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Introduccion

El ano pasado, se conmemoré el centenario del nacimiento del matematico Claude Elwood
Shannon (1916-2001), conocido por ser considerado el “Padre de la Teoria de la Informacion”,
siendo de esta forma una de las mentes mas influyentes del siglo XX. Con este Trabajo, se plan-
tea sumarnos a la conmemoracion hacia esta mente brillante, siendo el objetivo del trabajo la
revision e investigacion en algunos de los modelos y resultados de Shannon, asi como propor-
cionar una version actual de las teorias y resultados matematicos que expondremos.

Hemos de entender a Shannon como un hombre completamente adelantado a su tiempo, que
desarroll6 los resultados mas importantes de su teoria en su trabajo en Bell System Laborato-
ries. Cabe destacar, para remarcar la importancia del momento, que en el mismo laboratorio y
momento se inventé también el transistor. Shannon se centra en el estudié de la informacién,
creando la teoria basica que subyace en la actualidad en todas las comunicaciones digitales
y los métodos de almacenamiento y procesamiento de la informacion. El impacto de esta in-
vestigacion en el mundo practico es infinitamente mas importante en la actualidad que en su
momento, hace 60 anos. Cuando nadie se cuestionaba acerca de su utilidad, Shannon desarrolld
formulas con las que medir la informacion y su transmisién; con que velocidad y que cantidad
se puede transmitir sobre diferentes medios.

Todas estas ideas aparecen recogidas en 1948 en el articulo A Mathematical Theory of Commu-
nication, con el que revoluciona la forma en que ingenieros y cientificos del momento conciben
las comunicaciones digitales. En este texto, considerado la “Carta Magna de la Era de La In-
formacion” | sienta las bases de la Teoria de la Informacion fijando los conceptos de mensaje,
emisor, transmisor, canal, receptor y destino tal como los conocemos ahora.

En la primera parte de este trabajo se ha realizado una revision de este articulo, complemen-
tado con otro de sus articulos cercanos en tematica y tiempo: Communication in the Presence
of Noise, donde amplia y desarrolla la teoria en el caso concreto de canales ruidosos.

En este primer capitulo introduciremos el sistema de comunicaciones estandar, distinguien-
do y estudiando por separado los casos en los que los mensajes a comunicar sean secuencias
discretas o continuas, asi como la presencia o no de ruido que altere las senales durante la co-
municacién. En este sentido, desarrollaremos conceptos de gran importancia en toda la Teoria
de la Informacion, definiendo y demostrando conceptos que son desde ese momento universales
manteniendo su formula y definicién, destacando la Capacidad de un canal,

C = tim 0N

)
T—o0

la Entropia (definida también como Férmula de Shannon para medir la informacién)

H=—> p(x)logp(x),

los ratios de informacién o el bit como unidad bésica de informacion.
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A través del desarrollo de estos conceptos, podremos concluir con los Teoremas Fundamen-
tales respecto a cada caso, donde Shannon establecié en cada uno de ellos los limites en los
que se puede realizar la comunicacion. En este sentido, el mateméatico ya comprendié que in-
dependientemente del desarrollo tecnologico, la informacién no puede ser transmitida mas alla
de cierto ratio, un limite fundamental conocido como Limite o Capacidad de Shannon.

Precisamente, uno de los grandes problemas a resolver que Shannon enuncia con esta Teoria
es la posibilidad de alcanzar una transmisiéon con la maxima efectividad; situdandonos en el
limite posible. En su momento, el intercambio de informaciéon era mucho mas lento que los
limites posibles que él mismo enuncio, por lo que crea un desafio que los propios ingenieros no
comenzaron de resolver hasta 50 anos mas tarde, siendo en la actualidad un motivo constante
de estudio la construccién de formas de comunicarse que alcancen el limite de la capacidad
establecida. Ciertamente, la Teoria de Shannon enuncia en que situaciones se pueden construir
estas formas de comunicacion, pero no habla del como. Sobre este aspecto tratara el segundo
capitulo de este trabajo.

En este, basado principalmente en el libro A Course in Error-Correcting Codes de Jgrn Juste-
sen y Tom Hgholdt, nos introduciremos en cuestiones algebraicas sobre la forma en comunicar
mensajes, su codificacién, procesamiento y correccién de errores. Para ello, se tratara de dar una
version actualizada y bastante general de estas formas, desarrollando los conceptos de cédigos
correctores lineales, estructuras de comprobacion de paridad, peso Hamming, descodificaciones,
etc. Asi mismo, se buscaran las cotas de probabilidad de error para errores y fallos de descodi-
ficacion, segun si si se produce una alteraciéon del mensaje y si esta alteracion no es corregida
respectivamente.

Posteriormente, se tratara de dar una visién mas actual con ciertas anotaciones referidas a
la Teoria de la Informacion, donde se redefine los conceptos de Entropia, Canal o se incluye la
Informacién mutua.

Para terminar, se hablara de nuevas formas de comunicacién que se estan desarrollando en
los ultimos anos para las mejoras de la comunicacién. En este sentido, introduciremos el con-
cepto de FEstructura de Datos como una forma de almacenar y transmitir la informacion de
manera conjunta; asi como finalizaremos con un breve acercamiento a los cédigos convolucio-
nales, que se caracterizan por ser codigos en bloques de longitud no fija. Por ejemplo, la NASA
o la Agencia Europea del Espacio utilizan estos codigos.

Para finalizar de dar una visién més completa a todas las aportaciones de Shannon en las
matematicas, es necesario destacar que realizo importantes aportaciones en distintas materias
como el desarrollo de circuitos integrados, ordenadores, criptografia, inteligencia artificial o in-
cluso genémica. No en vano, es considerado una de las tltimas figuras renacentistas, pues su
interés se ocupd de diversas areas del saber y las ciencias. También creo modelos matematicos y
maquinas en el &mbito ludico, como maquinas de ajedrez, uniciclos, robots capaces de aprender
por si solos (precursores de la Inteligencia Artificial como técnica) o malabares.

Precisamente, para hacer honor a estas otras aportaciones también destacables fuera de la
Teoria de la Informacion, el tercer capitulo se dedica al tltimo tema que hemos referido, el
estudio de los Juegos Malabares desde un punto de vista mateméatico. En esta seccién, se desa-
rrollan diferentes modelizaciones de un malabar en funcion de la cantidad de manos y objetos
en el aire, asi como el caso particular de los malabares uniformes (objeto principal de estudio de
Shannon). Tomando como referencia el libro The Mathematics of Juggling de Burkald Polster,
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asi como el propio articulo de Shannon Scientific Aspects of Juggling se introducird la notacién
“SITESWAP” como modelo matematico para definir los lanzamientos de diferentes alturas, a
partir de las funciones y secuencias o matrices malabares respectivamente para los casos de
malabar simple (una persona, dos manos) o miltiples manos. Posteriormente, se enunciaran y
demostraran resultados principales como el Teorema de la Media para el nimero de bolas o
el Test de Permutacion para comprobar si una secuencia de nimeros es o no malabar. Para
la demostracion de estos resultados nos hemos servido del articulo Juggling drops and descents
escrito por Joe Buhler, David Eisenbud, Ron Graham y Colin Wright

A continuacién, se estudiara la forma de crear todas las secuencias malabares posibles, asi
como las nociones de estados malabares y grafos de estado para establecer las conexiones en-
tre todas las secuencias de un ntmero de bolas concreto. Para finalizar, se introduciran los
malabares uniformes, caracteristicos por su constancia en los tiempos de vuelo , permanencia
y vacante. En estos malabares precisamente desarrollaremos los tres Teoremas Malabares de
Shannon, que relacionan el nimero de manos y bolas disponibles con los tiempos indicados (en
el caso del primer Teorema) y con las esencialmente diferentes maneras posibles de realizar los
malabares (Segundo y Tercer Teorema).



Capitulo 1

Teoria de la Informacion

En este capitulo vamos a introducir los principales conceptos incluidos en la comunicacion
de mensajes, que ya anticipé Shannon en 1948, creando una teoria basica para entender las
comunicaciones digitales, asi como el almacenamiento y procesamiento de la informacion.

El principal objetivo de una comunicacién es reproducir en un lugar dado el mensaje exac-
tamente igual al que se ha producido en otro punto. Para ello, se entiende que el mensaje tiene
(en la mayoria de los casos) un significado, es decir, se refiere o esta relacionado con un cierto
sistema de entidades fisicas o conceptuales, no consiste en la mera transmisién de simbolos. La
importancia del significado, a pesar de que va a ser irrelevante desde el punto de vista matemati-
co, es notoria: El objetivo principal de la transmision del mensaje se basa en la transmision de
dicho significado, que podria ser alterado por una comunicacién inexacta o incompleta.

Ademas, suponemos que el mensaje es seleccionado entre un conjunto de mensajes de posi-
bles. No obstante, el sistema de comunicacién debe estar preparado para operar con cualquier
posible seleccién, pues el o los mensajes que se enviaran son desconocidos al momento de di-
senar el sistema.

Un concepto de gran importancia serd nuestra capacidad de medir la informacién, de cara
a poder determinar la cantidad de informacion que contiene un mensaje, cuanta puede ser
enviada o recibida en un momento de tiempo, etc. En este sentido, la opcién mas natural pa-
ra medir la informacién estd relacionada con la funcién logaritmo, en tanto que una medida
logaritmica es la opcién més practica mateméticamente (valérese la linealidad del logaritmo
frente a pardmetros como el tiempo, ancho de banda, niimero de transmisiones, etc.) y encaja
con nuestra intuicién de la medida (parece 16gico pedir que dos canales idénticos dupliquen la
capacidad de uno de transmitir la informacién, por ejemplo).

De la eleccion de la base del logaritmo dependera nuestra unidad de medida de la informa-
cién. Asi, dado que en la mayoria de los casos la transmisién realiza a través de un canal digital
mediante un sistema binario (base 2), nuestra unidad de informacién serd el bit. En este aspecto,
cabe destacar la gran aportacion que realizé Shannon a este concepto, cambiando la definicién
que se tenia hasta el momento, perteneciente a Tukey. A partir de Shannon, un bit ya no se
refiere a una unidad de almacenamiento que guarda un digito binario 0 6 1 (aunque se corres-
ponderia con ellos en el sistema binario); sino que se trata de la unidad bésica de informacién
que nos permitird su medida. Si partimos de un sistema decimal, por ejemplo, dado que

log,y M
logy M = ——— =~ 3,321 M
082 logo 2 ;021085

8



y entonces una cifra digital decimal equivale a 3,32 bits aproximadamente.

Un sistema de comunicaciéon se refiere a un sistema del tipo indicado en la Figura 1.1 en

Mensaje Senal q Mensaje
J] 1 Senal
recibida
FUENTE DE TRANSMISOR 8 RECEPTOR DESTING
3
INFORMACION &
FUENTE DE
RUIDO

Figura 1.1: Diagrama de un sistema de comunicaciéon general

forma de esquema. De manera general, consiste esencialmente en cinco partes:

1. Una fuente de informacion, que produce el mensaje que se quiere comunicar. Este mensaje
puede ser de varios tipos

a) Una secuencia de letras o simbolos, como por ejemplo en un telégrafo.
b) Una funcién f(t) respecto al tiempo, como en una radio o un teléfono.

¢) Una funcién de varias variables. Por ejemplo, en un televisor en blanco y negro, la
funcién f(z,y,t) indicaria la intensidad de la luz en el tiempo ¢ en una posicién

(z,9).

d) Varias funciones de una (tiempo) o varias variables. Por ejemplo, en una television a
color el mensaje consiste en tres funciones f(x,y,t), g(x,y,t) y h(z,y,t), que indican
la intensidad de cada color de un sistema RGB en el tiempo y posicion dadas.

e) Cualquier combinacién de las anteriores, como se darfa en en una televisién con
audio, por ejemplo.

2. Un transmisor, que trabajard con el mensaje produciendo una senal capaz de ser enviada
a través del canal. Este hecho (transformar la informacién de entrada en informacién para
el canal) lo conoceremos como codificacion; siendo de gran importancia, como veremos
mas adelante el tipo de cddigo que se utilice.

3. El canal, el medio que se usa para transmitir la senal desde el transmisor hasta el receptor.
Sus cualidades, como el ancho de banda o la capacidad del mismo, son determinantes en
la comunicacién.

4. El receptor, que recibe la senal y la transforma de nuevo en el mensaje, descodificandola.

5. El destino del mensaje, hacia donde se ha enviado.
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6. En algunos casos, puede ocurrir que la senal enviada sea perturbada a través del canal
o en alguna de las terminales. Nos referimos a este hecho como ruido. En este caso,
la senal recibida puede ser diferente de la enviada, por lo que seran necesarios diferentes
mecanismos para recuperar el mensaje inicial, los cuales también trataremos méas adelante.

Podemos clasificar los sistemas de comunicacién en tres categorias: Discretos, en los que el
mensaje vy la senal estaran formados por una secuencia discreta de simbolos; continuos, si se
trataran de funciones continuas; o mixtos, con variables continuas y discretas. Empecemos con
el caso discreto.

1.1. Sistemas discretos sin ruido

En un caso discreto, el mensaje que se envia a través del canal es una secuencia de simbolos
escogidos entre el conjunto finito de simbolos S1, Sy, ..., S, que pueden ser transmitidos de un
punto a otro. Cada simbolo S; requiere de un tiempo t; para ser transmitido.

Definicién 1.1.1. La capacidad de un canal viene dada por

log N(T
¢ — tim 28N

T—oo

(1.1)

donde N(T') representa el numero de senales permitidas de duracion T.

La capacidad de un canal indica la cantidad de informacién que puede ser transmitida
a través de dicho canal simultdneamente. Si suponemos que todas las senales de simbolos
S1, Sa, ..., Sy, estdn permitidas, tenemos que N (7') serd la suma de de los niimeros de secuencias
terminadas en cada simbolo respectivamente, es decir,

N({T)=N(T —t;))+N(T —t2)+...+ N(T — t,)

Resolviendo la ecuacién en diferencias, N(T') se comporta asintGticamente como X(, siendo Xg
la solucion real de mayor valor de la ecuacion caracteristica

X by X2y 4 X I=1

y por lo tanto
C = 10g XQ

De cara a las secuencias posibles, se supone que hay un nimero de posibles estados ay, as, ..., am,
para los cuales solo hay un subconjunto del conjunto de simbolos que pueden ser transmitidos
desde ese estado. Cada vez que un simbolo es transmitido, el estado cambia en funcién del
anterior estado y el simbolo transmitido. En estas condiciones, podemos calcular la capacidad:

Teorema 1.1.1. Sea bz(;) la duracion del s-ésimo simbolo, partiendo del estado i para pasar al
estado j. Entonces la capacidad C' del canal es igual a log W, el logaritmo de la mayor solucion

real de la ecuacion
(s)
b
E W = 5@'
s

Donde 6;; =1 sit = j y cero en otro caso.

=0

Demostracion. Con la misma notacién, sea N;(T') el nimero de secuencias de simbolos de
duracién T que terminan en el estado 7. Entonces

NH(T) =" No(T = b))
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Al ser una ecuacion lineal en diferencias, el comportamiento cuando 7" — oo es de la forma
N; = A; W7 para ciertos A; y W reales. Sustituyendo,

AWT =3 AW 5 4= Aaw = Y (Z W 5”.) A;=0

.8

5)
Pero para que este tltimo se cumpla, el determinante D(W) = |a;;| = ‘Zs Wb — §;;| debe
ser nulo, lo que nos determina W, que sera la mayor raiz real de D = 0.
Entonces C' viene dado por
log (32, 4,W7)
= 1/ :1
e el
[

Una vez conocida la capacidad del canal, parece 1égico estudiar la fuente de informacion,
de forma que nuestro objetivo es describirla de forma matemaética en la manera que la infor-
macion estadistica que podamos obtener de ella nos ayude a reducir la capacidad requerida
por el canal para transmitir dicha informacién. Una opcion eficaz es codificar la informacién
de forma que las letras o conjuntos de letras mas usados tengan una codificacién tal que la
senal de envio sea mas corta o de menor informacién, lo que produce un gran ahorro de tiem-
po y capacidad. En el idioma castellano, por ejemplo, la letra F es mucho mas usada que
la X, o una estructura (por ejemplo, silabas) del tipo TFE es més frecuente que [U. En este
sentido podemos considerar que una fuente discreta genera el mensaje, simbolo por simbolo,
teniendo cada uno una probabilidad que depende de las elecciones anteriores, el estado del
canal o los propios simbolos del canal. Podemos interpretar entonces la generacion como un
proceso estocastico, donde cada simbolo es producido en funcién de una serie de probabilidades.

El caso bastante general puede ser descrito como un proceso de Markov: Existe un ntimero
finito de estados del sistema: aq, as, .. ., a,, con un conjunto de probabilidades, p;(j), que indica
la probabilidad de ir del estado a; al estado a;. En este sentido, en el proceso de comunicacion
supondremos que un simbolo es producido en cada transicién de un estado a otro.

Entre los procesos de Markov, hay un grupo con propiedades especiales que merece la pena
destacar. Se trata de los procesos ergddicos, en donde nos referiremos a las fuentes como ergodi-
cas. En un proceso ergodico, cada secuencia producida tiene las mismas propiedades estadisticas.
Por lo tanto, estas propiedades estadisticas pueden ser deducidas a partir de un tnico y simple
ejemplo aleatorio suficientemente largo del proceso, pues la probabilidad del conjunto donde
estas propiedades no se cumplen es cero, con lo que tenemos una homogeneidad estadistica.
Esta propiedad esta relacionada con el grafo del proceso, pues serd ergddico si:

1. El grafo es conexo, es decir, no pueden ser dividido en dos o mas partes de forma que
dichos subgrafos no tengan ninguna arista que los conecte.

2. El maximo comun divisor de la longitud de todos los circuitos integrados en el grafo es
uno.

Si la segunda condicién no se cumple, teniendo un maximo comun divisor d > 1, entonces
las secuencias tendran una cierta estructura periédica, de forma que derivaran en d diferentes
clases con propiedades estadisticas similares, salvo por alguna variacién en su origen.

Si la primera condicion y el grafo se puede dividir en subgrafos desconectados que si cumplen las
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dos condiciones, decimos que la fuente es mizta, hecha de varios componentes puros, Ly, Lo, . . .,
correspondiendo cada componente con uno de los subgrafos. Entonces podemso escribir la fuente
como

L =pi Ly +pslo+psls+...

donde p; es la probabilidad del componente L; respectivamente. Esta situacion representa la
existencia de diferentes fuentes, cada una con una estructura estadistica homogénea propia (son
ergodicas). A pesar de no saber cuél serd escogida, una vez que una secuencia empieza en una
fuente L;, continuara indefinidamente de acuerdo a la estructura estadistica de tal componente.
A menos que se especifique lo contrario, en adelante supondremos que la fuente es ergddica.

El siguiente paso se trata de medir la cantidad de informacién producida por la fuente en
este proceso; o el ratio de tal. Supongamos que tenemos una serie de eventos con probabili-
dades p1,pa,...,pn. Se quiere medir precisamente la cantidad de incertidumbre respecto a la
salida de la fuente. Para ello, se busca una medida H (py, pe, ..., pn) que cumpla:

1. H sea continua respecto a p;.

2. Si todas las probabilidades son iguales, p; = % entonces H debe ser creciente mondtona

respecto a n (mds eventos posibles, mayor serd la incertidumbre).

3. Si una decision puede ser dividida en dos decisiones consecutivas, el total de H debera
ser la suma de los valores para cada H particular. Esta propiedad es facil de ver con un
ejemplo: supongamos que tenemos tres eventos de posibilidades %, % y % respectivamente.
Este proceso se podria descomponer en dos elecciones, la primera con dos posibilidades
de probabilidad %, y en el caso de que la segunda ocurra, hacer otra eleccién con proba-
bilidades % y % Las probabilidades finales son las mismas en ambos casos, por lo que se

requiere que
p (L) (LN L (2t
2°3°6 2°2 2 33

12 12
1/3

1/6
13

Figura 1.2: Descomposicion de las posibilidades

Pidiendo estas condiciones, podemos establecer:

Teorema 1.1.2. La unica funcion H que cumple las condiciones establecidas es de la forma

n
H=-K Zpi log p; (1.2)
i=1
donde K es una constante positiva.
Demostracion. Sea H (%, %, e %) = A(n). De la tercera condicién, se puede descomponer s™

posibilidades de igual probabilidad en series de m elecciones, cada una con s posibilidades de
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igual probabilidad:
1 1 1 11 1 1 11 1
o Y (S P T CR N
s§m- gm sm S S S S S S S
1 11 1 1 11 1 1
S s s S sm S s S

De la misma manera, A(t") = nA(t).
Escogiendo n arbitrariamente grande, tomamos m tal que

®w |

Tomando logaritmos y dividiendo entre nlog s

mlogs < nlogt < (m+1)logs

Luego

n logs

Con € arbitrariamente pequeno (dependera de n). Andlogamente, debido por la segunda con-
dicién (crecimiento monétono de A(n)) tenemos que:

A(s™) < A(t") < A(s™H)

Dividiendo por nA(s),

<75 =

Y del anterior obtenemos que

40 _ st
A(n) logs

concluyendo
A(t) = Klogt

con K constante y positiva para satisfacer la segunda condicion.

/,’L.
Ahora supongamos que tenemos n posibilidades de probabilidades p; = Zn—l, con n; en-

i=1 T
tero. Se puede descomponer una eleccién entre las > n; posibilidades en una eleccién de n
posibilidades con probabilidades pi, pa, ..., p,; tal que si la i-ésima es escogida, nos queda una
eleccién con n; posibilidades de igual probabilidad ni (nétese, que, en probabilidad final, todas
las decisiones tienen la misma probabilidad, Z;n)

Usando de nuevo la tercera condicién, se puede calcular H respecto del nimero total > n; de
dos maneras diferentes:

1 1 1
H =Kl i
(Zm’Zm’ ’Zni) ngn

1 1 1
H —_\ ..., —— | = H . Dn K ; 1 i
(Zni’ Zni’ 727%) (p17p27 y D >+ Zp ogn
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Por lo que

H=K [Zpilog (an) - sz‘logni] = —KZPiIOg g;l = —KZPilogPi

]

En el caso de que p; no sea medible, se puede aproximar mediante racionales y la misma
expresion es valida debido a nuestra hipétesis de continuidad, por lo que la expresion (1.2)
es valida en general. Por otro lado, el coeficiente K equivale a la unidad de medida, luego si
usamos el logaritmo en base 2 supondremos que K = 1 para medir en bits.

Denominamos entonces H como la entropia de un sistema de probabilidades pq,po, ..., Pn.
Si tenemos una variable aleatoria x, denominaremos H(z) a su entropia, a pesar de que z
no es propiamente una variable de la funcion H. Conviene destacar de manera breve algunas
propiedades:

1. H> 0y H = 0 siy solo si todos los p; son nulos, excepto uno con el valor unidad (es
decir, no hay més de una eleccion)

2. Para un n dado, el maximo de H se alcanza si todas las probabilidades son iguales, p; = =

3. Si tenemos dos variables, x e y, con una probabilidad conjunta p(i, j) (probabilidad de
que ocurra el suceso 7 en el primer caso y j en el segundo), la entropia del evento conjunto
sera

H(z,y) =—>_p(i,j)logp(i, ;)

’.7

con H(z,y) < H(x)+ H(y), obteniéndose la igualdad sélo en el caso de que las variables
sean independientes.

4. Cualquier cambio de las probabilidades hacia la equidad aumentara la entropia.

5. De nuevo en un sistema de dos variables, siendo p;(j) la probabilidad condicionada de

que y tenga valor j si x es i, podemos hablar de la entropia condicionada H,(y) aplicando
tal probabilidad a (1.2). Ademas, H(z,y) = H(z) — H,(y).

Con todas estas propiedades, podemos definir finalmente la entropia de una fuente como el
valor esperado de acuerdo a la probabilidad de que el sistema se encuentre en cada estado, es
decir, la entropia por simbolo es

H = ZPH_ szpz ) log p; () (1.3)

con P; probabilidad de encontrarse en el estado 7 y p;(j) la probabilidad condicionada de pasar
del estado 7 a 7. Si el proceso se produce con unos tiempos definidos, podemos tenemos que la
entropia por segundo corresponde a

=2 fill
i
con f; la frecuencia media de cada estado. Como es de esperar, se cumple que
H =mH

siendo m el nimero de simbolos por segundo.
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Si los simbolos son independientes entre ellos, entonces simplemente H = — ). p; logp;, con
pi la probabilidad de un simbolo i. Para un mensaje lo suficientemente largo (longitud N), la
probabilidad de este mensaje serd cercana a p = pﬁ”NpZQ’QN -+ pPrN: vy podemos aproximar este
logp~!

N

Teorema 1.1.3. Dado cualquier ¢ > 0 y 6 > 0, existe un valor Ny tal que para cualquier
secuencia de longitud N > Ny pueden ocurrir dos Sucesos:

valor mediante H =

1. La secuencia pertenece a un conjunto de de probabilidad menor que €.

2. Siendo p la probabilidad de la secuencia, se cumple que

logp~!
N

—H‘<§

Una vez descrito matematicamente la produccion del mensaje en la fuente, abordemos el
proceso de codificacién y descodificacion producido en el transmisor y receptor. En el transmisor,
denominaremos simbolos de entrada (o simplemente entrada) a los producidos por la fuente,
que llegan al transmisor; y simbolos de salida los producidos en el transmisor como resultado
de la codificacion, que pueden ser enviados a través del canal. El proceso de codificacion puede
tener o no memoria, de forma que la salida no esté condicionada sélo por el simbolo de entrada
actual, sino por un ntimero concreto de los ltimos simbolos de entrada. Si tenemos una memoria
finita, entonces habra un niimero m de estados del transmisor en los que la salida dependera
del simbolo de entrada y el estado del transmisor en ese momento.

Representaremos la codificaciéon como

Yn = f(Tn, GN)
Ap+1 = g<xn7 an)

Siendo x,, el n-ésimo simbolo de entrada, a,, el estado del transmisor cuando el n-ésimo simbolo
es introducido e ¥, es el simbolo o secuencia de simbolos de salida correspondiente.

Teorema 1.1.4. Teorema Fundamental para un Canal Discreto sin Ruido
Sean H la entropia de una fuente (en bits por simbolo) y C' la capacidad de un canal (en bits por
sequndo) dados. Entonces es posible codificar la salida de la fuente de manera que se trasmita

una media de 7€ simbolos por sequndo a través del canal, donde € es arbitrariamente pequeno.

No es posible transmitir a un ratio medio mayor que T

Demostracion. El limite es facil de definir: basta con notar que la entropia de la entrada en

el canal serd igual que la de la fuente por segundo, siendo esta necesariamente menor que la

capacidad del canal para que se pueda transmitir la informacién. Entonces H' < C'y en niimero
!/

de simbolos por segundo es — < —. Veamos que esta cota puede ser practicamente alcanzada:

Si consideramos todas las secuencias de N simbolos producidas por la fuente, estas las podemos
dividir en dos grupos: un grupo de alta probabilidad, que contendrs alrededor de 27 secuencias
(dado que la media son H bits por simbolo, con N simbolos habra una media de N H bits por
secuencia, con lo que se pueden formar alrededor del nimero indicado). Para contener este
grupo, tomamos un valor pequeno 7 de forma que el grupo de alta probabilidad tenga menos
de 2H+MN secuencias; y un segundo grupo de baja probabilidad, formado por menos de 28V
(siendo R el logaritmo del numero total de distintos simbolos existentes), de forma que la
probabilidad de este segundo grupo sea menor que una cota p. A medida que N crece, 'y
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tenderan a cero.

Si fijamos un tiempo 7', tenemos que en el canal hay al menos 2 T senales posibles con esa
duracion, con 6 pequeno cuando T es lo suficientemente grande (pues nos acercamos al limite
de capacidad del canal). Tomemos

(C-0)

H
T=|=+A|N
(C >
entonces el nimero de senales a través del canal serd mayor que

9(C=)T _ o(C=0)(FHA)N _ o(H+n(n))N

siendo n(N) una funcién que tiende a cero cuando N y T son lo suficientemente grandes. En
este caso, habra suficientes secuencias del canal de duracién T de forma que se pueden asociar
todos las secuencias del primer grupo con las del canal en una relacién individual (una secuencia
del canal para cada mensaje). El resto del mensajes (los de baja probabilidad) para los que no
quede una senal de duracion 7', se representan mediante secuencias mas largas, que empezaran
y terminaran con una senal especial especificada. Para estos mensajes de baja probabilidad, se

requerird un tiempo
R
T = (5 + 90) N
con ¢ pequeno.
El ratio medio de transmision en simbolos por segundo sera mayor que

oo oo = fa-a(Zaa) ws(Ze )]

medida que N aumenta, d, A y ¢ tienden hacia cero, por lo que este ratio se aproxima hacia

A
¢ =
H

A pesar de haber realizado algunos pasos para la construccién de un cédigo durante la
demostracion, existen otras posibles codificaciones més efectivas. Una de las mas usuales en
este tipo de casos es, ordenando todos los mensajes de longitud N en orden decreciente de
su probabilidad p; > p» > ... > p,, se puede determinar para cada uno la probabilidad
acumulada excluyéndose a si mismo, P, = Zf;ll p; v codificando al sistema binario de forma
que la transmision a través del canal del mensaje sea la expansion de P, en sistema binario.

Este método es facil de ilustrar con un ejemplo sencillo: supongamos que tenemos 4 simbolos

1 1 1
A, B, C, D con probabilidades 1% y 3 respectivamente, que son elegidos de manera
independiente. La entropia de este sistema es

1 1 1 1 1 1
H=—- (glog—+—log—+2—log—

7. ,
5T 1 3 8) = — bits por simbolo.

4

Si usamos el sistema de codificacién descrito anteriormente, la codificacién que obtenemos es

A 0
B 10
C 110
D 111

Si tomamos todos los mensajes de N simbolos, el promedio de bits usados en su codificacion
sera . . ) -
Nl-x1+-x24+-x3)=-=-N
(1 iegns) =]
Y por lo tanto se alcanza la cota de H bits por simbolo.
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1.2. Sistemas discretos con ruido

Como ya se ha mencionado previamente, entendemos como ruido la alteracién que se produce
en algin momento del proceso de comunicacion de forma que la senal es modificada en tanto
que los mensajes enviados y recibidos a través del canal no son necesariamente iguales. Hay dos
casos principales:

1. La alteracion es siempre la misma. Es decir, cada senal diferente se recibe siempre de
la misma forma, que puede ser perturbada o no, pero esta perturbacion es una funcion
definida respecto a las senales enviadas. Conocemos este caso como distorsion. Si esta
funcién tiene una inversa definida, entonces la distorsién es facil de corregir: basta aplicar
la funciéon inversa a la senal recibida antes de comenzar con la descodificacion.

2. La alteracion no es constante. Este es el caso de interés pues es el mas comin y su solucién
no es a priori tan sencilla como en la distorsion.

La senal recibida E es entonces una funcién que depende de la enviada S y el ruido N:
E=f(S,N)

En general, el ruido es representado como un proceso estocédstico, tomando una probabilidad
condicionada p, (8, j) que representa la probabilidad de, si el canal estda en un estado a y se
transmite el simbolo 7, se recibira el simbolo 7 quedando el canal en un estado (.

Dado que la fuente era también un proceso estocdstico, tenemos diferentes entropias a tener
en cuenta: La entropia de entrada al canal H(x) que se corresponde con la de la fuente; y la
entropia de salida, H(y). En el caso del canal sin ruido se cumplia que H(z) = H(y). A tener
en cuenta seran también la entropfa conjunta H(x,y) y las condicionales, H,(y) y Hy(x), en
los casos en los que se conoce la entrada o salida respectivamente. En relacién a todas estas
medidas, conviene recordar las igualdades y desigualdad:

H(x,y) = H(x) + H.(y) = H(y) + Hy(z) < H(x) + H(y)

Definicién 1.2.1. El ratio de transmisién, R, es el promedio de informacion verdadera que se
trasmite mediante el canal, calculado

R=H(x)— Hy(x) (1.4)

donde H(x) representa la entropia de la fuente, el ratio de produccion de informacion; y H,(z)
mide la ambigiedad o incertidumbre media de la informacion recibida, que denominaremos
equivocacion.

Otras formas de calcular R son
R=H(x)—Hy(x)=H(y) — Hy(y) = H(z) + H(y) — H(x,y)

En esta definicién se ha tomado la entropia condicionada H,(x) como una medida de la infor-
macion perdida. A partir de conocer el mensaje enviado, esta medida nos indicara la cantidad
de informacién que no se corresponde. Para justificar esta medida, nos valemos del siguiente
teorema:

Teorema 1.2.1. Sea un sistema de comunicacion del tipo de la Figura 1.3, con un observador
(dispositivo exterior) que conoce tanto el mensaje enviado como el recibido, anotando los errores
y transmitiendoselos a un dispositivo corrector a través de un canal corrector.

En esta situacion, si el canal corrector tiene una capacidad igual o mayor que Hy(x), entonces
es posible codificar la informacion del observador de manera que se envie por el canal corrector
y corregir todos los errores salvo una pequena fraccion € de estos. Si la capacidad del canal es
menor, no es posible la correccion.
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Figura 1.3: Sistema de comunicacién con sistema de correccion

Demostracion. En la primera parte, si consideramos secuencias de mensajes M’ recibidos lo
suficientemente largos, habiendo enviado mensajes M; tenemos que en un tiempo 7' se habran
producido logaritmicamente una cantidad de T'H,(x) de mensajes M que pueden haber pro-
ducido M’. Entonces debemos enviar T'H,(x) bits en 7" segundos, lo que puede ser hecho con
capacidad H,(z) salvo por una pequea frecuencia e de errores en el canal.

Para la segunda parte, si tomamos ademas la variable z como la senal enviada a través del
canal de correccién, tenemos que (por las propiedades de la funcién H):

H,(2,2) > H,(x)

Hy(z) + Hy,.(z) = Hy(x)
H,.(r) > H,(v) — Hy(z) > H,(z) — H(2)

Si la capacidad del canal es menor que H,(x) entonces el lado derecho de la desigualdad sera
positivoy H, ,(z) > 0, que simboliza la incertidumbre de lo enviado conociendo la senal recibida
y la correccion. Si este dato es positivo, entonces los errores no pueden ser arbitrariamente
pequenos. ]

Podemos entender entonces H,(x) como la cantidad de informacién adicional que se deberfa
incluir en el mensaje para garantizar la correcciéon de errores. Sobre este aspecto nos detalla-
remos en mayor longitud en la segunda parte de este trabajo, en cuanto a cédigos correctores.
En estas condiciones, podemos definir la capacidad de un canal con ruido:

Definicién 1.2.2. La capacidad de un canal con ruido, C, es el maximo posible del ratio de
transmision

C =méx (H(z) — Hy(z)) (1.5)
Donde el maximo es con respecto a todas las posibles fuentes de entrada al canal.

Noétese que en un canal sin ruido Hy(z) = 0, y por lo tanto la méxima entropia es la
capacidad del canal, como ya demostramos; por lo que esta definicién es consistente con la
de capacidad que ya dimos en la primera seccién. Continuando de manera analoga, podemos
enunciar el Teorema Fundamental:

Teorema 1.2.2. Teorema Fundamental de un Canal Discreto con Ruido

Sea un canal discreto con capacidad C' y una fuente discreta de entropia por sequndo H. St H <
C' entonces existe un sistema de codificacion tal que la salida de la fuente puede ser transmitida a
través del canal con una frecuencia de error (equivocacion) arbitrariamente pequena. St H > C
es posible codificar la fuente de manera que la equivocacion sea menor que H — C + €, con €
arbitrariamente pequeno, pero no es posible una equivocacion menor que H — C' con ningun
método de codificacion.
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Demostracion. Consideremos una fuente Sy con la que se alcanza la méaxima capacidad C,
segin (1.5), como la entrada del canal. Para un tiempo fijo 7', todos los posibles mensajes
recibidos y transmitidos de duracion T se pueden diferenciar en varios grupos:

1. Los mensajes enviados se dividen en dos grupos, un grupo de alta probabilidad con
alrededor de 27#(*) miembros y un segundo grupo de baja probabilidad con los restantes.

2. Analogamente, los recibidos se dividiran en un grupo de alta probabilidad de tamano
cercano a 27®) y otro de baja probabilidad.

3. Por su parte, si tomamos un mensaje recibido concreto del primer grupo anterior, este
mensaje ha sido producido con alta probabilidad por alrededor de 271+(®) entradas con-
cretas, mientras que la probabilidad de que provenga del resto es relativamente pequena.

En todas estas separaciones, la probabilidad del segundo grupo (el menos probable) tiende a
cero a medida que 7" aumenta.

Sea una segunda fuente que produce informacién en un promedio R, con R < C. Como en
el caso anterior, en un tiempo 7" habra un grupo de alta probabilidad con una media de 277
mensajes. Dichos mensajes se asociardn aleatoriamente con alguno los 277(*) secuencias del
canal descritas anteriormente. La probabilidad de que una de estas secuencias sea un mensaje
es entonces

2TR
T = T(R—H(z))
2 x

Calculemos ahora la probabilidad de un error: Si fijamos un mensaje de salida concreto, vamos
a calcular la probabilidad de que este mensaje haya sido producido por méas de un mensaje
de entrada. La probabilidad de que ninguna otra de las secuencias del canal que llevarian al
mensaje de salida concreto no tengan un mensaje asociado es:

P = [1 _ QT(R*H(I))}
Y dado que R < C = H(z) — H,(z), entonces existirda n > 0 tal que R — H(z) = —H,(z) —n,
P = [1 — 2 TH@-Tn] 2T

cuyo limite cuando 7" — oo es 1 (basta aplicar logaritmo del limite e infinitésimos en el loga-
ritmo), por lo que la probabilidad de de error tendera a 0.

Para la segunda parte, si el canal sélo puede transmitir una cantidad C' de bits por segundo,
entonces no se ve capaz de transmitir el resto de H(x) — C, lo que provoca un error minimo de
la misma cantidad anadido. Veamos que este error no se puede reducir: si tuviésemos una codi-
ficacién de una fuente de entropia H(z) = C' + a de forma que equivocacion sea Hy(x) =a — €
con € > 0 (es decir, Hy(x) < a = H(z) — C). Entonces H(z) — H,(z) = C +¢, lo que contradice
la definicién de C' como el méximo en (1.5). O

Es importante destacar que, al contrario que en el caso sin ruido, en esta demostracién no
hemos podido dar un método propiamente constructivo para elaborar un cédigo con el que
alcanzar las cotas descritas. En la préactica, este hecho resulta mucho mas complicado y en
ocasiones puede requerir de gran cantidad de informacion de redundancia para evitar los erro-
res, lo cual limita la capacidad del canal y la velocidad de la transmisién de datos (en tanto
que parte de esta capacidad estara ‘ocupada’ en la transmision de la informacién de redundancia

Para finalizar con esta parte, veamos un ejemplo de codigo eficiente con el que corregir: En
un canal binario, tenemos un ruido que puede modificar o no un tnico digito de cada secuen-
cia de 7 digitos. Las ocho posibilidades (no error o cambio de digito en cada posicién) son
igualmente distribuidas. De cada bloque de 7 digitos (Xi, Xo, ..., X7) definimos X3, X5, X, X7
como simbolos del mensaje y el resto de redundancia, obtenidos mediante:
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X, de forma que a = Xy + X5 + Xg + X7 sea par
X5 de forma que 8 = X5 + X5+ Xg + X7 sea par
X, de forma que v = X; + X3 + X5 + X7 sea par

Al recibir un bloque, se calculan a, 8 y v, dandoles un valor 0 si es par o 1 si es impar. En caso
de que todos sean nulos, no hay error, si alguno es 1, entonces la posiciéon indicada en binario
por a3 es en la que ha ocurrido el error.

En un caso concreto, si tenemos el mensaje (X3, X5, Xg, X7) = (1,0,0, 1), entonces el bloque
completo sera (0,0,1,1,0,0,1). Si se recibe el mensaje (0,0,1,1,0,1,1), tenemos que o = 1,
B =1,y =0, luego se ha cometido un error en la posiciéon 110 — 6; Xg es incorrecto.

1.3. Sistemas continuos

1.3.1. Conceptos previos

Antes de entrar de lleno con el caso continuo, vamos a definir una serie de conceptos con los
que poder describir matematicamente las cualidades un sistema de comunicacién continuo que
posteriormente estudiaremos. En este caso, trabajaremos con grupos y conjuntos de funciones:

Definicién 1.3.1. Un grupo de funciones es una clase o coleccion de funciones (generalmen-
te respecto de una sola variable, el tiempo). Se puede referir tanto a una coleccion definida
explicitamente como a una agrupacion de funciones que cumplan una condicion determinada.

Por ejemplo, dado un conjunto ©, podemos definir el grupo de funciones
fo(t) = sin(t + 0)
en donde para cada # € © tenemos una funcién diferente.

Definicién 1.3.2. Denominaremos un conjunto de funciones a un grupo de funciones con una
probabilidad inducida, es decir, cada funcion del grupo tiene una probabilidad determinada; o se
puede determinar la probabilidad de las funciones que cumplan una determinada caracteristica
dentro del conjunto, etc.

Con el mismo ejemplo, al grupo de funciones anterior definido le podemos otorgar una
probabilidad de distribucién para 6, P(6), convirtiendo el grupo en un conjunto.

Definicién 1.3.3. Se dice que un conjunto es estacionario si al desplazarse una cantidad fija
de tiempo en todas las funciones, el conjunto en si permanece siendo el mismo a pesar de los
cambios puntuales en las funciones.

En nuestro ejemplo, supongamos que 6 tiene una distribucién uniforme en [0, 27]. Si des-
plazamos todas las funciones un tiempo tgy, tenemos que

fo(t +to) =sin(t + 0 + to) = sin(t + ¢) = f, (1)

con ¢ distribuido uniformemente [0, 27]. A pesar de que cada funcién ha cambiado, el conjunto
sigue siendo el mismo.

Definicién 1.3.4. Se dice que un conjunto es ergddico si es estacionario y no hay ningin
subconjunto de probabilidad diferente de 0 6 1 que sea estacionario.
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Siguiendo con las propiedades ergddicas que ya definimos, el significado de esta propiedad
quiere decir que en un conjunto ergédico cada funcion es tipica, contiene todas las propiedades
estadisticas que se le pueden atribuir al conjunto.

Podemos operar en los conjuntos para obtener otros nuevos (lo que se corresponderia fisi-
camente al paso por algin dispositivo como filtros, moduladores, etc.). Si tenemos un conjunto
fa(t) y un operador T, entonces a cada funcién del conjunto le corresponde una nueva funcién
del conjunto g,(t) tal que

9a(t) = T fa(t)
donde la medida de probabilidad es la misma en ambos conjuntos, asi como los correspondientes
subconjuntos relacionados por el operador también conservan la misma probabilidad.

Un operador 7' es denominado invariante si cualquier desplazamiento en la variable se co-
rresponde también en la salida; es decir,

Ga(t) =T fo(t) implica g (t +to) = T falt + to)
para todo f,(t) y to posibles.

Lema 1.3.1. Si un operador T es invariante y el conjunto de entrada es estacionario, entonces
el conjunto de salida es también estacionario.

Corolario 1.3.1. Si un operador T es invariante y el conjunto de entrada es ergodico, entonces
el conjunto de salida es también ergodico.

Para la entropia en los sistemas continuos, tiene sentido realizar una férmula analoga al
caso discreto (1.2) de forma que la entropia de una distribucién continua p(x) sea

H = —/p(a:) log p(x)dx (1.6)

A través de esta féormula, podemos describir en el caso de tener dos argumentos = e y las

entropias conjuntas y condicionadas:
- //p(x,y) log p(z,y)dxdy

// (z,y) log ())ddy
// (z,y) log (‘;J)dxdy

p(z) = /p(w,y)dy; ply) = /p(:)s,y)dffj

La entropia en el caso continuo conserva alguna de las propiedades del caso discreto, aunque
también hay otras nuevas que merece la pena destacar. Las principales propiedades son:

con

1. Siendo V el volumen en el que esta limitado el argumento z, el maximo se alcanza cuando
x tiene una distribucién uniforme en todo el volumen (mayor desorden posible), es decir,

1
p(z) = v El mayor valor posible de H es entonces

1
H:—/vvlog (V) dx =logV
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2. Para cualesquiera dos variables x, y:
H(z,y) < H(z) + H(y)
déndose la igualdad si y sélo si x e y son independientes p(x,y) = p(x)p(y).
3. Al igual que en el caso discreto
H(x,y) = H(x) + H,(y) = H(y) + Hy(x)
H,(y) < H(y), Hy(x) < H(x)

4. Siendo p(z) unidimensional, el maximo de entropfa bajo la condicién de tener una desvia-
cién estandar fija o se da en la distribucién normal. En este caso, el valor de la entropia
es

H(x) =log V2meo

5. Una diferencia fundamental entre la entropia para el caso discreto y el continuo es que en el
caso continuo la medida es relativa al sistema de coordenadas. Si este sistema es cambiado,
entonces la medida también cambia de manera que, si cambiamos a coordenadas y:

Hy) = - / p() 1z, y) log (p() Tz, 9)) dy

donde J(z,y) es el Jacobiano del cambio de coordenadas. Expandiendo el logaritmo,
podemos obtener que entonces

H(y) = H(z) - / p(a) log (J (x,y)) dz

Debido a estos posibles cambios de escala, en el caso continuo la entropia puede ser ne-
gativa.

A pesar de esta dependencia, en la mayoria de conceptos que vamos a trabajar pos-
teriormente dependeran de una diferencia entre dos entropias, la cual no se vera afectada
por el sistema de coordenadas, pues cualquier cambio cargaria igual a ambas entropias.

Vamos ahora a suponer que el canal que se usa en la comunicacion tiene un cierto ancho
de banda W en ciclos por segundo (en la actualidad, nos referimos a esta medida como hertz,
Hz) empezando en la frecuencia nula (ndtese que el ancho de banda es la diferencia entre la
frecuencia superior y la inferior. Al denotar un ancho de banda W comenzando en 0, entonces
estamos limitando la senal del canal en frecuencias entre 0 y W ); podemos determinar el
siguiente principio:

Teorema 1.3.1. Si una funcién f(t) no contiene frecuencias superiores de W Hz, entonces

estd completamente determinada dando sus valores en una serie discreta de puntos espaciados

1
YiTa sequndos entre ellos.

De hecho, f(t) se puede representar como

=3 % Sijgfvvft_;f) )

donde X,, es el n-ésimo valor de los puntos;

X =1 ()
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Si la funcion esta limitada a un tiempo de intervalo T' y los puntos son espaciados por W

segundos como hemos indicado, entonces hay un total de 27'W puntos usados como referencia.
Mas precisos, podemos definir la funcién como limitada a un cierto intervalo 7" si y s6lo si todas
las muestras X,, fuera del intervalo T son nulas.

En un conjunto de funciones limitadas por el ancho de banda y la duracién, estas pueden
ser representadas por la distribucién de probabilidad p(z) en dicho intervalo. A partir de este
momento, podemos estudiar las propiedades de las funciones mediante el estudio de como se
comportan las funciones en las muestras.

Si consideramos un conjunto de funciones limitadas por un ancho de banda de W Hz,
podemos definir la entropia del conjunto por grado de libertad como

1
H = — lim —

n—oo N,

/---/p(:vl,xg,...,:Un)logp(xl,xg,...,xn)dzldxg---d:vn (1.8)

Podemos definir también la entropia por segundo dividiendo entre el intervalo T" para n mues-
tras. Puesto que n = 2T'W,

H=2WH (1.9)

La entropia esta relacionada con el logaritmo de una distribucion lo suficientemente larga
(suficientemente alto nimero de muestras). Asi, si asumimos p(z1, s, ..., x,) continuo para
todas las variables y todo n, entonces para n lo suficientemente largo tenemos un resultado
similar al caso discreto:

lo
gp _ H/ <€
n
para todos los posibles (z1, xs, ..., x,) excepto por un conjunto cuya probabilidad total es me-

nor que ¢; con 0 y € arbitrariamente pequenos.

Un caso tipico de estudio y de gran importancia por nuestro estudio posterior se trata del
caso en el que el ruido en el sistema es ruido térmico blanco. Este ruido tiene la propiedad de
que cada muestra es perturbada independientemente respecto a las otras; y que la distribucién
de cada amplitud de la perturbacién (distancia entre la muestra perturbada y la original) sigue
una distribucién normal con desviacién estandar o = v/N, con N siendo la potencia media del
ruido.

En este caso su funcion de distribucién es

1 1
e i

p(l’l,l'g, s wrn) - (QWN)%

y obtenemos una entropia

H' =log vV2meN
H =W log2meN

Notese que, por las propiedades de la distribucién normal que ya describimos, para una poten-
cia media N determinada el ruido blanco tiene la maxima entropia posible.

Este ruido adquiere toda su importancia para medir la entropia en los casos continuos, donde
es conveniente no medir directamente la entropia de un conjunto de funciones; si no trabajar
con una comparacién con el ruido blanco, calculando la potencia de un ruido térmico blanco
con la misma entropia. A este concepto lo denominaremos potencia de entropia:
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Definicién 1.3.5. La potencia de entropia de un conjunto de funciones es la potencia de un
ruido blanco limitado por el mismo ancho de banda que las funciones del conjunto y teniendo
la misma entropia. Si H' es la entropia del conjunto, entonces la potencia de entropia es

1 /
Ny = —e 1.10
' ore ( )
Por ultimo, antes de comenzar el estudio de capacidades y ratios del caso continuo, intro-
duzcamos brevemente el caso de suma de conjuntos.

Si tenemos dos conjuntos de funciones f,(t) y gs(t) con funciones de densidad de la proba-
bilidad respectivas p(x1,x2, ..., 2,) y p(z1, Ta, . .., x,); podemos formar un nuevo conjunto que
representa la suma de ambos. Este nuevo conjunto supone el resultado final de la superposicién
de los dos ruidos y/o sefiales representados en los conjuntos descritos. La funcién de densidad
de la suma viene dada por la convolucién

r(x1, 2, ..., Ty) =/---/p(yl,yQ,---,yn)q(xl—yl,xQ—yz,---,xn—yn)dyldyz-'-dyn

y podemos obtener el siguiente resultado:

Teorema 1.3.2. Sean N1 y N, la potencia media de dos conjuntos de funciones y sean Ny v
Ny sus potencias de entropia respectivas. Entonces la potencia de entropia de la suma, N3, estd

acotada por -
N1+ Ny < N3 < N1+ Ny

1.3.2. Canales continuos

En un canal continuo la entrada y senales transmitidas serdn una funciéon respecto del
tiempo f(t), mientras que la salida serda una versién perturbada de la misma debido al rui-
do. Consideremos solo el caso en el que las senales transmitidas y recibidas estan limitadas
por un cierto ancho de banda WW. Entonces para un periodo de tiempo 7' la estructura es-
tadistica viene determinada por la funcion de distribucion finita de n = 27TW numeros, siendo
P(z) = P(x1,s,...,%,) la probabilidad de la senal transmitida; mientras que el ruido se puede
representar por la probabilidad condicional Py (y) = Py ay....zn (Y1, Y25 - - -, Yn)-

El ratio de transmisién tiene la misma definicién que en el caso discreto (1.4):
R=H(z)— Hy(x)

con H(x) la entropfa de la entrada y H,(x) la equivocacién. La capacidad del canal C es
entonces el maximo ratio de transmisién posible para los posibles conjuntos de funciones que
actien como entrada; es decir, el maximo respecto a los posibles P(x) = P(x1,z2,...,%,),
maximizando

R=H(z)— Hy(x) = — /P(:c) log P(x)dz + // P(z,y)log P]gz;?;)dxdy

Dado que P(z) = [ P(z,y)dy, podemos reescribir como

[ P ion g St
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y por lo tanto la capacidad del canal es

T—oo P

C = lim max—// z,y) log (()P())dxdy (1.11)

Si el logaritmo se encuentra en base 2, entonces la capacidad del canal describe el ntimero de
bits por segundo que se pueden enviar a través del canal con una equivocacion arbitrariamente
pequena, al igual que el caso discreto. Ademads, tenemos que para un mensaje u, siendo x, y
las senales enviada y recibida respectivamente; y v el mensaje descodificado desde y (y ha sido
afectada por el ruido), se cumple que

H(u) = Hy(u) < H(z) — Hy()

sin importar los métodos de codificacién/descodificacién que se puedan usar para obtener x o
v. Es decir, sea cual sea el tipo de codificacion, el ratio no superara la capacidad del canal. En
cambio, bajo condiciones generales se puede conseguir un método de codificacién con el que
trasmitir a ratio C' con una arbitrariamente pequena frecuencia de error.

Un caso de especial interés se encuentra si el ruido es independiente (estadisticamente) de la
senial transmitida. Entonces P, (y) es una funcién que depende solo de la diferencia n = z — y,
Q(z — y). Denominemos como H(n) a la entropia de la distribucién Q(n).

Teorema 1.3.3. 5i el ruido es independiente de la senal transmitida y la senal recibida es la
suma de la enviada junto con el ruido, entonces el ratio de transmision es

R = H(y) - H(n)
y por lo tanto la capacidad del canal es
C=maxH(y) — H(n
i H(y) = H(n)
Demostracion. Dado que y = x 4+ n, y se trata de una transformacion lineal, entonces
H(z,y) = H(x,n)
que se puede expandir en ambos lados
H(y) + Hy(z) = H(x) + Hy(n) = H(x) + H(n)
dado que z y n (senal y ruido) son independientes. Finalmente se deduce que

R=H(x) — H,(x) = H(y) - H(n)

Supongamos ahora que nos encontramos en el caso en el que el ruido es térmico blanco

Teorema 1.3.4. La capacidad de un canal de ancho de banda W perturbado por ruido térmico
blanco de potencia N cuando la potencia media del transmisor es P es

P+ N
P

C =Wlog (1.12)
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Demostracion. Si el ruido tiene una potencia media N y las senales transmitidas estan limitadas
por una potencia media P entonces la senal perturbada tiene una potencia media P + N. La
maxima entropia de la senal recibida se da cuando la senal transmitida sigue una distribuciéon
normal (méximo caso al estar la potencia limitada) y entonces

H(y) = Wlog2me(P + N)
y la del ruido blanco, como ya vimos,
H(n) =W log2meN
Aplicando el anterior Teorema 1.3.3, nos queda

P+ N

C=H(y)— H(n)=Wlog Iz

]

Con un sistema de codificaciéon adecuado, podemos transmitir informacién a través del ca-

P+ N

nal a razon de log, . En este sistema “ideal”, la senal transmitida se aproxima al ruido

blanco en propiedades estadisticas.

En el caso en que el ruido siga cualquier otra distribucién, el hecho de calcular la capaci-
dad se vuelvo un proceso mucho mas complicado o imposible de resolver. No obstante, esta
capacidad se puede acotar en funcion de la potencia del ruido y la entropia de potencia.

Teorema 1.3.5. Sea un canal con un ancho de banda W perturbado por un ruido arbitrario
de potencia media N 1y potencia de entropia N, siendo P la potencia media de transmision.
Entonces la capacidad del canal, C estd acotada de la siguiente manera:

P+ N P+ N
i 1§C’§W10g +

W1
5N, N,

(1.13)

Demostracion. La senal recibida tiene una potencia media P + N. La maxima entropia dada
estd potencia ocurre si la senal recibida tiene una distribucién normal y en ese caso H(y) =
W log 2me(P + N). Entonces

P+ N
C = I}IDl(é})(H(y) — H(n) < Wlog2me(P + N) — W log2meN; = W log ]—\fi_
x 1

Para la cota inferior, supongamos que transmitimos como senal ruido blanco de potencia P.
Entonces la potencia de entropia de la senal recibida ha de ser mayor que P + Ny, dada la
desigualdad en la suma de conjuntos de funciones del Teorema 1.3.2.

Entonces méx H(y) > Wlog2me(P + Ny) y

P+ N

C > Wlog2me(P + Ny) — Wlog2re N, = W log N
1
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1.3.3. Fuentes continuas

En el caso de una fuente continua, sin ninguna informacién previa se podria considerar una
frecuencia infinita de generacién de la informacion, puesto que especificar de manera exacta una
cantidad que tiene un rango continuo de posibilidades requiere de un nimero infinito de bits.
De esta forma, para poder transmitir dicha informacién a través de un canal seria necesario
una capacidad del canal infinita. No obstante, dado que los canales suelen tener cierto ruido
asociado (y por lo tanto la capacidad es finita), una transmisiéon exacta es imposible.

Afortunadamente, mensajes continuos no requieren de ser enviados de una manera exacta,
si no que admitiremos transmisiones con cierta tolerancia, con lo que se puede definir un ratio
finito de informacion por segundo asignado a la fuente continua. Este ratio depende de la mag-
nitud del error permitido entre los mensajes inicial y final; por lo que lo denominamos relativo
al criterio de fidelidad.

Para poder dar una formulacion matematica a esta fidelidad, trabajando en el conjunto de
mensajes de una duracién dada T suficientemente larga; vamos a denotar x al mensaje pro-
ducido e y el mensaje recibido. Todo el sistema de comunicacion puede ser descrito a partir
de la funcién de probabilidad P(z,y), por lo que representamos la fidelidad como una funcién
v (P(z,y)) sobre las posibles funciones de probabilidad P(z,y). De manera precisa, podemos
medir esta fidelidad como un promedio de la funcién p(x,y) sobre los posibles x e y:

PmmaﬁmMmmm@ (1.14)

Para que la férmula (1.14) sea valida es preciso asumir que tanto la fuente como el sistema son
ergddicos; asi como que esta evaluacion es posible.

La funcién p(x,y) mide como de improbable serfa recibir y a partir de = de acuerdo al criterio
de fidelidad escogido, por lo que se denomina funcién de evaluacion o distancia (pues actia
como una “distancia” entre = e y, a pesar de no definir un métrica). Algunas de estas funciones
mas comunes son:

1. El criterio RMS, que utiliza la distancia euclidea

plan) =5 [ () = y(o) a

de forma que
v = (z(t) —y(t))’

2. El criterio de error absoluto,
1 /7
plav) = [ 1alt) = (o) d
0

Ahora estamos en condiciones de definir el ratio de generacion de informacién:

Definicién 1.3.6. Dado un sistema particular con una probabilidad conjunta P(x,y) y una
fidelidad v, el ratio de informacion generada relativo al criterio de fidelidad v se define como
el minimo ratio R de transmision al variar la probabilidad condicionada P,(y) manteniendo
constante la fidelidad, esto es,

Plx,y)
R= mln // z,y) log P (y>dxdy (1.15)
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sujeto a

V= // P(z,y)p(z,y)dzdy

Esta definicién nos lleva directamente al siguiente teorema:

Teorema 1.3.6. Si una fuente tiene un ratio R para una fidelidad v, es posible codificar la
salida de la fuente y transmitir a través de un canal de capacidad C' con fidelidad tan cercana
a v como se quiera si y solo si R < C.

Por dltimo, veamos por su interés practico el caso concreto en el que aplicamos el criterio
RMS y el conjunto de funciones del mensaje es ruido blanco de potencia (), pues el ratio puede
ser calculado explicitamente. En este caso

R =min [H(z) — Hy(x)] = H(xz) — max H,(x) = W log 2me) — W log 2meN = Wlog%

siendo N = (z — y)? el cuadrado del error medio permitido, W el ancho de banda. Tengasé en
cuenta que max H,(z) se alcanza cuando y—x es ruido blanco, por lo que es igual a W log 2meN.
A partir de este caso, para otros tipos de fuentes de mensajes podemos acotar de la siguiente
manera;

Teorema 1.3.7. FEl ratio de cualquier fuente con un ancho de banda W estd acotado por

Wlog% <R< Wlog% (1.16)

siendo Q1 la potencia media de la fuente, ()1 la potencia de entropia de la misma y N el
cuadrado del error medio permitido.



Capitulo 2

Cddigos correctores

La implementacion en la practica de las nociones y los resultados del capitulo 1 no es posible
a partir de los métodos basados en probabilidad sobre los que se fundamenté inicialmente la
teoria de Shannon. Por ello,durante las tres primeras décadas de la segunda mitad del siglo XX
se consideraron los modelos algebraicos de los codigos correctores, principalmente lineales, de
interés matematico como de los cédigos convolucionales de mayor interés en ingenieria.

Dichos cédigos dan lugar a modelos para corregir errores producidos por la distorsion de la
transmision en presencia de ruido, que frecuentemente es grande. Se fundamentan en la capa-
cidad de corregir un nimero significativo de errores cuando se realiza la codificacion por un
procedimiento inteligente que permita decodificar mediante procedimientos matemaéticos ade-
cuados.

Los modelos algebraicos fueron los tinicos modelos practicos para el sistema discreto hasta
1980, cuando V. Goppa convirtié en geométricos sus ultimos modelos algebraicos de cédigos
lineales, y ello permiti6 la extensién de dichos modelos a casos generales de la geometria al-
gebraica. S6lo poco después ya se lograron construir familias excelentes de codigos lineales
definidas sobre cuerpos finitos F, de cardinal ¢ > 49 y ¢ cuadrado, lo que supuso un hito
histérico ya que dichos codigos optimizan a la vez la proporcién de errores que se corrigen y el
coste de la codificacién.

En los tdltimos 25 anos se han logrado avances sistematicos muy significativos en la decodi-
ficacién y en particular en la evolucion y creacién de nuevos coddigos convolucionales y de los
llamados turbo-codigos, que permiten respaldar también en la practica la teoria de Shannon.
No se han logrado todavia familias de cddigos excelentes para g < 49, en particular se esta muy
lejos de lograrlo para el caso ¢ = 2 que es el mas importante para las aplicaciones. Precisamente
por esa circunstancia, en este capitulo vamos a considerar principalmente codigos correctores
sobre el cuerpo F5, donde trataremos de introducir sus principales propiedades.

2.1. Definiciones

Un cédigo bloque C' es un conjunto de M palabras C = {cy, ¢a, ..., cp} donde cada palabra
es una n-tupla ¢; = (¢, ¢i1, - - -, ¢in—1) formada por elementos pertenecientes a un alfabeto finito
de g elementos. Nos referiremos a n como la longitud del codigo.

En la mayoria de los casos, vamos a trabajar con codigos lineales, trabajando en espacios

vectoriales. Si partimos de un cuerpo finito F (nuestro alfabeto), consideremos F" como el
espacio vectorial V' = {F", 4+ F}. En dicho espacio, definimos el concepto de cédigo lineal:

29
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Definicién 2.1.1. Un (n,k) cédigo lineal C' es un subespacio de dimension k del espacio
vectorial V.

En tales cddigos, el nimero total de palabras es M = ¢*. Al igual que cualquier espacio
lineal, la ventaja de estos codigos es que nos permitird trabajar exclusivamente con la base
lineal.

Definicién 2.1.2. La matriz generadora G de un (n,k) cédigo lineal C' es una matriz de
dimension k X n cuyas filas son linealmente independientes (es decir, sus filas estin formadas
por una base del cddigo).

Si partimos de una informacién en forma de un vector u de dimensién k, se puede esta-
blecer la una codificacién tal que ¢ = uG. A pesar de tratarse del mismo codigo, deferentes
elecciones de las filas de GG darfa lugar a diferentes codificaciones, por lo que establecemos una
forma sistematica tal que las primeras k columnas forman la matriz identidad de dimension k,
quedando

G=(I,A)

Definimos también como comprobacion de paridad a cualquier vector h del espacio vectorial V'
tal que
GhT =0

Estos vectores forman a su vez un subespacio de V' de dimension n — k.

Definicién 2.1.3. La matriz de comprobacién de paridad H de un (n, k) cddigo lineal C' es una
matriz de dimension (n—k) X k cuyas filas son vectores de comprobacion de paridad linealmente
independientes.

De esta forma, GHT = 0, y podemos escribir H a partir de la forma sistemética de G como
H=(-A"I)
siendo I la matriz identidad de dimensién (n — k) en este caso.

Definicién 2.1.4. Dada la matriz de comprobacion de paridad H de un (n, k) cédigo lineal C,
el sindrome de un vector r € F", s = syn(r) es tal que

s= Hr"

El sindrome nos servira para poder cuantificar los errores cometidos al recibir el mensaje.
Asi, si r es la palabra recibida al enviar la palabra ¢, tenemos que r = ¢ + e, siendo e el error
en la palabra recibida y por lo tanto

s=Hr" = H(c+e)' = He"
con lo que s refleja el error.

Definicién 2.1.5. El peso Hamming de un vector x, wy(x), es igual al nimero de coordenadas
no nulas de dicho vector.

En una palabra recibida r = ¢ + e, el numero de errores serd wy(e).

Definicién 2.1.6. Un cdédigo es t-corrector si para cualesquiera dos palabras diferentes c;, c;
y dos errores ey, ey de peso menor o igual que t, entonces ¢; + ey # ¢j + ey

Es decir, en un cédigo t-corrector es imposible recibir la misma palabra desde dos palabras
diferentes si los errores son menores o iguales que t.
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Definicién 2.1.7. La distancia Hamming entre dos vectores x, y, denotado dg(z,y), es el
numero de coordenadas en el que difieren.

Con esta ultima definicién, podemos dar a V' la estructura de espacio métrico.

Definicién 2.1.8. La minima distancia de un codigo, d, es la minima distancia Hamming
entre cualquier par de palabras diferentes del codigo.

En un cédigo lineal, es directo que esta minima distancia es igual al minimo peso posible
entre todas la palabras no nulas del cédigo.
En posteriores notaciones, podremos referirnos a un (n, k, d) cédigo lineal como un (n, k) cédigo
lineal de distancia minima d.

Definicién 2.1.9. La distribucién de peso de un cddigo es un vector A = (A1, Ag, ..., Ay),
donde cada coordenada A; representan el numero de palabras del codigo con peso i. Asi mismo,
definimos como enumerador de peso al polinomio

Az) = i Ayz”
w=0

Por otro lado, es muy importante en los codigos correctores la figura del descodificador, que
podemos considerar como una aplicacién de Fy en el codigo C' tal que a cada palabra recibida
r le corresponde una palabra del codigo (es decir, descodifica la informacién recibida).

Definicién 2.1.10. Un descodificador de distancia minima es un descodificador tal que, dada

una palabra recibida r, devuelve la palabra c del cédigo de forma que d(r,c) < ¢ si esta palabra

2
existe, o declara fallo en otro caso.

2.2. Cotas en la probabilidad de error para cédigos co-
rrectores

Durante esta seccion, trataremos de establecer la efectividad de un cédigo corrector en
términos de su probabilidad de cometer un error.

Ademas, a menos que se especifique lo contrario, trabajaremos en un alfabeto binario, es decir
de sélo dos elementos: {0,1}; F =y

Asumimos que dichos simbolos tienen probabilidades P[1] = p, P[0] =1 — p. Se supone que
los simbolos son mutuamente independientes.

Lema 2.2.1. La probabilidad de que una palabra de longitud n tenga un niumero j de 1 viene
dada por la distribucion binomial

Pl = ()=

No obstante, cuando n es suficientemente grande parece razonable aproximar mediante una
distribuciéon de Poisson, de forma que

. L
— -

Normalmente, en un (n, k) cédigo lineal se asume que cada palabra es usada con la misma
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probabilidad, con lo que Plc;] = 27 (recuérdese que el niimero total de palabras es 2¥ para
un (n, k) cédigo lineal binario). Si los errores ocurren con probabilidad p, independientemente
del simbolo transmitido y entre ellos, entonces se trata de un canal binario simétrico (Binary
Symmetric Channel, BSC).

Ademas, trabajaremos con una descodificacion de distancia acotada, tal que todos los patrones
de maximo t errores son corregidos, mientras que aquellos que lo superan no.

En ese caso, hablaremos de error de descodificacion si la palabra obtenida por el descodificador
es diferente a la transmitida, mientras que se producira un fallo de descodificacion si la palabra
correcta no es corregida, es decir, no se obtiene la palabra correcta como salida final. Obvia-
mente, un fallo de descodificacién conlleva necesariamente un error de descodificacién; por lo
que su probabilidad, Py, serd mayor que la del error, Pepror-

Teorema 2.2.1. La probabilidad de un fallo de descodificacion en un descodificador de distancia

acotada es
| Pt —1-3" (M)pa-pri= 3 ()= 1)

j=0 j=t+1
Busquemos una forma de calcular la probabilidad de error:

Lema 2.2.2. Sea una transmision de la palabra nula, recibiendo una palabra descodificada de
peso w. Si el error tiene peso j y la distancia entre la palabra recibida y la descodificada es I,
entonces

J+l—w=2i>0

Lema 2.2.3. Supongamos que el de la palabra descodificada es w. Entonces el nimero de
vectores a distancia 7 de la palabra transmitida y a distancia | de la descodificada es

T(j.1,w) = (jqf Z) + (" P w) (2.2)

= v parg (41— w) par yw —1< j <w+1. En otro caso, T = 0.

2 )

Con 1

Ahora, podemos calcular la probabilidad de error a partir de sumar (2.2) sobre todas las
palabras y distancias posibles:

Teorema 2.2.2. La probabilidad de un error de descodificacion en un descodificador de distan-
cia acotada en un BSC' de probabilidad de error p es

w+t t

Pepror = > Y > AJT(j, Lw)p’ (1 —p)" (2.3)

w>0 j=w—t 1=0
Siendo Ay, la w-ésima coordenada de la distribucion de peso del codigo.

Como en la mayoria de algoritmos calcular el valor exacto es muy costoso y/o poco efectivo,
por lo que conviene también poder acotar dicha probabilidad de manera més efectiva.

En este sentido, toman importancia los descodificadores de maxima probabilidad:

Definicién 2.2.1. Un descodificador de maxima probabilidad es un descodificador que, dada
una palabra recibida r, devuelve la palabra ¢ del cédigo tal que la distancia d(c,r) es minima.

En este caso, el término de maxima probabilidad se refiere a la probabilidad condicionada
de recibir la palabra r cuando se ha transmitido c.
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Teorema 2.2.3. Para un cdédigo con enumerador de peso A(z) en un BSC con un error en
cada simbolo de probabilidad p, se da que

P 2 5 (W)= 3 (M )1 -y 24)

w>0 j>¥ §>0

Un mayor nimero de errores ocurriran cuando j es cercano a g, por lo que se puede usar
este valor para j en todos los casos, simplificando:

w 1

w>0 w>0

siendo Z la funcién Z = \/4p(1 — p).

De estas tltimas ecuaciones se puede deducir que el nimero de palabras de diferentes pe-
sos tiene una gran implicacion en la probabilidad de error. Asi, si p aumenta, la palabras de
mayor peso contribuiran mas a dicha probabilidad, dado que su nimero es mucho mayor.

Por otro lado, también podemos asumir que si j es lo suficientemente grande, todos los vectores
de peso j causaran error. Esta aplicacion se convierte en la cota de Poltyrev:

Teorema 2.2.4. Para un (n,k,d) cddigo con enumerador de peso A(z) en un BSC con un
error en cada simbolo de probabilidad p, se da que

Par €Y A0 Y S TGl -+ 2 (M) 4

w>0 §<i<J I<J i>J

+% S AT 4,20 (1 - p)n

1>0 1<j<J

2.3. Canales de comunicacién y Teoria de la Informacion

Como ya mencionamos en el capitulo anterior, un canal de informacién es el medio por el
que se transmite un mensaje de forma que la entrada es dicho mensaje y la salida una repro-
duccién (en la mayoria de casos imperfecta) de tal mensaje. En esta seccién, veremos que tipos
de canales podemos encontrar y la cantidad de informacién que se puede transmitir en cada
uno. En ella, repetiremos algunas nociones del primer capitulo con el objeto de adaptarlas y
actualizarlas para el uso de codigos correctores.

Para ello, asumimos que queremos enviar una cantidad ilimitada de informacién, que estara
dividida en mensajes (cadenas de simbolos binarios). En una fuente discreta sin memoria, la
salida X serd una secuencia de variables aleatorias independientes, con valores en un alfabeto
finito {z1,2,...,2,}, siendo la probabilidad de cada uno P(z;) = p; respectivamente. Asi,
hablaremos del vector de distribucién de X al vector Q(X) = {p1,pa,...p-}. De nuevo, para
medir la cantidad de informacion, recordemos el concepto de entropia:

Definicién 2.3.1. La entropia de una fuente discreta sin memoria X es

H(X) = E[~log P(X)] = = > p;logp; (2.6)

donde E representa el valor esperado. Normalmente, se toma el logaritmo en base 2 (al trabajar
en cddigo binario) y la unidad de informacion es denominada bit.
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Recuérdese que en un alfabeto de r simbolos, el valor maximo de la entropia es es logr, el
cual se consigue si todos los simbolos tienen la misma probabilidad, %

Un canal es discreto y sin memoria si la informacién de salida depende tnicamente de la
respectiva entrada. El canal conecta un par de variables aleatorias:

X:{Zﬂl,xg,...,.fﬂr}; Y:{ylay27"'7ys}

El canal es descrito por las probabilidades condicionadas de obtener y; dado x; como entrada,
P(y;|z;) = pji- El vector de distribucién de Y es entonces

QYY) = QX)QY|X)
siendo Q(Y|X) = [pj;] la matriz de transicién.

Definicién 2.3.2. La informaciéon mutua del par (X|Y) es

P(ylz
I(X;Y)=F {log Jgﬂ/)q = ZP(xj) iji [log p;i — log P(y;)] (2.7)
j i
PY, X
Téngase en cuenta que, dado P(Y|X) = %; I es simétrico, I[(Y; X) = I(X;Y)

Lema 2.3.1.
I(X;Y)=H(Y)-HY|X)=H(X)—- H(X|Y)

Por lo que H(X) es el mdzimo valor de I, que se alcanza cuando Q(Y|X) es la matriz unidad.

Definicién 2.3.3. La capacidad de un canal discreto, C(Y|X) es el mdzimo de I1(Y;X) con
respecto de P(X)

La capacidad nos indica que mensajes de k bits pueden ser comunicados de forma segura
usando ese canal al menos mas de n = % veces, es decir, mediante n simbolos codificados
usando un cédigo de 2¥ vectores.

Si definimos el ratio de un (n, k) cédigo como R = 57 entonces para longitud N del codigo y

ratio R tenemos que existe una constante positiva E(R) tal que algunos errores satisfacen
P(e) < 27 NEB)

De esta forma, si queremos transmitir k bits de informacién en un canal sin memoria deberiamos
usarlo al menos n = % para obtener suficiente informacién. Un cédigo bloque seria la regla en
que seleccionamos un vector de n simbolos de forma que podamos obtener la informacion envia-
da desde la recibida con la probabilidad mas alta posible. Si las entradas no son independientes,
entonces menos informacién podra ser enviada a través del canal.

También podemos derivar cierta informacion del Lema 2.3.1: Si queremos que la informacién
mutua sea cercana a k = nC', una versién nos dice que H(X) = k, con lo que H(X|Y') deberia
ser cero, con lo que la salida seria siempre el mismo mensaje. Por otra parte, se podria que

H(Y;, Y, ..., Y,) ~nC +nH(Y|X) = nH(Y)

con lo que la salida seria cercana a n simbolos independientes, con lo que el canal deberia
extender los vectores de salida lo suficiente para eliminar el efecto de los de entrada.
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2.4. Estructuras de datos

Hasta ahora, se ha considerado que la transmisién de informacién se realizaba median-
te cddigos y simbolos independientes. No obstante, la informacion es normalmente ordenada
en ciertas estructuras de forma que el receptor también conoce dichas estructuras para una
descodificacién mas efectiva.

Definicién 2.4.1. Una estructura de datos es una entidad de datos que puede ser indepen-
dientemente almacenada, comunicada y transmitida. Consiste en un encabezado, un cuerpo de
datos y un cuerpo de paridad.

Se asume que la estructura se compone de un numero fijo de simbolos. Cuando esta infor-
macién es transmitida a través del canal, es codificada (normalmente en otro alfabeto) a través
de un cédigo corrector de errores lo mas adecuado posible. La estructura transmitida consistira
en un numero fijo de simbolos del alfabeto usado en el canal (En general, trabajaremos con un
canal binario).

Definicién 2.4.2. Una estructura de transferencia es una entidad de informacion codificada
que se transmite a través del canal. Consiste en un encabezado (posiblemente codificado por
separado) y un cuerpo.

El encabezado en la estructura de transferencia funciona como indicador del comienzo de
la estructura, proceso que se conoce como sincronizacién estructural. También incluye informa-
cién sobre la ruta a seguir, asi como la direccién del receptor. En cambio, el encabezado de la
estructura de datos contiene informacion relevante para la interpretacion del mensaje, como el
numero de estructuras, identificacién de los contenidos, etc.

El cuerpo de datos consiste en un nimero Ky de simbolos binarios, que en general estd prote-
gido por un cuerpo de paridad de By simbolos, que actiian como comprobaciones de paridad
para poder verificar la integridad de la estructura recibida. Esta estructura de datos es codi-
ficada mediante un codigo de ratio R, aunque el encabezado puede ser codificado de manera
diferente para simplificar el proceso. Denominamos entonces H; al nimero de simbolos usados
para transmitir el encabezado.

Definicién 2.4.3. La eficiencia de la transmision, n es el ratio del nimero de simbolos del
canal que representan los datos y la paridad respecto del niumero total de simbolos transmitidos.
Los gastos de la transmision son 1 —n.

De esta definicién:
Lema 2.4.1.
_ Hy
- K;+ By + Hy

1—n (2.8)
Al igual que hablamos en el anterior capitulo, podemos enviar de manera efectiva K simbolos

transmitiendo NV a través del canal si % es menor que la capacidad del canal, C.

Ademas, de la misma forma que las definiciones anteriores tenemos:

R
Definicién 2.4.4. La eficiencia de la informacion, v, es el ratio v = rok La informacion perdida
es 1 —7.

Lema 2.4.2.

1=1 ; (2.9)
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De la anterior féormula, observamos que la mayor eficiencia se obtiene cuanto mayor es la
longitud de la estructura.

Para medir la calidad de las estructuras, nos basaremos en dos nimeros:

Definicién 2.4.5. La probabilidad de un error indetectado, P(ue) es la probabilidad de que
la estructura sea declarada libre de errores cuando en realidad partes de la estructura no sean
correctas.

Definicién 2.4.6. La probabilidad de un error de estructura, P(fe) es la probabilidad de que
el receptor distinga un error en la estructura, pero no sea capaz de corregirlo (al menos con la
suficiente confianza).

Obviamente, la introduccién de comprobaciones de paridad se realiza con la intencién de
solucionar los errores en las estructuras. Un tipo de comprobacién bastante usual es usar un
codigo ciclico binario, generado por el polinomio

g(x) = p(z)(z +1)

donde p(x) es un polinomio primitivo de grado m, teniendo el cédigo pardametros (n,k,d) =
(2" —1,2" —m — 2,4).
Normalmente este cédigo no ayuda a la correccién de errores, pero puede detectar errores en
la transmisién. Asi, si mas de dos errores ocurren, la probabilidad de que la estructura sea
aceptada se estima con la probabilidad de que una secuencia aleatoria genere la secuencia nula,
es decir,

P(ue) ~ Pt >2]-27"™1 (2.10)

Una estructura de longitud N puede ser dividida en m palabras de un (n, k) cédigo, tomando
k tal que divida a N. Ademds, podemos establecer cotas para dichas probabilidades a partir de
las probabilidades de error y fallo que vimos anteriormente:

Lema 2.4.3. Si la estructura consiste en % bloques, y el ruido es independiente, la probabilidad
de una estructura correcta es

1= P(ue) = (1 = Poyor) ™ (2.11)

Mientras que la probabilidad de un fallo de estructura serd

3=

P(fe) =1—(1— Prauo) (2.12)

En este sentido, se consiguen mejores resultados si la informacién es transmitida en pe-
quenas estructuras. Por todo ello, para conseguir la mayor eficiencia es conveniente combinar
la correccién de errores con las comprobaciones de las estructuras. Usando 16 o 32 bits para
este fin es posible hacer la probabilidad de fallo indetectado muy pequena y seguir teniendo
estructuras relativamente pequenas para aprovechar al méximo el cédigo corrector.

2.5. Cdbdigos convolucionales

Los codigos convolucionales destacan por tratarse de unos cédigos en los que la longitud
es variable, por lo que se definen reglas de codificacién locales. Para esta seccién, seguiremos
suponiendo que todos los cédigos son binarios, asi como denotaremos N a la longitud de la
estructura codificada y R al ratio del cédigo.

Sea R = %, k v n enteros positivos, y N un multiplo de n.
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Definicion 2.5.1. Una estructura de entrada, u, es un vector binario de RN simbolos de
informacion. Un vector de informacién, v(u), es un vector binario de longitud N tal que

T para j = L%J
J 0 en otro caso

Definicién 2.5.2. La codificacién convolucional del vector de informacion v(u) mediante un
vector generador, g, con go = g = 1, transforma v(u) en el vector de N -dimensional

Yj = Zgivj—i (2.13)
i=0

donde la suma es en modulo 2, N > m y los indices se interpretan en modulo N.

La férmula de (2.13) se denomina convolucion ciclica de g y v, dando nombre a los codigos
que estamos describiendo en esta seccién. También se puede realizar de forma simple una con-
volucién no ciclica, anadiendo mR ceros al final de la estructura de entrada.

Si el ratio es la division de enteros muy pequenos, R = %, la secuencia codificada se puede
dividir en bloques de longitud n, teniendo cada uno k simbolos de informacién y n — k simbolos
de paridad. Para simplificar la lectura, las secuencias se separan mediante periodos.

Lema 2.5.1. Para un vector generador dado, g, la codificacion convolucional define un (N, K)
codigo lineal de dimension K < RN.

La codificacion de un cédigo convolucional puede ser también expresada mediante una matriz
que refleje la norma de codificacion.

Definicién 2.5.3. La matriz generadora K X N dimensional para un codigo convolucional,
G(N), se define mediante
y =uG(N)

donde y es el vector codificado mediante (2.13).

Definicién 2.5.4. Una codificacion con secuencia generadora g y ratio R es no catastrofica si
todos los codigos bloque obtenidos por la codificacion convolucional (2.13) con N lo suficiente-
mente largo tienen dimension K = RN.

Lema 2.5.2. Una secuencia generadora es no catastrofica si y solo st hay una longitud L tal
que una secuencia codificada puede contener como mdximo un numero L de ceros consecutivos
cuando el vector de informacion tiene al menos un 1 por cada m bits.

Este hecho hace que las codificaciones catastrdficas tengan la propiedad de que una entrada
no nula periédica podria producir una salida con solo un segmento no nulo finito. También, dos
entradas diferentes en la mayoria de las posiciones podrian tener la misma salida salvo un ntime-
ro finito de simbolos, lo que provocaria demasiados errores en estructuras lo suficientemente
largas (proceso que se conoce como propagacion catastrofica del error).

Definicién 2.5.5. La memoria de un cddigo es el entero M = [R(m +1)] — 1.

Los parametros de un cédigo convolucional se dan como (n,k, M). Si R = % y la longitud
de g, m+1, es (M +1)n, entonces el codificador almacena kM simbolos de entrada. En general,

Lema 2.5.3. Cada simbolo codificado depende como mdximo de los M + 1 simbolos de infor-
macion previos (tomando los indices en mddulo RN ).
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Con toda esta informacion, es posible definir el cédigo mediante una manera alternativa:

Definicién 2.5.6. Un (n,k, M) cddigo convolucional es la secuencia de de cddigos de longitud
N = jn obtenidos mediante la codificacion (2.13).

Si se quiere enfatizar en en esta codificacién cuando la estructura es relativamente pequena,
hablamos de un cédigo de cola mordida (tail-bitting). Se trata de una ligera transicién entre
codigos bloque y convolucionales, bastante ttiles si es pequeno como descripcion alternativa de
un codigo bloque con propiedades similares; o si es grande como definiciéon alternativa de un
c6édigo convolucional.

A la hora de analizar los c6digos, las matrices de comprobacion de paridad resultan de gran
importancia. Por ello, desarrollemos este concepto dentro de los codigos convolucionales. Para
un cédigo de cola mordida de longitud fija IV, se puede encontrar la matriz de forma similar a
como hemos visto para codigos lineales, de forma que

G(NYH(N)" =0

No obstante, si queremos que H tenga una estructura similar a G (en particular, teniendo las
partes nulas de las filas independientes de N), el problema de hallar la matriz de paridad se
complica.

Para codigos no catastroficos de ratio R = %, la matriz de paridad tiene la misma forma que G,
pues se puede obtener la secuencia no nula h mediante la inversa de g. El simbolo de paridad
en la posicion j se asocia con una fila de H tal que su iltima entrada no nula sea en la posicién j.

Para codigos de ratio diferente, se puede obtener h resolviendo un sistema de ecuaciones li-
neales. Si tomamos la fila de H con la dltima entrada no nula en posicién j, la ultima fila de G
que debemos considerar es aquella con el primer simbolo no nulo en el mismo bloque. Si M es
la memoria del cédigo, las M filas previas tendran simbolos no nulos en el mismo bloque, por
lo que h debe ser ortogonal a tales filas. No queda claro entonces la longitud exacta de h, pues
podria ocurrir que haya mas variables que ecuaciones. En ese caso, podemos escoger h como
el vector no nulo mas corto ortogonal al segmento de G que se requiere. Para simplificar, sélo
consideraremos los casos en los que hay una unica solucién del siguiente modo:

Definicién 2.5.7. Una codificacion convolucional de ratio R se denomina regular si la matriz

' + M +1
generadora tiene coeficientes no nulos g; ; en la fila i solo para L%J <J< V s J -1

7
De manera similar, los coeficientes de la matriz de paridad son no nulos solo para [1 R-‘ <
+ M+ 1
i< v+ M+
1—-R
ortogonal no nulo al correspondiente segmento de la otra matriz.

—‘ — 1, y la parte no nula de la i-ésima fila de cada matriz es el unico vector

Es decir, la parte no nula de una fila de H serd h = (hypy, hy—1, ..., ho), donde M + 1 =
[(1—R)(m' +1)].

Definicién 2.5.8. El sindrome de una secuencia recibida se define como

/
=0

S5 = Z?”j_ihi (214)

donde s; = 0 si r es una palabra codificada.
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Lema 2.5.4. Un error individual afecta como maximo a M + 1 bits del sindrome.

Por otro lado, es importante de cara a la correccién de errores establecer términos similares
a la distancia en cédigos convolucionales. Si eliminamos los M ltimos bits de la estructura de
entrada u, o los hacemos nulos, la codificacién (1.11) se convierte en una codificacién no ciclica.
Esta forma de adaptar los cédigos se conoce como terminacion.

Definicién 2.5.9. Un (n,k, M) cddigo convolucional terminado es una secuencia de cddigos
bloque de longitud N = jn obtenidos mediante la codificacion (2.13) con los ultimos M bits de
entrada fijados nulos.

El ratio del cédigo terminado serda menor, pero la diferencia es escasa en caso estructuras
largas. Si consideramos j filas consecutivas de la matriz generadora y el segmento de la secuencia
codificada donde dichas filas no son nulas, la longitud N’ de la secuencia satisface j = | R(N' —
m)|. El conjunto de de secuencias codificadas forma un (N’ j) cédigo lineal denominado j-ésimo
codigo terminado.

Definicién 2.5.10. La j-ésima distancia de fila del codigo convolucional es el minimo peso de
un vector no nulo generado por j filas consecutivas.

Esta es la minima distancia del j-ésimo cédigo terminado. Dado que cada cédigo contiene
todos los cédigos mas cortos que él,

Lema 2.5.5. La distancia de fila es una funcion decreciente respecto a j.
Definiciéon 2.5.11. La distancia libre, dy es el minimo valor de las distancias filas.

En la mayoria de los codigos, la distancia de fila es constante desde j = 1 o se alcanza la
distancia libre con 7 muy pequeno. Se trata de una medida muy importante para la capacidad
de correcciéon de errores de un codigo convolucional.

Lema 2.5.6. Dado un codigo convolucional no catastrofico, todos los codigos de mordedura de
cola de longitud mayor que cierta constante N' tienen minima distancia dy.

Teorema 2.5.1. Un cédigo convolucional con distancia libre dy puede corregir cualquier error
de patron de peso menor que dgf si N es lo suficientemente largo.

Teorema 2.5.2. La distancia libre de un codigo convolucional esta superiormente acotada por
la distancia minima del mejor (N', ) cddigo blogque, donde j = |R(N'—m)].

Por otro lado, podemos escribir la regla de codificacion lineal de forma matricial:

yi = G (2.15)
>0
donde el bloque de entrada, u tiene longitud k y el de salida, y, longitud n, siedno las matrices G;
de dimensiones k£ x n. Esta ecuacién permite métodos de sistemas lineales o series de potencias
, en particular mediante funciones generadoras. Esto nos permite expresar el cédigo como una
funcion polinomial generadora
y(D) = u(D)G(D) (2.16)
Dado que se asume una memoria finita, las entradas en G(D) serdan polinomios de grado m
como maximo. Ademads, se puede transformar mediante escalares y operaciones de fila en la
forma sistematica, con la matriz identidad de dimensién k x k seguida de funciones racionales
de D. Esta transformacién es particularmente conveniente para (n, 1), donde se puede escribir
la matriz generadora como

Teorema 2.5.3. Un (n,1) cddigo es no catastréfico si y solo si los G; no tienen ningin factor
comun no trivial.
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Cdédigos de memoria unidad

Un cddigo de memoria unidad (UMC) es generado por una regla de codificacion del tipo
Yy; = 'LLjGO -+ Uj,101 (217)

Siendo Gy una matriz generadora de un (n, k) cédigo y G1 una matriz k x n, de rango m < k.
Sim < k, es conveniente escribir las matrices generadoras como

G 0
G=1[Go G] = [Gﬁf Gn]

Definicién 2.5.12. El codigo de memoria unidad generado por G es regular si los subespacios
lineales generados por Goy, Go1 y G11 solo comparten el vector nulo.

Podemos establecer un algoritmo para descodificar un UMC:
Entrada: Palabra recibida r.

1. Asumiendo que los errores han sido corregidos hasta el bloque i —1, se calculan los siguien-
tes bits del sindrome de r, s; = Hor;[ . Dado que Hj es ademas la matriz de comprobacién
de paridad de un coédigo Hamming extendido, se puede corregir inmediatamente errores
simples y detectar errores dobles.

2. Si un error simple ha sido corregido, podemos eliminar el termino H;r! del siguiente
sindrome.

3. Si hay dos errores en el bloque %, seran detectados como una paridad par y sindrome no
nulo. En esta situacion, la descodificacion es retrasada hasta encontrar un bloque con
paridad par.

4. En los siguientes bloques se detecta sélo la paridad. Bloques con paridad impar contiene
un unico error que sera corregido mas tarde.

5. Dado que se asume que j bloques contienen como maximo j + 1 errores, y el primero dos,
el siguiente bloque con paridad par sera corregido.

6. Podemos ahora corregir los bloques previos en la direccién inversa usando H;;, dado que
todas las columnas de esta matriz son distintas.

7. Finalmente los dos errores del bloque ¢ pueden ser descodificados usando un método de
descodificacién de doble error, dado que ambos sindromes han sido calculados.

Salida: Palabra descodificada.



Capitulo 3

Juegos Malabares

3.1. Malabares simples

En esta ultima parte del trabajo, vamos a tratar algunos de los aspectos méas destacados
de otras investigaciones de Claude Shannon que, a pesar de no haber tenido una trascendencia
vital en la historia como si ha ocurrido con la teoria de la informacion; conviene destacar, para
completar la imagen de Shannon como un matematico multidisciplinar que trabajé en muchas
y variadas areas de las matematicas. Uno de estos casos es la relacion existente entre las ma-
tematicas y los juegos malabares, o simplemente malabares.

La historia de los malabares es antigua. Desde sus primeras apariciones en grabados egipcios
encontrados en las tumbas egipcias de Beni Hassan, se conoce que dichos juegos han existido en
numerosas civilizaciones tanto occidentales como orientales a lo largo de la historia. Como no
podia ser de otra manera, era cuestion de tiempo que las matematicas, presentes en todos los
conceptos del universo, terminaran estudiando este movimiento que trata sobre ideas tan légicas
como patrones y secuencias. Precisamente, uno de los primeros matematicos en estudiar tales
movimientos y enunciar sus propiedades (los famosos teoremas de Shannon que veremos més
adelante) fue Claude Shannon en su publicacién Scientific Aspects of Juggling que data de 1970.

A pesar de ello, no seguiremos un razonamiento histérico sino que comenzaremos desarrollando
las ideas principales de los malabares desde la simplicidad. La relacién entre matematicas y ma-
labares comienza también por la pura necesidad: los propios malabaristas, ante la imposibilidad
de poder transmitir sus ideas y trucos mediante videos (bien por la inexistencia de Internet, o
incluso con este, como ya hemos visto a lo largo de todo el trabajo, supone un gran ahorro de
tiempo y capacidad enviar informacion en un cé6digo matematico en vez de un video, de conside-
rable mayor cantidad de informacion, se crea un lenguaje de malabares, siendo el mas comun, y
con el que trabajaremos, la notacion transposicional o SITESWAP que representa el movimien-
to de un malabar mediante patrones numéricos. Para mayor simplificacién, en todo el trabajo
supondremos que estamos trabajando con bolas individuales que son lanzadas y recibidas me-
diante el mismo movimiento de mano respectivamente. Comencemos con los malabares simples:

Supongamos una unica persona se encuentra realizando malabares con un nimero b de bo-
las y dos manos. Diremos que estos malabares son simples si se cumplen tres condiciones:

1. El ritmo es constante, es decir, los lanzamientos ocurren en momentos equidistantes de
tiempo. Si denominamos T a este tiempo, empezando los malabares en un tiempo ¢y
entonces los siguientes lanzamientos ocurriran en los tiempos tg, to + 1, to + 27, ... De
manera general, se supondra que ¢ty = 0 y el ritmo 7" es la unidad, por lo que se hara
referencia a instantes o lanzamientos (entendido como el instante de lanzamiento) de

41
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manera analoga.

2. Los patrones son periédicos. Cada periodo tiene un nimero p de lanzamientos, tras los
cuales se vuelven a repetir los mismos lanzamientos. Se asume que siguiendo dicho periodo,
sin ningtin cambio, el juego no tiene principio ni fin (el malabarista lleva haciendo lo mismo
desde siempre y seguird asi).

3. So6lo una bola es recogida y lanzada en cada momento, siendo ademas la misma bola
recibida la que es lanzada. Por ahora, se asumira que el tiempo en el que una bola
permanece en la mano es nulo.

Si la tercera condicién no se cumple, mas de una bola es lanzada o recibida a la vez, entonces se
trata de malabares mailtiples o multiplex, los cuales omitiremos en este trabajo pues su estudio
es similar.

Cada bola lanzada sigue un patrén que se define por la altura k£ del lanzamiento. Esta altura
no representa una medida real de longitud, sino que se trata de un nimero entero no negativo
que indica, si se empieza a contar en ese momento, en que recepcién o instante llegara esa bola
o, equivalentemente, si se realiza un lanzamiento de altura k entonces ocurriran otros k — 1
lanzamientos antes de que esa bola llegue a una mano.

De esta forma, en tanto que la mano con la que se lanza/recibe
va alternando, es facil observar que los lanzamientos pares vuel-
ven a la misma mano mientras que los impares cambian de mano.
4 Para alturas k > 3 esta definicion es facil de comprender. No obs-
2 tante conviene matizarlo para los otros casos:

= Si k=0, no se estd realizando ningin lanzamiento real. En
este caso, se trata de un turno de espera en la que la mano
se mantiene vacia.

= k =1 equivale a un cambio horizontal rapido de mano de
Figura 3.1: Lanzamientos a la bola, siendo esta inmediatamente lanzada de nuevo.

diferentes alturas . o
= Aunque en aspectos mateméaticos kK = 2 no supone ningin

problema, en la practica (que equivaldria a un lanzamien-

to sobre la misma mano muy corto), se entiende como un

turno de espera con la bola en la mano, el equivalente al
caso k = 0 pero con la mano llena.

Como ya hemos descrito, estos lanzamientos se asocian en periodos. En un periodo de p lanza-
mientos, el malabarista repite indefinidamente los lanzamientos descritos en el periodo. Si esto
es posible de hacer, se denomina secuencia malabar.

. e . -1 . .
Definicién 3.1.1. Una secuencia s = {a;}—; de enteros no negativos es malabar si se puede
realizar un juego malabar indefinido ejecutando de manera periodica lanzamientos de altura a;
respectivamente.

Para visualizar estas secuencia, podemos recurrir a los diagramas malabares. Se trata de
grafos cuyos vértices representan las manos (que se van alternando) mientras las aristas su-
pondrian la trayectoria de las bolas a través del tiempo. En la Figura 3.2 podemos observar
algunos disgramas de diferentes secuencias malabares. Precisamente, un diagrama malabar es
una forma directa de comprobar dos cosas:La secuencia es un malabar simple si al dibujar la
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secuencia solo hay un méximo de dos aristas por vértice (es decir, sélo una bola pasa cada
momento por cada mano); y el nimero de bolas necesarias para realizar esa secuencia es, si
trazamos una linea vertical que no se cruce con ningun vértice ni ninguna interseccion entre las
aristas, el nimero de intersecciones de la linea vertical con las aristas (que supone el niimero
de bolas en el aire en ese preciso momento). De esta forma, es facil observar que en nuestro
ejemplo las secuencias 3 o 414 se realizan con 3 bolas mientras que la secuencia 255 requiere
de 4 bolas.

Entre otras ideas, una forma répida de comprobar si una secuencia es malabar (y un concepto

Figura 3.2: Diferentes diagramas para las secuencias 3, 414 y 255 respectivamente

que utilizaremos més adelante) es que si la secuencia no tiene dos niimeros consecutivos siendo
el primero una unidad mayor, es decir, de la forma ...n(n — 1)...; pues ambas bolas caerian
en la misma mano a la vez tras n — 2 lanzamientos después.

No obstante, depender de un diagrama para el célculo de bolas y comprobacion de que la
secuencia puede ser un malabar requiere de un gran esfuerzo en algunos casos, ademéas de nos
ser una opcién que pueda ser facilmente programable (un objetivo importante del desarrollo
de esta teoria de modelizacién matematica de los malabares es también el hecho de poder ser
estudiados y ejecutados por computadoras). Para evitar estos problemas, vamos a desarrollar
conceptos para poder concluir con dos teoremas que resolveran nuestros dilemas plateados: el
Teorema de la Media para el nimero de bolas y el Test de Permutacion para comprobar si una
secuencia es malabar.

Teorema de la Media

Dada una secuencia, nuestro objetivo es determinar cuantas bolas son necesarias para hacer
malabares siguiendo el patrén.
Sea J : Z — Z>o una funcién de enteros en enteros no negativos tal que a cada momento ¢
le corresponde un lanzamiento de altura k(i) = J(i) — 4, es decir, J(i) representa el momento
exacto en el tiempo (o el lanzamiento) en el que la bola lanzada en i es recibida (y vuelta a
lanzar. En el caso de una secuencia malabar finita {a; f;& , entonces J(i) =i+ a; med p- i J es
biyectiva y las alturas son no negativas, J(i) > i, entonces a cada momento le corresponde un
unico lanzamiento y tendra una unica llegada. En ese caso se conoce J como funcion malabar.

Calculemos el nimero de bolas:

Teorema 3.1.1. Teorema de la Media
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Sea J una funcion malabar tal que las alturas k(i) = J(i) — i estdn acotadas entonces el limite

3.1
|| =00 | (3.1)

existe, es finito y representa el numero de bolas con las que se realiza un juego malabar siguiendo
la funcion J. En el limite, este se calcula sobre todos los intervalos I = {a,a+1,a+2...,b},
siendo |I| =b—a+ 1.

Corolario 3.1.1. Teorema de la Media para Secuencias Malabares
El nimero de bolas necesario para realizar una secuencia malabar es su media aritmética.

Demostracion. El corolario es una consecuencia inmediata del teorema. Demostremos este: Sea
H la altura maxima posible (la cota superior de k). Consideremos un intervalo [ tal que |I| > H.
Entonces para cada arista del diagrama tiene al menos un nodo en /. Por lo tanto, el nimero de
bolas b es finito, en tanto que que las 6rbitas también lo son. Si tomamos una bola en concreto,
la suma de los valores k(i) en los momentos en los que la bola es recogida/lanzada esta acotada
inferiormente por |I| — 2H y superiormente por || + 2H (la bola recorre el intervalo I més los
dos lanzamientos con los que entra y sale del intervalo, de altura maxima H). Aplicado a todas
las bolas, se cuentan todos los lanzamientos del intervalo, y dividiendo entre |I]:

(1| = 2H) _ Yoy k(0) _ b(11] +28)
LI T ]

Haciendo tender |I| — oo, ambas cotas tienden a b. O

Este teorema nos sirve también como una forma de comprobacién si una secuencia puede
ser malabar. Obviamente, si la media de una secuencia no es un numero entero es imposible
que esta sea una secuencia malabar, pues no se pueden hacer malabares con un nimero no
entero de bolas. Notese que esta condicion es necesaria pero no suficiente, la secuencia 432,
por ejemplo, se realizaria con tres bolas pero no es una secuencia malabar, pues las tres bolas
terminarian en la misma mano.

Test de Permutacion

Centrémonos ahora en dar un método para comprobar si una secuencia de niimeros enteros
no negativos dada es una secuencia malabar. Para ello, existe el siguiente método:

Teorema 3.1.2. Test de Permutaciéon
Sea s = {a; 13:—01 una secuencia de enteros no negativos. s es una secuencia malabar si y solo si
la funcion

¢s : [p} - [p]v ¢S(Z) =1+ Q; mod p

es una permutacion del conjunto [p| ={0,1,2,...,p —1}.

Demostracion. Con la notacién que hemos usado anteriormente, sea J la funcién malabar aso-
ciada a esta secuencia, de forma que a; = k(7). Para i € [p], J(i) = ¢s(7). Si s es una secuencia
malabar, J debe ser biyectiva, y por lo tanto es necesariamente una permutacién de [p).

Sea ahora ahora una secuencia {a; '~ tal que i +a; méd n es una permutacién de [p]. Exten-
diendo la secuencia periédicamente podemos definir la funcién J(i) =i+ @; med p- J €s inyecti-
va mod p al ser una permutaciéon méd p. Entonces si J(i) = J(j), ¢ = j mdd p y entonces
a; = a;. Al ser J(i) =i+ a; =j =a; = J(j) se concluye que J es inyectiva. Por otro lado, sea
u € Z. Dado que i+a; mdd p es una permutacion, existe un ¢ tal que J(t) = t+a; = u modd p.
Podemos tomar un apropiado multiplo n de p de forma que J(t') = J(t+np) =t +np+a; = u;
con lo que se concluye que J es sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. O]
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A partir de este teorema podemos relacionar algunas secuencias malabares con otras me-
diante varias operaciones. El primer cambio es una consecuencia directa del teorema:

Lema 3.1.1. Cambio vertical

1 . . p .
Sea s = {a; Y~y una secuencia de enteros no negativos y d un mimero entero mayor o igual
=0 1
que —min{ag, ai,...,ap,—1}. Sea s = {a; + d}i_,. s es secuencia malabar si y sdlo si s’ lo es.

Se conoce esta transformacion como cambio vertical de distancia d.

A partir del teorema de la media, es facil observar que un cambio vertical de distancia d

supone el aumento (o disminucién en el caso negativo) de d bolas. Esto es lo que ocurrié en
nuestro ejemplo de la Figura 3.2 con las secuencias 414 y 552, aunque previamente debemos
conocer otro cambio posible.
Ciertamente, en una secuencia periddica los patrones se repiten indefinidamente, por lo que el
propio diagrama malabar se veria inalterado si empezamos en un instante previo o posterior,
aunque la propia secuencia cambia los ntimeros. Esta caso es el correspondiente al cambio
ciclico.

Lema 3.1.2. Cambio ciclico

Sea s = {ai}fz_ol con p > 2 una secuencia de enteros no negativos y sea s la secuencia
Ap—1G0Q1 - .. Ap_o. S €S secuencia malabar si y solo si s’ lo es. En ese caso el nimero de bo-
las (y la media) de ambas secuencias es el mismo.

Demostracion. Aunque su descripcién grafica es bastante concluyente, es muy simple aportar
una demostracién en vias del Teorema 3.1.2. Con la misma notacién, si denominamos vector
de prueba al vector (¢4(0), ds(1),...,0s(p — 1)), ¢s es una permutacién si y sélo si el vector
contiene todos los elementos de [p]. El vector de prueba de s’ es

(L 17 R 1) + (¢s(p - 1)a ¢s(0)>¢s(1)7 s 7¢s(p - 2)) méd P

el cual representa una permutacion si y solo si ¢, lo es.
El niimero de bolas es directo, pues la media es la misma. O

En general, se considera que dos secuencias que sélo varian en cambios ciclicos son practi-
camente la misma (el malabar es idéntico salvo por un desplazamiento de tiempo).

Procedamos con el ultimo de nuestros cambios: supongamos que al realizar una secuencia
dada, en un instante dado ¢ decidimos cambiar la altura a; de este lanzamiento, de forma que
la bola sea recogida en el momento en el que también caeria la bola lanzada en un momento
posterior j. Si cambiamos también la altura a; para encajar el espacio que se ha creado, estamos
obteniendo una nueva secuencia malabar igual a la anterior en todas las posiciones excepto en
las posiciones i y 7, de forma que se intercambian sus alturas:

Lema 3.1.3. Intercambio lateral

Sea s = {a; f:_ol con p > 2 una secuencia de enteros no negativos y sean i, j tales que 0 <1 <
J<p—1yj—i<a; Seas;; la secuencia igual a s salvo por los elementos i y j-ésimos, cuyos
nuevos valores son a; +j — 1 y a; — j + @ respectivamente. s es secuencia malabar si y solo si
s’ lo es. En ese caso el nimero de bolas (y la media) de ambas secuencias es el mismo.

Demostracion. Sea d = j — i la distancia entre los momentos. Si tomamos el vector de prueba
que utilizamos en la anterior definicion, sélo las entradas ¢ y j de este han cambiado con respecto
a la secuencia original. La posicién ¢ ha cambiado de ¢ + a; mdéd p ha cambiado a i +d + a;44
mod p, mientras que en la posicién j = i+d el cambio es de i +d+a;4q mdd pa (i+d)+a;—d
mod p =i14a; modd p. Es decir, estas dos posiciones también se han intercambiado en el vector
de prueba. Entonces ¢, es una permutacion si y solo si ¢, ; 1o es también.

El niimero de bolas es directo, pues la media es la misma. O
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En concreto, a partir de las dos tltimas operaciones (que conservan el nimero de bolas)
podemos variar entre todas las secuencias malabares del mismo nimero de bolas. Para ello,
podemos establecer un algoritmo que a partir de cualquier secuencia s de enteros no nega-
tivos opere hacia la secuencia constante de p veces bolas, utilizando sélo cambios ciclicos e
intercambios laterales:

1. Si s es constante, entonces terminamos el algoritmo, en otro caso,

2. Mediante cambios ciclicos, reordenar la secuencia con cambios ciclicos de manera que el
primer elemento a sea de altura méxima y el segundo, a; sea estrictamente menor que
ap. Si esta diferencia es de una unidad, tenemos una secuencia de la forma n(n —1)...,
por lo que no es malabar: detener el algoritmo. En otro caso:

3. Ejecutar un intercambio lateral entre las posiciones 0 y 1. Con la nueva secuencia, volver
al paso 1.

Cada vez que el algoritmo ejecuta un intercambio lateral, el nimero de lanzamientos de altura
méxima desciende (en tanto que tiende a igualar lanzamientos de altura méxima con otros
menores), por lo que el algoritmo termina necesariamente en un nimero finito de pasos. Como
el nimero de bolas (y por tanto la media) se mantiene constante, el algoritmo ha de terminar
en la secuencia pedida. Ademas, las operaciones descritas transforman secuencias malabares
en malabares e idéntico para las no malabares. En tanto que la secuencia constante de p veces
b es malabar, es imposible llegar hasta ella desde una secuencia no malabar. Por ello, al ir
igualando las alturas de sus lanzamientos estas secuencias terminan en alguna secuencia del
tipo n(n —1)...

Puesto que todas las dos operaciones se pueden realizar de manera inversa con las misma
propiedades, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.1.4. La secuencia malabar b-constante de periodo p se puede transformar en cualquier
secuencia malabar de de periodo p y b bolas mediante cambios ciclicos e intercambios laterales.

Por ejemplo, siguiendo con los diagramas expuestos, es facil obtener la secuencia 414 desde
333:

lateral lateral ciclico ciclico

333 > 423 > 441 > 144 > 414

Para terminar con esta seccion, el Test de Permutacion nos puede servir también para obtener
un método con el que hallar todas las posibles secuencias de b bolas y periodo p, a partir de
implementar un un razonamiento inverso al de la comprobacion de una secuencia. Si comen-
zamos con una permutacién de [p] entonces podemos llegar a las secuencias malabares que al
aplicar el test nos llevarian a esta permutacion.

Sea P el vector de prueba de una permutacién de [p]. Calculamos el vector

P'=(P—-(0,1,...,p—1)) méd p

La suma de los elementos de Py el vector (0,1,...,p — 1) es la misma, por lo que la suma de los
elementos de P’ mdd p es 0, es decir, su suma es cierta cantidad ap, por lo que la media de P’
es un entero a, necesariamente 0 < a < p — 1. Sea ' = b — a. Cualquier vector () de dimensién
p de enteros no negativos cuya suma de elementos sea b’ esta relacionado con una secuencia
malabar que deriva en la permutacién de P de forma que la secuencia forma los elementos de
P+ 0Q).

A partir de todas las permutaciones de periodo p se pueden construir todas las secuencias ma-
labares.
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Secuencias malabares de 3 bolas y periodo 3

P 0,1,2) [ (20,1 ] (1,2,0) [ (1,0,2) [ (2,1,0) | (0,2,1)
P (0,0,0) | (ILLL) | (2.2.2) | (1,2,0) | (2,0,1) | (0,1,2)
F=b—a| 3 > i > 5 >
70,0) | (2,0,0) | (1,0,0) | (2,0,0) | (2,0,0) | (2,0,0)
13,0) | (0,2,0) | (0,1,0) | (0,2,0) | (0.2,0) | (0.2,0)
10,3) | (0,0,2) | (0,0,1) | (0,0,2) | (0,0,2) | (0.0,2)
,1,0) | (1,1,0) (1,1,0) | (1,1,0) | (1,1,0)
,0,1) | (1,0,1) (1,0,1) | (1,0,1) | (1,0,1)
@ (0,1, 1) (0,1,1) | (0,1,1) | (0,1,1)

covlroo v N O o w
@O»—kH[\DO“NJOP—‘OOOO
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P i | e i i R e R R i i
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sUy (7a171) (572a2) (7a270) (8a 0, 1) (67 2, 1)
,9,0) | (1,7,1) | (2,5,2) | (1,8,0) | (2,6,1) | (0,7,2)
0,0,9) | (1,1,7) | (2,2,5) | (1,2,6) | (2,0,7) | (0,1,8)
(69350) (45431) (455a0) (57 3, 1) (37 4, 2)
P +bQ | (6,0,3) | (4,1,4) (4,2,3) | (5,0,4) | (3,1,5)
(3,6,0) | (1,4,4) (1,5,3) | (2,3,4) | (0,4,5)
(3,0,6)
(0,6,3)
(0,3,6)
(3,3,3)

Cuadro 3.1: Construccion de las 37 secuencias de 3 bolas y periodo 3. Salvo cambios ciclicos,
se pueden resumir en 13 (en negrita)

En la Tabla 3.1, podemos observar un ejemplo de la construccién de todas las secuencias de 3
bolas y periodo 3. Intentemos ahora conocer el niimero de secuencias malabares que se pueden
dar con un nimero de bolas b y periodo p. Para ello, supongamos que en un momento dado
asignamos a cada bola un valor entero j tal que 1 < j < b, que trataremos de estado de la
bola. En el momento en que una bola con estado jy es recibida/lanzada, cambiamos el estado
de esa bola a estado 1, mientras que aumentamos en una unidad el estado del resto de de bolas
con estado 1 < 7 < jg. De esta forma, cada bola mantiene un estado diferente al resto en todo
momento y el estado de una bola es mayor cuanto méas tiempo se haya mantenido en el aire
(proviene por lo tanto de un alto lanzamiento). Si anotamos el estado jo de cada bola que es
recibida, podemos crear un nuevo patrén para definir los malabares, en funcién de que bola se
recoge en cada momento. Por ejemplo, en la Figura 3.3 podemos observar que la secuencia 3
recoge siempre la bola de su estado més alto, mientras que la secuencia 441 recoge las bolas de
estados 3,3 y 1 respectivamente. Notese que podria ocurrir que el ultimo varios de los iltimos

3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3 1 3 3

Figura 3.3: Secuencias 3 y 441 respecto al estado de las bolas

estados nunca fueran mencionados. En ese caso se trata de que hay una (o mds bolas) que no
son usadas, por lo que el juego se esté realizando con menos bolas. Por lo tanto, esta notacién



48 CAPITULO 3. JUEGOS MALABARES

nos puede describir cualquier secuencia de periodo p y méaximo b bolas. En cada momento,
tenemos b+ 1 opciones sobre que bola recoger (desde los b estados o no recoger ninguna, lo que
supone realizar un lanzamiento de altura k = 0). Esto nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 3.1.3. El numero de secuencias malabares de periodo p y numero de bolas menor o
1qual que b es
S=(p,b) = (b+ 1)
Asi mismo, el numero de secuencias malabares de periodo p y numero de bolas b es
S(p,b) = S=(p,b) = S=(p,b—1) = (b+ 1)’ ="

Como nota adicional, al no haberse realizado ninguna restriccion, ha de tenerse en cuenta
que este nimero supone la totalidad de las secuencias malabares, a pesar de que en algunos
casos el malabar pueda ser el mismo. Es este caso en que se han contado de manera diferente
secuencias que difieren inicamente en un cambio ciclico, que suponen el mismo malabar.

Estados Malabares y Grafos de Estados

Hasta ahora hemos descrito las secuencias malabares y varias de sus propiedades. No obstan-
te, estas secuencias no son mas que la repeticion de un patrén indefinidamente, introduzcamos
a continuacién que opciones tenemos para pasar de unas secuencias de otras, no limitarnos a
una simple repeticién, si no “hacer trucos”.

Supongamos que nos encontramos en el caso de tres bolas y comenzamos ejecutando tres lanza-
mientos (alternadamente) de altura 4, por lo que realizarfamos una secuencia de 3 bolas 4440.
En el instante en el lanzamos la tercera bola, tenemos que las bolas van a ser recibidas en los
instantes posteriores 2, 3 y 4 respectivamente. Si damos un valor 1 al momento en que una bola
es recibida; y valor 0 si no, nos encontramos en un estado

011100...

Puesto que ninguna bola se puede recibir, hemos de realizar un lanzamiento de altura nula, el
siguiente estado es entonces
11100. ..

En este estado, hemos de lanzar la bola que es recibida. No obstante, no podemos hacer ningin
lanzamiento de altura 1 o 2, pues esos momentos posteriores ya estan ocupados, entonces
debemos realizar un lanzamiento mayor o igual que 3. Supongamos que es de altura 4, el nuevo
estado es entonces

110100...

y para la siguiente bola solo tenemos disponibles alturas 2 o mayor que 3. Esta combinacion
de ceros y unos se conocen como estados malabares. En general, se puede considerar que la
longitud del estado es infinita anadiendo ceros una vez que todas las bolas han sido cubiertas.
No obstante, por simplicidad vamos a suponer que la altura méaxima estd acotada.

Definicién 3.1.2. Un estado malabar de b bolas y altura maxima k, con0 < b <k yk >1, es
una secuencia de b unos y k — b ceros de forma que las posiciones 0 < i < k — 1 que contienen
la unidad representan el instante en que una bola va a ser recibida.

Es directo observar que en este caso tenemos un total de (’Z) estados. Desde cualquier estado,
tenemos una serie de alturas permitidas para el siguiente lanzamiento, de forma que alturas
diferentes conducen a estados diferentes. Si representamos los estados como vértices de un grafo
y las alturas en aristas, podemos obtener un grafo orientado que conocemos como el Grafo de
FEstados. En la figura 3.4 podemos observar el grafo de estados para tres bolas y altura 5. Como
se puede observar, hay dos casos principales de estados:
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Figura 3.4: Grafo de estados para 3 bolas y altura 5

1. Si la primera entrada de la secuencia es nula , entonces solo se puede realizar un lanza-
miento de altura 0. En ese caso, se conduce a un nuevo estado formado eliminando la
primera entrada del estado anterior y anadiendo un 0 al final de la secuencia (un des-
plazamiento a hacia la izquierda). En este caso, sélo se puede ir a otro estado, luego hay
una Unica arista orientada que se origina este vértice. Ademads , un simple ejercicio de la
combinatoria nos permite adivinar que hay (kgl) estados de este tipo.

2. Si la primera entrada de la secuencia es 1, entonces se puede realizar un lanzamiento de
altura méaxima k£ o una altura menor 0 < h < k si la posicién h + 1 del estado es nula.
En el primero, se dirige al estado que se que se produce si se desplazan todos los valores
una posicion a la izquierda, pasando el primer 1 de la primera a la ultima posicion. En
el segundo, el nuevo estado se forma desplazando los valores a la izquierda, eliminando
el primero, anadiendo un 0 al final y cambiando el cero de la nueva posicion A por un 1.
Hay por lo tanto h — b+ 1 aristas originadas en cada uno de estos vértices. Asimismo, el

nimero de estos estados en (]Zj)

= Nota: De manera analoga podemos deducir que hay un total de b 4 1 aristas que se
dirigen a cada estado terminado en 0, mientras que una unica arista se dirige a cada
estado terminado en 1 (solo se puede concluir en este estado con un lanzamiento de
altura maxima k).

Dentro de un grafo de estados, si realizamos un ciclo cerrado sobre este, un malabarista podria
realizar los lanzamientos descritos por las aristas del ciclo de manera periddica, en tanto que
seguiria el ciclo cerrado infinitas veces. Por lo tanto, todas las secuencias de b bolas y altura
maxima k, con 0 < b < ky k > 1 se corresponden con los ciclos cerrados orientados del grafo
de estados, de forma que empiezan y terminan en el mismo vértice y contienen al menos un
vértice y una arista.

A partir de un grafo de b bolas y altura maxima k podemos construir su complementario,
que seria el grafo de k — b bolas y altura k. La construccién de este grafo se realiza cambian-
do el sentido de todas las aristas y su altura h por £ — h; mientras que en cada estado cada
0 se cambia por 1 y viceversa. Si tenemos una secuencia s = {a,-}f;& del grafo original, se
corresponde con la secuencia ¢ = {h — ap_l_k}f:_[)l que se encuentra en el grafo complementario.
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Figura 3.5: Diagrama de malabares con 4 manos

3.2. Miiltiples manos

En esta secciéon vamos a introducir algunas de las principales ideas sobre los malabares en
el momento en que dejamos de operar con malabares simples. En este caso, veamos que ocurre
cuando el nimero de manos no se limita a ser simplemente dos, sino que puede que ser cualquier
numero natural h. Para ello, numeramos las manos desde 0 hasta h — 1, y representamos el
malabar como un diagrama de h filas, donde cada fila representa una mano diferente, mientras
que en horizontal se representa el paso del tiempo. En la figura 3.5 vemos un ejemplo con
cuatro manos y 6 bolas, donde dos malabaristas intercambiarian una bola siempre con la misma
mano. Las propiedades descritas para los diagramas de malabares simples se mantienen en este
caso. Para representar estos diagramas, abandonamos el concepto de secuencia malabar para
introducir el de matriz malabar:

Definicién 3.2.1. Una matriz malabar M de h manos y periodo p es una matriz de dimension
h x p de numeros enteros no negativos con subindices enteros 1, 0 <[ < h — 1. Cada entrada
la entrada (i,7) de la matriz es representa la altura del lanzamiento en el instante j — 1 del
periodo de la bola que se encuentra en la mano i — 1 (entendiendo una altura k de manera que
la bola se recibe en el instante k — 1 posterior). Ademds, el subindice de cada entrada indica la
mano hacia la que es lanzada dicha bola.

Como ejemplo, la matriz malabar de nuestro diagrama anterior, de 4 manos, 6 bolas y
periodo 2 es:

33 0
0 3o
31 0
0 32

Un importante de las matrices malabares es que se permite realizar mas de un lanzamiento en
el mismo instante (uno por cada mano sin recaer en malabares miltiples). En el caso de dos
manos h = 2, la representacion en matrices permite representar mas patrones que los permiti-
dos por la secuencias malabares.

Con ciertas modificaciones, los principales resultados para malabares simples se mantienen.
Aunque no daremos una demostracién rigurosa, conviene enunciarlos:

Teorema 3.2.1. Teorema de la Media

El nimero de bolas necesarias para realizar malabares de un patron correspondiente a una matriz
malabar es la suma de todas las entradas de la matriz, ignorando subindices, dividida entre el
pertodo.

Teorema 3.2.2. Test de Permutacion

Sea M una matriz h X p cuyas entradas son de la forma de matriz malabar. Sea M’ la matriz
generada intercambiando las entradas no nulas m de cada columna j por el entero m + 7 — 1
méd p, manteniendo el subindice. M es una matriz malabar si y sdlo si por cada entrada (i, )
no nula de M, hay una entrada con el nimero (j —1);_1 en M'.



3.3. MALABARES UNIFORMES Y TEOREMAS DE SHANNON 51

Demostracion. Sin detallarnos excesivamente en la demostracién, si conviene resaltar que, al
igual que la permutacién de las secuencias malabares, la matriz M’ es una comprobacién de que,
dentro del periodo, a cada bola lanzada en algin momento y mano es necesariamente recibida
desde algin otro momento y/o mano, condicién indispensable para que se de el malabar. [

En nuestro ejemplo, es directo que se esta trabajando con 6 bolas. Apliquemos el test de
permutacién para dar una idea mas completa a este. La matriz M’ para la matriz anterior es

Efectivamente, las entradas 13, 09, 11 y 05 se corresponden a las entradas no nulas (4, 2), (1, 1), (2, 2)
y (3,1) de la matriz respectivamente.

Una vez descrito el caso de multiples manos, tratemos finalmente con las aportaciones de
Shannon:

3.3. Malabares uniformes y Teoremas de Shannon

A la hora de trabajar con los malabares, uno de los principales objetivos de Shannon era la
creacion de un robot que pudiera realizar los malabares por si s6lo. Ciertamente lo consiguié
en uno de los casos, un robot que representaba un payaso capaz de hacer malabares de rebote
(lanzar las pelotas contra el suelo en vez de hacia arriba representa, a todos los efectos de
lo expuesto en este capitulo, los mismos patrones). Para ello, definié6 un tipo de malabares
similar al simple, pero al que incluyé varias definiciones diferentes de los tiempos peridédicos:
los malabares uniformes.

Definicién 3.3.1. Se dice que un patrén malabar es uniforme si no es maltiple (hay un mdzximo
de una bola en cada mano) y los tiempos de permanencia D de una bola en la mano; de vuelo
F' del objeto; y de vacante V' en el que la mano permanece vacia son constantes durante todo
el proceso, realizandose ademds los mismos movimientos constantemente.

VUELO

—

SN

[~ -

PERMANENCIA VACANTE

Figura 3.6: Diagrama de malabares con 4 manos

En la Figura 3.6 podemos ver un diagrama de la secuencia 3 representada con estas nuevas
notaciones.
En el caso de una matriz malabar, esta describe un malabar uniforme si

» Cada entrada de la matriz es o bien nula o igual a un entero positivo fijo k& (Todos los
lanzamientos han de ser de la misma altura pues el tiempo de vuelo es constante).
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= Existe una constante c tal que el niimero de ceros entre cualquier par de enteros k conse-
cutivos en una misma fila es igual ¢. Para completar el periodo, el niimero de ceros antes
de la primera entrada no nula de una fila y después de su ultima entrada no nula debe
ser también c.

Por ejemplo, la matriz que representamos en la seccién de miltiples es uniforme.

En este tipo de malabares y cualquier resultado derivado para ellos hay una dualidad entre
las bolas y las manos, de forma cualquier resultado es cierto si intercambiamos “bolas” por
“manos”; y en consecuencia el tiempo de vuelo por el de vacante. La propiedad de un tiempo
de permanencia constante es auto-dual, pues se aplica de la misma manera segin se trate de
manos o bolas.

Antes de comenzar con los teoremas, conviene destacar que todos ellos se aplican si el tiempo
es superior al que requiere una bola para recorrer todas las manos, es decir, supondremos un
tiempo superior a h(D + F).

Primer Teorema de Shannon

Teorema 3.3.1. En malabares uniformes con tiempo de permanencia D, tiempo de vacante V

y tiempo de vuelo F', se cumple que
F+D b
V+D h (3:2)

siendo b el numero de bolas y h el niumero de manos.

Demostracion. El teorema nos indica que hay una proporcionalidad entre el niimero de bolas y
manos, y el tiempo total del circuito de una bola F'+ D y de una mano V' + D, algo que parece
bastante l6gico. Veamos su demostracion: tomemos una bola en concreto y sigamos su recorrido
hasta el momento en que ha sido recogida h veces. Por el Principio del Palomar, necesariamente
ha pasado al menos dos veces por alguna de las manos. Si nos centramos en esa mano, entre la
primera y segunda vez que esa bola pasa por esa mano ha habido otros m lanzamientos de esta
bola, por lo que el tiempo es (m + 1)(F + D). Por otro lado, la mano seleccionada ha debido
hacer un ntimero n de lanzamientos, luego el tiempo es de (n+ 1)(V + D) y consecuentemente

(m+1)(F+D)=(n+1)(V+D)

y podemos reducir esta igualdad de eliminando divisores comunes de (m + 1) y (n + 1) de
manera que

(3.3)

F+D p
V+D ¢

con p y ¢ primos entre si.

Si tomamos ahora un periodo de tiempo ¢(F' + D) tal que ninguna bola es capturada en el
instante inicial, sino que las recepciones se producen en tiempos ty,ts, t3 ... ; y denominemos s;
el niimero de recepciones que se producen en el instante ¢; (s; manos recogen simultdneamente
s; bolas). Entonces cada bola ha sido recogida g veces exactamente en ese periodo, mientras
que cada mano ha de haber recibido bolas p veces. En total,

Zsi = ¢b = ph (3.4)

b
Yp= qﬁ. Combinando esta ecuacién con (3.3), llegamos al resultado deseado del teorema. [
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Este teorema nos permite también calcular el rango de posibles periodos o frecuencia V + D
(tiempo entre lanzamientos de una mano) para un malabar uniforme dado y un tiempo de vuelo
F' fijo. Con b > h tenemos que

(F+D)h (F—=V)h

V+D= 2 l—

por lo que el minimo rango se alcanza si D = 0 y el maximo si V' = 0. Esto nos permite concluir
de la siguiente forma:

Corolario 3.3.1. En un malabar uniforme con tiempo de vuelo fijado, el rango de posibles
pertodos es

— (3.5)

Segundo Teorema de Shannon

Teorema 3.3.2. Si b y h son primos entre si, entonces hay esencialmente una unica manera
(salvo por diferente etiquetado) de realizar un malabar uniforme de b bolas y h manos. Las bolas
pueden ser numeradas desde 0 a b — 1 y las manos desde 0 a h — 1 de tal forma que cada bola
progresa a través de las manos en una secuencia ciclica y cada mano recibe cada bola de una
manera ciclica.

Tercer Teorema de Shannon

Teorema 3.3.3. Si b y h no son primos entre si, sea n el mdzimo comun divisor de b y h.
Entonces hay tantas maneras diferentes de malabares uniformes con b bolas y h manos como
maneras hay de representar n como suma de enteros positivos.

Demostracion. Hemos omitido ninguna demostracién en el Segundo Teorema pues la demos-
tracién es exactamente la mismo. En concreto, se puede entender el Segundo Teorema como un
caso particular del Tercero en el que n = 1, por lo que hay una tinica manera de realizar los
malabares. Veamos la demostracion.

Si fijamos un tiempo t = t3, denotamos como ng el nimero de bolas que se lanzan en ese
instante. Por los tiempos constantes del malabar uniforme, entonces este grupo de bolas se
recibiran y lanzaran siempre en los mismos instantes, por lo que se encontraran en una mano
(necesariamente diferentes) o en el aire al mismo tiempo. Ademads, ninguna otra bola adicional
puede actuar como ellas, es decir, ninguna otra puede ser recogida/lanzada en esos momentos.
Por otro lado, las ng manos donde se encontraban las bolas en t; actian de manera andloga,
recibiendo bolas simulténeamente y de la igualdad (3.3) se deduce que las bolas volverdn a las
mismas manos por primera vez tras realizar ¢ lanzamientos (con p y ¢ definidos por la ecuacién
3.3, respecto de D, V' y F).

Precisamente, este conjunto de manos recibiran otras ng bolas en el instante to + D + V', y
este segundo conjunto de bolas recorrera el mismo circuito (las mismas manos) que el primer
conjunto en el mismo orden. Continuando con este razonamiento, hay un nimero p de grupos
de ng bolas siguiéndose unas a otras de manera ciclica, pasando por los mismos ¢ grupos de
no manos. Entonces hay png bolas manipuladas por gng manos y este sistema es independiente
por la uniformidad, de manera que ninguna otra bola o mano exterior puede interactuar con
ninguna de las manos o bolas del sistema.

Si b > qup, hay mas bolas ain en juego, entonces podemos repetir el mismo proceso en un
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instante diferente con n; bolas. Habiendo pn; bolas en este nuevo sistema. Se repite este pro-
ceso hasta cubrir todas las bolas (finitas) en un nimero k de pasos. Entonces

k—1 k—1
b:pZni y h:pZni (3.6)
i=0 i=0

. . k—1 (. P
Dado que p y ¢ son primos entre si, entonces n = Y "7 n; es el maximo comun divisor de b y
h.

En el caso del Segundo Teorema, n = 1, por lo que vy = 1, p = b, h = ¢ y hay un tunico
sistema independiente , la tinica de manera hacer el malabar, segin la forma descrita (salvo
por diferentes etiquetados que se les dé a las bolas y manos).

En el caso del Tercer Teorema, podemos crear tantos sistemas independientes como maneras
diferentes hay para representar la suma Zi‘:& n;. O]

Un ejemplo del Tercer Teorema lo encontramos en nuestro ejemplo de 2 malabaristas (4
manos) y 6 bolas. El méximo comun divisor de 4 y 6 es 2, por lo que hay dos formas realizar los
malabares, pues 2 se puede descomponer en las sumas 2 o 1 + 1. Podemos interpretar como el
primer caso la situacién en la que los dos malabaristas comienzan simultaneamente: entonces los
malabaristas tienen la opcion de realizarse lanzamientos a si mismos o al companero, las cuatro
manos forman un unico sistema. En el caso 1 4 1, los dos malabaristas no estan sincronizados,
por lo que cada uno de ellos es un sistema completamente independiente.

Teoremas de Shannon para secuencias malabares

Si introducimos ciertos conceptos, podemos relacionar los Teoremas de Shannon con algu-
nas secuencias malabares que hemos estudiado previamente, sin necesidad de que estas sean
uniformes. Si empezamos con una secuencia malabar simple s = {q; f;ol , podemos introducir
mé&s manos asi como tiempos de vuelo, permanencia y vacante de manera que

= Definimos los instantes como los momentos en los que alguna bola es atrapada.

= Se usan h manos, de forma que h divide al periodo p. Podemos numerar estas manos de
0 a h — 1, de forma que cada lanzamiento corresponde a una mano que se van turnando
ciclicamente (es decir, hemos representado la matriz como una secuencia).

= Para un lanzamiento a;, los tiempos de permanencia y vuelo son respectivamente a;w;
y a;(l — w;), con 0 < w; < 1 para que se cumpla la primera propiedad que hemos
introducido. Si no hay ningin lanzamiento de altura 0, una mano recibe una bola cada
h lanzamientos. Para evitar que mas de una bola caigan a la vez en la misma mano, se
exige que a;w; < h, i=0,1,...,p—1.

Durante un periodo, el tiempo total de vuelo de todas las bolas fr sera la suma del tiempo de

vuelo de cada lanzamiento:
p—1

fT = Zal(l — wi)
i=0

pues el tiempo de vuelo no incluido de los ultimos lanzamientos (cuyos vuelos se salen del
periodo) se complementa con el tiempo de vuelo de las bolas que estén el aire al inicio del
periodo, siguiendo la estructura ciclica. De manera analoga, el tiempo de permanencia de todas
las bolas durante ese periodo es

p—1

dT = Z a;W;
i=0
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Por 1ltimo, el tiempo de vacante ha de ser resto del tiempo del periodo en el que una las manos
no estan ocupadas:
U = hp — dT

Combinando todas estas expresiones obtenemos que
d P ai(l " " b
fr+dr . i=0 ai( - Wi) + D imo QWi B i=0 &

UT+dT_ hp—dT+dT hp

Donde la tltima igualdad se obtiene aplicando el Teorema de la Media. Concluimos entonces

Teorema 3.3.4. Primer Teorema de Shannon para Secuencias Malabares
Sea una secuencia malabar de b bolas y h manos, con tiempos fijados de permanencia, vuelo
y vacante, con las especificaciones hechas previamente; de forma que la suma total sobre un
periodo de estos tiempos es respectivamente dr, fr y vr. Entonces

Jr+dr b

UT+dT a E (37)
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