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Introduccion

En el campo de la combinatoria, a menudo aparecen problemas que tratan
sobre las propiedades que puede tener un cierto conjunto finito. Puede ser in-
teresante estudiar un conjunto finito de objetos geométricos, sujeto a alguna
restriccion geométrica de algun tipo. Por ejemplo, fijado un subconjunto
finito de un espacio euclideo, se pueden plantear problemas que se centren en
el estudio de las distancias entre los puntos de dicho subconjunto. Desde un
punto de vista mas aritmético se pueden atacar problemas relacionados con
el estudio de un cierto conjunto finito de un cuerpo o anillo, sujeto a alguna
restriccion que tenga que ver con la estructura algebraica del espacio.

En cualquier caso, vamos a ver en esta memoria como se pueden atacar pro-
blemas de tipo combinatorio de manera sistemaética, empleando polinomios.
Asi como en dlgebra y geometria algebraica, el empleo de polinomios surge
de manera mas o menos natural, en combinatoria su utilidad no parece evi-
dente. A primera vista, siempre puede parecer mas adaptado emplear un
razonamiento combinatorio, cuando uno trata con un problema puramente
combinatorio. Desde luego, algunos de los resultados que presentamos en este
trabajo, admiten una demostracién combinatoria, aunque iremos viendo a lo
largo del trabajo por qué son interesantes estas demostraciones polinémicas.

En muchos casos, los métodos polinémicos que veremos dan demostraciones
cortas y elementales a problemas complejos de la combinatoria, pero ahi no
acaba su utilidad. Los métodos polindémicos son versatiles, ya que en muchas
ocasiones, el mismo razonamiento puede ser empleado en diferentes ambitos,
a condicion de alterar ligeramente los polinomios con los que se trabaja.
En algunos casos, estos procedimientos resuelven problemas para los que no
se conoce otra demostracion. Por ejemplo, podemos destacar entre estos
problemas a la conjetura finita de Kakeya o el problema de las distancias
distintas de Erd6s (En [GK] encontramos una fantéstica referencia al res-
pecto), que solo han podido atacarse de forma efectiva empleando métodos
polinémicos. Es claro que el conocimiento y dominio de estos razonamientos



Introduccién

puede resultar muy interesante. En [Tao], Terence Tao realiza un compendio
de algunos de estos métodos, que tomaremos como punto de partida para la
redaccién de este trabajo.

De forma general, la idea de estos métodos se basa en encontrar de al-
guna forma un polinomio P de grado controlado, que nos permita entender
la naturaleza combinatoria del problema al estudiar su conjunto de ceros
V(P), gracias a razonamientos geométricos. En muchos casos, los argumen-
tos pasaran por garantizar la existencia de un cierto polinomio interpolador,
con las propiedades adecuadas para atacar el problema combinatorio que se
plantea.

Aunque algunos de estos procedimientos ya eran conocidos (por ejemplo el
método de Stepanov en [Ste]), la extensién y generalizacién del empleo de
métodos polindmicos en combinatoria es reciente.

En el primer capitulo, introduciremos las técnicas y razonamientos funda-
mentales a la hora de trabajar con polinomios. Por ejemplo, abordaremos
resultados de interpolacion o de ordenes de anulacién de polinomios, que nos
permitiran trabajar. Veremos como en algunos casos se deduce de la natu-
raleza combinatoria del problema, la existencia de un polinomio que se anula
en una cierta cantidad de puntos, con una multiplicidad conocida. El obje-
tivo de este primer capitulo, es presentar la prueba de Dvir de la conjetura
finita de Kakeya, que trataremos con todo detalle (introduciendo también el
problema general en R™).

El segundo capitulo estd dedicado al estudio del llamado Teorema de los ceros
combinatorio. Para la prueba de este teorema, nos basaremos en [Alon]. Se
trata de un teorema combinatorio, basado en el teorema de los ceros de
Hilbert. Veremos de forma clara, como los razonamientos de la geometria al-
gebraica pueden inspirar resultados en combinatoria. Comprobaremos como
se puede emplear este teorema para dar nuevas pruebas para algunos teo-
rema clasicos como el de Chevalley y Chevalley-Warning. Ademads, veremos
algunos aplicaciones de los métodos polinémicos en teoria aditiva de niimeros.

A continuacién, estudiaremos el llamado Método de Stepanov. Se trata de
un procedimiento polinémico que nos va a permitir comprender la estructura
combinatoria de las curvas definidas sobre cuerpos finito. Nos centraremos
en la prueba de la cota de Hasse para una familia de curvas planas. Es un
resultado clasico de teoria de nimeros, que ha inspirado muchos de los otros
razonamientos presentados en este trabajo.

4



Introduccién

Finalmente, en el ultimo capitulo del trabajo estudiaremos las aplicaciones
de los métodos polinémicos en R™. Es especialmente interesante ver como se
puede explotar la estructura topoldgica de R™, en particular el teorema de
Borsuk-Ulam, para complementar los razonamientos polinémicos. De este
teorema topoldgico, se puede deducir el llamado teorema del sandwich de
jamoén, y su versién polinémica. Gracias a estos resultados, podremos ver
como se puede dar una descomposicion polinémica del espacio, debida a Guth
y Katz ([GK]), que permite atacar problemas combinatorios en R". Veremos
una prueba del teorema de Szemerédi-Trotter, que servird para ilustrar como
se aplican los razonamientos desarrollados a lo largo del capitulo.

A medida que vaya avanzando el trabajo, se iran precisando las nociones,
resultados y bibliografia empleada.






Capitulo 1

Principios generales, la
conjetura finita de Kakeya

1 Factorizacion e interpolacién

Comencemos introduciendo los objetos y resultados basicos que vamos a estu-
diar a lo largo del trabajo. Nos apoyaremos en [Tao| y [DKSS] para introducir
estos primeros resultados.

Durante todo el trabajo vamos a estar razonando con cuerpos, ya sean finitos
o infinitos. En lo que sigue, cuando nos refiramos a K este sera siempre un
cuerpo. Desde luego, cuando sea necesario se precisara si es finito o no, asi
como su caracteristica cuando se requiera.

Definicién 1.1. Sea K un cuerpo. Dado un subconjunto S de K[Xq, ..., X,],
denotamos con V(S) al conjunto formado por los puntos de K" donde se
anulan todos los polinomios de S.

Es sencillo comprobar que el conjunto V' (.S) coincide con el conjunto formado
por los puntos donde se anulan todos los polinomios del ideal de K[Xj, ..., X,,]
generado por los elementos de S. Del Teorema de la base de Hilbert se deduce
que los conjuntos V(S) corresponden al lugar donde se anula una cantidad
finita de polinomios.

Los conjuntos V'(.S) son exactamente los conjuntos cerrados para una topologia
en K", que recibe el nombre de topologia de Zariski. De esta forma los con-
juntos V'(S) reciben el nombre de cerrados algebraicos de K". Cuando estos
cerrados sean irreducibles (y el cuerpo K algebraicamente cerrado) hablare-
mos de variedades y cuando se trate de cerrados dados por un tinico polinomio
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hablaremos de hipersuperficies.

La estructura de las hipersuperficies de K es conocida. Lo vemos con la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.2. Sea K un cuerpo. Se tiene:

e Si P € K[X] es un polinomio no nulo de grado menor o igual que d > 0,
entonces el conjunto de V' (P) tiene a lo sumo d puntos.

e Si S es un subconjunto de K con cardinal d > 0, entonces existe un
polinomio no trivial P € K[X] de grado d y tal que S C V(P).

Demostracion. Si el conjunto V' (P) contiene un punto z € K, entonces d > 1
y el polinomio P se factoriza como P(X) = (X — 2)Q(X) con Q un polinomio
de grado menor o igual que d — 1. Procediendo por induccién sobre el grado,
observamos que necesariamente V' (P) tiene cardinal menor o igual que d.

Reciprocamente, si S # () tiene cardinal menor o igual que d, simplemente
consideramos el polinomio dado por el producto de los (X — z) donde z € S.

Se construye de esta forma un polinomio no nulo que cumple que S C V(P).
m

Dado un conjunto S, a lo largo de todo el trabajo, denotaremos con |S]|
al cardinal de dicho conjunto. Gracias a lo que ocurre en dimension 1, se
pueden deducir propiedades en dimension mayor. Para el caso en que K es
un cuerpo finito, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.3 (Schwartz-Zippel). Sean K un cuerpo finito y P un poli-
nomio de K[Xy,...,X,], para n > 1. Si P no es el polinomio nulo y tiene
grado menor o igual que d, entonces:

V()| <d[K"".

Demostracion. La prueba se realiza por induccion sobre el niimero de vari-
ables. Para n = 1 el resultado se obtiene como consecuencia del primer
apartado de la proposicién anterior. Supongamos el resultado probado para
n — 1, veamos que ocurre para n > 1.

Para todo t € K, definimos el polinomio P; € K[Xy, ..., X,,_1] dado por:
Pt(Xh ceey anl) == P(Xl, ceny anh t)

Simplemente estamos evaluando en la tltima coordenada. Como el polinomio
P de partida tiene grado menor o igual que d, los polinomios P; también



Principios generales, la conjetura finita de Kakeya

tienen grado menor o igual que d, para todo t € K. Si el polinomio P; es
idénticamente nulo para t € K, podemos escribir:

P(X1, . X)) = (X — QX1 .., X))

donde Q es un polinomio de grado menor o igual que d — 1. Si tomamos
s # t, gracias a la escritura de P, observamos que Q, es idénticamente nulo
si, y sélo si P, es idénticamente nulo. Sea N el conjunto formado por los
t €K tales que Py es el polinomio nulo. Necesariamente el cardinal de N es
menor o igual que d y podemos reescribir el polinomio de partida:

P(X1, ... Xn) = (][ (X0 = )R(X, ..., Xi)
teN
para algin polinomio R € K[Xj, ..., X,,] que tiene grado menor o igual que
d — |N|, tal que Ry no es idénticamente nulo para todo s € K (recordemos
que K[X4, ..., X,] es un dominio de factorizacién unica). Podemos evaluar P
en los puntos de K". Vemos que si P se anula en (ay,...,a,) € K" solo hay
dos opciones posibles, o bien tenemos a, =t € N o bien s = a, € N y
entonces se debe dar que R, se anula en (ay, ...a,,_1). Recapitulando:

V(P) ¢ K" 'xN) U (] (V(R,) x {s}).

seK\N

Aplicando la hipétesis de inducciéon a los polinomios R, en n — 1 variables,
podemos deducir que |V (R,) x {s}| < (d — |N|) |K|">.

V) < K" INT + Y (d— [N IK"?
seK\N
< K" INT + K] (d — [N]) [K|"

[]

Observamos que para cuerpos finitos, el nimero de puntos de una hipersu-
perficie esta controlado por el grado del polinomio.

Proposicién 1.4. Sea K un cuerpo y sean n > 1, d > 0 dos enteros. Si
un subconjunto S de K" tiene cardinal menor que (dzn), entonces existe un
polinomio no nulo P € K[Xy, ..., X,] de grado menor o igual que d tal que

S c V(P).
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Demostracion. Recordemos primero que el K-espacio vectorial E formado por
los polinomios de grado menor o igual que d de K[Xy, ..., X,,] tiene dimension
igual a (d:“) = %. Lo vemos examinando el cardinal de una base.
Una base de este espacio vectorial esta dada por el conjunto formado por
todos los monomios X$'X% .. X% de grado menor o igual que d. Esta base

tiene tantos elementos como el conjuntos de elementos (dy, ..., d,) € Z%, con
diy + ... +d, <d, que tiene cardinal igual a (dzn).

Para probar el resultado simplemente si |S| < (dzn), consideremos la apli-
caciéon de evaluacion, que es lineal y estd dada por:

¢:E— K
P — (P(2))ses

donde K* es un K-espacio vectorial que tiene dimensién menor estrictamente
d . . , .. .

que ( ;") Deducimos que ¢ tiene un nicleo no trivial y podemos concluir.

O

Como (d:") > Z—: se puede deducir que todo subconjunto finito S de K" esta

1
contenido en una hipersuperficie de grado menor o igual que n |S|".

Proposicién 1.5. Sean K un cuerpo, n > 1 un entero, V(P) C K" una
hipersuperficie de grado menor o igual que d y r una recta de K". Entonces
o r estd contenida en V(P), o en caso contrario, V(P)Nr tiene cardinal menor
o igual que d.

Demostracion. Tenemos una recta, que podemos escribir:
Tr,y - {.T+ty e K}J

donde z,y € K". Para ver el resultado basta aplicar la primera proposicion
al polinomio Q(t) € K[t], dado por Q(t) = P(z + tv), resultado de evaluar P
en los puntos de la recta.

O

Vemos de esta forma que si una recta contiene d + 1 puntos de una hipersu-
perficie de grado d, entonces la recta esta contenida en la hipersuperficie.

Proposicién 1.6 (Nykodyn). Sean K un cuerpo finito y n,d > 1 enteros.
Sea S un subconjunto de K" que cumple que por cada punto a € K", existe
una recta r que pasa por a y contiene més de d puntos de S. FEntonces

S| > (“t").
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Demostracion. Por hipétesis tenemos d < |K|. Razonemos por reduccién al
absurdo y supongamos que |S| < (dzn).
Por la proposicién 1.4, sabemos que S esta contenido en una hipersuperficie
V(P), donde P es un polinomio de grado menor o igual que d. Si a € K", por
hipdtesis existe una recta r que contiene mas de d puntos de S, por lo que
contiene mas de d puntos de V(P). La proposicién anterior permite concluir
que r estd contenida en V(P). En particular, a € V(P) para cada a € K",
por lo que |[V(P)| = |[K"| = |[K|" y llegamos a contradecir la proposicién 1.3.
O

2 Multiplicidad

Podemos mejorar los resultados expuestos anteriormente si no nos fijamos
unicamente en los puntos donde se anula un polinomio y tenemos en cuenta
que un polinomio puede anularse en un punto dado con una cierta multipli-
cidad. De esta forma pueden afinarse las cotas expuestas.

Sea K un cuerpo y P un polinomio de K[X]. Dado un punto z € K, decimos
que P se anula con multiplicidad m en z si el polinomio P es divisible por
(X — 2z)™. Es ttil expresar la multiplicidad en términos de la derivada de
Hasse.

Definiciéon 1.7. Para todo P = Z?:o a; X" € K[X], definimos la r-ésima
derivada de Hasse de P:

D"(P)(X) = D" (Zd: aiXZ) = Xd: C) a; X",

=0 =0

La derivada de Hasse tiene muchas propiedades en comun con la derivada
usual. Se deduce inmediatamente de la definicién que D" es una aplicacion
K-lineal de K[X] en K[X]. Ademés, podemos ver que la derivada de Hasse
satisface la regla de Leibniz, por lo que se trata realmente de una derivacion
de K[X]. Lo comprobamos:

Queremos ver que se cumple D"(PQ) = >"7_ D*(P)D"*(Q), para cada par
de polinomios P, Q € K[X].

Si fijamos P € K[X], obtenemos una aplicacién K-lineal de K[X] en K[X] que
envia Q en D"(PQ). Deducimos que para probar la férmula, basta consi-

derar el caso P = X" para n natural. De forma andloga, razonando para Q

11
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deducimos que basta considerar el caso P = X" para m natural. Tenemos:

Dr(XnXm) — Dr(Xn-‘rm) _ (n + m) Xn+m—r
T

D/ (X™)D" T (X™) = (7;) X (TT Z> Xm—(r=i) _ (?) <Tﬂ_’t Z) nmer

Vemos que basta probar que Y., (T:) (Trfz) = (”Zm), pero esto es simple-

mente la identidad de Vandermonde para los coeficientes binomiales.

En general, no se tienen todas las propiedades conocidas de la derivada usual,
para la derivada de Hasse. Por ejemplo, es sencillo probar utilizando argu-
mentos similares a los expuestos, que D'D’ = (“;.J )D’” , por lo que en general

DD’ £ D™,

Lo que nos va a permitir trabajar con la multiplicidad es la existencia de una
férmula de Taylor dada gracias a la derivada de Hasse. Para cada P € K[X]
de grado d(P), se tiene:

d(P)

P(X) =) (D'(P))(2)(X —2)',

1=0

donde z € K. Para ver que la férmula es correcta, razonamos como antes
y observamos que por linealidad basta probarla para P = X" donde n es
natural. Entonces se tiene:

S weepEr-2 =3 ()% ) @2

’: = io (7;) X - 2)
(X—2) 42 =X

Por construccién observamos que P € K[X] se anula en un punto z € K con
multiplicidad m si, y s6lo si todas las derivadas DP, ...,.D"™ P se anulan en z.

Es importante hacer notar que el empleo de la derivada de Hasse solventa

los problemas que plantea la derivada usual, cuando tratamos con cuerpos
de caracteristica positiva. En particular nos permite definir una féormula de

12
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Taylor para estos cuerpos.

Esta construccién se generaliza al caso de varias variables. Para cada poli-
nomio P € K[Xj, ..., X,,], podemos definir su derivada de Hasse multidimen-
sional D"(P) = D™ (P) con r = (11, ...,1,) € Z%,, dada por:

Drl,...,rn(P) — DT < Z ail,...,inX?---Xf@n>

U1,0tn

11 in . .
E Drl’m’T"ail’m,in X?XZ{I
A Tn

Ulyeeny in

7;17-“77:77,

Diremos que P € K[X4,...,X,] se anula con multiplicidad m en z € K" si
todas las derivadas D"™™P con r1 + ... + r, < m se anulan en z. Lla-
maremos orden o multiplicidad de P en z al mayor m para el que se cumple
esta condicion de anulacién para todas las derivadas. Lo denotaremos con
ord,(P). Emplearemos la convencién ord,(P) = oo cuando P sea el poli-
nomio nulo. Por construccién tenemos ord,(P) > 0 si, y sélo si z € V(P). Se

comprueba facilmente que el orden cumple que para cada par de polinomios
P,Q € K[X4, ..., X,,] y cada punto z € K", ord,(PQ) = ord,(P) + ord,(Q).

Estamos ahora en condiciones de mejorar los resultados presentados con an-
terioridad.

Proposicién 1.8. Sea K un cuerpo. Se tiene:

e Si P € K[X] es un polinomio no trivial de grado menor o igual que
d > 0, entonces . ord;(P) < d.

e Si {a.}.cx son nimeros naturales que cumplen » . . a. < d, entonces
existe un polinomio no trivial P € K[X] de grado d y tal que ord,(P) >
a, para cada z € K.

Demostracion. Para probar el primer punto, simplemente repetimos el argu-
mento inductivo empleado para probar el primer punto de la proposicién 1.2.
donde permitimos que se repitan los puntos que consideramos.

13
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El segundo punto se prueba de forma andloga, repitiendo el argumento em-
pleado para probar el segundo punto de la proposicién 1.2., construyendo el
polinomio P(X) = ], (X — 2)*. Como la suma de los a. es menor o igual
que d, realmente obtenemos un polinomio puesto que el producto es finito, y

ademas tiene el grado necesario y cumple la propiedad que buscdbamos.
m

Proposiciéon 1.9 (Schwartz-Zippel con multiplicidad). Sea K un cuerpo
finito y P un polinomio de K[Xj,...,X,] para n > 1. Si P no es el poli-
nomio nulo y tiene grado menor o igual que d > 0, entonces:

> ordy(P) < d K|
teK"

Demostracion. De nuevo la prueba consiste en adaptar la prueba realizada
para la proposicion 1.3. empleando un razonamiento inductivo sobre el
ntmero de variables. Para n = 1 el resultado se deduce del primer punto de
la proposicién anterior. Supongamos el resultado probado para n—1, veamos
que ocurre para n > 1. Factorizamos en P todos los términos (X,, — 2) que
aparecen en P, obteniendo una expresion de P de la forma:

P(Xy,..,X,) = (H(Xn - z)az> Q(Xy,..., X,)

zeK

donde los {a.}.ex cumplen por construccién ) .. a. < d. El polinomio Q
es no nulo por serlo P, tiene grado menor o igual d — Y, a. y cumple que
todos los polinomios Q, = Q(Xy,...,X,_1,2) € K[Xy,...,X,_1] para z € K
son no nulos, ya que si alguno no lo fuera se podria factorizar un X,, — z. Por
construccién se tiene para cada t = (t1, ..., t,) € K™

ord;(P) = ay, + ordy(Q).

Si sumamos todas estas cantidades para cada t € K" obtenemos:

Z ord,(P) = [K|"" Zaz + Z ord,(Q)

teK"™ zeK teK"

Ademas, por construccién de los polinomios Q, € K[Xy, ..., X,,_1] para z € K
se cumple para cada (1, ...,t,) € K™

ordi, . +.)(Q) < ordg,,. s, 1)(Qy).

Aplicando la hipétesis de induccion a los polinomios @, se deduce:

Z ord,, .4, )(Q, ) < (d — Z Clz> |K|n72 .

(tl,...,tnfl)Ganl zeK

14
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Sumando ahora en ¢, tenemos que:

D ordy(Q) < (d -y az) K"

teK" zeK

que permite concluir.

]

Proposiciéon 1.10. Sea K un cuerpo y sean n > 1, d > 0 dos enteros. Si
{a.}.exn son nimeros naturales tales que Y e (“1"71) < (d:"), entonces
existe un polinomio no nulo P € K[Xj, ..., X,,] de grado menor o igual que d

tal que ord,(P) > a, para cada z € K".

Demostracion. Para realizar esta prueba simplemente hay que modificar el
argumento utilizado en la prueba de la proposicién 1.4. Sea E el K-espacio
vectorial formado por los polinomios de K[X4, ..., X,,] de grado menor o igual
que d, que como vimos tiene dimension (d:”). Consideramos la aplicacion:

P— (DTl,.-.,TnP(Z))ZeKn yrit..trn<az

a,+n—1

El espacio de llegada tiene dimensién igual a ) _jn ( "

) que es estricta-
mente menor que (d:n). Como en la proposicién 1.4. se deduce que el niicleo
de la aplicaciéon es no trivial y con ello se obtiene la existencia del polinomio
deseado.

]

Vemos que si tomamos todos los a, iguales a un cierto entero m, para todo
subconjunto S de K" se puede encontrar una hipersuperficie de grado menor
o igual que d que se anula con multiplicidad m en todo punto de .S siempre
que se cumpla la cota (mt?*l) S| < (d:;") dada por la proposicion, para este
caso concreto. De las cotas (mt?*l) < (min) y (dzn) > % deducimos que

n!

se puede tomar d = (m + n) \S|% :

Finalmente nos queda la mejora de la proposicién 1.5.

Proposicién 1.11. Sean K un cuerpo, n > 1 un entero, V(P) € K" una
hipersuperficie de grado menor o igual que d y r,, = {z +ty : t € K} una
recta dada por z € K",y € K"\ {0} distintos. Entonces o r,, esta contenida
en V(P) , o se cumple que }__ ord.P(z 4+ Ty) < d con P(z + Ty) € K[T].

Demostracion. Se deduce directamente del primer apartado de la proposicién
1.8.
O
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3 Un primer ejemplo: La conjetura finita de
Kakeya

Vamos a ver una primera aplicacion de las proposiciones desarrolladas anteri-
ormente. Diremos que un subconjunto S de R" es de Kakeya cuando contiene
un segmento unidad para cada direccion. Por ejemplo, es sencillo comprobar
que los conjuntos conexos y acotados, del plano que tienen por frontera una
circunferencia o un triangulo de tamano suficientemente grande, son conjun-
tos de Kakeya. La conjetura de Kakeya trata sobre las dimensiones de tales

conjuntos, y para ello necesitamos introducir el concepto de dimension de
Hausdorft.

Sea S un subconjunto no vacio del espacio métrico (R™,d). Denotaremos
con §(S) al didmetro del subconjunto S, que corresponde a la cantidad
sup{d(z,y) : z,y € S}. Parap >0y s > 0, definimos:

H,s(S) = inf{f: (AP S C GAi,(S(Ai) < s} .

=1

con el convenio inf(f)) = co. Si no podemos recubrir S por una cantidad
numerable de conjuntos de diametro menor que s, asignamos el valor co a
H, s(5). Precisamos ademés el limite que nos permitird definir la dimensién
de Hausdorft:

H,(5) = 181_1% Hy,s(S) = sup Hy, 4 (55).

s>0

Observamos que H,(S) € [0,00] y H,(0) = 0. Es sencillo comprobar que
para todo S C R" y todo p > n, H,(S) = 0.

Una medida exterior en X es una aplicacién p del conjunto de partes de X
en el intervalo [0, oo] que verifica:

o pu()=0.
o u(A) <u(B)siAcCB.
o u(UiZ, Ai) <5772, u(A;) para cada familia numerable {4;}° .

Veamos que H, ; y H,, son medidas exteriores. Sea S C J;2; 4;. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que para todo 4, H, ,(A;) < co. Para todo
¢ > 0, existen conjuntos B tales que A; C |J;2, B/, 0(B]) < s y ademas:

€ > .
H, o (A;) + 5 2 ;5(33)3
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Principios generales, la conjetura finita de Kakeya

Como S C U2, (U2, BY), tenemos:

Z H,,(A;) +e> Z Z §(BHY? > H, ,(S).
i=1 i=1 j=1

Haciendo ¢ — 0, comprobamos que H,,(S) < > °, H, (A4;) y concluimos
que H, s es medida exterior. Que H, es medida exterior se deduce de que
H, ;s lo es, ya que tenemos:

HP,S(S) < in,S(Ai) < i Hp(Ai>-

Tomando el limite para s — 0 se deduce que H,(S) < >° H,(4;) y por lo
tanto H, es medida exterior.

Veamos ahora que H,, es una medida exterior métrica, es decir, veremos que

dados A, B C R" con d(A, B) = dy > 0, tenemos:
H,(Au B) =H,(A) + H,(B).

De las dos desigualdades a probar, H,(A U B) < H,(A) + H,(B) se deriva
inmediatamente por construccién. La desigualdad inversa se cumple también
cuando H,(A U B) = co. En el caso finito, consideramos conjuntos {E;}°,
tales que AUB C U2, Ei y 0(E;) < s < %, Por construccién, cada E;
interseca tnicamente a uno de los dos conjuntos A o B. Podemos entonces
separar los conjuntos E; en dos familias {EA}2°, v {EP},, de forma que

AcUz, By Bc U2, EP. Entonces:

S S(E) =S (B + 3 S(EPY > Hyu(A) + H,(B).

do

Se deduce que para todo s tal que 0 < s < 5

, se tiene:
H,s(AUB) > H,(A)+ H,(B).

Basta tomar limites para obtener la desigualdad deseada, y por lo tanto con-
cluimos que H,, es una medida exterior métrica. Como toda medida exterior
métrica define una medida de Borel, observamos que H, define una medida
de Borel a la que llamamos medida p-dimensional de Hausdorff.
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Principios generales, la conjetura finita de Kakeya

Comprobamos ahora que dados S C R" y 0 < p < ¢, si H,(S) < oo, entonces
H,(S) = 0. Como H,(S) < oo, existen {4;}7°; con 6(4;) < s de forma que
S c U2, A; y cumple:

f:a(A,-)P < H,(S) + 1

Ademads, puesto que 0(A;)P = 0(A;)96(A;)P~9 > sP795(A;)?, deducimos que
H,s(S) <3002, 6(A;)7 < s7P(H,(S) + 1). Como el dltimo término tiende a
0 cuando s tiende a 0, se concluye.

Finalmente, definimos la dimensiéon de Hausdorff de S C R™:
dimy(S) =sup{p > 0: H,(S) = 0o} =inf{p > 0: H,(S) = 0}.

En R™, se conoce como construir conjuntos de Kakeya de medida tan pequena
como se quiera. Los llamados conjuntos de Besicovitch, son conjuntos de
Kakeya que tienen medida nula, pero todos ellos tienen dimension de Haus-
dorff igual a n. En [Fal] podemos encontrar todos los detalles de su cons-
truccién y propiedades.

La conjetura de Kakeya en R™ puede enunciarse: Si S es un conjunto de
Kakeya, entonces dimy(.S) = n.

Paran =1y n = 2 se ha probado positivamente la conjetura, aunque para
n > 2 el problema sigue abierto Se trata de uno de los problemas centrales
abiertos del analisis matematico, sobre el que han contribuido numerosos au-
tores, entre ellos J.Bourgain y T. Tao. Para n=2 fue probado por R. Davies
y una prueba de 1971 puede encontrarse en [Dav].

Nos interesa estudiar en este trabajo la llamada conjetura de Kakeya para
cuerpos finitos. Se trata de una simplificacion del problema de R™, propuesta
por Wolff en 1999. El enunciado es mas sencillo y evita todos los problemas
técnicos ligados al manejo de la dimensién de Hausdorff.

Dado K un cuerpo finito, diremos que un subconjunto de S C K" es de
Kakeya si contiene una recta en cada direccién, es decir, si para cada ele-
mento no nulo x € K" existe un y € K" tal que x + ty € S para todo t € K.

Teorema 1.12 (Conjetura finita de Kakeya). Sean K un cuerpo finito, un
entero n > 1 y un conjunto de Kakeya £ C K". Entonces |E| > (‘K‘J;"_l), y
en particular |E| > L [K[".
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Principios generales, la conjetura finita de Kakeya

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que se
tiene |F| < ('K‘J;"fl). Gracias a la proposicién 1.4. sabemos que existe un
polinomio no nulo P € K[Xy,...,X,,] de grado d menor o igual que |K|— 1,
tal que E C V(P). Denotamos con P; a la componente homogénea de grado
[ del polinomio P. Es importante hacer notar que como E # (), forzosamente
tenemos d > 1.

Sea y = (y1,..-,yn) € K"\ {0}. Por hipétesis existe un elemento = =
(x1,...,x,) € E tal que x +ty € E para cada t € K. Como E C V(P),
queda claro que se tiene P(z + ty) = 0, para todo t € K. Definimos el
polinomio Q € K[T] dado por:

Q(T) =P(x + Ty) = P(x1 + Ty1, ..., xn + Tyy).

Por construccién el polinomio Q tiene grado d menor o igual |[K| — 1 y se
anula en todo punto de K. Aplicando la proposicion 1.3. para el caso n = 1,
obtenemos que Q es el polinomio nulo. En particular, el coeficiente corres-
pondiente al término de grado d de Q es Py(y) = Py(y1, ..., yn) v debe ser cero.

Deducimos que para cada y € K"\ {0}, P,;(y) = 0. Como por construccién
P4 es un polinomio homogéneo de grado d > 1, tenemos también P,4(0) = 0.
De esta forma vemos que Py se anula en todo K", es decir, se anula en |K|"
puntos. Puesto que d < |K|—1, aplicando la proposicién 1.3. deducimos que
P, es el polinomio nulo, por lo que P debe ser el polinomio nulo y llegamos

a contradiccién completando la prueba.
O

La demostracién es puramente polinémica. Es importante mencionar que
se trata de una prueba que no proviene de la reutilizaciéon de argumentos
relacionados con la conjetura en R™. Es maés, no se conoce una demostracion
de este resultado que no sea polinémica.

La cota que acabamos de dar para el cardinal de los conjuntos de Kakeya, se
puede mejorar gracias a los resultados relacionados con multiplicidades.

Teorema 1.13. Sean K un cuerpo finito, un entero n > 1 y un conjunto de
Kakeya £ C K". Entonces |E| > 27" |K|".

Demostracion. Sean 1 < [ < m enteros. La proposiciéon 1.10 garantiza que
existe un polinomio no nulo P € K[Xj,...,X,,] de d menor o igual que tal
que (m +n)|E |%, que se anula con multiplicidad mayor o igual que m en
cada punto de E. Ademds, si tomamos i = (i1, ..., 7,) una n-upla de enteros
no negativos tales que i; + ... + i, < I, entonces D" (P) se anula con
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Principios generales, la conjetura finita de Kakeya

multiplicidad mayor o igual que m — (i1 + ... + i,,) en todos los puntos de la
recta 1., = {z +ty : t € K}, para cada recta r,, asociada al conjunto de
Kakeya E. Es claro que el polinomio D***(P) tiene grado menor o igual

que (m +n) |E|% — (11 + oo+ 1n).

Aplicando la proposicién 1.11 deducimos que para cada una de estas rectas
se cumple que 7, , estd contenida en V(D" (P)) o bien se debe satisfacer
que:

K| (m — (i1 + . +4)) < (m+n) [E|" — (61 + .. + in).

Podemos tomar [ y m de forma que |[K|(m —1) > (m + n) |E|% — . De
esta forma todas las rectas r,, estaran contenidas en V(D" (P)), para
cada i = (iy,...,4,) con iy + ... + i, < [. Razonando ahora como en la
demostracion anterior, se llega a contradecir la proposicién 1.9, siempre que se
de l|K| > (m+n) |E|% Si |E|% < 1 |K], entonces tomando [ suficientemente
grande y eligiendo m = 2I, se verifican las dos condiciones que llevan a
contradiccién. Podemos concluir que |F |% > 1 K]

O

Es interesante observar que estas pruebas estan muy ligadas a las propiedades
algebraicas de los cuerpos finitos. Las técnicas empleadas tienen dificil ex-
tension al caso R™.

Veamos a continuaciéon como se pueden dar conjuntos de Kakeya E de cardi-
nal |E| < 2=+ |K|"+O(JK|"™"), donde empleamos la notacién de Landau.
Sera necesario explorar dos construcciones segiin sea la caracteristica del
cuerpo par o impar. En [DKSS| podemos encontrar més detalles sobre estas
construcciones

Proposicién 1.14. Sea K un cuerpo finito de caracteristica impar y n > 1
un entero. Sea F’ el conjunto dado por:

E' ={(z1,....,2n_1,y) € K" : Vi, z; + y* es un cuadrado en K}.

El conjunto F = E' U (K" x {0}) es de Kakeya y tiene cardinal menor o
igual que 2D K" + O(|K|" ).

Demostracion. Veamos primero que el conjunto asi definido es de Kakeya.

Sea v = (vy,...,v,) € K"\ {0}. Si v, =0, tomamos v = (0,...,0) € K" y
para todo t € K, u+tv € K"' x {0} C E.
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2 2
Si v, # 0, tomamos u = ((”—1> e <U"—‘nl> ,O). Para cada t € K, el punto

2up

2
u + tv tiene coordenadas (xy,...,2,_1,y) donde z; = <2”71n) + tv;, y = to,
para 1 <7 <n — 1. Por construccion, para cada ¢ tenemos:

2
(ﬂmn) N
2v,,

Concluimos que = + ty € E' C E, y por tanto F es un conjunto de Kakeya.

n—1 n
El conjunto E’ tiene cardinal igual a |K| ('K‘Tﬂ> = 2‘5‘_1 + O(|K|" ™),

[K[+1
2
posibles para y. Deducimos que el cardinal de F es |[K| = [E’| + [K|"" =

Q‘Efl_nl + O(JK|"™") y podemos concluir.

ya que tenemos elecciones posibles para cada x; + y* y |K| elecciones

]

Proposicién 1.15. Sea K un cuerpo finito de caracteristica 2 y n > 1 un
entero. El conjunto dado por:

E={(x1,...,7,_1,y) € K" : Vi, existe a; € K tal que z; = a + a;y}.
es de Kakeya y tiene cardinal menor o igual que 2D |K|" + O(|K|" ).

Demostracion. Sea v = (v, ...,v,) € K"\ {0}. Si v, = 0, tomamos de nuevo
u=1(0,...,0) € K" y para cada t € K tenemos:

u+tv = (tvg, ..., tv, — 1,0) = (ai +yay,...,a> | + ya,_1,9)

K]

cony =0, a; = (tv;) z y concluimos que u + tv € E para todo t € K.

Un Un

2 2
Si v, # 0, tomamos u = <<”—1> s (”"*1) ,O). Para cada t € K, el punto

2
u + tv tiene coordenadas (z1,...,Z,_1,Yy), donde z; = (3—) + tv;, y = toy,.

Para a; = -+, se tiene:
n

n

= (i)
a; +a;y=|— | +itv; =uwz,.

Concluimos que efectivamente E es un conjunto de Kakeya. Verificamos
finalmente que el conjunto tiene el cardinal deseado. Es claro que el cardinal
del conjunto de puntos de la forma (z;,...,2,-1,0) es |K]n71. Veamos que
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pasa cuando y # 0. Para ello necesitamos conocer el cardinal de los conjuntos
A(y) = {a®> + ay : a € K}. Para cada a € K, se verifica:

a®>+ay = (a +y)? +y(a +y) cuando y # 0.

Si consideramos la aplicacién s — s2+ sy, observamos que cada imagen tiene
exactamente dos antecedentes que son s y s + y, por lo que deducimos que
cada A(y) tiene cardinal @ El cardinal del conjunto formado por los puntos

n—1
(1, ey Tp1,y) con y # 0 es (@) , vy por lo tanto obtenemos:

K"

K\ 1 K n
Bl=G-n () = 55+ o
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Capitulo 2

Teorema de los ceros
combinatorio

En geometria algebraica, el Teorema de los ceros de Hilbert es un resultado
fundamental que nos permite relacionar los ideales de K[Xj, ..., X,,] y los cer-
rados de K", cuando K es un cuerpo algebraicamente cerrado. El teorema
nos dice que si un polinomio P € K[Xy, ..., X,,] se anula en V(I), para un ideal
I del mismo anillo de polinomios, entonces se tiene un nimero natural r, tal
que P" € I. De esta forma, los polinomios que se anulan en toda la variedad
definida por un ideal I pertenecen a su radical, que denotamos con v/1.

Dado un subconjunto S C K", podemos considerar el conjunto formado por
los polinomios de K[Xj, ..., X,], que se anulan en todos los puntos de S:

I(S) ={P € K[Xy, ..., X,] : P(s) = 0 para cada s € S}.

Con esta notacion, el Teorema de los ceros de Hilbert nos indica que se
tiene I(V(I)) € VI, siempre que el cuerpo K sea algebraicamente cerrado.
Ademads, como por construccién siempre se tiene la contenciéon contraria
VI c I(V(I)) y realmente se obtiene una igualdad.

Sea V(I) un cerrado algebraico de K". Las propiedades fundamentales de los
cerrados algebraicos nos dicen que siempre tenemos V(I) = V(v/I). De esta
forma, el Teorema de los ceros de Hilbert da una correspondencia biunivoca
entre cerrados algebraicos de K" e ideales radicales (que coinciden con su
radical) del anillo de polinomios K[Xj,...,X,], en el caso algebraicamente
cerrado. Esta correspondencia nos dice ademas, que los ideales primos del
anillo de polinomios son exactamente los ideales que dan lugar a los cer-
rados irreducibles, es decir, a las variedades algebraicas de K". Adicional-
mente los ideales maximales del anillo K[Xj, ..., X,,] son exactamente los de la
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forma (X; —ay, ..., X;, — a,) donde ay, ..., a, € Ky corresponden a los puntos
(ay,...,a,) € K".

Veremos como se puede explotar la idea del Teorema de los ceros de Hilbert,
para dar un teorema combinatorio. Para la prueba del teorema de los ceros
combinatorio nos apoyaremos en [Alon|. Probaremos primero un lema que
nos permitira a continuacién realizar las demostraciones.

Lema 2.1. Sean K un cuerpo y P un polinomio de K[Xj, ..., X,]. Se puede
ver P como un polinomio en una sola variable X; para ¢ = 1,...,n y en tal
caso, denotamos con d; a su grado. Sean St, ...S,, subconjuntos de K de forma
que |S;| > d; + 1. Con estas condiciones, si el polinomio P se anula en todos
los puntos de S; x ... X S,,, entonces P debe ser el polinomio nulo.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre el nimero de variables. Para
una sola variable, el resultado simplemente es la proposicién 1.2. Suponemos
que el lema es correcto para n — 1 variables, veamos que se cumple también
para n.

Para ¢ = 1,...n, sean S; subconjuntos de K que satisfacen las hipdtesis del
lema. Escribimos el polinomio P € K[Xy,...,X,] como un polinomio en la
variable X,,:

dn
P(X1, . Xn) = > Pi(Xy, ., Xpo1) XY,
§=0

Los polinomios P; son polinomios en las primeras n — 1 variables. Para cada
variable X; con ¢ = 1,..,n — 1, por construccion se cumple que el grado de
cada P; con j =0, ...,d,, visto como polinomio en la variable X; es menor o
igual que d;.

Supongamos que el polinomio P se anula en todos los puntos de S7 X ... X S,,.
Dado un elemento (sy,...,5,-1) € S1 X ... X S,_1, podemos considerar el
polinomio Q de K[X,,] que se obtiene al evaluar P en dicho elemento, man-
teniendo la ultima variable. Como Q tiene grado d, y se anula para todo
Sp € Sp, deducimos que Q es identicamente nulo. De esta forma, para
cada j = 0,...,d,, obtenemos que P;(sq,...,s,-1) = 0 para todo elemento
(S1y .00y 8n—1) € S1 X ... X S,—1. Aplicando la hipétesis de induccién con-
cluimos que cada P; es identicamente nulo y por lo tanto, P también debe
ser identicamente nulo.

]
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Los dos resultados que vienen a continuacién son lo que llamaremos Teorema
de los ceros combinatorio.

Teorema 2.2. Sean K un cuerpo, P € K[Xj, ..., X,,] y 51, ..., S, subconjuntos
finitos de K. Definimos los polinomios Q; = [[,cg (Xi—s) parai € {1,...,n}y
consideramos el ideal I de K[X4, ..., X,,], generado por los polinomios Q,. Si P
se anula en todo V/(I), entonces existen polinomios Ry, ..., R, € K[Xj, ..., X,],
donde el grado de cada R; es menor o igual que la diferencia de los grados

de Py Q, y que cumplen:
P =) RiQ,
i=1

Ademas, si todos los coeficientes de los polinomios P, Qq, ..., Q, pertenecen
a un subanillo A de K, entonces se cumple que cada R; € A[Xj, ..., X,,].

Demostracion. Definimos d; = |S;| — 1 para i = 1,...,n. Por hipdtesis, el
polinomio P se anula en todos los elementos de S; x ... X .S,,.

Para i =1, ..., n, se tiene:

d;
Q= [[Xi—s) =X =Y " ayX].
=0

SES;

Los coeficientes «;; son elementos de K. Por construccién, los polinomios
Q, se anulan en todos los elementos de S;, luego todos los elementos s € S;
cumplen la misma combinacién lineal:

d;
di+1 _ 2 : J
st = QS5 -
j=0

Construimos ahora un polinomio P a partir del polinomio P. Podemos es-
cribir P como combinacién lineal con coeficientes en K de monomios donde
aparecen las variables X4, ..., X,, elevadas a unas ciertas potencias. Para cada
1 =1,...,n, cuando en la escritura de P aparezca la variable X; con una po-
tencia menor o igual que d; no realizaremos ningin cambio. Sin embargo,
cuando aparezcan potencias de X; mayores que d;, expresaremos esas poten-
cias como combinaciones lineales con coeficientes en K de potencias de X;
menores o iguales que d;, utilizando las relaciones lineales presentadas an-
teriormente que satisfacen los elementos de S;. Construimos el polinomo P
iterando el proceso hasta que no aparezca ningun X; elevado a un exponente
mayor que d;. Es claro que por la naturaleza del problema, este proceso es
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finito.

Lo que estamos haciendo para construir el polinomio P es restarle a P pro-
ductos de la forma R;Q;, para unos ciertos polinomios R; € K[Xjy, ..., X,,]. Por
construccién, el grado de los polinomios R; es menor o igual que la diferencia
de los grados de P y Q,. Ademés, los coeficientes de los R; se encuentran en
el menor anillo que contenga a los coeficientes de P y Q, ..., Q,,. Tenemos:

P=P-RQ, —..-R,Q,.

De esta forma, vemos que P toma los mismos valores que P al evaluar en
los puntos de Sy X ... x S,,. Como por hipétesis P se anula en estos puntos,
deducimos que P también lo hace. Estamos entonces en condicién de aplicar
a P el lema 2.1, y concluimos que P debe ser el polinomio nulo. De esta
forma se completa la prueba del teorema obteniendo la expresion de P como
combinacién de los Q.

m

Teorema 2.3. Sean K un cuerpo y P un polinomio no nulo de K[Xj, ..., X,,].
Suponemos que el grado del polinomio P, que denotamos con d, se puede
escribir d = d; + ... + d,, donde cada d; es un entero no negativo. Ademas,
suponemos que el coeficiente del monomio X{..X% de P es no nulo. En-
tonces si S, ...,.S, son subconjuntos de K con |S;| > d; para i = 1,...,n,
existen s; € 51, ..., s, € S, tales que:

P(Sl, vy Sn) # 0
Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |S;| = d; +1
para ¢ = 1,...,n. Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos
que en las condiciones del teorema, se tiene P(si,...,s,) = 0 para cada

(81, 8n) € S1 X ... X Sp. Definimos los polinomios Q; = [[,_g (Xi — s)
para ¢ = 1,...,n. Podemos aplicar el teorema 2.2, y deducimos que existen
polinomios Ry, ..., R,, € K[Xq, ..., X,,] con:

P = zn: R;Q;.
i=1

Ademas, los grados de cada uno de los polinomios R; son menores o iguales
que la diferencia de los grados de P y Q,. Por hipdtesis sabemos que en
la escritura de P como suma de monomios, el coeficiente que acompana al
monomio X‘fl...XfL” es no nulo. Como es logico, esto es valido también para
el polinomio dado por la suma de los R;Q),.
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El grado de cada R;Q); es alo sumo igual a d, el grado de P. Si podemos encon-
trar algin monomio de grado d en R;Q, igual de ese grado, por construccion
de los polinomios Q; debe ser divisible por Xfiﬂ. De esta forma, observamos
que el coeficiente que acompana al monomio Xﬁh...Xﬁ" de Y7 | R;Q; debe
ser nulo, y por tanto llegamos a contradicciéon. Concluimos que P no puede
anularse en todo S; X ... x .S,,.

O

De forma general, cuando buscamos aplicar el teorema de los ceros combi-
natorio, necesitamos construir un polinomio para el que podamos extraer
informacion sobre alguno de sus coeficientes. La construccién de estos poli-
nomios puede realizarse mediante los métodos expuestos en este trabajo, o
depender totalmente del problema en cuestion. Trateremos a continuacién,
algunos ejemplos que ilustran la importancia del teorema expuesto.

Podemos obtener de forma inmediata un resultado clasico, el teorema de
Cauchy-Davenport, como corolario del teorema de los ceros combinatorio. Se
trata de un teorema con nimerosas generalizaciones y que puede probarse de
forma puramente combinatoria, pero es intersante ver como se puede deducir
muy facilmente del teorema de los ceros combinatorio.

Proposicién 2.4 (Cauchy-Davenport). Sea p un ntimero primo y sean A, B
subconjuntos no vacios de [, el cuerpo finito con p elementos. Podemos
considerar el conjunto A+ B, formado por los elementos de F, que son suma
un elemento de A y uno de B. Con estas condiciones, se tiene:

|A+ Bl = min{|A| + [B| — 1, p}

Demostracion. Si se cumple que |A|+|B| > p, el resultado es trivial. En este
caso, se tiene que para cada z € F, el conjunto A y el conjunto formado por
los elementos © — b con b € B se cortan. De esta forma, todo elemento de

F, puede verse como suma de un elemento de A y uno de B. Se deduce que
A+ B =F,.

Supongamos que |A|+|B| < p, y que el resultado es falso, es decir, |[A + B| <
|A| 4+ |B| — 2. Razonamos por reduccién al absurdo. Sea C' un subconjunto
de IF,, de forma que A+ B C C'y tal que |C| = |A| 4+ |B| — 2. Definimos el
polinomio P € F,[X,Y], de grado |A| 4+ |B| — 2, que nos permite aplicar el
teorema de los ceros combinatorio:

PX,Y)=][[(X+Y—c¢).
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Por construccion del polinomio y del conjunto C, siempre se cumple que
P(a,b) = 0 para cada (a,b) € Ax B. El coeficiente que acompana al monomio
XAy BT o (‘ﬂ;ﬂﬂ‘% # 0. Aplicando el teorema 2.3, deducimos que
debe existir un elemento (a,b) € A x B tal que P(a,b) # 0 y llegamos a
contradiccion.

]

Aunque existan otras formas de probar este resultado, esta es interesante ya
que se puede emplear el mismo razonamiento para probar resultados pare-
cidos, cuando imponemos condiciones adicionales de tipo algebraico. Ilus-
tramos este punto probando el siguiente resultado.

Proposicién 2.5. Sea p un numero primo y sean A, B subconjuntos no
vacios de F,,, de forma que |A| # | B|. Consideramos el conjunto:

A+B={a+b:a€c Abe B,a # b}.
Se cumple entonces que ‘A/—i\—/B) > min{|A| + | B| — 2, p}.

Demostracion. El razonamiento es andlogo al empleado para demostrar la
proposicién anterior. Como en la demostracién anterior, el caso |A| + |B| >
p+ 1 es trivial. El |A| =1 o0 |B] =1 es sencillo también. Podemos suponer
que se cumple [A| + B[ <p+1y |A],|B] > 2.

De nuevo razonamos por reduccion al absurdo. Suponemos que A+ B C C
para un subconjunto C' de F,, que cumple |C| = |A| + |B| — 3. De nuevo,
definimos un polinomio P que nos permite aplicar el teorema de los ceros
combinatorio:

PX,Y)=X-Y)J[(X+Y-o0.
ceC
El polinomio P tiene grado |A| + |B| — 2, se anula en todos los elementos de

A x B. De nuevo, si observamos el coeficiente que acompana al monomio

XMI-1YIBI=1 o trata de (|A|‘XE|2_3) — (‘AmE'l_z) £ 0. La aplicacién del

teorema 2.3, permite llegar a contradicciéon y concluir.
O

De esta forma queda patente la robustez del teorema de los ceros combinato-
rio. En este caso por ejemplo, el teorema nos permite tratar con condiciones
polinémicas siguiendo los mismos razonamientos para las demostraciones.

Otro teorema interesante que tiene que ver con la combinatoria y los poli-

nomios sobre cuerpos finitos es el teorema de Chevalley-Warning, que enunci-
amos a continuacién. Una referencia interesante para esta parte del capitulo
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corresponde a [Sch]. Para realizar la demostracién introducimos primero dos
lemas previos.

Lema 2.6. Sea IF, un cuerpo finito. Sea un entero N que cumple 0 < N <
q — 1. Se verifica que:

Z N = 0.

zelF,
Demostracion. Si N = 0, tenemos:

Z:B():Zl:q:O.

z€F, z€F,

Supongamos entonces 0 < N < ¢ — 1. Sea p un generador del grupo ciclico
[y, formado por las unidades del cuerpo F,. Como p tiene orden g — 1, es
claro que ¥ # 1. Tenemos entonces:

> = ) = Y

z€lfy z€lfy T€lfy

Esto permite concluir.

O]
Lema 2.7. Sea P un polinomio de F,[Xy, ..., X,], de grado d < n(qg —1). Se

cumple que:
Z P(zy,...,xz,) = 0.

(117~--,1n)€FZ}

Demostracion. Basta probar el resultado para un polinomio formado por un
solo monomio X‘fl, ey XZ”, ya que el resultado se extiende por linealidad. En
ese caso, tenemos:

n

Z P(zy,...,z,) = Z i gl = H( Z a:fl)

(@150 ) EFD (%1050 ) EFT i=1 x;€F,

Por hipétesis, el grado de P estd acotado y se tiene dy+...+d, = d < n(g—1).
Existe entonces un j tal que nd; < d < n(¢ — 1) y por lo tanto d; < ¢ — 1.
Aplicando el lema 2.6 obtenemos:

Esto permite concluir que se satisface la relacion esperada.
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Proposiciéon 2.8 (Chevalley-Warning). Sea F, un cuerpo finito de carac-
teristica p. Sean Py, ..., P, polinomios de F (X, ..., X,], de grados ds, ..., d,
respectivamente. Supongamos que d = d; +...+d,;, < n. Podemos considerar
el conjunto de ceros asociado a este conjunto de polinomios:

V(Pr, o, Pr) = (21, s 20) €FY 2 Pi(2n, ., m0) = oo = P21, .0, 0,) = 0}
Denotando N al cardinal de este conjunto, se debe cumplir que N = 0 (modp).

Demostracion. Construimos un polinomio Q € F,[X, ..., X,,] a partir de los
datos del problema:

m

QXy, oy X)) = (1 = PITH(X, 0 X)),

=1

Por construccién, el polinomio Q tiene grado d(¢ — 1) < n(qg — 1). Podemos
aplicarle el lema anterior, y deducimos que:

Z Q(z1, ..., ) = 0.

($1,~~~7$n)€FZ}

Para cada ((z1,...,7,) € Fy) y cada i = 1,...,m, los valores PI (24, ..., x)
solo pueden ser 1, salvo si (1, ..., ) es un cero del polinomio, en cuyo caso el
valor es (. Observamos que () se anula en todos los elementos de [y, salvo en
aquellos que son ceros comunes de los polinomios Py, ..., P,,, donde Q toma
el valor 1. De esta forma, tenemos que:

N = Z Q(x1, ..., zp) = 0.

(z1,...,xn)€]Fg

Y esto permite concluir.
O

Gracias a este teorema, es inmediato y sencillo deducir el teorema de Cheval-
ley, que enunciamos a continuacién. Para poner de manifiesto la importancia
del teorema de los ceros combinatorio, vamos a realizar una demostracion al-
ternativa del teorema de Chevalley. De esta forma, veremos como el teorema
de los ceros combinatorio nos permite en muchas ocasiones simplificar prue-
bas y obtener resultados a veces conocidos de una forma distinta.

Proposiciéon 2.9 (Chevalley). Sea F, un cuerpo finito y sean Py,...,P,,
polinomios de F,[X, ..., X,], de grados dy, ..., dy,. Sin > dy +...+d,, y todos
los polinomios P; tienen un cero comun (yi, ...,y ), entonces deben de tener
otro cero comun distinto.
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Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que solo
hay un solo cero comtn. Definimos un polinomio Q € F,[Xy, ..., X,]:

m

QX1 Xp) = [ =PI Xy, X)) = A ] [ X5 -2,

i=1 j=1 z€lFq:x#y;

De esta forma. Q se escribe como suma de dos términos. Cuando evaluamos
en el cero comun, el término de la izquierda vale 1 y el de la derecha, por
como estd construido, no se anula El elemento A € F,, se toma de forma
que Q(y1,...,yn) = 0. De esta forma elegimos A\ para que se produzca una
cancelacion y su valor esta determinado por el valor que toma el término de
la izquierda al evaluar en el cero comin. Queda claro ademés que A es no
nulo.

Si evaluamos @ en cualquier elemento (z1,...,z,) de F y due no sea el cero
comun, debemos tener un j tal que P;(z1,...,2,) # 0. De esa forma vemos
que el término del lado derecho se anula en todo Fy, salvo en (yi,...,¥n).
Ademas, por construccién el término del lado izquierdo se anula en los mis-
mos puntos. Deducimos que Q se anula en todo Fy.

Nos fijamos ahora en el coeficiente que acompaiia al monomio X¢ ... X47! del
polinomio Q. Vemos que se trata de —\, ya que el término del lado izquierdo
tiene grado estrictamente menor que (p — 1)n. Aplicando el teorema 2.3
llegamos a contradiccién y podemos concluir.

[]
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Capitulo 3

Método de Stepanov

En este capitulo, vamos a centrarnos en ver como se pueden emplear métodos
polinémicos, a la hora de estudiar propiedades combinatorias de algunos
objetos de la geometria sobre cuerpos finitos. Se conoce como método de
Stepanov al procedimiento polinémico que vamos a exponer. Se pueden en-
contrar referencias interesantes para este capitulo, como son [Ste] y [IK].

Sea p un numero primo y ¢ una potencia de p. Consideramos [Fy, un cuerpo
con ¢ elementos, de caracteristica p y fijamos una clausura algebraica de este
cuerpo que denotamos con E. Podemos definir ahora el objeto que nos va
a servir para ilustrar el funcionamiento del método de Stepanov. Vamos a
estudiar un ejemplo suficientemente complejo para poder apreciar la eficacia
del método y suficientemente sencillo para que la construccion sea facilmente
comprensible. Consideramos la siguiente curva algebraica plana:

X(F,) = {(z,y) €F," : > = P(2)}

de forma que P es un polinomio del anillo F,[X], que no es un cuadrado en
F,[X]. Denotaremos con d al grado del polinomio P. Como tenemos F, C

[F,, podemos estudiar cuantos puntos de la curva X (FF,) tienen coordenadas
z,y € Fy. Sea N al nimero de puntos de X (F_q) que tienen coordenadas en IF.
El método de Stepanov nos va a permitir dar una aproximacion para N. El
objetivo es probar el siguiente teorema, mediante el empleo de razonamientos

polinémicos.

Teorema 3.1 (Hasse). Con estas condiciones, si d > 3y ¢ > 4d* entonces
se tiene la siguiente cota:

[N —q <8dy/q
Gracias al método de Stepanov, vamos a dar una demostracion elemental de

este teorema que se fundamentara en la construccién de un polinomio con
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unas propiedades de anulacién adaptadas al problema.

Observamos que si consideramos el caso p = 2, la aplicacion que envia cada
r € F, en 2% es un automorfismo de F,. En este caso, tenemos simplemente
N = ¢, ya que en X(F,) hay tantos puntos como elementos (z,P(z)) con
x € F,. Podemos suponer por lo tanto que p es un primo impar.

Se pueden distinguir dos tipos de puntos entre los elementos (z,y) de X (F,).
Si consideramos los puntos tales que y = 0, simplemente estamos contando
los puntos (z,0) tales que x es un cero de P y denotamos con N’ a esta
cantidad. De forma similar, si (z,y) es un punto de X (F,) con y # 0,
entonces P(z) es un cuadrado en F,. Esto tltimo se cumple si, y sélo si,
Pq%l(:c) = y?~! = 1. Reciprocamente, dado = € F, con Pq%l(x) = 1 existen
tinicamente dos elementos distintos y, —y € F, que cumplen que y* = P(z).
Denotando con N” al nimero de elementos x € F, tales que P%l(m) =1,
tenemos:
N =N'+2N".

Para realizar la prueba, nos va a interesar estudiar el cardinal de los subcon-
juntos de F,, dados por S(A\) = {x € F, : P(z) =00 P%(as) = )} para
A eF,.

La idea de la demostracién consiste en construir un polinomio, para el que
podamos controlar el grado y que tenga ceros de un orden fijo en cada uno de
los puntos S(\). Vamos a presentar con detalle en la siguiente proposicién,
cuales son las propiedades del polinomio que vamos a emplear para la prueba
del teorema.

Proposicién 3.2. Si ¢ > 8d, sean [ es un entero que satisface d <1 < {y
A € . Entonces existe un polinomio no nulo Q(X) € FF,[X] de grado deg(Q)
menor o igual que %l + 2dl(l — 1) 4 dg, que se anula con orden mayor o
igual que [ en cada punto de S(A).

Veamos ahora como construir el polinomio para probar la proposicion y que
posteriormente utilizaremos para probar el teorema 3.1. Queremos encontrar

el polinomio buscado de la forma:
QX) = PI(X) Y (Ry(X) +S;(X)P*= (X)X
0<j<J

donde R;, S; son polinomios de F,[X], de grados deg(R;), deg(S;) respectiva-
mente, menores estrictamente que q;—l —d (esta cantidad es positiva por cons-
truccién). La cantidad J (no necesariamente entera) la tomaremos mas ade-
lante, de forma que cumpla las propiedades especificadas en la proposicién.
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Podemos ver que el grado del polinomio QQ construido de esta manera esta
acotado. Por construccion:
1 _
deg(Q) < 1d + 4 —d+ a >
5q — 12 qg—1
< d
- 8 + 2
Como d > 3y q > 4d?, la cantidad %d + q;21 es menor o igual que ¢qd y
deducimos que:

—d+ Jg

+ Jq

deg(Q) < (d+ J)g.

De esta forma, observamos que la eleccién de J nos permite controlar el grado
del polinomio Q. Gracias al lema que enunciamos a continuacién, veremos
cuando el polinomio @ que construimos es no nulo.

Lema 3.3. Q € F,[X] es el polinomio nulo si, y sélo si, para todo j los
polinomios R, S, son idénticamente nulos.

Demostracion. Es claro que si para cada j, los polinomios R;,S; son nulos,
entonces (Q debe ser necesariamente nulo. Veamos la otra implicacion.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el polinomio P no se anula
en 0 € F,. En caso contrario, simplemente realizarfamos un cambio lineal de
coordenadas. Razonemos por reduccién al absurdo, y supongamos que Q es
el polinomio nulo, sin que todos los R;, S; sean idénticamente nulos. Sea k el
menor de los indices tales que unos de los dos polinomios Ry, S; es no nulo.
Por construccién, podemos dividir Q por P'X* y obtenemos:

3 (R(X) + S5 (X)PF (X)X = g,

k<j<J
Podemos reescribir esta igualdad, Ty (X) + TQ(X)P%I(X) = 0, definiendo:
T = 3 ROOXUPL Tyx) = 3T 8 (X)XUn
k<j<J k<j<J

De la igualdad, tomando cuadrados y multiplicando por el polinomio P,
resulta que T?P = T3P% Como P € F ¢|X], se comprueba que:

PY(X) = P(X9) = P(0) (mod X).

Deducimos entonces que R?P = S?P(O) (mod X?). Los grados de los poli-
nomios R; y S; cumplen las siguientes desigualdades:

1
2deg(R;) +d < 2(‘]T —d)+d<q

35



Método de Stepanov

1
2deg(S;) < 2(‘-’T —d)<q.

Se debe dar la igualdad R?P = SJZP(O) y llegamos a una contradiccion. Esto
va en contra de la definicién del polinomio P, que no es un cuadrado en F,[X]

y podemos concluir.
O

Para garantizar que el polinomio ) se anule con el orden necesario, vamos
a tener que examinar sus derivadas de Hasse. Para ello, enunciamos el lema
que viene a continuacion.

Lema 3.4. Sea k un entero natural menor o igual que [. Entonces existen
polinomios Rg-k) S ¢ F,[X] de grados menores o iguales que &4 —d+k(d—1)

j
y tales que:

q—1

DFQ(X) =P H(X) D (RIV(X) + 817 (X)PT (X))X77.

J
0<j<J

Demostracion. Damos una escritura del polinomio Q que nos permita tra-
bajar con las derivadas de Hasse. Tenemos Q(X) = H(X, X?), donde H el
polinomio de F,[X, Y], dado por:

HX,Y) =P(X) Y (Ry(X) +S,(X)P*Z (X))Y.

0<j<J

De forma general, si r < ¢, la r-ésima derivada de Hasse de un polinomio
Q € F,[X] de la forma de Q(X) = H(X, X?), como el indicado, viene dada
por la férmula:

D"Q(X) = D"'H(X, X%).

Esto se prueba facilmente, viendo que la férmula funciona para monomios
y extendiendo por linealidad a polinomios cualesquiera. Sea un monomio
H(X,Y) = X"Y™, utilizando las propiedades bésicas de la derivada de Hasse

que vimos en el primer capitulo, veamos que se cumple la férmula deseada:

D(X") = ) DX (X™)
i=0
Basta observar que D*(X™7) = 0 para 0 < i < ¢, y esto ocurre ya que por
definicion:

) ) —1 .
D (X™) = (m.q) xma—i = 4 <m.q : )qu—z —0.
] 1 17—
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Volviendo al caso que estamos tratando en esta demostracion, podemos cal-
cular la derivada de Hasse utilizando lo que acabamos de ver:

D"Q(X) = D"H(X, X?) = Z (DF(P'(X)R;(X))+DF (P17 (X)8;(X))) X"

Vamos a examinar los dos términos que aparecen en los sumandos, para ver
que efectivamente se tiene la formula enunciada en el lema:

k
D¥(PY(X)R,(X)) = D D'P/(X) D' 'R (X) = P HX)RJY(X).
i=0
Lo tnico que hemos hecho es factorizar el polinomio P'™* que aparece en
todos los sumandos. El polinomio ng) no es mas que el resultado de esta

factorizacién. Ademds, por construccién el grado de R§k), denotado con
deg(ng)), estd acotado:

deg(R'") < deg(R;) + kd — k.

Esta cota se obtiene observando que el grado de Pl_k(X)Rg-k) (X) estd acotado
por el de P'(X)R;(X) menos k, por la derivacién. Eliminando la contribucién
de P"*(X), obtenemos la cota. Utilizando la cota que ya tenfamos para
deg(R;), obtenemos:
-1
deg(RW) < qT —d+kd— k.
Se razona de forma similar para el término correspondiente a S; que aparece

en los sumandos y se puede concluir.

m
Queremos que el polinomio Q tenga ceros de orden mayor o igual que [ en
todos los puntos de S(A). Sea x € S(A) C Fy, es claro que si P(z) = 0
entonces por definiciéon de @ se cumple lo que buscamos. Supongamos que
P no se anula en x € S(\). Aplicando el lema 3.4, podemos evaluar una
derivada de Hasse de orden k en el punto z:

DFQ(z) = P (z) 3 (R¥(2) + 8P (2)P"7 (x))a’".

0<j<J

. a—1 p .
El punto = por definicién cumple P 2 () = X\. Ademads como trabajamos en
caracteristica p, z coincide con z¢ y se verifica que:

DFQ(z) = P (@) Y R (2) + A8 (@)2’ = P (2)0™ (2).

0<j<J
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Donde o®) () es el polinomio de F,[X] dado por:

dM(X) = Y RIPX)+ s (x))x7.

0<j<J

Observamos que si conseguimos que o*)(x) sea 0 para cada x € S()) y cada
k < [, obtendremos que Q) tiene un cero de orden mayor o igual que [ en cada
punto z € S(A). Llegados a este punto, podemos probar la proposicién 3.2.
Podemos estudiar el sistema de ecuaciones dado por:

o®) = ( para cada k < L.

Los coeficientes del polinomio ¢®) son combinaciones lineales de los coe-

ficientes de los polinomios R;k),Sg-k).Se trata de un sistema de ecuaciones

lineales homogéneo, donde las incognitas son los coeficientes de REk) y Sgk).
Hay tantas ecuaciones como coeficientes tienen todos los polinomios o,
para k < [. Observamos que el grado de ¢*), denotado con deg(a(k)) esta
acotado:

deg(o™) < Fo= —d+k(d—1)+J
Recordando que la suma de los primeros m enteros naturales vale —m(”;_l),
vemos que el nimero de ecuaciones es estrictamente menor que:

11— 1)(d—1)
2

Por un razonamiento de la misma naturaleza, podemos obtener que al menos
hay po = (¢ — 1 — 2d)J incégnitas. Tomando J suficientemente grande,
podemos hacer que pus > . En ese caso, el sistema tiene una soluciéon no
trivial, por lo que gracias al lema 3.3, podemos garantizar que este proceso
esta construyendo un polinomio no nulo.

1
Mlzl(qT—d+J)+

Tomando J = é(% +2d(l — 1)), se cumple ps > p1. Ademads, se verifica la
condicién sobre el grado de la proposicién 3.2:

deg(Q) < (J +d)q

< (15 4 210 - 1) + g

cUe=1)
2

+2dI(1— 1) +dg

De esta forma queda probada la proposicién y podemos probar ahora el teo-
rema 3.1.
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Nos situamos en las condiciones del teorema. Recordemos que teniamos
q > 4d* y como d > 2, se cumple ¢ > 8d. Sea A € F,. Podemos aplicar
en estas condiciones la proposicién 3.2. Para cada entero [ con d < 1 < {,
sabemos que existe un polinomio auxiliar Q que se anula con orden mayor o
igual que [ en todos los puntos de S(\), para A € F,. De esta forma, podemos
asegurar que:

(g —1)
2

1SV < deg(Q) < +2dI(1 - 1) + dg.

Dividiendo por [ # 0, deducimos:

—1 d
1SV < % +2d1-1)+ L
Tomamos [ = 1 + {‘/TaJ, donde |z] = max{k € Z : ¢ < ‘/75} Esta eleccién
cumple las cotas d < [ < { necesarias para aplicar la proposicién, ya que por

ejemplo para la primera cota, sabemos que ¢ > 4d* y por tanto ‘/76 >dy
[ > d. Llevando este valor de [, a la cota obtenida para |S(\)|:

q—1 V4 2dq
SV <L 4 oq1 - Y )+
(S| < == +2d(1 - 5 )+ﬁ
1
<= +dvg+2dyq

—1
<qT+4d\/C_]

Si nos fijamos en el caso A = 1, obtenemos la cota:
N +N"=|5(1)| < % + 4d./q.
De esta cota, podemos deducir para V:
N =N'+2N" <2(N'+ N") < q+8d/73.

Para probar el teorema 3.1 solo nos falta probar la desigualdad contraria.
En este punto, es util expresar el polinomio X? — X como producto de tres
polinomios, es decir, X? — )(()(q?;1 — 1)(X% +1) (recordando que * es un
entero). Si cambiamos X por P(X), se verifica:

q

PY(X) — P(X) = P(X)(P' (X) — 1)(P"F (X) + 1),
Evaluando en z € I, como cada elemento y € I, cample y?—y = 0, tenemos:

g

Pi(z) — P(z) = P(2)(P"T (z) — 1)(P*Z (2) + 1) = 0.
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Como F, tiene g elementos, sabemos entonces que hay exactamente ¢ elemen-
tos que satisfacen la ecuacion anterior. Ademads, por integridad, el producto
de los tres polinomios se anula, inicamente cuando uno de los factores se an-
ula. Si denotamos con N al cardinal del conjunto {z € F, : P%(X) =—1},
deducimos que:
N/ + N// + N/// — q

Sea A = —1. Por definicién del conjunto S(—1) y aplicando la cota obtenida
para S()\), se tiene:

N+ N" =|8(-1)| < g +4d\/q.
Utilizando esta cota y la igualdad anterior, se deduce que:
N”:q—N’—N”’>g—4d\/§.
De esta ultima cota, obtenemos:
N =N'+2N">2N" > q—8d./q.

Finalmente, gracias a las dos cotas que satisface IV, concluimos la demostracion
del teorema. Es interesante observar que pese a ser elemental, la demostracién
del teorema no es inmediata y no deja de ser bastante técnica. El método de
Stepanov puede emplearse para atacar el mismo problema, planteado para
curvas mas generales. En tales casos, se requieren resultados adicionales de
geometria algebraica mas avanzados, como el teorema de Riemann-Roch. Es
interesante recalcar que filosofia de las pruebas sigue siendo la misma. En ca-
sos mas generales, lo que se construye no es un polinomio pero si una funcion
racional, es decir, un cociente de polinomios y lo que se acota no es el grado,
sino el nimero de polos de la funciéon. Como una referencia para esto tltimo
se tiene [Bom]|. Destacar que las cotas obtenidas son del mismo orden que la
que hemos probado en este capitulo.

Es interesante destacar también que todas estas cotas se deducen de las con-
jeturas de Weil, que tratan el caso mas general de las funciones zeta de Weil,
asociadas a variedades algebraicas proyectivas no singulares definidas sobre
cuerpos finitos.

Desde luego, las pruebas para el caso general requieren muchos mas resul-
tados de geometria algebraica, pero son asimismo interesantes. Entre las
referencias sobre estas funciones zeta, sus propiedades y los resultados que se
derivan de ellas, se encuentran la del apéndice C del libro de R. Hartshorne
[Hart] y la de la laudatio de N. Katz [Katz] en el ICM de Helsinki
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Capitulo 4

Teorema de Szemerédi-Trotter

En este capitulo, vamos a ilustrar como se pueden emplear técnicas polinomi-
ales para probar resultados combinatorios en R". Para ello vamos a probar
el teorema de Szmeredi-Trotter en R%. Se trata de un teorema que tiene
que ver con la combinatoria resultante de trabajar con un conjunto finito de
puntos y rectas del plano. Sera de especial interés el resaltar la importancia
de los razonamientos topologicos en R™ y como estos nos permiten afinar las
cotas que se pueden obtener de forma general, en el caso de que el cuerpo
base no sea necesariamente R. Para la realizacién de la prueba del teorema
de Szmeredi-Trotter, nos apoyaremos en el articulo [GK]. La realizacién de
esta prueba requiere del empleo del teorema de Borsuk-Ulam y de uno de
sus corolarios, el teorema del saindwich de jamoén, que veremos en la primera
parte del capitulo. Para esta primera parte, una referencia interesante es

[Mat].

Durante todo el capitulo, el marco general de trabajo serd R™, donde n es
un entero natural.

Los razonamientos que vamos a emplear en este capitulo se basan en el teo-
rema de Borsuk-Ulam. Se trata de un teorema topoldgico con aplicaciones
significativas en combinatoria. Enunciamos a continuaciéon una de las ver-
siones del teorema de Borsuk-Ulam. Se trata de un teorema clasico que puede
encontrarse en muchos textos de topologia algebraica. Podemos encontrar
una prueba y una exposicién de algunas de sus aplicaciones en combinatoria
en [Mat]. Denotamos con S™ a la esfera unidad de R™*!, con respecto de la
norma euclidea.

Teorema 4.1 (Borsuk-Ulam). Para cada aplicacién continua f : ™ — R”,
existe un punto x € S™ tal que f(x) = f(—=x).

41



Teorema de Szemerédi-Trotter

Es interesante observar que el teorema sigue siendo cierto cuando consider-
amos una aplicacién continua f : S™ — R” con m > n, ya que siempre
podemos restringir f a una esfera de dimensién inferior.

Vamos a probar ahora el llamado teorema del sandwich de jamén, que se
obtiene como consecuencia del teorema de Borsuk-Ulam. De nuevo se trata
de un teorema del que podemos encontrar varias versiones. Probaremos
primero la variante del teorema para medidas de Borel. De este resultado se
deduce de forma inmediata la forma mas clasica del teorema, que se aplica a
conjuntos abiertos y acotados.

Teorema 4.2. Sean i, ..., 1, medidas de Borel finitas en R™ tales que cada
hiperplano tiene medida 0, para cada medida. Cada hiperplano H divide R"
en dos componentes conexas denotadas con H', H?, que llamamos semiespa-
cios. Entonces, existe un hiperplano H de R"™ que cumple:

i) = (i) = 1205

, para cadat=1,...,n.

Demostracidén. Sea u = (ug, ..., u,) un punto de S® C R"*!. Si al menos una
de las ultimas n componentes de u es no nula, se puede definir un hiperplano
de R™ gracias a u. Este hiperplano nos da dos semiespacios, que denotamos
H'(u), H?*(u). Explicitamente, tenemos por ejemplo:

H'(u) = {(21, ..., ) € R" t ug@y + .o + U, < g}

El otro semiespacio de R™ se define logicamente cambiando de sentido la
desigualdad. De esta forma, podemos asignar a cada punto de u € S™ un
semiespacio de R™. Siempre que tenemos un punto v € S™, podemos con-
siderar el punto antipodal asociado, —u € S™. Por construccién, al asignar
un semiespacio a un punto u € S™, estamos asignando el semiespacio com-
plementario al punto antipodal —u € S™. En el caso extremo donde con-
sideramos un punto u € S™, donde las ultimas n coordenadas son nulas, se
satisface ug = 1. Ademas, en tal caso se tiene:

H'(1,0,..0) =R" y H'(1,0,..0) = 0.

Podemos definir unas funcién f : S™ — R", dando valor a sus componentes
denotadas con f;. Para i = 1,...,n, definimos f;(u) = u;(H'(u)). Veamos
que f es una aplicacion continua, comprobando que sus componentes son
continuas.

Sea {um,}>X_, una sucesién de puntos de S™ que converge hacia u € S™.
Queremos ver que la sucesion { fi(u,)}5°_, converge hacia f;(u), para cada
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i =1,...,n. Consideramos las funciones caracteristicas de los conjuntos H' (u)
y H'(u,,), que denotamos con Y, v Xu, respectivamente. Es sencillo com-
probar que si z no es un punto de la frontera de Hl(u), entonces para m
suficientemente grande, x € H'(u,,) si, y slo si # € H'(u). De esta forma
tenemos Yy, () — Yu(7), para cada z que no esté en la frontera de H'(u).
Como por construccion, la frontera de H'(u) es un conjunto de medida nula
(para cada y;), sabemos que Y, converge hacia y, en casi todo punto. La
aplicacion del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, permite
concluir que f;(u,,) converge hacia f;(u). Por tanto, las f; son aplicaciones
continuas y f también es una aplicaciéon continua. La aplicacion del teorema
4.1 permite concluir que existe un punto u € S™ tal que f(u) = f(—u).
Como el punto u no puede ser ni (1,0, ...,0) ni (—1,0,...,0), el hiperplano
que buscamos es la frontera de H'(u).

O

Al trabajar en R", podemos considerar la medida de Lebesgue, que denota-
mos con . Recordemos que los hiperplanos de R™ son conjuntos de medida
nula.

Teorema 4.3 (del sindwich de jamén). Sean Uy, ..., U, subconjuntos abier-
tos y acotados de R™. Existe un hiperplano H de R™ que corta a todos los
U; y divide cada U; en dos subconjuntos, ambos con la misma medida de
Lebesgue.

Demostracion. Recordemos primero que los conjuntos U; tienen medida de
Lebesgue finita. Se obtiene el resultado de forma inmediata al aplicar el
teorema 4.2 a las medidas de Borel dadas por:

wi(X) =NXNU;), para cada X € R" de Borel y cada i =1, ..., n.

O

Existen mas variantes del teorema que acabamos de enunciar. Vemos ahora
otra variante interesante del teorema del sandwich de jamén, donde reem-
plazamos el hiperplano por una hipersuperficie. Se trata de una general-
izacion del teorema anterior, donde solo estamos considerando los ceros de
polinomios de grado 1.

Teorema 4.4. Sea d un entero mayor o igual que 0. Sean Uy, ..., U, subcon-
juntos abiertos y acotados de R™, donde m es un entero estrictamente menor
que (dzn). Entonces, existe un polinomio P € R[Xy, ..., X,,] de grado menor
o igual que d y tal que V(P) divide cada U; en dos subconjuntos, ambos con
la misma medida de Lebesgue.
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Demostracion. La demostracion de este resultado es analoga a la realizada
para el teorema 4.2. En ese caso identificdbamos, de forma implicita, R**1
con el espacio vectorial real formado por los polinomios con coeficientes reales
en n variables, de grado menor o igual que 1. Asi podiamos identificar los
puntos de S™ con polinomios, que nos definen hiperplanos de R". Definiamos
entonces una aplicacion continua. Utilizando el teorema de Borsuk-Ulam,
podiamos finalmente quedarnos con un polinomio en concreto y por tanto
con un hiperplano.

Para este resultado se procede de la misma forma. El espacio vectorial real V'
formado por los polinomios con coeficientes reales en n variables y de grado
menor o igual que d tiene dimensiéon s = (dzn). Podemos identificar, de
forma no tnica, V' con R®. De esta forma, se pueden ver de nuevo los puntos
de S*~! € R* como polinomios no nulos de grado menor o igual que d. Para
cada polinomio P € $*~!, se definen de nuevo dos semiespacios H'(P), H*(P),

tales que:
HY(P) = {(x1,...,7,) €R™: P(x1, ..., x,) < 0}.

H*(P) = {(21, ...,xn) € R : P(y, ..., 2,) > 0}.

Recordemos que s — 1 > m. La construccién de la funcién f : S*=! — R™
asi como la comprobacién de la continuidad se realizan de la misma forma
que en la demostracién. La frontera que se obtiene tras aplicar el teorema
de Borsuk-Ulam nos proporciona una hipersuperficie con las propiedades
requeridas.

[]

En combinatoria es interesante trabajar con conjuntos finitos. Veamos ahora
una tltima variante del teorema del sandwich de jamén para conjuntos finitos,
que se obtiene como corolario del ultimo teorema enunciado.

Corolario 4.5. Sea d un entero mayor o igual que 0. Sean 54, ..., S, subcon-

juntos finitos de R™, donde m es un entero estrictamente menor que (dj;").

Entonces, existe un polinomio P € R[Xq, ..., X,,] de grado menor o igual que

d y tal que, para cada i = 1,...,m, las intersecciones de .S; con las regiones

{zr e R": P(z) > 0} y {x € R" : P(z) < 0} tienen cardinal menor o igual
1S3

que .

Demostracion. La prueba consiste en cambiar los puntos por bolas abiertas
de radio fijo, aplicar el teorema del sandwich de jamoén a las uniones de estas
bolas y hacer tender los radios a 0.

Seane >0y s = (d:”). Para cada S; con i = 1,..,n, consideramos en cada
punto x € S; la bola abierta de centro = y radio €. Llamamos U, . a la unién
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de estas bolas abiertas. Tenemos de esta forma m abiertos acotados a los que
podemos aplicar el teorema 4.4. Deducimos que existe P. € R[Xq, ..., X, ], de
grado menor o igual que d y tal que V(P,.) divide cada S; en dos conjuntos
con la misma medida de Lebesgue.

De nuevo como en las pruebas realizadas de las distintas variantes del teo-
rema del sindwich de jamén, podemos ver los polinomios P, como elementos
de S*71. Si tomamos una sucesién {g;}°, que tiende a 0, tenemos que P,
converge hacia un polinomio P € S*7!. Los coeficientes de P., convergen
hacia los coeficientes de P y es sencillo comprobar que P., converge uni-
formemente a P en los compactos. El polinomio P tiene el grado adecuado
y solo falta comprobar que cumple la condicion de los cardinales.

Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe j tal que }oor
ejemplo P > 0 en un nimero de puntos de S; mayor estrictamente que %l
La otra suposiciéon P < 0, es similar. Sea S;T C S; el conjunto formado
por los puntos de S; donde P > 0. Sea 6 > 0. Tomando J suficientemente
pequeno, podemos suponer que P > § en todas las bolas abiertas de radio ¢,
centradas en los puntos de S;-r. Ademads, podemos tomar J suficientemente
pequeno para que todas las bolas abiertas de radio d centradas en los puntos
de S; sean disjuntas. Como los P, convergen de forma uniforme hacia P en
los compactos, podemos encontrar N suficientemente grande tal que P, >
0 en toda bola de radio ¢ centrada en cada punto de S;’. Tomando N
suficientemente grande también podemos garantizar que ey < 6. De esta
forma obtenemos que P., > 0 en més de la mitad de U;., (en términos de
la medida) y llegamos a contradiccion.

m

Vamos a ver con la siguiente proposiciéon como la aplicacion sucesiva de este
corolario nos permite estudiar conjuntos finitos de puntos en R"™, gracias
al empleo de polinomios de grado controlado. Dado un subconjunto finito
de R", el teorema del sandwich de jamon nos va a permitir construir un
polinomio P, cuyos ceros descomponen R™ en una serie de regiones abiertas,
que llamaremos células. Estas células no seran otra cosa que las componentes
conexas de R™\ V(P). Ademads, podremos controlar cuantos elementos de
S se encuentran a lo sumo en cada célula. Destacar finalmente que, por
construccion, las fronteras de las células estaran contenidas en V' (P). Esta
construccién que se debe a Guth y Katz, puede consultarse en [GK].

Proposicién 4.6 (Descomposicién celular). Sean r > 1 y S un subconjunto
finito de R™. Entonces, existe un polinomio P € R[Xy,...,X,], de grado
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d = O(r) tal que V(P) descompone R™ en células como las descritas anteri-
ormente. Ademads, cada célula contiene a lo sumo |S|r~" puntos de S.

Demostracion. La idea de la demostracion es aplicar de forma inductiva el
corolario 4.5 un numero finito de veces para construir el polinomio con las
propiedades deseadas. Vamos a detallar la demostracion:

Como en un principio solo tenemos un unico conjunto finito S € R”, apli-
cando el corolario 4.5 podemos garantizar que existe un polinomio P; €
R[X1, ..., X,] de grado d; = O(27), de forma que S° = SN{z € R": Py(z) >
0}y S' = Sn{z € R": Py(x) < 0} tienen a lo sumo @ puntos de S.
Recordemos que los puntos de S pueden encontrarse en V(P;). Los conjun-
tos S¥y S! estén contenidos en diferentes componentes conexas de R™\V (Py).

Aplicando de nuevo el corolario, esta vez a los dos conjuntos que hemos
obtenido en el primer paso, construimos un polinomio P; de grado dy =
0(2%). Este polinomio nos proporciona 22 = 4 células, que intersecamos con
el conjunto S:

Estos 4 conjuntos finitos son a los que se aplica el corolario en la siguiente
iteracion. El conjunto de ceros que sirve de frontera para las células, en este
caso, no es otro que V(P1Py). Por construccién, estas células contienen a lo
sumo |S] 272 puntos de S.

En el paso k de la induccién, construimos gracias al corolario un polinomio
Py de grado d, = 0(25). Este polinomio nos proporciona de nuevo una
descomposicién de R”, con 2* células. Los conjuntos finitos que obtenemos
vienen dados por S%, con z = (21,...,2,) € {0,1}¥. S* no es mas que la
interseccién de S con la célula dada por los polinomios Py, ..., Py. Los signos
de las desigualdades vienen dados por z, cuando en la posicién s aparece 0,
entonces consideramos la desigualdad Pg(x) > 0, para x € R"™. En el caso de
tener un 1, obviamente consideramos la desigualdad contraria. Recopilando
esas k desigualdades se construyen las células. Por construccion, cada célula
contiene a lo sumo |S| 27% puntos de S.
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Dado r > 1, podemos fijar k£ de forma que 2¥ > 7" > 2! Tomando
P = P;..Py, tenemos un polinomio con las propiedades necesarias. Por
ejemplo, cada célula tiene a lo sumo |S|27% < |S|r~" puntos de S. Solamente
falta por comprobar que el grado de P es el adecuado. Si d es el grado de P,
se verifica:

k k
d=>"di <> 2n <2 < (w")n S
i=1 i=1
Esto permite concluir. En la tdltima expresién, por comodidad, hemos uti-
lizado otra notacién clésica < que es equivalente a la que veniamos usando
O(). Setiene A < B si, y sélo si, existe una constante C' > 0 tal que A < OB,
es decir, A = O(B). Utilizaremos en lo que sigue esta expresién para aligerar
la notacién cuando trabajemos con desigualdades.

m

Es importante destacar que la proposicién no garantiza que los puntos de
S se encuentran en el complementario de R” \ V(P), aunque esta situacién
pueda darse. Se pueden dar casos extremos como que S C V(P). De forma
genérica, tendremos unos puntos de S en V(P), pudiendo controlar el grado
de P y unos puntos distribuidos en las diferentes regiones abiertas, donde
podemos controlar el niimero de puntos que tenemos.

Las descomposiciones celulares descritas en la proposicién anterior nos van
a permitir probar el teorema de Szemerédi-Trotter

Consideramos en R? un conjunto finito de puntos P y un conjunto finito de
rectas R. Definimos el conjunto siguiente:

I(P,R)={(p,r)e PxR:per}.

En la siguiente proposicién, damos unas primeras cotas para |I(P, R)|, que
se obtienen de forma sencilla simplemente explotando la naturaleza combi-
natoria del problema. El teorema de Szemerédi-Trotter nos va a dar mejores
cotas, pero para ello hay que pasar por las descomposiciones celulares que
hemos introducido en este capitulo.

Proposicién 4.7. En R?, sean P un conjunto finito de puntos y R un con-
junto finito de rectas. Se verifican las siguientes cotas para |I(P, R)|:

e |I(P,R)| <|P]”+|R].
o |I(P,R)| < |P| +|R|”.
o |I(P,R)| <|P||R|> +|R|.
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e |I(P,R)| <|R||P|> +|P)|.

Demostracion. Es claro que los dos primeros resultados son duales. Probamos
solamente el primero, el segundo se obtiene de forma analoga. Fijamos un
punto p € P. Sea R, el conjunto formado por las rectas de R que tnicamente
contienen al punto p, de entre los puntos de P. Dado otro punto p/, a lo
sumo hay una recta de R que pasa por p y p’. Deducimos que |I({z}, R)| <
|P|+|R,|, y por lo tanto teniendo en cuenta todos los puntos de P, se verifica
que:
(P, R) < PP+ SR, < PP+ IR
peEP

Veamos finalmente la tercera desigualdad. Dada una recta » € R, denotamos
N(r) al nimero de puntos p de P tales que p € r. Se verifica entonces que
[I(P,R)| = > ,cg N(r). De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce
que [I(P,R)|” < |R)| > er N ()% Se puede comprobar mediante una sencilla
recurrencia que el término de la derecha de la tltima desigualdad cuenta el
numero de ternas(p,p’,r) € P x P X R con p,p’ € r. Para esto ultimo no
hay que olvidar las ternas correspondientes a un mismo punto p contado dos
veces. Teniendo en cuenta que dos puntos definen una tnica recta, podemos
acotar el término de la derecha por n* + |I(P, R)|. Se satisface:

1(P,R)I’

< |P|’+|I(P,R)|.
R

A partir de esta desigualdad y completando cuadrados se verifica que:

R|\® RJ 1R
(e mi- 1) <ierir+ B0 < (ienme + 1)

1
Finalmente se obtiene |I(P, R)| < |P||R|> + |R|. La cuarta desigualdad se
obtiene de forma andloga, simplemente en vez de tener en cuenta que por
dos puntos distintos pasa a lo sumo una recta, hay que tener en cuenta que

dos rectas distintas se cortan en a lo sumo un solo punto.
O

Es interesante observar que esta ultima cota es valida si en vez de R, consi-
deramos un cuerpo finito. La demostracién sigue siendo valida y ademas la
cota es ajustada. Sea I un cuerpo finito. Tomamos P el conjunto formado
por todos los puntos de F? y R el conjunto formado por todas las rectas de
F2. Se comprueba en este caso que [I(P,R)| = |[F|> + |F|*, ya que se tiene
R| = [F]* + |F].
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Podemos abordar ahora la prueba del teorema de Szemerédi-Trotter, en su

version plana. Este teorema nos permite dar una cota para la cantidad
[1(P, R)|.

Teorema 4.8 (Szemerédi-Trotter). En R? sean P un conjunto finito de
puntos y R un conjunto finito de rectas. Tenemos:

[I(P, R)| = O(|P|* [R|* + [P| + |R]).

Demostracion. Aplicamos ahora la proposicion 4.6, para un parametro r al
que daremos valor mas adelante. Existe entonces un polinomio Q que nos
permite descomponer el plano de la siguiente formas:

R*=V(QUC,U...UCy.

Obviamente estamos denotando con C; a las células de la descomposicion.
Ademas, recordamos que @ tiene a lo sumo grado deg(Q) = O(r) y la des-
composicién cumple que |P N C;| < |P|r~". Definimos P; como el conjunto
formado por los puntos de P que se encuentran en C;, para i =1,..., N. De
forma similar para cada i = 1,..., N, definimos R; = {r € R : rNC; # 0},
que es el conjunto formado por las rectas de R, que pasan por la célula C;.
No debemos olvidarnos de los puntos de P que se pueden encontrar en el
conjunto de ceros de Q. Denotamos con F, al conjunto formado por los
puntos p € P tales que p € V(Q). De forma similar, definimos Ry = {r €
R:rNV(Q) # 0}. Teniendo todo esto en cuenta, se verifica que:

[I(P,R)| = |I(Po, Ro)| + > _ |I(P, Ry)|.

=1

Podemos acotar ahora las cantidades que aparecen en la suma. Aplicando
las desigualdades de la proposicién 4.7, sabemos que:

| £

r2

1I(P, R)| < |B||Ri|? + |R:| < "R + |Ry .

Por construccién del conjunto R; cuando ¢ > 1, sabemos que las rectas de R;
no estan contenidas en V(Q). Tenemos:

N
> |Ri| < deg(Q) [R| S |R|.
=1

Recordemos que en la demostracion de la proposicion 4.6, veiamos que con
la notacién de esta demostracién, N < r2. Aplicando ahora la desigualdad
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de Cauchy-Schwarz, se deduce:

N ) 2 N
(zuuz) < (zmx\) <R
=1 =1

Obtenemos que Zf\;l |Ri|% <r2|R|
y concluimos:

N

. Llevamos esto a la cota de |I(FP;, R;)|

N
Soiery < P gy

i=1 re
Acotamos ahora el término |I(Fy, Ro)|. Las rectas de Ry que no estan con-
tenidas en V(Q), cortan a la hipersuperficie en a lo sumo deg(Q) puntos.
Estas rectas no pueden contribuir a |I(Fy, Ro)| mas que deg(Q) |R| S r|R|.
Razonando de manera similar, solo puede haber como mucho deg(Q) rectas
de Ry contenidas en la hipersuperficie. De esto y la cuarta desigualdad de
la proposicion 4.7 se deduce que estas rectas contenidas en la hipersuperficie
solo contribuyen a lo sumo a |I(Fy, Ry)| con deg(Q) |P| + |P| S r|P|+|P|.
Recopilando todo, tenemos la cota para |I(Py, Ry)| < r|R| + r |P|% + |P|.
Llevando todo a la cota de |I(P, R)|, tenemos:

|P||R]
1

I(P,R)| < 7 |R|+7|P|? +|P|.

Tanto si |P|% > |R| como si |P|* < |R|, la proposicién 4.7 permite concluir.

1
En el resto de casos, basta tomar r = |P|3 |R|3 para concluir.
O]

En [GK], podemos encontrar més aplicaciones de este método de subdivision
polinémica para la resolucién de problemas combinatorios en R™. Entre otros
resultados, se pueden encontrar algunos resultados parecidos a este tltimo
teorema para dimensiones mayores que 2. En todo caso, los razonamientos
siguen la misma estrategia que la que hemos expuesto aqui.
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