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Resumen

Resumen

Obras de ingenieria civil como las pasarelas peatonales, son estructuras cada vez mas
esbeltas, ambiciosas y complejas en las que los efectos dindmicos producidos por las
solicitaciones a las que estan sometidas pueden inducir, ademas de problemas de servicio,
amplificaciones importantes y repetitivas de los esfuerzos y deformaciones que pueden

afectar a la seguridad y viga a fatiga de la estructura.

Aunque las normativas recogen diversos criterios de evaluacion de estos fendmenos,
también reflejan la dificultad de evaluar con precision el comportamiento dindmico de las

estructuras, exigiendo en algunos casos un estudio dinamico riguroso.

El principal objetivo de este trabajo es validar diferentes métodos y herramientas de
analisis modal y caracterizaciéon dindmica, aplicindolos a un caso real, una pasarela
peatonal actualmente en servicio, y complementando un andlisis dindmico anterior
realizado sobre la misma. De esta forma se amplia el abanico de metodologias que
faciliten la implantacion del estudio de las vibraciones en las estructuras de obra civil,
permitiendo que este tipo de acciones dindmicas no limiten la progresiva evolucion que

se esta desarrollando en el disefio de estructuras cada vez mas esbeltas.
El presente estudio se estructura como se describe a continuacion:
e Estudios sobre la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid:

o Modelizacion de la estructura completa mediante el Software de Elementos

Finitos ANSYS.

o Ajuste del modelo (FEM Updating) mediante la comparacion de las
frecuencias y formas modales logradas, con los resultados experimentales

obtenidos en un estudio anterior.
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Resumen

e  Analisis modal y dinamico de la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid:

o Validacion de una metodologia para estimar los parametros modales del
sistema dindmico, partiendo de una representacion en el espacio de estados
mediante la técnica de identificacion en el subespacio estocéstico (SSI -
Stochastic Subspace lIdentificarion), y obteniendo mediante la adecuada
matriz de transformacion los pardmetros fisicos del sistema (matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez) que permiten calcular las masas modales y/o

modos normalizados respecto a la matriz de masa.

o Validacion de una segunda metodologia en la que partiendo de nuevo de una
representacion en el espacio de estados mediante la técnica SSI, se escalan los
modos de vibraciébn a partir de la estimaciéon de los residuos de la
descomposicion en fracciones parciales de la funcién en frecuencia (FRF -

Frequency Response Function) de las mediciones.

La aplicacion practica de las herramientas que se evaluan en este trabajo no se limita
exclusivamente a las etapas de puesta en servicio y mantenimiento, ya que se incluye uno
de los instrumentos, el analisis de elementos finitos (FEA — Finite Element Analysis), que
con mayor profusion se estd aplicando también en las fases mas tempranas de los
proyectos. El objetivo es que la implementacion de este recurso en la etapa de disefio de
este tipo de estructuras permita efectuar modificaciones o correcciones al menor coste
tanto econdmico como en la calidad del proyecto, siendo necesario para su difusion el

analisis de su viabilidad en casos actualmente en servicio.

Algunos de los puntos anteriores han supuesto aportaciones originales que han dado lugar
a distintos articulos cientificos publicados en revistas internacionales, recogidos €stos en

la parte final del documento.
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Abstract

Abstract

Civil engineering constructions like pedestrian footbridges are structures increasingly
slender, ambitious and complex in which the dynamic effects caused by the loads to which
they are subjected (pedestrians) may induce service problems and significant and
repetitive amplifications of the efforts and deformations that may affect the safety and

fatigue life of the structure.

Although some guidelines and regulations contain various evaluation criteria for these
phenomena, they also reflect the difficulty of accurate assessment of the dynamic

behavior of structures, requiring in some cases a rigorous dynamic study.

The main aim of this work is to validate different methods and tools of modal analysis
and dynamic characterization, applying them to a real case, a pedestrian footbridge
currently in service, and complementing a previous dynamic analysis performed on it. In
this way, the range of methodologies that facilitate the implementation of the study of
vibrations in civil structures is increased, allowing this type of dynamic actions not to
limit the progressive evolution that is being developed in the design of this type of

structures increasingly slender.
The present study is structured as follows:
e Studies on the Science Museum Footbridge of Valladolid:

o Modeling of the complete structure using the software of finite element

ANSYS.

o FEM Updating by comparing the calculated frequencies and modal modes,

with the experimental ones obtained in an earlier study.
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Abstract

e Modal and dynamic analysis of the Science Museum Footbridge of Valladolid:

o Validation of a methodology to estimate the modal parameters of the dynamic
system, starting from a representation in the state space by SSI technique
(Stochastic Subspace Identification), and obtaining, by the appropriate
transformation matrix, the physical parameters of the system (mass, damping
and stiffness matrices) which allows to calculate modal masses and / or

normalized modes shapes with respect to the mass matrix.

o Validation of a second methodology in which starting again from a
representation in the state space by SSI technique, vibration modes are scaled
from the estimation of the residues of the decomposition in partial fractions of

the Frequency Response Function (FRF) of the measurements.

The practical application of the tools evaluated in this work is not only limited to the
service and maintenance stages, since it includes one of the instruments, the Finite
Element Analysis (FEA), which has greater profusion at the earliest stages of the projects.
The objective is that the implementation of this resource in the design stage of this type
of structures allows modifications or corrections to be made at the lowest economic and
quality cost of the project, being necessary for its diffusion the analysis of its feasibility

in cases currently in service.

Some of the previous points have been original contributions that have given rise to

different articles published in international journals, collected at the end of this document.
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Capitulo 1. Introduccion

1.1. El tema en su contexto

Debido a la crisis econdmica que ha sufrido nuestro pais en los ultimos afios, motivada
entre otras razones al desplome de la construccion, es necesario realizar una
reestructuraciéon del sector como clara apuesta de futuro hacia un alto grado de
competitividad. Esta reestructuracion debe basarse entre otros pilares en una
dinamizacién innovadora, eliminando las malas practicas tradicionales que incrementan
los costes de la construccion en todas las fases del proyecto, desde su redaccion hasta su

puesta en servicio y mantenimiento.

Partiendo de este escenario acotamos el area de estudio a un caso particular de estructuras
de ingenieria civil, las pasarelas peatonales, que constituyen un paradigma muy claro de
elementos en cuyo disefio y construccion se trata de innovar empleando materiales y

sistemas constructivos, que resultan en ejemplos mas esbeltos, ambiciosos y complejos.

Este hecho, junto con las actuales demandas sociales relativas a la percepcion y confort,
suscitan la necesidad de integrar el célculo dindmico de manera sistematica en todas las
fases de proyecto (disefio, construccion, puesta en servicio, mantenimiento) ya que estas
construcciones son propensas a ser excitadas por las personas que las ocupan, pudiendo
los efectos dindmicos producidos inducir, ademas de problemas de servicio,
amplificaciones importantes y repetitivas de los esfuerzos y deformaciones que pueden

afectar a la seguridad resistente o a la vida a fatiga de la estructura [1].

Aunque las normativas recogen diversos criterios de evaluacion de estos fendmenos,
también reflejan la dificultad de evaluar con precisidn el comportamiento dindmico de las

estructuras, exigiendo en algunos casos un estudio dinamico riguroso.

Por ello es fundamental comprobar la validez de los diferentes métodos y herramientas
de andlisis y caracterizacion dinamica, contrastando los resultados obtenidos por varios

de ellos para el mismo caso y pudiendo corroborarlos con medidas experimentales.
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1.2. Motivacion

En la linea presentada en el apartado anterior se redacta la presente tesis, centrandose en
la verificacion de la validez del analisis de elementos finitos (FEA — Finite Element
Analysis) para la obtencion de un modelo que simule el comportamiento dinamico en
cualquier fase del proyecto y la verificacion de dos metodologias para el célculo de los
principales pardmetros dinamicos que incluye el escalado de los modos de vibracion
aplicables en la fase de puesta en servicio. Para ello se empleard como ejemplo una
pasarela peatonal actualmente el servicio, la Pasarela del Museo de la Ciencia (PMC) de
Valladolid que ya ha sido objeto de un estudio dindmico en la tesis presentada por Jesus
de Sebastian Sanz [2].

El fin es contribuir a una mejor comprension del comportamiento dindmico de estas
estructuras y ampliar las herramientas disponibles para su evaluacion, intentando
corroborar la utilidad de las mismas, verificando su validez con un caso real en servicio
de cierta complejidad geométrica, para la proliferacion de su uso y ayudar asi a los
proyectistas y a las administraciones responsables del mantenimiento de este tipo de

estructuras.

En el primer caso se ha partido de la premisa de que una de las herramientas de calculo
dinamico con mayor profusion es el método de elementos finitos (FEM — Finite Element
Method), ya que los actuales programas de simulacién son muy competitivos respecto al
ahorro de tiempo y costes. Aungue es una técnica ampliamente empleada en otros ambitos
de la ingenieria, en el caso del calculo dinamico de estructuras civiles no ha proliferado
tanto debido a la existencia de normativas y guias nacionales e internacionales [1, 3-11]
que proporcionan metodologias simplificativas, que siendo Utiles para la acotacion del
problema dindmico no ofrecen la enorme versatilidad de este analisis numérico. La
Pasarela del Museo de la Ciencia (PMC) de Valladolid, que sirve de modelo para la
validacidn de este analisis en el presente estudio, es un excelente ejemplo de complejidad
geométrica que puede ser abordada mediante este instrumento. Como primer paso se
modeliza la geometria de la pasarela mediante el programa comercial de elementos finitos
ANSYS, posteriormente se ajusta el modelo y se comparan los resultados alcanzados con
los obtenidos experimentalmente procedentes de un estudio dindmico anterior. La etapa

de disefio es decisiva tanto para los costes como para la calidad del proyecto y el modelo
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que se genera, una vez validado, nos permitird estudiar los diferentes factores que
provocan la susceptibilidad a las vibraciones de la pasarela para, por ejemplo, contemplar
diferentes alternativas de disefio y/o predecir su comportamiento ante diferentes
solicitaciones durante las diversas fases del proyecto. Asimismo se puede emplear el
conocimiento generado en el presente estudio en las fases de disefio de otros casos
similares, reduciendo de este modo las inversiones que serian necesarias implantar para
resolver problemas de efectos dinamicos no deseados en etapas mas tardias que
habitualmente suponen costes mucho mas elevados. Se deja estos Gltimos planteamientos

para futuras lineas de investigacion.

Como segunda parte del planteamiento de la presente tesis, tomando como datos iniciales
los registros de aceleracion generados en el Analisis Modal Experimental tradicional
(EMA - Experimental Modal Analysis), se procede a la validacion de dos metodologias
que nos permiten identificar los parametros modales mas relevantes que caracterizan el
comportamiento dindmico del mismo. Dichas metodologias parten del método de
identificacion mas utilizado en la actualidad, el Stochastic Subspace Identification (SSI),
incorporando técnicas adicionales que nos permitan estimar todos los parametros
modales, incluidos las masas modales de cada modo de vibracion, ya que dicho método
de identificacion no permite la obtencion directa de las mismas y el modelo resulta

incompleto lo que no permite la simulacion dindmica del sistema.

Para ello, en primer lugar partiendo de la representacion del sistema dindmico en el
espacio de estados mediante la técnica SSI se escalan los modos de vibracion mediante
dos procesos, el primero de ellos resolviendo un problema simétrico de valores propios
cuyo requisito minimo es que en todos los grados de libertad se debe ubicar o bien un
sensor o un actuador con al menos una localizacion de ubicacion conjunta con par sensor-
actuador y el segundo partiendo de los residuos de la descomposicién en fracciones

parciales de la funcion respuesta en frecuencia (FRF) de las mediciones.
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1.3. Antecedentes y estado actual

Respecto al Método de los Elementos Finitos (FEM, en inglés Finite Element Method),
su origen moderno se remonta a principios del siglo XX cuando algunos investigadores,
como Hrennikoff y McHenry, aproximaron y modelizaron un sélido elastico con seccién
transversal continua usando un conjunto discreto de barras elasticas equivalente [12, 13].
Sin embargo, se considera que Courant fue la primera persona en desarrollar un método
de elementos finitos en 1943. En una publicacion a principios de los cuarenta, Courant
propone la utilizacion de funciones polindmicas para la formulacion de problemas
elasticos en subregiones triangulares, como un método especial del método variacional

de Rayleigh-Ritz para aproximar soluciones [14].

El siguiente paso significativo en el campo de la ingenieria estructural, fue dado por Levy
en 1953 [15] que desarroll6 el método de rigidez y desplazamiento, sin embargo, sus
ecuaciones requerian demasiado trabajo para su solucién a mano por lo que este método

de analisis numérico no se populariz6 hasta el desarrollo de las computadoras.

Entre 1954 y 1955, Argyris y Kelsey [16] emplearon métodos energéticos para el
desarrollo del andlisis estructural por medio de matrices, lo que marcé una tendencia en
la evolucion del anlisis por elementos finitos (FEA, en inglés Finite Element Analysis).
En sus articulos se presenta completamente desarrollada la formulacion matricial de la
teoria de estructuras y donde estan claramente perfilados los métodos de las fuerzas y los

desplazamientos.

La que se considera la primera aplicacion del FEM fue un trabajo realizado por Clough
en la Boeing Airplane Company dentro de la unidad de dindmica estructural, dirigido por
Turner, para la evaluacion de la rigidez del ala delta de un avién. Puesto que los modelos
de barras no daban buenos resultados, Turner sugirié la division de la superficie en
porciones triangulares cuya rigidez fue evaluada utilizando el teorema de Castigliano
suponiendo estados constantes de tension normal y cortante en los tridngulos y obteniendo
la rigidez total sumando adecuadamente las de cada triangulo (método directo de rigidez).
Se presentd una comunicacién sobre este trabajo en la reunién del Institute of
Aeronautical Sciences en enero de 1954 en Nueva York, firmada por Turner, Clough,

Martin y Topp con el titulo “Stiffness and deflection analysis of complex structures”
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(aunque se public6 en 1956). Sin embargo no fue hasta los 60 cuando Clough hizo popular
el término “elemento finito”, con la primera comunicacion en la que figura dicho término
publicada en la American Society of Civil Engineers (ASCE) con el titulo “The Finite

Element method in plane stress analysis” [17].

A partir de los afios 60, se producen numerosos avances gque permitieron el rapido
desarrollo de este método como estudios relativos a la matriz de masa, grandes
desplazamientos, problemas no lineales, o la aplicacion a problemas de tres dimensiones,
pandeo, viscoelasticidad, ...[18-27]. Asimismo se produce un gran interés entre los
matematicos por la solucidn de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales mediante
el FEM lo que permitio que se empezara a aplicar en otras areas de la ingenieria, como la
transferencia de calor o problemas de flujo de fluidos [28-33]. Zienkiewicz and Cheung
escribieron el primer libro dedicado por completo al FEM en 1967 [34] en el que se

presenta una interpretacion amplia de este método y su aplicacion a diferentes campos.

A mediados de los setenta, Belytschko [35, 36] mejord las técnicas numéricas aplicables
a la resolucién de los sistemas de ecuaciones de problemas dindmicos no lineales con

grandes desplazamientos.

Es durante esta década cuando se considera que el FEM alcanza la madurez, apareciendo
los grandes programas comerciales. En 1971, el programa ANSYS se lanza al mercado

por primera vez.

Desde entonces hasta nuestros dias se han generado una gran cantidad de articulos y
publicaciones que demuestran que el FEM es una de las herramientas méas potentes y
probadas para la solucion de problemas de ingenieria y que amplia su campo de aplicacion
a medida que se realizan més estudios validando dicho método, como seria el caso de la

dindmica de las pasarelas peatonales.

Sin embargo, las predicciones efectuadas con el uso de modelos analiticos difieren del
comportamiento de la estructura real obtenidas mediante ensayos experimentales. Como
respuesta a dicho problema aparecié el FEM Updating (también denominado ajuste o
actualizacion de los modelos de elementos finitos) que tiene como objetivo efectuar
correcciones en los pardmetros de los modelos de elementos finitos mejorando las

suposiciones de los modelos y aproximando sus propiedades a las de la estructura real.
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La retroalimentacion entre las mediciones de la estructura y los procedimientos analiticos

permiten obtener mejores modelos numéricos.

La extensa investigacion que se ha realizado en las ultimas décadas sobre el FEM
Updating nos indica que aun no ha alcanzado su madurez y que no existe ningun
procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser formulado para todos los
casos. Algunos autores [37-43] han publicado y comparado varias técnicas pero no se
alcanza ningun acuerdo sobre métodos o practicas. En la mayoria de los casos la solucion
parece depender de los pardmetros y constantes seleccionados asi como de la técnica

empleada.

En el caso del analisis modal experimental, se puede considerar que el comienzo de su
era moderna se produce a partir de la mitad de la década de los sesenta cuando la teoria
ya se habia desarrollado y el hardware en términos de sensores y equipos de medicion

estaba disponible a nivel comercial.

Actualmente se ha convertido en una de las metodologias de célculo dindmico de
estructuras mas importantes y se estructura en tres fases principales: recoleccion de datos,
identificacion del sistema y por ultimo estimacion de los parametros modales [44]. Es la
segunda etapa, la de identificacion del sistema, la que juega un papel crucial en el numero
y tipo de pardmetros modales que se pueden estimar [45]. Los métodos de identificacion
tradicionales o clasicos se basan en aplicar una excitacion al sistema y a continuacion,
registrar la correspondiente respuesta (EMA) [46]. Si los ensayos se realizan en
condiciones de uso, en los que la magnitud de las fuerzas excitadoras es desconocida, el
analisis se denomina analisis modal operacional (OMA - Operational Modal Analysis) y
si los ensayos se llevan a cabo en condiciones de operacién aplicando una o varias fuerzas
artificiales se denomina analisis modal operacional con entradas exdgenas (OMAX -

Operacional Modal Analysis with eXogenous inputs).

El método de identificacion mas utilizado en la actualidad es la técnica de identificacion
en el subespacio estocastico (abreviado SSI, de su denominacion en inglés). Este método
se ha aplicado en muchas situaciones para extraer los parametros modales de estructuras
existentes, por ejemplo puentes y edificios, solicitadas por la vibracién ambiental. Sin

embargo, la informacion modal que se obtiene de estos métodos de identificacion, es
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incompleta ya que proporciona estimaciones de frecuencias, factores de amortiguamiento
y modos de vibracion asociados, pero dichos modos no estan normalizados respecto de la
matriz de masa o, dicho de otra forma, esos métodos no calculan las masas generalizadas

correspondientes a cada uno de los modos estimados [47].

Para resolver este problema, se han desarrollado algunos métodos de escalado de los
modos de vibracion que se basan en la actualizacion de un modelo de elementos finitos
de la estructura empleando los pardmetros modales estimados en el OMA [42, 48].
También se han desarrollado soluciones basadas en la suposicion de que la matriz de masa
de la estructura (o su inversa) es conocida [49] o modificando el comportamiento
dindmico de la estructura variando la masa o la rigidez y realizando un analisis modal
operacional tanto en la estructura original como en la modificada [50-56], lo que requiere
un procedimiento experimental extenso al emplear los pardmetros modales de la

estructura original y también de la modificada.

Otros métodos de escalado consisten en afadir sistemas de vibracién secundarios,

midiendo y procesando la respuesta conjunta [44].

La identificacién de los pardmetros en una formulacién diferencial de primer orden
también ha recibido considerable atencion, pero como es sabido, si se parte de un espacio
de estados modelo, y se trata de identificar los pardmetros del modelo de segundo orden,
cuestiones como la no unicidad de la solucion complica la resolucion del problema
inverso [57-63]. Sin embargo se han desarrollado varias metodologias que resuelven el
problema imponiendo diferentes restricciones en el nimero de sensores y actuadores
empleados [47, 64-67].
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1.4.  Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es validar diferentes métodos y herramientas de
caracterizacion modal, aplicandolos a un caso real (una estructura actualmente en
servicio) y complementando un examen dinamico anterior realizado sobre la misma. De
esta forma se amplia el abanico de metodologias que faciliten la implantacion del estudio
de las vibraciones en las estructuras de obra civil, permitiendo que este tipo de acciones

no limiten la progresiva evolucion que se esta desarrollando en el disefio de las mismas.

Por otra parte, dicha validacion no se limita exclusivamente a las etapas de puesta en
servicio y mantenimiento, ya que se analiza una de las herramientas de mayor profusion,
el FEA, en las fases mas tempranas del proyecto con el objetivo de que su implementacion
en el disefio de este tipo de estructuras permita efectuar modificaciones o correcciones al

menor coste posible.
Concretando, los objetivos de la tesis han sido los siguientes:
e Estudios sobre la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid:

o Modelizacion de la estructura completa mediante el software de

Elementos Finitos ANSYS.

o Ajuste del modelo (FEM Updating) mediante la comparacion de las
frecuencias y formas modales, con los resultados experimentales

obtenidos en un estudio anterior.
e Analisis modal y dindmico de la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid:

o Validaciéon de una metodologia para estimar los pardmetros modales del
sistema dindmico, partiendo de una representacion en el espacio de estados
mediante la técnica SSI e identificando mediante la adecuada matriz de
transformacion, los parametros fisicos del sistema (matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez) que permiten obtener las masas modales y/o

modos normalizados respecto a la matriz de masa.

o Validaciéon de una segunda metodologia en la que partiendo de nuevo de

una representacion en el espacio de estados mediante la técnica SSI, se
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escalan los modos de vibracion a partir de la estimacion de los residuos de

la descomposicion en fracciones parciales de la FRF de las mediciones.
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1.5. Herramientas

ANSYS

ANSYS [68] es un programa de analisis y disefio basado en el método de calculo por
elementos finitos. ANSYS structural analysis software permite resolver problemas
complejos de ingenieria estructural. Con las herramientas de FEA se pueden personalizar
y automatizar simulaciones y parametrizarlas para analizar multiples escenarios de

diseqo.

El programa ANSYS [69] tiene dos niveles basicos: el nivel de inicio y el nivel de
procesamiento. Cuando se entra en el programa, nos encontramos en el nivel de inicio y
desde este nivel se puede acceder a uno de los procesadores de ANSYS: PREP7,
SOLUTION, POSTI, etc. Un procesador es una coleccion de funciones y rutinas que

sirven para propositos especificos.

PREP7, denominado pre-procesador, contiene los comandos necesarios para construir un

modelo:
e define tipos de elementos y opciones

define constantes reales de los elementos

e define las propiedades de los materiales
e crea el modelo geométrico
e define los controles de mallado
e malla los objetos creados.
El procesador SOLUTION tiene los comandos que permiten aplicar las condiciones de

contorno y las cargas. Una vez que se proporciona toda la informacion a este procesador,

¢éste resuelve el problema.

POSTI1, denominado post-procesador, contiene los comandos que permiten listar y

mostrar los resultados del analisis:
e leer resultados de un archivo de resultados

e leer los resultados de los elementos

10
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e dibujar/mostrar en graficos los resultados

e listar los resultados
MATLAB

MATLAB [70] es un entorno de cdalculo técnico de altas prestaciones para calculo

numérico y visualizacion. Integra:
e Analisis numérico
e (Cialculo matricial
e Procesamiento de sefales
e (Qraficos

MATLAB se utiliza para investigacion y resolucion de problemas practicos de ingenieria
y matematicas, con un gran énfasis en aplicaciones de control y procesamiento de senales.
MATLAB también proporciona una serie de soluciones especificas denominadas
TOOLBOX, que son conjuntos de funciones MATLAB que extienden el entorno para

resolver clases particulares de problemas como:
e Procesamiento de senales
e Disefio de sistemas de control
e Simulacion de sistemas dindmicos
o Identificacion de sistemas
e Redes neuronales y otros
Las prestaciones mas importantes de MATLAB son:
e Escritura del programa en lenguaje matematico

e Implementacion de las matrices como elementos bdsicos del lenguaje, lo que
permite una gran reduccion del cddigo, al no necesitar implementar el calculo

matricial.
e Implementacion de aritmética compleja.

e Un gran contenido de 6rdenes especificas, agrupadas en TOOLBOXES.

11
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e Posibilidad de ampliar y adaptar el lenguaje, mediante ficheros de script y

funciones .m.

e MATHEMATICA:

Mathematica [71] es un programa para la computaciéon y visualizacion numérica,
simbolica y grafica y que ofrece una herramienta interactiva de calculo y un lenguaje de

programacion potente:

e Una calculadora de tipo numérico. La diferencia con una calculadora es que tiene
implementadas aproximadamente unas 750 funciones y ademas trabaja con la

precision que se desee (incluyendo precision infinita).

e Un paquete de subrutinas para calculo matematico. Se pueden hacer operaciones
que requieran el uso de funciones o de procedimientos especiales como la
integracién numérica, la optimizacion de funciones, programacion lineal, etc. que

se pueden utilizar directamente.

e Una calculadora simbolica. Con la posibilidad de trabajar con expresiones
simbdlicas. Se puede definir una funcion que quedara almacenada tal como es, y
no en forma de algoritmo que pueda dar aproximaciones a la funcion. Se pueden
sustituir valores de la variable como expresiones, parametros, etc. y el sistema

entiende y opera en forma simbolica (exacta).

e Una potente herramienta de céalculo simbolico. Se puede derivar e integrar
funciones, resolver ecuaciones diferenciales, calcular limites, manipular series de

potencias, utilizar transformadas integrales, ...

e Un paquete grafico. Permite dibujar en dos o tres dimensiones, elegir perspectivas,

sistemas de representacion, sistemas de coordenadas, animar las graficas, ...
e Un lenguaje de programacion, se puede realizar programacion a tres niveles:

o Programacion de tipo procedural (uso de bloques, iteraciones y ciclos,

recursividad, etc.).

o Programacion funcional (con la posibilidad de definir funciones,

operadores funcionales, etc.).

12
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o Programacion basada en reglas (suministrando reglas que indican como

operar o transformar expresiones simbolicas, funciones, etc.).

Un sistema para crear documentos interactivos, con posibilidad de incluir texto,

graficos, sonidos, animaciones, etc.

Un sistema de apoyo a otros programas. Se puede comunicar con Mathematica
desde otros programas y pedirles tareas que realizard y después enviard los

resultados.

El programa Mathematica constituye una herramienta muy potente para la realizacion de

todo tipo de célculos matematicos: operaciones aritméticas, calculo simbolico, graficos...

El programa Mathematica esta estructurado en 2 partes:

El Front End: es la interface que permite la comunicacion con el usuario. Presenta
las entradas y salidas y permite crear y editar ficheros que contienen texto,
calculos, graficas, etc. Estos ficheros tienen la extension .nb y se denominan
Notebooks (Cuadernos de notas). La informacion que contienen estos ficheros se
estructura mediante un sistema de celdas de diferentes tipos (titulo, subtitulo,

seccion, texto, input, output, ....) .

El Kernel (nucleo): constituye la estructura interna del programa y es el que se
encarga de la realizacion de los calculos y operaciones matematicas que solicita

el usuario.

13
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1.6. Contenido

En el primer capitulo se presenta el tema en su contexto haciendo especial hincapié en la
importancia que tiene ampliar las herramientas disponibles para la caracterizacion
dinamica de las pasarelas, intentando corroborar la utilidad de las mismas, verificando su
validez con un caso real en servicio de cierta complejidad geométrica, para contribuir a
la proliferacion de su uso. También se realiza una descripcion de los trabajos desarrollados
por otros autores respecto al tema en cuestion y se indican los objetivos especificos de

esta Tesis Doctoral.

En los siguientes capitulos se hace una sintesis de la metodologia empleada y se estructura
siguiendo el proceso en que se han desarrollado los trabajos conducentes al presente
documento. En el segundo capitulo se resumen conceptos basicos de vibraciones y los
principales aspectos que contribuyen a una mejor compresion del andlisis modal, que es
la base de las diferentes metodologias propuestas, asi como un resumen de las técnicas de
analisis modal aplicadas a la Pasarela del Museo de la Ciencia (objeto de estudio del
presente documento). Los registros, y los resultados experimentales obtenidos en base a
ellos en un estudio anterior, son los que se emplean para comprobar la validez de las
técnicas descritas en los sucesivos apartados. En el capitulo 3 se realiza una sinopsis del
Meétodo de los Elementos Finitos y del FEM Updating y en el capitulo 4 se explica el
desarrollo matematico en que se fundamentan las dos metodologias de caracterizacion

modal que adicionalmente se proponen.

Posteriormente en el quinto capitulo se recopila el proceso de modelizacion de la pasarela
peatonal mediante el software de elementos finitos ANSYS y los resultados logrados, asi
como la validacion y aplicacion de las técnicas de escalado propuestas y los parametros

modales obtenidos.

En el capitulo 6 se muestran las conclusiones extraidas de este trabajo y se establecen las

lineas futuras de investigacion.

Por ultimo, en el Anexo se incluyen diversas publicaciones realizadas durante el

desarrollo de la presente Tesis.
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El analisis modal es un proceso mediante el cual se describe una estructura en términos
de sus propiedades dindmicas o parametros modales que son la frecuencia, el
amortiguamiento y los modos de vibracion, para todos los modos en el rango de
frecuencias de interés. Todas las estructuras poseen frecuencias naturales y modos de
vibracion, que dependen basicamente de la masa y de la rigidez de la estructura. En el
disefio es necesario identificar estas frecuencias y conocer como afectan a la respuesta de
la estructura cuando una fuerza actia sobre la misma. El analisis modal es una
herramienta eficiente para describir, comprender y modelar el comportamiento de las

estructuras.

El andlisis modal parte de la hipdtesis de considerar que la respuesta en vibracion de un
sistema puede ser expresada como una combinacién de una serie de movimientos
armonicos simples llamados modos naturales de vibracién, intrinsecos al sistema y
determinados por el valor y distribucién de su masa, rigidez y amortiguamiento. Cada
modo se define a partir de sus pardmetros modales: frecuencia natural, amortiguamiento
modal y forma caracteristica de desplazamiento. El grado de participacion de cada modo
en el total de la vibracién viene determinado por las caracteristicas de la excitacion que

actua sobre el sistema y por las formas de los modos.

De forma simplificada se puede decir que en el analisis modal una deformacién compleja
de una estructura se descompone en una serie de modos simples de deformacion con
pardmetros de frecuencia y amortiguamiento individuales. Su fin Gltimo es la
construccién de un modelo modal del comportamiento dindmico de la estructura. El
procedimiento consiste en la adquisicion de datos, su analisis y luego determinar todos

los parametros modales.

La forma tedrica del andlisis modal consiste en plantear la ecuacion del movimiento,
suponer una forma de la respuesta e imponer que esta cumpla la ecuacién que gobierna
el movimiento del sistema, lo que supone resolver un problema de autovalores y
autovectores. Para obtener la ecuacion de movimiento es necesario calcular las matrices

de masa y rigidez y los factores de amortiguamiento.

Hoy en dia, el analisis tedrico suele hacerse mediante modelos discretos (generalmente

por elementos finitos) con un mayor o menor grado de idealizacion.
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En el caso del anlisis modal experimental no es preciso el calculo de estas matrices. La
identificacion modal experimental se consigue a partir de mediciones del movimiento
(desplazamientos, velocidades o aceleraciones) en diferentes localizaciones del sistema
(p. €j. estructura). Tres aspectos fundamentales del analisis modal experimental son: la
instrumentacion de la estructura, la adquisicion de sefiales/registros y el tratamiento de

sefales.

El anélisis modal tiene muchas utilidades. Algunas de las méas importantes se indican a

continuacion [72]:

e comprender como se comportan las estructuras bajo la accién de fuerzas
dinamicas,

e medir las propiedades de la estructura cuando se somete a una excitacion para
refinar y validar modelos analiticos. Cada vez se usan mas los ensayos dindmicos
combinados con los andlisis de elementos finitos para mejorar los modelos
analiticos a partir de los cuales se pueden identificar los parametros que definen
las secciones, el médulo de Young del material, condiciones de apoyo, etc,

e desarrollar un modelo, ya que proporciona una descripcion definitiva del
comportamiento de una estructura que puede ser evaluada para ciertas
especificaciones del disefio,

e controlar la integridad de cierta estructura y su comportamiento, con el fin de
detectar problemas y evitarlos,

e comprobar el estado de las estructuras después de sufrir dafios como por ejemplo
los debidos a un terremoto,

e ayudar en el disefio de todo tipo de estructuras y hacer simulaciones en el
desarrollo de prototipos,

e predecir o simular la respuesta a excitaciones externas o cdmo se comportara la
estructura bajo otras condiciones de operacion diferentes,

e simular cambios en las caracteristicas dindmicas, debido a modificaciones fisicas,
bien sea afiadiendo una carga mayor o una rigidez para obtener una propiedad
dinamica deseada,

e estimar las fuerzas que actlian sobre la estructura,

e hacer un analisis del ensamblaje de estructuras.
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En los apartados 2.1 y 2.2 se resumen conceptos basicos de la teoria del analisis modal y
del anélisis modal experimental a modo de repaso y para introducir la nomenclatura de
forma natural. En el apartado 2.3 se recapitulan las técnicas de analisis modal aplicadas a

la Pasarela del Museo de la Ciencia, objeto de estudio del presente documento.
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2.1. Teoria del analisis modal

El oscilador armonico simple es una estructura con un Unico grado de libertad
caracterizada por su masa, rigidez y su capacidad de disipacion de energia mecanica

(amortiguamiento) [73].

m
ft)y —> i c f(t) = Fuerza dinamica
m = Masa
k =Rigidez
k ¢ = Amortiguamiento

Figura 2-1. Oscilador arménico simple

Sobre la masa del oscilador actan la fuerza exterior de carécter dindmico f(t), la fuerza
elastica fe(t) que es proporcional a la rigidez de la estructura y a su desplazamiento, la
fuerza de inercia fi(t) — producto de la masa por la aceleracion- y la fuerza de
amortiguamiento fa(t) o de disipacion de energia mecanica que, en general, se supone
proporcional a la velocidad (amortiguamiento viscoso). Todas las fuerzas que acttan
sobre el oscilador deben estar en equilibrio y, por tanto, su suma debe ser nula. Esta

ecuacion de equilibrio (ecuacion de D" Alembert) se puede formular del modo siguiente:

fi)tfa@)+fe®) = flt) — mx(t) + cxi(t) + kx(t) = f(t) (2-1)
donde las notaciones (7) y (*) representan la primera y segunda derivada respecto al
tiempo y:

X(t) Desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio
m Masa del oscilador

c Coeficiente de amortiguamiento

k Rigidez

f(t) Fuerza exterior aplicada

Un sistema de N grados de libertad (NGDL) es aquél que precisa de N pardmetros o

coordenadas para que su posicion y configuracion deformada quede definida. Por regla

20



Capitulo 2. Analisis modal

general, aunque no siempre, se suelen tomar como coordenadas del sistema los

desplazamientos de un conjunto de puntos Ilamados nudos/nodos.

Si consideramos todos aquellos grados de libertad necesarios para reproducir el
comportamiento de la estructura, la ecuacion de equilibrio se formula para cada uno de
los N GDL considerados y, mediante procedimientos de ensamblaje similares a los del
calculo matricial estatico, el conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede expresar como

un sistema matricial de orden N del modo siguiente:
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = f(t) (2-2)

donde la notacion hace referencia a las siguientes magnitudes:

X(t) Vector desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio
x(t) Primera derivada respecto al tiempo del vector desplazamiento
x(t) Segunda derivada respecto al tiempo del vector desplazamiento
M Matriz de masas

C Matriz de amortiguamiento

K Matriz de rigidez

f(t) Vector de fuerzas exteriores

2.1.1. Frecuencia natural

En el caso particular de la ecuacion diferencial de movimiento para un oscilador simple
sin amortiguamiento —sistema de un solo grado de libertad, sin amortiguamiento y libre

de la accion de fuerzas exteriores durante su movimiento vibratorio [75],
m x(t) + k x(t) = f(t) (2-3)
al tratarse de una ecuacion diferencial lineal de 2° orden, la solucion es de la forma:

X(t)= A-cos mt + B-sen wt (2-4)

21



Capitulo 2. Analisis modal

donde Ay B son constantes que dependen de las condiciones iniciales, mientras que w €s

un valor que denota una propiedad fisica del sistema, la frecuencia natural expresada en

rad/s.
k
- £ @)
Siendo
k la rigidez del sistema
m la masa del sistema

Aplicando las condiciones iniciales
t=to X=XoyX'=Vo
obtenemos Xo =A Yy Vo = Bw
quedando finalmente
X(t) = Xo €0S wt + vo/lw sen wt (2-6)

En el caso de este movimiento, que es arménico y por lo tanto periddico, el periodo T del

movimiento esta determinado por T = 27/w.

El valor reciproco del periodo es la frecuencia natural /= 1/T = w/2x expresada en

hercios o ciclos por segundo.

Cada estructura tiene tantas frecuencias naturales y modos asociados de vibracion como
grados de libertad. Estos modos se clasifican por la cantidad de energia que se activa en
la oscilacion. Por lo tanto, la primera frecuencia natural es la que representa un nivel

inferior de energia y por lo tanto es la que se activa con mayor probabilidad.

2.1.2.  Amortiguamiento

El oscilador simple una vez excitado oscila a su frecuencia natural indefinidamente, con
una amplitud constante. La experiencia nos indica sin embargo que no es posible tener un
mecanismo que vibre en estas condiciones ideales. Fuerzas de friccion o de

amortiguamiento estan siempre presentes en cualquier sistema en movimiento, estas
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fuerzas disipan energia. En otras palabras, la presencia inevitable de estas fuerzas de
friccién constituye un mecanismo por el cual la energia mecéanica del sistema, energia
cinética o potencial se disipa en forma de otros tipos de energia como el calor. El
mecanismo de esta transformacion o disipacion de energia es bastante complejo y en la
actualidad no se comprende totalmente. Para considerar estas fuerzas de disipacion en el
andlisis de sistemas dinamicos es necesario introducir simplificaciones en cuanto a su

naturaleza, basadas en la experiencia.

Cuando se consideran las fuerzas de amortiguamiento o friccion en el analisis dindmico
de estructuras, generalmente se asume que éstas son proporcionales a la magnitud de
velocidad y opuestas a la direccion del movimiento. Este tipo de friccion se conoce como
amortiguamiento viscoso. La razén principal del uso generalizado de esta suposicion es
que conduce a un andlisis matematico relativamente simple, aunque no se corresponde

exactamente con lo que ocurre en las estructuras.

La ecuacion diferencial del movimiento en el caso del oscilador simple con

amortiguamiento viscoso seria [75]:
m x(t) + cx(t) + kx() =0 (2-7)
siendo una solucion que satisface esta ecuacion
x = Ce” (2-8)
La aplicacion de esta funcion en la ecuacion da:
mCp? e + cCp e + kC eP* =0 (2-9)
si eliminamos factores comunes
mp? + cp + k =0 (2-10)

las raices de esta ecuacion son:

m= ) @112
G e115)

(Nétese que k/m = w?)
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Por lo tanto, la solucidn general de la ecuacion viene dada por la superposicion de las dos

soluciones posibles
X(t)=CrePit+CrePt (2-12)

Donde C1 y C2 son constantes de integracion que se determinan a partir de las condiciones

iniciales.

La solucion general depende de los valores de amortiguamiento c, de la masa m y de la
rigidez k, que determinan el signo de la raiz cuadrada, distinguiéndose tres posibles

situaciones [73]:

Sistemas Criticos:
(c/2m)?- w?> =0 (2-13)

El valor de c, solucién de la ecuacién, se denomina amortiguamiento critico ce:
Cc=2mw (2-14)

Los sistemas criticos marcan el limite entre la solucion oscilante respecto a la posicion de
equilibrio y aquellos en los que el sistema no oscila y, por tanto, la masa desplazada
inicialmente de su posicion de equilibrio vuelve a dicha posicion sin oscilaciones. Notese

que el valor del amortiguamiento critico de un sistema solo depende de su masa y rigidez.

X(t)
x(t) = (A + Bt) e

Figura 2-2. Movimiento de un sistema critico

Sistemas Supercriticos:
(c/12m)?- w? > 0 — ¢ > cc (2-15)

Los sistemas supercriticos son aquellos en los que el amortiguamiento del sistema supera

al valor del amortiguamiento critico y, en consecuencia, el sistema, con unas
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determinadas condiciones iniciales de velocidad y desplazamiento, vuelve a su posicién

de equilibrio sin oscilar.

Sistemas Subcriticos:
(c12m)>- w? < 0 — c < cc (2-16)

Los sistemas subcriticos son aquellos en los que el amortiguamiento del sistema es
inferior al critico y, por tanto, el sistema, a partir de unas determinadas condiciones
iniciales de velocidad y desplazamiento, oscila respecto a la posicion de equilibrio con

amplitudes que van disminuyendo de forma exponencial

X(t)
\\ -
‘~~~‘\ X(t) = Ae
DS
——’—’- -
-
"’ 2T
- T=2

Figura 2-3. Movimiento de un sistema subcritico

Vo+xoéw

En este caso el valorde A = x,coswpt + ( )senth (2-17)

wp
Siendo

Xo = desplazamiento inicial

vo = velocidad inicial

& =coeficiente 0 razon de amortiguamiento = ¢/2 m w = c/cc

wp = frecuencia circular amortiguada

wp = wy/(1 - &2) (2-18)
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Los valores habituales de amortiguamiento en estructuras varian entre 0,2% y 5% del
amortiguamiento critico cc. Por este motivo, el valor de la frecuencia natural amortiguada
wp? = w? (1 — &) es practicamente igual al de la frecuencia natural del sistema sin
amortiguamiento wp = w, de forma analoga se puede expresar para el periodo de la

oscilacion.

2.1.3. Resonancia

En muchas ocasiones el movimiento de estructuras se idealiza como sistemas de un solo
grado de libertad con excitacion armdnica, o sea estructuras sujetas a fuerzas o
desplazamientos cuyas magnitudes pueden ser representadas por una funcion seno o
coseno, del tiempo. Este tipo de excitacion produce uno de los movimientos mas
importantes en el estudio de las vibraciones mecanicas, asi como en aplicaciones de

dinamica estructural.

En el caso de excitacion armonica, es decir, f(t) = Fo sen Q ¢, donde,
Fo = amplitud maxima

Q = frecuencia de la fuerza

la solucion de la ecuacién del movimiento en sistemas sin amortiguamiento viene dada
por la superposicién de dos términos armonicos de frecuencia diferentes

F Ot— t
x(p) = T enatzsenon (2-19)

siendo
r=Qw

En casos reales, las fuerzas de amortiguamiento estaran siempre presentes en el sistema
y haran que el segundo término, con la frecuencia natural o, desaparezca eventualmente.
Por esta razon, este término se denomina respuesta transitoria. El término con la
frecuencia forzada Q en la ecuacion se conoce con el nombre de respuesta estacionaria.
Es evidente que en el caso de un sistema sin amortiguamiento, la componente transitoria
de la solucion no desaparece y por lo tanto, la respuesta esta dada por los dos términos de
la ecuacion. Se puede observar también que cuando la frecuencia forzada 2 es igual a la

frecuencia natural w (r = Q/w =I), la amplitud del movimiento tiende a infinito. Un
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sistema que actlia bajo una excitacidn externa con una frecuencia forzada Q que coincide

con la frecuencia natural o se dice que esta en resonancia.

La ecuacién diferencial del movimiento para el caso de excitacion armonica en sistemas

con amortiguamiento (en el caso subcritico ¢ < ¢) [76]
m x(t) + ¢ x(t) + k x(t) = Fo senQ¢ (2-20)
tiene como solucion la siguiente

sen(Qt—0)

— p—S$wt
x(t) =e (Acoswpt + Bsenwpt) + ys: e S

(2-21)

recordando que wp es la frecuencia con amortiguamiento y r la razén entre frecuencias,

siendo
_ cQ _ 2r )
tanf = omD = oD (2-22)
el desfase presente entre la excitacion y la respuesta del sistema, y
yst = Fo/k (2-23)

el desplazamiento estatico, esto es, el desplazamiento que tendria el sistema si la carga

fuera aplicada estaticamente, es decir, con frecuencia nula.

Finalmente A y B son constantes de integracion que deben ser calculadas a partir de las

condiciones iniciales.

El primer sumando se denomina respuesta transitoria y el segundo término respuesta
estacionaria y puede verse que la presencia del factor exponencial e**t hard que esta

componente desaparezca con el tiempo dejando el movimiento estacionario.

Se conoce como amplificacion dinamica D al siguiente término [77]

D= (2-24)

/(1—r2)2+(2r§)2

y varia con la razon de frecuencias r y con la razon de amortiguamiento & .
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&0

N N
y/a

TN

£=1.0

Figura 2-4. Amplificacion dindmica en funcion de la razon de frecuencias para varios valores de

amortiguamiento.

Notese que, en un sistema ligeramente amortiguado, la amplitud maxima ocurre cuando
el valor de la razon de frecuencias es muy cercana a r=1, o sea la amplificacion dinamica

tiene su valor maximo en resonancia (r=1).

Introduciendo r=1 en la anterior ecuacion resulta que en la condicién de resonancia la
amplificacion dinamica es inversamente proporcional a la razon de amortiguamiento, es
decir
1
Dir=1) == (2-25)
28
Aun cuando la amplificacion dinamica calculada en la condicién de resonancia da un
valor cercano a su valor maximo, no es exactamente igual a la respuesta méaxima de un
sistema con amortiguamiento. Sin embargo, para valores moderados de amortiguamiento,
la diferencia entre el valor aproximado dado por la ecuacion anterior y el valor maximo

exacto es practicamente insignificante.

2.1.4. Funcidn de respuesta en frecuencia

Otra forma de expresar la respuesta de un sistema de un grado de libertad a una excitacion

armonica es:
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x(t) = Xe *®t cos(wpt — 6) + % (;) et (2-26)

1-r2+2éri

Siendo, como en el caso anterior, el primer sumando de la ecuacion la componente
transitoria de la respuesta que desaparece con el tiempo y el segundo la respuesta

estacionaria presente mientras esté presente la excitacion.
Centrandonos de nuevo en este segundo término, se define una funcion H(2) denominada
funcion compleja de respuesta en frecuencia o funcion de transferencia [78]:

H(Q) = —Lk (2-27)

1-r2+2éri

Esta funcion de transferencia tiene la propiedad de que si sobre el sistema actla una fuerza

que responde a la expresion:

f(t) = Fo ¥ (2-28)
el sistema proporciona una respuesta

x(t) = H(Q) Fo e (2-29)

AUln en aquellos casos en que la excitacion no es armonica, la respuesta de la estructura
puede obtenerse mediante el método de desarrollo en serie de Fourier, como la
superposicién de respuestas individuales a las componentes armonicas de la excitacion

externa.

Cualquier excitacion f(t) periddica en un intervalo T puede descomponerse en una parte
constante y una serie (infinita) de fuerzas armdnicas que, al superponerlas, resulta ser la
funcién total fuerza-tiempo dada. Esta descomposicion armoénica, resulta ser una serie de

Fourier de la funcion excitacion, tal como sigue:

f(t) = % + X%, aj cos(jQr) + by sen(jr) (2-30)
Ademas

g =2 [} £(®) cos(jae) dt j=012,.. (2-31)

by =2 [} £ () sen(jt) dt j=012.  (2-32)
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en las cuales Q = 2 = f es la frecuencia fija de la excitacion que corresponde al periodo
T. Las frecuencias de las componentes armdnicas son multiplos de la frecuencia Q. Una

forma alternativa de escribir la componente j-esima de la fuerza es:
fj(®) = aj cos(jQt) + bj sen(jQt) = A; sen(jQt — (Z)j) (2-33)

con una magnitud de fuerza A;j y un angulo de fase @;. Estas variables vienen dadas por:

4= |a? +b? (2-34)

Q; = arctanb—J: (2-35)

aj
A efectos practicos, la serie de Fourier se expresa como:
f@&) =2+ X 4 cos(jat — 9;) (2-36)

Maés utilidad tiene una tercera forma de expresar la serie de Fourier, conocida con el

nombre de forma compleja de la serie de Fourier. Basandonos en las relaciones de Euler

(eli0t e=1i0t)

cos(jQt) = > (2-37)
sen(jQt) = M (2-38)
y haciendo que
¢ =220 (2-39)
obtenemos
f(t) = X% cjeet (2-40)
siendo
¢ = % fﬂ;z f()e 2% j=0,+1,42,.. (2-41)

Finalmente podemos concluir que siendo la ecuacion de equilibrio de un sistema de un

grado de libertad:

m x(t) + ¢ x(t) + k x(t) = f(t) (2-42)
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Si f(t) es periddica podra desarrollarse en serie de Fourier, segun:
f() = X2 el (2-43)

y si el sistema es lineal, la respuesta sera la suma de las respuestas a cada término de la
serie anterior. Siendo cada una de estas respuestas, la respuesta ante una fuerza de caracter
armonico, que puede calcularse multiplicando por la correspondiente funcion de

transferencia, se tendra que:
x(t) = XO H(jQ)cje 2t (2-44)

Para extender el resultado anterior sobre las series de Fourier al caso de las funciones no
periodicas, basta hacer tender a infinito el periodo T de la funcidn f(t). Cuando el periodo

T tiende a infinito, la frecuencia fundamental f tiende a cero.

El fundamento tedrico de la aplicacion del anélisis modal estriba en la relacién existente
entre la matriz de transferencia H(Q) y las frecuencias y modos naturales de vibracién
[77].

2.1.5. Modos de vibracién

Los modos de vibracion se obtienen de expresar los desplazamientos para cada frecuencia

natural de la siguiente forma [74]:

x®)=a®) e (2-45)
donde
q(t) son las coordenadas naturales
0] son los modos naturales de vibracion

Cada modo natural de vibracion esté asociado a una frecuencia natural y a unos vectores
modales y son Gnicos para un sistema dado, excepto por la magnitud de los vectores
modales. La forma modal es Unica pero la amplitud no. Por ello, es conveniente
normalizar dichos vectores, es decir, asignar un valor dado a un componente del vector

modal o a la magnitud del vector modal.
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Los modos de vibracion (también denominados vectores propios) tienen una propiedad

de ortogonalidad que se puede expresar del siguiente modo:

o' Mg = {0 71 (2-46)
o' ke ={n; 7] (2-47)

Donde i,j representan los GDL y m y k se denominan masa modal y rigidez modal

respectivamente.

Es habitual normalizar los modos de vibracion respecto a la matriz de masa M,

cumpliéndose en este caso que
"M =1 (2-48)
dTKp =2 (2-49)
siendo | la matriz identidad y 4 la matriz de valores propios indicados mas adelante.

La relacion entre los modos normalizados (¢nor) y los calculados de manera general (qgen)

es la siguiente:

¢ eni
Prori = \‘/qﬁ (2'50)

La principal utilidad de los modos de vibracion es que nos permiten desacoplar las

ecuaciones de movimiento.

Para el caso de sistemas de N GDL no amortiguados y suponiendo gque no actlan cargas

exteriores las ecuaciones diferenciales de equilibro se reducen a

Mx(t) + Kx(t) =0 (2-51)
donde
X(t) Vector desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio
M Matriz de masas
K Matriz de rigidez
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La solucion a dicho problema es anéloga a la de 1 GDL por lo que la ecuacion para N

GDL se puede expresar del siguiente modo
(-0*M + K)A=0 (2-52)

donde A es una constante que dependen de las condiciones iniciales del movimiento y @

es la frecuencia natural sin amortiguamiento.

Si denominamos A = —w? y @= A, la ecuacion anterior corresponde al problema de

valores y vectores propios generalizado:
K¢$ = AM¢ (2-53)

donde 4 es una matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios y ¢ es la matriz
cuyas columnas son los vectores propios asociados, normalizados respecto a la matriz M

(modos de vibracion).

Teniendo en cuenta todo lo anterior, realizamos la transformacion de coordenadas

reflejada en la ecuacion (2-45) en la ecuacion (2-51), resultando:
Mg(t)p +Kq(t)p =0 (2-54)
Si multiplicamos ambos términos de la ecuacion por ¢, resulta
P"MPpy(t) + d"Kpq(t) =0 (2-55)
o0 lo que es lo mismo
I1g() +2q() =0 (2-56)

Tratandose de este modo de un sistema de ecuaciones desacopladas en la que no

interviene mas que la variable q(t).

Para el caso mas general (vibraciones en sistemas amortiguados) para N GDL la ecuacién

que gobierna el movimiento es la ecuacion (2-2), que recordamos a continuacion
Mx(t) + Cx(t) + Kx(t) = f(t) (2-57)

En este caso para realizar la transformacion de coordenadas reflejada en la ecuacion (2-
45) es necesario diagonalizar las matrices K, My C, lo cual no es posible en el caso de la

matriz de amortiguamiento si no realizamos hipotesis simplificativas. A la hipétesis de
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modelizacion del amortiguamiento que permite diagonalizar la matriz C al mismo tiempo
que las matrices K 'y M (y por lo tanto desacoplar las ecuaciones del movimiento) se le
denomina amortiguamiento proporcional. Cuando no es posible diagonalizar la matriz

de amortiguamiento se dice que se esta en el caso de amortiguamiento no proporcional.

Suponiendo que la matriz C es diagonizable y aplicando la consiguiente transformacion
de coordenadas se llega a un sistema de N ecuaciones diferenciales (desacopladas) de la

forma:
q(t) + 2§wq(t) + w?q(t) = g(t) (2-58)

Donde g(t)=¢ f(t)/m.
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2.2.  Analisis modal experimental

El anélisis modal experimental trata, a través de la respuesta del sistema, de inferir las
ecuaciones del mismo y por tanto las caracteristicas fisicas que lo determinan

dinamicamente, los parametros modales.

El objetivo del analisis modal experimental involucra las tareas y trabajos necesarios para
obtener las medidas directas de la respuesta de un sistema y, a partir de ellas, obtener los
pardmetros modales que caracterizan el sistema dindmico. Los parametros modales, se
pueden estimar a traves de una serie de medidas, almacenadas de forma discreta, en los
diferentes dominios (tiempo y/o frecuencia). Estas medidas se pueden procesar una a una,
0 bien, en grupos parciales o completos de forma simultanea. Hay un gran abanico de

posibilidades a la hora de adquirir todas estas medidas.

Aunque existen diferentes clasificaciones, se distinguen generalmente tres tipos de
analisis modal experimental [79], analisis modal experimental tradicional (EMA),
analisis modal operacional (OMA) y andlisis modal operacional con entradas exogenas
(OMAX).

En el EMA, los parametros modales se obtienen de las FRFs que relacionan la salida
(respuesta) con la entrada (excitacion). Para este tipo de analisis es necesario conocer la

entrada y la salida del sistema.

El OMA se basa en la medida de la respuesta de la estructura usando sélo la excitacion
ambiental y las fuerzas de servicio que actGan sobre la misma. Se usa para obtener una
descripcion modal de la estructura bajo sus condiciones de operacion. En vez de cargar
la estructura artificialmente y tratar la excitacion ambiental como una fuente de ruido no

deseado, la excitacion natural se usa como fuente de excitacion.

La ventaja de emplear una excitacion artificial es que hay muchos méas procedimientos
para identificar los parametros y caracteristicas de los sistemas, con mayor precision en

la identificacion de ciertos parametros como los coeficientes de amortiguamiento.

En el caso del analisis de la respuesta a las excitaciones ambientales no se puede obtener
la misma informacion que en el caso de que excitemos el sistema artificialmente, ya que

las masas modales no se pueden obtener sin el conocimiento de las fuerzas de entrada.
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Por otra parte, hay sistemas que son dificiles de excitar artificialmente debido a su
tamarfio, forma o localizacion. También hay casos en los que surgen problemas debido a
no linealidades introducidas por un nivel de respuesta muy elevado por emplear métodos

artificiales de excitaciones.

Las principales ventajas de este tipo de ensayos (OMA) son que requieren un menor
tiempo para su ejecucion ya que sélo es necesario colocar los equipos de medida; son mas
baratos puesto que no necesitan la adquisicion de equipos excitadores y puede realizarse
in situ; no interfieren ni interrumpen el funcionamiento normal de la estructura; la
respuesta medida es representativa de las condiciones reales de funcionamiento del
sistema (p. ej. Estructura); se evita la aplicacion de cargas artificiales que conllevan un
riesgo de dafiar la estructura. Sin embargo, el uso de este tipo de ensayos produce
respuestas pequefias y, a menudo, mezcladas con ruido y como la excitacion es
desconocida el analisis es mas dificil por lo que se necesitan equipos mas sensibles siendo

necesario un analisis de datos cuidadoso.

Cuando un ensayo se lleva a cabo en condiciones de operacion y ademas se aplican una

o varias fuerzas artificiales, éste se denomina OMAX.

2.2.1. Técnicas de excitacion

Hay muchas formas posibles de excitar una estructura. Se puede utilizar como excitacion

la producida por el ambiente o se puede producir intencionadamente.

Las técnicas de excitacion en este segundo caso se pueden clasificar en dos tipos: las que

permanecen en contacto con la estructura durante el ensayo y las que no [72].

Las primeras pueden proporcionar una excitacién continua (sinusoidal, aleatoria, etc) o
transitoria (pulso), y para ello se emplean los excitadores electromecénicos,

electromagnéticos y electrohidraulicos.

Los excitadores electromecanicos se dividen en dos tipos segun el tipo de desplazamiento
de la masa que se mueve: los hay de movimiento rectilineo y rotatorio. Los primeros estan
formados por dos elementos: una base que no se desplaza y una masa que si y que es la

que produce la vibracion. Hay dos maneras de emplear este tipo de excitadores. La
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primera cosiste en fijar la base a la estructura que se desea excitar y mover la otra masa.

La otra opcion es fijar la masa en movimiento a la estructura y hacerla oscilar.

El excitador electromagnético es el mas empleado en los ensayos dinamicos debido al
amplio rango de fuerzas que puede realizar y de frecuencias que puede excitar. Esta
formado por dos partes: la base del excitador, que produce el campo magnético, y la parte
movil o tabla, que es la que se une a la estructura que se estd ensayando. La fuerza que
mide el transductor es la fuerza que se genera en el excitador. Esta fuerza es ligeramente
diferente de la que se transmite a la estructura, ya que parte de esta fuerza se invierte en

vencer la inercia de la tabla.

El excitador electrohidraulico se usa generalmente para producir excitaciones de baja
frecuencia que requieren una gran cantidad de fuerza y bajas velocidades. Consiste en un
piston que transmite la carga a la estructura y que se mueve en un cilindro. El piston se
encuentra sometido a una presion de aceite muy elevada bajo control de una servovélvula
que es eléctricamente alimentada. La presién es aplicada a un lado y luego al otro del

piston principal, haciendo que se mueva hacia delante y hacia detras.

Ejemplos de técnicas en las que la excitacion aplicada esta solo en contacto durante un
periodo de tiempo corto, son el impacto y la excitacion estatica (aplicar una carga estatica

a una estructura y retirarla repentinamente).

En el excitador de martillo (martillo de impacto) se pueden diferenciar las siguientes
partes: la masa sismica m1 que incluye la masa de la punta del martillo, la masa m2 que
representa la masa efectiva del martillo, y un amortiguador y un resorte que modelan la
célula de carga. La fuerza medida es la producida por la masa colocada detras del
transductor, multiplicada por la aceleracion. Pero la fuerza con la que realmente se esta
excitando a la estructura es igual a la masa total del martillo (incluyendo tanto la masa de
la punta como la del transductor de fuerza) multiplicada por la aceleracion durante el
impacto. Por tanto, la verdadera fuerza que actta se obtiene de multiplicar la fuerza
medida por la relacion entre la masa total y la masa colocada detras del transductor. Los
martillos se pueden fabricar con pesos que varian entre unos pocos gramos a varias
toneladas, cubriendo el rango de 0 - 5000 Hz con los mas pequefios y de 0 - 10 kHz con

los mas grandes.
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2.2.2. Medida de la excitacion y la vibracion

Los ensayos de vibraciones requieren el uso de transductores para medir tanto el
movimiento como las fuerzas. Un transductor se puede definir como un componente del

sistema de medida capaz de procesar informacion y energia [72].

Los transductores de fuerza pueden estar basados en la aplicacion de las leyes de la

estatica, en el fendmeno de la reaccion elastica o en el fendmeno de la piezoelectricidad.

A continuacién pasamos a describir dos de los tipos méas frecuentes de transductores de

fuerza, la celda de carga y el transductor piezoeléctrico.

e El transductor de peso o celda de carga estd dotado de extensdmetros o “strain-
gage” (dispositivos que relacionan su deformacion porcentual con una variacion
de resistencia). Esta celda transforma una fuerza aplicada en una variacion de la
tension presente en la salida de un puente de extensémetros. Generalmente en la
celda de carga hay varios extensdmetros los cuales estan montados en un elemento
mecanico alterable y conectados en puente. EI funcionamiento consiste en que al
aplicar sobre este dispositivo una fuerza se obtiene una deformacion de la

estructura metalica alterable.

e Los dispositivos piezoeléctricos se usan especialmente cuando las fuerzas a medir
son dindmicas. Aprovechan el fendmeno en el que variaciones de carga se
verifican en algunos materiales cuando éstos estan expuestos a fuertes acciones

fisicas. Se usan en instrumentos utilizados para el estudio de las vibraciones.

Los transductores de vibracion son empleados para medir la velocidad, desplazamiento
y/o aceleracion de los sistemas sometidos a vibracion. En general, los transductores
empleados en el analisis de vibracion convierten la energia mecénica en energia eléctrica,

lo que significa que producen una sefial eléctrica que es funcion de la vibracion.

Si bien el acelerémetro es el transductor para la medida de vibraciones mas empleado
debido a su pequefio tamafio, su amplio rango de sensibilidad y su gran rango de
frecuencias utiles, a continuacion se muestran diferentes tipos de transductor usados para

la medicion de vibracién:

e Transductores de aceleracion
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o Acelerometros piezorresistivos

o Acelerometros piezoeléctricos

e Transductores de desplazamiento

o Transformador diferencial de variacion lineal (LVDT -Linear Variable
Differential Transformer)

o Corriente Eddy

o Capacitivos

e Transductores de velocidad

o Vibrometros Doppler Laser

2.2.3. Analisis y procesado de las sefales

Las sefiales analdgicas de entrada se filtran, se muestrean y se digitalizan para obtener
una serie de registros digitales. La relacion de muestreo y la longitud de los registros

determinan el rango de frecuencias y la resolucion del analisis.

Cuando la sefial de respuesta ha sido acondicionada se conduce a un analizador para su
procesado. Hay dos tipos de analizadores: analdgicos y digitales. Los analdgicos
practicamente estan en desuso puesto que los digitales tienen mayores rendimientos y
versatilidad, ademas cada vez se usan mas los sistemas de adquisicion de datos por medio

de ordenadores.

El andlisis de los datos se puede realizar en el dominio del tiempo (la sefial se expresa con
respecto al tiempo) y en el dominio en frecuencia (la sefial se expresa con respecto a la
frecuencia). A la representacion de la sefial en el dominio de la frecuencia se le denomina
espectro de frecuencia. Una de las herramientas matematicas mas importantes para llevar
a cabo la transformacion de sefiales del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia,
y viceversa, es la transformada de Fourier (discreta (DFT — Discrete Fourier Transform),
rapida (FFT — Fast Fourier Transform)...). Hay dos formas de realizar el analisis en

frecuencia, una es mediante el analizador FFT y otra es mediante el filtrado digital.

Existen una serie de efectos que distorsionan las sefiales debidos a la conversion de la
sefial analdgica a digital y/o a la transformacion de las mismas del dominio del tiempo al
de la frecuencia, siendo los méas importantes los que se conocen con los términos ingleses

de aliasing, leakage y picket-hence [72]:
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e Aliasing: este fendmeno consiste en que las frecuencias superiores a la mitad de
la frecuencia de muestreo aparecen como frecuencias distintas en la sefal
muestreada. Para poder detectar una frecuencia determinada f es necesario
muestrear de forma que se tengan al menos dos puntos por ciclo, es decir, la
frecuencia de muestreo, fs, debe ser mayor que 2f. Este fendmeno se soluciona
empleando un filtro anti-aliasing y eligiendo una frecuencia de muestreo
adecuada. El filtro anti-aliasing lo que hace es eliminar las componentes de alta
frecuencia de las sefiales anal6gicas medidas.

e Leakage: este efecto se debe al hecho de que al medir la vibracion no se obtiene
la variacion total de la variable con el tiempo ya que, en teoria, ésta dura un tiempo
infinito. en su lugar se mide una porcion temporal de la misma, es decir, se realiza
un registro temporal finito. Se puede evitar mediante el empleo de funciones
ventana.

e Picket-Hence: este fendmeno se hace evidente cuando la sefial que esta siendo
analizada no esté sintonizada con alguna de las frecuencias centrales de los filtros.
En este caso, las componentes de frecuencias afectadas apareceran con amplitudes
inferiores a la real. Se soluciona mediante el empleo de la ventana apropiada y

aumentando la resolucion en frecuencia.

También hay que tener en cuenta el ruido, que es una sefial aleatoria, generalmente de
alta frecuencia pero con un ancho de banda también muy amplio, que se superpone a la
sefial que se esta midiendo. Este ruido distorsiona la sefial, y si la relacion ruido-sefial es
muy alta, puede falsear totalmente los datos. El ruido puede ser debido a la red eléctrica,
a movimientos de los cables y de las conexiones, a interferencias electromagnéticas

producidas por los cables o al equipo que se esta usando. Se puede evitar usando filtros.

El filtro es un dispositivo para la descomposicion de las oscilaciones en base a sus
frecuencias componentes [80]. Este introduce una atenuacion relativamente baja para las
oscilaciones contenidas en una 0 mas bandas de frecuencias e introduce una atenuacion
relativamente alta sobre las oscilaciones contenidas en otras bandas de frecuencia. Los
filtros se emplean para atenuar partes no deseadas de las sefiales en el dominio de la
frecuencia. Aunque el funcionamiento de los filtros en realidad es mas complicado y hay

mAs aspectos a tener en cuenta se puede decir que un filtro tiene la propiedad de eliminar
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ciertas frecuencias de una sefial y dejar pasar las demas sin alterarlas. Existen varios tipos

de filtros segun las frecuencias que deja pasar [72]:

e El filtro paso-bajo elimina las frecuencias por encima de cierto valor. Un ejemplo
es el filtro anti-aliasing.

e El filtro paso-alto elimina las frecuencias por debajo de la frecuencia de corte.

e EI filtro paso-banda deja pasar solo una banda definida por dos frecuencias.
Permitira pasar todas las componentes de la sefial a lo largo de su banda de
frecuencias permitidas, y atenuard completamente todas las demés componentes
a otras frecuencias. Puede ser de banda constante o variable.

e El filtro rechazo de banda elimina las frecuencias que se encuentran entre dos

valores.

Los filtros se caracterizan en el dominio de frecuencia por cuatro pardmetros: frecuencia
central (valor medio geométrico o aritmético de los limites de frecuencia), ancho de banda
(da informacidn sobre su habilidad para separar componentes de amplitudes similares y
por tanto determina la resolucién del analisis), rizado (caracteriza la incertidumbre con la
que la sefial puede ser determinada) y selectividad (indica la capacidad que tiene para

separar componentes de frecuencias préximas pero con niveles diferentes).

Otras herramientas en el analisis y procesamiento de las sefiales son las ventanas,
funciones matematicas que nos permiten aislar una porcion de sefial a analizar y desechar
el resto en mayor o menor medida. Hay diferentes tipos de ventanas segun la aplicacion
que se vaya a desarrollar (Rectangular, Hanning, Transitoria, etc). Cada una de las
ventanas enfatizara sobre las partes de la sefial de cierta manera, obteniéndose asi
diferentes espectros como resultado. Las ventanas se emplean para que las sefiales
muestreadas cumplan mejor los requisitos de periodicidad de la Transformada de Fourier,

ademas de minimizar la potencial distorsién que pueden producir los efectos del leakage.
A continuacion se indican los principales usos de cada tipo de ventana [72]:

e Ventana rectangular o uniforme: se caracteriza porque no realiza ningun tipo de
ponderacion en el tiempo que dura el registro. Se emplea para analizar transitorios
de duracion menor que el tiempo de registro. En general, solo se debe emplear en
aquellos casos en los que no sea necesario realizar un filtrado para eliminar el

leakage.
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Ventana Hanning: se caracteriza porque realiza una ponderacion que da menor
importancia a los datos tomados al principio y al final del muestreo. Es una
ventana de uso general y féacil de implementar. En general, esta ventana es
recomendable para los andlisis de sefiales periddicas. Es la mejor ventana para
realizar analisis de sistemas en los que la excitacion sea una sefial aleatoria.
Ventana Kaiser-Bessel: se debe emplear para sefiales periodicas que requieren una
selectividad en frecuencia buena. No debe usarse para sefiales transitorias.

Flat Top: esta ventana se ha disefiado para propositos de calibracion
principalmente. No se recomienda su uso para sefiales aleatorias ni transitorias.
Transitoria: es la que se debe emplear para la medida de transitorios de sefales,
como puede ser el caso de impactos. Esta ventana toma las medidas sin ponderar
mientras dura el contacto y cae a cero al terminar el registro.

Exponencial: el uso principal de esta ventana es en el anélisis de transitorios de
mayor duracion que el registro medido. Las sefiales que presentan una
disminucion exponencial de la amplitud se deben ponderar con esta ventana. Este
es el caso habitual de la respuesta de estructuras poco amortiguadas cuando se

excitan mediante un impacto.
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2.3. Técnicas de analisis modal aplicadas a la
Pasarela del Museo de la Ciencia

La Pasarela del Museo de la Ciencia es una estructura en servicio situada en Valladolid
sobre el rio Pisuerga. Fue inaugurada en 2004 y disefiada por los arquitectos Rafael
Moneo y Enrique de Teresa. Tiene una longitud total de 234 metros repartidos en cuatro
vanos: tres formados por barras metalicas de 51, 111 y 21 metros de luz (vano 2, 3y 4
respectivamente), y uno de hormigon de 45 metros (vano 1). Este dltimo es muy rigido

por lo que no se considera en el estudio objeto del presente trabajo.

El vano principal cuenta con un pretensado longitudinal y transversal lo que le hace ser
bastante rigido y mejora su comportamiento dindmico frente a las vibraciones producidas
por los humanos. Sin embargo, el vano 2, de 51 m, no dispone de ningun sistema de

pretensado de forma que es susceptible a vibraciones producidas por humanos.

=0\

=

Figura 2-5. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista general.
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Figura 2-6. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista del vano principal.

Figura 2-7. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Detalle del pretensado perimetral del vano

principal.
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Figura 2-8. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista del vano 2.

Segln [2] para la caracterizacion dinamica de la pasarela inicialmente se efectu6 una
monitorizacién durante varios meses de las aceleraciones verticales y laterales en el
centro de cada uno de los tres vanos metalicos de la pasarela observandose que los niveles
de vibracién en la direccién lateral eran considerablemente menores que en la direccién
vertical y que el nivel de vibraciones del vano 2 era notablemente mayor que el del vano
3. También se realiz6 un andlisis espectral preliminar de los registros de aceleracion en

direccion vertical y lateral para identificar las posibles frecuencias naturales.

Posteriormente se realizé un OMA de la pasarela completa, registrandose mediciones de
la aceleracidn vertical en 75 puntos distribuidos a lo largo de los tres vanos metélicos de
la pasarela utilizando una frecuencia de muestreo de 100 Hz. Se obtuvieron registros de
ocho acelerometros de 10 minutos de duracion cada uno, empleando en cada vano un

acelerometro de referencia (tres en total). Se emplearon tres tipos de acelerémetros: MMF
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KS48C (6 unidades), PCB 393B04 (1 unidad) y PCB 393C (1 unidad). Todos ellos del
tipo sismico (piezoeléctrico) con sensibilidad 1000 mV/g y con un rango de frecuencias
entre 0.1 Hz hasta 2000-4000 Hz.

Figura 2-9. Acelerometro empleado en el OMA.

El equipo de medida fue un HBM MGCplus con el software Catman Easy.

Figura 2-10. Equipo de medida utilizado en el OMA.

Teniendo en cuenta que las mayores aceleraciones en la pasarela se alcanzaban en el vano
2 de la pasarela y en vertical se realizd un EMA de dicho vano, generdndose la fuerza de
excitacion con un excitador electrodindmico (electromagnético) de APS Dynamics

modelo 400 en modo inercial colocado en el centro del vano [2].
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Figura 2-11. Excitador electrodinamico utilizado en el EMA.

La fuerza inducida por el excitador se calculé midiendo la aceleracidn de la masa inercial
y multiplicandola por su magnitud (30.4 kg). Se utilizaron acelerometros iguales a los
empleados en el OMA, colocados en la linea central de la pasarela. Se utilizd un rango de
frecuencias de 0 a 25 Hz con una resolucion de la FFT de 1601 puntos, una ventana de

ponderacion rectangular y 4 medidas con solapamiento del 50% [2].
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El concepto de método de los elementos finitos se basa en la discretizacion espacial y
temporal de los sistemas estudiados y la aproximacion numérica para encontrar
soluciones a los problemas de ingenieria y el empleo de estas técnicas es conocido desde
hace muchos siglos. Por ejemplo, los antiguos egipcios (3.000 — 30 a. C.
aproximadamente) utilizaban métodos de discretizado para determinar el volumen de las
pirdmides que construian, Arquimedes (287 — 212 a. C.) utilizaba este método para hallar
el volumen de los solidos o areas de superficies o el matematico Lui Hui (300 d. C)
empleaba un poligono regular de 3072 lados para calcular la longitud de las

circunferencias logrando una aproximacion al nimero = de 3,1416.

El origen del moderno método de los elementos finitos se remonta a principios del siglo
XX cuando algunos investigadores, como Hrennikoff y McHenry, aproximaron y
modelizaron un sélido elastico con seccion transversal continua usando un conjunto
discreto de barras elasticas equivalente [12-13]. Sin embargo, se considera que Courant
fue la primera persona en desarrollar un método de elementos finitos en 1943. En una
publicacion a principios de los cuarenta, Courant propone la utilizacién de funciones
polinémicas para la formulacién de problemas elésticos en subregiones triangulares,
como un método especial del método variacional de Rayleigh-Ritz para aproximar

soluciones [14].

El siguiente paso significativo, en el campo de la ingenieria estructural, fue dado por Levy
en 1953 [15] que desarrolld el método de rigidez y desplazamiento, sin embargo sus
ecuaciones requerian demasiado trabajo para su solucién a mano por lo que este método

de analisis numérico no se populariz6 hasta el desarrollo de las computadoras.

Entre 1954 y 1955, Argyris y Kelsey [16] emplearon métodos energéticos para el
desarrollo del andlisis estructural por medio de matrices, lo que marcé una tendencia en
la evolucidn del andlisis de elementos finitos. En sus articulos se presenta completamente
desarrollada la formulacién matricial de la teoria de estructuras y donde estan claramente

perfilados los métodos de las fuerzas y los desplazamientos.

La que se considera la primera aplicacion del método de elementos finitos fue un trabajo
realizado por Clough en la Boeing Airplane Company dentro de la unidad de dindmica

estructural, dirigido por Turner, para la evaluacién de la rigidez del ala delta de un avion.
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Puesto que los modelos de barras no daban buenos resultados, Turner sugirio la division
de la superficie en porciones triangulares cuya rigidez fue evaluada utilizando el teorema
de Castigliano suponiendo estados constantes de tension normal y cortante en los
triangulos y obteniendo la rigidez total sumando adecuadamente las de cada triangulo
(método directo de la rigidez). Se presentd una comunicacion sobre este trabajo en la
reunion del Institute of Aeronautical Sciences en enero de 1954 en Nueva York, firmada
por Turner, Clough, Martin y Topp con el titulo “Stiffness and deflection analysis of
complex structures” (aunque se publico en 1956). Sin embargo no fue hasta los 60 cuando
Clough hizo popular el término “clemento finito”, con la primera comunicacion en la que
se encuentra dicho término publicada en la American Society of Civil Engineers (ASCE)

con el titulo “The Finite Element method in plane stress analysis” [17].

A partir de los afios 60, se producen numerosos avances que permitieron el rapido
desarrollo de este método como estudios relativos a la matriz de masa, grandes
desplazamientos, problemas no lineales, o la aplicacion a problemas de tres dimensiones,
pandeo, viscoelasticidad, ... [18-27]. Asimismo se produce un gran interés entre los
matematicos por la solucién de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales mediante
el FEM lo que permitio que se empezara a aplicar en otras areas de la ingenieria, como la
transferencia de calor o problemas de flujo de fluidos. [28-33]. Zienkiewicz and Cheung
escribieron el primer libro dedicado por completo al FEM en 1967 [34] en el que se

presenta una interpretacion amplia de este método y su aplicacion a diferentes campos.

A mediados de los setenta, Belytschko [35, 36] mejor6 las técnicas numéricas aplicables
a la resolucién de los sistemas de ecuaciones de problemas dinamicos no lineales con

grandes desplazamientos.

Es durante esta década cuando se considera que el FEM alcanza la madurez, apareciendo
los grandes programas comerciales. En 1971, el software ANSYS se lanza al mercado

por primera vez.

Desde entonces hasta nuestros dias se han generado una gran cantidad de articulos y
publicaciones que demuestran que el FEM es una de las herramientas mas potentes y
probadas para la solucion de problemas de ingenieria y que amplia su campo de aplicacion
a medida que se realizan mas estudios validando dicho método, como seria el caso de la

dinamica de estructuras civiles.
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Por otra parte, el desarrollo de diversas técnicas de medicién de vibraciones muy fiables
ha permitido que las propiedades modales (frecuencias, amortiguamientos, modos de
vibracion...) sean obtenidas también de forma experimental, lo que ha permitido observar
una discrepancia entre las predicciones de los modelos de elementos finitos y los
resultados experimentales. Como respuesta a dicho problema se han desarrollado varias
lineas de investigacion cuyo objetivo ha sido aprovechar las ventajas de los métodos de
elementos finitos y de las técnicas experimentales de forma simultanea y cuyo resultado
ha sido el ajuste o actualizacion de modelos de elementos finitos, mas conocido como
FEM Updating.

A partir de la década de 1980, el ajuste de modelos numeéricos ha tenido un crecimiento
vertiginoso. Este hecho se debe principalmente al desarrollo de sofisticados instrumentos
de medicion de vibraciones y veloces analizadores de sefiales dindmicas de bajo coste.
De forma paralela un importante nimero de investigadores han desarrollado técnicas
experimentales y analiticas que permiten procesar y utilizar eficientemente los datos

dindmicos.

Sin embargo, la extensa investigacion que se ha realizado en las ultimas décadas sobre el
FEM Updating nos indica que ain no ha alcanzado su madurez y que no existe ningdn
procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser formulado para todos los
casos. Algunos autores [37-43, 81] han publicado y comparado varias técnicas pero no se
alcanza ningun acuerdo sobre métodos o préacticas. En la mayoria de los casos la solucién
parece depender de los parametros y constantes seleccionados asi como de la técnica

empleada.
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3.1. El método de elementos finitos

El FEM permite realizar un modelo matematico de calculo de un sistema real,
especialmente en el campo ingenieril, cuya complejidad dificulta su resolucién por
métodos exactos de analisis. El Finite Element Analysis (FEA) es una poderosa técnica
computacional para obtener soluciones aproximadas a una gran variedad de problemas de
ingenieria. Este tipo de analisis ha llegado a ser un paso esencial en el disefio o

modelizacion de fendmenos fisicos en varias disciplinas de ingenieria.

Un fenémeno fisico suele producirse en un medio continuo (sélido, liquido o gas)
involucrando varias variables de campo. Dichas variables de campo varian de un punto a
otro, por lo que es necesario procesar un namero infinito de soluciones en el dominio

(medio continuo con condiciones de contorno conocidas).

La base del FEA reside en la descomposicion del dominio en un numero finito de
subdominios (denominados elementos) y expresando cada variable de campo
desconocida en términos de una funcion de aproximacion ficticia para cada elemento.
Estas funciones (también denominadas funciones de interpolacion) se definen en funcion
de valores de las variables de campo en determinados puntos, denominados nodos. Dichos
nodos generalmente se localizan a lo largo de los contornos del elemento y conectan

elementos adyacentes.

La capacidad de discretizar los dominios irregulares en elementos finitos hace de este
método una valiosa y practica herramienta de andlisis para la solucion de los problemas
de contorno, iniciales y de valores propios derivados de varias disciplinas de ingenieria
[82].

La transformacion de los problemas de ingenieria en una representacion matematica se
logra discretizando el dominio en elementos que estan conectados entre si mediante los
nodos comunes. Un nodo especifica la localizacidon espacial donde se encuentran los
grados de libertad (variables nodales asignadas a un elemento) y las acciones del
problema fisico. Los nodos comunes proporcionan continuidad a las variables nodales
(grados de libertad) que dependen de la naturaleza fisica del problema y del tipo de

elemento.
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Dependiendo de la geometria y de la naturaleza del problema, el dominio puede ser
discretizado empleando elementos tipo linea, &rea o volumen. Cada elemento se define

por una secuencia especifica de nUmeros de nodos globales.

Los pasos basicos involucrados en el analisis mediante elementos finitos pueden

resumirse en [69]:

e Fase de Pre-procesado:

o Discretizacion del dominio en elementos finitos, es decir, subdividir el
problema en nodos y elementos.

o Definir una funcion de forma que represente el comportamiento fisico de
cada elemento, es decir, una funcion aproximada continua que se supone
represente la solucién del problema.

o Desarrollar las ecuaciones de cada elemento.

o Ensamblar todos los elementos que definen el dominio para obtener la
matriz de rigidez global.

o Aplicar las condiciones iniciales y de contorno asi como las cargas.

e Fase de Resolucion

o Resolver una serie de ecuaciones algebraicas (lineales y no lineales)
simultdneamente a la obtencion de los resultados nodales, como
desplazamientos, velocidades y aceleraciones (problemas estaticos,
dinamicos...), temperatura (problemas de transferencia de calor...)

e Fase de Post-procesado
o Obtener otro tipo de informacién importante como por ejemplo las

frecuencias naturales, los modos de vibracion, tensiones, etc.
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3.2. FEM Updating

A través del FEM Updating se trata de generar modelos fiables a través de ajustes
paramétricos en los mismos, de forma que se minimicen las diferencias entre las

predicciones analiticas y los resultados experimentales.

Los programas informaticos disponibles para la formulacion de modelos matematicos
computacionales son cada vez mas poderosos debido al constante desarrollo de
algoritmos eficientes y a la reduccion en las restricciones impuestas por el hardware, lo
que ha constituido una de las principales herramientas del anélisis moderno de problemas
de ingenieria haciendo posible la generacion de modelos de gran complejidad. Sin
embargo, tal y como ya hemos comentado, se ha observado una correlacion deficiente
entre las predicciones de los modelos computacionales y los resultados obtenidos a partir

de estudios experimentales.

Las dificultades que surgen en el proceso de ajuste se encuentran asociadas tanto a
inexactitudes en el modelo como a errores en los datos experimentales. Aunque los datos
experimentales poseen errores que pueden provocar una baja correlacion entre éstos y las
predicciones, la teoria de ajuste de modelos supone que los principales causantes del
desacuerdo tedrico-experimental son los errores en el modelo. Segln [42] se consideran

tres tipos de error:

e Errores en el modelo de la estructura, los cuales se presentan cuando existe
incertidumbre en las ecuaciones fisicas gobernantes (como en el modelado de
sistemas con un fuerte comportamiento no lineal).

e Errores en los parametros del modelo, dentro de los que se encuentra la aplicacion
de condiciones de contorno inapropiadas, asi como suposiciones imprecisas
empleadas para simplificar el modelo.

e Errores en el orden del modelo, cuya aparicion se debe a la discretizacion de
sistemas complejos, la cual puede producir modelos de orden insuficiente.

El propésito del FEM Updating, en el caso que nos ocupa, es modificar los parametros
del modelo numérico con el fin de obtener un mayor ajuste entre sus resultados y la

informacion experimental. Esta teoria surge como una derivacion de la identificacion de
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sistemas en ingenieria de control?, con la diferencia de que el ajuste de modelos (cuyo
objetivo es la generacion de modelos con propdsitos de prediccion) exige que los

parametros tengan sentido fisico.

Existen varias técnicas para ajustar modelos de elementos finitos, pudiéndose clasificar
en métodos directos y meétodos iterativos, dividiéndose éstos Gltimos en aquellos que

emplean datos modales y aquellos que emplean FRFs.

Cuando se realiza el ajuste de un modelo analitico, es necesario tener la capacidad de
comparar los resultados experimentales con los resultados obtenidos en el modelo de
elementos finitos y a la hora de hacerlo uno de los mayores problemas que surge es la
diferencia de grados de libertad entre ambos modelos. En general, el modelo de elementos
finitos tiene un mayor nimero de grados de libertad debido a las limitaciones en lo que
se refiere a los posibles puntos de medida experimentales. Debido a que el nimero de
grados de libertad es distinto, las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento tienen
diferentes tamafos, imposibilitando la operatividad entre ellas. Para la resolucion de este
problema se puede, o bien reducir el modelo analitico (los grados de libertad del modelo
analitico son reducidos o condensados al numero de grados de libertad del modelo
experimental, llamados nodos maestros), o bien expandir el modelo experimental (los
grados de libertad del modelo experimental se expanden hasta el nimero de grados de
libertad analiticos). Otro problema es la ausencia de amortiguamiento en el modelo de
elementos finitos, de forma que el analisis modal experimental identifica modos de

vibracion complejos y este modelo se basa en modos normales.

Mientras los métodos directos modifican todos los elementos de las matrices de manera
indiscriminada, los esquemas iterativos proporcionan un amplio abanico de posibilidades
para seleccionar pardmetros de ajuste, con los que el usuario puede centrarse en la

correccion de aspectos fisicos bien definidos y localizados.

1 Construccién de modelos matematicos de sistemas con base en datos experimentales
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3.2.1. Meétodos de optimizacion directa

Son los métodos en los que los elementos individuales en las matrices del sistema son
ajustados directamente por comparacion entre los datos experimentales y la prediccion

del modelo analitico inicial.

Los métodos de optimizacion directa se basan en el uso de tres tipos de datos: los datos
modales experimentales y las matrices de masa y rigidez del modelo analitico. Como
premisa inicial se establece que uno de estos tipos de datos se conoce de forma precisa,

ajustando los otros dos restantes a partir de él.

A su vez estos métodos se pueden dividir en: métodos de los multiplicadores de Lagrange
—tratan de minimizar una funcién objetivo sujeta a ciertas restricciones en las variables
independientes—, métodos basados en la Combinacion de Matrices —toman como
hipétesis que es posible medir todos los modos de vibracion en todos los grados de
libertad y por tanto construir las matrices de masa y rigidez directamente—, métodos de la
Matriz Error —estiman directamente el error cometido en las matrices de masa y rigidez,

suponiendo que éste es muy pequeiio— [83].

3.2.2. Métodos iterativos

En general los datos modales que se emplean en estos métodos son las frecuencias
naturales, los modos propios y los factores de amortiguamiento, siendo el objetivo
mejorar la correlacion entre los datos experimentales y los obtenidos a partir del modelo
de elementos finitos mediante pequefios cambios en un grupo de pardmetros del modelo
[84].

La técnica mas utilizada para correlacionar el modelo experimental y el modelo
matematico es la comparacion entre las frecuencias naturales, pudiéndose la diferencia

en porcentaje expresarse del siguiente modo:

€,; = Lamexil 400 (3-1)

W4
siendo

oxi  frecuencia experimental
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WA frecuencia calculada

Un indicador general de la dispersion de la frecuencia puede ser el siguiente:

1
L —wyi)? /2
€4 = Z[:]_((‘)AL Wxi) x 100 (3_2)

Z%:lwAiz
donde L es el nUmero de frecuencias naturales medidas.

En el caso de la correlacion entre los modos de vibracion experimentales y los estimados
puede medirse a través del factor de escala modal (MSF - Modal Scale Factor), que
representa la pendiente de la linea recta que mejor se ajusta entre ambos conjuntos de
datos, esto es,

AT {wx)
MSF (Wy, Wx) = m (3-3)

siendo
{¥x} modo de vibracion experimental
{¥»} modo de vibracion calculado

donde la notacion T significa matriz transpuesta y la notacion * significa compleja

conjugada de la matriz.

Sin embargo, el criterio empleado frecuentemente para evaluar dicha correlacién es el

criterio de confianza modal (MAC - Modal Assurance Criterion).

Esta funcion proporciona una medida del grado de linealidad entre estimaciones de los
modos de vibracion originadas desde diferentes fuentes (valores cercanos a la unidad
indican correspondencia entre ambos modos, mientras que los valores cercanos a cero
indican que no se trata del mismo modo de vibracién). Se define como un escalar y su

expresion se muestra a continuacion:

(A} (¥ x})12

MAC;; =
CU ({WA}LH{WA}i)({WX};I{'PX}j)

(-4

donde la notacion M significa transpuesta compleja conjugada (matriz Hermitica).?

2 Valores cercanos a la unidad indican una buena correlacion entre el modo propio experimental y el

autovector calculado.
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Otra forma de expresar este criterio es el siguiente:

(wal @)’

MA iji = * *
Cij = T @)

(3-5)

Desde que se propuso este criterio hasta nuestros dias se han formulado algunas variantes,
entre las que se incluyen algunas que se aplican a los grados de libertad o que incorporan

la matriz de masa o rigidez como matriz de peso en el célculo [85].

Otro método se basa en expresar la relacion entre los datos modales y los pardametros
desconocidos en términos de un desarrollo en serie de Taylor limitada a los términos

lineales, lo que puede ser escrito como:
8z =S;j 80 (3-6)
donde
06 = 6 — 6 es la perturbacion en los pardmetros
0z = zm — Zj €S el error en los datos experimentales

Sj = matriz de sensibilidad (que contiene la primera derivada de los autovalores y los

vectores propios respecto a los parametros).

Esta ecuacion, que normalmente es indeterminada (porque se cuenta con mas datos
experimentales que parametros desconocidos), puede ser resuelta usando una pseudo-
inversa de Moore-Penrose (minimos cuadrados), minimos cuadrados ponderados (si se
emplean coeficientes de ponderacion en los datos experimentales) o la técnica Bayesiana,
(si se emplean coeficientes de ponderacion en los datos experimentales y en los
pardmetros) [42, 43].

El uso de datos de Funciones de Respuesta en Frecuencia (FRF) no requiere realizar un
analisis modal, por lo que se evitan errores de identificacion, sin embargo estos métodos
para ser utilizados requieren que el amortiguamiento sea incluido en el modelo de los

elementos finitos.

El enfoque tradicional de ajuste con funciones de respuesta se basa en dos tipos de error
denominados error de ecuaciones y error de salida. Ambos errores se basan en la

ecuacion de movimiento en el dominio de frecuencia [86].
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En el caso de error en ecuaciones se minimiza el error en las ecuaciones de movimiento,

y se expresa:
gecr= F(®)- B(w) X(®) (3-7)
donde

F(®) y X(w) corresponden a los datos experimentales (generalmente se supone que la

fuerza es unitaria en todas las frecuencias y se reemplaza X(w) por la FRF.
B(w) es la matriz de rigidez dinamica

En el caso de error de salida se minimiza la diferencia entre la respuesta medida y la

estimada en el modelo numérico, y se expresa:
esa= B(0) ! F(0) - X(o) (3-8)

Como apunte final a la revision de los diferentes métodos de ajuste/actualizacion cabe
mencionar que existen otros enfoques en la estimacion de la incertidumbre de los
parametros, cuya principal diferencia radica en el uso de herramientas de analisis
probabilistico [87] para hallar el cambio en los parametros que maximiza la probabilidad
de que las predicciones concuerden con los datos experimentales, en lugar de minimizar

el error de prediccion.
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Capitulo 4. Métodos de escalado propuestos

La técnica de analisis modal consiste en la recoleccion de datos, la identificacion del
sistema y por ultimo, la estimacion de los pardmetros modales (frecuencia,
amortiguamiento, masa modal y modos de vibracion). La etapa de identificacion del
sistema juega un papel crucial en los parametros modales que se derivan, asi como en el
namero de parametros que se pueden determinar [45]. Los métodos de identificacion
clasicos se basan en aplicar una excitacion al sistema y a continuacion, registrar la

correspondiente respuesta [46].

El método de identificacion mas utilizado en la actualidad se denomina Stochastic
Subspace Identification (SSI) [90-93] que se resume en el apartado 4.1. Sin embargo, la
informacién modal que proporcionan los métodos de identificacion, incluido el SSI, es
incompleta ya que proporcionan estimaciones de frecuencias, factores de
amortiguamiento y modos de vibracion asociados, pero dichos modos no estan
normalizados respecto de la matriz de masa o dicho de otra forma, esos métodos no
calculan las masas generalizadas correspondientes a cada uno de los modos estimados
(masas modales) [47] y el modelo resulta incompleto lo que no permite la simulacion

dindmica del sistema.

Para evitar este problema, se han desarrollado algunos metodos de escalado de los modos
de vibracion que se basan en la actualizacién de un modelo de elementos finitos de la
estructura empleando aquellos pardmetros modales estimados de forma experimental [42,
48].

También se han desarrollado soluciones basadas en la suposicion de que la matriz de masa
de la estructura (o su inversa) es conocida [49] o modificando el comportamiento
dinamico de la estructura variando la masa o la rigidez y realizando un anélisis modal
operacional tanto en la estructura original como en la modificada [50-56]. Estos métodos
requieren un procedimiento experimental extenso al emplear los parametros modales de

la estructura original y también los de la modificada.

Otros métodos de escalado consisten en afadir sistemas de vibracidon secundarios

midiendo y procesando la respuesta conjunta [44].

En el presente trabajo se estudian dos técnicas adicionales que a partir de toda la

informacion obtenida al aplicar el método SSI, con una minima informacion experimental
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respecto a la entrada y sin necesidad de modelos computacionales complejos, nos

permiten estimar todos los pardmetros modales, incluidas las masas modales o los modos

normalizados asociados a cada modo de vibracion:

Una de estas técnicas consiste en la resolucion de un problema simétrico de
valores propios [67, 94-95], siendo un requisito minimo el que en todos los grados
de libertad se debe ubicar o bien un sensor o un actuador, con al menos una
localizacion de ubicacion conjunta (par sensor-actuador), lo que proporciona una
solucion para el problema inverso. Esta técnica se describe con més detalle en el
apartado 4.2.

Otra de las técnicas consiste en escalar los modos de vibracion a partir de la
estimacion de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la FRF
de las mediciones [96]. Esta técnica se describe con méas detalle en el apartado
4.3.
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4.1.  Stochastic Subspace Identification

Una de las formulaciones bien conocidas para los sistemas dinamicos es la expresion

matricial de la segunda ley de Newton, que una vez discretizada en el dominio espacial

resulta:

y1 ()
Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t); y(t) = (4-1)

yu(t)

donde:

u(t) Vector desplazamiento del sistema, con (") y (") que representa la primera

y segunda derivada respecto al tiempo respectivamente

M Matriz de masas

C Matriz de amortiguamiento

K Matriz de rigidez

f(t) Vector que contiene las excitaciones externas que solicitan el sistema

y(t) Vector respuesta del sistema

Esta ecuacion (4-1) en tiempo continuo puede ser transformada mediante una formulacion

en el espacio de estados del siguiente modo:

x(t) = Acx(t) + Bcf(0) (4-2)
y(t) = Cex(t) + Def(0) (4-3)

Siendo
x® =[] (4-4)

y donde Ac, Bc, y Cc son las matrices del sistema en tiempo continuo:

Ac = [_MO—1K _MI—1C] (4-5)

Be=[,2 (4-6)
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Cc es la matriz de salida y Dc es la matriz de retroalimentacion (cero en el caso de

sistemas mecanicos) [97].

La ventaja de esta formulacion es que la solucion general se obtiene directamente:

x(t) = exp(Act) x(0) + [ exp(Ac(t — T)Bcf (T)dt (4-7)

donde el primer término es la solucion de la ecuacion homogeénea y el Gltimo término es
la solucion particular. Para discretizar en el dominio del tiempo esta solucion,

empleamos la transformacion ux =u4¢) de modo que la solucion se convierte en:

x(t) = exp(A-kAt) x(0) = Aﬁx0 (4-8)
A, = exp(4.4t) (4-9)
Y = C.Alx, (4-10)

Para obtener los parametros modales del sistema es necesario descomponer la matriz del

sistema discreto Aq en :
Ad=¢A ¢ (4-11)
donde

¢ contiene los autovectores del modelo de espacio de estados y A es la matriz diagonal

de los valores propios (u1, -...un) .

Los valores propios del sistema continuo, que denominaremos i, se obtienen a partir de

los valores propios discretos (ui) del siguiente modo:

A = % (4-12)

Los autovectores del sistema (¢) son los mismos tanto para la representacién del espacio

de estados discreto como continuo.

Las frecuencias naturales sin amortiguamiento (wi) y los coeficientes/razones de

amortiguamiento (&) se obtienen teniendo en cuenta que
A =0y £ jwp; (4-13)

donde
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oi se denomina factor de amortiguamiento

wpi Se denomina frecuencia amortiguada

—0;

Y teniendo en cuenta que &; = y w;= _g_al

2 2
a)Di+0'i

Li=(&x) /(1 — &%) w;

Del siguiente modo

w; = |A]
__Re(4p
§i = 2]

y los modos de vibracion (i) del sistema

®=C.o

(4-14)

(4-15)

(4-16)

(4-17)
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4.2.  Problema simétrico de valores propios
El problema dindmico se puede expresar en forma matricial del siguiente modo:
Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t); (4-18)
y(@©) = u(t) (4-19)

Siendo y(t) al vector respuesta del sistema que para el caso anterior representa las

mediciones de las aceleraciones.

Si definimos el vector de estados x(t) = [38 , el sistema anterior puede reescribirse
como

5 olxo+[§ S lxo=[]]r® (4-20)
y(®) =[0 I] x(t) para aceleraciones (4-21)
y(®) =[0 I] x(t) para velocidades (4-22)
y(@)=1[I 0] x(t) para desplazamientos (4-23)

La ventaja de esta nueva expresion (ecuacion 4-20) es que ahora el problema de

autovalores (valores propios) asociado es simétrico y puede plantearse como:

v olloal 4= mllwdl (4-24)

donde ¥ = [¥, ....Wy] es la matriz que contiene los vectores propios del problema

simétrico complejo.
(A*M + 1,C + K)¥; =0 (4-25)
y A es la matriz diagonal de los valores propios del problema simétrico complejo Ai.

En general, los vectores propios pueden escalarse de forma arbitraria pero si los

escalamos del siguiente modo [45, 98]:

T
[wal [ 0llwal =1 (@-26)
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[qi"A]T [I(f _(;4] [Jf;,] =4 (4-27)

Llegamos a las siguientes expresiones que nos permiten calcular las matrices de masa,

amortiguamiento y rigidez del sistema

M= (YA¥T)1 (4-28)
C=-MYAY™M (4-29)
K=—-(¥A1yh)-1 (4-30)

‘Il}il] z(t) las ecuaciones (4-20), (4-21),
(4-22), (4-23) pueden expresarse como se muestra a continuacion

Si realizamos una nueva transformacion x(t) = [

z(t) = Az(t) + PTf (D) (4-31)
y(t) = WA2z(t) + YAYT£() para aceleraciones (4-32)
y(t) = WYAz(t) para velocidades (4-33)
y(t) = Pz(t) para desplazamientos (4-34)

Denominaremos al sistema definido por las ecuaciones anteriores, modelo modal
simétrico. Al sistema definido por las ecuaciones (4-2) y (4-3) lo denominaremos modelo

modal no simétrico.

Si en este punto retomamos el modelo modal no simétrico y realizamos la siguiente
transformacion x(t)=¢0(t) (recordando que ¢ contiene los autovectores del sistemay que
Dc es cero para sistemas mecanicos como son los que nos ocupan en este documento),

obtenemos las siguientes ecuaciones
0(t) = A0(t) + ¢ 1B f(t) (4-35)
y(©) = CcpB(t) (4-36)

Si consideramos los modelos modales simétrico y no simétrico como representaciones
diferentes del mismo sistema dinamico, podemos buscar una matriz diagonal de

transformacion (T), que relacione ambos modelos, es decir:

o(t) =Tz(t) (4-37)
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Obteniendo las siguientes igualdades

TAT 1= A (4-38)
Tl 1B, =YT (4-39)
Cc@T = YA? para aceleraciones (4-40)
CcoT =VYA para velocidades (4-41)
CcoT =Y para desplazamientos (4-42)

Si suponemos que el grado de libertad i-ésimo contiene un sensor y un actuador, el
requisito de co-localizacién junto con el hecho de que la matriz T es diagonal, permite

determinar dicha matriz de manera univoca mediante la siguiente expresion:

En el caso de medir aceleraciones Cc(i,: )PA™2T? = (@ 'B)T (4-43)3
En el caso de medir velocidades Cc(i,))A™'T? = (@ 'B)T (4-44)
En el caso de medir desplazamientos Cc(i,:)oT? = (7 'Be)" (4-45)

Dependiendo de la configuracion de sensores y actuadores la informacion relativa a un
cierto grado de libertad estd embebida ya sea en la matriz de entrada o en el matriz de
salida, por lo que para obtener los vectores propios del modelo modal simétrico (W) para
cada grado de libertad (i)*, emplearemos las ecuaciones (4-40) 6 (4-41) 6 (4-42) en el
caso de tener un sensor (que mida aceleraciones 6 velocidades ¢ desplazamientos

respectivamente) y la expresién (4-39) en el caso de tener un actuador. Es decir,

Cc(i, )T = ¥(i,:)A? (4-46)
en el caso de tener un sensor que mida aceleraciones

Cc(i,))T =Y (i,:)A (4-47)
en el caso de tener un sensor que mida velocidades

Cc(i,:)T =¥(,:) (4-48)

3 (i,:) denota la fila i de la matriz correspondiente
4 Una vez obtenida la matriz de transformacion (T)
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en el caso de tener un sensor que mida desplazamientos
Tl 1B(i,:) = ¥(,:)T (4-49)
en el caso de tener un actuador

Finalmente, a partir de los vectores propios simétricos (%) podemos obtener la matriz de
masa (M) (y asi poder calcular los modos normalizados) mediante la ecuacién (4-28) y
calcular las matrices de amortiguamiento (C) y rigidez (K) mediante las ecuaciones (4-
29) y (4-30).
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4.3. Escalado de los modos de vibracion a partir de
la funcion de respuesta en frecuencia

La funcién de transferencia de un sistema amortiguado de multiples grados de libertad
puede ser formulada a partir de las ecuaciones del movimiento en términos de las matrices

de masa, rigidez y amortiguamiento.
Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t); (4-50)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion anterior, y asumiendo condiciones

iniciales nulas, resulta
(s?M + sC + K)U(s) = F(s); (4-51)
donde U(s) = fom e Stu(t)dt es latransformada de Laplace de los desplazamientos

y F(s)= | 0°° e Stf(t)dt es latransformada de Laplace de la fuerza

y s es una variable subsidiaria, en este caso s=jw.
Si se define la matriz dinamica del sistema, como:

B(s) = (s?M + sC + K) (4-52)
La ecuacidn (2-116) se reescribe como

B(s)U(s) = F(s) (4-53)
O lo que es lo mismo

U(s) =B(s)™1- F(s) (4-54)

Y podemos definir la matriz funcién de transferencia o funcion compleja de respuesta
en frecuencia (H(s)) (que relaciona la respuesta del sistema con las fuerzas excitadoras

de la misma) a partir de la matriz dindmica del siguiente modo:

H(s) = [B(s)I™' =U(s) - [F(s)] ™ (4-55)
En general
Hpy(s) = Z:((;) (4-56)
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donde p es el grado de libertad de salida y q es el grado de libertad de entrada (orientacién

y posicion fisica)s.

De este modo, la obtencion de una columna de la matriz funcion de transferencia (H(s))
se lleva a cabo midiendo la respuesta dinamica en distintos puntos (Up) manteniendo un
excitador en una posicion fija (Fg). También se puede obtener la fila de la matriz funcion
de transferencia —H(s)— midiendo la respuesta dindmica en un punto fijo (Up)

desplazando el excitador a distintos puntos (Fq).

Otra forma de expresar cada uno de los términos de la matriz funcion de transferencia,

usando coeficientes escalares (a y ), es la siguiente:

_ Ba(S) +Bn-1(S)" -+ B1(5) +Bo(s)° )

Hpa(8) = s P r b (T (5 (-7
Siendo las raices del polinomio del denominador los denominados polos de la funcién de
transferencia o autovalores (1), dicho denominador puede expresarse como producto de
sus raices y también puede descomponerse en fracciones parciales, tal y como se indica

a continuacion:

[A;qi] (4-58)

Hyg(5) = S, Load 4 o0

=1 (s-2)

donde, i es el nimero de modos, Apgi Son los residuos asociados al polo (autovalor) Ai, y

()* indica el complejo conjugado.

Dichos residuos pueden expresarse en funcion de los modos de vibracion (¢) del

siguiente modo:

Apqi = Qibpidqi (4-59)
siendo Qi el coeficiente de escalado del modo de vibracion ¢.
Por ello,

Q;d);ifi’;i
(s-27)

Hpq (s) = ZN QiPpidgi + (4-60)

=1 (s-1y)

5> El modelo matemético que se describe corresponde a la medida de desplazamientos, en el caso de que se
midan velocidades, es necesario que los datos velocidad/fuerza se dividan entre jw. Si se miden
aceleraciones, los datos aceleracién/fuerza deben dividirse entre (jw)?.
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Teniendo en cuenta todo lo anterior se puede establecer una relacion entre el residuo y la

masa modal, distinguiendo dos casos:

e Amortiguamiento proporcional (incluye el caso sin amortiguamiento).

e Amortiguamiento no proporcional.

Amortiguamiento proporcional

Para el primer caso (amortiguamiento proporcional) dicha relacion se obtiene teniendo en
cuenta que  B[S]-H[S]=[11° v A,qi = Qidpidq- Realizando varias operaciones
matematicas [96] se llega a la siguiente expresion

1 _ Ppidqi

2jwpiQ;  j2Apqiwpi

(4-61)

i
recordando que wpi es la frecuencia natural amortiguada para el modo i.

Como es sabido, los modos de vibracion pueden escalarse de varias formas, pero
escogiendo el escalado de forma que el mayor coeficiente modal sea igual a 1 se obtiene
un resultado en el que la masa calculada segun la ecuacién (4-63) tiene un significado
fisico. Este significado fisico es que la cantidad de masa calculada bajo estas condiciones
sera un namero entre 0 y la masa total del sistema que puede verse como la cantidad de

masa que participa en cada modo de vibracién (masa modal).

Para obtener el valor de Qi, una vez escalados los modos de vibracion, solo es necesario
disponer de un grado de libertad (por ejemplo q) en el que dispongamos de un sensor y

un actuador (dicho punto se denomina driving point de la FRF) ya que se cumple que,
Agqi = Qibqitqi = Qiba; (4-62)

Una vez que la masa modal es conocida, se puede obtener el amortiguamiento modal y la

rigidez modal del siguiente modo:
Cl' = ZO'iMi (4-63)

K; = (6} +wpH)M; = w;*M; (4-64)

6111 es la matriz identidad
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Amortiguamiento no proporcional

En un sistema con amortiguamiento no proporcional, las ecuaciones del movimiento se
acoplan cuando se formulan en el espacio fisico de dimension N. Sin embargo, las
ecuaciones del movimiento pueden ser desacopladas cuando se formulan en el espacio de

estados de dimension 2N.

Si retomamos el problema de autovalores simétrico y la ecuacion (4-22) y denominamos:

a=[y 4 (4-65)
y
B= [’g 9 (4-66)

Podemos expresar un conjunto de relaciones de ortogonalidad para las matrices del

sistema (en este caso A y B) similar al caso de sistemas sin amortiguamiento.

YiAYP; =0 (4-67)
Y/BY; =0 (4-68)
YIAY; = My, (4-69)
YiBY; = My, (4-70)

Siendo ¥ los modos de vibracién del modelo de espacio de estados de dimensién 2N

¢

W= [/W])’ Mai un término que se denomina modal A y Mg; otro término que se

denomina modal B y que tienen las mismas propiedades respectivamente que la masa
modal y la rigidez modal para los casos sin amortiguamiento y con amortiguamiento

proporcional.

Siempre que los vectores modales (modos de vibracion) sean complejos, las magnitudes
modal A y modal B deben ser utilizadas para proporcionar el escalado modal en el caso
de sistemas con amortiguamiento no proporcional, cumpliendose que

— Mai
J2wpi

(4-71)

i
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1 bpibqi
My = £ = 2o @72)

76






CAPITULO 5. APLICACION Y
RESULTADOS




Capitulo 5. Aplicacion y resultados

El capitulo se estructura en dos apartados; en el primero de ellos se describe el proceso
de modelizacion y ajuste de la pasarela completa y los resultados obtenidos, y en el
segundo se describe la validacion de las técnicas de escalado descritas en el capitulo

anterior y los resultados alcanzados al aplicarlas a la pasarela objeto de estudio.

En el caso de la modelizacion de la pasarela completa, se comparan las primeras
frecuencias verticales de vibracion y formas modales obtenidas numéricamente, con las

presentadas en un trabajo de tesis anterior [2] y que sirven de referencia.

En el caso de las técnicas de escalado propuestas se procede a su validacion aplicandolas
a dos casos tedricos y posteriormente se obtienen las primeras frecuencias verticales, las

masas modales y los modos de vibracién normalizados.
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5.1. Resultados de 1a modelizacion de 1a Pasarela del

Museo de la Ciencia

5.1.1. Modelado de la pasarela

La PMC es una estructura en servicio situada en Valladolid sobre el rio Pisuerga. Dicha
estructura, concebida como una cesta de pescar, esta formada por cuatro vanos, tres de
celosias metéalicas formando una seccion transversal hexagonal y un vano de hormigon
blanco. Este Gltimo es muy rigido por lo que no se considera en el analisis objeto del

presente trabajo.

La estructura del tramo metélico de la pasarela (vanos 2, 3 y 4) consiste en una celosia
tubular tridimensional de seccidn transversal hexagonal, que en el vano 3 se sitta en el
interior de otra celosia formada por cables pretensados longitudinales y transversales.
Ambas celosias se enlazan mediante radios tubulares que permiten mantener la forma de
los cables y aumentar su excentricidad en el centro del vano. La seccion transversal es un

hexagono irregular cuya inclinacién y dimensiones cambian a lo largo del puente [88].

Figura 5-1. Celosia tubular tridimensional de seccion transversal hexagonal.

En cuanto al pretensado transversal, cada seccidén hexagonal del vano 3 (son 15) consta
de un tenddn periférico en forma de hexagono, cuyos vértices son los extremos de los seis
radios. El pretensado longitudinal consta de seis tendones que pasan por los extremos de
los radios de las secciones transversales [89].Se ha modelizado la estructura de forma que

los nudos que conforman tanto el hexagono exterior y el interior sean coplanarios.
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Figura 5-2. Seccion transversal del pretensado del vano 3.

La estructura principal esta formada por perfiles tubulares de seccion circular. El didametro
de los perfiles longitudinales es de 273 mm y las diagonales son perfiles de didmetro 135
mm. Los montantes y radios son perfiles tubulares de seccion cuadrada de dimensiones

200 mm x 200 mm.

|
S |

———
|
=

Figura 5-3. Estructura principal.

Las secciones de la estructura del tablero, constituida por travesafios y elementos de
arriostramientos, son cuadradas de dimensiones 120 mm x 100 mm y 120 mm x 120 mm

respectivamente.

Figura 5-4. Estructura del tablero.
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Los apoyos centrales son dos torres constituidas por celosias resueltas también con

perfiles tubulares de 355 mm de diametro.

Figura 5-5. Apoyo central.

En cuanto a las propiedades del acero se ha considerado un modulo de elasticidad de
2,1-10™ N/m?, un coeficiente de Poisson igual a 0,3 y una densidad de 7.700 Kg/m®.

La modelizacion de la estructura se ha realizado mediante el programa ANSY 'S mediante
dos tipos de elementos: BEAM188 para simular los perfiles tubulares, definiendo para
cada tipo las secciones indicadas anteriormente y LINK180 para los tendones de
pretensado. En el caso del pretensado longitudinal se ha impuesto que los movimientos
en la direccion lateral y vertical de los nudos que lo modelizan sean iguales a los de los
nudos que representan los extremos de los radios de las secciones transversales. La fuerza

de pretensado se ha modelizado mediante el comando INISTATE.

La principal dificultad en la definicion geométrica de la pasarela ha sido la modelizacion
del pretensado, principalmente por la eleccion del tipo de elemento y de las conexiones
de éste con el resto de la estructura con el fin de que la transmisién de esfuerzos se

realizara de forma realista.

En cuanto a los apoyos, la estructura se considera apoyada en las torres centrales y

empotrada en los extremos del tablero. Las bases de las torres se suponen empotradas.
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Figura 5-6. Vista general del modelo completo de la pasarela en ANSYS.

Se ha seleccionado para el analisis modal realizado el método de Block Lanczos.

5.1.2. FEM Updating

A continuacion se exponen los resultados que se han extraido de un estudio anterior [2] y
que se emplearan para el ajuste del modelo de elementos finitos de la pasarela. En el caso
del OMA realizado en el mismo, los pardmetros modales se identificaron empleando tres
algoritmos en el dominio de la frecuencia: FDD (Frequency Domain Decomposition),
EFDD (Enhanced Frequency Domain Decomposition) y CFDD (Curve-Fit Frequency

Domain Decomposition). Se obtuvieron los siguientes resultados [2]:

FDD EFDD CFDD
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
1.245 1.243 1.257
2.759 2.763 2.765
3.516 3.514 3.515
4.785 4,792 4,792

Tabla 5-1. Valores de frecuencia de los primeros modos de flexion de la pasarela obtenidos con el OMA.

En la siguiente figura se muestran los cuatro primeros modos de la pasarela completa [2]:
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a) Primer modo b) Segundo modo

c) Tercer modo d) Cuarto modo

Figura 5-7. Primeros cuatro modos verticales de vibracion de la pasarela obtenidos experimentalmente.

Debido a la mayor susceptibilidad del vano 2 de la pasarela, se realiz6 un EMA en éste
identificando, entre otros, la masa modal vertical. Se realizaron asimismo en este mismo
estudio [2] varias estimaciones de dicha masa modal empleando diferentes algoritmos,

presentandose en la siguiente tabla los resultados obtenidos.

METODO MASA MODAL (kg)
Programa OROS 16983
Algoritmo en frecuencia 17950
Algoritmo en el tiempo 18060
Ajuste de la curva FRF 17900
Aumento de la respuesta 17500

Tabla 5-2. Estimaciones de masa modal del tercer modo vertical.

Para el FEM Updating del modelo de la pasarela se emplearon todos los datos

experimentales disponibles para los cuatro primeros modos verticales de vibracion de la
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pasarela completa y que se han expuesto anteriormente, esto es, las frecuencias y las
formas modales de dichos modos y la masa modal en el caso particular del 3° modo de

vibracion de la pasarela completa.

Se emple6 un esquema iterativo que nos permitié analizar y seleccionar aquellos
parametros fisicos cuyo efecto era més relevante para que las frecuencias y las formas
modales de nuestro modelo se aproximaran lo méas posible a las obtenidas
experimentalmente. En nuestro caso se comprobd que el tipo de apoyos (rigideces de los
mismos) y la masa eran las variables que mayor influencia tenian en el ajuste una vez

modelizada la geometria del tablero.

En el primer caso ha sido necesario, para obtener un ajuste adecuado, la modelizacion
completa de las torres de celosia que sirven de apoyo central ya que la sustitucion de éstas
por simples apoyos, empotramientos y/o muelles (longitudinales y/o rotacionales) no ha
dado buenos resultados. En el caso de la masa, ha sido la principal variable que ha
afectado al ajuste, no sélo de la frecuencia y la forma modal sino también de su masa

modal.

5.1.3. Resultados

Los resultados obtenidos con el modelo para los primeros cuatro modos son los que a

continuacion se reflejan:

Figura 5-9. Segundo modo vertical: f, = 2.842 Hz obtenido con el modelo en ANSYS.
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Figura 5-10. Tercer modo vertical: f3 = 3.662 Hz obtenido con el modelo en ANSYS.

= =
=

Figura 5-11. Cuarto modo vertical: f4 = 4.914 Hz obtenido con el modelo en ANSYS.

Tal y como puede comprobarse las formas modales del modelo son equivalentes a los
obtenidos experimentalmente en [2]. Por otra parte, la siguiente tabla comparativa
muestra que en todos los casos se obtienen diferencias menores del 5% en las frecuencias

lo que indica una buena correspondencia del modelo.

Modo fmer | fmer — frop | /fver | fmer — ferop | /fver | fmer — ferop | /fmer
(Hz) (%) (%) (%)
1 1.224 1.72 1.55 2.70
2 2.842 2.92 2.78 2.71
3 3.662 3.99 4.04 4.01
4 4,914 2.63 2.48 2.48

Tabla 5-3. Comparativa entre las frecuencias obtenidas experimentalmente y las obtenidas mediante la

modelizacion de la pasarela en ANSYS.

En el caso de la masa modal del primer modo del vano 2 se ajust6 a un valor de 18057 kg
que corresponde aproximadamente al valor méximo que se ha obtenido en las
estimaciones experimentales. La diferencia en porcentaje con respecto al resto de las

estimaciones no supera el 6%.
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5.2.  Resultados obtenidos aplicando las
metodologias propuestas

Empleando los registros del EMA realizados en el vano 2 en [99, 100] se calcularon las
masas modales y los modos normalizados asociados a cada modo de vibracién de dicho
vano mediante dos técnicas de escalado. Ambas parten de la informacion obtenida al
aplicar el método SSI, consistiendo la primera de ellas en la resolucion de un problema
simétrico de valores propios y la segunda en el escalado de los modos de vibracion a partir
de la estimacién de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la
Funcién de Respuesta en Frecuencia (FRF) de las mediciones. Aplicando ambas técnicas
se calcularon las masas modales y los valores de los modos normalizados respecto a la
matriz de masa en los puntos L/3, L/2 y 2L/3 del vano 2 (L=51 m). Las metodologias se
han validado previamente mediante un primer problema numérico pero suficientemente
general (viga biapoyada) y posteriormente se han aplicado a un ejemplo general més
complejo (viga continua de tres vanos) y a la estructura objeto de este estudio,

presentando a continuacion los valores de los parametros logrados.

5.2.1. Problema simétrico de valores propios

Tal y como hemos indicado anteriormente la metodologia consiste en identificar el
sistema en base a un modelo de espacio de estados a partir de los datos de respuesta,
después se determinan los factores de escala dados por la matriz diagonal T y los vectores
propios y y finalmente se estiman las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del
modelo de segundo orden (M, C y K respectivamente) lo que nos permite calcular todos

los pardametros modales.

Resultados de la validacion (viga biapoyada)

El problema planteado consiste es una viga biapoyada de longitud L=10,4 m, modulo de
Young E=2.1-10" Pa, densidad p=7850 kg/m?, inercia 1,=604-10®% m* y seccion
transversal de area A=53.8-10* m?2. Se supone un factor de amortiguamiento de 0.5%
para cada uno de los modos de vibracion de dicha viga. Se simula mediante herramienta

matematica de manera que se obtienen las aceleraciones en las posiciones L/4, L/2 y 3L/4
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(y1, Y2 e ys respectivamente) cuando se aplica una fuerza externa conocida igual a

f(t)=102sin(2x¢) en la seccion correspondiente a L/4.

A continuacion se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los
factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M) correspondientes a los

tres primeros modos asi como los mismos valores calculados analiticamente.

Estimado Analitico
modo fi (Hz) & (%) Mi (kg) fi (Hz) & (%) Mi (kg)
1 2.52 0.5 219.7 2.52 0.5 219.6
2 10.06 0.5 216.9 10.07 0.5 219.6
3 22.61 0.5 194.1 22.65 0.5 219.6

Tabla 5-4. Comparativa entre los parametros modales estimados mediante el problema simétrico de

valores propios y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).

Por altimo, se presentan los modos de vibracion y los modos de vibracion normalizados
respecto a la matriz de masa estimados aplicando la metodologia descrita y los calculados

analiticamente.

Estimado Analitico
modo 1 2 3 1 2 3
Y1 0.7071 -1.0 -0.707 0.7071 -1.0 -0.7071
y2 1.0 0 1.0 1.0 0.0 1.0
Y3 0.7071 1.0 -0.707 0.7071 1.0 -0.7071

Tabla 5-5.- Comparativa entre los modos de vibracion estimados mediante el problema simétrico de

valores propios y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).
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Estimado Analitico

modo 1 2 3 1 2 3

V1 0.0477  -0.0674 -0.0506  0.0477 -0.0675  -0.0477
V2 0.0675 0.0 0.0718  0.0675 0.0 0.0675
Y3 0.0477  0.0674 -0.0506  0.0477 0.0675 -0.0477

Tabla 5-6.- Comparativa entre los modos de vibracion normalizados estimados mediante el problema

simétrico de valores propios y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).

Se observa en estas tablas que los resultados para el tercer modo de vibracion son menos

precisos, esto se debe a que el tipo de carga aplicada no es capaz de excitar el tercer modo.

Resultados del ejemplo (viga continua de tres vanos)
El ejemplo consiste en una viga continua de tres vanos tal y como muestra la siguiente

figura.

fu(e) -
I £l
Mﬁl@ B2 () I“_—gzjys(t) s L e =

| Iy Lo | Ls ‘

I I 1

Figura 5-12. Viga continua que se emplea como ejemplo de aplicacion de la metodologia descrita.

La longitud de cada uno de los vanos es: L1=8 m, L>=10 m y L3=5 m. Las propiedades
del material son: médulo de Young E=2.1-10* Pa, densidad p=7850 kg/m?. En cuanto a
la seccion transversal el area es igual a A=53.8-10* m? y el momento de inercia es igual
a 1,=604-108 m*.

De la resolucion analitica del problema de analisis modal de dicha viga se obtienen los
modos de vibracién y frecuencias propias. Posteriormente se aplica una fuerza de tipo
armonico igual a fi(t)=10%sin(2xt) en la seccion que indica la figura 5-12. Asimismo se
asume un factor de amortiguamiento del 0.5% para cada uno de los modos de vibracion
y se calcula la respuesta dinamica de la estructura mediante el método de superposicién
modal (se consideran los seis primeros modos calculados anteriormente) con el objeto de

generar los registros de aceleraciones en los puntos de la estructura indicados en la figura

89



Capitulo 5. Aplicacion y resultados

5-12 de un minuto de duracion con un tiempo de muestreo Ts=0.005 s, para poder
posteriormente emplear dichos registros, junto con el de la fuerza aplicada, como punto
de partida en la aplicacion de la metodologia propuesta. La idea es contar con la misma
informacién (registros de aceleraciones y de fuerza aplicada) que en el EMA segun el

esquema de la figura anterior.

Como ya hemos indicado anteriormente, se identifica el sistemay con el modelo obtenido
en el espacio de estados se aplica la metodologia expuesta y se obtienen las estimaciones

que se resumen a continuacion.

En la tabla siguiente se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los
factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M) correspondientes a los

cuatro primeros modos asi como los mismos valores calculados analiticamente.

Estimado Analitico
modo fi (Hz) & (%) Mi (kg) fi (Hz) & (%) Mi (kg)
1 3.75 0.50 146.6 3.75 0.50 146.5
2 5.93 0.50 154.1 5.93 0.50 154.6
3 11.69 0.49 116.3 11.69 0.50 124.9
4 15.80 0.57 151.7 15.55 0.50 119.8

Tabla 5-7. Comparativa entre los parametros modales estimados mediante el problema simétrico de

valores propios y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).

Por ultimo, se presentan en las siguientes tablas los modos de vibracién y los modos de
vibracion normalizados respecto a la matriz de masa aplicando la metodologia descrita y

los calculados analiticamente.
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Estimado Analitico

modo 1 2 3 4 1 2 e 4

Vi -0.4783 -0.8203 0.1317 0.0707 -0.4783 -0.8203 0.1315 0.0485
Y2 0.6467 -0.2691 0.5576 0.3871 0.6467 -0.2690 0.5578 0.3632
Y3 0.5797 -0.4832 -0.3897 -0.5288 0.5797 -0.4831 -0.3902 -0.5229
ys -0.1297 0.1456 07210 -0.7520 -0.1297 0.1456 0.7206 -0.7696

Tabla 5-8.- Comparativa entre los modos de vibracion estimados mediante el problema simétrico de

valores propios y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).

Estimado Analitico

modo 1 2 3 4 1 2 3 4

y;  -0.0395 0.0661 0.0123 -0.0061 -0.0395 0.0660 0.0118 -0.0044
Y2 0.0534 0.0217 0.0521 -0.0350 0.0534 0.0216 0.0499 -0.0332
Y3 0.0479 0.0389 -0.0364 0.0475 0.0479 0.0389 -0.0349 0.0478
ys -0.0107 -0.0177 0.0672 0.0650 -0.0107 -0.0117 0.0645 0.0703

Tabla 5-9.- Comparativa entre los modos de vibracion normalizados estimados mediante el problema

simétrico de valores propios y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).

Se observa en estas tablas que los resultados estimados para el tercer y cuarto modo de
vibracion difieren ligeramente de los analiticos, que puede deberse a que su participacién
en la respuesta dindmica bajo la fuerza arménica propuesta es pequefia y por lo tanto la

incertidumbre grande.

Resultados de la pasarela

En los EMA que se han realizado para la estimacion de los parametros modales del vano
2 de la pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid, se ha empleado una fuerza de
excitacion generada por un excitador electrodindmico colocado en el centro de dicho
vano. Se ha utilizado un barrido continuo en frecuencia entre 2.5 y 4.5 Hz para excitar el
primer modo de vibracion. Se utilizaron 3 acelerdmetros piezoeléctricos colocado en la
linea central del vano 2 de la pasarela en las posiciones (1/3, 1/2, 2/3)-L, siendo L=51 m.

Se han llevado a cabo un total de nueve test.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos al aplicar esta metodologia en la

estructura objeto de estudio y que actualmente esta en servicio [99].
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En la siguiente tabla se recogen los valores medios estimados de las frecuencias propias
(fi), los factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M;) correspondientes
a los tres primeros modos asi como el valor correspondiente de la desviacion tipica de
cada magnitud (o, o, omi).

modo fi (Hz) oti (Hz) &i (%0) o (%) Mi(kg)  owi (kg)

1 3,50 0,0088 0,64 0,3630 17605,0 1028,0
2 7,32 0,1882 4,45 3,9991 13120,3 3656,1
3 9,23 0,1073 1,43 11121 149759,9  45246,8

Tabla 5-10. Valores medios y desviacion tipica de los pardmetros modales estimados mediante el

problema simétrico de valores propios.

El subindice 1 corresponde a la posicion L/3, el subindice 2 a la posicion L/2 y el
subindice 3 a la posicion 2L/3.

Se indican los tres primeros modos de vibracion asociados a las masas generalizadas

estimadas en la tabla siguiente mediante valor medio y desviacion de cada una de las
coordenadas.

modo 1 2 3 modo 1 2 3

Vi 0,5146  1,0000 -0,9643 Oy1 0,0067 0,0000 0,0801
Y2 1,0000 0,3114  0,8966 oy2 0,0000 0,0636 0,1352
Y3 0,7636  -0,7001 -0,5073 oy3 0,0067 0,1812 0,1376

Tabla 5-11.- Modos de vibracion estimados mediante el problema simétrico de valores propios.

Por altimo, se presentan los modos de vibracién normalizados respecto a la matriz de
masa que son los que se utilizan para simular la respuesta dinamica de la pasarela

mediante el método de superposicion modal.

92



Capitulo 5. Aplicacion y resultados

modo 1 2 3 modo 1 2 3

Vi 0,0039  0,0090 -0,0026 Oy1 0,0001 0,0013 0,0004
Y2 0,0075  0,0028  0,0024 Oy2 0,0002 0,0006 0,0004
Vs 0,0058 -0,0062 -0,0013 Oy3 0,0002 0,0014 0,0004

Tabla 5-12.- Modos de vibracién normalizados estimados mediante el problema simétrico de valores

propios.

Aprovechando que el modelo de elementos finitos de la pasarela nos proporciona los
modos de vibracion normalizados respecto a la matriz de masa para el tercer modo de la
pasarela completa, analizamos la correspondencia mediante el calculo del MAC entre los
valores obtenidos analitica y experimentalmente para dicho modo (que ademas es el que

se ha obtenido con mayor precision) y que reflejamos en la siguiente tabla comparativa:

Técnica de obtencion de los modos Coordenadas

normalizados L/3 L/2 2L/3 MAC
Modelo ANSYS 0.0069 0.0074 0.0055
Problema simétrico de valores 0.0039 0.0075 0.0058 0.938

propios
Tabla 5-13. Valores de MAC comparando los modos normalizados obtenidos numéricamente y los

experimentales obtenidos mediante el problema simétrico de valores propios.

5.2.2. Escalado de los modos de vibracion a partir de la funcion de

respuesta en frecuencia

En este caso la metodologia se resume en tres pasos: identificacion del sistema en base a
un modelo de espacio de estados a partir de los datos de respuesta, calculo de los
parametros modales y finalmente escalado de los de vibracion a partir de la estimacion

de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la FRF de las mediciones.

Resultados de la validacion (viga biapoyada)
El problema planteado es el mismo que el descrito en el mismo subapartado del punto
5.2.1.

A continuacion se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los
factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M) correspondientes a los

tres primeros modos asi como los mismos valores calculados analiticamente.
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Estimado Analitico
modo fi (Hz) & (%) Mi (kg) fi (Hz) & (%) Mi (kg)
1 2.52 0.5 2195 2.52 0.5 219.6
2 10.07 0.5 215.2 10.07 0.5 219.6
3 22.65 0.5 186.2 22.65 0.5 219.6

Tabla 5-14. Comparativa entre los pardmetros modales estimados mediante el escalado a partir de la FRF

y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).

Por altimo, se presentan los modos de vibracion y los modos de vibracion normalizados
respecto a la matriz de masa estimados aplicando la metodologia descrita y los calculados

analiticamente.

Estimado Analitico
modo 1 2 3 1 2 3
Y1 0.7071 -1.0 -0.7071  0.7071 -1.0 -0.7071
y2 1.0 0 1.0 1.0 0.0 1.0
Y3 0.7071 1.0 -0.7071  0.7071 1.0 -0.7071

Tabla 5-15.- Comparativa entre los modos de vibracion estimados mediante el escalado a partir de la FRF

y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).

Estimado Analitico

modo 1 2 3 1 2 3

Vi 0.0477  -0.0682 -0.0518 0.0477 -0.0675  -0.0477
Y2 0.0675 0.0 0.0733  0.0675 0.0 0.0675
Y3 0.0477  0.0682 -0.0518 0.0477 0.0675 -0.0477

Tabla 5-16.- Comparativa entre los modos de vibracion normalizados estimados mediante el escalado a

partir de la FRF y los obtenidos analiticamente (viga biapoyada).

Se observa en estas tablas que los resultados para el tercer modo de vibracion son menos

precisos, esto se debe a que el tipo de carga aplicada no es capaz de excitar el tercer modo.

Resultados del ejemplo (viga continua de tres vanos)

El ejemplo corresponde al descrito en el mismo subapartado del punto 5.2.1.
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A continuacion se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los

factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M) correspondientes a los

cuatro primeros modos asi como los mismos valores calculados analiticamente.

Estimado Analitico
modo fi (Hz) & (%) Mi (kg) fi (Hz) & (%) Mi (kg)
1 3.75 0.5 350.5 3.75 0.5 350.2
2 5.93 05 228.7 5.93 0.5 229.7
3 11.69 0.5 220.8 11.69 0.5 240.4
4 15.68 0.9 192.0 15.55 0.5 202.3

Tabla 5-17. Comparativa entre los pardmetros modales estimados mediante el escalado a partir de la FRF

y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).

Por ultimo, se presentan en las siguientes tablas los modos de vibracién y los modos de

vibracion normalizados respecto a la matriz de masa aplicando la metodologia descrita y

los calculados analiticamente.

Estimado Analitico
modo 1 2 3 4 1 2 3 4
yp  -0.7398 1.0 0.1820 -0.0668 -0.7395 1.0 0.1825 -0.0630
Y2 1.0 0.3279 0.7774 -0.4947 1.0 0.3279 0.7741 -0.4719
V3 0.8962 0.5889 -0.5456 0.7022 0.8964 0.5889 -0.5415 0.6794
Ya -0.2004 -0.1775 1.0 1.0 -0.2006 -0.1775 1.0 1.0

Tabla 5-18.- Comparativa entre los modos de vibracion estimados mediante el escalado a partir de la FRF

y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).
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Estimado Analitico

modo 1 2 3 4 1 2 e 4

Vi -0.0395 0.0661 0.0122 -0.0048 -0.0395 0.0660 0.0118 -0.0044
Y2 0.0534 0.0217 0.0523 -0.0357 0.0534 0.0216 0.0499 -0.0332
Y3 0.0479 0.0389 -0.0367 0.0507 0.0479 0.0389 -0.0349 0.0478
ys -0.0107 -0.0177 0.0673 0.0722 -0.0107 -0.0117 0.0645 0.0703

Tabla 5-19.- Comparativa entre los modos de vibracion normalizados estimados mediante el escalado a

partir de la FRF y los obtenidos analiticamente (viga continua de tres vanos).

Se observa en estas tablas que los resultados estimados para el tercer y cuarto modo de
vibracion difieren ligeramente de los analiticos, que puede deberse a que su participacién

en la respuesta dinamica es pequefia y por lo tanto la incertidumbre mayor.

Resultados de la pasarela
Como en las secciones anteriores el caso estudiado corresponde al descrito en el mismo

subapartado del punto 5.2.1.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos al aplicar esta metodologia en la

estructura objeto de estudio y que actualmente esta en servicio [100].

En la siguiente tabla se recogen los valores medios estimados de las frecuencias propias
(fi), los factores de amortiguamiento (&) y las masas generalizadas (M) correspondientes
a los tres primeros modos asi como el valor correspondiente de la desviacion tipica de

cada magnitud (%, oz, omi).

modo fi (Hz) afi (Hz) & (%) o (%) M (kg) ovi (Kg)

1 3.50 0.0088 0.64 0.3630 17814.9 952.9
2 7.32 0.1882 4.45 3.5991 13705.9 8384.2
3 9.23 0.1073 1.43 1.1121 155695.4  56434.7

Tabla 5-20. Valores medios y desviacion tipica de los parametros modales estimados mediante el

escalado a partir de la FRF.

El subindice 1 corresponde a la posicién L/3, el subindice 2 a la posicion L/2 y el

subindice 3 a la posicion 2L/3.

96



Capitulo 5. Aplicacion y resultados

Se muestran los tres primeros modos de vibracion asociados a las masas generalizadas
estimadas en la tabla siguiente mediante valor medio y desviacion de cada una de las

coordenadas.

modo 1 2 3 modo 1 2 3

Vi 0.5142  1.0000 -0.9267 Gyl 0.0050 0.0000 0.1739
Y2 1.0000 0.2384  0.8983 Gy2 0.0000 0.1821 0.1247
Y3 0.5951 -0.6618 -0.6207 Oy3 0.0082 0.1979 0.1445

Tabla 5-21. Modos de vibracidn estimados mediante el escalado a partir de la FRF.

Por altimo, se presentan los modos de vibracion normalizados respecto a la matriz de
masa que son los que se utilizan para simular la respuesta dindmica de la pasarela

mediante el método de superposicion modal.

modo 1 2 3 modo 1 2 3

Vi 0.0039  0.0096 -0.0025 Oy1 0.0001 0.0029 0.0007
Y2 0.0075  0.0019  0.0023 Oy2 0.0002 0.0020 0.0004
Y3 0.0045 -0.0060 -0.0016 Gy3 0.0001 0.0019 0.0004

Tabla 5-22. Modos de vibracion normalizados estimados mediante el escalado a partir de la FRF.

Como en el apartado anterior, aprovechando que el modelo de elementos finitos de la
pasarela nos proporciona los modos de vibracion normalizados respecto a la matriz de
masa para el tercer modo de la pasarela completa, analizamos la correspondencia entre
los valores obtenidos analitica y experimentalmente mediante el calculo del MAC para
este modo (que ademas es el que se ha obtenido con mayor precision) y que reflejamos

en la siguiente tabla comparativa:

Técnica de obtencién de los modos Coordenadas MAG
normalizados L/3 L/2 2L/3
Modelo ANSYS 0.0069 0.0074 0.0055

Escalado a partir de la estimacion
de los residuos de la
descomposicién en fracciones 0.0039 0.0075 0.0045 0.944
parciales de la Funcién de
Respuesta en Frecuencia (FRF)
Tabla 5-23. Valores de MAC comparando los modos normalizados obtenidos numéricamente y los

experimentales empleando el escalado a partir de la FRF.
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Capitulo 6. Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo de elementos finitos de la Pasarela del Museo de la Ciencia
de Valladolid mediante el software ANSYS para obtener las frecuencias y los modos de
vibracion de la misma. Para ello se han estudiado y posteriormente empleado los
elementos mecanicos que mejor representan el comportamiento real de la estructura, en

especial el pretensado.

Asimismo, durante el proceso de modelizacion se han analizado las variables que mas
influyen en el ajuste de las frecuencias analiticas con los resultados experimentales,
seleccionando las méas importantes y actuando sobre las mismas para su obtencion. En
concreto, para el caso estudiado, se ha constatado la importancia de la correcta simulacién

de las rigideces de los apoyos y de la masa.

Por otra parte, se ha estudiado la validez de la aplicacién de dos técnicas: problema
simétrico de valores propios y escalado de los modos de vibracion a partir de la estimacién
de los residuos de la descomposicién en fracciones parciales de la FRF, para la obtencion
de los principales parametros modales —incluidas las masas modales o los modos
normalizados respecto a la matriz de masa— de la pasarela. Estas parten de la técnica de
identificacion en el subespacio estocastico, el método de identificacion mas utilizado
actualmente, con una minima informacion experimental respecto a la entrada y sin

necesidad de modelos computacionales complejos.
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6.1. Modelo de elementos finitos de la pasarela
completa

A la vista de los resultados obtenidos se puede llegar a la conclusion de que el modelo de
elementos finitos representa de forma bastante precisa los pardmetros modales
(frecuencias y modos de vibracion) de la estructura a pesar de la complejidad geométrica
de la misma y considerando la multitud de factores —y errores inherentes a ellos- que

intervienen tanto en la obtencion de los resultados numéricos como los experimentales.

Durante el proceso de modelizacion y ajuste se ha corroborado la idea, ya mencionada,
de que no existe ningun procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser
formulado para todos los casos. No obstante, el proceso de actualizacion del modelo
mecanico nos ha permitido comprobar qué elementos tienen una mayor influencia en el
ajuste de las frecuencias y los modos y cuales apenas afectan. En este caso la solucién ha
dependido de los pardmetros y constantes seleccionados —masa del vano 2 y rigideces de
los apoyos intermedios— asi como de la técnica empleada —meétodo iterativo con uso de

datos modales—.

El mayor interés de hacer modelados realistas y completos radica en que el analisis del
proceso de modelizacién y ajuste puede realizarse sobre variables con significado fisico
(masa, pretensado, condiciones de apoyo...), que nos permitirad estudiar como las
variaciones en dichos factores afectan al comportamiento global de la estructura. Todo el
conocimiento generado puede ser aplicado al disefio de otras estructuras similares o a
modificaciones del disefio original de la estructura estudiada. Por otra parte, en los
modelados parciales se deben realizar un mayor namero de hipétesis simplificativas que
incrementan la incertidumbre en relacion, entre otros, a la interpretacion de los resultados

obtenidos.
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6.2.  Meétodos de escalado propuestos

Analizados los resultados experimentales obtenidos aplicando las dos técnicas propuestas
—problema simétrico de valores propios y escalado de los modos de vibracion a partir de
la estimacidn de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la FRF—,
la primera conclusion que merece la pena resefiar, por la relevancia que tiene sobre el
resto de las interpretaciones de los datos resultantes, es que s6lo se pueden obtener con
precision los parametros modales que corresponden a los modos de vibracidén que seamos
capaces de excitar. Aunque ldgica, esta conclusion ha de estar siempre presente tanto en
la planificacion de las pruebas como en el postprocesado de los registros. También se
debe tener en cuenta que la incertidumbre en los resultados sera mayor a medida que la

participacion en la respuesta dindmica de los modos sea menor.

Relativo a la precision en la estimacion de los modos de vibracion normalizados respecto
a lamatriz de masa, se considera que es suficiente, teniendo en cuenta ademas la dificultad
que tiene su obtencidn a partir de los registros experimentales, ya que en los métodos de
identificacion de sistemas no se tiene en ninglin momento una expresién explicita de la
matriz de masa. También se obtiene buena precision en la determinacion de las
frecuencias propias, siendo menor en otras magnitudes como los factores de

amortiguamiento, las masas generalizadas o los modos de vibracion.

La principal ventaja que presentan estos métodos de escalado radica en que con una
minima informacidn experimental respecto a la entrada (un solo canal coincidente con el
correspondiente registro de salida) y tan sélo con las transformaciones matematicas
indicadas, se consigue determinar las masas modales excitables (o los modos

normalizados respecto a la matriz de masa).
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6.3. Lineas futuras

La generacion de un modelo mecénico de la Pasarela del Museo de la Ciencia nos ha
permitido estudiar los diferentes factores que provocan la susceptibilidad a las
vibraciones de la pasarela y nos permitird contemplar diferentes alternativas de disefio
y/o predecir su comportamiento ante diferentes tipos de solicitaciones durante las
diferentes fases del proyecto. Todo ello contribuird a una mejor compresion del
comportamiento dinamico de este tipo de estructuras favoreciendo asimismo la
proliferacion del uso de este tipo de herramientas y asi ayudar a los proyectistas y a las
administraciones responsables de su disefio y mantenimiento. Asimismo se puede
emplear el conocimiento generado en el presente estudio en las fases de disefio de otros
casos similares, reduciendo de este modo las inversiones que serian necesarias implantar
para considerar efectos dindmicos no deseados en etapas mas tardias que habitualmente
son mucho més elevadas. Estos analisis pueden abrir nuevas lineas de investigacion que

pueden ser recogidas en futuras publicaciones.

Con respecto a la validacion de las metodologias de escalado propuestas, éstas nos
permiten obtener todos los pardmetros modales que nos permiten simular la respuesta de
la pasarela y predecir su comportamiento dinamico frente a distintos tipos de
solicitaciones durante su fase de servicio empleando modelos simplificados por
superposicién modal. También nos permiten el calibrado de dichos parametros en las
formulaciones de elementos finitos (FEM Updating), ya que son identificados
directamente a partir de los datos experimentales. Asimismo se pueden emplear para
obtener las masas modales de los modos que fueran necesarios mitigar con absorbedores
pasivos de vibraciones (TMDs, del inglés Tuned Mass Dampers)... Todo ello

complementaria las lineas de investigacion planteadas en el parrafo anterior.
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1. Introduccién

Hoy en dia existen estructuras tipicas de proyectos e instalacio-
nes de tipo industrial y de ingenierfa civil, tales como chimeneas
industriales, torres, edificios altos, puentes, pasarelas o viaduc-
tos, que han sido disefiadas y ejecutadas bajo criterios distintos
a los actuales. Por otro lado, los nuevos materiales son cada vez
mds resistentes y permiten el disefio y construccién de estructu-
ras cada vez mds esbeltas, complejas y ambiciosas, en las cuales los
movimientos pueden ser apreciables. Estos aspectos, junto con las
actuales demandas sociales relativas ala percepcién de seguridad y
confort, en algunos casos recogidas en las normativas y guias, sus-
citan la necesidad de desarrollar una metodologia adecuada para
el andlisis y disefio asistido por ordenador de estructuras esbel-
tas, integrando técnicas experimentales que permitan una precisa
identificacién de los pardmetros mds relevantes que definen el
comportamiento estructural (estdtico y dindmico).

En el caso concreto de las pasarelas peatonales, generalmente
éstasson propensas a ser excitadas por las personas que las ocupan,
apareciendo movimientos apreciables que incluso pueden llegar a
ser molestos o, en algunos casos, inadecuados o peligrosos desde el
punto de vista de la resistencia estructural [1].

Por otro lado, respecto a la metodologia de célculo dindmico, la
técnica de andlisis modal de estructuras consiste en la recoleccién
de datos, la identificacién del sistema y, por ltimo, la estimacién
de los pardmetros modales. La etapa de identificacién del sistema
juega un papel crucial en los pardmetros modales que se derivan,
asi como en el nimero de pardmetros que se pueden determinar
[2]. Los métodos de identificacion cldsicos se basan en aplicar una
excitacion al sistema y a continuacion registrar la correspondiente
respuesta (Experimental Modal Analysis{fEMA} [3]. Si los ensayos se
realizan en condiciones de uso, en los que la magnitud de las fuer-
zas excitadoras es desconocida, el andlisis se denomina Operational
Modal Analysis/OMAYy silos ensayosse llevan a cabo en condiciones
de operacionaplicando una ovarias fuerzas artificiales se denomina
Operacional Modal Analysis with eXogenous inputs{OMAX.

Enel casodelasestructuras civiles y mecanicas se usaen muchas
ocasiones el OMA, ya que presentan ventajas econdmicas y opera-
cionales, sinembargo, debido a que las fuerzas son desconocidas los
modos de vibracién no pueden ser normalizados y el modeloresulta
incompleto lo que no permite simular el sistema. Para solucionar
este problema, se han desarrollado algunos métodos de escalado
de los modos de vibracién que se basan en la actualizacién de
un modelo de elementos finitos de la estructura empleando los
pardmetros modales estimados en el OMA [4,5]. También se han
desarrollado soluciones basadasenlasuposicién de quelamatrizde
masa de la estructura (o su inversa) es conocida |6] o modificando
el comportamiento dindmico de la estructura variando 1a masa o
la rigidez y realizando un andlisis modal operacional tanto en la
estructura original como en la modificada [7-13]. Estos métodos
requieren un procedimiento experimental mds extenso al emplear
los pardmetros modales de la estructura original y también de la
modificada.

Otros métodos de escalado consisten en afiadir sistemas de
vibracién secundarios, midiendo y procesando la respuesta con-
junta [14].

La identificacién de los pardmetros en una formulacion diferen-
cial de primer orden también ha recibido considerable atencién,
pero como es bien sabido, si se parte de un espacio de estados
modelo, y se trata de identificar los pardmetros del modelo de
segundo orden, cuestiones como la no unicidad de la solucién com-
plica 1a resolucién del problema inverso [15-21]. Sin embargo se
han desarrollado varias metodologias que resuelven el problema
imponiendo diferentes restricciones en el niimero de sensores y
actuadores empleados [22-26].

En el presente articulo se retoma el empleo de los resultados
del EMA para obtener todos los pardmetros modales necesarios
para la simulacién de una estructura civil, escalando los modos
de vibracién a partir de 1a estimacién de los residuos de la des-
composicion en fracciones parciales de la funcién de respuesta en
frecuencia (FRF} de las mediciones. Asimismo se aplica, una vez
validada la metodologia a través de dos casos tedricos, en una
estructura actualmente en uso. La informacién de partida se obtiene
aplicando uno de los métodos mds utilizados en la actualidad, el
SSI (Stochastic Subspace Identification}, y se escoge el escalado de
forma que el mayor coeficiente modal sea igual a 1 teniendo el
resultado el significado fisico de la masa modal (cantidad de masa
que participa en cada modo de vibracién} [27].

Por tltimo, indicar que el trabajo se ha organizado de la manera
siguiente: en primer lugar, tras esta introduccién, se presenta la
metodologia empleada. A continuacién, se diserta sobre los resul-
tados obtenidosy enel tiltimo apartado se presentanlas principales
conclusiones que se deducen de este trabajo.

2. Metodologia
2.1. Funcién de transferencia

La funcién de transferencia de un sistema amortiguado de
multiples grados de libertad puede ser formulada a partir de las
ecuaciones del movimiento en términos de las matrices de masa,
rigidez y amortiguamiento [28]:

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (1)

donde uft}indica el vector de desplazamientos nodales, con (}y ()
que representan la primeray segunda derivada respecto al tiempo,
el vector f(t) contiene las excitaciones externas que solicitan el sis-
tema, las magnitudes M, Cy K son las matrices simétricas definidas
positivas de masa, amortiguamiento y rigidez para un sistema de N
grados de libertad.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (1) y asu-
miendo condiciones iniciales nulas, resulta:

(5°M +5C + K) U(s) = F(s) (2)
donde U(s} y F(s) son la transformada de Laplace de la respuesta
en desplazamientos y de la fuerza, respectivamente. Se define la

matriz dinimica del sistema, como:

B(s) = (s?M +5C + K) 3)
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Y a partir de la matriz dindmica se define la matriz funcién de
transferencia:
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3 u(t) uft) I
X(t) = {ﬁ(t)} x(t) = [um} fi(t) = {o} () (12)

H(s) = [B(s)]~" = U(s)- [F(s)]"' (4)
Engeneral,
_ Upls)
Hpg(s) = Fols) (5)

donde p es el grado de libertad de salida y g es el grado de libertad
de entrada (orientacién y posicion fisica).

Por lo tanto, la estimacién de una columna de la matriz funcién
de transferencia se lleva a cabo midiendo la respuesta dindmica en
distintos puntos para un excitador ubicado en una posicién fija.

2.2. Residuos

Cada uno de los términos de la matriz funcién de transferencia
se puede descomponer en fracciones parciales, tal y como se indica
a continuacién:

N

Apgr Apgr (6)

(=2} " (521

Hpqls) =

T

donde Apgr son los residuos asociados al polo Ar, y (Y indica el com-
plejo conjugado. En términos de los valores modales del sistema se
puede expresar como:

N
e =3 et TR @
r=1
siendo Q; el coeficiente de escalado del modo de vibracién ;.
2.3. Amortiguamiento proporcional (masa modal)
Para el caso de amortiguamiento proporcional, el cual incluye el

caso sin amortiguamiento, se puede establecer una relacién entre
el residuo y 1a masa modal [29].

1
M= S ©
@Wr
Ke=ai fa

donde M, y Kr son la masa modal y la rigidez modal asociada al
modo 1, respectivamente. Y siendo «y la frecuencia circular (rad/s)
natural amortiguada (en el caso de que exista amortiguamiento).
Ademds, se debe tener en cuenta que para los sistemas con amorti-
guamiento proporcional los vectores modales son siempre modos
reales.

24. Amortiguamiento no proporcional (modal A)

El propésito del andlisis modal es encontrar una transformacién
de coordenadas que desacople las ecuaciones del movimiento. En
un sistema con amortiguamiento no proporcional, las ecuaciones
del movimiento se acoplan cuando se formulan en el espacio fisico
de dimensién N. Afortunadamente, las ecuaciones del movimiento
pueden ser desacopladas cuando se formulan en el espacio de esta-
dos de dimensién 2N. Este tiltimo se representa del siguiente modo
[28]:

AX(t)+ Bx(t) = fs(t) (10}
donde
[c M] {[( 0 J
A= B= 11y
M 0 0 M

La ventaja de escribir las ecuaciones del movimiento de esta
forma es que el problema de valores propios asociado es simétrico
y puede plantearse en forma matricial como:

{;' ‘[ﬂ HA} o {;K m m\} (13)

donde ¥ =[¥1¥5 .. .1x] es la matriz que contiene los autovecto-
res del problema complejo de valores propios siguiente:

(AZM +2,C+ Ky =0 (14)

¥ Ai=Gi £jw; los valores propios complejos (siendo j = ~/—1).

Al igual que en el caso de los sistemas no amortiguados, son vali-
dos un conjunto de relaciones de ortogonalidad para las matrices
del sistema, en este caso Ay B.

T

vr al” | 2o (15)
| Artdr | | Ass |
CE

Y B Vs _— (16)
_)\’(’wr_ _)\’Sws_

Los términos modal Ay modal B ahora se pueden definir de la
siguiente manera:

T
e | gl =My, (7)
_)\"w'_ _;\"w’_
T

"Bl | =M (18)
e | A |

Se debe tener en cuenta que estas cantidades tienen las mis-
mas propiedades que la masa modal y la rigidez modal para los
€asos sin amortiguamiento y con amortiguamiento proporcional.
Siempre que los vectores modales sean complejos, las magnitu-
des modal Ay modal B deben ser utilizadas para proporcionar el
escalado modal.

2.5. Identificacién del sistema dindmico

La técnica de identificacién consiste en la determinacion del
modelo de primer orden del sistema dindmico. A partir de los datos
de aceleracién registrados en los sensores y de la fuerza aplicada
mediante el actuador es posible identificar (mediante el método
denominado Stochastic Subspace ldentification, SSI) una represen-
tacién en el espacio de estados en una base arbitraria, que se puede
expresar como:

X(t) = Acx(t) +Bf(t)
y(t) = Cex(t) + Dcf(t)

(19)

donde Ac, B, Cc y D¢ son las matrices del sistema en tiempo con-
tinuo.

Una vez estimada la matriz A¢ se procede a calcular sus valo-
res propios A; y los vectores propios asociados ¢. Y por tltimo, se
estiman los pardmetros modales: frecuencias, factores de amorti-
guamiento y modos de vibracién segiin las expresiones:

w; =Im(2;) (20)
Re(%:)
= @
[
Y==C¢ (22
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3. Resultados numéricos

Una vez expuestalametodologia, se procede alavalidaciénde la
misma presentando un primer problema numérico pero suficiente-
mente general (validacién), para después aplicar dicha metodologia
al andlisis de un caso general mds complejo (ejemplo) y de una
estructura real actualmente en uso.

3.1. Validacién

El problema que se plantea en este apartado es el de una viga
biapoyada de longitud L=10.4 m, médulo de Young E=2.1- 10" Pa,
densidad p=-7850.0kg/m?, inercia 1;=604.10-3m? y seccién
transversal de drea A=53.8-10-4 m2. También se supone un fac-
tor de amortiguamiento de 0.5% para cada uno de los modos de
vibracién de dicha viga. Se simula mediante manipulador simbélico
de manera que se obtienen las aceleraciones en las posiciones (1/4,
1/2,3/4)- L(sensores 1,2 y 3, respectivamente} cuandose aplicauna
fuerza externa conocida (f; () =102 - sin(2mt}) en la misma seccién
donde se ubica el sensor 1 (para el grado de libertad 1).

A continuacién, se sigue la metodologia de este trabajo: primero
se identifica el sisterna en base a un modelo de espacio de estados
a partir de los datos de respuesta, en segundo lugar se calculan
todos los pardmetros modales y, por ltimo, se escalan los modos
de vibracién a partir de la estimacion de los residuos de la des-
composicién en fracciones parciales de la funcién de respuesta en
frecuencia (FRF) de las mediciones.

En la tabla 1 se recogen los resultados estimados de los pardme-
tros modales: frecuencias propias (f; ), factores de amortiguamiento
(&) modal A (M, ) y masas generalizadas (M;) asociados a los tres
primeros modos de vibracién de la viga, asi como, también se indica
la solucién analitica correspondiente.

En la tabla 2 se indican los tres primeros modos de vibracién
estimados asociados al modal A EMA‘.) y masa generalizada (M;) de
latabla 1.

La tabla 3 muestralos modos normalizados respecto de la matriz
de masa de la viga biapoyada correspondientes a los tres primeros
modos de vibracién. Se observa, al igual que en la tabla 1, que los
resultados para el tercer modo de vibracién son poco precisos, esto

Tabla 1
Viga biapoyada. Parametros modales
Estimado Analitico
modo  fi{Hz) %) My, Milkg) fi(Hz) (%) My, M; {kg}
1 252 05 6943.0f 2185 252 05 6945.8] 218.6
2 1007 05 27221.0f 2152 10.07 0.5 27783.j 2156
3 2265 05 52887.0f 1862 2265 0.5 62511.9] 2159.6
Tabla 2
Viga biapoyada. Modos de vibracién
Estimado Analitico
modo 1 2 3 1 2 3
i 0.7071 -1.0 -0.7071 0.7071 -1.0 -0.7071
¥y2 1.0 0.0 1.0 1.0 0.0 1.0
V3 0.7071 10 -0.7071 0.7071 1.0 -0.7071
Tabla 3
Viga biapoyada. Modos de vibracidn normalizados
Estimado Analitico
modo 1 2 3 1 2 3
i 0.0477 —-0.0682 -0.0518 0.0477 -0.0675 —0.0477
2 0.0675 0.0 0.0733 0.0675 0.0 0.0675
V3 0.0477 0.0682 -0.0518 0.0477 0.0675 —0.0477

se debe a que el tipo de carga aplicada en el ejemplo no es capaz de
excitar el tercer modo por lo que resultarfa conveniente hacer un
barrido en frecuencias.

3.2. Ejemplo

A continuacién se va a mostrar la metodologia de este tra-
bajo para identificar el modelo modal de una viga continua
de tres vanos, indicada en la figura 1. La longitud de cada uno de
los vanos es: L1=8m, [;=10m y 13=5m. las propiedades del
material y de la seccién son respectivamente: médulo de Young
E=2.1-10""Pa, densidad p=7850kg/m?, irea de la seccién trans-
versal A=53.8-10-4 m? y momento de inercia i;=604.0- 10-3 m4.

De la resolucién analitica del problema de andlisis modal de
dicha viga se obtienen los modos de vibracién y frecuencias propias
que se muestran a continuacién en la figura 2. A continuacién, se
aplica una fuerza de tipo arménico (f;(t)=102- sin(2mt}}) en la sec-
cién que indica la figura 1, asi mismo, se asume de nuevo un factor
de amortiguamiento ¢;=0.5% para cada uno de los modos de vibra-
cién y se calcula la respuesta dindmica de la estructura mediante
el método de superposicion modal (se consideran los seis prime-
ros modos calculados anteriormente) con el objeto de generar los
registros de aceleraciones enlos puntos de la estructura indicados
enlafigura 1 de unminuto de duracién con un tiempo de muestreo
T;=0.005s, para emplear dichos registros, junto con el de la fuerza
aplicada, como punto de partida en la aplicacién de la metodologia
objeto de este trabajo.

Es decir, la idea es suponer que solamente contamos con la
informacion recogida en los registros de aceleraciones y el regis-
tro de fuerza aplicada, segiin el esquema de la figura 1. Se identifica
el sistemna, y con el modelo obtenido en el espacio de estados se
aplica la metodologia expuesta y se obtienen las estimaciones que
se resumen a continuacion.

En la tabla 4 se comparan los resultados obtenidos para las fre-
cuencias propias, factores de amortiguamiento, el pardmetro modal
Ay la masamodal asociados a los cuatro primeros modos de vibra-
cion de la estructura aplicando la metodologia objeto del presente
articulo (que se presentan bajo el titulo “Estimado”) con la solucién
obtenida resolviendo el problemaanaliticamente (que se presentan
bajo el titulo “Analitico™).

En la tabla 5 se muestran los cuatro primeros modos de vibra-
cién de la viga continua aplicando la metodologia estudiada y los
resultados obtenidos analiticamente.

La tabla 6 presenta los cuatro modos de vibracién anteriormente
reflejados en la tabla anterior pero ahora normalizados respecto a
la matriz de masa de la viga continua.

Se observa en los resultados de los modos de vibracién tercero
y cuarto una menor precisién debido a que su participacién en la
respuesta dinimica es pequefia y por lo tanto la incertidumbre es
mayor.

3.3. Aplicacién a un caso real
En esta seccion se describe la identificacion de los pardmetros

modales de la pasarela peatonal del Museo de la Ciencia (PMC} de
la ciudad de Valladolid. Esta identificacién consistié en un andlisis

Tablad
Ejernplo. Viga continua. Pardmetros modales
Estimado Analitico

modo  fi{Hz} &{%) My, Mifkg) fi{Hz) [d{%) M, M; (kg)
il JZ5NE0S 16538.0f 3505 375 05 16526.2] 3502
2 593 05 17049.0f 2287 583 05 171244 2287
3 1168 05 324440 2208 11.68 05  35328.1j 2404
4 1568 08 37820.0; 1820 15,55 05 39528.1j 2023
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Figura 2. Viga continua. Modos de vibracién.

modal experimental (EMA) del vano de la estructura mds sensible
a las vibraciones inducidas por el transito de peatones.

3.3.1. Descripcién de la estructura
La estructura estudiada, situada en Valladolid, es una pasarela
peatonal sobre el rio Pisuerga que une el Museo de la Ciencia con

el centro de la ciudad. Este puente, construido en el afio 2004, es
una estructura de 234 metros compuesta de cuatro vanos: tres for-
mados por barras metdlicas tubulares y uno de hormigén. Los tres
vanos metdlicos tienen seccién hexagonal, el vano principal (vano
3enlafigura 3) tiene 111 metros y cuenta con un sistema de tendo-
nesexternos postensados, el segundo vano(vano 2}tiene 51 metros

Tabla 5
Ejernplo. Viga continua. Modos de vibracién
Estimado Analitico
modo 1 2 3 4 1 2 3 4
n -0.7398 1.0 0.1820 —0.0668 —-0.7395 1.0 0.1825 -0.0630
V2 1.0 03278 07774 —0.4547 1.0 0.3278 07741 -04718
y3 0.8562 0.5883 —0.5456 0.7022 0.8864 0.5883 -0.5415 0.6754
Ya —0.2004 -0.1775 1.0 1.0 —0.2006 -0.1775 1.0 1.0
Tabla 6
Ejernplo. Viga continua. Modos de vibracién normalizados
Estimado Analitico
modo 1 2 = 4 1 2 3 4
n -0.0385 0.0661 00122 —0.0048 —-0.0395 0.0660 00118 —-0.0044
V2 0.0534 00217 00523 —-0.0357 0.0534 0.0216 0.0488 —-0.0332
3 0.0473 0.0383 —0.0367 0.0507 0.0473 0.0383 —-0.0348 0.0478
Y -0.0107 -00117 0.0673 0.0722 -0.0107 -0.0117 0.0645 0.0703
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. Vano

Figura 3. Vista general de la estructura en estudio.

y los otros dos vanos son mds cortos y rigidos. El sistemna de ten-
dones externo del vano 3 hace que este vano sea suficientemente
rigido. Sinembargo, el vano 2 (figura 4), es mds sensible a excitacio-
nes dindmicas producidas por humanos. Endicho vano, se alcanzan
niveles de vibracién que, seglin la opinién de los usuarios, a veces
son molestos, particularmente cuando un corredor cruza el puente.

3.3.2. Andlisis modal experimental

Laidentificacidnde los pardmetros modales de la estructura uti-
lizando el OMA tiene el inconveniente de no identificar la masa
modal, pardmetro necesario para obtener el modelo modal com-
pletoy para realizar las estimaciones de la respuesta utilizando las
guias ynormativas. Porelloesnecesario utilizar otros métodos para
estimar este pardmetro, lo mds inmediato es hacer un EMA en el
que la fuerza de excitacién sea conocida.

La fuerza de excitacién empleada para este casose generé conun
excitador electrodinimico de APS Dynamics modelo 400 en modo
inercial colocado en el centro del vano. La fuerza inducida por el
excitador se calculé midiendo la aceleracién de la masa inercial
y multiplicindola por su magnitud (30.4kg). Se utilizé un barrido
continuo en frecuencia entre 2.5 y 4.5Hz para excitar el primer
modo de vibracién. Se utilizaron 3 acelerémetros piezoeléctricos
colocados en la linea central de la pasarela en las posiciones (1/3,
1/2,2{3)-L{siendo L=51 m). Este método tiene la ventaja de cono-
cer la excitacién y el inconveniente de que se necesita un excitador
capaz de hacer vibrar la estructura.

3.3.3. Resultados experimentales

Se llevaron a cabo un total de nueve test, en todos ellos el shaker
sisituéenlaseccion central del vanode estudio. Los datos concretos
de cada test se indican en la tabla 7.

Figura 4. Vistadel Vano 2.

Tabla 7

Informacién de los test realizados
test excitacion frecuencias Burt. Nivel
1 1-15Hz 085% 04V
2 1-15Hz 085% 04v
3] 1-15Hz 085% 04V
4 Chirp 2.5-45Hz 085% 1.0v
5 Chirp 2.5-45Hz 085% 1.0V
6 Chirp 2.5-45Hz 085% 01V
7 Chirp 25-45Hz 085% 05V
8 Chirp 2.5-4.5Hz 085% 03v
9 Chirp 2.5-45Hz 085% 07V

La tabla 8 recoge los valores medios estimados de las frecuen-
cias propias (f;), los factores de amortiguamiento (Z;) y las masas
generalizadas (M) correspondientes a los tres primeros modos de
vibracién del vano 2 dela pasarela. Esta misma tabla incluye el valor
correspondiente de la desviacién tipica o estidndar de cada una de
dichas magnitudes: frecuencias (o7}, factores de amortiguamiento
(o) y masas generalizadas (o, ), respectivamente. Se comprueba
que el método de identificacién del sistema dindmico es preciso
para estimar frecuencias de vibracién, pero respecto a los resulta-
dos de amortiguamiento y masas generalizadas hay una dispersion
importante.

A continuacién, en la tabla 9 seindican los tres primeros modos
de vibracién asociados a las masas generalizadas estimadas en la
tabla anterior (tabla 8), mediante valor medio y desviacién de cada
una de las coordenadas. Se observa falta de precision en la estima-
cion de los modos 2 y 3.

Y por Gltimo, se indica enla tabla 10 los modos de vibracién nor-
malizados respecto de la matriz de masa, en base a valores medios
y desviacion tipica de las coordenadas medidas. Destaca que se
obtiene una precision suficiente desde el punto de vista prictico con
losvalores estimados endichatabla. Porlo tanto, se recomienda tra-
bajar siempre con los modos normalizados respecto de la matriz de
masa para simularla respuestadindmica de la estructura, por ejem-
plo, aplicando el conocido método de andlisis por superposicion
modal de un niimero finito y pequefio de modos de vibracién.

Tabla 8
Pasarela. Parametros modales estimados
modo  fi{Hz) op(Hn T onl®) Mi(kg) o, (kg)
1 3.50 0.0088 0.64 0.3630 17814.8 9528
2 732 0.1882 445 3.5881 13705.8 8384.2
3 523 0.1073 143 11121 1556854 56434.7
Tabla 9
Pasarela. Modos de vibracién
modo 1 2 < modo 1 2 3
7 05142 10000 -08267 oy, 0.0050 0.0000 0.1738
¥ 1.0000 0.2384 08883 ¢, 00000 0.1821 0.1247
Vs 05851 -06618 -06207 o0y, 0.0082 0.1878 0.1445
Tabla 10
Pasarela. Modos de vibracién normalizados
modo 1 2 3 modo 1 2 3
¥ 0.0038 0.0096 -0.0025 oy, 0.0001 0.0028 0.0007
¥ 0.0075 0.0018 00023 o, 0.0002 0.0020 0.0004
V2 00045 -0.0060 -0.0016 oy, 0.0001 0.0015 0.0004
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4. Conclusiones

Analizados los resultados experimentales obtenidos, 1a primera
conclusién que merece la pena resefiar (por la relevancia que tiene
sobre el resto de las interpretaciones de los datos resultantes) es
que solo se pueden obtener con precision los pardmetros modales
que corresponden a los modos de vibracién que seamos capaces de
excitar. Aunque 16gica, esta conclusién ha de estar siempre presente
tanto en el andlisis como en las aplicaciones de los resultados. Tam-
bién se debe teneren cuenta que la incertidumbre enlos resultados
serd mayor a medida que la participacién en la respuesta dindmica
de los modos sea menor.

En segundo lugar, a partir de los resultados experimentales
de la pasarela peatonal, se concluye que en general mediante los
métodos de identificacion de sistemas dindmicos se va a conseguir
precision suficiente en la estimacién de las frecuencias propias y
en los modos de vibracién normalizados respecto de la matriz de
masa, y no asi en otras magnitudes como los factores de amorti-
guamiento, masas generalizadas y modos de vibracién asociados a
dichas masas.

También resaltar que estimar los modos de vibracién normali-
zados respecto de la matriz de masa tiene su dificultad a partir de
los registros experimentales, ya que en los métodos de identifica-
cién de sistemas no se tiene en ninglin momento una expresion
explicita de dicha matriz de masa.

Y portiltimo, apuntarque laestimacién de los pardmetros moda-
les permite la simulacién de la respuesta dinimica de la estructura
sin la necesidad de actualizar un modelo de elementos finitos de
la estructura objeto de estudio (método que se conoce en la lite-
ratura técnica como FEM Updating). Asi mismo, también posibilita
predecir su comportamiento dinimico frente a distintos tipos de
solicitaciones a partir del modelo modal de la pasarela peatonal,
por ejemplo para condiciones usuales o excepcionales de trifico
peatonal.
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1. Introduccién

En la actualidad, el disefio y construccién de un gran niimero de
obras de ingenieria industrial y civil, tales como chimeneas indus-
triales, torres, edificios altos, puentes, pasarelas o viaductos, ya no
estd apenas limitada porlos materiales -cada vez mds resistentes-
y los sistemas constructivos -cada vez con mayor componente
tecnoldgico-, lo que ha provocado que sean cada vez mds esbeltas,
ambiciosas y complejas.

Este hecho, junto con las actuales demandas sociales relativas a
la percepcién y confort, en algunos casos recogidas en las normati-
vasy guias, suscitan la necesidad de integrar el cdlculo dindmico de
manera mds sistemdtica en el andlisis y disefio asistido por ordena-
dor de estructuras esbeltas que son las mds susceptibles de sufrir
movimientos o vibraciones significativas.

Un caso particularmente relevante es el de las pasarelas peato-
nales, ya que generalmente son propensas a ser excitadas por las
personas quelas ocupan, apareciendo movimientos apreciables que
incluso pueden llegar a ser molestos o, en algunos casos inadecua-
doso peligrosos desde el punto de vista de la resistencia estructural
(4].

Para facilitar laintegracién del andlisis dindmico es imprescindi-
ble disponer del mayor niimero posible de metodologias de cdlculo
que permitan la identificacién de los pardmetros mds relevantes
que definen el comportamiento de la estructura [11,12].

Respectoalametodologia de cdlculo dindmico, la técnica de and-
lisis modal de estructuras es una de las mds importantes, estando
estructurada en tres fases principales: recoleccion de datos, iden-
tificacion del sistema y por tltimo estimacién de los parametros
modales [8].

Es la segunda etapa, la de identificacién del sistema, la que juega
un papel crucial en el niimero y tipo de parimetros modales que
se puedan estimar [10], basindose los métodos de identificacién
cldsicos en aplicar una excitacion al sistemay a continuacion regis-
trar y procesar la correspondiente respuesta (Experimental Modal
Analysis{EMA) [5].

Las propiedades modales de una estructura obtenidas por simu-
lacién (problema de valores propios) pueden ser diferentes de los
valores experimentales debido principalmente a la suposicién aso-
ciada con el modelado analitico. Las propiedades dindmicas pueden
medirse por los experimentos después de que haya concluido la
construccion de la estructura. La masa de una estructura se puede
estimar con bastante precisién mediante un simple cdlculo, sin
embargo la masa modal es una propiedad dindmica relacionada no
solo con la distribucién de 1a masa, sino también con las formas de
lavibracion. En este estudio la técnica de identificacion del sistema
se amplia para obtener la masa modal de una estructura.

El método de identificacién mds utilizado en la actualidad se
denomina SSI (Stochastic Subspace Identification). Este método se ha
aplicado en muchas situaciones para extraerlos pardmetros moda-
les de las estructuras existentes (por ejemplo puentes y edificios)
solicitadas por la vibracién ambiental. Sin embargo, la informa-
cién modal que se obtiene de estos métodos de identificacién, es
incompleta ya que proporciona estimaciones de frecuencias, fac-
tores de amortiguamiento y modos de vibracion asociados, pero
dichos modos no estan normalizados respecto de la matriz de masa
o, dicho de otra forma, esos métodos no calculan las masas gene-
ralizadas correspondientes a cada uno de los modos estimados [1].
Es por lo tanto muy interesante disponer de técnicas adicionales
que a partir de toda la informacién obtenida al aplicar el método
SSI nos permitan estimar todos los pardmetros modales, incluidos
las masas modales de cada modo de vibracién [2].

Enlasformulaciones de elementos finitos, laidentificacidon de los
pardmetros fisicos generalmente se refiere al ajuste de las matrices
de masa, amortiguamiento y rigidez en el sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden del problema dindmico. Aunque

el método mds empleado consiste en el ajuste de los pardme-
tros modales del sistema para calibrar un modelo de elementos
finitos (FEM Updating) [ 7], un posible enfoque es identificar estos
pardmetros directamente a partir de los datos experimentales. La
identificacién de los pardmetros en una formulacién diferencial
de primer orden también ha recibido considerable atencién pero,
como es bien sabido, si se parte de un espacio de estados modelo
y se trata de identificar los pardmetros del modelo de segundo
orden, cuestiones como la no unicidad de la solucién complican
1a resolucién del problema inverso. Sin embargo, los pardmetros
fisicos del modelo de segundo orden se pueden obtener mediante
la resolucion de un problema simétrico de valores propios [3,6,9].
El requisito minimo es que en todos los grados de libertad se debe
ubicar o bien un sensor o un actuador, con al menos una localiza-
cién de ubicacién conjunta con par sensor-actuador. De esta forma
se consigue una solucion para el problema inverso.

Indicar que el trabajo se ha organizado de la manera siguiente:
en primer lugar, tras esta introduccién, se presenta la metodologia
empleada. A continuacién se diserta sobre los resultados obtenidos
y en el tiltimo apartado se presentan las principales conclusiones.

2. Metodologia

Los pardmetros fisicos del problema modal y dindmico ({modelos
de segundo orden) se pueden estimar mediante la resolucién de
un problema simétrico de valores propios complejos. El requisito
minimo para esta metodologia es que todos los grados de libertad
contengan o bien un sensor o bien un actuador con al menos un
parsensor-actuador conjunto. De esta manera, aunque son posibles
otras configuraciones, el enfoque que se propone en este trabajo
proporciona una solucién sencilla y practica al problema inverso.

2.1. Formulacién en el espacio de estados

Una de las formulaciones bien conocidas para los sistemas dind-
micos es la expresién matricial de la segunda ley de Newton, que
una vez discretizada en el dominio espacial resulta:

y(t)y =) (n

donde u(t)indica el vector de desplazamientos nodales, con (}y (3
representando la primera y segunda derivada respecto al tiempo
respectivamente, el vector f(t) contiene las excitaciones externas
que solicitan el sistema, las magnitudes M, C y K son las matrices
simétricas definidas positivas de masa, amortiguamiento y rigi-
dez, respectivamente, para un sistema de N grados de libertad, y
y(t) el vector respuesta del sistema, en nuestro caso de interés, las
aceleraciones.

Otra formulacién consiste en la definicién del vector de estado
x(t), de manera que las ecuaciones del movimiento pueden escri-
birse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden de una forma mds conveniente como:

c M] . K 0 [ . ~[utt)
MRS ECE M EC S M L o

La ventaja de escribir las ecuaciones del movimiento de esta
forma es que el problema de valores propios asociado es simétrico
y puede plantearse en forma matricial como:

{:' ‘ﬂ WA}A{;K H Lm o)

donde 1 =13 ..¥2y] es la matriz que contiene los autovectores
del problema complejo de valores propios siguiente:

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t);

(MM +1C+ K =0 (4)
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y A es la matriz diagonal de valores propios complejos X; = ¢ + jo;
(siendo j = /=1, w; la frecuencia en rd/s y ¢; se puede relacionar
facilmente con el factor de amortiguamiento).

Una vez que el problema de valores propios ha sido resuelto
podemos reescribir la ecuacion (2) mediante la siguiente transfor-
macién. Resultando finalmente:

|
x(t) = [W\]Z(t)
Z(t) = Az(t)+ YTE(t)
¥t =Y A22(t) + P AYTHE)

Denominaremos el sistema anterior (5} como modelo modal
simétrico.

(5)

2.2. Identificacién del sistema dindmico

La técnica de identificacién consta de dos fases bien definidas:
en primer lugar la determinacién del modelo de primer orden del
sistema y en segundo lugar la transformacién del modelo identi-
ficado al correspondiente modelo de segundo orden. A partir de
los datos de aceleracién registrados en los sensores y de la fuerza
aplicada mediante el actuador, es posible identificar (mediante el
método SS1) una representacién en el espacio de estados en una
base arbitraria, que se puede expresar como:

X(t) = Acx(t) + Bcf(t)
¥(t) = Cex(t) + Def(t)

donde A¢, B, C¢ ¥ D¢ son las matrices del sistema en tiempo con-
tinuo. Ahora, si se considera la transformacién x = @@ el sistema en
tiempo continuo puede escribirse en forma modal como se indica:

(6)

8(ty = AB(t) + o~ Bf(t)
¥(t) = Cepf(t) + Dcf(t)

donde A es lamatrizque contiene los valores propios del modelode
espacio de estados identificado y ¢ es la correspondiente matriz
de vectores propios. Denominaremos a este sistema (7} como
modelo modal no simétrico.

Si el sistema de primer orden (6) se identificé utilizando datos
que realmente corresponden a un sistema que responde a la ecua-
cién de segundo orden (1}, los modelos representados por las
ecuaciones (5)y (7} son dos representaciones diferentes del mismo
sistema dindmico. Por lo tanto, podemos buscar una matriz de
transformacién (T) que relacione ambas expresiones, es decir:

7

T'AT=A
T B =yT 8
CepA=2T =1

Supongamos que el grado de libertad i-ésimo contiene un sensor
y un actuador. El requisito de co-localizacién junto con el hechode
que la matriz T es diagonal permite determinar dicha matriz de
manera univoca mediante la siguiente expresion:

Celi, AT = (¢~ "B (9

Dependiendo de la configuracion de sensores y actuadores la
informacién relativa a un cierto grado de libertad estd embebida
ya sea en la matriz de entrada o en el matriz de salida. En este
caso, la matriz de salida contiene informacién de los N grados de
libertad, con lo cual, los autovectores 1 se calculan con la tltima
de las expresiones indicadas en (8). Y una vez calculados dichos
autovectores, las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez se

pueden obtener haciendo uso de las condiciones de ortogonalidad,
éstas son:

[3a] o 0] 03] -

A 5 2] 3]

Lo que implica que tras las correspondientes operaciones
algebraicas podemos estimar los pardmetros fisicos del sistema
dindmico segiin:

=]
M = (YAyT)
C=-MyA2Y ™™ (113

K=—(A-"yy " yyT =0

Y por dltimo, como es sabido, conocida la matriz de masa, la
determinacién de las masas generalizadasfmodales o de los modos
de vibracién normalizados es algo inmediato.

(10)

3. Resultados numéricos

Una vez expuesta la metodologia, procedemos a la validacién
de la misma presentando un primer problema numérico pero
suficientemente general (validacién), para después aplicar dicha
metodologia al andlisis de un caso general mds complejo (ejemplo}
y de una estructura real actualmente en uso.

3.1. Validacién

El problema que vamos a plantear es el de una viga biapoyada
de longitud L=10.4m, médulo de Young E=2.1-10"" Pa, densidad
£=7850.0kg/m?, inercialz=604.10-8 m? y seccién transversal de
drea A=53.8- 10~ m?. También se supone un factor de amortigua-
miento de 5% para cada uno de los modos de vibracién de dicha
viga. Se simula mediante herramienta matemdtica de manera que
se obtienen las aceleraciones en las posiciones (1/4, 1/2, 3/4)-L
(sensores 1, 2 y 3, respectivamente) cuando se aplica una fuerza
externa conocida (ft)=102-sin(27t)) en la misma seccién donde
se ubica el sensor 1 {para el grado de libertad 1, corresponde el par
sensor-actuador).

A continuacién, se sigue la metodologia de este trabajo. Primero
se identifica el sisterna en base a un modelo de espacio de estados a
partirdelos datos de respuesta. En segundo lugar se determinanlos
factores de escala dados porla matriz diagonal Ty los vectores pro-
pios 1. Después se estiman las matrices de masa, amortiguamiento
yrigidez del modelo de segundo orden (M, Cy K, respectivamente).
Por tltimo se calculan todos los pardmetros modales.

Enlatabla 1 serecogen los resultados estimados de los pardme-
tros modales: frecuencias propias (f;}, factores de amortiguamiento
(¢;)y masas generalizadas (M;)asociados a los tres primeros modos
de vibracién de la viga, asimismo, se indica la solucién analitica
correspondiente.

Latabla 2 muestra los modos normalizados respectode la matriz
de masa correspondientes a los tres primeros modos de vibracién.
Se observa, al igual que en la tabla 1, que los resultados para el

Tabla 1
Viga biapoyada. Parametros modales
Estimado Analitico
modo fi{Hz} %) Mi {kg) fi{Hz} Sil®) Mi{kg}
1 252 05 218.7 252 05 2186
2 10.06 05 2168 10.07 05 2186
3 2261 05 184.1 22.65 05 2186
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Tabla 2 Tabla 3

Viga biapoyada. Modos de vibracion normalizados Ejernplo. Viga continua. Parametros modales

Estimado Analitico Estimado Analitico
mods 1 2 3 1 2 3 modo fi{Hz) &%) M; {kg} f{Hz) i) M {kg)
» 0.0477 -0.0674 0.0506 0.0477 —-0.0674 0.0477 1 3.75 050 146.6 375 0.50 146.5
2 0.0675 0.0 -0.0718 0.0675 0.0 —0.0675 2 583 0.50 154.1 583 0.50 154.6
Vs 0.0477 0.0674 0.0506 0.0477 0.0674 0.0477 3 1168 048 116.3 1168 0.50 1248
4 15.80 057 151.7 1555 0.50 119.8

tercer modo de vibracién son poco precisos, esto se debe a que el
tipo de carga aplicada en el ejemplo no es capaz de excitar el tercer
modo. Hubiera sido mds conveniente haber excitado con un fuerza
con contenido variado en frecuencias.

3.2. Ejemplo

A continuacién se va a mostrar la metodologia de este tra-
bajo para identificar el modelo modal de la viga continua de tres
vanos, indicada en la figura 1. la longitud de cada uno de
los vanos es: Ly=8m, L;=10m y L3 =5m. Las propiedades del
material y de la seccidn son respectivamente: médulo de Young
E=2.1-10"" Pa, densidad p=7850 kg/m?, irea de la seccién trans-
versal A=53.8. 10~4 m? y momento de inercia 1, =604.0 - 10-3 m4.

De la resolucién analitica del problema de andlisis modal de
dicha viga se obtienen los modos de vibracién y frecuencias pro-
pias que se muestran en la figura 2. A continuacion, se aplica una
fuerza de tipo arménico (f;(t)=102.sin(2mt)} en la seccién que
indica lafigura 1. Asimismo, se asume de nuevo un factor de amor-
tiguamiento ¢; =0.5% para cada uno de los modos de vibracién y se

#Hl)

calcula la respuesta dinimica de la estructura mediante el método
de superposicién modal (se consideran los seis primeros modos
calculados anteriormente) con el objeto de generar los registros de
aceleraciones en los puntos de la estructura indicados en la figura 1
de un minuto de duracién con un tiempo de muestreo T; =0.005s,
para posteriormente emplear dichos registros, junto con el de la
fuerza aplicada, como punto de partida en la aplicacién de la meto-
dologia objeto de este trabajo.

Es decir, la idea es suponer que solamente contamos con la
informacion recogida en los registros de aceleraciones y el regis-
tro de fuerza aplicada, seglin el esquema de la figura 1. Se identifica
el sistema y con el modelo obtenido en el espacio de estados se
aplica la metodologia expuesta y se obtienen las estimaciones que
se resumen a continuacion.

En la tabla 3 se recogen los resultados estimados de las fre-
cuencias propias y los factores de amortiguamiento asociados a los
cuatro primeros modos de vibracién de la estructura y también
los resultados analiticos correspondientes.

I
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Figura 2. Viga continua. Modos de vibracién.
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Tablad
Ejernplo. Viga continua. Modos de vibracién
Estimado Analitico
modo 1 2 3 4 1 2 3 4
n —-04783 —0.8203 0.1317 0.0707 —0.4783 —-0.8203 0.1315 0.0485
V2 0.6467 —0.2681 05576 0.3871 0.6467 —0.2650 05578 03632
Vi 0.5787 —04832 —03857 —0.5288 0.5797 —0.4831 -03802 -05228
Ya -0.1297 0.1456 0.7210 -0.7520 -0.1297 0.1456 0.7206 -0.7696
Figura 4. Vista del Vano 2.
Tabla 5
Excitaciones inducidas en la pasarela
Figura 3. Vista general de la estructura en estudio. prueba excitacion frecuencias Burt. Nivel
1 Chirp 1-15Hz 0.85% 04V
2 Chirp 1-15Hz 0.85% 04V
La tabla 4 muestra los cuatro primeros modos de vibracion de la 3 Chirp 1-15Hz 095% 04V
viga continua, estimados y tedricos. Se observa que los resultados g ‘C::::P %2 ‘z'g Ei 8'3232 :'8\1;
parael tercery cuarto modo de vibracién difieren ligeramente de los & Chirs 25 45Uz 095% 01V
analiticos. Esto puede deberse a que su participaciénenla respuesta 7 Chirp 25-45Hz 0.95% 05V
dindmica bajo la fuerza arménica propuesta es pequefia y por lo 8 Chirp 25-45Hz 0.85% 03V
tanto la incertidumbre grande. 9 Chirp 25-45Hz 0.95% 07V
3.3. Aplicacién a un caso real Tabla &
Valores medios y desviacion tipica de los parametros modales estimados
En esta seccidn se describe la identificacién dehlos -parémetl?as modo  fi{Hz)  or{Hz)  Gd%)  opl%) Mi{kg) ow, {kg)
modales de la p_asarela_peatpnal qE{l Musgo Fl‘e la Clenc1{a_d§ la ciu- ] 350 0.0088 064 03630 17605.0 10280
dad de Valladolid. Esta identificacién consistié en un andlisis modal 2 732 0.1882 445 3.5991 131203 3656.1
experimental del vano de la estructura mds sensible a las vibracio- 3 9.23 0.1073 143 1.1121 1497588 452468

nes inducidas por el trdnsito de peatones.

3.3.1. Descripcién de la estructura

La estructura estudiada es una pasarela peatonal sobre el rio
Pisuerga que une el Museo de la Ciencia con el centro de la ciu-
dad. Construida en el afio 2004, es una estructura de 234 metros
compuesta de cuatro vanos: tres formados por barras metdlicas
tubulares y uno de hormigén. El vano principal (vano 3 en la fig. 3)
tiene 111 metros y cuenta con un sistema de tendones externos
postensados. El segundo vano (vano 2) tiene 51 metros y los otros
dos vanos son mds cortos y rigidos. El sistema de tendones externo
del vano 3 hace que seasuficlentemente rigido. Sin embargo, el vano
2 (fig. 4), es mds sensible a excitaciones dindmicas producidas por
humanos.Endicho vanose alcanzan niveles de vibracién que, segiin
la opinién de los usuarios, a veces son molestos, particularmente
cuando un corredor cruza el puente.

3.3.2. Andlisis modal experimental

La identificacién de los pardmetros modales de la estructura
mediante OMA tiene el inconveniente de no identificar la masa
modal, pardmetro necesario para obtener el modelo modal com-
pleto y para realizar las estimaciones de la respuesta utilizando las
guiasy normativas. Por ello es necesario utilizar otros métodos para

estimar este pardmetro, siendo lo mds inmediato hacer un EMA en
el que la fuerza de excitacién es conocida.

Lafuerza de excitacién empleada paraeste caso se generd con un
excitador electrodindmico de APS Dynamics modelo 400 en modo
inercial colocado en el centro del vano. La fuerza inducida por el
excitador se calculé midiendo la aceleracién de la masa inercial
y multiplicindola por su magnitud (30.4 kg). Se utilizé un barrido
continuo en frecuencia entre 2.5y 4.5 Hz. Para los registros de la res-
puesta se colocaron tres acelerémetros piezoeléctricos en la linea
central del vano. Este método tiene la ventaja de conocer la exci-
taciény el inconveniente de que se necesita un excitador capaz de
hacer vibrar la estructura con suficiente intensidad como para ser
percibida por los acelerémetros.

3.3.3. Resultados experimentales

Se llevaron a cabo un total de nueve pruebas {toma de datos). En
la tabla 5 se indican los ajustes del excitador en cada uno de ellos.

La tabla 6 recoge los valores medios estimados de las fre-
cuencias propias (f;), los factores de amortiguamiento (&;} y las
masas generalizadas (M;) correspondientes a los tres primeros
modos, asi como el valor correspondiente de la desviacién tipica
de cada una de dichas magnitudes: frecuencias (‘7!] ), factores de
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Tabla 7 5 La obtencitn de los pardmetros modales, incluidos los modos de
Pazarela. Moddsidenibiacion vibracién normalizados respecto a la matriz de masa, nos permiten
modo 1 2 3 modo 1 2 3 la simulacién de la respuesta de la pasarela peatonal y predecir su
= 05146 10000 -08643 o, 00067 00000 0.0801 comportahmvientu dindmico frente-a distintos Eipos de -sol-icitacicr
7 1.0000 03114 08966 o, 0.0000 00636 0.1352 nes (condiciones usuales o excepcionales de trifico). Asimismo, tal
Vs 07636 -0.7001 -05073 ¢, 00067 0.1812 0.1376 y como comentamos en la introduccién, nos permite el calibrado
de dichos pardmetros en las formulaciones de elementos finitos
Tabla § (FEM Updating) ya que son identificados directamente a partir de
Pasarela. Modos de vibracién normalizados los datos experimentales.
La principal ventaja respecto a otros métodos de escalado de
modo 1 2 3 modo 1 2 3 N o e
los modos [5,8,11] radica en que con una minima informacion
i ggggg ggggg -ggg;i Ty, gggg; g-ggéz ggggz experimental respecto a la entrada (un solo canal coincidente con
2 . .l . Tyy . . .| N N N . N _
= 00058 -00062 00013 o S nene. ai el correspondiente registro de salida) y sin necesidad de mode

amortiguamiento (¢} y masas generalizadas (o). Se comprueba
que el método de identificacién del sistema dindmico es preciso
para estimar frecuencias de vibracién, pero respecto a los resulta-
dos de amortiguamiento y masas generalizadas hay una variacién
importante.

A continuacién, en la tabla 7 se indican los tres primeros modos
de vibracién asociados a las masas generalizadas estimadas en la
tabla anterior (tabla 6}, mediante valor medio y desviacién de cada
una de las coordenadas. Precisamente a la vista de la desviacién se
puede concluir una mayor incertidumbre en la estimacién de los
modos 2 y 3.

Por 1iltimo, se indica en la tabla 8 los modos de vibracién nor-
malizados respecto de la matriz de masa, en base a valores medios
y desviacion tipica de las coordenadas medidas. Estos modos de
vibracién serian los que hay que utilizar para simular la respuesta
dindmica de la pasarela mediante el método de superposicién
modal empleando simplemente los tres primeros modos de vibra-
cién de la estructura.

4. Conclusiones

Analizados los resultados experimentales obtenidos, la primera
conclusion que merece 1a pena resefiar, por la relevancia que tiene
sobre el resto de las interpretaciones de los datos resultantes, es
que solo se pueden obtener con precision los pardmetros modales
que corresponden a los modos de vibracion que seamos capaces de
excitar. Aunque légica, esta conclusién hade estar siempre presente
tanto en la planificacién de las pruebas como en el postprocesado
de los registros.

Relativo a la precisioén en la estimacién de los modos de vibra-
cién normalizados respecto a la matriz de masa, se considera que
es suficiente, teniendo en cuenta ademds la dificultad que tiene
su obtencién a partir de los registros experimentales, ya que en
los métodos de identificacién de sistemas no se tiene en ningiin
momento una expresion explicita de la matriz de masa.

También se obtiene buena precisién en la determinacién de las
frecuencias propias, siendo menor en otras magnitudes como los
factores de amortiguamiento, las masas generalizadas o los modos
de vibracién.

los computacionales complejos, con tan solo las transformaciones
matemdticas indicadas, se consigue determinar las masas modales
de los modos excitables.
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Abstract

- ’ 3 3 . . 5 = = OPEN ACCESS
Civil engineering constructions like pedestrian footbridges are structures increasingly
slender, ambitious and complex in which the dynamic effects caused by the loads to which Accepted: 27/06/2017
they are subjected (pedestrians) may induce service problems and / or significant or
repetitive amplifications of the efforts and deformations. This fact together with the current Submitted: 28/04/2017
social demands related to the perception and comfort raise the need to integrate the DOI:
analysis and computer-aided design in the evaluation of the vibrations generated by the 10.2'3967/j.n'mni.2017.8.004
loads this type of structures supports. In the specific case of finite element commercial
programs, their use has not proliferated as much as in other engineering fields due to the
existence of simplified methodologies in humerous national and international guidelines Keywords:
and regulations and the difficulty of making realistic models in the case of complex Pedestrian footbridge
structures. However, the knowledge generated by the analysis of this type of numerical vibrations
models would be especially useful in the earlier phases of the design of similar structures, finite elements

so much initial as of the necessary modifications to solve existing dynamic problems, since Finite elements

itis in these stages when the best solution could be applied from both a technical and an
economic point of view. This article describes the process of generation and updating of the
mechanical finite element model (FEM) of a footbridge in service and the simulation of two
types of load: an excitation generated by a shaker and a pedestrian load, contrasting the
results generated by the humerical model with those obtained experimentally.

Resumen

Obras de ingenierfa civil como las pasarelas peatonales son estructuras cada vez mas esheltas, ambiciosas y complejas en las que los
efectos dinamicos producidos por las solicitaciones a las que estan sometidas (peatones) pueden inducir problemas de servicio y/o
amplificaciones importantes o repetitivas de los esfuerzos y deformaciones. Esto junto con las actuales demandas sociales relativas a
la percepcion y confort suscitan la necesidad de integrar el analisis y disefio asistido por ordenador en la evaluacion de las
vibraciones generadas por las cargas a las que estan sometidas. El empleo de los programas comerciales de elementos finitos no ha
proliferado tanto como en otros campos de la ingenierfa por la existencia de metodologfas simplificativas en numerosas gufas y
nomativas nacionales e internacionales y por la dificultad de hacer modelos realistas en el caso de estructuras complejas. Sin
embargo, el conocimiento generado por el andlisis de este tipo de modelos numéricos resultarfa especialmente Util en las fases mas
tempranas del disefio de estructuras similares, tanto inicial como de las modificaciones necesarias para solucionar problemas
dinamicos existentes, ya que es en estas etapas cuando se podrfa aplicar la mejor solucidn desde un punto de vista técnico y
econdmico. En el presente artlculo se describe el proceso de generacion y ajuste del modelo mecanico de una pasarela actualmente
en servicio y la simulacién de la solicitacion de dos tipos de carga: una excitacion generada por un shaker y una carga peatonal,
contrastando los resultados generados mediante el modelo numeérico con los obtenidos experimentalmente.

Patabras clave: Pasarela peatonal, vibraciones, elementos finitos, ajuste modelo mecanico.

1. Introduccion

El disefio y construccion de un gran nimero de obras de ingenierfa industrial y civil ya no estd apenas limitada por los materiales
-cada vez mds resistentes- y los sistemas constructivos -cada vez con mayor componente tecnoldgico- lo que ha provocado que en la
actualidad éstas sean més esbeltas, ambiciosas y complejas.

Este hecho, junto con las actuales demandas sociales relativas a la percepcion y confort suscitan la necesidad de integrar el analisis y
diserio asistido por ordenador en la evaluacion de la respuesta dindmica de estructuras esbeltas que son las més susceptibles de
sufrir movimientos o vibraciones significativas.

Un caso particularmente relevante es el de las pasarelas peatonales, ya que generalmente son propensas a ser excitadas por las
personas que las ocupan, pudiendo los efectos dindmicos producidos inducir, ademds de problemas de servicio, amplificaciones
importantes y repetitivas de los esfuerzos y deformaciones que pueden afectar ala seguridad resistente o la vida a fatiga de la
estructura.

Aunque las normativas recogen diversos criterios de evaluacion de estos fendmenos, también reflejan la dificultad de evaluar con
precision el comportamiento dinamico de las estructuras, exigiendo en algunos casos un estudio dindmico riguroso.

Correspondence: noeliafrechilla@yahoo.es, cacho@eii.uva.es, ali@eii.uva.es. This is an article distributed under the terms of the Creative Commons i
BY-NC-5A license
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La simulacion mediante programas basados en el andlisis de elementos finitos es una de las herramientas de calculo con mayor
profusion ya que los actuales softwares son muy competitivos respecto al ahorro de tiempo y costes. Sin embargo en el caso del
andlisis dinamico de estructuras no ha proliferado tanto debido a la existencia de normativas y gufas nacionales e internacionales [1-
3] que proporcionan metodologlas simplificativas, que siendo Utiles para la acotacion del problema dindmico no ofrecen la enorme
versatilidad del andlisis numérico.

En general las predicciones logradas con el uso de modelos analfticos, especialmente en el caso de estructuras complejas como el
que nos ocupa, difieren de los resultados obtenidos mediante ensayos experimentales por lo que es necesario efectuar un ajuste del
modelo de elementos finitos (denominado en inglés FEM Updating), mejorando las hipdtesis efectuadas y aproximando sus
propiedades alas de la estructura real. Aunque los datos experimentales poseen errores que puedan provocar una baja correlacion
entre éstos y las predicciones, la teorfa de ajuste de modelos supone que los principales causantes del desacuerdo tedrico
experimental son los errores en el modelo [4].

En el caso que nos ocupa se emplean los resultados experimentales procedentes de un analisis modal operacional, en inglés
Operational Modal Analysis (OMA), rezlizado en la pasarela completa y un andlisis modal clésico, del inglés Experimental Modal
Analysis (EMA), realizado en el vano mds sensible a excitaciones dindmicas producidas por humanos (vano 2), para conseguir que
nuestro modelo numeérico se ajuste lo mejor posible ala realidad. Los parametros modales que identifican el comportamiento
dindmico de la pasarela objeto de estudio (pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid) se han obtenido en estudios anteriores
[5-7].

Una vez ajustado el modelo analitico (creado mediante el software de elementos finitos ANSYS) se han obtenido las respuestas
dindmicas simuladas, en forma de aceleraciones, al aplicar la excitacion generada durante el EMA y una carga peatonal segun el
modelo convencional de flujo de peatones [1]. Los resultados numéricos se han contrastado con los experimentales a fin de validar el
comportamiento dindmico de la estructura modelizada.

El presente artfculo se ha organizado del siguiente modo: en primer lugar, tras esta introduccion, se resume la metodologfa
empleada. A continuacion en el tercer epfgrafe se describe la pasarela estudiada, los pardmetros modales que identifican su
comportamiento dindmico y los procesos de modelizacion y ajuste de la estructura. En el cuarto apartado se presentan gjemplos de
la respuesta dindmica simulada, y se comparan con la registrada experimentalmente para finalmente presentar las principales
conclusiones que se deducen de este trabajo.

2. Metodologia

2.1. Modelizacién y ajuste

La metodologfa seguida en el presente trabajo ha consistido en primer lugar en la modelizacion de la pasarela, partiendo de la
geometrfa de proyecto, mediante el programa de elementos finitos ANSYS y procediendo posteriormente a su ajuste empleando
para ello un esquema iterativo que permitié analizar y seleccionar aquellos parametros fisicos cuyo efecto era mas relevante para tal
fin. Respecto al gjuste del modelo mecanico (conocido como FEM Updating en la terminologfa inglesa), varios autores [8-15] han
publicado y comparado varias técnicas sin alcanzarse ningun acuerdo sobre la existencia de un procedimiento general que pueda
aplicarse a todos los casos, por lo que la eleccion ha dependido de los pardmetros seleccionados.

Esta se ha realizado en funcién de los pardmetros modales extrafdos de las campafias experimentales, empleando como referencia
las frecuencias y las formas modales en el caso de la pasarela completa y complementandolo con las masas modales y/o modos
normalizados respecto a la matriz de masa.

Dentro de los métodos iterativos de ajuste, se ha utilizado una aproximacion para correlacionar el modelo experimental y el modelo
matematico que consiste en la comparacion entre las frecuencias naturales [16], pudiéndose la diferencia en porcentaje (e;)
expresarse tal y como se muestra a continuacion:

€= J—Lf“‘f;f’“ X 100 m

siendo fy; el parametro experimental y fi; el parametro calculado.

Para medir la correlacion entre los modos normalizados respecto a la matriz de masa experimentales y los obtenidos mediante el
modelo en ANSYS se ha empleado el criterio de confianza modal (MAC segun la abreviatura de su denominacién en inglés) que
proporciona una medida del grado de linealidad entre estimaciones de los modos de vibracion originados desde diferentes fuentes
[16]. Se define como un escalar y su expresion se muestra a continuacion:

| {9} (¥a}y |*

2,
(A1 (2 O (BT «

MACy =
siendo Wy el modo de vibracion experimental y ¥ el modo de vibracion calculado, donde la notacion (¥ significa transpuesta
compleja conjugada (matriz hermftica).

2.2. Simulacién de cargas

Una vez ajustado el modelo se ha estudiado el comportamiento del mismo ante dos escenarios reales diferentes. El primero de ellos
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ha consistido en la simulacion de las fuerzas generadas durante el EMA realizado en el vano mas susceptible a las vibraciones (vano
2). En el segundo supuesto se ha simulado el transito peatonal a lo largo de toda la pasarela. En ambos casos el objetivo es obtener
la respuesta dindmica en forma de aceleraciones del modelo numérico y poder comparar los resultados con los registrados
experimentalmente con el fin de validarlo.

Para simular el efecto de varios peatones (solicitacion del segundo escenario estudiado) se ha empleado el modelo convencional que
considera que la respuesta de un flujo de peatones (sin ninguna sincronizacion particular) se obtiene multiplicando el efecto de un
solo peaton por un factor igual a ,JIV siendo N el nimero de peatones presentes en la pasarela en un momento determinado [1]. La
velocidad del peatdn se ha considerado igual a 0.9 veces la frecuencia de paso en Hz.

La fuerza de excitacion generada por un solo peatén (movimiento rftmico al caminar) se ha expresado matematicamente mediante
una serie de Fourier de la forma:

E(t) =Gy+Gsin2afyt + Yi,Gesin (27lfy t — @) (3
donde
Gy = fuerza estatica (componente vertical del peso de un peaton)
Gy = amplitud del primer arménico
G; = amplitud del i-ésimo arménico
fm = Frecuencia o cadencia de la actividad expresada en Herzios (Hz).
@ = angulo de desfase del i-ésimo arménico respecto al primero

n =numero de armonicos

En el caso que estamos analizando, consideramos la actividad de caminar/marcha (contacto continuo con el suelo), estableciendo
una frecuencia de paso entorno a 1.8 Hz.

Se ha estimado que con n =3 se obtiene una precision adecuada, siendo los valores de los coeficientes los siguientes: Go= 700 N,
G1=0,4Gy, G2 =G3=0,1Go, @y = P2 = (2.

3. Resultados numéricos y discusion
3.1. Resultados del andlisis modal experimental

La Pasarela del Museo de la Ciencia es una estructura en servicio situada en Valladolid sobre el rfo Pisuerga (figura 1). Fue
inaugurada en 2004 y tiene una longitud total de 234 metros repartidos en cuatro vanos: tres formados por barras metélicas de 51,
111 y 21 metros de luz (vano 2, 3 y 4 respectivamente), y uno de hormigén de 45 metros (vano 1). Este Ultimo es muy rigido por lo
que no se considera en el andlisis objeto del presente trabajo. La tipologla resistente de los vanos metdlicos es de entramado
triangulado de barras tubulares con seccidon pretensado formado por un conjunto de cables longitudinales y transversales en el vano
3 (figuras 2y 3).

Figura 1. Pasarela del Museo de la Ciencia, Vista general.
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Figura 2. Pasarela del Musec dela Ciencia, vista del vano 3.

Figura 3. Pasarela del Museo dela Ciencia Detalle del pretensado perimetral en el vanc 3.

En el trabajo de investigacion llevado a cabo por J. de Sebastian Sanz [5] se monitorizaron durante varios meses las aceleraciones
verticales y laterales en el centro de cada uno de los tres vanos metalicos de la pasarela observéndose que los niveles de vibracion en
la direccion lateral eran considerablemente menores que en la direccion vertical y que el nivel de vibraciones del vano 2 era
notablemente mayor que el del vano 3. Mds adelante se identificaron mediante un OMA los parametros dindmicos de la estructura a
partir de los registros de aceleracion en direccion vertical monitorizados a lo largo de los tres vanos metdlicos de la pasarela. Dichos
pardmetros modales se obtuvieron mediante el programa comercial ARTeMIS empleando tres algoritmos en el dominio de la
frecuencia (FDD (Frequency Domain Decomposition), EFDD (Enhanced Frequency Domain Decomposition) y CFDD (Curve-Fit
Frequency Domain Decomposition)) [17-19]. Estos se recogen en la tabla 1 para los primeros cuatro modos de vibracion:

Tabla 1. Frecuencias identificadas experimentalmente,

FDD EFDD CFDD
Frecuencia (Hz) Frecuencia(Hz) Frecuencia (Hz)
1.245 1.243 1.257
2.759 2.763 2.765
3.516 3.514 3.515
4.785 4.792 4.792

Los cuatro primeros modos de flexion de la pasarela completa se presentan a continuacion.
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{a) Primer modo {b) Segundo modo unilateral

{c) Tercer modo {d) Cuarto modo

Figura 4, Primeros cuatro modos verticales de vibracién obtenides experimentalmente.

Debido a la mayor susceptibilidad del vano 2 de la pasarela, se realizd un EMA en el mismo identificando, entre otros, la masa modal
vertical mediante el programa comercial OROS Modal 2. Se realizaron asimismo en este mismo estudio varias estimaciones de dicha
masa modal empleando diferentes algoritmos, presentandose en la tabla 2 los resultados obtenidos [5].

Tahla 2, Estimaciones dela masa medal del mede vertical 3.

Método Masa Modal (kg)
Programa OROS 16983
Algoritmo en frecuencia 17950
Algoritmo en el tiempo 18060
Ajuste de la FRF 17900
Aumento de la respuesta 17500

Posteriormente empleando los registros del EMA realizado en el vano 2 se calcularon las masas modales y los modos normalizados
asociados a cada modo de vibracion de dicho vano mediante dos técnicas de escalado. Ambas parten de la informacion obtenida al
aplicar el método de identificacion de subespacios estocdsticos, en inglés Stochastic Subspace Identification (SSI), consistiendo la
primera de ellas en la resolucion de un problema simétrico de valores propios y la segunda en el escalado de los modos de vibracion
a partir de la estimacion de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la funcion de respuesta en frecuencia (FRF)
de las mediciones [6,7]. Aplicando ambas técnicas se calcularon las masas modales y los valores de los modos normalizados respecto
a la matriz de masa en las coordenadas L/3, /2y 2L/3 del vano 2 (L=51 m).

En la tabla 3 se indican los modos de vibracion normalizados y la masa modal del modo vertical 3 de la pasarela estimado mediante
el problema simétrico de valores propios expresado en el espacio de estados (método 1) [6].

Tabla 3. Modos devibracién normalizados y masamodal del modo vertical 3dela pasarela completa {segin método 1)

Masa modal (kg) Coordenadas
L/3 L/2 2L/3
Valor medio 17605.0 0.0039 0.0075 0.0058
Desviacion tipica 1028.0 0.0001 0.0002 0.0002
Tahla 4. Modos de vibracién nommalizados y masa modal del modo vertical 3 de lapasarela{segun el método 2).
Masa modal (kg) Coordenadas
L/3 L/2 2L/3
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Valor medio 17814.9 0.0039 0.0075 0.0045
Desviacion tipica 952.9 0.0001 0.0002 0.0001

En la tabla 4 se indican los modos de vibracion normmalizados y la masa modal del modo vertical 3 de la pasarela mediante escalado a
partir de la estimacion de los residuos de la descomposicion en fracciones parciales de la Funcion de Respuesta en Frecuencia (FRF)
de las mediciones (método 2) [7].

3.2. Generacion del modelo de la pasarela

La estructura del tramo metalico de la pasarela (vanos 2, 3 y 4) consiste en una celosfa tubular tridimensional de seccion transversal
hexagonal (figura 5), que en el vano 3 se sitla en el interior de otra celosfa formada por cables pretensados longitudinales y
transversales. Ambas celos(as se enlazan mediante radios tubulares que permiten mantener la forma de los cables y aumentar su
excentricidad en el centro del vano. La seccion transversal es un hexagono irregular cuya inclinacion y dimensiones cambian a lo
largo del puente [20].

Figura 5. Celosfatubular tridimensional de seccién transversal hexagonal.

En cuanto al pretensado transversal, cada seccion hexagonal del vano 3 (son 15) consta de un tenddn periférico en forma de
hexdgono, cuyos vértices son los extremos de los seis radios. El pretensado longitudinal consta de seis tendones que pasan por los
extremos de los radios de las secciones transversales [21]. Se ha modelizado la estructura de forma que los nudos que conforman
tanto el hexagono exterior como el interior, sean coplananios (figura 6).

Figura 6.5eccion transversal y pretensado delvanc 3.

La estructura principal estd formada por perfiles tubulares de seccion circular figura 7). El didmetro de los perfiles longitudinales es
de 273 mm y las diagonales son perfiles de didmetro 135 mm. Los montantes y radios son perfiles tubulares de seccion cuadrada de
dimensiones 200 mm x 200 mm.
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Figura 7. Estructura principal.

Las secciones de la estructura del tablero (figura 8), constituida por travesafios y arriostramientos, son cuadradas de dimensiones
120 mmx 100 mmy 120 mm x 120 mm respectivamente.

Figura 8 Estructura del tablero.

Los apoyos centrales son dos torres constituidas por celosfas resueltas también con perfiles tubulares de 355 mm de didmetro
{figura 9).

Figura 9. Apoyo central.

En cuanto a las propiedades del acero se ha considerado un médulo de elasticidad de 2,1-10" N/m?, un coeficiente de Poisson igual a
0,3y una densidad de 7.700 Kg/m’.

La modelizacion de la estructura se ha realizado mediante el programa ANSYS empleando dos tipos de elementos: BEAM188 para
simular los perfiles tubulares, definiendo para cada tipo las secciones indicadas anteriormente y LINKi80 para los tendones de
pretensado (figura 10). En el caso del pretensado longitudinal se ha impuesto que los movimientos en la direccion lateral y vertical de
los nudos que lo modelizan sean iguales a los de los nudos que representan los extremos de los radios de las secciones
transversales. La fuerza de pretensado se ha modelizado mediante el comando INISTATE.
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La principal dificultad en la definicion geométrica de la pasarela ha sido la modelizacién del pretensado, principalmente por la
eleccion del tipo de elemento y de las conexiones de éste con el resto de la estructura con el fin de que la transmision de esfuerzos se
realizara de forma realista.

En cuanto a los apoyos, la estructura se considera apoyada en las torres centrales y empotrada en los extremos del tablero. Las bases
de las torres se suponen empotradas.

Flgura 10, vista general del modelocomgleto de la gasarela 2n ANSYS,
3.3. Ajuste del modelo de la pasarela

Para el ajuste del modelo de la pasarela se emplearon todos los datos experimentales expuestos en los estudios anteriores [5] que
afectaban a los cuatro primeros modos verticales de vibracion dela pasarela completa, esto es, las frecuencias y las formas modales
de dichos modos y la masa modal y los modos nommalizados del tercer modo de vibracion.

Se empled un esquema iterativo que nos permitid analizar y seleccionar aquellos parametros fisicos cuyo efecto era mds relevante
para que las frecuencias y las formas modales de nuestro modelo se aproximaran lo mas posible a las obtenidas experimentalmente.
En nuestro caso se comprobd que la masa era la variable que mayor influencia tenfan en el ajuste una vez modelizada la geometr(a
de la estructura.

En el caso de la masa, ha sido la principal variable que ha afectado al ajuste del tercer modo vertical, no sélo de la frecuencia y la
forma modal sino también de su masa modal.

Se ha seleccionado para el andlisis modal realizado el método de Block Lanczos y se han obtenido los primeros cuatro modos
verticales, que a continuacion se reflejan.

) Primer modo: f1 = 1.224 Hz

i
A

X

by segundo medo: f2 = 2,842 Hz
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c) Tercermodo: f3 = 3,662 Hz

d) Cuarto modo: f4 = 4,914 Hz

Figura 11. Modos verticales obtenidos con el modelo en ANSYS,

Tal y como puede observarse la correspondencia entre las formas modales del modelo en ANSYS (figura 11) y las del OMA (figura 4)
es buena.

En la tabla 5 se comparan los resultados del modelo numérico con los obtenidos experimentalmente (tabla 1).

Tabla 5. Comparativa entre las frecuencias obtenidas experimentalmente y las cbtenidas mediante la modelizacién de la pasarela en ANSYS.

. fMEF |fmEer - frpD| /FMEF |fmEF - ferpp | fmEF |meF - fcrop | /fmEr
(Hz) (%) (%) (%)
1 1.224 1.72 155 2.70
2 2842 292 278 27
3 3.662 3.99 4.04 4.01
4 4914 263 2.48 2.48

En todos los casos se obtienen diferencias menores del 5% lo que indica una buena correspondencia del modelo.

En el caso de la masa modal del tercer modo se ajustd a un valor de 18057 kg que corresponde aproximadamente al valor maximo
que se ha obtenido en las estimaciones experimentales (tablas 2, 3 y 4). La diferencia en porcentaje con respecto al resto de las
estimaciones no supera el 6%.

En la tabla 6 se indican los valores resultantes de la comparacion entre los modos normalizados respecto a la matriz de masa del
modelo en ANSYS y los experimentales obtenidos en [6,7].

Tahla 6. valores de MAC comparando |os modos normalizad os obtenid os numéricamente ylos experimentales empleando técnicas de escalado.

Técnica de obtencién de los modos normalizados Coordenadas MAC
L/3 L2 2L/3
Modelo ANSYS 0.0069 0.0074 0.0055
Método 1 0.0039 0.0075 0.0058 0.938
Método 2 0.0039 0.0075 0.0045 0.944

Los resultados son cercanos a la unidad lo que nos indica una buena correspondencia entre modos.

4. Analisis dinamico y validacion del modelo
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Una vez ajustado el modelo de elementos finitos de la pasarela, se obtienen los modos normalizados de los cuatro primeros modos
de vibracion y, con el resto de los pardmetros modales, se procede a simular diferentes fuerzas de excitacion para obtener su
respuesta, en forma de aceleraciones. El objetivo es poder comparar los resultados con los obtenidos experimentalmente con el
objetivo de validar la modelizacion. Para obtener la respuesta dindmica del modelo se emplearon los valores medios de los
coeficientes de amortiguamiento obtenidos experimentalmente en [5] correspondientes a dichos modos. Estos coeficientes se
muestran en la tabla 7.

Tabla 7. Coeficientes de amorti iento identificados experi
Modo Amortiguamiento Método EFDD (%) Amortiguamiento Método CFDD (%)
1 1.173 1.233
2 0.563 0.914
3 0.447 0.436
4 0.345 0.327

Para validar el comportamiento dindmico observado en el vano 2 del modelo se simularon las fuerzas generadas durante el EMA y se
calcularon las aceleraciones en los mismos puntos en los que se obtuvieron mediciones experimentales (L/3, L/2 y 2L/3 del vano 2
siendo L=51). A continuacion, se muestran algunos ejemplos de fuerzas simuladas (figura 12) y de las comparativas entre las
respuestas experimentales y las obtenidas numeéricamente (figuras 13, 14y 15).

a)Ejemplo 1 b) Ejemplo 2 o) Ejemplo 3
Figura 12. Fuerzas de excitacién generadas durante el EMA {abscisas en s y ordenadas en Nj.

) Elemplo 1 bj Ejemplo 2 ) Elemplo 3
Figura 13. Respuesta experimental {en rojo) y respuesta numerica {en azulj en X =17 m {L/3 del vano ), Abscisas en sy ordenadas en m/s,.

a)Ejemplo 1 bj Ejemplo 2 c)Ejemplo 3
Figura 14. Respuesta experimental {en rojo) y respuesta numeérica{en azuljen X =255 m {L/2 del vano 2). Abscisas en s y ordenadas en mlsz.

a) Ejemplo 1 b) Ejemplo 2 ©) Ejemplo 3

Figura 15. Respuesta experimental {en rojo) y respuesta numerica {en azul) en X =34 m {2L/3 del vano 2). Abscisas en s y ordenadas en m sy,
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Tabla 8. valores de aceleraciones maximas {en m/sZ).

Prueba Cota Numérica Experimental Diferencia (%)

1 L3 0,389 0,290 25,6
L/2 0413 0486 14,9
2/3 0,308 0,380 19,1

2 L/3 0,052 0,050 4,8
L/2 0,056 0,083 32,7
2L/3 0,041 0,062 33,2

3 L3 0,257 0,200 22,2
L2 0273 0,359 24,0
2143 0,203 0,271 251

Como puede observarse en la tabla 8, donde se muestran las aceleraciones madaximas obtenidas tanto numérica como
experimentalmente, las respuestas del modelo son ligeramente inferiores salvo a L/3 del vano 2, que son algo superiores debido a
que el modo normalizado del modelo en esa coordenada es también superior al obtenido experimentalmente. En el resto de los
casos las diferencias son probablemente consecuencia de que el modelo sélo tiene en cuenta la fuerza de excitacion aplicada y no el
resto de las cargas ambientales que pudieran existir. Las diferencias son mas notables y variables en el caso de que la fuerza artificial
aplicada es menor y por tanto el peso en la respuesta de las cargas ambientales es mayor, lo que corroborarfa la hipdtesis anterior.
Taly como queda reflejado en la tabla anterior (tabla 8) las diferencias en el valor méximo de las aceleraciones se encuentran en
torno al 25% lo que indica que la correspondencia entre la respuesta del modelo y la experimental es buena.

Para estudiar el comportamiento del modelo completo se ha procedido a simular la principal solicitacion a la que estan sometidas
este tipo de estructuras, esto es, el trénsito peatonal, para comparar la respuesta obtenida con la registrada experimentalmente en
varios puntos de la pasarela y asf verificar el comportamiento de la estructura completa.

Las aceleraciones que se emplean de referencia se extraen de registros de aceleraciones verticales que corresponden al trénsito
peatonal de hasta 10 individuosl.

1Lainfluenciadela masade Ios peatones en el factor de amortiguamiento del modelo de laestructura no setiene en cuenta puesto que representa un valor menor al 5% de lamasa total de
lapasarela [22]).

La simulacion de dicha solicitacion sobre la pasarela se realiza empleando el programa Mathematica y se obtienen las respuestas
dinamicas en aquellos puntos donde tenemos registros experimentales para poder comparar posteriormente ambos resultados.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de las comparativas obtenidas entre respuestas dindmicas en forma de aceleraciones
del modelo numérico v las registradas experimentalmente (figuras 16, 17y 18):

a)Ejemplo 1 by Ejemplo 2 ©) Elemplo 3

Figura 16. Respuestas dindmicas {aceleracicnes) del modelo {color rojo) yregistro experimental {color azulyen el punto X =36.6 m de la pasarela.
Abscisas en s y ordenadas en ms,.

ajEjemplo 1 b)Ejemplo 2 o) Ejemplo 3

Figura 17. Respuestas dindmicas {aceleraciones) del modelo {color rojo) yregistro experimental {color azul)en el punto X =73.5m de la pasarela.
Abscisas en s y ordenadas en m/sz.

httpsyAwwscipedia.convpublic/Frechilla_et_al_2017a

132



Anexo. Publicaciones

s I p E D I A N.Frechilla, M. Cacho-Pérez and A. Lorenzana, Modal and dynamic analysis of a footbridge in service, Rev. int.
métodos numér. calc. disefioing. {2017).

a) Eemplo 1 b) Ejemplo 2 ©) Ejemplo 3

Figura 18. Respuestas dinamicas {aceleracicnes) del modelo {color rojo) y registro experimental {color azulj en el punto X =86.8 m de la pasarela.
Abscisas en s y ordenadas en m/s,.

Siendo conscientes de las limitaciones del modelo de flujo peatonal y de la variabilidad de los registros experimentales de este tipo
de aceleraciones, la finalidad del andlisis de estos resultados es comprobar que los obtenidos numeéricamente son del mismo orden
de magnitud que los reales y que la estructura modelizada completa simula con adecuada precision este tipo de solicitacion. Tal y
como puede desprenderse de las figuras anteriores (figuras 16, 17y 18) los valores maximos alcanzados analfticamente son similares
a los experimentales, situdndose las mayores diferencias en torno al 20% en la mayor(a de los casos.

5. Conclusiones

A la vista de los resultados obtenidos se puede llegar a la conclusion de que el modelo de elementos finitos representa de forma
bastante precisa los parametros modales de la estructura a pesar de la complejidad geométrica de la misma.

En el caso de la respuesta dinamica se obtienen buenos resultados considerando la multitud de factores -y errores inherentes a
ellos- que intervienen tanto en la obtencion de los resultados numéricos como los experimentales (en especial en el caso del transito
peatonal). Se ha podido comprobar que si la geometrfa de partida es realista y completa el ajuste Unicamente de las frecuencias y
formas modales proporciona una precision adecuada del modelo.

Una vez validado, este modelo nos permitird estudiar los diferentes factores que provocan la susceptibilidad a las vibraciones de la
pasarela para, por ejemplo, contemplar diferentes alternativas de disefio y/o predecir su comportamiento ante diferentes
solicitaciones durante las diversas fases del Proyecto. Asimismo se puede emplear el conocimiento generado en el presente estudio
en las fases de disefio de otros casos similares, reduciendo de este modo las inversiones que serfan necesarias implantar para
solucionar efectos dindmicos no deseados en etapas mds tardfas que habitualmente son mucho mas elevadas. Este andlisis puede
abrir nuevas Ineas de investigacion que pueden ser recogidas en futuras publicaciones.

Todo ello contribuird a una mejor compresion del comportamiento dindmico de este tipo de estructuras favoreciendo asimismo la
proliferacion del uso de este tipo de herramientas y asf ayudar a los proyectistas y a las administraciones responsables de su disefio y
mantenimiento.
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Determination of the Bending Strength Geometry Factor
J for the Calculation of Stress in Parallel-Axis Gears as a
Function of the Reference Correction and Slope Angle
of the Gear Tooth
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Abstract: In this paper, the authors report a new method for calculating the bending strength geometry factor defined in norm
908-B89 of AGMA (American Gear Manufacturers Association), which is used for the determination of the bending forces at the
base of IS (International Standard)—specified gear teeth, represented as J Via complex algorithms, this norm calculates the
coefficient, taking into account the number of teeth on the gear/pinion and of the wheel, the pressure angle of the tooth and the angle
of the tooth helix and the correction or displacement of the tool with respect to the standard pitch radius. The aim of this work is to
establish a general formulation that is easy to use for the determination of the bending strength geometry factor (henceforth “form

coefficient™) for both straight-toothed gears and helical-toothed gears for zero-corrected gears and “V” gears.

Keywords: Form factor, cog correction, finite elements method, mathematical model.

1. Introduction

The current development of mechanical engineering
means that gears are one of the most efficient ways for
the transmission of motion with reduced spaces
between the shafts since they have a large load
capacity, the angular velocity ratio remains constant
through the coupling, and the materials employed
support greater work bending strength. This means
that the study of these issues is even further ahead of
the advances in modern industry.

Examples of the importance of these elements can
be found in the many historical references to the use
of mechanisms similar to those familiar today (gears).
Outstanding among these are the Mechanism of
Aristotle, described in the book on mechanisms (280
CE), the Carriage Looking Southwards (China
120-250 AC), etc.

On addressing this work, we have attempted to find
answers to the following questions, which arose in
Refs. [1-3] and which should allow us to separate the
original problem issues, allowing the research to
follow a concrete direction:

* What is the influence of the correction of the
teeth and of the angle of the helix on the geometric
factor of the gear?

* How do the above factors influence the bending
strength at the base of a gear wheel qualitatively and
quantitatively?

* What differences are there between the forces at
the base of the teeth obtained with the finite element
model and those defined in the AGMA-IS norm?

In this sense, the present work attempts to offer
results of the bending strength geometry factor J,
where the scientific novelty is seen in the generation
of a value of a single form coefficient that can be used
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to calculate the forces at the base of the teeth,
regardless of whether they are straight, helical or with
or without an addendum modification coefficient.

The procedure followed was as follows: use of
CAD [4] and CAE tools, which include calculation by
FEM (finite elements method) to obtain the bending
strength at the base of the gear tooth [5, 6] in order to
assess the form factor.

With the results the variation in that factor with the
displacement of the tooth and the reference slope
angle of the dentate (Fig. 1), also known as the helix
angle, was plotted graphically.

We have developed a mathematical formulation (Eq.

(14)), based on the results obtained from the
simulations carried out, able to modify the form factor
of the AGMA to include the effect of the addendum
modification coefficient and that of the slope angle of
the gear teeth.

The results obtained here are valid for the
calculation of the bending strength at the base of the
tooth of a gear with an involute profile, with a
pressure angle of 20° and tool correction limited to a
head thickness of e, < 0.2 m, where m is the gear
module, and with an equivalent number of teeth
greater than 17.

The paper is organized as follows: In Section 2, we
explain the background to the study and in Section 3
we develop the analytical model calculation and the
FEM technical implementation to the gear study. Also

Fig. 1
angles ().

Form coeflicient for different corrections and helix

included in Section 3 is the development for
calculating J factor. In Section 4, we validate the
model by comparing the results to the AGMA
standard and in Section 5, we discuss the results and

offer conclusions.
2. Background

It may be considered that the real importance of
gears as mechanisms for the transmission of power
began at the end of the nineteenth century, in parallel
with the Industrial Revolution.

The first equation for calculating the bending
strength force in the teeth of a gear was reported by
Wilfred Luis, based on the calculation of a cantilever
(with the particularities imposed by the complexity of
the variable section of the tooth).

Considering the tooth of a toothed wheel as a
cantilever beam with a critical section at the base of
the tooth, Lewis [7] proposed the following as the

value of its bending strength (o):
— W
F= Pmy (1)
where W—tangential force on the tooth, m—gear
Module, F—width of tooth (¥ = A*m), where A is a
constant between 6 and 12, ¥—the form factor, which

takes into account the peculiarities of the tooth with

respect to a constant-section beam.

Later it was observed that when a pair of gears
moves at a moderate or high speed noise is generated
due to the dynamic forces generated. The first
evaluation of these efforts was described by Carl G.
Barth at the end of the 19th century and was
incorporated into Lewis’ formula. This was finally left
in the following form:
ey
where K, is speed factor.

As well as dynamic forces, the AGMA [8] takes
into account the imprecisions in the generation of the
tooth, the vibrations, the speed in the line of action

@

and the misalignment of the shafts in order to be able
to control such effects in the design. To determine the
value of K,, AGMA proposes the following equation:
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B
K, = (222%) ®
where v is velocity in the line of action in m/sg.
Also,
A=50+56(1-B) 4
B=025(12-0,)"h (5)

where O, is a factor defining the quality of the gear
with numbers from 8 to 12, which indicate, from
lesser to greater, the quality and exactness of the
transmission of the gear.

The AGMA assesses the bending strength at the
base of the tooth of a gear following the same Lewis
principle; that is, adding to the original formula a
series of factors K (modifying values) in order to take
into account different design and functioning
conditions. It proposes the following as the value of
the shear strength:

o= %% KKK, ©
where Barth’s K, values have been replaced by K,
values given by the AGMA (a function O, and the
velocity in the line of action) and the value Y given by
Lewis has been replaced by the value J, called the
AGMA form coefficient, with K,—load factor, which
takes into account the variations in the load on the
tooth, K,—non-uniform distribution factor of the load
on the surface of the tooth, K—size factor, Kz—a
factor that takes into account the relationship between
the thickness of the ring and the height of the tooth
introduced), K—1.42 for
intermediate gears and 1.0 for the others.

The above AGMA factors take into account the
possible real conditions that occur during the

(recently idler or

functioning of a gear.

The bending strength geometry factor (or form
coefficient, J) with tooth displacement and slope angle
is determined by the AGMA [8] using a complicated
algorithm, defined in norm 908-B89. This algorithm
demands the acquisition of many, hampering its
generalization.

3. A New Method for Calculating the J
Factor

As mentioned at the beginning of this work, our
aim is to determine the form factor J for gears in SI
units by means of a novel calculation method that
generalizes the solution by incorporating into the
formulation the displacement of the tool when milling
the tooth of a gear, or summary correction (X) and the
helix angle of the tooth (v).

For this calculation, in the case cylindrical gears
with straight teeth with summary
correction, a simple formulation was achieved using

and helical

simulations with gears modeled in 3D and subjected
to pairs of loads similar to those that the tooth of a
gear can support within the elastic limit of the
material.

The path followed to obtain the value of J involved
the following protocol:

* Determination of the value of J using the
algorithm of the AGMA norm 908-B89 for
parallel-axis gears and a helix angle y between 0°
(spur gear) and 30° with summary correction X
between 0 and 0.8;

* Calculation of the value of J by means of assays
with finite elements;

* Comparison of the results of the two methods;

¢ Elaboration of results graphics;

* Mathematical formulation of the results (value of

9.

3.1 Calculation of the J Factor according to AGMA
for Spur Gears with Zero Correction

Currently, AGMA [9] obtains the T factor for spur
and helical gears (for X = 0 and y = 0) using the
following expression:

Y
S — @
where Y—the value defined in AGMA 908-B89, not
to be confused with the Lewis factor; K—force
concentration factor at the base of the tooth of a gear;
my—Tload sharing ratio. This is determined by the
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relationship between the width of the face of the tooth
and the length of the line of contact or gear line.

Defining the latter,
my =— )
We have Py, the pitch at the base of the tooth, and Z,
the length of the line of action.
For values of X and y different from 0, it is
necessary to have a set of intermediate values in the
calculation process that are only valid for each case in

particular.
3.2 FEM Simulations

The 3D modeling of the teeth of the gears to be
analyzed was performed using a program called
“JAWSTRAIN", which belongs to the Department of
Mechanical Engineering of the University School in
Zamora (University of Salamanca), and runs on the
Solid Edge platform.

For the simulation, the teeth of the pinion are
connected with the gear teeth, subjecting the set to a
torsion torque and observing the behavior of one of
the teeth at the point of maximum force demand. The
operation was repeated for different numbers of teeth,
corrections and reference angles (Fig. 2). The results
obtained allow the level of correspondence between
the model developed and that proposed by the AGMA
reference norm to be evaluated.

Fig. 2 Examplé of finite element modeling.

In sum, our aim was to gain further insight into the
bending strength values at the base of the tooth under
the effect of the force acting on the tooth due to the
torque the tooth must transmit in order to make
effective proposals in the evaluation of the work
capacity of gears and establish a physical model that
combines the precise estimation of the load capacity
of the gear by means of a simple evaluation procedure.

A total of 180 evaluations of the Form Coefficient J
were carried out for 18-tooth gears with wheels of 75,
60 and 33 teeth, with helix angles, y, 5°, 10°, 20° and
30° and tool corrections, X, of 0, 0.1, 0.2, 0.3, 04, 0.5,
0.6,0.7and 0.8.

It was observed that the values obtained with any of
the modules were identical, such that the results were
calculated for a module equal to 1. These are shown in
Tables 1-3.

The results obtained for the Form Coefficients J
were represented on a three-dimensional plot (Fig. 1)
as a function of the reference correction and the slope
angle (y).

3.3 Mathematical Formulation of the Results

Upon observing the plots obtained, and using the

Mathematica program, we obtain the equation that

allows the Form Coefficient J to be related to the
parameters: tool correction X helix angle y, number of
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Table 1 FEM results (values of J (for the form coefficient Ny = 18, N = 75)) with different corrections and helix angles.
x v
8¢ 10° 20° 30°
0.0 0.415857 0.4158570 0.48453398 0.50042504
04 0.44749107 0.44749107 0.48992959 0.50921414
0.8 0.46117559 0.46117559 0.51605752 0.55584254

Table 2 FEM results (values of J (for the form coefficient N, = 18, N; = 60)) with different corrections and helix angles.

X v

5 10° 20° 30°
0.0 0.3959178 0.44526653 0.47436373 041104629
04 0.40858823 0.45812613 0.48664885 0.42403786
0.8 0.45033312 0.49891692 0.52781029 0.46481707

Table 3 FEM results (values of J (for the form coefficient Ny = 18, N = 33)) with different corrections and helix angles.

¥ v

52 10° 20° 30°
0.0 0.37107256 0.42878506 0.44992027 0.40086193
04 0.39067466 0.46966763 0.48839919 0.42419227
0.8 0.433009211 0.59113390 0.52829704 0.45092891

teeth on the pinion wheel Np and number of teeth of
the gear with which N; meshes.
3.3.1 Incorporation of the Summary Correction in
the Formulation of J
The displacement of the tool when milling the tooth
of a gear “X” varies the dimensions of this latter, the
variation being most important at the base of the tooth,
modifying the bending force the tooth can support.
Here, this variation is reflected via the modification
of the J factor, multiplying this latter by an additional
coefficient. One thus has
/= fAGMAz—; (&
The negative corrections must be taken into account,
defining the term of the equation that multiplies Jucan
as
Ste. .
(é) ifX>1
Sttng -
(é)“ if X =1 (10)
Sftnq .
(é) lifx<1
where Jygan is the form factor defined according to
AGMA 908-B89 for spur gears (¢ = 0 and X = 0); S,

is the thickness of the tooth with tool displacement,
and Sy is the thickness of the tooth without tool
displacement.

The thickness values at the base of the tooth are
determined thus [10],

Sy = 2Rp(ev(p) —ev(h)) (11)

S5 = 2Rs(ev(p) —ev (b)) (12)

with R—the background radius of the gear without

correction, /—the angle measured at the base of the

tooth, tangent to the directing circle, p—the angle

measured at the tip of the tooth, the meeting of two

curves that define the profiles of the teeth. Rf, " and

¢" correspond to the above parameters measured with
the X tool displacement.

3.3.2 Incorporation of the Helix Angle, the Number
of Teeth of the Pinion and of the Wheel in the
Formulation of J

With the definition of the variation in J due to the
summary correction, it was possible to obtain the
variation associated with the other variables, the
equation that defines the Form Coefficient F having
the following aspect:
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] =]AGMA::_; + A (13)
where AJ is the increase in the factor due to the helix
angle of y.

To determine the factor AJ Napierian logarithms
were applied to the equations obtained with the
simulation data, obtaining straight lines converging on
a point that fits the following equation:

Af =[-21In0n +n)] * Yo ginns T

[(nGm +n5)] * W dians (14

where
m=(2.4%1075 *Np - 2.5%1073)N; (15)
n=29 * 107* * N, + 0.63 (16)
ny= 2.9 * 107% * Np + 02467 an

and Np is the number of teeth of the pinion, N is the
number of teeth of the gear.

The values of AJ calculated reach their maxima for
angles (Fig. 3) of less than 20°, thereafter decreasing,
and they become negative for very sharp helix angles.

From Eq. (14), and deriving AJ with respect to S,
the above maximum value is obtained.

_ in[m+n,]
llJ - Ln[m+nz] as)
4. Checking the Results

The results obtained upon using the proposed formula

0,75

015 £
01

0,05

0

were compared with those obtained with the
procedure specified by AGMA and that this latter
summarizes in Ref. [11] for helical gears in cases
different from those assayed here. The results are
shown in Table 4 and prove to be concordant, with
deviations of less than 4.5%.

Up to now, the form factor J calculated corresponds
to the tooth of the pinion of the gear because the
former is the weakest part of the tandem and hence the
one to be taken into account when making the design.

To check the validity of the proposed formulation,
and since AGMA also gives values for it, we
calculated the form factor J for the tooth of the wheel
of the same gear. The results are shown in Table 5,
with the observation of values similar to those
obtained in the previous case (pinion). To perform this
calculation in Eqs. (15)-(17), the values of Zp and Zs
must be exchanged.

5. Conclusions

We have made a precise determination of the form
factor for parallel-axis, straight and helical gears for
any degree of correction incorporated into the
formulation developed here.

We have compared the results with the international

7p=21 Amacpard
B==0,3054

Al para
Ba=03349

Dmaxpara
Aa=0.3763

Almavparn
Pa-U,5142

0 01 0.2 0.3 04 a5 113 07 08 n‘fl
B: (rad)
Fig. 3 Plot of AJ as a function of y for different cases (Zp = Np, Zg = Ng).

Table 4 Comparison of results for the form factor J according to AGMA 918-A93 and the proposed model.
Parallel-axis gear (Np = 21; Xp = 0.000; N; = 35; X = 0.0000; y =30°)

According to AGMA 918-A93 According to proposed model
J J
0.46 0.463

143



Anexo. Otras Publicaciones

Determination of the Bending Strength Geometry Factor J for the Calculation of Stress in Parallel-Axis

33

Gears as a Function of the Reference Correction and Slope Angle of the Gear Tooth

Table 5 Comparison of results of for the form factor J for the wheel of the gear according to AGMA 918-A93 and the

proposed model.

Parallel-axis gear (Np = 21; Xp = 0.000; N; = 35; X;; = 0.0000; y =30°)

According fo AGMA 918-A93

According to proposed model

J (wheel) J (wheel)
048 0.483
[4] C. Ceballos, Gear model design using CAD systems,

norms with a degree of correlation that has allowed us
to validate the model.

A further result from this work is the ability to
calculate the optimum helix angle for the design of
parallel-axis gears.

Scope: The study was performed for gears with a
number of teeth of 18 (or equivalent) up to 75. The
model proved to be valid for gears with up to at least
100 teeth.
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Simplified mechanical model for a stress-ribbon monitorized
footbridge. Analytical and experimental results.

M. Cacho-Perez!, N. Frechilla?, Ivan. M. Diaz® and A. Lorenzana?

Abstract

Focused on a stress-ribbon footbridge, the analytic response for the static and modal problem corresponding
to a simple suspended steel plate is studied. The typical mechanical response under its own weight (catenary)
is modified to take into account the elongation and thermal effects. The equilibrium equations describing the
problem are ordinary differential equations that require a pair of coupled nonlinear equations to calculate the
value of the stress at one end and then the rest of the parameters. The understanding of the static response
is very important not only for the determination of the deformed equilibrium configuration but also for its
influence on both the modal analysis and the dynamic response of the suspended cable. Most of the analytical
effort is paid for the vertical response of the equivalent suspended cable, that is believed to match, once
updated, with the vertical response of the steel-plated stress-ribbon footbridge under study (80m single span
Pedro Gomez Bosque footbridge in Valladolid, crossing the Pisuerga River).

The dynamic problem is formulated following the Irvine’s scheme and the free undamped vibration modes
are obtained. These modes depend on the static deformed shape, that depends on the mechanical properties
of the cable, the location of its ends and also on the temperature changes. The resultant nonlinear equations
are linearized taking the static deformed shape as reference. In this way, the small amplitude free vibrations
are determined through separation of variables techniques together with the Rayleigh-Ritz method.

As the footbridge is continuously monitorized (acceleration in 18 points, apart from temperature and wind
speed and direction), output-only modal parameter estimation has been carried out for different temperatures
and similar operation conditions (pedestrian occupancy and wind). In this way, it has been possible to identify
natural modes and to correlate them with the analytical ones in a rank of usual environmental temperatures
(+5°C, +35°C).

I. INTRODUCTION

Cables are common structural members in civil engineering. Although in most of the cases cables are
working together with other structural members (beams, plates, ...), in the application studied in this paper
(stress ribbon footbridge) cables lead (together with the abutments) the structural strength and stability. The
simple idea of installing ropes and wooden slabs for crossing a river has evolved in modem bridge designs
like the ones of U. Finsterwalder in mid-20th century followed by J.Strasky, among others. Most of stress
ribbon footbridges are built in reinforced concrete using poststressing techniques. With that tipology, the
concrete deck contributes with mass and transversal stability but are the active tendons the responsible for
the static and dynamic behaviour. Other building alternative is to place precast concrete slabs over the main
cables or plates, once pretensioned properly. In the footbridge under study, the plate is L = 85m long made
of steel, being its cross-section & = 3,6 m width and ¢ = 30mm thick. The objective of this work is to
present a proper mathematical model for such a structure and to check its applicability in predicting not only
the static behaviour but also modal parameters. For that, special attention is focused in the vertical direction,
although also transversal and torsional effects are presented but only considering that those effects are not
coupled between them neither with the vertical ones[1], [2]. [3], [4]. [5].
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Fig. 1: Stress-ribbon footbridge under study

II. STATIC ANALYSIS

Being the plate placed in horizontal position (figure 1) where the width & is along Z axis, the static
problem in the vertical plane (XY') can be approached using standard formulation for cables. Assuming
material homogeneity and isotropy and considering only axial deformation normal to the cross-section, the
only problem in solving the equilibrium equations of motion is to find the deformed shape configuration C's
in which the equilibrium condition must be satisfied (figure 4). If Ly is the stressless length of the cable and
CY its original shape configuration for reference temperature Ty (figure 2), the position of any cross-section
P(s) must be identified using the curvilinear coordinate s.

Co P(s)

Ty
s=1Lg

Fig. 2: Natural unstressed configuration Cl

With N(s) being the axial force in the cable, figure 3 shows the left portion of the structure that must
satisfied:

dz

N(S)d—p =H (la)
dy _ .,

N(s)—dp =V -ws (1b)

where H and V' are the reactions in the left support S4 and w is the weight of the cable for unit stressless
length. Geometrical relation between %, ¢ and p(s) is given by

DROE
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Fig. 4: Static equilibrium configuration C

and longitudinal static strain can be defined using
dap
=—=-1 3
s(s)= 51 ®
The former equations have to be completed with the following constitutive elastic law in terms of Young
modulus £ and thermal expansion coefficient a
N(s) = EA(e(s) — aAT) 4

A is the area of the cross-section of the cable and AT = T — T} is the change in the temperature with
Tespect to the reference one.
For solving the axial force N(s) under vertical loading w, being its horizontal component constant H and
using (1) and (2), its modulus is ,
N(s)= [H*+(V —ws)?]? 5)

which depends on s. Inroducing this expression on (2) and (4), the following differential equations are
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obtained
dz
1, AT
= +(l+a ) ( ) (6a)
dy  (V —ws) (V —ws)
o T (14 AT ———2
is = BA TR el
that can be analytically solved with the following boundary conditions
7(0) =0 (7)
#(0)=0 (7b)
z(Lo) =L 70
y(Lo) = Ltand (7d)

The solution is expressed through auxiliary functions ¥'1 and ¥5 (see appendix A) in the following form:

#(9)= %s + E(l +aAT)Ty(s) (8a)
y(s) = % —;—%s < H(1 + AT To(s) 8b)

Evaluating (8a,b) for s = L leads to the following set of equations to be solved in H and V" so the static
problem is finally solved

(Lo) Lo + H(l + aAT)‘I’l(Lo) =1L (9a)
r
y(Lo) = EALO - §%L —(1+aAT)\IJg(L0) = Ltané (9b)

Getting rid of the axial elongation and thermal effects, former equations become the classical hyperbolic
functions known as catenary.

For the particular case of horizontally supported cables, V' = Low /2 and maximum deflection is obtained
in the middle of the span. For any other case, in order to evaluate the position of the cross-section with
maximum vertical displacement, the following equation has to be used, obtained through integration in (4)

() = (1 + aAT)s + 21 (850 + Ta(s)] (10)

(see T3 and Ty in appendix A). With this expression is possible to extract the contribution of the thermal
and elastic elongation. In the case of be interested in evaluating the displacement in the middle of the span,
the following procedure should be used. First 5., coordinate must be determined using:

H H L
Z(8m) = E—Astr a(l +aAT)Ti(sm) = 3

and then compute z(s) = y(s) — x(s) tand resulting in the following equation

(tn

= %%sfn+%(l+aAT)‘l'g(sm) ” %tanﬁ 12
M. MODAL ANALYSITS
Three different uncoupled problems can be derived for the mechanical approach to the stress ribbon
footbridge under study. In first place, the Irvine scheme is followed to determinate vibration modes in the
vertical direction in the deformed configuration. Then assuming probably not valid hypothesis the transversal
vibrations could be addressed using the bending theory for beams in which the effect of axial force is taken
into account. For the torsional vibrations, standard model for beams is attemped.

6= 2(8m) = %sm
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HI-A.  Modes in vertical direction

According to classical theory for suspended cables, once static configuration Cj is obtained, horizontal
and vertical movements «(s,¢) and ¥(s,?) can appear in dynamic loading (see fig. 5). Assuming that the
amplitude of those movements is small with respect to the static deflection, dynamic configuration Cy is
always around static one (C';) and the equations of motion can be written down as

a dz = Ou u

£ [(N + Ny) (d_p — %ﬂ = (13a)
2.

%{(NJFNd) (%+%)] =m%—wd (13b)

where wy is the cable weight for unit length, m is its mass for unit length under tension, N is its axial force
under static loading and Ny is the variation in the axial force due to motion.

S4 x

T =Ty +AT

Fig. 5: Components of motion and dynamic configuration Cy

V +Vy

Fig. 6: Global dynamic equilibrium

HI-B.  Horizontal equilibrium
Introducing H and Hy;, defined as

g=nN% (14a)
dp
=N, (14b)
dp
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in (13a), the following equation can be reached, that define the dynamic behaviour of the cable in the

horizontal direction 5 [ it au\] d &
i U
7 7o (14 5)| 5 = "

I-C.  Vertical equilibrium
In a similar way, from (13b) the equation for the dynamic behaviour in the vertical direction became
8 [, 0v dy avﬂ(dx)Q 8%
i | Bl —vrls, BRanl © e — | =m4z 16
ax[ B d(dp )| \ap) ~ "o e
Although (15) and (16) are valid for any value of the movements % and w, it is necessary to introduce
the hypothesis of small displacements in order to proceed with the modal analysis using the separation of

variables method. First H; is considered constant along the cable, which means that dynamic horizontal
elongation only change in time (), not in space (p), that is

a dz
—{ Hy =0 17
oz ( dp) i
so that at any cross-section Hj depends only on the time according to
dz
H,— =EA 1
Lrm e(t) (18)
where e(t) is the elongation function defined as
2
e(t) = o4 (Z;) 19)
where £ is the longitudinal dynamic strain defined as
de
gg=——1 20)
e (
that can be approximated using Lagrange approach in the following way
dr [6u  dyov 1 [ov\?®
_dz |ou 2 (Y 21
“d dp {8x+da:83:+2<83:)} i
so that elongation function becomes
dy v 1 /' v 1 /' dy Ov
= = — R 22
Y { dzaa:d+2_L O:Edz L,Ldzaa:dx 22
with these expresions (15) and (16) can be linearizated to
O%u o%u
H— +EA =M 2
32 + e(t) Mo (23)
v dy v &y
H2Y + EA =me— 24
57 em( +3x2) L @4

Where y(s) comresponding to the static configuration Cj. After integration using separation of variables
technique, eigenvalues can be obtained using

§ (H + EAe(t) )f 11)” (s)b:(s)ds

W= m @)
“ pA [ 42(s) ds
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o _ _(H+ Ede() [ w(shbn(s)ds + BAelt) [y (s)i(s) ds 5
Ve T T

pA fOL" $3(s)ds
where 1; are the eigenvectors corresponding to pinned-pinned boundary conditions (note that the moment of
inertica I, has been neglected).

HI-D.  Transversal modes
Tt is know that the equations of motion for axial and bending loading in a straight beam with constant
cross-section of area A and moment of inertia I, are
VI(s)+ pAwiu,(s) =0 (27a)
M, (s) — H(s)by(s) +Va(s) =0 (27b)

The eigenvalues can be obtained using

L L

o = EL [3° 9" (s)uls) czs = o " His)yp! (s)i(s) ds
‘ PA [y $i(s) ds

where 1; are the eigenvectors corresponding to clamped-clamped boundary conditions. Note that the former

equation accounts for the effect of the axial force H in the beam. Having in mind the low curvature of the

stress ribbon footbridge, this bending theory could be applied for approximate its modal behaviour in the
horizontal plane.

(28)

II-E.  Torsional modes
Having in mind the geometry of the cross-section (30x3600 rectangle), the torsional behaviour can be
approximated by Saint-Venant torsion theory, which is not coupled which bending neither with axial effects.
The equation of motion is: .
GJIMz(s,t) = plobr(s,t) @9

being G.J the torsional rigidity and I the polar moment of inertia. In this case the eigenvectors are also the
corresponding to clamped-clamped conditions and eigenvalues can be obtained using

2 GI [ (s)bals)ds
= e
ply fl) Pi(s)ds

Again, an attempt to apply this torsional theory is done to approximate the torsional modal behaviour of
the stress ribbon structure.

TV. APPLICATION TO THE STRESS-RIBBON FOOTBRIDGE

The analytical model presented is applied to the Pedro Gomez Bosque footbridge, sited in Valladolid
(Spain). This footbridge is a slender and lightweight steel stress-ribbon structure built in 2011 with only
one span of 85 m that provides minimal impact on the surroundings. Tt mainly consists of a Corten steel
sheet of 94 m long, 3,6 m width and only 30 mm thickness which is pre-tensioned and anchored to the two
abutments, which are 2 meters not on a level. The complete steel sheet is fabricated by S-meter long plates
welded. A number of 110 precast concrete slabs of 5,2 m long, 0,75 m width and 120 mm thickness lay on
the steel sheet. The structure is completed by rubber pavement and a stainless steel and glass handrail. All
these structural and functional parts suppose 23,6 KN/m. Inital pre-tension on the steel sheet was adjusted
so that displacement in the middle were limited to § = L/50 with means 1,7 m. Using the static model
presented in section 2 the resulting axial tension is H# = 12,536 MN and the initial length should be 85,067
m. Note that straight distance between abutments is 85,023 m.

(30)
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IV-A. Analytical static results

Considering the service overload of 15,7 KN/m according to the structural project and for a rank of + 15°C'
in temperatures with respect to the reference one (Tr.; = 20°C), the analytical values for displacements,
axial force and deformed length are presented in table | for the relevant conditions considered.

IV-B. Analytical modal results

Table 2 shows natural frequencies for vertical and longitudinal vibrations according (23) and (24). Also,
using (28) and (30), ransversal and torsional frequencies are shown. Three different conditions are considered,
depending on temperatures.

w (kN/m} AT (°C} §(m) H(MN}

23,6 0,0 1,70 12,536
23,6 -15,0 1,547 13,792
39,3 +15,0 2,033 17,452
39,3 -150 1,773 20,035

TABLE I: Static solution for different loading conditions

longitudinal vertical  transversal  torsional
Ty =20°C fuitHz)  fvi(Hz)  fu:(Hz) fri(Hz)
mode 1 0,75 0,93 2,76 0,31
mode 2 0,85 0,85 7,45 0,63
mode 3 1,67 1,30 14,47 0,94
mode 4 1,69 1,70 1,26
AT =415°C
mode 1 0,76 0,97 2,75 0,31
mode 2 0,82 0,82 7,44 0,63
mode 3 1,66 1,27 14,46 0,94
mode 4 1,64 1,64 1,26
AT = -15°C
mode 1 0,75 0,89 2,77 0,31
mode 2 0,88 0,88 7,46 0,63
mode 3 1,68 1,34 14,48 0,94
mode 4 1,76 1,76 1,26

TABLE II: Analytical frequencies

IV-C. Experimental results

Some experimental values have been obtained through simple photogrammetry. According to photographs,
the variation in the deflection in the central cross-sections for 35°C and 5°C is around 0,4m which agrees
with the analytical results shown in table 1. Also some of the analytical modes has been observed for different
temperatures by performing the corresponding operational modal analysis using the registered data obtained
through monitoring. Table 4 presents the seven first natural frequencies identified by FDD and SST techniques
at 5°C', 20°C' and 35°C". Corresponding modes are shown in figure 7. The notation used is as introduced
in table TIT BZi for bending modes in the vertical XZ plane, BYi for bending modes in the horizontal XY
plane and TXi for torsional modes around X axis. i the number of antinodes of the corresponding mode. No

365

153



Anexo. Otras Publicaciones

Isometric view X2 View XY View YZ View
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Fig. 7: Experimental mode shapes for the first seven modes

longitudinal modes have been observed and horizontal bending modes observed are always coupled with the
torsional ones.

V. CONCLUSIONS

The evaluation of the static deformed shape of a suspended cables is a non-linear problem with analytical
solution that depends not only on the location of its support, it weight and initial length but also on its
elastic properties (cross-area and Young modulus) and on the temperature. Once the deflection at a reference
central section is known, axial force can be determined, which is crucial for the computation of modal
modes and frequencies. Stress ribbon footbridges behave like a suspended cable in the vertical plane. Static
solution presented is according to the project estimations and agree with experimental values obtained using
photogrammetry. With respect to the modal properties, also in the vertical plane it is possible to address the
model and frequencies using analytical formulation. Tn this case, for vertical vibration modes, the numerical
modal shapes and frequencies obtained reasonably agree to the experimental ones. The results are very
sensitive on the axial force, that also depends on the temperature. In this way, once known the temperature,
the determination of the axil force using the static solution is the starting point for the modal analysis. Changes
about 15°C in the temperature with respect to the reference one can affect up to 5 % in the modal frequencies.
Tt is curious how that variation can be upward or downward and that the same tendency is observed in the
experimental results. Table TV shows those tendencies for the first four modes in the vertical plane. Regarding
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vertical  transversal+torsional
Tref = 20°C fv,z (Hz) fH'T,z (Hz)

mode 1 1,020 BZ_1 1,050 BY_1+TX_1
mode 2 0,868 BZ_2 1,530 BY 24TX_2
mode 3 1,410 BZ.3 2,230 BY_3+TX_3
mode 4 1,780 BZ_4

AT = +15°C
mode 1 1,050 BZ.1 1,096 BY_I+TX_]
mode 2 0,840 BZ2 1,520 BY 24TX 2

mode 3 1,390 BZ.3 2,150 BY_3+TX_3
mode 4 1,730 BZ 4

AT = —15°C
mode 1 0,980 BZ_I 1,005 BY_1+TX_1
mode 2 0,895 BZ2 1,540 BY 2+TX 2
mode 3 1,436 BZ 3 2,310 BY_34TX.3
mode 4 1,840 BZ. 4

TABLE III: Experimental frequencies

5°C 20°C 35°C

mode  Analytical Experimental  Analytical Experimental  Analytical Experimental
1 0,980 0,89 1,020 0,93 1,050 0,97

2 0,395 0,88 0,868 0,85 0,340 0,82

3 1,436 1,34 1,410 1,30 1,390 1,27

4 1,840 1,76 1,780 1,70 1,730 1,64
Mean value Variation for low temperature ~ Variation for high temperature

mode  Analytical Experimental  Analytical Experimental  Analytical Experimental
1 1,017 0,930 -39% -4,3% 2,9% 43%

2 0,368 0,850 3,1% 3,5% -3,2% -35%

3 1,412 1,303 18% 3,1% -1,4% -2,3%

4 1,783 1,700 3,4% 3,5% -2,8% -35%

TABLE IV: Comparison of frequencies of the vertical modes for different temperatures

transversal and torsional modes, although analytical formulation for beams predicts separated modes for both
effects, experimental results clearly show perfect coupling between then that make the authors believe in
the no applicability of the beam model for those effects, being necessary to resolve to plate or shell theory
undergoing large displacements to get an initial approach for transversal and torsional vibrations in stress
ribbon footbridges.

APPENDIX A. AUXILIARY FUNCTIONS

T1(s) = arcsinh [tan{a)] — arcsinh [tan(p(s))] (31a)
To(s) = [1+tan?(0a)] ¥ — [1+ tan(e(s))]? G1b)
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T3(s) =tan(pa) [1 +tan2(npA)] i tan(e(s)) [1+ tanz(go(s))] = (32a)
Ty(s)=log [tan(goA) + [1+ tan*(0a)] 5] —log [tan(go(s)) + [1 + tan®(p(s))] %] (32b)
where
_V_ 4
tan(pa) = T & " (33a)
tan(p(s)) = L = 2 (33b)
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