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Resumen 

 

Obras de ingeniería civil como las pasarelas peatonales, son estructuras cada vez más 

esbeltas, ambiciosas y complejas en las que los efectos dinámicos producidos por las 

solicitaciones a las que están sometidas pueden inducir, además de problemas de servicio, 

amplificaciones importantes y repetitivas de los esfuerzos y deformaciones que pueden 

afectar a la seguridad y viga a fatiga de la estructura. 

Aunque las normativas recogen diversos criterios de evaluación de estos fenómenos, 

también reflejan la dificultad de evaluar con precisión el comportamiento dinámico de las 

estructuras, exigiendo en algunos casos un estudio dinámico riguroso. 

El principal objetivo de este trabajo es validar diferentes métodos y herramientas de 

análisis modal y caracterización dinámica, aplicándolos a un caso real, una pasarela 

peatonal actualmente en servicio, y complementando un análisis dinámico anterior 

realizado sobre la misma. De esta forma se amplía el abanico de metodologías que 

faciliten la implantación del estudio de las vibraciones en las estructuras de obra civil, 

permitiendo que este tipo de acciones dinámicas no limiten la progresiva evolución que 

se está desarrollando en el diseño de estructuras cada vez más esbeltas. 

El presente estudio se estructura como se describe a continuación: 

 Estudios sobre la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid: 

o Modelización de la estructura completa mediante el Software de Elementos 

Finitos ANSYS. 

o Ajuste del modelo (FEM Updating) mediante la comparación de las 

frecuencias y formas modales logradas, con los resultados experimentales 

obtenidos en un estudio anterior. 
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 Análisis modal y dinámico de la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid: 

o Validación de una metodología para estimar los parámetros modales del 

sistema dinámico, partiendo de una representación en el espacio de estados 

mediante la técnica de identificación en el subespacio estocástico (SSI - 

Stochastic Subspace Identificarion), y obteniendo mediante la adecuada 

matriz de transformación los parámetros físicos del sistema (matrices de masa, 

amortiguamiento y rigidez) que permiten calcular las masas modales y/o 

modos normalizados respecto a la matriz de masa. 

o Validación de una segunda metodología en la que partiendo de nuevo de una 

representación en el espacio de estados mediante la técnica SSI, se escalan los 

modos de vibración a partir de la estimación de los residuos de la 

descomposición en fracciones parciales de la función en frecuencia (FRF - 

Frequency Response Function) de las mediciones.  

La aplicación práctica de las herramientas que se evalúan en este trabajo no se limita 

exclusivamente a las etapas de puesta en servicio y mantenimiento, ya que se incluye uno 

de los instrumentos, el análisis de elementos finitos (FEA – Finite Element Analysis), que 

con mayor profusión se está aplicando también en las fases más tempranas de los 

proyectos. El objetivo es que la implementación de este recurso en la etapa de diseño de 

este tipo de estructuras permita efectuar modificaciones o correcciones al menor coste 

tanto económico como en la calidad del proyecto, siendo necesario para su difusión el 

análisis de su viabilidad en casos actualmente en servicio. 

Algunos de los puntos anteriores han supuesto aportaciones originales que han dado lugar 

a distintos artículos científicos publicados en revistas internacionales, recogidos éstos en 

la parte final del documento.
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Abstract 

 

Civil engineering constructions like pedestrian footbridges are structures increasingly 

slender, ambitious and complex in which the dynamic effects caused by the loads to which 

they are subjected (pedestrians) may induce service problems and significant and 

repetitive amplifications of the efforts and deformations that may affect the safety and 

fatigue life of the structure. 

Although some guidelines and regulations contain various evaluation criteria for these 

phenomena, they also reflect the difficulty of accurate assessment of the dynamic 

behavior of structures, requiring in some cases a rigorous dynamic study. 

The main aim of this work is to validate different methods and tools of modal analysis 

and dynamic characterization, applying them to a real case, a pedestrian footbridge 

currently in service, and complementing a previous dynamic analysis performed on it. In 

this way, the range of methodologies that facilitate the implementation of the study of 

vibrations in civil structures is increased, allowing this type of dynamic actions not to 

limit the progressive evolution that is being developed in the design of this type of 

structures increasingly slender. 

The present study is structured as follows: 

 Studies on the Science Museum Footbridge of Valladolid: 

o Modeling of the complete structure using the software of finite element 

ANSYS. 

o FEM Updating by comparing the calculated frequencies and modal modes, 

with the experimental ones obtained in an earlier study. 
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 Modal and dynamic analysis of the Science Museum Footbridge of Valladolid: 

o Validation of a methodology to estimate the modal parameters of the dynamic 

system, starting from a representation in the state space by SSI technique 

(Stochastic Subspace Identification), and obtaining, by the appropriate 

transformation matrix, the physical parameters of the system (mass, damping 

and stiffness matrices) which allows to calculate modal masses and / or 

normalized modes shapes with respect to the mass matrix. 

o Validation of a second methodology in which starting again from a 

representation in the state space by SSI technique, vibration modes are scaled 

from the estimation of the residues of the decomposition in partial fractions of 

the Frequency Response Function (FRF) of the measurements. 

The practical application of the tools evaluated in this work is not only limited to the 

service and maintenance stages, since it includes one of the instruments, the Finite 

Element Analysis (FEA), which has greater profusion at the earliest stages of the projects. 

The objective is that the implementation of this resource in the design stage of this type 

of structures allows modifications or corrections to be made at the lowest economic and 

quality cost of the project, being necessary for its diffusion the analysis of its feasibility 

in cases currently in service. 

Some of the previous points have been original contributions that have given rise to 

different articles published in international journals, collected at the end of this document. 
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1.1. El tema en su contexto 

Debido a la crisis económica que ha sufrido nuestro país en los últimos años, motivada 

entre otras razones al desplome de la construcción, es necesario realizar una 

reestructuración del sector como clara apuesta de futuro hacia un alto grado de 

competitividad. Esta reestructuración debe basarse entre otros pilares en una 

dinamización innovadora, eliminando las malas prácticas tradicionales que incrementan 

los costes de la construcción en todas las fases del proyecto, desde su redacción hasta su 

puesta en servicio y mantenimiento. 

Partiendo de este escenario acotamos el área de estudio a un caso particular de estructuras 

de ingeniería civil, las pasarelas peatonales, que constituyen un paradigma muy claro de 

elementos en cuyo diseño y construcción se trata de innovar empleando materiales y 

sistemas constructivos, que resultan en ejemplos más esbeltos, ambiciosos y complejos.  

Este hecho, junto con las actuales demandas sociales relativas a la percepción y confort, 

suscitan la necesidad de integrar el cálculo dinámico de manera sistemática en todas las 

fases de proyecto (diseño, construcción, puesta en servicio, mantenimiento) ya que estas 

construcciones son propensas a ser excitadas por las personas que las ocupan, pudiendo 

los efectos dinámicos producidos inducir, además de problemas de servicio, 

amplificaciones importantes y  repetitivas de los esfuerzos y deformaciones que pueden 

afectar a la seguridad resistente o a la vida a fatiga de la estructura [1]. 

Aunque las normativas recogen diversos criterios de evaluación de estos fenómenos, 

también reflejan la dificultad de evaluar con precisión el comportamiento dinámico de las 

estructuras, exigiendo en algunos casos un estudio dinámico riguroso. 

Por ello es fundamental comprobar la validez de los diferentes métodos y herramientas 

de análisis y caracterización dinámica, contrastando los resultados obtenidos por varios 

de ellos para el mismo caso y pudiendo corroborarlos con medidas experimentales.  

  



Capítulo 1. Introducción 

2 

 

1.2. Motivación 

En la línea presentada en el apartado anterior se redacta la presente tesis, centrándose en 

la verificación de la validez del análisis de elementos finitos (FEA – Finite Element 

Analysis) para la obtención de un modelo que simule el comportamiento dinámico en 

cualquier fase del proyecto y la verificación de dos metodologías para el cálculo de los 

principales parámetros dinámicos que incluye el escalado de los modos de vibración 

aplicables en la fase de puesta en servicio. Para ello se empleará como ejemplo una 

pasarela peatonal actualmente el servicio, la Pasarela del Museo de la Ciencia (PMC) de 

Valladolid que ya ha sido objeto de un estudio dinámico en la tesis presentada por Jesús 

de Sebastián Sanz [2]. 

El fin es contribuir a una mejor comprensión del comportamiento dinámico de estas 

estructuras y ampliar las herramientas disponibles para su evaluación, intentando 

corroborar la utilidad de las mismas, verificando su validez con un caso real en servicio 

de cierta complejidad geométrica, para la proliferación de su uso y ayudar así a los 

proyectistas y a las administraciones responsables del mantenimiento de este tipo de 

estructuras. 

En el primer caso se ha partido de la premisa de que una de las herramientas de cálculo 

dinámico con mayor profusión es el método de elementos finitos (FEM – Finite Element 

Method), ya que los actuales programas de simulación son muy competitivos respecto al 

ahorro de tiempo y costes. Aunque es una técnica ampliamente empleada en otros ámbitos 

de la ingeniería, en el caso del cálculo dinámico de estructuras civiles no ha proliferado 

tanto debido a la existencia de normativas y guías nacionales e internacionales [1, 3-11] 

que proporcionan metodologías simplificativas, que siendo útiles para la acotación del 

problema dinámico no ofrecen la enorme versatilidad de este análisis numérico. La 

Pasarela del Museo de la Ciencia (PMC) de Valladolid, que sirve de modelo para la 

validación de este análisis en el presente estudio, es un excelente ejemplo de complejidad 

geométrica que puede ser abordada mediante este instrumento. Como primer paso se 

modeliza la geometría de la pasarela mediante el programa comercial de elementos finitos 

ANSYS, posteriormente se ajusta el modelo y se comparan los resultados alcanzados con 

los obtenidos experimentalmente procedentes de un estudio dinámico anterior. La etapa 

de diseño es decisiva tanto para los costes como para la calidad del proyecto y el modelo 
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que se genera, una vez validado, nos permitirá estudiar los diferentes factores que 

provocan la susceptibilidad a las vibraciones de la pasarela para, por ejemplo, contemplar 

diferentes alternativas de diseño y/o predecir su comportamiento ante diferentes 

solicitaciones durante las diversas fases del proyecto. Asimismo se puede emplear el 

conocimiento generado en el presente estudio en las fases de diseño de otros casos 

similares, reduciendo de este modo las inversiones que serían necesarias implantar para 

resolver problemas de efectos dinámicos no deseados en etapas más tardías que 

habitualmente suponen costes mucho más elevados. Se deja estos últimos planteamientos 

para futuras líneas de investigación. 

Como segunda parte del planteamiento de la presente tesis, tomando como datos iniciales 

los registros de aceleración generados en el Análisis Modal Experimental tradicional 

(EMA - Experimental Modal Analysis), se procede a la validación de dos metodologías 

que nos permiten identificar los parámetros modales más relevantes que caracterizan el 

comportamiento dinámico del mismo. Dichas metodologías parten del método de 

identificación más utilizado en la actualidad, el Stochastic Subspace Identification (SSI), 

incorporando técnicas adicionales que nos permitan estimar todos los parámetros 

modales, incluidos las masas modales de cada modo de vibración, ya que dicho método 

de identificación no permite la obtención directa de las mismas y el modelo resulta 

incompleto lo que no permite la simulación dinámica del sistema. 

Para ello, en primer lugar partiendo de la representación del sistema dinámico en el 

espacio de estados  mediante la técnica SSI  se escalan los modos  de vibración mediante 

dos procesos, el primero de ellos resolviendo un problema simétrico de valores propios 

cuyo requisito mínimo es que en todos los grados de libertad se debe ubicar o bien un 

sensor o un actuador con al menos una localización de ubicación conjunta con par sensor-

actuador y el segundo partiendo de los residuos de la descomposición en fracciones 

parciales de la función respuesta en frecuencia (FRF) de las mediciones. 
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1.3. Antecedentes y estado actual 

Respecto al Método de los Elementos Finitos (FEM, en inglés Finite Element Method), 

su origen moderno se remonta a principios del siglo XX cuando algunos investigadores, 

como Hrennikoff y McHenry, aproximaron y modelizaron un sólido elástico con sección 

transversal continua usando un conjunto discreto de barras elásticas equivalente [12, 13]. 

Sin embargo, se considera que Courant fue la primera persona en desarrollar un método 

de elementos finitos en 1943. En una publicación a principios de los cuarenta, Courant 

propone la utilización de funciones polinómicas para la formulación de problemas 

elásticos en subregiones triangulares, como un método especial del método variacional 

de Rayleigh-Ritz para aproximar soluciones [14]. 

El siguiente paso significativo en el campo de la ingeniería estructural, fue dado por Levy 

en 1953 [15] que desarrolló el método de rigidez y desplazamiento, sin embargo, sus 

ecuaciones requerían demasiado trabajo para su solución a mano por lo que este método 

de análisis numérico no se popularizó hasta el desarrollo de las computadoras.  

Entre 1954 y 1955, Argyris y Kelsey [16] emplearon métodos energéticos para el 

desarrollo del análisis estructural por medio de matrices, lo que marcó una tendencia en 

la evolución del análisis por elementos finitos (FEA, en inglés Finite Element Analysis). 

En sus artículos se presenta completamente desarrollada la formulación matricial de la 

teoría de estructuras y donde están claramente perfilados los métodos de las fuerzas y los 

desplazamientos. 

La que se considera la primera aplicación del FEM fue un trabajo realizado por Clough 

en la Boeing Airplane Company dentro de la unidad de dinámica estructural, dirigido por 

Turner, para la evaluación de la rigidez del ala delta de un avión. Puesto que los modelos 

de barras no daban buenos resultados, Turner sugirió la división de la superficie en 

porciones triangulares cuya rigidez fue evaluada utilizando el teorema de Castigliano 

suponiendo estados constantes de tensión normal y cortante en los triángulos y obteniendo 

la rigidez total sumando adecuadamente las de cada triángulo (método directo de rigidez). 

Se presentó una comunicación sobre este trabajo en la reunión del Institute of 

Aeronautical Sciences en enero de 1954 en Nueva York, firmada por Turner, Clough, 

Martin y Topp con el título “Stiffness and deflection analysis of complex structures” 
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(aunque se publicó en 1956). Sin embargo no fue hasta los 60 cuando Clough hizo popular 

el término “elemento finito”, con la primera comunicación en la que figura dicho término 

publicada en la American Society of Civil Engineers (ASCE) con el título “The Finite 

Element method in plane stress analysis” [17]. 

A partir de los años 60, se producen numerosos avances que permitieron el rápido 

desarrollo de este método como estudios relativos a la matriz de masa, grandes 

desplazamientos, problemas no lineales, o la aplicación a problemas de tres dimensiones, 

pandeo, viscoelasticidad, …[18-27]. Asimismo se produce un gran interés entre los 

matemáticos por la solución de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales mediante 

el FEM lo que permitió que se empezara a aplicar en otras áreas de la ingeniería, como la 

transferencia de calor o problemas de flujo de fluidos [28-33]. Zienkiewicz and Cheung 

escribieron el primer libro dedicado por completo al FEM en 1967 [34] en el que se 

presenta una interpretación amplia de este método y su aplicación a diferentes campos.  

A mediados de los setenta, Belytschko [35, 36] mejoró las técnicas numéricas aplicables 

a la resolución de los sistemas de ecuaciones de problemas dinámicos no lineales con 

grandes desplazamientos.  

Es durante esta década cuando se considera que el FEM alcanza la madurez, apareciendo 

los grandes programas comerciales. En 1971, el programa ANSYS se lanza al mercado 

por primera vez. 

Desde entonces hasta nuestros días se han generado una gran cantidad de artículos y 

publicaciones que demuestran que el FEM es una de las herramientas más potentes y 

probadas para la solución de problemas de ingeniería y que amplía su campo de aplicación 

a medida que se realizan más estudios validando dicho método, como sería el caso de la 

dinámica de las pasarelas peatonales.  

Sin embargo, las predicciones efectuadas con el uso de modelos analíticos difieren del 

comportamiento de la estructura real obtenidas mediante ensayos experimentales. Como 

respuesta a dicho problema apareció el FEM Updating (también denominado ajuste o 

actualización de los modelos de elementos finitos) que tiene como objetivo efectuar 

correcciones en los parámetros de los modelos de elementos finitos mejorando las 

suposiciones de los modelos y aproximando sus propiedades a las de la estructura real. 
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La retroalimentación entre las mediciones de la estructura y los procedimientos analíticos 

permiten obtener mejores modelos numéricos. 

La extensa investigación que se ha realizado en las últimas décadas sobre el FEM 

Updating nos indica que aún no ha alcanzado su madurez y que no existe ningún 

procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser formulado para todos los 

casos. Algunos autores [37-43] han publicado y comparado varias técnicas pero no se 

alcanza ningún acuerdo sobre métodos o prácticas. En la mayoría de los casos la solución 

parece depender de los parámetros y constantes seleccionados así como de la técnica 

empleada. 

En el caso del análisis modal experimental, se puede considerar que el comienzo de su 

era moderna se produce a partir de la mitad de la década de los sesenta cuando la teoría 

ya se había desarrollado y el hardware en términos de sensores y equipos de medición 

estaba disponible a nivel comercial.  

Actualmente se ha convertido en una de las metodologías de cálculo dinámico de 

estructuras más importantes y  se estructura en tres fases principales: recolección de datos, 

identificación del sistema y por último estimación de los parámetros modales [44]. Es la 

segunda etapa, la de identificación del sistema, la que juega un papel crucial en el número 

y tipo de parámetros modales que se pueden estimar [45]. Los métodos de identificación 

tradicionales o clásicos se basan en aplicar una excitación al sistema y a continuación, 

registrar la correspondiente respuesta (EMA) [46]. Si los ensayos se realizan en 

condiciones de uso, en los que la magnitud de las fuerzas excitadoras es desconocida, el 

análisis se denomina análisis modal operacional (OMA - Operational Modal Analysis) y 

si los ensayos se llevan a cabo en condiciones de operación aplicando una o varias fuerzas 

artificiales se denomina análisis modal operacional con entradas exógenas (OMAX - 

Operacional Modal Analysis with eXogenous inputs). 

El método de identificación más utilizado en la actualidad es la técnica de identificación 

en el subespacio estocástico (abreviado SSI, de su denominación en inglés). Este método 

se ha aplicado en muchas situaciones para extraer los parámetros modales de estructuras 

existentes, por ejemplo puentes y edificios, solicitadas por la vibración ambiental. Sin 

embargo, la información modal que se obtiene de estos métodos de identificación, es 
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incompleta ya que proporciona estimaciones de frecuencias, factores de amortiguamiento 

y modos de vibración asociados, pero dichos modos no están normalizados respecto de la 

matriz de masa o, dicho de otra forma, esos métodos no calculan las masas generalizadas 

correspondientes a cada uno de los modos estimados [47]. 

Para resolver este problema, se han desarrollado algunos métodos de escalado de los 

modos de vibración que se basan en la actualización de un modelo de elementos finitos 

de la estructura empleando los parámetros modales estimados en el OMA [42, 48]. 

También se han desarrollado soluciones basadas en la suposición de que la matriz de masa 

de la estructura (o su inversa) es conocida [49] o modificando el comportamiento 

dinámico de la estructura variando la masa o la rigidez y realizando un análisis modal 

operacional tanto en la estructura original como en la modificada [50-56], lo que requiere 

un procedimiento experimental extenso al emplear los parámetros modales de la 

estructura original y también de la modificada. 

Otros métodos de escalado consisten en añadir sistemas de vibración secundarios, 

midiendo y procesando la respuesta conjunta [44]. 

La identificación de los parámetros en una formulación diferencial de primer orden 

también ha recibido considerable atención, pero como es sabido, si se parte de un espacio 

de estados modelo, y se trata de identificar los parámetros del modelo de segundo orden, 

cuestiones como la no unicidad de la solución complica la resolución del problema 

inverso [57-63]. Sin embargo se han desarrollado varias metodologías que resuelven el 

problema imponiendo diferentes restricciones en el número de sensores y actuadores 

empleados [47, 64-67]. 
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1.4. Objetivos 

El principal objetivo de este trabajo es validar diferentes métodos y herramientas de 

caracterización modal, aplicándolos a un caso real (una estructura actualmente en 

servicio) y complementando un examen dinámico anterior realizado sobre la misma. De 

esta forma se amplía el abanico de metodologías que faciliten la implantación del estudio 

de las vibraciones en las estructuras de obra civil, permitiendo que este tipo de acciones 

no limiten la progresiva evolución que se está desarrollando en el diseño de las mismas. 

Por otra parte, dicha validación no se limita exclusivamente a las etapas de puesta en 

servicio y mantenimiento, ya que se analiza una de las herramientas de mayor profusión, 

el FEA, en las fases más tempranas del proyecto con el objetivo de que su implementación 

en el diseño de este tipo de estructuras permita efectuar modificaciones o correcciones al 

menor coste posible. 

Concretando, los objetivos de la tesis han sido los siguientes: 

 Estudios sobre la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid: 

o Modelización de la estructura completa mediante el software de 

Elementos Finitos ANSYS. 

o Ajuste del modelo (FEM Updating) mediante la comparación de las 

frecuencias y formas modales, con los resultados experimentales 

obtenidos en un estudio anterior. 

 Análisis modal y dinámico de la Pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid: 

o Validación de una metodología para estimar los parámetros modales del 

sistema dinámico, partiendo de una representación en el espacio de estados 

mediante la técnica SSI e identificando mediante la adecuada matriz de 

transformación, los parámetros físicos del sistema (matrices de masa, 

amortiguamiento y rigidez) que permiten obtener las masas modales y/o 

modos normalizados respecto a la matriz de masa. 

o Validación de una segunda metodología en la que partiendo de nuevo de 

una representación en el espacio de estados mediante la técnica SSI, se 
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escalan los modos de vibración a partir de la estimación de los residuos de 

la descomposición en fracciones parciales de la FRF de las mediciones.  
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1.5. Herramientas 

ANSYS 

ANSYS [68] es un programa de análisis y diseño  basado en el método de cálculo por 

elementos finitos. ANSYS structural analysis software permite resolver problemas 

complejos de ingeniería estructural. Con las herramientas de FEA se pueden personalizar 

y automatizar simulaciones y parametrizarlas para analizar múltiples escenarios de 

diseño.  

El programa ANSYS [69] tiene dos niveles básicos: el nivel de inicio y el nivel de 

procesamiento. Cuando se entra en el programa, nos encontramos en el nivel de inicio y 

desde este nivel se puede acceder a uno de los procesadores de ANSYS: PREP7, 

SOLUTION, POST1, etc. Un procesador es una colección de funciones y rutinas que 

sirven para propósitos específicos. 

PREP7, denominado pre-procesador, contiene los comandos necesarios para construir un 

modelo: 

 define tipos de elementos y opciones 

 define constantes reales de los elementos 

 define las propiedades de los materiales 

 crea el modelo geométrico 

 define los controles de mallado 

 malla los objetos creados. 

El procesador SOLUTION tiene los comandos que permiten aplicar las condiciones de 

contorno y las cargas. Una vez que se proporciona toda la información a este procesador, 

éste resuelve el problema. 

POST1, denominado post-procesador, contiene los comandos que permiten listar y 

mostrar los resultados del análisis: 

 leer resultados de un archivo de resultados 

 leer los resultados de los elementos 
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 dibujar/mostrar en gráficos los resultados 

 listar los resultados 

MATLAB 

MATLAB [70] es un entorno de cálculo técnico de altas prestaciones para cálculo 

numérico y visualización. Integra: 

 Análisis numérico 

 Cálculo matricial 

 Procesamiento de señales 

 Gráficos 

MATLAB se utiliza para investigación y resolución de problemas prácticos de ingeniería 

y matemáticas, con un gran énfasis en aplicaciones de control y procesamiento de señales. 

MATLAB también proporciona una serie de soluciones específicas denominadas 

TOOLBOX, que son conjuntos de funciones MATLAB que extienden el entorno para 

resolver clases particulares de problemas como: 

 Procesamiento de señales 

 Diseño de sistemas de control 

 Simulación de sistemas dinámicos 

 Identificación de sistemas 

 Redes neuronales y otros 

Las prestaciones más importantes de MATLAB son: 

 Escritura del programa en lenguaje matemático 

 Implementación de las matrices como elementos básicos del lenguaje, lo que 

permite una gran reducción del código, al no necesitar implementar el cálculo 

matricial. 

 Implementación de aritmética compleja. 

 Un gran contenido de órdenes específicas, agrupadas en TOOLBOXES. 
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 Posibilidad de ampliar y adaptar el lenguaje, mediante ficheros de script y 

funciones .m. 

 MATHEMATICA: 

Mathematica [71] es un programa para la computación y visualización numérica, 

simbólica y gráfica y que ofrece una herramienta interactiva de cálculo y un lenguaje de 

programación potente: 

 Una calculadora de tipo numérico. La diferencia con una calculadora es que tiene 

implementadas aproximadamente unas 750 funciones y además trabaja con la 

precisión que se desee (incluyendo precisión infinita).  

 Un paquete de subrutinas para cálculo matemático. Se pueden hacer operaciones 

que requieran el uso de funciones o de procedimientos especiales como la 

integración numérica, la optimización de funciones, programación lineal, etc. que 

se pueden utilizar directamente.  

 Una calculadora simbólica. Con la posibilidad de trabajar con expresiones 

simbólicas. Se puede definir una función que quedará almacenada tal como es, y 

no en forma de algoritmo que pueda dar aproximaciones a la función. Se pueden 

sustituir valores de la variable como expresiones, parámetros, etc. y el sistema 

entiende y opera en forma simbólica (exacta).   

 Una potente herramienta de cálculo simbólico. Se puede derivar e integrar 

funciones, resolver ecuaciones diferenciales, calcular límites, manipular series de 

potencias, utilizar transformadas integrales, ...   

 Un paquete gráfico. Permite dibujar en dos o tres dimensiones, elegir perspectivas, 

sistemas de representación, sistemas de coordenadas, animar las gráficas, ...  

 Un lenguaje de programación, se puede realizar programación a tres niveles: 

o Programación de tipo procedural (uso de bloques, iteraciones y ciclos, 

recursividad, etc.).   

o Programación funcional (con la posibilidad de definir funciones, 

operadores funcionales, etc.).   
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o Programación basada en reglas (suministrando reglas que indican como 

operar o transformar expresiones simbólicas, funciones, etc.).   

 Un sistema para crear documentos interactivos, con posibilidad de incluir texto, 

gráficos, sonidos, animaciones, etc.   

 Un sistema de apoyo a otros programas. Se puede comunicar con Mathematica 

desde otros programas y pedirles tareas que realizará y después enviará los 

resultados.   

El programa Mathematica constituye una herramienta muy potente para la realización de 

todo tipo de cálculos matemáticos: operaciones aritméticas, cálculo simbólico, gráficos... 

El programa Mathematica está estructurado en 2 partes:  

 El Front End: es la interface que permite la comunicación con el usuario. Presenta 

las entradas y salidas y permite crear y editar ficheros que contienen texto, 

cálculos, gráficas, etc. Estos ficheros tienen la extensión .nb y se denominan 

Notebooks (Cuadernos de notas). La información que contienen estos ficheros se 

estructura mediante un sistema de celdas de diferentes tipos (título, subtítulo, 

sección, texto, input, output, ....) .  

 El Kernel (núcleo): constituye la estructura interna del programa y es el que se 

encarga de la realización de los cálculos y operaciones matemáticas que solicita 

el usuario. 
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1.6. Contenido 

En el primer capítulo se presenta el tema en su contexto haciendo especial hincapié en la 

importancia que tiene ampliar las herramientas disponibles para la caracterización 

dinámica de las pasarelas, intentando corroborar la utilidad de las mismas, verificando su 

validez con un caso real en servicio de cierta complejidad geométrica, para contribuir a 

la proliferación de su uso. También se realiza una descripción de los trabajos desarrollados 

por otros autores respecto al tema en cuestión y se indican los objetivos específicos de 

esta Tesis Doctoral. 

En los siguientes capítulos se hace una síntesis de la metodología empleada y se estructura 

siguiendo el proceso en que se han desarrollado los trabajos conducentes al presente 

documento. En el segundo capítulo se resumen conceptos básicos de vibraciones y los 

principales aspectos que contribuyen a una mejor compresión del análisis modal, que es 

la base de las diferentes metodologías propuestas, así como un resumen de las técnicas de 

análisis modal aplicadas a la Pasarela del Museo de la Ciencia (objeto de estudio del 

presente documento). Los registros, y los resultados experimentales obtenidos en base a 

ellos en un estudio anterior, son los que se emplean para comprobar la validez de las 

técnicas descritas en los sucesivos apartados. En el capítulo 3 se realiza una sinopsis del 

Método de los Elementos Finitos y del FEM Updating y en el capítulo 4 se explica el 

desarrollo matemático en que se fundamentan las dos metodologías de caracterización 

modal que adicionalmente se proponen.  

Posteriormente en el quinto capítulo se recopila el proceso de modelización de la pasarela 

peatonal mediante el software de elementos finitos ANSYS y los resultados logrados, así 

como la validación y aplicación de las técnicas de escalado propuestas y los parámetros 

modales obtenidos. 

En el capítulo 6 se muestran las conclusiones extraídas de este trabajo y se establecen las 

líneas futuras de investigación. 

Por último, en el Anexo se incluyen diversas publicaciones realizadas durante el 

desarrollo de la presente Tesis. 
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El análisis modal es un proceso mediante el cual se describe una estructura en términos 

de sus propiedades dinámicas o parámetros modales que son la frecuencia, el 

amortiguamiento y los modos de vibración, para todos los modos en el rango de 

frecuencias de interés. Todas las estructuras poseen frecuencias naturales y modos de 

vibración, que dependen básicamente de la masa y de la rigidez de la estructura. En el 

diseño es necesario identificar estas frecuencias y conocer cómo afectan a la respuesta de 

la estructura cuando una fuerza actúa sobre la misma. El análisis modal es una 

herramienta eficiente para describir, comprender y modelar el comportamiento de las 

estructuras. 

El análisis modal parte de la hipótesis de considerar que la respuesta en vibración de un 

sistema puede ser expresada como una combinación de una serie de movimientos 

armónicos simples llamados modos naturales de vibración, intrínsecos al sistema y 

determinados por el valor y distribución de su masa, rigidez y amortiguamiento. Cada 

modo se define a partir de sus parámetros modales: frecuencia natural, amortiguamiento 

modal y forma característica de desplazamiento. El grado de participación de cada modo 

en el total de la vibración viene determinado por las características de la excitación que 

actúa sobre el sistema y por las formas de los modos. 

De forma simplificada se puede decir que en el análisis modal una deformación compleja 

de una estructura se descompone en una serie de modos simples de deformación con 

parámetros de frecuencia y amortiguamiento individuales. Su fin último es la 

construcción de un modelo modal del comportamiento dinámico de la estructura. El 

procedimiento consiste en la adquisición de datos, su análisis y luego determinar todos 

los parámetros modales. 

La forma teórica del análisis modal consiste en plantear la ecuación del movimiento, 

suponer una forma de la respuesta e imponer que esta cumpla la ecuación que gobierna 

el movimiento del sistema, lo que supone resolver un problema de autovalores y 

autovectores. Para obtener la ecuación de movimiento es necesario calcular las matrices 

de masa y rigidez y los factores de amortiguamiento.  

Hoy en día, el análisis teórico suele hacerse mediante modelos discretos (generalmente 

por elementos finitos) con un mayor o menor grado de idealización. 
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En el caso del análisis modal experimental no es preciso el cálculo de estas matrices. La 

identificación modal experimental se consigue a partir de mediciones del movimiento 

(desplazamientos, velocidades o aceleraciones) en diferentes localizaciones del sistema 

(p. ej. estructura). Tres aspectos fundamentales del análisis modal experimental son: la 

instrumentación de la estructura, la adquisición de señales/registros y el tratamiento de 

señales. 

El análisis modal tiene muchas utilidades. Algunas de las más importantes se indican a 

continuación [72]: 

 comprender como se comportan las estructuras bajo la acción de fuerzas 

dinámicas, 

 medir las propiedades de la estructura cuando se somete a una excitación para 

refinar y validar modelos analíticos. Cada vez se usan más los ensayos dinámicos 

combinados con los análisis de elementos finitos para mejorar los modelos 

analíticos a partir de los cuales se pueden identificar los parámetros que definen 

las secciones, el módulo de Young del material, condiciones de apoyo, etc, 

 desarrollar un modelo, ya que proporciona una descripción definitiva del 

comportamiento de una estructura que puede ser evaluada para ciertas 

especificaciones del diseño, 

 controlar la integridad de cierta estructura y su comportamiento, con el fin de 

detectar problemas y evitarlos,  

 comprobar el estado de las estructuras después de sufrir daños como por ejemplo 

los debidos a un terremoto, 

 ayudar en el diseño de todo tipo de estructuras y hacer simulaciones en el 

desarrollo de prototipos, 

 predecir o simular la respuesta a excitaciones externas o cómo se comportará la 

estructura bajo otras condiciones de operación diferentes, 

 simular cambios en las características dinámicas, debido a modificaciones físicas, 

bien sea añadiendo una carga mayor o una rigidez para obtener una propiedad 

dinámica deseada, 

 estimar las fuerzas que actúan sobre la estructura, 

 hacer un análisis del ensamblaje de estructuras. 
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En los apartados 2.1 y 2.2 se resumen conceptos básicos de la teoría del análisis modal y 

del análisis modal experimental a modo de repaso y para introducir la nomenclatura de 

forma natural. En el apartado 2.3 se recapitulan las técnicas de análisis modal aplicadas a 

la Pasarela del Museo de la Ciencia, objeto de estudio del presente documento. 
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2.1. Teoría del análisis modal 

El oscilador armónico simple es una estructura con un único grado de libertad 

caracterizada por su masa, rigidez y su capacidad de disipación de energía mecánica 

(amortiguamiento) [73]. 

 

Figura 2-1. Oscilador armónico simple 

Sobre la masa del oscilador actúan la fuerza exterior de carácter dinámico f(t), la fuerza 

elástica fe(t) que es proporcional a la rigidez de la estructura y a su desplazamiento, la 

fuerza de inercia fi(t) – producto de la masa por la aceleración- y la fuerza de 

amortiguamiento fa(t) o de disipación de energía mecánica que, en general, se supone 

proporcional a la velocidad (amortiguamiento viscoso). Todas las fuerzas que actúan 

sobre el oscilador deben estar en equilibrio y, por tanto, su suma debe ser nula. Esta 

ecuación de equilibrio (ecuación de D´Alembert) se puede formular del modo siguiente: 

fi(t)+fa(t)+fe(t) = f(t) →  m ẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = f(t)   (2-1) 

donde las notaciones (¨) y (˙) representan la primera y segunda derivada respecto al 

tiempo y: 

x(t)  Desplazamiento respecto a la posición de equilibrio 

m  Masa del oscilador 

c  Coeficiente de amortiguamiento 

k  Rigidez 

f(t)  Fuerza exterior aplicada 

Un sistema de N grados de libertad (NGDL) es aquél que precisa de N parámetros o 

coordenadas para que su posición y configuración deformada quede definida. Por regla 

 

 

f(t) = Fuerza dinámica 

m   = Masa 

k    = Rigidez 

c    = Amortiguamiento 

f(t)    

    

m  

  

k    

c  
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general, aunque no siempre, se suelen tomar como coordenadas del sistema los 

desplazamientos de un conjunto de puntos llamados nudos/nodos. 

Si consideramos todos aquellos grados de libertad necesarios para reproducir el 

comportamiento de la estructura, la ecuación de equilibrio se formula para cada uno de 

los N GDL considerados y, mediante procedimientos de ensamblaje similares a los del 

cálculo matricial estático, el conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede expresar como 

un sistema matricial de orden N del modo siguiente: 

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑪�̇�(𝑡) + 𝑲𝒙(𝑡) = 𝒇(𝑡)    (2-2) 

donde la notación hace referencia a las siguientes magnitudes: 

x(t)  Vector desplazamiento respecto a la posición de equilibrio 

�̇�(𝑡)  Primera derivada respecto al tiempo del vector desplazamiento 

�̈�(𝑡)  Segunda derivada respecto al tiempo del vector desplazamiento 

M  Matriz de masas 

C  Matriz de amortiguamiento 

K  Matriz de rigidez 

f(t)  Vector de fuerzas exteriores 

2.1.1. Frecuencia natural 

En el caso particular de la ecuación diferencial de movimiento para un oscilador simple 

sin amortiguamiento −sistema de un solo grado de libertad, sin amortiguamiento y libre 

de la acción de fuerzas exteriores durante su movimiento vibratorio [75], 

m ẍ(t) + k x(t) = f(t)     (2-3) 

al tratarse de una ecuación diferencial lineal de 2º orden, la solución es de la forma: 

x(t)= A·cos ωt + B·sen ωt    (2-4) 



Capítulo 2. Análisis modal 

22 

donde A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales, mientras que ω es 

un valor que denota una propiedad física del sistema, la frecuencia natural expresada en 

rad/s. 

𝜔 = √
𝑘

𝑚
     (2-5) 

Siendo 

k   la rigidez del sistema 

m   la masa del sistema 

Aplicando las condiciones iniciales 

t=t0     x=x0 y x´=v0 

obtenemos  x0 = A  y v0 = Bω 

quedando finalmente 

x(t) = x0 cos ωt + v0/ω sen ωt   (2-6) 

En el caso de este movimiento, que es armónico y por lo tanto periódico, el periodo T del 

movimiento está determinado por T = 2π/ω. 

El valor recíproco del periodo es la frecuencia natural f = 1/T = ω/2π expresada en 

hercios o ciclos por segundo. 

Cada estructura tiene tantas frecuencias naturales y modos asociados de vibración como 

grados de libertad. Estos modos se clasifican por la cantidad de energía que se activa en 

la oscilación. Por lo tanto, la primera frecuencia natural es la que representa un nivel 

inferior de energía y por lo tanto es la que se activa con mayor probabilidad. 

2.1.2. Amortiguamiento  

El oscilador simple una vez excitado oscila a su frecuencia natural indefinidamente, con 

una amplitud constante. La experiencia nos indica sin embargo que no es posible tener un 

mecanismo que vibre en estas condiciones ideales. Fuerzas de fricción o de 

amortiguamiento están siempre presentes en cualquier sistema en movimiento, estas 
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fuerzas disipan energía. En otras palabras, la presencia inevitable de estas fuerzas de 

fricción constituye un mecanismo por el cual la energía mecánica del sistema, energía 

cinética o potencial se disipa en forma de otros tipos de energía como el calor. El 

mecanismo de esta transformación o disipación de energía es bastante complejo y en la 

actualidad no se comprende totalmente. Para considerar estas fuerzas de disipación en el 

análisis de sistemas dinámicos es necesario introducir simplificaciones en cuanto a su 

naturaleza, basadas en la experiencia. 

Cuando se consideran las fuerzas de amortiguamiento o fricción en el análisis dinámico 

de estructuras, generalmente se asume que éstas son proporcionales a la magnitud de 

velocidad y opuestas a la dirección del movimiento. Este tipo de fricción se conoce como 

amortiguamiento viscoso. La razón principal del uso generalizado de esta suposición es 

que conduce a un análisis matemático relativamente simple, aunque no se corresponde 

exactamente con lo que ocurre en las estructuras. 

La ecuación diferencial del movimiento en el caso del oscilador simple con 

amortiguamiento viscoso sería [75]: 

m ẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = 0    (2-7) 

siendo una solución que satisface esta ecuación 

x = Cept      (2-8) 

La aplicación de esta función en la ecuación da: 

mCp2 ept + cCp ept + kC ept =0    (2-9) 

si eliminamos factores comunes 

mp2 + cp + k =0     (2-10) 

las raíces de esta ecuación son: 

𝑝1 = −
𝑐

2𝑚
+ √(

𝑐

2𝑚
)

2

−
𝑘

𝑚
    (2-11.a) 

𝑝2 = −
𝑐

2𝑚
− √(

𝑐

2𝑚
)

2

−
𝑘

𝑚
    (2-11.b) 

(Nótese que k/m = ω2) 
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Por lo tanto, la solución general de la ecuación viene dada por la superposición de las dos 

soluciones posibles 

x (t) = C1 e p1
t + C2 e p2

t     (2-12) 

Donde C1 y C2 son constantes de integración que se determinan a partir de las condiciones 

iniciales. 

La solución general depende de los valores de amortiguamiento c, de la masa m y de la 

rigidez k, que determinan el signo de la raíz cuadrada, distinguiéndose tres posibles 

situaciones [73]: 

Sistemas Críticos: 

(c/2m)2- ω2 = 0     (2-13) 

El valor de c, solución de la ecuación, se denomina amortiguamiento crítico cc: 

cc = 2 m ω      (2-14) 

Los sistemas críticos marcan el límite entre la solución oscilante respecto a la posición de 

equilibrio y aquellos en los que el sistema no oscila y, por tanto, la masa desplazada 

inicialmente de su posición de equilibrio vuelve a dicha posición sin oscilaciones. Nótese 

que el valor del amortiguamiento crítico de un sistema sólo depende de su masa y rigidez.  

 

Figura 2-2. Movimiento de un sistema crítico 

Sistemas Supercríticos: 

(c/2m)2- ω2 > 0 → c > cc    (2-15) 

Los sistemas supercríticos son aquellos en los que el amortiguamiento del sistema supera 

al valor del amortiguamiento crítico y, en consecuencia, el sistema, con unas 

x(t)  

t 

 

         

   x(t) = (A + Bt) eiωt 
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determinadas condiciones iniciales de velocidad y desplazamiento, vuelve a su posición 

de equilibrio sin oscilar. 

Sistemas Subcríticos: 

(c/2m)2- ω2 < 0 → c < cc    (2-16) 

Los sistemas subcríticos son aquellos en los que el amortiguamiento del sistema es 

inferior al crítico y, por tanto, el sistema, a partir de unas determinadas condiciones 

iniciales de velocidad y desplazamiento, oscila respecto a la posición de equilibrio con 

amplitudes que van disminuyendo de forma exponencial 

 

 

Figura 2-3. Movimiento de un sistema subcrítico 

En este caso el valor de   𝐴 = 𝑥0 cos 𝜔𝐷𝑡 + (
𝑣0+𝑥0𝜉𝜔

𝜔𝐷
) 𝑠𝑒𝑛𝜔𝐷𝑡   (2-17) 

Siendo 

x0 = desplazamiento inicial 

v0 = velocidad inicial 

ξ =coeficiente o razón de amortiguamiento = c/2 m ω = c/cc 

ωD = frecuencia circular amortiguada  

𝜔𝐷 = 𝜔√(1 − 𝜉2)    (2-18) 

x(t)  

t 

        

   x(t) = A e-ξωt 

                T =
2π

ωD
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Los valores habituales de amortiguamiento en estructuras varían entre 0,2% y 5% del 

amortiguamiento crítico cc. Por este motivo, el valor de la frecuencia natural amortiguada 

ωD
2

 = ω2 (1 – ξ2) es prácticamente igual al de la frecuencia natural del sistema sin 

amortiguamiento ωD = ω, de forma análoga se puede expresar para el periodo de la 

oscilación. 

2.1.3. Resonancia 

En muchas ocasiones el movimiento de estructuras se idealiza como sistemas de un solo 

grado de libertad con excitación armónica, o sea estructuras sujetas a fuerzas o 

desplazamientos cuyas magnitudes pueden ser representadas por una función seno o 

coseno, del tiempo. Este tipo de excitación produce uno de los movimientos más 

importantes en el estudio de las vibraciones mecánicas, así como en aplicaciones de 

dinámica estructural. 

En el caso de excitación armónica, es decir, f(t) = F0 sen Ω t , donde, 

Fo = amplitud máxima 

Ω = frecuencia de la fuerza 

la solución de la ecuación del movimiento en sistemas sin amortiguamiento viene dada 

por la superposición de dos términos armónicos de frecuencia diferentes 

𝑥(𝑡) =
𝐹0

𝑘

(𝑠𝑒𝑛𝛺𝑡−𝑠𝑒𝑛𝜔𝑡)

(1−𝑟2)
     (2-19) 

siendo  

r = Ω/ω 

En casos reales, las fuerzas de amortiguamiento estarán siempre presentes en el sistema 

y harán que el segundo término, con la frecuencia natural ω, desaparezca eventualmente. 

Por esta razón, este término se denomina respuesta transitoria. El término con la 

frecuencia forzada Ω en la ecuación se conoce con el nombre de respuesta estacionaria. 

Es evidente que en el caso de un sistema sin amortiguamiento, la componente transitoria 

de la solución no desaparece y por lo tanto, la respuesta está dada por los dos términos de 

la ecuación. Se puede observar también que cuando la frecuencia forzada Ω es igual a la 

frecuencia natural ω (r = Ω/ω =1), la amplitud del movimiento tiende a infinito. Un 
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sistema que actúa bajo una excitación externa con una frecuencia forzada Ω que coincide 

con la frecuencia natural ω se dice que está en resonancia. 

La ecuación diferencial del movimiento para el caso de excitación armónica en sistemas 

con amortiguamiento (en el caso subcrítico c < cr) [76] 

m ẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = F0 senΩt    (2-20) 

tiene como solución la siguiente 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑡(𝐴 cos 𝜔𝐷𝑡 + 𝐵 sen 𝜔𝐷𝑡) + 𝑦𝑠𝑡
sen(Ω𝑡−𝜃)

√(1−𝑟2)2+(2𝑟𝜉)2
 (2-21) 

recordando que ωD es la frecuencia con amortiguamiento y r la razón entre frecuencias, 

siendo 

tan 𝜃 =
𝑐Ω

(𝑘−𝑚Ω2)
=

2𝜉𝑟

(1−𝑟2)
    (2-22) 

el desfase presente entre la excitación y la respuesta del sistema, y  

yst = Fo/k      (2-23) 

el desplazamiento estático, esto es, el desplazamiento que tendría el sistema si la carga 

fuera aplicada estáticamente, es decir, con frecuencia nula. 

Finalmente A y B son constantes de integración que deben ser calculadas a partir de las 

condiciones iniciales. 

El primer sumando se denomina respuesta transitoria y el segundo término respuesta 

estacionaria y puede verse que la presencia del factor exponencial e-ξωt hará que esta 

componente desaparezca con el tiempo dejando el movimiento estacionario. 

Se conoce como amplificación dinámica D al siguiente término [77] 

𝐷 =
1

√(1−𝑟2)
2

+(2𝑟𝜉)2
    (2-24) 

y varía con la razón de frecuencias r y con la razón de amortiguamiento ξ . 
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Figura 2-4. Amplificación dinámica en función de la razón de frecuencias para varios valores de 

amortiguamiento. 

Nótese que, en un sistema ligeramente amortiguado, la amplitud máxima ocurre cuando 

el valor de la razón de frecuencias es muy cercana a r=1, o sea la amplificación dinámica 

tiene su valor máximo en resonancia (r=1). 

Introduciendo r=1 en la anterior ecuación resulta que en la condición de resonancia la 

amplificación dinámica es inversamente proporcional a la razón de amortiguamiento, es 

decir 

𝐷(𝑟 = 1) =
1

2𝜉
.    (2-25) 

Aun cuando la amplificación dinámica calculada en la condición de resonancia da un 

valor cercano a su valor máximo, no es exactamente igual a la respuesta máxima de un 

sistema con amortiguamiento. Sin embargo, para valores moderados de amortiguamiento, 

la diferencia entre el valor aproximado dado por la ecuación anterior y el valor máximo 

exacto es prácticamente insignificante. 

2.1.4. Función de respuesta en frecuencia 

Otra forma de expresar la respuesta de un sistema de un grado de libertad a una excitación 

armónica es: 

r 

D 

4 

3 

2 

1 

0 
 1 2 3 

ξ=0 

ξ=0.2 

ξ=0.5 

ξ=1.0 
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𝑥(𝑡) = 𝑋𝑒−𝜉𝜔𝑡 cos(𝜔𝐷𝑡 − 𝜃) +
𝐹0

𝑘
(

1

1−𝑟2+2𝜉𝑟𝑖
) 𝑒𝑖Ω𝑡   (2-26) 

Siendo, como en el caso anterior, el primer sumando de la ecuación la componente 

transitoria de la respuesta que desaparece con el tiempo y el segundo la respuesta 

estacionaria presente mientras esté presente la excitación. 

Centrándonos de nuevo en este segundo término, se define una función H(Ω) denominada 

función compleja de respuesta en frecuencia o función de transferencia [78]: 

𝐻(Ω) =
1

𝑘⁄

1−𝑟2+2𝜉𝑟𝑖
     (2-27) 

Esta función de transferencia tiene la propiedad de que si sobre el sistema actúa una fuerza 

que responde a la expresión: 

f(t) = F0 e
iΩt     (2-28) 

el sistema proporciona una respuesta 

x(t) = H(Ω) F0 e
iΩt    (2-29) 

Aún en aquellos casos en que la excitación no es armónica, la respuesta de la estructura 

puede obtenerse mediante el método de desarrollo en serie de Fourier, como la 

superposición de respuestas individuales a las componentes armónicas de la excitación 

externa. 

Cualquier excitación f(t) periódica en un intervalo T puede descomponerse en una parte 

constante y una serie (infinita) de fuerzas armónicas que, al superponerlas, resulta ser la 

función total fuerza-tiempo dada. Esta descomposición armónica, resulta ser una serie de 

Fourier de la función excitación, tal como sigue: 

𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑗 cos(𝑗Ω𝑡) + 𝑏𝑗 sen(𝑗Ω𝑡)∞

𝑗=1   (2-30) 

Además 

𝑎𝑗 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑗Ω𝑡) 𝑑𝑡                        𝑗 = 0, 1, 2, …

𝑇

0
  (2-31) 

 𝑏𝑗 =
2

𝑇
∫ 𝑓(𝑡) sen(𝑗Ω𝑡) 𝑑𝑡                        𝑗 = 0, 1, 2, …

𝑇

0
  (2-32) 
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en las cuales Ω = 2 π f  es la frecuencia fija de la excitación que corresponde al periodo 

T. Las frecuencias de las componentes armónicas son múltiplos de la frecuencia Ω. Una 

forma alternativa de escribir la componente j-ésima de la fuerza es: 

𝑓𝑗(𝑡) = 𝑎𝑗 cos(𝑗Ω𝑡) + 𝑏𝑗 sen(𝑗Ω𝑡) = 𝐴𝑗 sen(𝑗Ω𝑡 − ∅𝑗)  (2-33) 

con una magnitud de fuerza Aj y un ángulo de fase ∅𝑗. Estas variables vienen dadas por: 

𝐴𝑗 = √𝑎𝑗
2 + 𝑏𝑗

2    (2-34) 

∅𝑗 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝑏𝑗

𝑎𝑗
    (2-35) 

A efectos prácticos, la serie de Fourier se expresa como: 

𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝐴𝑗 cos(𝑗Ω𝑡 − ∅𝑗)𝑛

𝑗=1    (2-36) 

Más utilidad tiene una tercera forma de expresar la serie de Fourier, conocida con el 

nombre de forma compleja de la serie de Fourier. Basándonos en las relaciones de Euler 

cos(𝑗Ω𝑡) =
(𝑒𝑖𝑗Ω𝑡+𝑒−𝑖𝑗Ω𝑡)

2
    (2-37) 

sen(𝑗Ω𝑡) =
(𝑒𝑖𝑗Ω𝑡−𝑒−𝑖𝑗Ω𝑡)

2𝑖
    (2-38) 

y haciendo que 

𝑐𝑗 =
(𝑎𝑗−𝑖𝑏𝑗)

2
     (2-39) 

obtenemos 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑐𝑗𝑒𝑖𝑗Ω𝑡∞
−∞     (2-40) 

siendo 

𝑐𝑗 =
1

𝑇
∫ 𝑓(𝑡)

𝑇
2⁄

−𝑇
2⁄

𝑒−𝑖𝑗Ω𝑡     𝑗 = 0, ±1, ±2, …  (2-41) 

Finalmente podemos concluir que siendo la ecuación de equilibrio de un sistema de un 

grado de libertad: 

m ẍ(t) + c ẋ(t) + k x(t) = f(t)    (2-42) 
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Si f(t) es periódica podrá desarrollarse en serie de Fourier, según: 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑐𝑗𝑒𝑖𝑗Ω𝑡∞
−∞     (2-43) 

y si el sistema es lineal, la respuesta será la suma de las respuestas a cada término de la 

serie anterior. Siendo cada una de estas respuestas, la respuesta ante una fuerza de carácter 

armónico, que puede calcularse multiplicando por la correspondiente función de 

transferencia, se tendrá que: 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝐻(𝑗Ω)𝑐𝑗𝑒𝑖𝑗Ω𝑡∞
−∞    (2-44) 

Para extender el resultado anterior sobre las series de Fourier al caso de las funciones no 

periódicas, basta hacer tender a infinito el periodo T de la función f(t). Cuando el periodo 

T tiende a infinito, la frecuencia fundamental f tiende a cero. 

El fundamento teórico de la aplicación del análisis modal estriba en la relación existente 

entre la matriz de transferencia H(Ω) y las frecuencias y modos naturales de vibración 

[77]. 

2.1.5. Modos de vibración 

Los modos de vibración se obtienen de expresar los desplazamientos para cada frecuencia 

natural de la siguiente forma [74]: 

x(t) = q (t) φ      (2-45) 

donde 

q(t)  son las coordenadas naturales 

φ   son los modos naturales de vibración 

Cada modo natural de vibración está asociado a una frecuencia natural y a unos vectores 

modales y son únicos para un sistema dado, excepto por la magnitud de los vectores 

modales. La forma modal es única pero la amplitud no. Por ello, es conveniente 

normalizar dichos vectores, es decir, asignar un valor dado a un componente del vector 

modal o a la magnitud del vector modal. 
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Los modos de vibración (también denominados vectores propios) tienen una propiedad 

de ortogonalidad que se puede expresar del siguiente modo: 

𝝓𝑻
𝒊
𝑴𝝓𝒋 = {

0
𝒎

 𝑖 ≠ 𝑗
𝑖 = 𝑗

     (2-46) 

𝝓𝑻
𝒊
𝑲𝝓𝒋 = {

0
𝒌

 𝑖 ≠ 𝑗
𝑖 = 𝑗

     (2-47) 

Donde i,j representan los GDL y m y k se denominan masa modal y rigidez modal 

respectivamente.  

Es habitual normalizar los modos de vibración respecto a la matriz de masa M, 

cumpliéndose en este caso que  

𝝓𝑻𝑴𝝓 = 𝑰     (2-48) 

𝝓𝑻𝑲𝝓 = 𝝀     (2-49) 

siendo I la matriz identidad y λ la matriz de valores propios indicados más adelante.  

La relación entre los modos normalizados (φnor) y los calculados de manera general (φgen) 

es la siguiente: 

𝝓𝒏𝒐𝒓 𝒊 =
𝝓𝒈𝒆𝒏 𝒊

√𝑚𝑖
     (2-50) 

La principal utilidad de los modos de vibración es que nos permiten desacoplar las 

ecuaciones de movimiento. 

Para el caso de sistemas de N GDL no amortiguados y suponiendo que no actúan cargas 

exteriores las ecuaciones diferenciales de equilibro se reducen a 

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑲𝒙(𝑡) = 𝟎     (2-51) 

donde  

x(t)  Vector desplazamiento respecto a la posición de equilibrio 

M  Matriz de masas 

K  Matriz de rigidez 
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La solución a dicho problema es análoga a la de 1 GDL por lo que la ecuación para N 

GDL se puede expresar del siguiente modo 

(-ω2M + K)A= 0    (2-52) 

donde A es una constante que dependen de las condiciones iniciales del movimiento y ω 

es la frecuencia natural sin amortiguamiento. 

Si denominamos 𝝀 = −𝝎𝟐 y φ= A, la ecuación anterior corresponde al problema de 

valores y vectores propios generalizado: 

𝑲𝝓 = 𝝀𝑴𝝓     (2-53) 

donde λ es una matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios y φ es la matriz 

cuyas columnas son los vectores propios asociados, normalizados respecto a la matriz M 

(modos de vibración). 

Teniendo en cuenta todo lo anterior, realizamos la transformación de coordenadas 

reflejada en la ecuación (2-45) en la ecuación (2-51), resultando: 

𝑴�̈�(𝑡)𝝓 + 𝑲�̇�(𝑡)𝝓 = 𝟎    (2-54) 

Si multiplicamos ambos términos de la ecuación por φT, resulta 

𝝓𝑇𝑴𝝓�̈�(𝑡) + 𝝓𝑇𝑲𝝓�̇�(𝑡) = 𝟎   (2-55) 

o lo que es lo mismo 

𝑰�̈�(𝑡) + 𝛌�̇�(𝑡) = 𝟎    (2-56) 

Tratándose de este modo de un sistema de ecuaciones desacopladas en la que no 

interviene mas que la variable q(t). 

Para el caso más general (vibraciones en sistemas amortiguados) para N GDL la ecuación 

que gobierna el movimiento es la ecuación (2-2), que recordamos a continuación 

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑪�̇�(𝑡) + 𝑲𝒙(𝑡) = 𝒇(𝑡)    (2-57) 

En este caso para realizar la transformación de coordenadas reflejada en la ecuación (2-

45) es necesario diagonalizar las matrices K, M y C, lo cual no es posible en el caso de la 

matriz de amortiguamiento si no realizamos hipótesis simplificativas. A la hipótesis de 
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modelización del amortiguamiento que permite diagonalizar la matriz C al mismo tiempo 

que las matrices K y M (y por lo tanto desacoplar las ecuaciones del movimiento) se le 

denomina amortiguamiento proporcional. Cuando no es posible diagonalizar la matriz 

de amortiguamiento se dice que se está en el caso de amortiguamiento no proporcional. 

Suponiendo que la matriz C es diagonizable y aplicando la consiguiente transformación 

de coordenadas se llega a un sistema de N ecuaciones diferenciales (desacopladas) de la 

forma: 

�̈�(𝑡) + 2𝝃𝝎�̇�(𝑡) + 𝝎𝟐𝒒(𝑡) = 𝒈(𝑡)   (2-58) 

Donde g(t)=φ f(t)/m. 
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2.2. Análisis modal experimental 

El análisis modal experimental trata, a través de la respuesta del sistema, de inferir las 

ecuaciones del mismo y por tanto las características físicas que lo determinan 

dinámicamente, los parámetros modales. 

El objetivo del análisis modal experimental involucra las tareas y trabajos necesarios para 

obtener las medidas directas de la respuesta de un sistema y, a partir de ellas, obtener los 

parámetros modales que caracterizan el sistema dinámico. Los parámetros modales, se 

pueden estimar a través de una serie de medidas, almacenadas de forma discreta, en los 

diferentes dominios (tiempo y/o frecuencia). Estas medidas se pueden procesar una a una, 

o bien, en grupos parciales o completos de forma simultánea. Hay un gran abanico de 

posibilidades a la hora de adquirir todas estas medidas. 

Aunque existen diferentes clasificaciones, se distinguen generalmente tres tipos de 

análisis modal experimental [79], análisis modal experimental tradicional (EMA), 

análisis modal operacional (OMA) y análisis modal operacional con entradas exógenas 

(OMAX). 

En el EMA, los parámetros modales se obtienen de las FRFs que relacionan la salida 

(respuesta) con la entrada (excitación). Para este tipo de análisis es necesario conocer la 

entrada y la salida del sistema. 

El OMA se basa en la medida de la respuesta de la estructura usando sólo la excitación 

ambiental y las fuerzas de servicio que actúan sobre la misma. Se usa para obtener una 

descripción modal de la estructura bajo sus condiciones de operación. En vez de cargar 

la estructura artificialmente y tratar la excitación ambiental como una fuente de ruido no 

deseado, la excitación natural se usa como fuente de excitación. 

La ventaja de emplear una excitación artificial es que hay muchos más procedimientos 

para identificar los parámetros y características de los sistemas, con mayor precisión en 

la identificación de ciertos parámetros como los coeficientes de amortiguamiento. 

En el caso del análisis de la respuesta a las excitaciones ambientales no se puede obtener 

la misma información que en el caso de que excitemos el sistema artificialmente, ya que 

las masas modales no se pueden obtener sin el conocimiento de las fuerzas de entrada. 
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Por otra parte, hay sistemas que son difíciles de excitar artificialmente debido a su 

tamaño, forma o localización. También hay casos en los que surgen problemas debido a 

no linealidades introducidas por un nivel de respuesta muy elevado por emplear métodos 

artificiales de excitaciones. 

Las principales ventajas de este tipo de ensayos (OMA) son que requieren un menor 

tiempo para su ejecución ya que sólo es necesario colocar los equipos de medida; son más 

baratos puesto que no necesitan la adquisición de equipos excitadores y puede realizarse 

in situ; no interfieren ni interrumpen el funcionamiento normal de la estructura; la 

respuesta medida es representativa de las condiciones reales de funcionamiento del 

sistema (p. ej. Estructura); se evita la aplicación de cargas artificiales que conllevan un 

riesgo de dañar la estructura. Sin embargo, el uso de este tipo de ensayos produce 

respuestas pequeñas y, a menudo, mezcladas con ruido y como la excitación es 

desconocida el análisis es más difícil por lo que se necesitan equipos más sensibles siendo 

necesario un análisis de datos cuidadoso. 

Cuando un ensayo se lleva a cabo en condiciones de operación y además se aplican una 

o varias fuerzas artificiales, éste se denomina OMAX. 

2.2.1. Técnicas de excitación 

Hay muchas formas posibles de excitar una estructura. Se puede utilizar como excitación 

la producida por el ambiente o se puede producir intencionadamente. 

Las técnicas de excitación en este segundo caso se pueden clasificar en dos tipos: las que 

permanecen en contacto con la estructura durante el ensayo y las que no [72]. 

Las primeras pueden proporcionar una excitación continua (sinusoidal, aleatoria, etc) o 

transitoria (pulso), y para ello se emplean los excitadores electromecánicos, 

electromagnéticos y electrohidráulicos. 

Los excitadores electromecánicos se dividen en dos tipos según el tipo de desplazamiento 

de la masa que se mueve: los hay de movimiento rectilíneo y rotatorio. Los primeros están 

formados por dos elementos: una base que no se desplaza y una masa que sí y que es la 

que produce la vibración. Hay dos maneras de emplear este tipo de excitadores. La 
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primera cosiste en fijar la base a la estructura que se desea excitar y mover la otra masa. 

La otra opción es fijar la masa en movimiento a la estructura y hacerla oscilar. 

El excitador electromagnético es el más empleado en los ensayos dinámicos debido al 

amplio rango de fuerzas que puede realizar y de frecuencias que puede excitar. Está 

formado por dos partes: la base del excitador, que produce el campo magnético, y la parte 

móvil o tabla, que es la que se une a la estructura que se está ensayando. La fuerza que 

mide el transductor es la fuerza que se genera en el excitador. Esta fuerza es ligeramente 

diferente de la que se transmite a la estructura, ya que parte de esta fuerza se invierte en 

vencer la inercia de la tabla. 

El excitador electrohidráulico se usa generalmente para producir excitaciones de baja 

frecuencia que requieren una gran cantidad de fuerza y bajas velocidades. Consiste en un 

pistón que transmite la carga a la estructura y que se mueve en un cilindro. El pistón se 

encuentra sometido a una presión de aceite muy elevada bajo control de una servoválvula 

que es eléctricamente alimentada. La presión es aplicada a un lado y luego al otro del 

pistón principal, haciendo que se mueva hacia delante y hacia detrás. 

Ejemplos de técnicas en las que la excitación aplicada está sólo en contacto durante un 

periodo de tiempo corto, son el impacto y la excitación estática (aplicar una carga estática 

a una estructura y retirarla repentinamente).  

En el excitador de martillo (martillo de impacto) se pueden diferenciar las siguientes 

partes: la masa sísmica m1 que incluye la masa de la punta del martillo, la masa m2 que 

representa la masa efectiva del martillo, y un amortiguador y un resorte que modelan la 

célula de carga. La fuerza medida es la producida por la masa colocada detrás del 

transductor, multiplicada por la aceleración. Pero la fuerza con la que realmente se está 

excitando a la estructura es igual a la masa total del martillo (incluyendo tanto la masa de 

la punta como la del transductor de fuerza) multiplicada por la aceleración durante el 

impacto. Por tanto, la verdadera fuerza que actúa se obtiene de multiplicar la fuerza 

medida por la relación entre la masa total y la masa colocada detrás del transductor. Los 

martillos se pueden fabricar con pesos que varían entre unos pocos gramos a varias 

toneladas, cubriendo el rango de 0 - 5000 Hz con los más pequeños y de 0 - 10 kHz con 

los más grandes. 
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2.2.2. Medida de la excitación y la vibración 

Los ensayos de vibraciones requieren el uso de transductores para medir tanto el 

movimiento como las fuerzas. Un transductor se puede definir como un componente del 

sistema de medida capaz de procesar información y energía [72]. 

Los transductores de fuerza pueden estar basados en la aplicación de las leyes de la 

estática, en el fenómeno de la reacción elástica o en el fenómeno de la piezoelectricidad. 

A continuación pasamos a describir dos de los tipos más frecuentes de transductores de 

fuerza, la celda de carga y el transductor piezoeléctrico. 

 El transductor de peso o celda de carga está dotado de extensómetros o “strain-

gage” (dispositivos que relacionan su deformación porcentual con una variación 

de resistencia). Esta celda transforma una fuerza aplicada en una variación de la 

tensión presente en la salida de un puente de extensómetros. Generalmente en la 

celda de carga hay varios extensómetros los cuales están montados en un elemento 

mecánico alterable y conectados en puente. El funcionamiento consiste en que al 

aplicar sobre este dispositivo una fuerza se obtiene una deformación de la 

estructura metálica alterable. 

 Los dispositivos piezoeléctricos se usan especialmente cuando las fuerzas a medir 

son dinámicas. Aprovechan el fenómeno en el que variaciones de carga se 

verifican en algunos materiales cuando éstos están expuestos a fuertes acciones 

físicas. Se usan en instrumentos utilizados para el estudio de las vibraciones. 

Los transductores de vibración son empleados para medir la velocidad, desplazamiento 

y/o aceleración de los sistemas sometidos a vibración. En general, los transductores 

empleados en el análisis de vibración convierten la energía mecánica en energía eléctrica, 

lo que significa que producen una señal eléctrica que es función de la vibración. 

Si bien el acelerómetro es el transductor para la medida de vibraciones más empleado 

debido a su pequeño tamaño, su amplio rango de sensibilidad y su gran rango de 

frecuencias útiles, a continuación se muestran diferentes tipos de transductor usados para 

la medición de vibración: 

 Transductores de aceleración 
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o Acelerómetros piezorresistivos 

o Acelerómetros piezoeléctricos 

 Transductores de desplazamiento 

o Transformador diferencial de variación lineal (LVDT -Linear Variable 

Differential Transformer) 

o Corriente Eddy 

o Capacitivos 

 Transductores de velocidad 

o Vibrómetros Doppler Láser 

2.2.3. Análisis y procesado de las señales 

Las señales analógicas de entrada se filtran, se muestrean y se digitalizan para obtener 

una serie de registros digitales. La relación de muestreo y la longitud de los registros 

determinan el rango de frecuencias y la resolución del análisis. 

Cuando la señal de respuesta ha sido acondicionada se conduce a un analizador para su 

procesado. Hay dos tipos de analizadores: analógicos y digitales. Los analógicos 

prácticamente están en desuso puesto que los digitales tienen mayores rendimientos y 

versatilidad, además cada vez se usan más los sistemas de adquisición de datos por medio 

de ordenadores. 

El análisis de los datos se puede realizar en el dominio del tiempo (la señal se expresa con 

respecto al tiempo) y en el dominio en frecuencia (la señal se expresa con respecto a la 

frecuencia). A la representación de la señal en el dominio de la frecuencia se le denomina 

espectro de frecuencia. Una de las herramientas matemáticas más importantes para llevar 

a cabo la transformación de señales del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, 

y viceversa, es la transformada de Fourier (discreta (DFT – Discrete Fourier Transform), 

rápida (FFT – Fast Fourier Transform)...). Hay dos formas de realizar el análisis en 

frecuencia, una es mediante el analizador FFT y otra es mediante el filtrado digital. 

Existen una serie de efectos que distorsionan las señales debidos a la conversión de la 

señal analógica a digital y/o a la transformación de las mismas del dominio del tiempo al 

de la frecuencia, siendo los más importantes los que se conocen con los términos ingleses 

de aliasing, leakage y picket-hence [72]: 
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 Aliasing: este fenómeno consiste en que las frecuencias superiores a la mitad de 

la frecuencia de muestreo aparecen como frecuencias distintas en la señal 

muestreada. Para poder detectar una frecuencia determinada f es necesario 

muestrear de forma que se tengan al menos dos puntos por ciclo, es decir, la 

frecuencia de muestreo, fs, debe ser mayor que 2f. Este fenómeno se soluciona 

empleando un filtro anti-aliasing y eligiendo una frecuencia de muestreo 

adecuada. El filtro anti-aliasing lo que hace es eliminar las componentes de alta 

frecuencia de las señales analógicas medidas. 

 Leakage: este efecto se debe al hecho de que al medir la vibración no se obtiene 

la variación total de la variable con el tiempo ya que, en teoría, ésta dura un tiempo 

infinito. en su lugar se mide una porción temporal de la misma, es decir, se realiza 

un registro temporal finito. Se puede evitar mediante el empleo de funciones 

ventana. 

 Picket-Hence: este fenómeno se hace evidente cuando la señal que está siendo 

analizada no está sintonizada con alguna de las frecuencias centrales de los filtros. 

En este caso, las componentes de frecuencias afectadas aparecerán con amplitudes 

inferiores a la real. Se soluciona mediante el empleo de la ventana apropiada y 

aumentando la resolución en frecuencia. 

También hay que tener en cuenta el ruido, que es una señal aleatoria, generalmente de 

alta frecuencia pero con un ancho de banda también muy amplio, que se superpone a la 

señal que se está midiendo. Este ruido distorsiona la señal, y si la relación ruido-señal es 

muy alta, puede falsear totalmente los datos. El ruido puede ser debido a la red eléctrica, 

a movimientos de los cables y de las conexiones, a interferencias electromagnéticas 

producidas por los cables o al equipo que se está usando. Se puede evitar usando filtros. 

El filtro es un dispositivo para la descomposición de las oscilaciones en base a sus 

frecuencias componentes [80]. Este introduce una atenuación relativamente baja para las 

oscilaciones contenidas en una o más bandas de frecuencias e introduce una atenuación 

relativamente alta sobre las oscilaciones contenidas en otras bandas de frecuencia. Los 

filtros se emplean para atenuar partes no deseadas de las señales en el dominio de la 

frecuencia. Aunque el funcionamiento de los filtros en realidad es más complicado y hay 

más aspectos a tener en cuenta se puede decir que un filtro tiene la propiedad de eliminar 
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ciertas frecuencias de una señal y dejar pasar las demás sin alterarlas. Existen varios tipos 

de filtros según las frecuencias que deja pasar [72]: 

 El filtro paso-bajo elimina las frecuencias por encima de cierto valor. Un ejemplo 

es el filtro anti-aliasing. 

 El filtro paso-alto elimina las frecuencias por debajo de la frecuencia de corte. 

 El filtro paso-banda deja pasar sólo una banda definida por dos frecuencias. 

Permitirá pasar todas las componentes de la señal a lo largo de su banda de 

frecuencias permitidas, y atenuará completamente todas las demás componentes 

a otras frecuencias. Puede ser de banda constante o variable. 

 El filtro rechazo de banda elimina las frecuencias que se encuentran entre dos 

valores. 

Los filtros se caracterizan en el dominio de frecuencia por cuatro parámetros: frecuencia 

central (valor medio geométrico o aritmético de los límites de frecuencia), ancho de banda 

(da información sobre su habilidad para separar componentes de amplitudes similares y 

por tanto determina la resolución del análisis), rizado (caracteriza la incertidumbre con la 

que la señal puede ser determinada) y selectividad (indica la capacidad que tiene para 

separar componentes de frecuencias próximas pero con niveles diferentes). 

Otras herramientas en el análisis y procesamiento de las señales son las ventanas, 

funciones matemáticas que nos permiten aislar una porción de señal a analizar y desechar 

el resto en mayor o menor medida. Hay diferentes tipos de ventanas según la aplicación 

que se vaya a desarrollar (Rectangular, Hanning, Transitoria, etc). Cada una de las 

ventanas enfatizará sobre las partes de la señal de cierta manera, obteniéndose así 

diferentes espectros como resultado. Las ventanas se emplean para que las señales 

muestreadas cumplan mejor los requisitos de periodicidad de la Transformada de Fourier, 

además de minimizar la potencial distorsión que pueden producir los efectos del leakage. 

A continuación se indican los principales usos de cada tipo de ventana [72]: 

 Ventana rectangular o uniforme: se caracteriza porque no realiza ningún tipo de 

ponderación en el tiempo que dura el registro. Se emplea para analizar transitorios 

de duración menor que el tiempo de registro. En general, sólo se debe emplear en 

aquellos casos en los que no sea necesario realizar un filtrado para eliminar el 

leakage. 
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 Ventana Hanning: se caracteriza porque realiza una ponderación que da menor 

importancia a los datos tomados al principio y al final del muestreo. Es una 

ventana de uso general y fácil de implementar. En general, esta ventana es 

recomendable para los análisis de señales periódicas. Es la mejor ventana para 

realizar análisis de sistemas en los que la excitación sea una señal aleatoria. 

 Ventana Kaiser-Bessel: se debe emplear para señales periódicas que requieren una 

selectividad en frecuencia buena. No debe usarse para señales transitorias. 

 Flat Top: esta ventana se ha diseñado para propósitos de calibración 

principalmente. No se recomienda su uso para señales aleatorias ni transitorias. 

 Transitoria: es la que se debe emplear para la medida de transitorios de señales, 

como puede ser el caso de impactos. Esta ventana toma las medidas sin ponderar 

mientras dura el contacto y cae a cero al terminar el registro. 

 Exponencial: el uso principal de esta ventana es en el análisis de transitorios de 

mayor duración que el registro medido. Las señales que presentan una 

disminución exponencial de la amplitud se deben ponderar con esta ventana. Este 

es el caso habitual de la respuesta de estructuras poco amortiguadas cuando se 

excitan mediante un impacto. 
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2.3. Técnicas de análisis modal aplicadas a la 

Pasarela del Museo de la Ciencia 

La Pasarela del Museo de la Ciencia es una estructura en servicio situada en Valladolid 

sobre el río Pisuerga. Fue inaugurada en 2004 y diseñada por los arquitectos Rafael 

Moneo y Enrique de Teresa. Tiene una longitud total de 234 metros repartidos en cuatro 

vanos: tres formados por barras metálicas de 51, 111 y 21 metros de luz (vano 2, 3 y 4 

respectivamente), y uno de hormigón de 45 metros (vano 1). Éste último es muy rígido 

por lo que no se considera en el estudio objeto del presente trabajo. 

El vano principal cuenta con un pretensado longitudinal y transversal lo que le hace ser 

bastante rígido y mejora su comportamiento dinámico frente a las vibraciones producidas 

por los humanos. Sin embargo, el vano 2, de 51 m, no dispone de ningún sistema de 

pretensado de forma que es susceptible a vibraciones producidas por humanos. 

 

Figura 2-5. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista general. 

 

Vano 3 

Vano 4 

Vano 2 
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Figura 2-6. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista del vano principal. 

 

 

Figura 2-7. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Detalle del pretensado perimetral del vano 

principal. 
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Figura 2-8. Pasarela del Museo de la Ciencia (Valladolid). Vista del vano 2. 

Según [2] para la caracterización dinámica de la pasarela inicialmente se efectuó una 

monitorización durante varios meses de las aceleraciones verticales y laterales en el 

centro de cada uno de los tres vanos metálicos de la pasarela observándose que los niveles 

de vibración en la dirección lateral eran considerablemente menores que en la dirección 

vertical y que el nivel de vibraciones del vano 2 era notablemente mayor que el del vano 

3. También se realizó un análisis espectral preliminar de los registros de aceleración en 

dirección vertical y lateral para identificar las posibles frecuencias naturales. 

Posteriormente se realizó un OMA de la pasarela completa, registrándose mediciones de 

la aceleración vertical en 75 puntos distribuidos a lo largo de los tres vanos metálicos de 

la pasarela utilizando una frecuencia de muestreo de 100 Hz. Se obtuvieron registros de 

ocho acelerómetros de 10 minutos de duración cada uno, empleando en cada vano un 

acelerómetro de referencia (tres en total). Se emplearon tres tipos de acelerómetros: MMF 
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KS48C (6 unidades), PCB 393B04 (1 unidad) y PCB 393C (1 unidad). Todos ellos del 

tipo sísmico (piezoeléctrico) con sensibilidad 1000 mV/g y con un rango de frecuencias 

entre 0.1 Hz hasta 2000-4000 Hz.  

 

Figura 2-9. Acelerómetro empleado en el OMA. 

El equipo de medida fue un HBM MGCplus con el software Catman Easy. 

 

Figura 2-10. Equipo de medida utilizado en el OMA. 

Teniendo en cuenta que las mayores aceleraciones en la pasarela se alcanzaban en el vano 

2 de la pasarela y en vertical se realizó un EMA de dicho vano, generándose la fuerza de 

excitación con un excitador electrodinámico (electromagnético) de APS Dynamics 

modelo 400 en modo inercial colocado en el centro del vano [2]. 
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Figura 2-11. Excitador electrodinámico utilizado en el EMA. 

La fuerza inducida por el excitador se calculó midiendo la aceleración de la masa inercial 

y multiplicándola por su magnitud (30.4 kg). Se utilizaron acelerómetros iguales a los 

empleados en el OMA, colocados en la línea central de la pasarela. Se utilizó un rango de 

frecuencias de 0 a 25 Hz con una resolución de la FFT de 1601 puntos, una ventana de 

ponderación rectangular y 4 medidas con solapamiento del 50% [2]. 
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El concepto de método de los elementos finitos se basa en la discretización espacial y 

temporal de los sistemas estudiados y la aproximación numérica para encontrar 

soluciones a los problemas de ingeniería y el empleo de estas técnicas es conocido desde 

hace muchos siglos. Por ejemplo, los antiguos egipcios (3.000 – 30 a. C. 

aproximadamente) utilizaban métodos de discretizado para determinar el volumen de las 

pirámides que construían, Arquímedes (287 – 212 a. C.) utilizaba este método para hallar 

el volumen de los sólidos o áreas de superficies o el matemático Lui Hui (300 d. C) 

empleaba un polígono regular de 3072 lados para calcular la longitud de las 

circunferencias logrando una aproximación al número π de 3,1416. 

El origen del moderno método de los elementos finitos se remonta a principios del siglo 

XX cuando algunos investigadores, como Hrennikoff y McHenry, aproximaron y 

modelizaron un sólido elástico con sección transversal continua usando un conjunto 

discreto de barras elásticas equivalente [12-13]. Sin embargo, se considera que Courant 

fue la primera persona en desarrollar un método de elementos finitos en 1943. En una 

publicación a principios de los cuarenta, Courant propone la utilización de funciones 

polinómicas para la formulación de problemas elásticos en subregiones triangulares, 

como un método especial del método variacional de Rayleigh-Ritz para aproximar 

soluciones [14]. 

El siguiente paso significativo, en el campo de la ingeniería estructural, fue dado por Levy 

en 1953 [15] que desarrolló  el método de rigidez y desplazamiento, sin embargo sus 

ecuaciones requerían demasiado trabajo para su solución a mano por lo que este método 

de análisis numérico no se popularizó hasta el desarrollo de las computadoras.  

Entre 1954 y 1955, Argyris y Kelsey [16] emplearon métodos energéticos para el 

desarrollo del análisis estructural por medio de matrices, lo que marcó una tendencia en 

la evolución del análisis de elementos finitos. En sus artículos se presenta completamente 

desarrollada la formulación matricial de la teoría de estructuras y donde están claramente 

perfilados los métodos de las fuerzas y los desplazamientos. 

La que se considera la primera aplicación del método de elementos finitos fue un trabajo 

realizado por Clough en la Boeing Airplane Company dentro de la unidad de dinámica 

estructural, dirigido por Turner, para la evaluación de la rigidez del ala delta de un avión. 
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Puesto que los modelos de barras no daban buenos resultados, Turner sugirió la división 

de la superficie en porciones triangulares cuya rigidez fue evaluada utilizando el teorema 

de Castigliano suponiendo estados constantes de tensión normal y cortante en los 

triángulos y obteniendo la rigidez total sumando adecuadamente las de cada triángulo 

(método directo de la rigidez). Se presentó una comunicación sobre este trabajo en la 

reunión del Institute of Aeronautical Sciences en enero de 1954 en Nueva York, firmada 

por Turner, Clough, Martin y Topp con el título “Stiffness and deflection analysis of 

complex structures” (aunque se publicó en 1956). Sin embargo no fue hasta los 60 cuando 

Clough hizo popular el término “elemento finito”, con la primera comunicación en la que 

se encuentra dicho término publicada en la American Society of Civil Engineers (ASCE) 

con el título “The Finite Element method in plane stress analysis” [17]. 

A partir de los años 60, se producen numerosos avances que permitieron el rápido 

desarrollo de este método como estudios relativos a la matriz de masa, grandes 

desplazamientos, problemas no lineales, o la aplicación a problemas de tres dimensiones, 

pandeo, viscoelasticidad, … [18-27]. Asimismo se produce un gran interés entre los 

matemáticos por la solución de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales mediante 

el FEM lo que permitió que se empezara a aplicar en otras áreas de la ingeniería, como la 

transferencia de calor o problemas de flujo de fluidos. [28-33]. Zienkiewicz and Cheung 

escribieron el primer libro dedicado por completo al FEM en 1967 [34] en el que se 

presenta una interpretación amplia de este método y su aplicación a diferentes campos.  

A mediados de los setenta, Belytschko [35, 36] mejoró las técnicas numéricas aplicables 

a la resolución de los sistemas de ecuaciones de problemas dinámicos no lineales con 

grandes desplazamientos.  

Es durante esta década cuando se considera que el FEM alcanza la madurez, apareciendo 

los grandes programas comerciales. En 1971, el software ANSYS se lanza al mercado 

por primera vez. 

Desde entonces hasta nuestros días se han generado una gran cantidad de artículos y 

publicaciones que demuestran que el FEM es una de las herramientas más potentes y 

probadas para la solución de problemas de ingeniería y que amplía su campo de aplicación 

a medida que se realizan más estudios validando dicho método, como sería el caso de la 

dinámica de estructuras civiles. 



Capítulo 3. Modelo mecánico ajustado 

52 

Por otra parte, el desarrollo de diversas técnicas de medición de vibraciones muy fiables 

ha permitido que las propiedades modales (frecuencias, amortiguamientos, modos de 

vibración…) sean obtenidas también de forma experimental, lo que ha permitido observar 

una discrepancia entre las predicciones de los modelos de elementos finitos y los 

resultados experimentales. Como respuesta a dicho problema se han desarrollado varias 

líneas de investigación cuyo objetivo ha sido aprovechar las ventajas de los métodos de 

elementos finitos y de las técnicas experimentales de forma simultánea y cuyo resultado 

ha sido el ajuste o actualización de modelos de elementos finitos, más conocido como 

FEM Updating. 

A partir de la década de 1980, el ajuste de modelos numéricos ha tenido un crecimiento 

vertiginoso. Este hecho se debe principalmente al desarrollo de sofisticados instrumentos 

de medición de vibraciones y veloces analizadores de señales dinámicas de bajo coste. 

De forma paralela un importante número de investigadores han desarrollado técnicas 

experimentales y analíticas que permiten procesar y utilizar eficientemente los datos 

dinámicos. 

Sin embargo, la extensa investigación que se ha realizado en las últimas décadas sobre el 

FEM Updating nos indica que aún no ha alcanzado su madurez y que no existe ningún 

procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser formulado para todos los 

casos. Algunos autores [37-43, 81] han publicado y comparado varias técnicas pero no se 

alcanza ningún acuerdo sobre métodos o prácticas. En la mayoría de los casos la solución 

parece depender de los parámetros y constantes seleccionados así como de la técnica 

empleada. 
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3.1. El método de elementos finitos 

El FEM permite realizar un modelo matemático de cálculo de un sistema real, 

especialmente en el campo ingenieril, cuya complejidad dificulta su resolución por 

métodos exactos de análisis. El Finite Element Analysis (FEA) es una poderosa técnica 

computacional para obtener soluciones aproximadas a una gran variedad de problemas de 

ingeniería. Este tipo de análisis ha llegado a ser un paso esencial en el diseño o 

modelización de fenómenos físicos en varias disciplinas de ingeniería. 

Un fenómeno físico suele producirse en un medio continuo (sólido, líquido o gas) 

involucrando varias variables de campo. Dichas variables de campo varían de un punto a 

otro, por lo que es necesario procesar un número infinito de soluciones en el dominio 

(medio continuo con condiciones de contorno conocidas). 

La base del FEA reside en la descomposición del dominio en un número finito de 

subdominios (denominados elementos) y expresando cada variable de campo 

desconocida en términos de una función de aproximación ficticia para cada elemento. 

Estas funciones (también denominadas funciones de interpolación) se definen en función 

de valores de las variables de campo en determinados puntos, denominados nodos. Dichos 

nodos generalmente se localizan a lo largo de los contornos del elemento y conectan 

elementos adyacentes. 

La capacidad de discretizar los dominios irregulares en elementos finitos hace de este 

método una valiosa y práctica herramienta de análisis para la solución de los problemas 

de contorno, iniciales y de valores propios derivados de varias disciplinas de ingeniería 

[82]. 

La transformación de los problemas de ingeniería en una representación matemática se 

logra discretizando el dominio en elementos que están conectados entre sí mediante los 

nodos comunes. Un nodo especifica la localización espacial donde se encuentran los 

grados de libertad (variables nodales asignadas a un elemento) y las acciones del 

problema físico. Los nodos comunes proporcionan continuidad a las variables nodales 

(grados de libertad) que dependen de la naturaleza física del problema y del tipo de 

elemento. 
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Dependiendo de la geometría y de la naturaleza del problema, el dominio puede ser 

discretizado empleando elementos tipo línea, área o volumen. Cada elemento se define 

por una secuencia específica de números de nodos globales. 

Los pasos básicos involucrados en el análisis mediante elementos finitos pueden 

resumirse en [69]: 

 Fase de Pre-procesado: 

o Discretización del dominio en elementos finitos, es decir, subdividir el 

problema en nodos y elementos. 

o Definir una función de forma que represente el comportamiento físico de 

cada elemento, es decir, una función aproximada continua que se supone 

represente la solución del problema. 

o Desarrollar las ecuaciones de cada elemento. 

o Ensamblar todos los elementos que definen el dominio para obtener la 

matriz de rigidez global. 

o Aplicar las condiciones iniciales y de contorno así como las cargas. 

 Fase de Resolución 

o Resolver una serie de ecuaciones algebraicas (lineales y no lineales) 

simultáneamente a la obtención de los resultados nodales, como 

desplazamientos, velocidades y aceleraciones (problemas estáticos, 

dinámicos…), temperatura (problemas de transferencia de calor…) 

 Fase de Post-procesado 

o Obtener otro tipo de información importante como por ejemplo las 

frecuencias naturales, los modos de vibración, tensiones, etc. 
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3.2. FEM Updating 

A través del FEM Updating se trata de generar modelos fiables a través de ajustes 

paramétricos en los mismos, de forma que se minimicen las diferencias entre las 

predicciones analíticas y los resultados experimentales. 

Los programas informáticos disponibles para la formulación de modelos matemáticos 

computacionales son cada vez más poderosos debido al constante desarrollo de 

algoritmos eficientes y a la reducción en las restricciones impuestas por el hardware, lo 

que ha constituido una de las principales herramientas del análisis moderno de problemas 

de ingeniería haciendo posible la generación de modelos de gran complejidad. Sin 

embargo, tal y como ya hemos comentado, se ha observado una correlación deficiente 

entre las predicciones de los modelos computacionales y los resultados obtenidos a partir 

de estudios experimentales.  

Las dificultades que surgen en el proceso de ajuste se encuentran asociadas tanto a 

inexactitudes en el modelo como a errores en los datos experimentales. Aunque los datos 

experimentales poseen errores que pueden provocar una baja correlación entre éstos y las 

predicciones, la teoría de ajuste de modelos supone que los principales causantes del 

desacuerdo teórico-experimental son los errores en el modelo. Según [42] se consideran 

tres tipos de error: 

 Errores en el modelo de la estructura, los cuales se presentan cuando existe 

incertidumbre en las ecuaciones físicas gobernantes (como en el modelado de 

sistemas con un fuerte comportamiento no lineal). 

 Errores en los parámetros del modelo, dentro de los que se encuentra la aplicación 

de condiciones de contorno inapropiadas, así como suposiciones imprecisas 

empleadas para simplificar el modelo. 

 Errores en el orden del modelo, cuya aparición se debe a la discretización de 

sistemas complejos, la cual puede producir modelos de orden insuficiente. 

El propósito del FEM Updating, en el caso que nos ocupa, es modificar los parámetros 

del modelo numérico con el fin de obtener un mayor ajuste entre sus resultados y la 

información experimental. Esta teoría surge como una derivación de la identificación de 
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sistemas en ingeniería de control1, con la diferencia de que el ajuste de modelos (cuyo 

objetivo es la generación de modelos con propósitos de predicción) exige que los 

parámetros tengan sentido físico. 

Existen varias técnicas para ajustar modelos de elementos finitos, pudiéndose clasificar 

en métodos directos y métodos iterativos, dividiéndose éstos últimos en aquellos que 

emplean datos modales y aquellos que emplean FRFs. 

Cuando se realiza el ajuste de un modelo analítico, es necesario tener la capacidad de 

comparar los resultados experimentales con los resultados obtenidos en el modelo de 

elementos finitos y a la hora de hacerlo uno de los mayores problemas que surge es la 

diferencia de grados de libertad entre ambos modelos. En general, el modelo de elementos 

finitos tiene un mayor número de grados de libertad debido a las limitaciones en lo que 

se refiere a los posibles puntos de medida experimentales. Debido a que el número de 

grados de libertad es distinto, las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento tienen 

diferentes tamaños, imposibilitando la operatividad entre ellas. Para la resolución de este 

problema se puede, o bien reducir el modelo analítico (los grados de libertad del modelo 

analítico son reducidos o condensados al número de grados de libertad del modelo 

experimental, llamados nodos maestros), o bien expandir el modelo experimental (los 

grados de libertad del modelo experimental se expanden hasta el número de grados de 

libertad analíticos). Otro problema es la ausencia de amortiguamiento en el modelo de 

elementos finitos, de forma que el análisis modal experimental identifica modos de 

vibración complejos y este modelo se basa en modos normales. 

Mientras los métodos directos modifican todos los elementos de las matrices de manera 

indiscriminada, los esquemas iterativos proporcionan un amplio abanico de posibilidades 

para seleccionar parámetros de ajuste, con los que el usuario puede centrarse en la 

corrección de aspectos físicos bien definidos y localizados.  

                                                 
1 Construcción de modelos matemáticos de sistemas con base en datos experimentales 
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3.2.1. Métodos de optimización directa 

Son los métodos en los que los elementos individuales en las matrices del sistema son 

ajustados directamente por comparación entre los datos experimentales y la predicción 

del modelo analítico inicial. 

Los métodos de optimización directa se basan en el uso de tres tipos de datos: los datos 

modales experimentales y las matrices de masa y rigidez del modelo analítico. Como 

premisa inicial se establece que uno de estos tipos de datos se conoce de forma precisa, 

ajustando los otros dos restantes a partir de él. 

A su vez estos métodos se pueden dividir en: métodos de los multiplicadores de Lagrange 

−tratan de minimizar una función objetivo sujeta a ciertas restricciones en las variables 

independientes−, métodos basados en la Combinación de Matrices −toman como 

hipótesis que es posible medir todos los modos de vibración en todos los grados de 

libertad y por tanto construir las matrices de masa y rigidez directamente−, métodos de la 

Matriz Error −estiman directamente el error cometido en las matrices de masa y rigidez, 

suponiendo que éste es muy pequeño− [83]. 

3.2.2. Métodos iterativos 

En general los datos modales que se emplean en estos métodos son las frecuencias 

naturales, los modos propios y los factores de amortiguamiento, siendo el objetivo 

mejorar la correlación entre los datos experimentales y los obtenidos a partir del modelo 

de elementos finitos mediante pequeños cambios en un grupo de parámetros del modelo 

[84]. 

La técnica más utilizada para correlacionar el modelo experimental y el modelo 

matemático es la comparación entre las frecuencias naturales, pudiéndose la diferencia 

en porcentaje expresarse del siguiente modo:  

𝜖𝜔𝑖 =
|𝜔𝐴𝑖−𝜔𝑋𝑖|

𝜔𝐴𝑖
 𝑥 100   (3-1) 

siendo 

ωXi  frecuencia experimental 
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ωAi  frecuencia calculada 

Un indicador general de la dispersión de la frecuencia puede ser el siguiente: 

𝜖𝜔 = [
∑ (𝜔𝐴𝑖−𝜔𝑋𝑖)2𝐿

𝑖=1

∑ 𝜔𝐴𝑖
2𝐿

𝑖=1

]

1
2⁄

 𝑥 100   (3-2) 

donde L es el número de frecuencias naturales medidas. 

En el caso de la correlación entre los modos de vibración experimentales y los estimados 

puede medirse a través del factor de escala modal (MSF - Modal Scale Factor), que 

representa la pendiente de la línea recta que mejor se ajusta entre ambos conjuntos de 

datos, esto es, 

𝑀𝑆𝐹 (𝛹𝐴, 𝛹𝑋) =
{𝛹𝐴}𝑇{𝛹𝑋}∗

{𝛹𝐴}𝑇{𝛹𝐴}∗    (3-3) 

siendo 

{ΨX}  modo de vibración experimental 

{ΨA}  modo de vibración calculado 

donde la notación T significa matriz transpuesta y la notación * significa compleja 

conjugada de la matriz. 

Sin embargo, el criterio empleado frecuentemente para evaluar dicha correlación es el 

criterio de confianza modal (MAC - Modal Assurance Criterion).  

Esta función proporciona una medida del grado de linealidad entre estimaciones de los 

modos de vibración originadas desde diferentes fuentes (valores cercanos a la unidad 

indican correspondencia entre ambos modos, mientras que los valores cercanos a cero 

indican que no se trata del mismo modo de vibración). Se define como un escalar y su 

expresión se muestra a continuación: 

𝑀𝐴𝐶𝑖𝑗 =
∣{𝛹𝐴}𝑖

𝐻{𝛹𝑋}𝑗∣2

({𝛹𝐴}𝑖
𝐻{𝛹𝐴}𝑖)({𝛹𝑋}𝑗

𝐻{𝛹𝑋}𝑗)
    (3-4) 

donde la notación H significa transpuesta compleja conjugada (matriz Hermítica).2 

                                                 
2 Valores cercanos a la unidad indican una buena correlación entre el modo propio experimental y el 

autovector calculado. 
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Otra forma de expresar este criterio es el siguiente: 

𝑀𝐴𝐶𝑖𝑗 =
({𝛹𝐴}𝑖

𝑇{𝛹𝑥}𝑗
∗)

2

({𝛹𝐴}𝑖
𝑇{𝛹𝐴}𝑖

∗)({𝛹𝑋}𝑗
𝑇{𝛹𝑋}𝑗

∗)
    (3-5) 

Desde que se propuso este criterio hasta nuestros días se han formulado algunas variantes, 

entre las que se incluyen algunas que se aplican a los grados de libertad o que incorporan 

la matriz de masa o rigidez como matriz de peso en el cálculo [85]. 

Otro método se basa en expresar la relación entre los datos modales y los parámetros 

desconocidos en términos de un desarrollo en serie de Taylor limitada a los términos 

lineales, lo que puede ser escrito como: 

δz = Sj δθ     (3-6) 

donde 

δθ = θ – θj es la perturbación en los parámetros 

δz = zm – zj es el error en los datos experimentales 

Sj = matriz de sensibilidad (que contiene la primera derivada de los autovalores y los 

vectores propios respecto a los parámetros). 

Esta ecuación, que normalmente es indeterminada (porque se cuenta con más datos 

experimentales que parámetros desconocidos), puede ser resuelta usando una pseudo-

inversa de Moore-Penrose (mínimos cuadrados), mínimos cuadrados ponderados (si se 

emplean coeficientes de ponderación en los datos experimentales) o la técnica Bayesiana, 

(si se emplean coeficientes de ponderación en los datos experimentales y en los 

parámetros) [42, 43]. 

El uso de datos de Funciones de Respuesta en Frecuencia (FRF) no requiere realizar un 

análisis modal, por lo que se evitan errores de identificación, sin embargo estos métodos 

para ser utilizados requieren que el amortiguamiento sea incluido en el modelo de los 

elementos finitos. 

El enfoque tradicional de ajuste con funciones de respuesta se basa en dos tipos de error 

denominados error de ecuaciones y error de salida. Ambos errores se basan en la 

ecuación de movimiento en el dominio de frecuencia [86]. 
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En el caso de error en ecuaciones se minimiza el error en las ecuaciones de movimiento, 

y se expresa: 

ɛecu= F(ω)- B(ω) X(ω)    (3-7) 

donde 

F(ω) y X(ω) corresponden a los datos experimentales (generalmente se supone que la 

fuerza es unitaria en todas las frecuencias y se reemplaza X(ω) por la FRF. 

B(ω) es la matriz de rigidez dinámica 

En el caso de error de salida se minimiza la diferencia entre la respuesta medida y la 

estimada en el modelo numérico, y se expresa: 

ɛsal= B(ω)-1 F(ω) - X(ω)    (3-8) 

Como apunte final a la revisión de los diferentes métodos de ajuste/actualización cabe 

mencionar que existen otros enfoques en la estimación de la incertidumbre de los 

parámetros, cuya principal diferencia radica en el uso de herramientas de análisis 

probabilístico [87] para hallar el cambio en los parámetros que maximiza la probabilidad 

de que las predicciones concuerden con los datos experimentales, en lugar de minimizar 

el error de predicción. 
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La técnica de análisis modal consiste en la recolección de datos, la identificación del 

sistema y por último, la estimación de los parámetros modales (frecuencia, 

amortiguamiento, masa modal y modos de vibración). La etapa de identificación del 

sistema juega un papel crucial en los parámetros modales que se derivan, así como en el 

número de parámetros que  se pueden determinar [45]. Los métodos de identificación 

clásicos se basan en aplicar una excitación al sistema y a continuación, registrar la 

correspondiente respuesta [46]. 

El método de identificación más utilizado en la actualidad se denomina Stochastic 

Subspace Identification (SSI) [90-93] que se resume en el apartado 4.1. Sin embargo, la 

información modal que proporcionan los métodos de identificación, incluido el SSI, es 

incompleta ya que proporcionan estimaciones de frecuencias, factores de 

amortiguamiento y modos de vibración asociados, pero dichos modos no están 

normalizados respecto de la matriz de masa o dicho de otra forma, esos métodos no 

calculan las masas generalizadas correspondientes a cada uno de los modos estimados 

(masas modales) [47] y el modelo resulta incompleto lo que no permite la simulación 

dinámica del sistema.  

Para evitar este problema, se han desarrollado algunos métodos de escalado de los modos 

de vibración que se basan en la actualización de un modelo de elementos finitos de la 

estructura empleando aquellos parámetros modales estimados de forma experimental [42, 

48]. 

También se han desarrollado soluciones basadas en la suposición de que la matriz de masa 

de la estructura (o su inversa) es conocida [49] o modificando el comportamiento 

dinámico de la estructura variando la masa o la rigidez y realizando un análisis modal 

operacional tanto en la estructura original como en la modificada [50-56]. Estos métodos 

requieren un procedimiento experimental extenso al emplear los parámetros modales de 

la estructura original y también los de la modificada. 

Otros métodos de escalado consisten en añadir sistemas de vibración secundarios 

midiendo y procesando la respuesta conjunta [44]. 

En el presente trabajo se estudian dos técnicas adicionales que a partir de toda la 

información obtenida al aplicar el método SSI, con una mínima información experimental 
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respecto a la entrada y sin necesidad de modelos computacionales complejos, nos 

permiten estimar todos los parámetros modales, incluidas las masas modales o los modos 

normalizados asociados a cada modo de vibración: 

 Una de estas técnicas consiste en la resolución de un problema simétrico de 

valores propios [67, 94-95], siendo un requisito mínimo el que en todos los grados 

de libertad se debe ubicar o bien un sensor o un actuador, con al menos una 

localización de ubicación conjunta (par sensor-actuador), lo que proporciona una 

solución para el problema inverso. Esta técnica se describe con más detalle en el 

apartado 4.2. 

 Otra de las técnicas consiste en escalar los modos de vibración a partir de la 

estimación de los residuos de la descomposición en fracciones parciales de la FRF 

de las mediciones [96]. Esta técnica se describe con más detalle en el apartado 

4.3. 
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4.1. Stochastic Subspace Identification 

Una de las formulaciones bien conocidas para los sistemas dinámicos es la expresión 

matricial de la segunda ley de Newton, que una vez discretizada en el dominio espacial 

resulta: 

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑪�̇�(𝑡) + 𝑲𝒖(𝑡) = 𝒇(𝑡);          𝒚(𝑡) =  {
𝒚𝟏(𝒕)

…
𝒚𝑴(𝒕)

}  (4-1) 

donde: 

u(t)  Vector desplazamiento del sistema, con (˙) y (¨) que representa la primera 

y segunda derivada respecto al tiempo respectivamente 

M  Matriz de masas 

C  Matriz de amortiguamiento 

K  Matriz de rigidez 

f(t)  Vector que contiene las excitaciones externas que solicitan el sistema 

y(t)  Vector respuesta del sistema 

Esta ecuación (4-1) en tiempo continuo puede ser transformada mediante una formulación 

en el espacio de estados del siguiente modo: 

�̇�(𝑡) = 𝑨𝑪𝒙(𝑡) + 𝑩𝑪𝒇(𝑡)    (4-2) 

𝒚(𝑡) = 𝑪𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝑪𝒇(𝑡)    (4-3) 

Siendo 

𝒙(𝑡) = [
𝒖(𝑡)
�̇�(𝑡)

]     (4-4) 

y donde AC, BC, y CC son las matrices del sistema en tiempo continuo: 

𝑨𝑪 = [
0 𝐼

−𝑀−1𝐾 −𝑀−1𝐶
]    (4-5) 

𝑩𝑪 = [
0

𝑀−1]     (4-6) 
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CC  es la matriz de salida y DC  es la matriz de retroalimentación (cero en el caso de 

sistemas mecánicos) [97]. 

La ventaja de esta formulación es que la solución general se obtiene directamente: 

𝒙(𝑡) = exp(𝑨𝒄𝑡) 𝒙(0) + ∫ exp (
𝑡

0
𝑨𝒄(𝑡 − 𝜏))𝑩𝒄𝒇(𝜏)𝑑𝜏  (4-7) 

donde el primer término es la solución de la ecuación homogénea y el último término es 

la solución particular. Para discretizar en el dominio del tiempo esta solución, 

empleamos la transformación uK =u(kΔt) de modo que la solución se convierte en: 

𝒙(𝑡) = exp(𝑨𝒄𝑘𝛥𝑡) 𝒙(0) = 𝑨𝒅
𝑘𝒙0   (4-8) 

𝑨𝑑 = exp (𝑨𝑐𝛥𝑡)    (4-9) 

𝒚𝑘 = 𝐶𝑐𝑨𝑑
𝑘𝒙0     (4-10) 

Para obtener los parámetros modales del sistema es necesario descomponer la matriz del 

sistema discreto Ad en : 

Ad = ϕΛ ϕ-1     (4-11) 

donde 

ϕ contiene los autovectores del modelo de espacio de estados y Λ es la matriz diagonal 

de los valores propios (μ1, ….μn) . 

Los valores propios del sistema continuo, que denominaremos λi, se obtienen a partir de 

los valores propios discretos (μi) del siguiente modo: 

𝜆𝑖 =
ln (𝜇𝑖)

∆𝑇
     (4-12) 

Los autovectores del sistema (ϕ) son los mismos tanto para la representación del espacio 

de estados discreto como continuo. 

Las frecuencias naturales sin amortiguamiento (ωi) y los coeficientes/razones de 

amortiguamiento (ξi) se obtienen teniendo en cuenta que 

𝜆𝑖 = 𝜎𝑖 ± 𝑗𝜔𝐷𝑖    (4-13) 

donde  
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σi se denomina factor de amortiguamiento 

ωDi se denomina frecuencia amortiguada 

Y teniendo en cuenta que  𝜉𝑖 =
−𝜎𝑖

√𝜔𝐷𝑖
2 +𝜎𝑖

2
     y     𝜔𝑖 =

−𝜎𝑖

𝜉𝑖
 

𝜆𝑖 = (−𝜉𝑖 ± 𝑗 √(1 − 𝜉𝑖
2) )𝜔𝑖   (4-14) 

Del siguiente modo 

𝜔𝑖 = |𝜆𝑖|     (4-15) 

𝜉𝑖 =
𝑅𝑒(𝜆𝑖)

|𝜆𝑖|
     (4-16) 

y los modos de vibración (φi) del sistema  

Ф = 𝐶𝑐𝝋     (4-17) 
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4.2. Problema simétrico de valores propios 

El problema dinámico se puede expresar en forma matricial del siguiente modo: 

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑪�̇�(𝑡) + 𝑲𝒖(𝑡) = 𝒇(𝑡);            (4-18) 

𝒚(𝑡) =   �̈�(𝑡)      (4-19) 

Siendo y(t) al vector respuesta del sistema que para el caso anterior representa las 

mediciones de las aceleraciones.  

Si definimos el vector de estados   𝒙(𝑡) = [
𝒖(𝑡)

�̇�(𝑡)
]  , el sistema anterior puede reescribirse 

como 

[
𝑪 𝑴
𝑴 𝟎

] �̇�(𝑡) + [
𝑲 𝟎
𝟎 −𝑴

] 𝒙(𝑡) = [
𝑰
𝟎

] 𝒇(𝑡)   (4-20) 

𝒚(𝑡) = [0 𝐼]  �̇�(𝑡)   para aceleraciones     (4-21) 

𝒚(𝑡) = [0 𝐼]  𝒙(𝑡)   para velocidades     (4-22) 

𝒚(𝑡) = [𝐼 0]  𝒙(𝑡)   para desplazamientos     (4-23) 

La ventaja de esta nueva expresión (ecuación 4-20) es que ahora el problema de 

autovalores (valores propios) asociado es simétrico y puede plantearse como: 

[
𝑪 𝑴
𝑴 𝟎

] [
Ѱ

Ѱ𝜦
] 𝛬 = [

−𝑲 𝟎
𝟎 𝑴

] [
Ѱ

Ѱ𝜦
]    (4-24) 

donde Ѱ = [Ѱ1 … . Ѱ𝑁] es la matriz que contiene los vectores propios del problema 

simétrico complejo. 

(𝜆𝑖
2𝑴 + 𝜆𝑖𝑪 + 𝑲)Ѱ𝑖 = 0    (4-25) 

y Λ es la matriz diagonal de los valores propios del problema simétrico complejo λi.  

En general, los vectores propios pueden escalarse de forma arbitraria pero si los 

escalamos del siguiente modo [45, 98]: 

[
Ѱ

Ѱ𝜦
]

𝑻

[
𝑪 𝑴
𝑴 𝟎

] [
Ѱ

Ѱ𝜦
] = 𝑰    (4-26) 
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[
Ѱ

Ѱ𝜦
]

𝑇

[
𝑲 𝟎
𝟎 −𝑴

] [
Ѱ

Ѱ𝜦
] = −𝜦   (4-27) 

Llegamos a las siguientes expresiones que nos permiten calcular las matrices de masa, 

amortiguamiento y rigidez del sistema 

𝑴 = (Ѱ𝜦Ѱ𝑇)−1     (4-28) 

𝑪 = −𝑴Ѱ𝜦2Ѱ𝑇𝑴     (4-29) 

𝑲 = −(Ѱ𝜦−1Ѱ𝑇)−1     (4-30) 

Si realizamos una nueva transformación 𝑥(𝑡) = [
Ѱ

Ѱ𝛬
] 𝑧(𝑡) las ecuaciones (4-20), (4-21), 

(4-22), (4-23) pueden expresarse como se muestra a continuación 

�̇�(𝑡) = 𝜦𝒛(𝑡) + Ѱ𝑇𝒇(𝑡)     (4-31) 

𝒚(𝑡) = Ѱ𝛬2𝒛(𝑡) + Ѱ𝜦Ѱ𝑻𝒇(𝑡)  para aceleraciones   (4-32) 

𝒚(𝑡) = Ѱ𝛬𝒛(𝑡)    para velocidades   (4-33) 

𝒚(𝑡) = Ѱ𝒛(𝑡)     para desplazamientos   (4-34) 

Denominaremos al sistema definido por las ecuaciones anteriores, modelo modal 

simétrico. Al sistema definido por las ecuaciones (4-2) y (4-3) lo denominaremos modelo 

modal no simétrico. 

Si en este punto retomamos el modelo modal no simétrico y realizamos la siguiente 

transformación x(t)=ϕϴ(t) (recordando que ϕ contiene los autovectores del sistema y que 

DC es cero para sistemas mecánicos como son los que nos ocupan en este documento), 

obtenemos las siguientes ecuaciones 

�̇�(𝑡) = 𝜦𝜭(𝑡) + 𝝋−𝟏𝑩𝑪𝒇(𝑡)   (4-35) 

𝒚(𝑡) = 𝑪𝑪𝝋𝜭(𝑡)    (4-36) 

Si consideramos los modelos modales simétrico y no simétrico como representaciones 

diferentes del mismo sistema dinámico, podemos buscar una matriz diagonal de 

transformación (T), que relacione ambos modelos, es decir: 

𝜭(𝑡) = 𝑻𝒛(𝑡)     (4-37) 
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Obteniendo las siguientes igualdades 

𝑻𝜦𝑻−𝟏 = 𝜦     (4-38) 

𝑻−𝟏𝝋−𝟏𝑩𝑪 = Ѱ𝑻    (4-39) 

𝑪𝑪𝝋𝑻 = Ѱ𝜦2   para aceleraciones     (4-40) 

𝑪𝑪𝝋𝑻 = Ѱ𝜦   para velocidades     (4-41) 

𝑪𝑪𝝋𝑻 = Ѱ   para desplazamientos     (4-42) 

Si suponemos que el grado de libertad i-ésimo contiene un sensor y un actuador, el 

requisito de co-localización junto con el hecho de que la matriz T es diagonal, permite 

determinar dicha matriz de manera unívoca mediante la siguiente expresión: 

En el caso de medir aceleraciones  𝑪𝑪(i, : )𝛗𝚲−2𝐓2 = (𝛗−1𝐁𝐂)T (4-43)3 

En el caso de medir velocidades  𝑪𝑪(i, : )𝛗𝚲−1𝐓𝟐 = (𝛗−1𝐁𝐂)T (4-44) 

En el caso de medir desplazamientos  𝑪𝑪(𝑖, : )𝝋𝐓2 = (𝝋−1𝑩𝑪)𝑇  (4-45) 

Dependiendo de la configuración de sensores y actuadores la información relativa a un 

cierto grado de libertad está embebida ya sea en la matriz de entrada o en el matriz de 

salida, por lo que para obtener los vectores propios del modelo modal simétrico (Ѱ) para 

cada grado de libertad (i)4, emplearemos las ecuaciones (4-40) ó (4-41) ó (4-42) en el 

caso de tener un sensor (que mida aceleraciones ó velocidades ó desplazamientos 

respectivamente) y la expresión (4-39) en el caso de tener un actuador. Es decir, 

𝑪𝑪(𝑖, : )𝝋𝑻 = Ѱ(𝑖, : )𝜦2    (4-46) 

en el caso de tener un sensor que mida aceleraciones 

𝑪𝑪(𝑖, : )𝝋𝑻 = Ѱ(𝑖, : )𝜦    (4-47) 

en el caso de tener un sensor que mida velocidades 

𝑪𝑪(𝑖, : )𝝋𝑻 = Ѱ(𝑖, : )     (4-48) 

                                                 
3 (i,:) denota la fila i de la matriz correspondiente 
4 Una vez obtenida la matriz de transformación (T) 
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en el caso de tener un sensor que mida desplazamientos 

𝑻−𝟏𝝋−𝟏𝑩𝑪(𝑖, : ) = Ѱ(𝑖, : )𝑻    (4-49) 

en el caso de tener un actuador 

Finalmente, a partir de los vectores propios simétricos (Ѱ) podemos obtener la matriz de 

masa (M) (y así poder calcular los modos normalizados) mediante la ecuación (4-28) y 

calcular las matrices de amortiguamiento (C) y rigidez (K) mediante las ecuaciones (4-

29) y (4-30). 
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4.3. Escalado de los modos de vibración a partir de 

la función de respuesta en frecuencia 

La función de transferencia de un sistema amortiguado de múltiples grados de libertad 

puede ser formulada a partir de las ecuaciones del movimiento en términos de las matrices 

de masa, rigidez y amortiguamiento.  

𝑴�̈�(𝑡) + 𝑪�̇�(𝑡) + 𝑲𝒖(𝑡) = 𝒇(𝑡);           (4-50) 

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación anterior, y asumiendo condiciones 

iniciales nulas, resulta 

(𝑠2𝑴 + 𝑠𝑪 + 𝑲)𝑼(𝑠) = 𝑭(𝑠);            (4-51) 

donde  𝑼(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝒖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
   es la transformada de Laplace de los desplazamientos 

y  𝑭(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝒇(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
   es la transformada de Laplace de la fuerza 

y s es una variable subsidiaria, en este caso s=jω. 

Si se define la matriz dinámica del sistema, como: 

𝑩(𝑠) = (𝑠2𝑴 + 𝑠𝑪 + 𝑲)    (4-52) 

La ecuación (2-116) se reescribe como 

𝑩(𝑠)𝑼(𝑠) = 𝑭(𝑠)     (4-53) 

O lo que es lo mismo 

𝑼(𝑠) = 𝑩(𝑠)−𝟏 ·  𝑭(𝑠)    (4-54) 

Y podemos definir la matriz función de transferencia o función compleja de respuesta 

en frecuencia (H(s)) (que relaciona la respuesta del sistema con las fuerzas excitadoras 

de la misma) a partir de la matriz dinámica del siguiente modo: 

𝑯(𝑠) = [𝑩(𝑠)]−1 = 𝑼(𝑠) · [𝑭(𝑠)]−1   (4-55) 

En general 

𝐻𝑝𝑞(𝑠) =
𝑈𝑝(𝑠)

𝐹𝑞(𝑠)
    (4-56) 
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donde p es el grado de libertad de salida y q es el grado de libertad de entrada (orientación 

y posición física)5. 

De este modo, la obtención de una columna de la matriz función de transferencia (H(s)) 

se lleva a cabo midiendo la respuesta dinámica en distintos puntos (Up) manteniendo un 

excitador en una posición fija (Fq). También se puede obtener la fila de la matriz función 

de transferencia ─H(s)─ midiendo la respuesta dinámica en un punto fijo (Up) 

desplazando el excitador a distintos puntos (Fq). 

Otra forma de expresar cada uno de los términos de la matriz función de transferencia, 

usando coeficientes escalares (α y β), es la siguiente:  

𝐻𝑝𝑞(𝑠) =
𝛽𝑛(𝑠)𝑛+𝛽𝑛−1(𝑠)𝑛−1+⋯+𝛽1(𝑠)1+𝛽0(𝑠)0

𝛼𝑚(𝑠)𝑚+𝛼𝑚−1(𝑠)𝑚−1+⋯+𝛼1(𝑠)1+𝛼0(𝑠)0  (4-57) 

Siendo las raíces del polinomio del denominador los denominados polos de la función de 

transferencia o autovalores (λ), dicho denominador puede expresarse como producto de 

sus raíces y también puede descomponerse en fracciones parciales, tal y como se indica 

a continuación: 

𝐻𝑝𝑞(𝑠) = ∑
[𝐴𝑝𝑞𝑖]

(𝑠−𝜆𝑖)
+

[𝐴𝑝𝑞𝑖
∗ ]

(𝑠−𝜆𝑖
∗)

𝑁
𝑖=1    (4-58) 

donde, i es el número de modos, Apqi son los residuos asociados al polo (autovalor) λi, y 

()* indica el complejo conjugado. 

Dichos residuos pueden expresarse en función de los modos de vibración (𝝓) del 

siguiente modo: 

𝐴𝑝𝑞𝑖 = 𝑄𝑖𝜙𝑝𝑖𝜙𝑞𝑖    (4-59) 

siendo Qi el coeficiente de escalado del modo de vibración ϕi. 

Por ello, 

𝐻𝑝𝑞(𝑠) = ∑
𝑄𝑖𝜙𝑝𝑖𝜙𝑞𝑖

(𝑠−𝜆𝑖)
+

𝑄𝑖
∗𝜙𝑝𝑖

∗ 𝜙𝑞𝑖
∗

(𝑠−𝜆𝑖
∗)

𝑁
𝑖=1    (4-60) 

                                                 
5 El modelo matemático que se describe corresponde a la medida de desplazamientos, en el caso de que se 

midan velocidades, es necesario que los datos velocidad/fuerza se dividan entre jω. Si se miden 

aceleraciones, los datos aceleración/fuerza deben dividirse entre (jω)2. 
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Teniendo en cuenta todo lo anterior se puede establecer una relación entre el residuo y la 

masa modal, distinguiendo dos casos: 

 Amortiguamiento proporcional (incluye el caso sin amortiguamiento). 

 Amortiguamiento no proporcional. 

Amortiguamiento proporcional 

Para el primer caso (amortiguamiento proporcional) dicha relación se obtiene teniendo en 

cuenta que  B[s]·H[s]=[I]6 y 𝐴𝑝𝑞𝑖 = 𝑄𝑖𝜙𝑝𝑖𝜙𝑞𝑖. Realizando varias operaciones 

matemáticas [96] se llega a la siguiente expresión 

𝑀𝑖 =
1

2𝑗𝜔𝐷𝑖𝑄𝑖
=

𝜙𝑝𝑖𝜙𝑞𝑖

𝑗2𝐴𝑝𝑞𝑖𝜔𝐷𝑖
    (4-61) 

recordando que ωDi es la frecuencia natural amortiguada para el modo i. 

Como es sabido, los modos de vibración pueden escalarse de varias formas, pero 

escogiendo el escalado de forma que el mayor coeficiente modal sea igual a 1 se obtiene 

un resultado en el que la masa calculada según la ecuación (4-63) tiene un significado 

físico. Este significado físico es que la cantidad de masa calculada bajo estas condiciones 

será un número entre 0 y la masa total del sistema que puede verse como la cantidad de 

masa que participa en cada modo de vibración (masa modal). 

Para obtener el valor de Qi, una vez escalados los modos de vibración, sólo es necesario 

disponer de un grado de libertad (por ejemplo q) en el que dispongamos de un sensor y 

un actuador (dicho punto se denomina driving point de la FRF) ya que se cumple que, 

𝐴𝑞𝑞𝑖 = 𝑄𝑖𝜙𝑞𝑖𝜙𝑞𝑖 = 𝑄𝑖𝜙𝑞𝑖
2     (4-62) 

Una vez que la masa modal es conocida, se puede obtener el amortiguamiento modal y la 

rigidez modal del siguiente modo: 

𝐶𝑖 = 2𝜎𝑖𝑀𝑖     (4-63) 

𝐾𝑖 = (𝜎𝑖
2+𝜔𝐷𝑖

2)𝑀𝑖 = 𝜔𝑖
2𝑀𝑖   (4-64) 

                                                 
6 [I] es la matriz identidad 
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Amortiguamiento no proporcional 

En un sistema con amortiguamiento no proporcional, las ecuaciones del movimiento se 

acoplan cuando se formulan en el espacio físico de dimensión N. Sin embargo, las 

ecuaciones del movimiento pueden ser desacopladas cuando se formulan en el espacio de 

estados de dimensión 2N.  

Si retomamos el problema de autovalores simétrico y la ecuación (4-22) y denominamos: 

𝑨 = [
𝑪 𝑴
𝑴 𝟎

]     (4-65) 

y 

𝑩 = [
𝑲 𝟎
𝟎 −𝑴

]    (4-66) 

Podemos expresar un conjunto de relaciones de ortogonalidad para las matrices del 

sistema (en este caso A y B) similar al caso de sistemas sin amortiguamiento. 

𝝍𝑖
𝑇𝑨 𝝍𝑗 = 0     (4-67) 

𝝍𝑖
𝑇𝑩 𝝍𝑗 = 0     (4-68) 

𝝍𝑖
𝑇𝑨 𝝍𝑖 = 𝑀𝐴𝑖    (4-69) 

𝝍𝑖
𝑇𝑩 𝝍𝑖 = 𝑀𝐵𝑖    (4-70) 

Siendo 𝝍 los modos de vibración del modelo de espacio de estados de dimensión 2N 

(𝜓 = [
𝜙

𝜆𝜙
]),  MAi un término que se denomina modal A y MBi otro término que se 

denomina modal B y que tienen las mismas propiedades respectivamente que la masa 

modal y la rigidez modal para los casos sin amortiguamiento y con amortiguamiento 

proporcional. 

Siempre que los vectores modales (modos de vibración) sean complejos, las magnitudes 

modal A y modal B deben ser utilizadas para proporcionar el escalado modal en el caso 

de sistemas con amortiguamiento no proporcional, cumpliéndose que 

𝑀𝑖 =
𝑀𝐴𝑖

𝑗2𝜔𝐷𝑖
     (4-71) 
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𝑀𝐴𝑖 =
1

𝑄𝑖
=

𝜙𝑝𝑖𝜙𝑞𝑖

𝐴𝑝𝑞𝑖
    (4-72) 
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El capítulo se estructura en dos apartados; en el primero de ellos se describe el proceso 

de modelización y ajuste de la pasarela completa y los resultados obtenidos, y en el 

segundo se describe la validación de las técnicas de escalado descritas en el capítulo 

anterior y los resultados alcanzados al aplicarlas a la pasarela objeto de estudio. 

En el caso de la modelización de la pasarela completa, se comparan las primeras 

frecuencias verticales de vibración y formas modales obtenidas numéricamente, con las 

presentadas en un trabajo de tesis anterior [2] y que sirven de referencia. 

En el caso de las técnicas de escalado propuestas se procede a su validación aplicándolas 

a dos casos teóricos y posteriormente se obtienen las primeras frecuencias verticales, las 

masas modales y los modos de vibración normalizados. 
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5.1. Resultados de la modelización de la Pasarela del 

Museo de la Ciencia 

5.1.1. Modelado de la pasarela 

La PMC es una estructura en servicio situada en Valladolid sobre el río Pisuerga. Dicha 

estructura, concebida como una cesta de pescar, está formada por cuatro vanos, tres de 

celosías metálicas formando una sección transversal hexagonal y un vano de hormigón 

blanco. Éste último es muy rígido por lo que no se considera en el análisis objeto del 

presente trabajo.  

La estructura del tramo metálico de la pasarela (vanos 2, 3 y 4) consiste en una celosía 

tubular tridimensional de sección transversal hexagonal, que en el vano 3 se sitúa en el 

interior de otra celosía formada por cables pretensados longitudinales y transversales. 

Ambas celosías se enlazan mediante radios tubulares que permiten mantener la forma de 

los cables y aumentar su excentricidad en el centro del vano. La sección transversal es un 

hexágono irregular cuya inclinación y dimensiones cambian a lo largo del puente [88]. 

 

Figura 5-1. Celosía tubular tridimensional de sección transversal hexagonal. 

En cuanto al pretensado transversal, cada sección hexagonal del vano 3 (son 15) consta 

de un tendón periférico en forma de hexágono, cuyos vértices son los extremos de los seis 

radios. El pretensado longitudinal consta de seis tendones que pasan por los extremos de 

los radios de las secciones transversales [89].Se ha modelizado la estructura de forma que 

los nudos que conforman tanto el hexágono exterior y el interior sean coplanarios. 
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Figura 5-2. Sección transversal del pretensado del vano 3. 

La estructura principal está formada por perfiles tubulares de sección circular. El diámetro 

de los perfiles longitudinales es de 273 mm y las diagonales son perfiles de diámetro 135 

mm. Los montantes y radios son perfiles tubulares de sección cuadrada de dimensiones 

200 mm x 200 mm.  

 

Figura 5-3. Estructura principal. 

Las secciones de la estructura del tablero, constituida por travesaños y elementos de 

arriostramientos, son cuadradas de dimensiones 120 mm x 100 mm y 120 mm x 120 mm 

respectivamente. 

 

Figura 5-4. Estructura del tablero. 
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Los apoyos centrales son dos torres constituidas por celosías resueltas también con 

perfiles tubulares de 355 mm de diámetro.  

 

Figura 5-5. Apoyo central. 

En cuanto a las propiedades del acero se ha considerado un módulo de elasticidad de 

2,1·1011 N/m2, un coeficiente de Poisson igual a 0,3 y una densidad de 7.700 Kg/m3. 

La modelización de la estructura se ha realizado mediante el programa ANSYS mediante 

dos tipos de elementos: BEAM188 para simular los perfiles tubulares, definiendo para 

cada tipo las secciones indicadas anteriormente y LINK180 para los tendones de 

pretensado. En el caso del pretensado longitudinal se ha impuesto que los movimientos 

en la dirección lateral y vertical de los nudos que lo modelizan sean iguales a los de los 

nudos que representan los extremos de los radios de las secciones transversales. La fuerza 

de pretensado se ha modelizado mediante el comando INISTATE. 

La principal dificultad en la definición geométrica de la pasarela ha sido la modelización 

del pretensado, principalmente por la elección del tipo de elemento y de las conexiones 

de éste con el resto de la estructura con el fin de que la transmisión de esfuerzos se 

realizara de forma realista.  

En cuanto a los apoyos, la estructura se considera apoyada en las torres centrales y 

empotrada en los extremos del tablero. Las bases de las torres se suponen empotradas. 
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Figura 5-6. Vista general del modelo completo de la pasarela en ANSYS. 

Se ha seleccionado para el análisis modal realizado el método de Block Lanczos. 

5.1.2. FEM Updating 

A continuación se exponen los resultados que se han extraído de un estudio anterior [2] y 

que se emplearán para el ajuste del modelo de elementos finitos de la pasarela. En el caso 

del OMA realizado en el mismo, los parámetros modales se identificaron empleando tres 

algoritmos en el dominio de la frecuencia: FDD (Frequency Domain Decomposition), 

EFDD (Enhanced Frequency Domain Decomposition) y CFDD (Curve-Fit Frequency 

Domain Decomposition). Se obtuvieron los siguientes resultados [2]: 

FDD EFDD CFDD 

Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) 

1.245 1.243 1.257 

2.759 2.763 2.765 

3.516 3.514 3.515 

4.785 4.792 4.792 

Tabla 5-1. Valores de frecuencia de los primeros modos de flexión de la pasarela obtenidos con el OMA. 

 

En la siguiente figura se muestran los cuatro primeros modos de la pasarela completa [2]: 
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a) Primer modo                                      b)  Segundo modo 

  

 

 

c) Tercer modo                                       d)  Cuarto modo 

Figura 5-7. Primeros cuatro modos verticales de vibración de la pasarela obtenidos experimentalmente. 

Debido a la mayor susceptibilidad del vano 2 de la pasarela, se realizó un EMA en éste 

identificando, entre otros, la masa modal vertical. Se realizaron asimismo en este mismo 

estudio [2] varias estimaciones de dicha masa modal empleando diferentes algoritmos, 

presentándose en la siguiente tabla los resultados obtenidos. 

MÉTODO MASA MODAL (kg) 

Programa OROS 16983 

Algoritmo en frecuencia 17950 

Algoritmo en el tiempo 18060 

Ajuste de la curva FRF 17900 

Aumento de la respuesta 17500 

Tabla 5-2. Estimaciones de masa modal del tercer modo vertical. 

Para el FEM Updating del modelo de la pasarela se emplearon todos los datos 

experimentales disponibles para los cuatro primeros modos verticales de vibración de la 
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pasarela completa y que se han expuesto anteriormente, esto es, las frecuencias y las 

formas modales de dichos modos y la masa modal en el caso particular del 3º modo de 

vibración de la pasarela completa.  

Se empleó un esquema iterativo que nos permitió analizar y seleccionar aquellos 

parámetros físicos cuyo efecto era más relevante para que las frecuencias y las formas 

modales de nuestro modelo se aproximaran lo más posible a las obtenidas 

experimentalmente. En nuestro caso se comprobó que el tipo de apoyos (rigideces de los 

mismos) y la masa eran las variables que mayor influencia tenían en el ajuste una vez 

modelizada la geometría del tablero. 

En el primer caso ha sido necesario, para obtener un ajuste adecuado, la modelización 

completa de las torres de celosía que sirven de apoyo central ya que la sustitución de éstas 

por simples apoyos, empotramientos y/o muelles (longitudinales y/o rotacionales) no ha 

dado buenos resultados. En el caso de la masa, ha sido la principal variable que ha 

afectado al ajuste, no sólo de la frecuencia y la forma modal sino también de su masa 

modal. 

5.1.3. Resultados 

Los resultados obtenidos con el modelo para los primeros cuatro modos son los que a 

continuación se reflejan: 

 

Figura 5-8. Primer modo vertical: f1 = 1.224 Hz obtenido con el modelo en ANSYS. 

 

Figura 5-9. Segundo modo vertical: f2 = 2.842 Hz obtenido con el modelo en ANSYS. 
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Figura 5-10. Tercer modo vertical: f3 = 3.662 Hz obtenido con el modelo en ANSYS. 

  

Figura 5-11. Cuarto modo vertical: f4 = 4.914 Hz obtenido con el modelo en ANSYS. 

Tal y como puede comprobarse las formas modales del modelo son equivalentes a los 

obtenidos experimentalmente en [2]. Por otra parte, la siguiente tabla comparativa 

muestra que en todos los casos se obtienen diferencias menores del 5% en las frecuencias 

lo que indica una buena correspondencia del modelo. 

Modo 
fMEF 

(Hz) 

│fMEF – fFDD│/fMEF 

(%) 

│fMEF – fEFDD│/fMEF 

(%) 

│fMEF – fCFDD│/fMEF 

(%) 

1 1.224 1.72 1.55 2.70 

2 2.842 2.92 2.78 2.71 

3 3.662 3.99 4.04 4.01 

4 4.914 2.63 2.48 2.48 

Tabla 5-3.  Comparativa entre las frecuencias obtenidas experimentalmente y las obtenidas mediante la 

modelización de la pasarela en ANSYS. 

En el caso de la masa modal del primer modo del vano 2 se ajustó a un valor de 18057 kg 

que corresponde aproximadamente al valor máximo que se ha obtenido en las 

estimaciones experimentales. La diferencia en porcentaje con respecto al resto de las 

estimaciones no supera el 6%. 
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5.2. Resultados obtenidos aplicando las 

metodologías propuestas 

Empleando los registros del EMA realizados en el vano 2 en [99, 100] se calcularon las 

masas modales y los modos normalizados asociados a cada modo de vibración de dicho 

vano mediante dos técnicas de escalado. Ambas parten de la información obtenida al 

aplicar el método SSI, consistiendo la primera de ellas en la resolución de un problema 

simétrico de valores propios y la segunda en el escalado de los modos de vibración a partir 

de la estimación de los residuos de la descomposición en fracciones parciales de la 

Función de Respuesta en Frecuencia (FRF) de las mediciones. Aplicando ambas técnicas 

se calcularon las masas modales y los valores de los modos normalizados respecto a la 

matriz de masa en los puntos L/3, L/2 y 2L/3 del vano 2 (L=51 m). Las metodologías se 

han validado previamente mediante un primer problema numérico pero suficientemente 

general (viga biapoyada) y posteriormente se han aplicado a un ejemplo general más 

complejo (viga continua de tres vanos) y a la estructura objeto de este estudio, 

presentando a continuación los valores de los parámetros logrados.  

5.2.1. Problema simétrico de valores propios 

Tal y como hemos indicado anteriormente la metodología consiste en identificar el 

sistema en base a un modelo de espacio de estados a partir de los datos de respuesta, 

después se determinan los factores de escala dados por la matriz diagonal T y los vectores 

propios ψ y finalmente se estiman las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del 

modelo de segundo orden (M, C y K respectivamente) lo que nos permite calcular todos 

los parámetros modales. 

Resultados de la validación (viga biapoyada) 

El problema planteado consiste es una viga biapoyada de longitud L=10,4 m, módulo de 

Young E=2.1·1011 Pa, densidad ρ=7850 kg/m3, inercia Iz=604·10-8 m4 y sección 

transversal de área A=53.8·10-4 m2. Se supone un factor de amortiguamiento de 0.5% 

para cada uno de los modos de vibración de dicha viga. Se simula mediante herramienta 

matemática de manera que se obtienen las aceleraciones en las posiciones L/4, L/2 y 3L/4 
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(y1, y2 e y3 respectivamente) cuando se aplica una fuerza externa conocida igual a 

f(t)=102·sin(2πt) en la sección correspondiente a L/4.  

A continuación se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los 

factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes a los 

tres primeros modos así como los mismos valores calculados analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) 

1 2.52 0.5 219.7 2.52 0.5 219.6 

2 10.06 0.5 216.9 10.07 0.5 219.6 

3 22.61 0.5 194.1 22.65 0.5 219.6 

Tabla 5-4. Comparativa entre los parámetros modales estimados mediante el problema simétrico de 

valores propios y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada). 

Por último, se presentan los modos de vibración y los modos de vibración normalizados 

respecto a la matriz de masa estimados aplicando la metodología descrita y los calculados 

analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 1 2 3 

y1 0.7071 -1.0 -0.707 0.7071 -1.0 -0.7071 

y2 1.0 0 1.0 1.0 0.0 1.0 

y3 0.7071 1.0 -0.707 0.7071 1.0 -0.7071 

Tabla 5-5.- Comparativa entre los modos de vibración estimados mediante el problema simétrico de 

valores propios y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada).   
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 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 1 2 3 

y1 0.0477 -0.0674 -0.0506 0.0477 -0.0675 -0.0477 

y2 0.0675 0.0 0.0718 0.0675 0.0 0.0675 

y3 0.0477 0.0674 -0.0506 0.0477 0.0675 -0.0477 

Tabla 5-6.- Comparativa entre los modos de vibración normalizados estimados mediante el problema 

simétrico de valores propios y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada).  

Se observa en estas tablas que los resultados para el tercer modo de vibración son menos 

precisos, esto se debe a que el tipo de carga aplicada no es capaz de excitar el tercer modo. 

Resultados del ejemplo (viga continua de tres vanos) 

El ejemplo consiste en una viga continua de tres vanos tal y como muestra la siguiente 

figura. 

 

Figura 5-12. Viga continua que se emplea como ejemplo de aplicación de la metodología descrita. 

La longitud de cada uno de los vanos es: L1=8 m, L2=10 m y L3=5 m. Las propiedades 

del material son: módulo de Young E=2.1·1011 Pa, densidad ρ=7850 kg/m3. En cuanto a 

la sección transversal el área es igual a A=53.8·10-4 m2 y el momento de inercia es igual 

a Iz=604·10-8 m4. 

De la resolución analítica del problema de análisis modal de dicha viga se obtienen los 

modos de vibración y frecuencias propias. Posteriormente se aplica una fuerza de tipo 

armónico igual a  f1(t)=102·sin(2πt) en la sección que indica la figura 5-12. Asimismo se 

asume un factor de amortiguamiento del 0.5% para cada uno de los modos de vibración 

y se calcula la respuesta dinámica de la estructura mediante el método de superposición 

modal (se consideran los seis primeros modos calculados anteriormente) con el objeto de 

generar los registros de aceleraciones en los puntos de la estructura indicados en la figura 
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5-12 de un minuto de duración con un tiempo de muestreo Ts=0.005 s, para poder 

posteriormente emplear dichos registros, junto con el de la fuerza aplicada, como punto 

de partida en la aplicación de la metodología propuesta. La idea es contar con la misma 

información (registros de aceleraciones y de fuerza aplicada) que en el EMA según el 

esquema de la figura anterior. 

Como ya hemos indicado anteriormente, se identifica el sistema y con el modelo obtenido 

en el espacio de estados se aplica la metodología expuesta y se obtienen las estimaciones 

que se resumen a continuación. 

En la tabla siguiente se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los 

factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes a los 

cuatro primeros modos así como los mismos valores calculados analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) 

1 3.75 0.50 146.6 3.75 0.50 146.5 

2 5.93 0.50 154.1 5.93 0.50 154.6 

3 11.69 0.49 116.3 11.69 0.50 124.9 

4 15.80 0.57 151.7 15.55 0.50 119.8 

Tabla 5-7. Comparativa entre los parámetros modales estimados mediante el problema simétrico de 

valores propios y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos). 

Por último, se presentan en las siguientes tablas los modos de vibración y los modos de 

vibración normalizados respecto a la matriz de masa aplicando la metodología descrita y 

los calculados analíticamente.  
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 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 4 1 2 3 4 

y1 -0.4783 -0.8203 0.1317 0.0707 -0.4783 -0.8203 0.1315 0.0485 

y2 0.6467 -0.2691 0.5576 0.3871 0.6467 -0.2690 0.5578 0.3632 

y3 0.5797 -0.4832 -0.3897 -0.5288 0.5797 -0.4831 -0.3902 -0.5229 

y4 -0.1297 0.1456 0.7210 -0.7520 -0.1297 0.1456 0.7206 -0.7696 

Tabla 5-8.- Comparativa entre los modos de vibración estimados mediante el problema simétrico de 

valores propios y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos). 

 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 4 1 2 3 4 

y1 -0.0395 0.0661 0.0123 -0.0061 -0.0395 0.0660 0.0118 -0.0044 

y2 0.0534 0.0217 0.0521 -0.0350 0.0534 0.0216 0.0499 -0.0332 

y3 0.0479 0.0389 -0.0364 0.0475 0.0479 0.0389 -0.0349 0.0478 

y4 -0.0107 -0.0177 0.0672 0.0650 -0.0107 -0.0117 0.0645 0.0703 

Tabla 5-9.- Comparativa entre los modos de vibración normalizados estimados mediante el problema 

simétrico de valores propios y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos). 

Se observa en estas tablas que los resultados estimados para el tercer y cuarto modo de 

vibración difieren ligeramente de los analíticos, que puede deberse a que su participación 

en la respuesta dinámica bajo la fuerza armónica propuesta es pequeña y por lo tanto la 

incertidumbre grande. 

Resultados de la pasarela  

En los EMA que se han realizado para la estimación de los parámetros modales del vano 

2 de la pasarela del Museo de la Ciencia de Valladolid, se ha empleado una fuerza de 

excitación generada por un excitador electrodinámico colocado en el centro de dicho 

vano. Se ha utilizado un barrido continuo en frecuencia entre 2.5 y 4.5 Hz para excitar el 

primer modo de vibración. Se utilizaron 3 acelerómetros piezoeléctricos colocado en la 

línea central del vano 2 de la pasarela en las posiciones (1/3, 1/2, 2/3)·L, siendo L=51 m. 

Se han llevado a cabo un total de nueve test. 

A continuación se presentan los resultados obtenidos al aplicar esta metodología en la 

estructura objeto de estudio y que actualmente está en servicio [99]. 
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En la siguiente tabla se recogen los valores medios estimados de las frecuencias propias 

(fi), los factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes 

a los tres primeros modos así como el valor correspondiente de la desviación típica de 

cada magnitud (σfi, σξi, σMi). 

modo fi (Hz) σfi (Hz) ξi (%) σξi (%) Mi (kg) σMi (kg) 

1 3,50 0,0088 0,64 0,3630 17605,0 1028,0 

2 7,32 0,1882 4,45 3,5991 13120,3 3656,1 

3 9,23 0,1073 1,43 1,1121 149759,9 45246,8 

Tabla 5-10. Valores medios y desviación típica de los parámetros modales estimados mediante el 

problema simétrico de valores propios. 

El subíndice 1 corresponde a la posición L/3, el subíndice 2 a la posición L/2 y el 

subíndice 3 a la posición 2L/3. 

Se indican los tres primeros modos de vibración asociados a las masas generalizadas 

estimadas en la tabla siguiente mediante valor medio y desviación de cada una de las 

coordenadas. 

modo 1 2 3 modo 1 2 3 

y1 0,5146 1,0000 -0,9643 σy1 0,0067 0,0000 0,0801 

y2 1,0000 0,3114 0,8966 σy2 0,0000 0,0636 0,1352 

y3 0,7636 -0,7001 -0,5073 σy3 0,0067 0,1812 0,1376 

Tabla 5-11.- Modos de vibración estimados mediante el problema simétrico de valores propios. 

Por último, se presentan los modos de vibración normalizados respecto a la matriz de 

masa que son los que se utilizan para simular la respuesta dinámica de la pasarela 

mediante el método de superposición modal.  
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modo 1 2 3 modo 1 2 3 

y1 0,0039 0,0090 -0,0026 σy1 0,0001 0,0013 0,0004 

y2 0,0075 0,0028 0,0024 σy2 0,0002 0,0006 0,0004 

y3 0,0058 -0,0062 -0,0013 σy3 0,0002 0,0014 0,0004 

Tabla 5-12.- Modos de vibración normalizados estimados mediante el problema simétrico de valores 

propios. 

Aprovechando que el modelo de elementos finitos de la pasarela nos proporciona los 

modos de vibración normalizados respecto a la matriz de masa para el tercer modo de la 

pasarela completa, analizamos la correspondencia mediante el cálculo del MAC entre los 

valores obtenidos analítica y experimentalmente para dicho modo (que además es el que 

se ha obtenido con mayor precisión) y que reflejamos en la siguiente tabla comparativa: 

Técnica de obtención de los modos 

normalizados  

Coordenadas 
MAC 

L/3 L/2 2L/3 

Modelo ANSYS 0.0069 0.0074 0.0055  

Problema simétrico de valores 

propios 
0.0039 0.0075 0.0058 0.938 

Tabla 5-13. Valores de MAC comparando los modos normalizados obtenidos numéricamente y los 

experimentales obtenidos mediante el problema simétrico de valores propios. 

5.2.2. Escalado de los modos de vibración a partir de la función de 

respuesta en frecuencia 

En este caso la metodología se resume en tres pasos: identificación del sistema en base a 

un modelo de espacio de estados a partir de los datos de respuesta, cálculo de los 

parámetros modales y finalmente escalado de los de vibración a partir de la estimación 

de los residuos de la descomposición en fracciones parciales de la FRF de las mediciones. 

Resultados de la validación (viga biapoyada) 

El problema planteado es el mismo que el descrito en el mismo subapartado del punto 

5.2.1. 

A continuación se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los 

factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes a los 

tres primeros modos así como los mismos valores calculados analíticamente. 
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 Estimado Analítico 

modo fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) 

1 2.52 0.5 219.5 2.52 0.5 219.6 

2 10.07 0.5 215.2 10.07 0.5 219.6 

3 22.65 0.5 186.2 22.65 0.5 219.6 

Tabla 5-14. Comparativa entre los parámetros modales estimados mediante el escalado a partir de la FRF 

y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada). 

Por último, se presentan los modos de vibración y los modos de vibración normalizados 

respecto a la matriz de masa estimados aplicando la metodología descrita y los calculados 

analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 1 2 3 

y1 0.7071 -1.0 -0.7071 0.7071 -1.0 -0.7071 

y2 1.0 0 1.0 1.0 0.0 1.0 

y3 0.7071 1.0 -0.7071 0.7071 1.0 -0.7071 

Tabla 5-15.- Comparativa entre los modos de vibración estimados mediante el escalado a partir de la FRF 

y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada). 

 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 1 2 3 

y1 0.0477 -0.0682 -0.0518 0.0477 -0.0675 -0.0477 

y2 0.0675 0.0 0.0733 0.0675 0.0 0.0675 

y3 0.0477 0.0682 -0.0518 0.0477 0.0675 -0.0477 

Tabla 5-16.- Comparativa entre los modos de vibración normalizados estimados mediante el escalado a 

partir de la FRF y los obtenidos analíticamente (viga biapoyada). 

Se observa en estas tablas que los resultados para el tercer modo de vibración son menos 

precisos, esto se debe a que el tipo de carga aplicada no es capaz de excitar el tercer modo. 

Resultados del ejemplo (viga continua de tres vanos) 

El ejemplo corresponde al descrito en el mismo subapartado del punto 5.2.1. 
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A continuación se recogen los valores estimados de las frecuencias propias (fi), los 

factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes a los 

cuatro primeros modos así como los mismos valores calculados analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) fi (Hz) ξi (%) Mi (kg) 

1 3.75 0.5 350.5 3.75 0.5 350.2 

2 5.93 0.5 228.7 5.93 0.5 229.7 

3 11.69 0.5 220.8 11.69 0.5 240.4 

4 15.68 0.9 192.0 15.55 0.5 202.3 

Tabla 5-17. Comparativa entre los parámetros modales estimados mediante el escalado a partir de la FRF 

y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos). 

Por último, se presentan en las siguientes tablas los modos de vibración y los modos de 

vibración normalizados respecto a la matriz de masa aplicando la metodología descrita y 

los calculados analíticamente. 

 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 4 1 2 3 4 

y1 -0.7398 1.0 0.1820 -0.0668 -0.7395 1.0 0.1825 -0.0630 

y2 1.0 0.3279 0.7774 -0.4947 1.0 0.3279 0.7741 -0.4719 

y3 0.8962 0.5889 -0.5456 0.7022 0.8964 0.5889 -0.5415 0.6794 

y4 -0.2004 -0.1775 1.0 1.0 -0.2006 -0.1775 1.0 1.0 

Tabla 5-18.- Comparativa entre los modos de vibración estimados mediante el escalado a partir de la FRF 

y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos).  
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 Estimado Analítico 

modo 1 2 3 4 1 2 3 4 

y1 -0.0395 0.0661 0.0122 -0.0048 -0.0395 0.0660 0.0118 -0.0044 

y2 0.0534 0.0217 0.0523 -0.0357 0.0534 0.0216 0.0499 -0.0332 

y3 0.0479 0.0389 -0.0367 0.0507 0.0479 0.0389 -0.0349 0.0478 

y4 -0.0107 -0.0177 0.0673 0.0722 -0.0107 -0.0117 0.0645 0.0703 

Tabla 5-19.- Comparativa entre los modos de vibración normalizados estimados mediante el escalado a 

partir de la FRF y los obtenidos analíticamente (viga continua de tres vanos). 

Se observa en estas tablas que los resultados estimados para el tercer y cuarto modo de 

vibración difieren ligeramente de los analíticos, que puede deberse a que su participación 

en la respuesta dinámica es pequeña y por lo tanto la incertidumbre mayor. 

Resultados de la pasarela 

Como en las secciones anteriores el caso estudiado corresponde al descrito en el mismo 

subapartado del punto 5.2.1. 

A continuación se muestran los resultados obtenidos al aplicar esta metodología en la 

estructura objeto de estudio y que actualmente está en servicio [100].  

En la siguiente tabla se recogen los valores medios estimados de las frecuencias propias 

(fi), los factores de amortiguamiento (ξi) y las masas generalizadas (Mi) correspondientes 

a los tres primeros modos así como el valor correspondiente de la desviación típica de 

cada magnitud (σfi, σξi, σMi). 

modo fi (Hz) σfi (Hz) ξi (%) σξi (%) Mi (kg) σMi (kg) 

1 3.50 0.0088 0.64 0.3630 17814.9 952.9 

2 7.32 0.1882 4.45 3.5991 13705.9 8384.2 

3 9.23 0.1073 1.43 1.1121 155695.4 56434.7 

Tabla 5-20. Valores medios y desviación típica de los parámetros modales estimados mediante el 

escalado a partir de la FRF. 

El subíndice 1 corresponde a la posición L/3, el subíndice 2 a la posición L/2 y el 

subíndice 3 a la posición 2L/3. 
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Se muestran los tres primeros modos de vibración asociados a las masas generalizadas 

estimadas en la tabla siguiente mediante valor medio y desviación de cada una de las 

coordenadas. 

modo 1 2 3 modo 1 2 3 

y1 0.5142 1.0000 -0.9267 σy1 0.0050 0.0000 0.1739 

y2 1.0000 0.2384 0.8983 σy2 0.0000 0.1821 0.1247 

y3 0.5951 -0.6618 -0.6207 σy3 0.0082 0.1979 0.1445 

Tabla 5-21. Modos de vibración estimados mediante el escalado a partir de la FRF. 

Por último, se presentan los modos de vibración normalizados respecto a la matriz de 

masa que son los que se utilizan para simular la respuesta dinámica de la pasarela 

mediante el método de superposición modal. 

modo 1 2 3 modo 1 2 3 

y1 0.0039 0.0096 -0.0025 σy1 0.0001 0.0029 0.0007 

y2 0.0075 0.0019 0.0023 σy2 0.0002 0.0020 0.0004 

y3 0.0045 -0.0060 -0.0016 σy3 0.0001 0.0019 0.0004 

Tabla 5-22. Modos de vibración normalizados estimados mediante el escalado a partir de la FRF. 

Como en el apartado anterior, aprovechando que el modelo de elementos finitos de la 

pasarela nos proporciona los modos de vibración normalizados respecto a la matriz de 

masa para el tercer modo de la pasarela completa, analizamos la correspondencia entre 

los valores obtenidos analítica y experimentalmente mediante el cálculo del MAC para 

este modo (que además es el que se ha obtenido con mayor precisión) y que reflejamos 

en la siguiente tabla comparativa: 

Técnica de obtención de los modos 

normalizados  

Coordenadas 
MAC 

L/3 L/2 2L/3 

Modelo ANSYS 0.0069 0.0074 0.0055  

Escalado a partir de la estimación 

de los residuos de la 

descomposición en fracciones 

parciales de la Función de 

Respuesta en Frecuencia (FRF) 

0.0039 0.0075 0.0045 0.944 

Tabla 5-23. Valores de MAC comparando los modos normalizados obtenidos numéricamente y los 

experimentales empleando el escalado a partir de la FRF. 
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Se ha desarrollado un modelo de elementos finitos de la Pasarela del Museo de la Ciencia 

de Valladolid mediante el software ANSYS para obtener las frecuencias y los modos de 

vibración de la misma. Para ello se han estudiado y posteriormente empleado los 

elementos mecánicos que mejor representan el comportamiento real de la estructura, en 

especial el pretensado.  

Asimismo, durante el proceso de modelización se han analizado las variables que más 

influyen en el ajuste de las frecuencias analíticas con los resultados experimentales, 

seleccionando las más importantes y actuando sobre las mismas para su obtención. En 

concreto, para el caso estudiado, se ha constatado la importancia de la correcta simulación 

de las rigideces de los apoyos y de la masa. 

Por otra parte, se ha estudiado la validez de la aplicación de dos técnicas: problema 

simétrico de valores propios y escalado de los modos de vibración a partir de la estimación 

de los residuos de la descomposición en fracciones parciales de la FRF, para la obtención 

de los principales parámetros modales ─incluidas las masas modales o los modos 

normalizados respecto a la matriz de masa─ de la pasarela. Éstas parten de la técnica de 

identificación en el subespacio estocástico, el método de identificación más utilizado 

actualmente, con una mínima información experimental respecto a la entrada y sin 

necesidad de modelos computacionales complejos. 
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6.1. Modelo de elementos finitos de la pasarela 

completa 

A la vista de los resultados obtenidos se puede llegar a la conclusión de que el modelo de 

elementos finitos representa de forma bastante precisa los parámetros modales 

(frecuencias y modos de vibración) de la estructura a pesar de la complejidad geométrica 

de la misma y considerando la multitud de factores –y errores inherentes a ellos-  que 

intervienen tanto en la obtención de los resultados numéricos como los experimentales.  

Durante el proceso de modelización y ajuste se ha corroborado la idea, ya mencionada, 

de que no existe ningún procedimiento general ni completamente fiable que pueda ser 

formulado para todos los casos. No obstante, el proceso de actualización del modelo 

mecánico nos ha permitido comprobar qué elementos tienen una mayor influencia en el 

ajuste de las frecuencias y los modos y cuáles apenas afectan. En este caso la solución ha 

dependido de los parámetros y constantes seleccionados ─masa del vano 2 y rigideces de 

los apoyos intermedios─ así como de la técnica empleada ─método iterativo con uso de 

datos modales─.  

El mayor interés de hacer modelados realistas y completos radica en que el análisis del 

proceso de modelización y ajuste puede realizarse sobre variables con significado físico 

(masa, pretensado, condiciones de apoyo…), que nos permitirá estudiar cómo las 

variaciones en dichos factores afectan al comportamiento global de la estructura. Todo el 

conocimiento generado puede ser aplicado al diseño de otras estructuras similares o a 

modificaciones del diseño original de la estructura estudiada. Por otra parte, en los 

modelados parciales se deben realizar un mayor número de hipótesis simplificativas que 

incrementan la incertidumbre en relación, entre otros, a la interpretación de los resultados 

obtenidos. 
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6.2. Métodos de escalado propuestos 

Analizados los resultados experimentales obtenidos aplicando las dos técnicas propuestas 

─problema simétrico de valores propios y escalado de los modos de vibración a partir de 

la estimación de los residuos de la descomposición en fracciones parciales de la FRF─, 

la primera conclusión que merece la pena reseñar, por la relevancia que tiene sobre el 

resto de las interpretaciones de los datos resultantes, es que sólo se pueden obtener con 

precisión los parámetros modales que corresponden a los modos de vibración que seamos 

capaces de excitar. Aunque lógica, esta conclusión ha de estar siempre presente tanto en 

la planificación de las pruebas como en el postprocesado de los registros. También se 

debe tener en cuenta que la incertidumbre en los resultados será mayor a medida que la 

participación en la respuesta dinámica de los modos sea menor. 

Relativo a la precisión en la estimación de los modos de vibración normalizados respecto 

a la matriz de masa, se considera que es suficiente, teniendo en cuenta además la dificultad 

que tiene su obtención a partir de los registros experimentales, ya que en los métodos de 

identificación de sistemas no se tiene en ningún momento una expresión explícita de la 

matriz de masa. También se obtiene buena precisión en la determinación de las 

frecuencias propias, siendo menor en otras magnitudes como los factores de 

amortiguamiento, las masas generalizadas o los modos de vibración. 

La principal ventaja que presentan estos métodos de escalado radica en que con una 

mínima información experimental respecto a la entrada (un solo canal coincidente con el 

correspondiente registro de salida) y tan sólo con las transformaciones matemáticas 

indicadas, se consigue determinar las masas modales excitables (o los modos 

normalizados respecto a la matriz de masa). 
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6.3. Líneas futuras 

La generación de un modelo mecánico de la Pasarela del Museo de la Ciencia nos ha 

permitido estudiar los diferentes factores que provocan la susceptibilidad a las 

vibraciones de la pasarela y nos permitirá contemplar diferentes alternativas de diseño 

y/o predecir su comportamiento ante diferentes tipos de solicitaciones durante las 

diferentes fases del proyecto. Todo ello contribuirá a una mejor compresión del 

comportamiento dinámico de este tipo de estructuras favoreciendo asimismo la 

proliferación del uso de este tipo de herramientas y así ayudar a los proyectistas y a las 

administraciones responsables de su diseño y mantenimiento. Asimismo se puede 

emplear el conocimiento generado en el presente estudio en las fases de diseño de otros 

casos similares, reduciendo de este modo las inversiones que serían necesarias implantar 

para considerar efectos dinámicos no deseados en etapas más tardías que habitualmente 

son mucho más elevadas. Estos análisis pueden abrir nuevas líneas de investigación que 

pueden ser recogidas en futuras publicaciones. 

Con respecto a la validación de las metodologías de escalado propuestas, éstas nos 

permiten obtener todos los parámetros modales que nos permiten simular la respuesta de 

la pasarela y predecir su comportamiento dinámico frente a distintos tipos de 

solicitaciones durante su fase de servicio empleando modelos simplificados por 

superposición modal. También nos permiten el calibrado de dichos parámetros en las 

formulaciones de elementos finitos (FEM Updating), ya que son identificados 

directamente a partir de los datos experimentales. Asimismo se pueden emplear para 

obtener las masas modales de los modos que fueran necesarios mitigar con absorbedores 

pasivos de vibraciones (TMDs, del inglés Tuned Mass Dampers)… Todo ello 

complementaría las líneas de investigación planteadas en el párrafo anterior. 
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