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INTRODUCCION

El trabajo de fin de Master que se presenta a continuacién se centra en el analisis del
tratamiento curricular del algebra en la Educacion secundaria y el Bachillerato. El objetivo del
trabajo es ver como evolucionan los contenidos del bloque de algebra, a lo largo de los
diferentes cursos de la Educacién Secundaria. El estudio se realizard en dos partes primero
para la Educacion Secundaria Obligatoria y después para el Bachillerato.

Para la etapa de educacién Secundaria Obligatoria tendremos en cuenta los cuatro cursos,
considerando las dos opciones que se presentan en el ultimo. Para la etapa de Bachillerato se
estudiara el contenido de los dos cursos de Bachillerato en sus dos modalidades: Bachillerato
en Ciencias Sociales y Bachillerato en Ciencias y Tecnologia.

En cada una de las dos partes del trabajo se procedera de la siguiente forma: en primer lugar
se expondran los contenidos de algebra que las normativas regulan para cada etapa. A
continuacidn se presentaran los contenidos que se dan en cada curso con base en diferentes
libros de texto, con el fin de hacer un seguimiento de los mismos a lo largo de la etapa. Con
esta informacién se realizard un analisis comparativo de los temas que se van impartiendo
diferenciando entre los que se dan por primera vez y los que se repiten.

Finalmente se escogeran dos temas que estén presentes en la mayor parte de la Educacion
Secundaria y se estudiara como son tratados en los diferentes cursos.



1. 1 ENSENANZAS MiNIMAS DE LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA EN CASTILLA
Y LEON ESTABLECIDAS EN EL DECRETO 52/2007, CORRESPONDIENTES AL BLOQUE DE
ALGEBRA.

Marco General

El Real decreto 1631/2006 de 29 de diciembre, establece las ensefianzas minimas
correspondientes a la Educaciéon Secundaria Obligatoria en Espafia. Las comunidades
auténomas establecen sus curriculos a través de Decretos, que como minimo deben
comprender los contenidos estipulados en los Reales Decretos. En el caso de Castilla y Ledn,
El Decreto 52/2007 del 17 de mayo, establece el curriculo de la Educacién Secundaria
Obligatoria.

Segiin El Real decreto 1631/2006, las matematicas cumplen una doble funciéon dentro del
contexto de la educacion Secundaria Obligatoria. Por un lado esta el aspecto formativo, cuya
finalidad es el desarrollo de la facultad de razonamiento y abstracciéon, que permita al
estudiante reflexionar sobre distintos aspectos de una situacién. En el aspecto instrumental, el
objetivo de las matematicas es proporcionar herramientas para solucionar problemas de la
vida cotidiana. Para algunos alumnos/as, esta es la etapa final del aprendizaje de las
matematicas y para otros es una etapa intermedia.

En cuarto curso se presentan dos opciones, la A y la B. Los contenidos de la opcién A se
orientan hacia un desarrollo mas practico de la materia, contribuyendo a la resolucién de
problemas cotidianos y de otros ambitos de conocimiento, esta opcion de cuarto curso tiene
un caracter mas terminal y por ello se le dan al estudiante las herramientas necesarias para
desenvolverse en la vida cotidiana. En la opciéon B, los contenidos de matematicas son
impartidos con mayor rigurosidad y precision del lenguaje, concediéndole una mayor
importancia al razonamiento, de esta forma se prepara al estudiante para la etapa del
Bachillerato.

Contenidos del Bloque de Algebra establecidos en el Decreto 52/2007 por el que se establece
el curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria en Castilla y Le6n.

A continuacidén se presenta una tabla con los contenidos del bloque de algebra, fijados en el
Decreto 52/2007.



Tabla 1. Contenidos del Bloque de Algebra en establecidos en el Decreto 52/2007 por el que se establece el curriculo de la Educacién
Secundaria Obligatoria en Castilla y Le6n

12 ESO

22ESO

32ESO

4°ESO OPCION A

42 ESO OPCION B

‘Empleo de letras para
simbolizar numeros
inicialmente desconocidos
y sin concretar. Utilidad de
simbolizacién para
expresar cantidades en
distintos contextos.

-Traduccién de
expresiones del lenguaje
cotidiano al algebraico y
viceversa.

- Busqueda y Expresién
de propiedades, relaciones
y regularidades en
secuencias numeéricas.

-Obtencion de valores
numéricos en formulas
sencillas.

-Valoracioén de la precision
y simplicidad del lenguaje
algebraico para
representar y comunicar
diferentes situaciones de
la vida cotidiana.

-El lenguaje algebraico
para generalizar
propiedades y
expresar relaciones.

-Obtencién de
férmulas y términos
generales basada en
la observacion de
pautasy
regularidades.

-Binomios de primer
grado: Suma, restay
producto por un
numero.

-Transformacion de
ecuaciones en otras
equivalentes.
Resolucion de
Ecuaciones de Primer
Grado.

-Utilizacién de las
ecuaciones para la
resoluciéon de
problemas.
Interpretacién de las
soluciones.

-Sucesiones de nimeros
enteros y fraccionarios.
Sucesiones recurrentes.
Progresiones aritméticas y
geométricas.

-Estudio de las regularidades,
relaciones y propiedades que
aparecen en conjuntos de
nimeros.

-Traduccidn de situaciones del
lenguaje verbal al algebraico.

-Polinomios. Valor numeérico.
Operaciones elementales con
polinomios. Identidades
notables. Ceros de un
polinomio.

-Resolucioén algebraica de
ecuaciones de primer grado y
de sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas.

-Resolucioén algebraica de
ecuaciones de segundo grado.
Soluciones exactas y
aproximaciones decimales.
Propiedades de las raices.

-Resolucién de problemas
mediante la utilizacion de
ecuaciones y sistemas.
Interpretacion critica de las
soluciones

-Valor numérico de polinomios y otras
expresiones algebraicas.

-Suma resta y producto de polinomios.

-Identidades notables: estudio particular
de las expresiones : (a + b)?, (a—b)?y
(a + b). (a — b). Factorizacién de
polinomios.

-Resolucién algebraica y grafica de
sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos incégnitas.

-Ecuacion de segundo grado en una
incdgnita.

-Resolucion de problemas cotidianos y de
otros campos de conocimiento mediante
ecuaciones y sistemas.

-Resolucion de otros tipos de ecuaciones
mediante ensayo-error o a partir de
métodos graficos con ayuda de los medios
tecnolégicos.

-Polinomios- Operaciones con polinomios.
Raices de un polinomio. Factorizacion
polinomios. Utilizacién de las identidades
notables y de la regla de Ruffini en la
descomposicién factorial de un polinomio.

-Resolucidn algebraica de ecuaciones de
primer y segundo grado con una
incégnita. Ecuaciones reducibles a
cuadraticas.

-Resolucidn algebraica y grafica de un
sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incégnitas.

-Uso de la descomposicién factorial para
la resolucion de ecuaciones de grado
superior a dos y simplificacién de
fracciones.

-Resolucidon de problemas cotidianos y de
otros campos de conocimiento mediante
ecuaciones y sistemas.

-Resolucidn ecuaciones algebraicas
mediante ensayo-error o a partir de
métodos graficos con ayuda de los medios
tecnolégicos.

-Inecuaciones y sistemas de inecuaciones
de primer grado con una incégnita.
Interpretacién grafica.

-Planteamiento y resolucién de problemas
en diferentes contextos utilizando
inecuaciones.




1.2. CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA
OBLIGATORIA.

A continuacidén se expondran los contenidos de algebra estudiados en la educacién secundaria
obligatoria, teniendo en cuenta los libros de texto y los contenidos minimos vistos
anteriormente.

Los contenidos se han repartido en diferentes temas para facilitar su observacion. Como
criterio para esta distribucién, se ha tenido en cuenta el orden en el que se van introduciendo,
alo largo de los diferentes cursos de la ESO.

1. Lenguaje Algebraico
2. Expresiones Algebraicas
Monomios
Polinomios
3. Ecuaciones e Inecuaciones
Ecuaciones de Primer Grado
Ecuaciones de Segundo Grado
Otras Ecuaciones Polin6micas, Ecuaciones no Polinémicas e Inecuaciones
4. Sistemas de Ecuaciones
5. Sucesiones, Progresiones Aritméticas y Geométricas

Cada tema es tratado en una o dos tablas dependiendo de su extensién. En cada una se
muestran los contenidos que se estudian del tema en consideracién, distribuyéndolos por
cursos. Como se podra apreciar, hay contenidos que se ya se han introducido en el curso
anterior, por esta razon estan sombreados.

Existen temas que son tratados s6lo en uno o en dos curos, como el caso de Sucesiones, que
solamente se imparte en tercero. En cuanto al cuarto curso, existen algunos contenidos que no

son comunes a las dos opciones y estan indicados con asterisco.

El objetivo de estas tablas es tener una mejor visualizacidn de la evolucion de los contenidos a
lo largo de la educacion secundaria.

TABLA 2 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA
OBLIGATORIA.

1. Lenguaje Algebraico

1°ESO 2°ESO

Definicion y Utilidad del Algebra
El lenguaje numérico
El lenguaje algebraico

Definicién y Utilidad del Algebra
El lenguaje algebraico




TABLA 3 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.

2.1 Expresiones Algebraicas (monomios)

12 ESO 2°ESO 39ESO 4°ESO A
Expresion algebraica y Valor | Expresion algebraica y Valor | Expresion algebraica y Valor
numérico numérico numeérico
MONOMIOS MONOMIOS MONOMIOS MONOMIOS*
Definicién de Monomio y Definicién de Monomio y Definicién de Monomio y Definicién de Monomio y Elementos
Elementos Elementos Elementos Monomios semejantes

Monomios semejantes
Operaciones entre
monomios

Monomios semejantes
Operaciones entre monomios

Monomios semejantes
Operaciones entre monomios

Operaciones entre monomios

*Temas vistos exclusivamente en alguna de las dos opciones del cuarto curso.




TABLA 4 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.

2.2. Expresiones Algebraicas (Polinomios)

29ESO

32ESO

4°ESO OPCION A

4°ESO OPCION B

POLINOMIOS

Definicién de Polinomio y sus
elementos.

Valor numérico de
polinomio

un

Operaciones entre polinomios:
_Suma y resta de polinomios
_Producto de polinomios
_Divisibn de un polinomio
entre un monomio.

POLINOMIOS

Definicion de Polinomio y sus
elementos.

Valor numérico de un polinomio
Operaciones entre polinomios:

_Suma y resta de polinomios
_Producto de polinomios

POLINOMIOS

Definicion de Polinomio
y sus elementos.

Valor numérico de un
polinomio
Operaciones entre
polinomios.
Identidades notables

POLINOMIOS

Definiciéon de
elementos.

Polinomio vy

Valor numérico de un polinomio

Operaciones entre polinomios.
Identidades notables

sus

_Division de polinomios

Identidades notables
_Cuadrado de una suma
_Cuadrado de una diferencia
_Suma por diferencia

Regla de Ruffini
Teorema del Resto
Raices de un polinomio
Factorizacion de un
polinomio

Regla de Rulffini
Teorema del Resto
Raices de un polinomio

Factorizacion de un polinomio

Potencia de un polinomio>l<

*Temas vistos exclusivamente en alguna de las dos opciones del cuarto curso.




TABLA 5 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.
3.1 Ecuaciones e Inecuaciones ( Ecuaciones de Primer Grado)

12ESO 2°ESO 32 ESO 4°2ESOA 42ESO B
IGUALADADES IGUALADAD ALGEBRAICA
Igualdad Numérica. Igualdad Algebraica.(identidad y
Igualdad ecuacién)
Algebraica.(identidad y
ecuacion)
ECUACIONES
ECUACIONES Significado y Utilidad ECUACIONES
Significado y Utilidad Elementos y nomenclatura Elementos y nomenclatura
Elementos y nomenclatura Ecuaciones Equivalentes Ecuaciones Equivalentes
Ecuaciones Equivalentes Transposicién y reduccién de | Transposicion y reduccion de
Transposicion y reduccion de | términos términos
términos
ECUACIONES DE PRIMER GRADO | ECUACIONES DE PRIMER | ECUACIONES DE PRIMER GRADO | ECUACIONES DE PRIMER
ECUACIONES DE PRIMER | CON UNA INCOGNITA GRADO CON UNA INCOGNITA | CON UNA INCOGNITA GRADO CON UNA INCOGNITA
GRADO CON UNA INCOGNITA | Procedimiento general para | Resolucién de ecuaciones de | Resolucidn de ecuaciones de Resolucion de ecuaciones de
Primeras técnicas para la | resolver las ecuaciones de primer | primer grado con una | primer grado con una incégnita. primer grado con una
resolucion de ecuaciones grado incégnita. Resolucién de problemas con incdgnita.

Procedimiento general para
resolver las ecuaciones de
primer grado

Resolucion de ecuaciones
sencillas, con paréntesis y con
denominadores.

Resolucién de problemas con
ecuaciones de primer grado
con una incégnita.

Resolucion de ecuaciones de
primer grado con una incégnita.
Resolucion de problemas con
ecuaciones de primer grado con
una incognita.

Resolucién de problemas con
ecuaciones de primer grado
con una incégnita.

Soluciones de una Ecuacién:
Ecuacién compatible
Ecuacion incompatible

ecuaciones de primer grado con
una incégnita

Resolucion de problemas con
ecuaciones de primer grado
con una incégnita Definicion y
Resolucién de ecuaciones de
primer grado con una
incognita.




TABLA 6 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.
3.2 Ecuaciones e Inecuaciones ( Ecuaciones de Segundo Grado)

2°ESO 32ESO 4°ESO OPCION A 42 ESO OPCION B
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO | ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO | ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO | ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA CON UNA INCOGNITA CON UNA INCOGNITA CON UNA INCOGNITA

Definicion de ecuacion de Segundo
Grado, forma general y resolucion.

Resolucion de ecuaciones de
segundo grado incompletas

Definicion de ecuacién de Segundo
Grado, forma general y resolucion.

Resolucion de ecuaciones de
segundo grado incompletas.

Deduccion de la féormula de

resolucion.

Estudio del nimero de soluciones de
una ecuacion de segundo grado.

Propiedades de las raices de una
ecuacién de Segundo Grado.

Resolucion de problemas

Definicion de ecuacién de Segundo
Grado, forma general y resolucion.

Resolucion de ecuaciones de
segundo grado incompletas.

Soluciones de wuna ecuaciéon de
segundo grado.

Resolucion de problemas.

Definicion de ecuaciéon de Segundo
Grado, forma general y resolucion.

Resolucion de ecuaciones de segundo
grado incompletas.

Soluciones de ecuacion de
segundo grado.

una

Resolucién de problemas




TABLA 7 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.
3.1 Ecuaciones e Inecuaciones ( Ecuaciones Factorizadas y Bicuadradas, Ecuaciones no Polinémicas e Inecuaciones)

10

4°ESO OPCION A 42 ESO OPCION B
OTROS TIPOS DE ECUACIONES OTROS TIPOS DE ECUACIONES
POLINOMICAS POLINOMICAS

Ecuaciones Factorizadas
Ecuaciones Bicuadradas
ECUACIONES NO POLINOMICAS
Ecuaciones Fraccionarias

Ecuaciones Irracionales.

Ecuaciones Factorizadas
Ecuaciones Bicuadradas

Resolucion de ecuaciones de grado superior
ados

ECUACIONES NO POLINOMICAS
Ecuaciones Fraccionarias

Ecuaciones Irracionales

INECUACIONES

Inecuaciones de primer grado con una
incognita

Solucién de una inecuacién de primer grado
con una incégnita y representacion en la
real

Inecuaciones de segundo grado con una
incognita*.

Resolucién de problemas con inecuaciones

INECUACIONES

Inecuaciones de primer grado con una
incognita

Solucién de una inecuacién de primer grado
con una incognita y representacion en la real

Resolucion de problemas con inecuaciones




TABLA 8 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.

4, Sistemas de Ecuaciones

22ESO 32ESO 4°ESO A 4°ESO B
SISTEMAS DE ECUACIONES SISTEMAS DE | SISTEMAS DE ECUACIONES - SISTEMAS DE ECUACIONES
ECUACIONES
Ecuaciones lineales Ecuaciones lineales | Sistemas lineales Sistemas lineales

Sistemas lineales

Ecuaciones lineales con dos
incognitas 'y  Representacion
grafica.

Sistemas de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas.

Solucion de un sistema de

ecuaciones lineales con dos
incégnitas y representacién
grafica.

Métodos algebraicos para la

resolucion de sistemas

Resolucién de problemas mediante
sistemas.

con dos incégnitas.

Sistemas de ecuaciones
lineales con dos
incognitas.

Métodos  algebraicos
de resolucion de
sistemas

Resolucion de
problemas mediante
sistemas.

Solucion de un sistema

Discusién de un sistema de ecuaciones.
Métodos algebraicos de resolucion de sistemas

Resolucion de problemas mediante sistemas.

Solucion de un sistema
Discusion de un sistema de ecuaciones.
Métodos algebraicos de resolucion de sistemas

Resolucion de problemas mediante sistemas.

-Discusion de un
sistema de ecuaciones

Sistemas equivalentes de ecuaciones
Reglas de transformacion de ecuaciones.
Sistemas de tres ecuaciones lineales
Sistemas lineales homogéneos*

Otros tipos de sistemas de ecuaciones

_Sistemas de segundo grado con dos incégnitas.

_Sistemas de ecuaciones fraccionarias

Sistemas equivalentes de ecuaciones

Reglas de transformacion de ecuaciones.

Otros tipos de sistemas de ecuaciones
_Sistemas de segundo grado con dos incdgnitas.
_Sistemas de ecuaciones fraccionarias

*Temas vistos exclusivamente en alguna de las dos opciones del cuarto curso.

11




TABLA 7 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN LA EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA.
5. Sucesiones, Progresiones Aritméticas y Geométricas

12

3°ESO

SUCESIONES.
Definicidn.
El término general.

TIPOS DE SUCESIONES
Sucesion recurrente.
Sucesion creciente.
Sucesion decreciente,

PROGRESIONES ARITMETICAS.
El término general
Suma de los n primeros términos de una progresion aritmética.

PROGRESIONES GEOMETRICAS.

El término general

Suma de los n primeros términos de una progresion geométrica.
Producto de los n primeros términos de una progresion
geométrica.




1.3. SEGUIMIENTO DE DOS DE LOS TEMAS ESTUDIADOS A LO LARGO DE LA EDUCACION
SECUNDARIA OBLIGATORIA:

Se han presentado los contenidos del bloque de algebra en la Educaciéon Secundaria
Obligatoria, al no ser posible estudiarlos todos detalladamente, nos centraremos en dos temas
representativos con el objetivo de comprender como se desarrollan en los diferentes niveles
la ESO.

Se han escogido dos temas: Ecuaciones de Segundo Grado y Sistemas de Ecuaciones los cuales
se desarrollan desde segundo de la ESO, hasta cuarto curso en sus dos opciones.

1.3.1 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Segundo Curso

Las Ecuaciones de Segundo Grado con una incégnita se introducen en segundo curso.
Definicion

Una ecuacion de segundo grado con una incognita es una igualdad algebraica, que tiene una
Unica incégnita y alguno de sus términos es de grado 2 y no contiene términos de grado
mayor que 2. Una ecuacion de segundo grado con una incégnita se puede expresar utilizando
su forma general: ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son niimeros conocidos y a#0

Clasificacion de ecuaciones de segundo grado

Una ecuaciéon de segundo grado es incompleta cuando alguno de los coeficientes: b o c, o
ambos, son iguales a cero.

Una ecuacidén de segundo grado es completa cuando todos los coeficientes: b o ¢, 0 ambos, son
diferentes de cero.

Resolucién de Ecuaciones de Segundo Grado Incompletas:

I Caso. Si b=0. Ecuaciones del tipo ax? + ¢ = 0. Las soluciones son:

Si—g > 0, hay dos soluciones: x; = + —2 y X, =-— —g

Si— 2 <0, no hay solucién.

II Caso. Si c=0. Ecuaciones del tipo ax? + bx = 0. Las soluciones son:

b
x1=0yx2=—5

13



Resolucion de ecuaciones de Segundo grado Completas:

Ecuaciones del tipo ax? + bx + ¢ = 0, las soluciones se obtienen aplicando la férmula:

—b +Vb?% —4ac —b + Vb2 — 4ac —bVb? — 4ac
= 2a 1= 2a X2 = 2a

La ecuacién puede tener dos soluciones, una o ninguna.

Tercer curso

En tercero se vuelve a dar la definicidn pero centrandose en la forma de la ecuacion, se explica

de una manera mas resumida la diferencia entre ecuacién completa e incompleta.
Definicion:

Las ecuaciones de segundo grado con una incégnita son equivalentes a la ecuacion:

ax? + bx + ¢ = 0, y a#0, los coeficientes de la ecuacion son a y b, y el término independiente
de la ecuacidén es c. Si b=0 6 c=0 se dice que la ecuacion es incompleta. Si b#0 y c#o, la

ecuacion es completa.

Se explica el proceso mediante el cual se obtiene la férmula cuadratica (en los libros de texto

en este nivel simplemente es llamada férmula de resolucién).

Deduccién de la formula cuadratica. (La deducciéon de la féormula cuadratica no se explica en

todos los libros de texto)
Se tiene la ecuacion: ax? + bx + ¢ =0
Se multiplican por 4a los dos miembros de la ecuacién:

4a’x? 4+ 4abx + 4ac =0

Se suma a los dos miembros de la ecuacién b? para completar el desarrollo del cuadrado de

un binomio:
4a%x? + 2(2ax)b + b? + 4ac = b*> - (2ax + b)*> = b? — 4ac

Se despeja la incognita x:

2ax +b = ++/b?% —4ac - 2ax = —b +b? — 4ac

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

14



En este curso se ensefla también a discutir una ecuaciéon y se trata con mas detalle las

soluciones.
Discusion de una ecuacion de segundo grado:

Discutir una ecuacién es estudiar si es compatible o incompatible y analizar el nimero de
soluciones que tiene. Las ecuaciones de segundo grado con una incégnita pueden tener dos,

una o ninguna solucion.
Se define el discriminante de una ecuacién de segundo grado al radicando b? — 4ac :
A =b? — 4ac

El signo del discriminante, determina si una ecuacién de segundo grado es compatible o

incompatible.

SiA > 0,la ecuacién es compatible con dos soluciones distintas.
SiA = 0,la ecuacién es compatible con una soluciéon doble.

Si A<O, la ecuacidén es incompatible.

Propiedades de las raices de una ecuacion de segundo grado.

Este contenido aparece en los estipulados por la ley, pero no suele estar en los libros de
texto, a pesar de que son propiedades que tienen demostraciones sencillas.

Dada la ecuacién de segundo grado ax?+bx+c=0, y X; y Xp, sus soluciones, se
cumple:

La suma de las dos soluciones o raices de una ecuacion de segundo grado, x; + x5, es:

-b
x1+x2=7

Demostracion:
—b++Vb2—4ac —-b—+Vb%—4ac
x1 +x2 = +
2a 2a
_—b+\/b2—4ac—b—vb2—4ac_ —-b—b 3 —2b_ -b
N 2a  2a  2a
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El producto de las dos soluciones de una ecuacidn de segundo grado, x1 - x,, es

_C
xl'xZ—;

Demostracion:

—b +Vb? —4ac —b—+Vb? —4ac
x1 . xz = .
2a 2a

_ (~b+ VBT =%ac)(~b — Vb? = 4ac)

4q?

El numerador es una suma por una diferencia. Su resultado es la diferencia de
cuadrados:

X1+ Xy =

(=b)? — (Vb2 — 4ac)* b?—(b®—4ac) 4ac c
4q? a -

4a? 422 a

Finalmente se estudia la resolucién de problemas con ecuaciones de segundo grado.
Cuarto Curso Opcién Ay B
En ambas opciones ademas de recordar lo visto en los cursos anteriores se da una

interpretacion geométrica de las soluciones de la ecuaciéon de segundo grado con una
incognita:

Las soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, son las abscisas de los puntos de corte con el
eje OX de la parabola y = ax? + bx + c.

Se hace énfasis en la resolucion de ecuaciones de segundo grado incompletas se explica el
método de completar cuadrado como procedimiento para resolver ecuaciones de segundo
grado.
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Ecuaciones Bicuadradas

Aunque en la mayoria de los textos se estudian las ecuaciones bicuadradas en un apartado
diferente, se tratardn a continuacién pues se tiene en cuenta que expresada de una manera
general la ecuacion cuadratica en x™ es de la forma ax?™ + bx™ + ¢ = 0, siendo n un nimero
natural distinto de cero. El caso particular donde n=2. Se conoce como ecuacién bicuadrada.

La cual es definida en cuarto curso de la siguiente manera:

Una ecuacién con una incognita es bicuadrada si se puede llegar a expresar en la forma
ax* + bx? + ¢ = 0,con a, b, c nimeros reales y a # 0.

Resolucidn de ecuaciones bicuadradas

Para resolver estas ecuaciones se hace el cambio x? = z, con lo que se obtiene
x4- — (xZ)Z — ZZ

Sustituyendo en la ecuacion dada tendriamos una ecuacion de segundo grado
az’+bz+c =0,

Al resolver esta ecuacidn de segundo grado se obtienen las soluciones de z. A continuacién se
hallan los posibles valores de la incégnita inicial x, deshaciendo el cambio de variable:

x2=z=ox=+/z

1.3.2 SISTEMAS DE ECUACIONES

Segundo Curso
Este tema es tratado a partir de segundo de la ESO. Se empieza introduciendo la definicién
ecuacion lineal.

Ecuaciodn lineal es una ecuacién de primer grado con una o varias incégnitas.

Una ecuacién lineal con dos incégnitas es una ecuaciéon que se puede expresar de la forma
ax + by = c,donde x e y son las incégnitas, y a, b y ¢, nimeros conocidos. Una solucién de
una ecuacion lineal con dos incognitas es cada par de valores de las incognitas que hacen
cierta la igualdad. Una ecuacion lineal con dos incognitas tiene infinitas soluciones.
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Representacion grafica de una ecuacion lineal, cada ecuacion lineal tiene una recta asociada al
plano, y cada punto de la recta representa una de las infinitas soluciones a la ecuacién lineal.

Sistemas de ecuaciones lineales

Dos ecuaciones lineales de las que se busca una solucién comun forman un sistema de
ecuaciones lineales.
ax+ by =c
{a’x +b'y=c
La solucién de un sistema de ecuaciones lineales coincide con el punto de corte de las rectas
que representan a las ecuaciones.

Pero pueden darse casos especiales:

El sistema no tiene solucion, las ecuaciones son incompatibles y las rectas paralelas
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El sistema tiene infinitas soluciones, las ecuaciones son equivalentes, las rectas se
superponen.

Métodos de algebraicos de resolucion de de sistemas

Resolver un sistema es encontrar su solucion, en caso de que la tenga. Para encontrar las
soluciones se utilizan diferentes métodos de resolucion.

Método de sustitucion: Consiste en despejar una incdégnita en una de las ecuaciones y
sustituirla en la otra ecuacién para obtener asi una ecuaciéon de primer grado con una
incognita.
e Despejar una de las incognitas en una de las ecuaciones.
e Sustituir este valor de la incognita en la segunda ecuacion.
e Resolver la ecuacion con una incégnita que resulta, cuando sea posible.
e C(alcular el valor de la otra incognita, sustituyendo en la expresion obtenida en el
primer paso.
e Comprobar que la solucidon obtenida es solucidon del sistema, sustituyendo en las
dos ecuaciones.

Método de igualacion: consiste en despejar la misma incégnita en las dos ecuaciones e igualar
los resultados.

Despejar la misma incognita en las dos ecuaciones del sistema.

Igualar las expresiones obtenidas

Resolver la ecuaciéon de una incégnita que resulta, cuando sea posible.

Calcular el valor de la otra incognita sustituyendo el valor obtenido en cualquiera
de las dos expresiones obtenidas en la primera parte.

e Comprobar que la solucién obtenida es la solucién del sistema.

Método de reduccidon: consiste en transformar las ecuaciones en otras equivalentes
procurando que los coeficientes de una de las incégnitas sean opuestos. De este modo, al
sumar miembro, a miembro las dos ecuaciones, resulta un sistema equivalente, en el que una
de las ecuaciones tiene s6lo una incognita.

e Igualar los coeficientes de una de las incégnitas mediante las multiplicaciones
apropiadas

e Restar o sumar las dos ecuaciones, segun los coeficientes tengan igual o distinto signo
para eliminar una incégnita.

e Resolver la ecuacion de una incégnita que resulta, cuando sea posible.
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e C(Calcular el valor de la otra incégnita, sustituyendo el valor obtenido en cualquiera de
las dos ecuaciones.
e Comprobar que la solucion obtenida es solucion del sistema.

Resolucion de problemas mediante sistemas

Un problema o situacién en la que hay dos incdgnitas expresadas en lenguaje ordinario se
puede trasladar al lenguaje algebraico y como consecuencia, plantear un sistema de
ecuaciones. Para ello se definen las incégnitas y se relacionan con la informacion que
proporciona la situacidn, los pasos que se deben seguir son:

Leer el enunciado e identificar las incdgnitas

Plantear el sistema

Resolver el sistema

Comprobar que la solucién es valida e interpretarla en el contexto del problema.

Tercer curso:
Se vuelve a definir una ecuacidn lineal con dos incégnitas:

Una ecuacion lineal con dos incdgnitas se expresa de la forma ax+by=c, a#0 y b#0 son los
coeficientes, c es el termino independiente. Las soluciones de la ecuacion son los pares de

numeros (x,y) que la verifican.

Esta definicién es un poco mas completa ya que se mencionan a y b como los coeficientes y c
como el término independiente, en la anterior definicion se les nombraba como nimeros
conocidos.

La definicién de sistemas de ecuaciones tiene pocos cambios en comparacion con la estudiada
en el segundo curso, y también es un poco mas especifica con respecto a los coeficientes y los
términos independientes.

Se estudian nuevamente los métodos algebraicos de resolucién de ecuaciones.

En tercer curso se trata la discusién de sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas. Segin el numero de soluciones que pueden presentar los sistemas se pueden
clasificar en:

Sistema incompatible, si no tiene solucion.

Sistema compatible determinado, cuando tiene una tnica solucioén.

Sistemas compatibles indeterminados, cuando tiene infinitas soluciones.

Se continda trabajando en la resolucién de problemas.
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Cuarto Curso
Se dan definiciones parecidas pero se generaliza a sistemas de mas de dos ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas incognitas que deben
verificarse simultaneamente.

Solucién de un sistema es conjunto de valores de las incognitas que cumple cada una de las
ecuaciones.

Sistemas equivalentes de ecuaciones: dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

Reglas de transformacion de ecuaciones:

Si a ambos miembros de una ecuacién de un sistema se les suma o se les resta una misma
expresion, el sistema resultante es equivalente.

Si multiplicamos o dividimos ambos miembros de las ecuaciones de un sistema por un
numero distinto de cero, el sistema resultante es equivalente.

Si sumamos o restamos a una ecuacion de un sistema otra ecuacion del mismo sistema, el
sistema resultante es equivalente al dado.

Si en un sistema se sustituye una ecuacion por otra que resulte de sumar las dos ecuaciones
del sistema previamente multiplicadas o divididas por nimeros no nulos, resulta otro sistema
equivalente al primero.

Si en un sistema se cambia el orden de las ecuaciones o el orden de las incognitas, resulta otro
sistema equivalente

Se vuelve a estudiar la discusion de sistemas de ecuaciones lineales.

Los métodos de algebraicos de resolucion de ecuaciones son estudiados en todos los cursos,
pero en cuarto se recuerda su utilidad y se le muestra al estudiante en qué casos es mas
oportuno emplear un método u otro: Método de sustituciéon (cuando alguna incdgnita tiene
coeficiente 1 o -1), método de igualacion (cuando al despejar una de las incégnitas en las dos
ecuaciones no se obtienen denominadores) y reduccién( cuando los coeficientes de una de las
incognitas son iguales u opuestos en las dos ecuaciones, también cuando el coeficiente de una
de las incognitas en una de las ecuaciones es multiplo del coeficiente de la misma incégnita en
otra ecuacion.
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Los siguientes temas solamente son estudiados en 42 ESO Opcién A

Sistemas de tres ecuaciones lineales Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas

esta formado por tres ecuaciones de primer grado con las mismas tres incognitas:

ax+by+cz=d
ax+by+cz=d
allx+ b”y+C”Z — dll
Resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas es hallar todas las ternas
de ndmeros reales que sustituidos en lugar de las incégnitas respectivas verifican las tres
ecuaciones. Estos sistemas se pueden resolver utilizando los métodos de sustitucién y

reduccion.

Sistemas homogéneos: Un sistema de ecuaciones lineales se denomina homogéneo si todos los

términos independientes son cero:

ax+by+cz=0
ax+b'y+cz=0
a'x+b"y+c"z=0

Los sistemas lineales homogéneos son siempre compatibles ya que tienen siempre la solucién

trivial, es decir: x = 0,y = 0, z = 0. Si el sistema tiene una Unica solucién, debe ser la solucién

citada. Pero puede ocurrir que el sistema tenga infinitas soluciones.

1.3.3 Ejemplos de Problemas que se proponen a los estudiantes en educacién Secundaria

Se presentaran algunos ejemplos de los problemas que se proponen a los estudiantes de
Secundaria Obligatoria, con relacion a los dos temas escogidos.

Uno de los objetivos de la ensefianza de las matematicas es que el estudiante sea capaz de aplicar el
razonamiento matematico para resolver problemas de la vida cotidiana. Segun el proyecto OCDE/PISA,
el proceso fundamental que los estudiantes emplean para resolver problemas de la vida real se
denomina matematizacion. Aprender a matematizar deberia ser uno de los objetivos mas importantes
para todos los alumnos. La matematizacion se lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Comenzar con un problema enmarcado en la realidad.

2. Sistematizar el problema segin conceptos matematicos.

3. Gradualmente reducir la realidad mediante procedimientos como la consideracion de cuales
son los rasgos importantes del problema, la generalizacién y la formalizacién, para potenciar
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los rasgos matemadticos de la situacién y transformar el problema real en un problema
matematico que representa fielmente la situacion.

Resolver el problema matematico.
Dar sentido a la solucién matematica en términos de la solucién real y se identifican las
limitaciones de la solucion.

vl

En el proyecto OCDE/PISA, se clasifican los problemas en tres grupos:

Problemas de reproduccién: para su resoluciéon se reproduce un procedimiento que se ha explicado
previamente al estudiante y del que se han dado ejemplos y este ejecuta unas operaciones rutinarias.

Problemas de conexién: Estos, a pesar de ser problemas sencillos, son problemas ubicados en un
contexto real y requieren que el estudiante razone y no sélo siga un algoritmo conocido. De modo que
conecta el material practicado con el problema que se le esta presentando. Los estudiantes traducen
esta situacion del contexto real a leguaje matematico.

Problemas de reflexion: Incluyen las capacidades de los alumnos para planificar estrategias de
resolucién y aplicarlas en escenarios de problemas que contienen mas elementos que los del
grupo anterior. En este tipo de problemas se le exige al estudiante que realice una
argumentacion, requieren una mayor abstraccién, generalizacién y construccion de modelos
aplicados a contextos nuevos.

A continuacién mostraremos para cada curso de la ESO problemas con ecuaciones de
segundo grado y con sistemas de ecuaciones. Si nos fijamos en los enunciados de los
problemas estos se encuentran en un contextos intramatematico o de la vida cotidiana, el
primer tipo requiere que el estudiante relacione conceptos de otras materias como la
geometria, o requieren cierto grado de abstraccion al centrarse s6lo en niimeros y simbolos
matematicos, el segundo tipo permite al estudiante relacionar lo que aprende con el mundo
que le rodea, y ver la utilidad de los contenidos. Los problemas escogidos de los libros de texto
de Anaya, marcados con un nivel de dificultad 2 o 3 son en su mayoria de conexion. Los
problemas que he observado en los libros suelen ser de los tres tipos, encontrando con menor
frecuencia los de reflexion.

Los problemas se suelen ubicar en un tema lo que no es recomendable ya que el estudiante
debe ver el conocimiento matematico de una forma integral.
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Ecuaciones de Segundo Grado

1. Los miembros del equipo vamos a hacer un regalo al entrenador que cuesta 80 €. Nos
sale un poco caro, pero si fuéramos dos mas, tocariamos a dos euros menos cada uno.
;Cuantos somos en el equipo?( Segundo ESO)

Paso I sistematizar el problema
seglin conceptos matematicos:

Numero de componentes del equipo— x

80
Cada uno debe pagar — ~

80
Si fueran dos mas cada uno pagaria = 12
x

Lo que cada uno paga -2=lo que pagaria cada uno si fueran dos mas

Paso II Transformar el problema
real en un problema matemadtico
que representa fielmente la
situacién

Paso III Resolver el problema
matematico.

X2 +2x—-80=0 x=8 x=-10

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucién real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

En el equipo hay 8 jugadores, la solucion negativa no es logica.

2. Los catetos de un tridngulo rectdngulo suman 18 cm y su area es 40 ¢cm?. Halla los

catetos de este triangulo. (tercer curso). Aunque el contexto de este problema es

intramatematico el estudiante debe hacer una conexion de los conceptos de geometria,

y utilizar el dlgebra para su resolucion

Paso I sistematizar el problema
segln conceptos matematicos:

Si un cateto mide x cm, el otro medira (18 - x) cm, el area del
triangulo es:

x(18 —x)

40
2

Area =

Paso II Transformar el problema
real en un problema matematico
que representa fielmente la
situacién

Al ser un problema intramatematico se pasa directamente al paso
siguiente.

Paso III Resolver el problema
matematico.

X2 —18x+80=0 x=8 x=10

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucién real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

Los catetos miden 10 y 8 cm respectivamente.
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3. La suma de los cuadrados de dos niumeros impares consecutivos es 394, determina estos

numeros. (Cuarto curso)

Paso I sistematizar el problema
seglin conceptos matematicos:

Los numeros impares consecutivos son 2n—1 y2n+1

Paso II Transformar el problema
real en un problema matemdtico
que representa fielmente la
situacién

Al ser un problema intramatematico se pasa directamente al paso
siguiente.

Paso III Resolver el problema
matematico.

(2n—1)2+(2n+1)2=394,n2=%—>n= /%ﬁn=i7

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucion real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

Sin = 7,los impares serian 13 y 15 y la suma de los cuadrados seria 394
Sin = -7, los impares serian -13 y -15 y la suma de sus cuadrados
también seria 394

Sistemas de Ecuaciones

4. Un ciclista sale de paseo y recorre un tramo de carretera, cuesta arriba, a 8 km/h. Después,

sigue llaneando, a 20 km/h, hasta que llega a su destino. Si el paseo ha durado 3 h, y la

velocidad media resultante ha sido de 16 km/h, ;cuanto tiempo ha invertido en cada tramo?

(segundo curso)

Paso I sistematizar el problema
segln conceptos matematicos:

Tiempo de subida - x Tiempo enllano -y Tiempo total 3h
Distancia en subida — 8x Distancia en llano - 20y
Distancia total = 16 - 3 =48 km

Paso II Transformar el problema
real en un problema matemético
que representa fielmente la
situacién

{ 8x + 20y = 48
x+ y =3

Paso III Resolver el problema
matematico.

x=1y=2

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucién real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

Ha subido durante una hora y ha llaneado durante dos
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1. ;Una empresa aceitera ha envasado 3000 litros de aceite en 1200 botellas de 2y5 litros

cuantas botellas de aceite se han utilizado? (tercer curso)

Paso I sistematizar el problema
seglin conceptos matemaéticos:

x= ndmero de botellas de 2 litros y= numero de botellas de 5 litros.

Paso II Transformar el problema
real en un problema matemdtico
que representa fielmente la
situacién

{ x+y=1200
2x + 5y = 3000

Paso III Resolver el problema
matematico.

200

x = 1000y

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucion real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

Se han utilizado 1000 botellas de 2 litros y 200 de 5 litros

2. La nota media de los aprobados en un examen de matematicas fue de 6,5 y la de los

suspensos 3,2. En la clase son 30 alumnos y alumnas y la nota media global fue de 5,29.

Calcula cuantos aprobaron y cuantos suspendieron. (Cuarto curso)

Paso I sistematizar el problema
segln conceptos matematicos:

x = Namero de aprobados, y =nimero de suspensos, si la nota media de
es 6,5, sumando las notas de aprobados queda (6,5-x). Al sumar los
suspensos queda (3,2- y)

Paso II Transformar el problema
real en un problema matemdtico
que representa fielmente la
situacién

{6.5x + 3.2y =5.29(x + y)
x +y =30

Paso III Resolver el problema
matematico.

y=11 x=19

Paso IV dar sentido a la solucién
matematica en términos de la
solucién real y e identificar las
limitaciones de la solucién.

Aprobaron 19 alumnos y no aprobaron 11
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1.4 CONCLUSIONES

Se han expuesto los contenidos que se dan en cada curso de la ESO segun lo establecido por la
ley, con base en lo anterior y en los libros de texto se han presentado los contenidos curso por
curso.

Al comparar los contenidos establecidos en la ley ( tabla 1) con los contenidos expuestos en
las siguientes tablas, se puede observar que en cada curso se dan los contenidos minimos
exigidos, pero se empieza a tratar algunos en el cuso anterior al que establece en el Decreto
52/2007. Por ejemplo, la resolucién de ecuaciones de segundo grado se empieza a ver en
segundo curso y en el Decreto este contenido se encuentra en tercer curso.

Se puede observar que en cada curso se dan simultdneamente contenidos nuevos con algunos
vistos durante el curso anterior. Si analizamos las tablas y comparamos el nimero de temas
introducidos en cada curso, con el nimero de temas ya vistos. Tenemos lo siguiente: en
segundo de la ESO los temas ya vistos representan el 30% de los contenidos estudiados, en
tercero de la ESO, este porcentaje es del 40%, al igual que en las dos opciones de cuarto curso.

Esto nos muestra que se emplea gran parte del tiempo en estudiar contenidos que ya han sido
vistos en cursos anteriores, y como se puede apreciar en las tablas estos contenidos no son
s6lo vistos en dos cursos consecutivos, sino que son repetidos a lo largo de toda la educacion
secundaria obligatoria. Por ejemplo los métodos algebraicos de resoluciéon de sistemas de
ecuaciones con dos incdgnitas, son explicados en todos los cursos, aunque el tiempo que se
dedica a ello es menor y los ejemplos que se dan en cada curso van aumentando el grado de
dificultad.

Una explicacion para que los contenidos sean vistos de esta forma es que sean afianzados,
pero creo que si se dedica tiempo a consolidar los conocimientos que se introducen en un
curso, no seria necesario repetirlos durante el siguiente. De esta forma en cada curso se
podria dedicar mas tiempo a un tema y el siguiente afio se podria avanzar en el estudio de
nuevos conceptos.

El Decreto 52/2007. (Pagina 99) nos dice que “en cada curso deben coexistir nuevos
contenidos, con otros que afiancen y complementen de los cursos anteriores, con ampliacion
del campo de trabajo, del nivel de informacién y precisién y a la vez enriquecidos con nuevas
relaciones”.

De lo anterior, podemos deducir que en cada curso se deberian manejar los conceptos vistos
en afios anteriores (para enlazar los nuevos conocimientos) pero de una manera mas formal y
precisa, adaptando las definiciones al nivel de los estudiantes. Sin embargo, podemos
encontrar definiciones que se mantienen durante los diferentes cursos sin cambios
significativos por ejemplo; durante los tres primeros cursos de la ESO se define expresion
algebraica de la misma forma:

Una expresidn algebraica: es un conjunto de nimeros y letras que se combinan con los signos
de las operaciones matematicas.
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Observamos entonces que lo que se hace es recordar el concepto pero no se da una definicién
mas formal y especifica como podria ser la siguiente:

Una expresion algebraica en una o mas variables es una combinacién cualquiera de estas
variables y de nimeros, mediante una cantidad finita de operaciones: adicion, sustraccion,
multiplicacion, division, potenciacion o radicacidn.

Hay casos de definiciones que evolucionan para que el estudiante se habittie a utilizar un
lenguaje mas formal.

En segundo curso se define una ecuaciéon de segundo grado con una incégnita como “una

igualdad algebraica, que tiene una unica incégnita, alguno de sus términos es de grado 2 y no

contiene términos de grado mayor que 2. Se puede expresar utilizando su forma general:
ax? + bx + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son niumeros conocidos y a#0” .

En este caso podemos ver que la definicién se da para estudiantes que necesitan una
explicacion mas detallada, y puede resultar redundante para estudiantes de un nivel mas
avanzado, pero este concepto se va explicando de una forma mas rigurosa a medida que se
avanza en la educacién secundaria.

Una definicién mas formal de este concepto seria:

“Una ecuacion de segundo grado es una ecuacion que tiene la forma de una suma de términos
cuyo grado maximo es dos, es decir, que puede ser representada por un polinomio de
segundo grado o polinomio cuadratico. La expresiéon canoénica general de una ecuacién
cuadrética es: ax? + bx + ¢ = 0 donde x representa la variable y a, by c son constantes; a es
un coeficiente cuadratico (distinto de 0),bel coeficiente lineal yces el término
independiente”.( Articulo la Ecuacién de Segundo Grado, Wikipedia).

En cuanto a procedimientos, aunque la mayoria se repiten de un curso a otro, la explicacién
suele ser mas sintética a medida que se aumenta el nivel. Por ejemplo en primer curso se
explica la transposicién y reduccién de términos como sigue: Si a los dos términos de una
ecuacion se les suma o resta un mismo numero, se obtiene otra ecuacién equivalente. Si los
dos miembros de una ecuaciéon se multiplican o dividen por un mismo numero distinto de
cero, se obtiene otra ecuacion equivalente.

En los siguientes cursos la trasposicion y la reduccion de términos se presentan de forma mas
resumida, se explica que se realiza haciendo que cualquier término aparezca de forma inversa
a como estaba.

En este caso vemos que en el primer curso se pretende explicar al estudiante porqué al sumar
o restar términos en ambos miembros de una ecuacion se mantiene la igualdad, asi sabra
porqué al resolver una ecuacién puede reducir miembros a ambos lados. La primera
definicidn explica el porqué del procedimiento y hace que tenga sentido para el estudiante, la
segunda es un recordatorio del procedimiento en si.

A manera de conclusidn se puede decir que hay contenidos que se repiten para ir avanzando
en ellos de forma gradual, e ir aumentando la formalidad en las definiciones y el nivel de
dificultad de los ejercicios pero en la mayor parte de los casos se repiten los contenidos de la
misma forma. Lo mas adecuado seria que en cada nivel se afianzaran los conceptos para que
sean asimilados totalmente por el estudiante y el siguiente curso se hiciera un pequefio
repaso de los contenidos vistos durante el curso anterior.
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PARTE II ESTUDIO DE LOS CONTENIDOS DEL BLOQUE DE ALGEBRA EN EL BACHILLERATO EN
LAS MODALIDADES DE HUMANIDADES Y CIENCIAS SOCIALES Y CIENCIA Y TECNOLOGIA.

2.1. ENSENANZAS MINIMAS DEL BACHILLERATO EN CASTILLA Y LEON ESTABLECIDAS EN EL
DECRETO 42/2008, CORRESPONDIENTES AL BLOQUE DE ALGEBRA.

El bachillerato es una ensefianza que da acceso a los Ciclos formativos de Grado Superior, o a
los estudios Universitarios. Existen tres modalidades de Bachillerato: Artes, Ciencia y
Tecnologia y Humanidades y Ciencias Sociales. El Real decreto 1467/2007, de 2 de noviembre
establece la estructura del Bachillerato y sus ensefianzas minimas en Espafia, ademas en
Castilla y Leon, el Decreto 42/2008 del 5 de junio, establece el curriculo de Bachillerato, el
cual debe recoger como minimo los contenidos establecidos por el Real decreto.

Bachillerato en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales.

La ensefianza de las matematicas en el Bachillerato de Ciencias Sociales, concede mas
importancia a los algoritmos y se enfoca en la resoluciéon de problemas referentes a las
materias estudiadas por esta rama. Es decir, que el caracter de esta matematica es mas
instrumental. Las asignaturas de matematicas aplicadas a las ciencias sociales 1 y II, se
estructuran en torno a tres ejes: Aritmética y Algebra, Analisis y Probabilidad y Estadistica. Al
ser objeto de estudio de este trabajo la materia de Algebra, no tendremos en cuenta la parte
de Aritmética.

Bachillerato en la modalidad de Ciencias y Tecnologia.

En el Bachillerato de Ciencia y Tecnologia, la matematica estd mas centrada en dar un
respaldo tedrico a los procedimientos, los contenidos se deben desarrollar de modo que el
estudiante maneje de una forma mas rigurosa los conceptos. Las definiciones son mas
formales y se introducen mas demostraciones. Las matematicas en la modalidad de Ciencias y
Tecnologia estan en intensa relacion con las disciplinas cientificas

A continuacién se presenta una tabla con los contenidos del bloque de algebra, fijados en el
Decreto 42/2008.

29



Tabla 1. Contenidos del Bloque de Algebra en establecidos en el Decreto 42,/2008 por el que se

establece el curriculo del Bachillerato en Castilla y Ledn.

30

BACHILLERATO HUMANIDADES Y

BACHILLERATO CIENCIA Y TECNOLOGIA

CIENCIAS SOCIALES
Matemaéticas aplicadas a las Ciencias Matemaéticas I
Sociales I
- Ecuaciones lineales, cuadraticas, | -Resolucion algebraica e interpretacién grafica de

exponenciales y logaritmicas. Aplicaciones.

_Estudio y resolucién grafica y algebraica
de sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas. Sistemas con tres incdgnitas:
método de Gauss.

- Inecuaciones lineales con una o dos
incégnitas. Interpretacién y resolucién
grafica.

- Resolucién de problemas del ambito de
las ciencias sociales mediante la utilizacién
de ecuaciones o sistemas de ecuaciones
lineales.

- Resolucién de problemas de matematica
financiera en los que intervienen el interés
simple y compuesto, y se utilizan tasas,
amortizaciones, capitalizaciones y numero
indice. Parametros econémicos y sociales.

ecuaciones e inecuaciones.

-Sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss.
Sistemas de inecuaciones.

-Utilizacion de herramientas algebraicas en la
resoluciéon de problemas.

Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales II

Matematicas II

- Sistemas de ecuaciones lineales. Estudio
e interpretacidn grafica.

- Las matrices como expresion de tablas y
grafos. Suma y producto de matrices.
Matrices inversibles. Obtencién de
matrices inversas sencillas por el método
de Gauss. Interpretacion del significado de
las operaciones con matrices en la
resolucién de problemas extraidos de las
ciencias sociales.

- Inecuaciones lineales con una o dos
incégnitas. Sistemas de inecuaciones.

Interpretacién 'y resoluciéon grafica.
- Programacién lineal bidimensional.
Aplicaciones a la resoluciéon de problemas
sociales, econémicos y demograficos.

Interpretacién de las soluciones.

-Sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones
elementales y reduccién Gaussiana. Discusién y
resolucién de un sistema de ecuaciones lineales por
el método de Gauss.

-Estudio de las matrices como herramienta para
manejar y operar con datos estructurados en tablas
y grafos. Representacién matricial de un sistema de
ecuaciones lineales.

-Operaciones con matrices. Matrices inversibles.
Obtencién por el método de Gauss del rango de una
matriz y de la matriz inversa. Aplicaciéon de las
operaciones y de sus propiedades en la resolucion
de problemas extraidos de contextos reales.

-Determinantes. Propiedades elementales de los
determinantes. Calculo de determinantes. Rango de
una matriz.

-Utilizacién de los determinantes en la discusiéon y
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.




2.2 CONTENIDOS DE ALGEBRA ESTUDIADOS EN EL BACHILLERATO.

A continuacién se expondran los contenidos de algebra estudiados en El Bachillerato en las
dos modalidades tratadas, teniendo en cuenta los libros de texto y los contenidos minimos

vistos anteriormente.

Se realizard una tabla por modalidad y cada una se dividira en primer y segundo curso del
Bachillerato. De esta forma tendremos una visualizacién de los contenidos y se podran hacer

comparaciones por curso.

La mayoria de los contenidos de primero de Bachillerato de ambas modalidades han sido
tratados en la ESO, los que se tratan por primera vez estan marcados con asterisco.

Tabla 2 Contenidos de algebra estudiados en el Bachillerato de Humanidades y Ciencias

Sociales.

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales
I1

POLINOMIOS

Definicién y Términos de un Polinomio
Valor numérico de un Polinomio
Operaciones con polinomios

Regla de Rulffini.

Teorema del resto

Potencia de un binomio

Raices de un polinomio

Factorizacién de polinomios
Fracciones algebraicas

Operaciones con fracciones algebraicas

ECUACIONES
Ecuaciones Lineales
Ecuaciones de segundo grado

+¢ Ecuaciones Exponenciales y logaritmicas.
Factorizacién de ecuaciones

Resolucion de Problemas con ecuaciones e Inecuaciones.

SISTEMAS DE ECUACIONES
Sistemas de ecuaciones lineales.
<+ Meétodo de Gauss
Sistemas de ecuaciones no lineales
Resolucién de problemas con sistemas de ecuaciones.

INECUACIONES Y SISTEMAS DE INECUACIONES

MATRICES

Suma de Matrices

Producto de matrices por Numeros
Producto de matrices

Rango de una matriz

Matriz inversa

Resolucion de Problemas con Matrices.

DETERMINANTES

Determinantes de orden dos y tres
Propiedades de los determinantes
Menor complementario y adjunto
Determinantes de cualquier orden
Célculo del rango de una matriz
Calculo de la inversa de una matriz

SISTEMAS DE ECUACIONES

Sistemas de ecuaciones lineales

Método de Gauss para resolver sistemas
Expresion matricial de un sistema
Teorema de Rouché-Frobenius

Regla de Cramer

Sistemas Homogéneos

Sistemas de ecuaciones con parametros
Resolucion de Problemas con sistemas

PROGRAMACION LINEAL

Inecuaciones lineales con dos incégnitas
Sistemas de inecuaciones con dos incégnitas
Programacién lineal

Métodos de resolucion

Tipos de soluciones

Problema de la produccién

Problema de la dieta

Problema del Transporte
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Tabla 3. Contenidos de algebra estudiados en el Bachillerato de Ciencia y Tecnologia

Matemiticas I Matematicas II
ECUACIONES SISTEMAS DE ECUACIONES. METODO DE GAUSS
Ecuaciones de Segundo Grado Sistemas de ecuaciones lineales
Ecuaciones con radicales Sistemas de ecuaciones con solucién y sin solucién
Factorizacién como recurso para resolver ecuaciones Sistemas escalonados
Resolucion con la x en el denominador Método de Gauss
« Ecuaciones Exponenciales y Logaritmicas. Discusion de Sistema de Ecuaciones

Inecuaciones

MATRICES

Nomenclatura y definiciones
SISTEMAS DE ECUACIONES Operaciones con Matrices
Definicion y Sistemas de ecuaciones Propiedades de las operaciones con matrices
Sistemas de inecuaciones de primer y segundo grado Matrices cuadradas

Complemento tedrico para el estudio de matrices
Rango de una matriz

INECUACIONES Y SISTEMAS DE INECUACIONES
DETERMINANTES

% FACTORIALES Y NUMEROS COMBINATORIOS Determinantes de orden dos

Determinantes de orden tres

POTENCIAS DE UN BINOMIO Determinantes de orden cualquiera

Menor complementario y adjunto

Desarrollo de un determinante por elementos de
una linea

Método para calcular determinantes de orden
cualquiera.

Rango de una matriz a partir de sus menores

RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE
DETERMINANTES

Criterio para saber si un sistema es compatible
Regla de Cramer

Aplicacién de la regla de Cramer a Sistemas cuales
quiera

Sistemas Homogéneos

Discusién de sistemas mediante determinantes
Calculo de la inversa de una matriz

Forma matricial de un sistema de ecuaciones
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2.3. SEGUIMIENTO DE DOS DE LOS TEMAS ESTUDIADOS EN LAS DOS MODALIDADES DEL
BACHILLERATO.

Se han presentado los contenidos del bloque de algebra en las dos modalidades de
bachillerato que nos ocupan, nos centraremos en los mismos temas que hemos tratado en la

primera parte del trabajo. Las ecuaciones de segundo grado y los sistemas de ecuaciones, este
ultimo esta presente en los dos cursos de cada bachillerato.

2.3.1ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO Y BICUADRADAS
Bachillerato en Humanidades y Ciencias Sociales.

Este tema es tratado solamente en Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I y se trata de

forma mas resumida que en el cuarto curso.

Primero se da la siguiente definicion de ecuaciéon de segundo grado, mas precisa que en los
cursos anteriores:

Una ecuaciéon de segundo grado con una incognita es una igualdad algebraica que se puede
expresar de la forma ax? + bx + ¢ = 0, siendo a, by ¢, numeros realesy a # 0

Se trata la diferencia entre ecuacidn de segundo grado completa e incompleta.
Se explica la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

Se recuerda como se conoce el numero de soluciones de una ecuacion a partir del
discriminante.

Finalmente se da la definicion de ecuacién bicuadrada:

Una ecuacién bicuadrada es una ecuacién que se puede expresar de la forma ax* + bx? + ¢ =
0 con a,b y c nimeros reales y a # 0, ademas se explica la forma de resolverla.

Bachillerato en Ciencia y Tecnologia

El tema de Ecuaciones de Segundo Grado es visto so6lo en la asignatura de matematicas I se
trata de forma todavia mas resumida que en el Bachillerato de Ciencias Sociales. Se da una
definicion muy parecida, se explica cuando es completa o incompleta y su resolucion.

Se da una definicion utilizando un lenguaje verbal y no simbélico:

Son ecuaciones de cuarto grado sin términos de grado impar. A continuacién se da su forma
general y el procedimiento de resolucion.
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2.3.2 SISTEMAS DE ECUACIONES

Antes de ver sistemas de ecuaciones, se tratan los temas de matrices y determinantes.
Bachillerato en Humanidades y Ciencias Sociales.

Primer curso:

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Una ecuacidn lineal es una ecuacién polinémica de grado uno que puede tener una o varias
incognitas.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos o mas ecuaciones lineales con varias
incognitas para el que se quiere encontrar una solucién comun.

Clasificacion de sistemas: compatibles determinados e indeterminados, y sistemas
incompatibles

Resolucidn de problemas mediante sistemas.
Método de gauss

El método de Gauss, se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Consiste en
encontrar mediante las transformaciones adecuadas, otro sistema con la misma solucién en el
que cada una de las ecuaciones tiene una incognita menos que la anterior. Para conseguir un
sistema de este tipo se pueden utilizar estas transformaciones:

e Cambiar el orden de dos ecuaciones

e Multiplicar o dividir los dos miembros de una ecuacién por un mismo nimero distinto
de cero.

e Sustituir una ecuacion u otra por la suma de ambas, multiplicadas por un mismo
numero distinto de cero.

Sistemas de ecuaciones no lineales

Un sistema de ecuaciones no lineales es un conjunto de dos o mas ecuaciones donde alguna de
ellas no es lineal, como pueden ser las ecuaciones de grado mayor que 1, ecuaciones con
fracciones algebraicas o con radicales.
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Segundo Curso
Ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal de incégnitas xq,x,, X3,...x,, es una igualdad de la forma

a;x,+a,x,+aszxs + -+ apx, = b, donde los numeros reales a4, a,, as, ..., a, se denominan
coeficientes, y b, término independiente.

Se llama solucién de una ecuacion lineal con n incoégnitas a cada conjunto de valores
X1 = €1 Xy = CpX3 = C3 ..., Xn = Cp, que verifican la ecuacion.

Sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es el conjunto formado por m
ecuaciones lineales con las mismas n incégnitas del que se quiere buscar una solucién comun.

Lo representamos asi:

a11x1+a12x2 + -+ alnxn == bl
a21x1+a22x2 + -+ aann = bz

Am1 X1+ AmaXy + o+ A Xy = by

Los numeros reales a;; se denominan coeficientes del sistema y los nimeros reales b;,
términos independientes.

Se llama solucién de un sistema de ecuaciones lineales con n incégnitas a cualquier conjunto
de valores x; = ¢y x, = ¢ X3 = ¢3 ..., X, = ¢y, Que verifican todas las ecuaciones del sistema.

Sistemas escalonados
Un sistema de ecuaciones lineales tiene forma escalonada cuando cada ecuacién tiene, al
menos una incognita menos que la anterior.

a11x1+a12x2 + -+ alnxn = bl
Ar2Xo + -+ aann = bz

AmnXn = by

Método de Gauss para resolver sistemas
El método de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones consiste en convertir ese sistema

de ecuaciones en otro escalonado equivalente, utilizando las transformaciones elementales
adecuadas.
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Las transformaciones elementales que se pueden realizar en el sistema son:

e Intercambiar el orden de la ecuacion i por la ecuacion j: F; & F;

e Sustituir la ecuacién i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por
un namero a # 0: F; = aF;

e Sustituir la ecuacién i o la ecuacién j por la suma de ambas, multiplicada por nimeros
ayb no nulos: F; = aF; + bF;

Discusion de Sistemas

Discutir un sistema de ecuaciones es clasificarlo, atendiendo a su nimero de soluciones, en
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. Para discutir un sistema
mediante el método de Gauss, una vez terminado el proceso, nos fijamos en la dltima fila de la
matriz en la que todos sus elementos no sean nulos.

0 O b al az | b

Sia; # 00a, # 0ytenemos mas incognitas que ecuaciones validas. El sistema es compatible

indeterminado.
0O 0 - 0 a | b

Si a # 0 y tenemos tantas ecuaciones validas como incoégnitas. El sistema es compatible

determinado.
0O 0 - 0 0 | b

Sib # 0 - Tenemos la ecuacidon 0=b, (ecuacion imposible). Sistema incompatible.

Si la fila es del tipo:
Si la fila es del tipo:

Si la fila es del tipo:

Si al finalizar el proceso, o en algun paso intermedio, encontramos una fila cuyos elementos
son todos ceros, podemos suprimir esa ecuacion.

(0 o - 0 0 | 0>
Esto en forma de ecuacion significa: 0x; +0x, + 0x3,..., 0x,, = 0, es decir una ecuacion trivial.
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Expresion Matricial de un sistema
Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas:

a11x1+a12x2 + -+ alnxn == b1
alel‘l‘azzxz + -+ aann == bz

Am1X1+AmaXs + -+ QnXn = by

Llamaremos expresion matricial de este sistema a la expresion:

aj;r Q2 o Qg X1 b,
Az1  QAzz .. d2p X2\ _[| by
Am1 Qmy o Omn Xy b,

La primera matriz es A, llamada matriz de los coeficientes, X es la matriz de las incoégnitas y B
es la matriz de los términos independientes. La expresion matricial de este sistema se puede
indicar como:

A-X=B
También se llamara matriz ampliada, A*, del sistema a la matriz formada por los coeficientes
de las incégnitas y los términos independientes de cada ecuacion.

a;;  dp A, | by

A% — Az1 Qzp . Qzn | by
| ...

Am1 Ama2 Amn | bn

Teorema de Rouché - Frobenius

La condicién necesaria y suficiente para que el sistema A - X = B tenga solucion es que el
rango de la matriz de los coeficientes del sistema, A, sea el mismo rango de su matriz
ampliada, A™.

Si Rango(A) # Rango(A™), el sistema es incompatible.

Si Rango(A) = Rango(A*) = r, el sistema es compatible.

Sir = n2de incégnitas, el sistema es compatible determinado

Sir< n?de incognitas, el sistema es compatible indeterminado

Regla de Cramer

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:

a11x1+a12x2 + -+ A1pnXn = b1
a21x1+a22x2 + -+ aann == b2

Ap1X1+anaXxy + -+ apnXx, = by,
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Si se cumple que el determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo, |A| # 0, entonces
el sistema es compatible determinado y su solucién es:

I
YAl

,parai =1,2,..,n

Siendo Ay, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coeficientes de x;
por la columna de los términos independientes.

Sistemas Homogéneos

Si todos los términos independientes de un sistema de ecuaciones son ceros, diremos que es

un sistema homogéneo.
a11x1+a12x2 + -+ alnxn = 0
a21x1+a22x2 + -+ aann = O

A1 X1+ AmaXs + o+ QnXn = 0

Propiedades
e Un sistema homogéneo siempre tiene como soluciéon x; =0,x, =0,..,x, =0
(Solucion trivial)
e Un sistema homogéneo siempre es compatible.
e Rango(A) = Rango(A*), por que las matrices A y A* solo se diferencian en una
columna de ceros.
Si Rango(A) = Rango(A*) = n%de incdgnitas, el sistema es compatible
determinado y, por tanto, sélo tiene como solucidn la solucién trivial.

Si Rango(A) = Rango(A*) < n%de incdgnitas, el sistema es compatible
indeterminado y, tiene infinitas soluciones.

Sistemas de Ecuaciones con parametros

x+y+kz=1
kx+(k—-1Dy+z=k
x+y+z=k+1
Este es un conjunto de sistemas de ecuaciones Para cada parametro de k, hay un sistema de
ecuaciones distinto. De esos infinitos sistemas, es posible que unos sean compatibles y otros

incompatibles.

Discutir un sistema de ecuaciones dependiente de uno o mas parametros es identificar para
qué valores de los parametros del sistema, es compatible distinguiendo los casos en que es

determinado o indeterminado o incompatible.

Un sistema de ecuaciones con pardmetros se puede discutir utilizando determinantes y el
teorema Rouché-Frobenius o por Gauss.
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Se halla el rango de la matriz de los coeficientes
Hallamos el rango de la matriz ampliada.
Aplicamos el teorema de Rouché, comparando los rangos de las matrices.

Resolucion de Sistemas con parametros

Se pueden resolver sistemas de ecuaciones con parametros utilizando la regla de Cramer, si el
sistema es cuadrado.

Se analiza el parametro como se explic6 anteriormente.
Se resuelve el sistema para los valores del parametro en los que es compatible determinado.
Se resuelve el sistema para los valores del parametro en los que es compatible indeterminado.

Bachillerato en Ciencia y Tecnologia

Primer curso:

Se recuerda lo siguiente:

e Una solucidn de una ecuacion con varias incégnitas es un conjunto de valores (uno
para cada incégnita) que hacen cierta la igualdad.

e Las ecuaciones con mas de una incdgnita suelen tener infinitas soluciones.

e Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones en las que pretendemos
encontrar su solucion comun (o sus soluciones comunes), en el caso de que las

tenga.

Finalmente se hace un repaso de los procedimientos algebraicos para la resoluciéon de
sistemas. Las ecuaciones de los sistemas que se proponen, son mas complejas que las tratadas
en la educacién secundaria obligatoria y se combinan diferentes tipos de ecuaciones
incluyendo las que se acaban de aprender en Bachillerato, por ejemplo ecuaciones con

radicales, ecuaciones exponenciales y logaritmicas, entre otras.
Segundo Curso:

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ecuacion lineal

Se da la misma definicién de ecuacién lineal que en el bachillerato de ciencias sociales, pero se

trata su representacion grafica:

39



Una ecuacion lineal con dos incognitas representa una recta en el plano. Los puntos de la

recta son las soluciones de la ecuacion.

Una ecuacion lineal con tres incognitas representa un plano en el espacio. Los puntos del

plano son las soluciones de la ecuacidn.

Jx+2y+Bz=6

Ecuaciones equivalentes
Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen la misma solucién (o las mismas soluciones)
Sistemas de ecuaciones lineales

Se da la misma definicién de sistemas de ecuaciones lineales en ambas ramas del Bachillerato,

pero en el Bachillerato de Ciencia y Tecnologia se habla de su representacion grafica:

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas representa un conjunto de rectas, su

resolucion consiste en averiguar si todas ellas tienen un punto en comun y localizarlo.

Si las ecuaciones del sistema tienen tres incognitas, representan planos. Resolver el sistema es
encontrar el punto o los puntos que tienen en comun todos los planos.
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Sistemas equivalentes

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Dos sistemas

pueden ser equivalentes sin que lo sean las ecuaciones que los forman.
Transformaciones validas en un sistema de ecuaciones.

Se llaman transformaciones validas a las que mantienen las soluciones del sistema. En la
resoluciéon del sistema se deben realizar transformaciones que ademas de validas, sean

convenientes, es decir, que se aproximen a la solucion:

Multiplicar o dividir los miembros de una de las ecuaciones por un niimero distinto de cero.
Afadir una ecuacion que sea combinacién lineal de las demas o al contrario.

Sistemas de ecuaciones con solucion y sin solucién

Se trata la clasificacion de sistemas compatibles determinados e indeterminados, y sistemas
incompatibles. Ademas se da la interpretaciéon geométrica de los sistemas de ecuaciones con

dos y tres incognitas:

Interpretacion geométrica de sistemas de ecuaciones con dos incégnitas.
Compatible determinado: son dos rectas que se cortan.

Compatible indeterminado: son dos rectas coincidentes.

Incompatible: son dos rectas paralelas.

Estas representaciones se han visto durante la ESO.

Interpretacion geométrica de sistemas de ecuaciones con tres incognitas.
Compatible determinado: los tres planos se cortan en un punto.
Compatible indeterminado: los tres planos se cortan en una recta.
Incompatible: los tres planos son paralelos.

Sistemas escalonados.

Se da la misma definicién que en el Bachillerato de Ciencias Sociales.
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Método de Gauss
Se explica de forma similar que en el Bachillerato de Ciencias Sociales.

Son un poco mas explicitos en los pasos ya que explican que al finalizar el proceso o en algin

paso intermedio se llega a uno de los siguientes casos:

a) Una fila de ceros, corresponde a una ecuacion trivial y se puede prescindir de ella.

b) Dos filas iguales o proporcionales. Corresponden a ecuaciones equivalentes y se puede
prescindir de una de ellas.

c) Una fila de ceros, salvo el dltimo nimero que corresponde al término independiente,

distinto de cero. En tal caso se reconoce que el sistema es incompatible.
Al finalizar el proceso, se puede llegar a uno de los siguientes casos:
Sistema compatible determinado. Hay tantas ecuaciones validas como incégnitas.

Paso a paso se va obteniendo un valor numérico para cada incégnita.

Sistema compatible indeterminado. Hay menos ecuaciones validas que incdgnitas.
Las incégnitas que estan demas se pasan al segundo miembro con lo que el valor de
las demas se dara en funcién de ellas.

Sistema incompatible. La ecuacion sefialada no se puede cumplir nunca.

Finalmente se explica que el método de Gauss es una generalizacion del método de reduccion

que ya se conoce.
Discusion de sistemas de ecuaciones

Se explica en qué consiste discutir un sistema de ecuaciones dependiente de uno o mas

parametros.

Resolucién de sistemas mediante determinantes.
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Teorema de Rouché- Frébenius
Se enuncia el Teorema: La condicion necesaria y suficiente para que tenga solucidn el sistema

a11x1+a12x2 + -+ alnxn = b1
a21x1+a22x2 + -+ AoynXn = b2

A1 X1+ ApaXy + -+ QnXn = by,

Es que el rango de la matriz de los coeficientes, A, coincida con el rango de la matriz ampliada
A*

a;1 Qg2 0 Qqp ay1 Qi 0 Ay by
a1 Az ... Qpn a a . a b
A= A= 21 22 2n 2
AGm1 Amz - Qmn An1 Amz - Amn bn

Es decir el sistema tiene solucién ©rango (A)= rango (A*)

Demostracion:
Se puede poner el sistema como una combinacion lineal entre los vectores columna de la
matriz A

aiq a; a3 A1n b,

azq as; ass Qaon b
705 o IRV P23 8 IR P ST 8 I Al

am1 Am2 Ams3 Amn bn

Se observa que si el sistema tiene solucién existen unos niumeros, x4, x,, X3, ... X, que permiten
poner la columna de los términos independientes como combinacion lineal de las columnas de
la matriz A, por tanto al afiadir la columna de los términos independientes a la matriz A, esta

no aumenta su rango. Es decir si el sistema tiene solucién entonces: rango ( A*)= rango (A).

El argumento reciproco es similar: si rango ( A*)= rango (A), es porque la columna de los
términos independientes es combinacion lineal de las restantes y por tanto, existen unos
ndmeros, Xy, X, X3, ... X, que multiplicados por los vectores columna de la matriz A, dan como
resultado el vector columna de los términos independientes. De modo que estos nlimeros son

solucion del sistema.
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Relacion entre rango (A) y rango (A*) en un sistema incompatible

Si el sistema es incompatible rango (A) # rango (A*), puesto que A* tiene una columna mas
que A, su rango sélo puede ser una unidad mayor. Por tanto, si el sistema es incompatible,

rango (A*)=rango A+1.
Regla de Cramer

Se explica que la regla de Cramer sirve para obtener la solucion de un sistema de
n ecuaciones con n incégnitas. A diferencia del Bachillerato en Ciencias Sociales en el cual se
da el enunciado de forma general, se enuncia y se demuestra para n = 4. Su generalizacion

para un n cualquiera es inmediata.

Enunciado: Se tiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas:

a11x+a12y + a3 7 + a14t =C a1 Qg2 Q13 Qg4
a21x+a22y + ay37Z + a24t =Cy con |A| _ A1 dzz Q3 dag £ 0
a31x+a32y + asz3z Z + a34t = C3 a3z1 Gz A3z 0434

a41x+a42y + Ayu3 Z + a44t = C4 Qg1 A4y Q43 Gyg

Puesto que, |A| # 0, rango (A)=4= rango (A*) . Por tanto el sistema es compatible.

Su solucion es:
1A y - |4, | Al 1A
|A] 1A |A] |Al”

X

Siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coeficientes de x
por la columna de los términos independientes.

Demostracion:

Es necesario despejar cada una de las incognitas. Si se empieza por la x, hay eliminar y, z, t.
Esto se consigue multiplicando las cuatro ecuaciones, que llamamos (1), (2), (3), (4), por los
adjuntos de los coeficientes de la x.

(). A11 = a11411x + @241y + a134112 + au At = Ay
(2). 421 = Ax1421% + Ap2421Y + Ap3421Z + Ap4d51t = A2,
(3). A3y = a31431x + a33431Y + a33431Z + A3443,8 = 343,
(4). Ay = A4 Ap X + A48y + u3AgnZ + Agalsit = CLl4
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Sumando se obtiene una igualdad que se va a analizar por partes:
El coeficiente de la x es: a;1411 + az1421 + a31431 + ay1441 = |A|
El coeficiente de lay es: a ;411 + a3451 + A32431 + a4244, =0
Analogamente se ve que los coeficientes de z y t son cero.
El término independiente es:

C1411 + €A1 + 3431 + LAY

Que es el determinante de la matriz A, que resulta de sustituir en A, la columna de los

coeficientes de x por la columna de los términos independientes.
A, =

Al efectuar lasuma (1) - A1 + (2) - Ay + (3) - A3 + (4) - A4y, Se obtiene:
|Alx + 0y + 0z + 0t = |Ay|

_ |Ax]

Puesto que |A4| # 0, se puede despejar la x, y obtenemos: X = a

Para despejar la y, habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3), (4) por
Aqz,A5,, As,y Ay, Tespectivamente y analogamente se despejarian z y t, obteniendo:

O L VR A
|A| |Al |Al

Aplicacion de la regla de Cramer

En principio esta regla sélo es valida para sistemas cuadrados (nxn) que cumplen que |A| # 0
a estos sistemas se les llama de Cramer. Sin embargo también puede aplicarse a cualquier

sistema compatible, basta con obtener un sistema equivalente, eliminando ecuaciones
superfluas o dependientes.

Supongamos que se tiene un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, siendo m > n
y tal que rango (A)= rango (A*)=n. Por lo tanto sobran m — n ecuaciones. Para encontrar
cudles son las ecuaciones de las que se puede prescindir, se deben encontrar la matriz de los
coeficientes de (A) un menor de orden n distinto de cero, por ejemplo el que se utiliza para
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conocer el rango de la matriz A. Las filas que intervienen en este menor, son las que
corresponden a las ecuaciones principales, las restantes se pueden suprimir.

Sistemas Homogéneos

Se trata de la misma forma que en Bachillerato de Ciencias sociales y se incluye que para que
un sistema homogéneo tenga otras soluciones, es necesario y suficiente que: rango
(A)< nuimero de incdgnitas.

2.3.3PROBLEMAS QUE SE PROPONEN EN EL BACHILLERATO

Modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales
Ecuaciones de Segundo Grado

1. Determinar el valor de k para que la ecuacién 3x? — 6x + k = 0, tenga solucién

(Primer curso)

Este problema esta dentro de un contexto intramatematico, pero requiere que se relacionen
conceptos de otros temas como es el caso de inecuaciones y no consiste simplemente en
aplicar la férmula si no en razonar antes de resolver.

1. Establecer la condicién que debe cumplir el discriminante

Para que la ecuacion no tenga solucién debe ser:

a=3,b=—6,c=K
= — 4qac _— s (— — . . J—
A=b%?—4ac<0 (—6)2—4-3-k<0 36—12k<0

2.Resolver la inecuacién resultante

36 —12k <0 - k> 3 elcoeficiente k puede tomar cualquier valor del Intervalo

Sistemas de Ecuaciones

3. El gasto mensual en salarios de una empresa de 36 trabajadores es de 54900€. Hay
tres categorias de trabajadores: A, B,C y el salario mensual de un trabajador de la
categoria A es de 900€, el de uno de B es de 1500€ y el de uno de C es de 3000€. Sin
despreciar a nadie, la empresa quiere reducir el gasto salarial en un 5%. Para ello ha
rebajado un 5% el salario a la categoria A, un 4% a By un 7% a C. Averigua cuantos

trabajadores hay de cada categoria.
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1. Determinar las incégnitas y Traducir al lenguaje algebraico

Las incdgnitas son el niumero de trabajadores que hay en cada categoria
x =n? trabajadores de la categoria A
y =n? trabajadores de la categoria B
z =n? trabajadores de la categoria C

La empresa tiene 36 trabajadores x + y+z = 36
El gasto mensual en salarios es de 54.900€ 900x + 1500y + 3000z = 54900
Es decir reducir un 5% rebajando un 5% a la categoria A,un 4% aByun 7% a C.

5900 41500  7-3000 _5-54900
100 " 100 2" 100 2T 100

2 .Plantear y simplificar el sistema resultante

x+y+z=36 —
900x + 1500y + 3000z = 54900 - ++5y 121323_6 183
5-900 41500  7-3000 _5-54900 3x+4yy+ 14y~ 183
100 “ 77100 YT 100 7T 100

3 Resolver el sistema de ecuaciones

Utilizando el método de Gauss

11 1 | 36 11 1 | 36 (1);;:32
3 4 14 | 183/ Fcpa3p, \O0 1 11 | 75/ Fs=Fa3F2\g o — | —
Xt+y+z=36 y—>=20' = x+20+5=36->x=11

2y+7z=175 7=5

15 75 — 2x+35=75->y=20

_Z+_

2 2 - z=75

Modalidad de Ciencia y Tecnologia
Sistemas de Ecuaciones

Ademas de problemas como el anterior en el que hay que resolver un problema utilizando

sistemas de ecuaciones, también encontramos algunos ejercicios como el siguiente:

3. Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
(Segundo Curso)
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Al ser una demostracion se podria considerar un problema de reflexion, pero el estudiante
debe seguir el mismo procedimiento que se ha explicado en el texto para la demostracion de
la regla de Cramer para un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdégnitas. Con lo cual es

mas bien un ejercicio de repeticion.
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2.4CONCLUSIONES

Lo que podemos observar de los primeros cursos en las dos modalidades de Bachillerato, es
que la mayoria de los contenidos ya se han tratado durante la ESO. Entre los contenidos que
se introducen por primera vez en ambos cursos tenemos las ecuaciones exponenciales y

logaritmicas y el método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones.

En primer curso de Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales, se hace un extenso
repaso de Polinomios, a diferencia del Bachillerato en Ciencia y Tecnologia. En este ultimo, se
trata el tema de factoriales y nimeros combinatorios y se repite el Binomio de Newton, pero
con mucha mas profundidad que en el cuarto curso de la ESO y no es estudiado en la

modalidad de Bachillerato de Ciencias Sociales.

En cuanto al Segundo curso podemos observar que los contenidos son muy parecidos pero
que la profundidad con la que son tratados es diferente, en bachillerato de Ciencias Sociales
estos temas son tratados con menos profundidad y se realizan mas ejercicios. En la modalidad

de Ciencia y Tecnologia, se presentan demostraciones.

En matematicas aplicadas a las ciencias sociales se estudia programacion lineal y se proponen

una gran cantidad de problemas sobre el tema.

De esta forma podemos comprobar como en el Bachillerato de Ciencias Sociales, los
contenidos son mas practicos y en la modalidad de Ciencia y Tecnologia los contenidos estan
mas enfocados a estimular el razonamiento matematico y a que el estudiante maneje un

lenguaje mas formal y riguroso.
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