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Introduccidén

En la primera parte del Quijote, cuya edicion principe obtenia licencia de
impresion por orden real otorgada en Valladolid hace justamente 400 afios,
Cervantes confesaba que si algun trabajo le habia costado el componer la obra,
ninguno tuvo por mayor que hacer su prefacio. Tanto es asi, que hubiera
querido presentar la historia del famoso caballero “monda y desnuda, sin el

ornato de prélogo [...] que al principio de los libros suele ponerse”.

Tal declaracion, que bien pudiera ser un recurso literario, pone de manifiesto la
dificultad que puede entrafiar el redactar cualquier introduccion. Por eso es
significativo que ciertos autores, una vez pasado el trance de haberla escrito,
animen, nada mas comenzada su lectura, a que se salte ésta impunemente por
anticipar lo que vendra después. El lector avisado suele seguir la indicacion al
pie de la letra, dirigiéndose de inmediato al texto principal; pero, a veces, la
Ilaneza del autor consigue el efecto contrario (y acaso intimamente deseado) de

ser leido al completo.

En nuestro caso, creemos sinceramente que adentrarse, sin mas, en el Capitulo
1 de la presente memoria, Génesis y desarrollo de la regla de Borda, es la
mejor manera de conseguir una vision sindptica, con perspectiva historica, del
método de votacion al que alude el titulo de la misma: la regla propuesta en
1770 por el fisico y oficial de marina francés Jean Charles de Borda, de quien
toma el nombre. En dicho capitulo, que es auto-contenido, y como todos
demas, lleva adjunta su propia bibliografia, se describe dicho procedimiento,
de implementacién muy directa y sencilla. También, y sobre todo, se despliega
la historia de la regla de Borda, inmersa en la de la disciplina que, entre otros
temas, estudia sistematicamente éste y otros procedimientos de votacion: la

Teoria de la Eleccion Social.



Generalizaciones y extensiones de la regla de votacién de Borda

En lo relativo a la elaboracion de esta parte historica de la memoria, siempre
nos preocuparon ciertos aspectos metodoldgicos a tener en cuenta, ya que este
tipo de investigacion requiere una formacion que, somos conscientes, no se
puede suplir. Hemos tratado de cubrir esta laguna, en la medida de lo posible,
con muy diversas lecturas; pero a lo largo del proceso ha sido fundamental y
mucho mas enriquecedora la asistencia personal e inestimable de algunos
historiadores profesionales, nacionales y extranjeros, de la mas alta
cualificacién. El esquema que hemos seguido para articular la evolucion de la
regla de Borda sigue la linea directriz trazada por uno de ellos, lain McLean,

relevante autoridad en la historia de la Teoria de la Eleccion Social.

Ademas de los precursores medievales del procedimiento que nos ocupa (entre
los que se encuentra el mallorquin Ramén Llull), en el siglo XVIII tratamos,
entre otros, las aportaciones de su principal propulsor, Borda, y de su
antagonista, el marqués de Condorcet. Pero principalmente nos ocupamos del
matematico ilustrado espafiol José Isidoro Morales pues, aunque su talla
intelectual no se puede comparar con la de Condorcet (un adelantado a su
tiempo), fue capaz de realizar un analisis critico que le llevo a adherirse a los
ideales progresistas y liberales de su época, sobrepasando el estrecho marco

que le ofrecia una Espafia aislada que, finalmente, se vio obligado a abandonar.

Morales puso de manifiesto los defectos del método de pluralidad, consagrado
por su uso inveterado, en favor de la entonces innovadora regla de Borda, de la
que fue firme defensor y publicista, con dos importantes obras al respecto.
Nuestra investigacion ha establecido en buena parte su ejecutoria, descartando
falsos datos e interpretaciones erroneas, tanto de su trayectoria vital, en parte
aun desconocida, como de su obra matematica. Por los motivos expuestos,
Morales vehicula nuestro enfoque del desarrollo de la regla de Borda en el
siglo XVIII, la “Edad Dorada” de la Teoria de la Eleccion Social, en la que ésta
comienza su andadura, aun titubeante, como disciplina cientifica. De hecho, las

referencias al autor espafiol son constantes a lo largo de todo el capitulo, y aun
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Introduccién

de toda la memoria. Aunque esta apreciacion peque de simplista, Morales ha

sido el hilo del que, tirando desde hace unos afios, ha salido este ovillo.

La regla de Borda reaparece, bien entrado el siglo XIX, con Charles L.
Dodgson, un matematico del Christ Church College de Oxford que tuvo
desavenencias personales e institucionales con su dean, lo que le llevd a
preocuparse por los sistemas de votacion a emplear en alguno de los comités
universitarios a los que pertenecio, y a redescubrir ex novo la regla de Borda.
Tal vez sus relevantes trabajos hubiesen pasado desapercibidos de no haber
alcanzado la fama por haber escrito varios libros infantiles (que, en ocasiones,
ocultan claves para adultos) con el nombre de pluma de Lewis Carroll. Mucho
mas oscura resulta, sin embargo, otra figura que tratamos relativa a este
periodo, Edward J. Nanson, quien propuso una interesante regla de Borda
iterada con eliminacion de las alternativas peor valoradas en cada etapa. De
este autor si podemos asegurar que asumio parte de la tradicion anterior a la
que nos hemos referido, pero su propio trabajo solo Illamé la atencion ya
sobrepasada la primera mitad del siglo XX.

En la Gltima seccion del primer capitulo exponemos el desarrollo ulterior de la
regla de Borda. Por la importancia incuestionable que tiene en el estudio que
nos ocupa, hemos desarrollado con detalle las aportaciones de Duncan Black,
quien propuso un metodo en dos etapas que tienen en cuenta, por este orden,
los criterios de Condorcet y Borda sobre las alternativas que deberian ser
proclamadas ganadoras en una votacion. Ademas, este autor realizd un
interesante estudio histérico sobre “la teoria matematica de comités vy
elecciones” (en el que se recuperan, entre otros, los trabajos de Carroll y
Nanson). La obra de Black es bésica para cualquier desarrollo posterior sobre
el tema y, en lo relativo a la regla de Borda, la hemos tenido como referencia
constante, tanto en este primer capitulo (en lo que a su parte histérica se

refiere), como en los dos siguientes.

Los trabajos mas significativos de Black (publicados a partir de 1948) enlazan

en buena medida con los de Kenneth J. Arrow, pero ha sido éste quien, con su
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Generalizaciones y extensiones de la regla de votacién de Borda

obra fundamental, Social Choice and Individual Values, publicada en 1951,
marca el punto de partida de la moderna Teoria de la Eleccion Social y orienta
la evolucion posterior de la disciplina. Integrada en ella, la investigacion en
torno a la regla de Borda se ha incrementado de modo muy considerable hasta
llegar a nuestros dias. A este respecto, damos cumplida referencia del amplio
desarrollo llevado a cabo: distintas caracterizaciones, variantes y otros métodos

de votacidn inspirados o relacionados con ella, aplicaciones, etc.

El anélisis de la regla de Borda y de las extensiones y generalizaciones que
constituyen el objeto de la memoria requieren inexcusablemente un lenguaje
formalizado con el que llevar a cabo el consiguiente desarrollo matematico.
Esto conlleva un cambio de registro respecto de la metodologia empleada en el
primer capitulo, aunque en todo momento hemos tratado que el sustrato

historico previo penetrase comprensivamente el tratamiento realizado.

El capitulo segundo y cada una de las dos mitades del tercero tienen una
estructura bastante similar entre si, y los entendemos como etapas sucesivas de
una evolucion natural. ElI Capitulo 2, La regla de Borda clésica y sus
extensiones discretas, comienza con una seccion de caracter instrumental, y
asienta los fundamentos (relaciones binarias y de preferencia usuales) a partir
de los cuales formulamos, en la segunda seccion, el método de Borda tal como
fue concebido originalmente, hace ya mas de dos siglos. Esta fase inicial del
procedimiento (a la que alude el adjetivo “clasica”), no permite, por su propia
construccion, que los agentes puedan manifestar indiferencia entre alternativas
distintas. Ahora bien, como esta posibilidad es, de hecho, usual en la practica
de la toma de decisiones, las primeras extensiones consideradas en la presente
memoria, analizadas en la tercera seccion, si contemplan tal eventualidad. En
este Ultimo caso, seria deseable que las asignaciones numéricas otorgadas por
los agentes mediante los contadores de Borda individuales fueran acordes con
sus preferencias. Para ello, en la cuarta seccion hemos estudiado una

propiedad, que hemos denominado de representatividad de tales contadores, y
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Introduccién

hemos dado una condicion suficiente para su cumplimiento en conexién con

los supuestos de racionalidad de los agentes.

La seccion quinta del capitulo alberga una parte significativa de nuestro
trabajo, que ha consistido en un anélisis critico, desde un punto de vista
condorcetiano del voto, tanto de la regla de Borda como de las
generalizaciones hasta ahora introducidas. Ademas, se han considerado
diversas férmulas de compromiso entre los enfoques de Borda y Condorcet.
Hemos de resaltar que, si bien se acepta comunmente la primacia del enfoque
de Condorcet, éste no estd libre de algunos inconvenientes, tales como la
carencia de algunas propiedades deseables (decisividad, inhibicion de la
abstencion, etc.), que si verifica la regla de Borda y que, entre otras mas, se

presentan en la ultima seccion del segundo capitulo.

Como ya hemos indicado, el Capitulo 3, Extensiones graduales y variantes
linguisticas de la regla de Borda, sigue un discurso paralelo al del capitulo
anterior, y querria constituir un nuevo avance en la evolucion del método.
Aqui, el punto de partida viene dado al constatar que las extensiones discretas
hasta ahora introducidas son poco flexibles, por serlo también las preferencias
individuales en las que se basan. Mas explicitamente, el rango de puntuaciones
otorgadas, si se sigue el tratamiento del capitulo anterior, es un espectro de
valores en correspondencia con la codificacion de las preferencias (usuales)
mediante ceros y unos en el caso clasico, y ademéas 0.5 en el caso extendido

que tiene en cuenta las indiferencias.

Para superar tales constricciones, esta nueva etapa de nuestro tratamiento
permite, en primera instancia, el que cada agente no s6lo se decante por una
alternativa (o por ninguna) al compararlas por pares, sino que, ademas, cuando
prefiera una alternativa a otra, pueda mostrar con detalle cuanto la prefiere, a
través de cualquier numero entre 0 y 1. Por ello, la primera seccion del tercer
capitulo, introduce la herramienta teérica (relaciones de preferencia difusas) a
partir de la cual se consideran, en la segunda seccién, dos variantes del

procedimiento de Borda que hemos denominado en sentidos amplio y
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restringido, segun la base informacional que se considere relevante en cada
caso. También aqui se estudia la representatividad de tales contadores
graduales en conexion con sendos catalogos de propiedades de transitividad
difusa, dandose asi mismo condiciones suficientes para la verificacion de esta
deseable propiedad, y se realiza, de modo analogo al del capitulo anterior, un
analisis de tipo Condorcet en el nuevo marco gradual y en la doble vertiente
apuntada. Ademas, se realizan ciertas consideraciones comparativas acerca de

la sensibilidad de los contadores tratados.

El ultimo estadio de evolucion de la regla de Borda que hemos considerado en
la memoria asume que los agentes, al comparar entre pares de alternativas,
tienden a expresar sus preferencias mediante expresiones un tanto vagas
(mucho, regular, poco, etc.), mas que con valores numéricos exactos. Esta idea
se formaliza en la tercera seccion, al considerar etiquetas linguisticas sobre las
que se basan las preferencias del mismo nombre. Para poder operar con tales
elementos, hemos representado las etiquetas mediante nameros difusos
trapeciales, que consiguen capturar la vaguedad a la que haciamos referencia, y
mediante los que, en la seccidon cuarta, se disefian contadores de Borda
linglisticos, de nuevo en dos sentidos, de un modo similar a los hasta ahora
expuestos. Una vez mas, y siguiendo la doble via apuntada, se realiza un
estudio de la representatividad de los contadores individuales y se
proporcionan condiciones para el cumplimiento de dicha propiedad bajo ciertas
hipdtesis de transitividad linguistica. Ademas, se hace un analisis de tipo
Condorcet, ahora en un contexto linglistico-decisional, y se concluye la

seccion con algunas consideraciones tanto recapituladoras como prospectivas.

En el Capitulo 4 y ultimo, Contraste empirico, se aplican los contadores de
Borda linguisticos considerados a un caso real. En la primera secciéon se
describe el trabajo de campo previo que nos ha proporcionado los datos en los
gue nos hemos basado. A continuacion, en la segunda seccién se cuantifica el
cumplimiento de las transitividades linglisticas tratadas en el capitulo anterior.

En conexion con este aspecto, y ya en la tercera seccion, se analiza la
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idoneidad de la asignacion de calificaciones atendiendo a la representatividad
de los contadores individuales. Ademas, en la seccion cuarta, se comparan
entre si los resultados totales obtenidos mediante los correspondientes
contadores colectivos, y en la ultima seccion se confrontan las alternativas
ganadoras y perdedoras de Borda con las correspondientes de Condorcet para

los casos estudiados.

Para concluir, consignamos las publicaciones, todas ellas en colaboracién con
José Luis Garcia Lapresta, en las que se ha basado fundamentalmente la
memoria. Se omite aqui la relacion de trabajos presentados en congresos, para

lo cual remitimos a las bibliografias de los capitulos correspondientes.

1. “El matematico ilustrado José Isidoro Morales y sus aportaciones a la
Teoria de la Eleccién Social”, publicado en 1999 en el nimero 22 de la

revista LIull.

2. “Analisis de algunos sistemas de votacion a partir de la obra del
ilustrado José Isidoro Morales”, publicado en 2000 en el nimero 154 de
la revista Hacienda Publica Espafiola.

3. “A group decision making method using fuzzy triangular numbers”,
capitulo del libro Fuzzy Sets in Management, Economics and
Marketing, publicado en 2001 por la editorial World Scientific
Publishers.

4. *“Borda count versus approval voting: A fuzzy approach”, publicado en

2002 en el numero 112 de la revista Public Choice.

5. “A fuzzy Borda count in multi-person decision making”, capitulo del
libro Multiple Objective and Goal Programming. Recent Developments,
publicado en 2002 en la serie Advances in Soft Computing de la

editorial Springer Verlag.
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6. José Isidoro Morales, Precursor llustrado de la Teoria de la Eleccion
Social: Edicion Facsimil de la Memoria Matematica sobre el Célculo
de la Opinion en las Elecciones (1797) y Apéndice (1805), publicado en
2003 por el Secretariado de Publicaciones e Intercambio Editorial de la

Universidad de Valladolid y prologado por Salvador Barbera.
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Capitulo 1

Geénesis y desarrollo de la regla
de Borda

En este capitulo daremos una visién panoramica de la historia de la regla de
Borda, un procedimiento de votacion por el que los agentes han de ordenar
linealmente a los distintos candidatos, segin el mérito que éstos les merecen en
cada caso, y asignarles correlativamente puntuaciones escalonadas, decidiendo
el mayor computo total obtenido cuél es el candidato ganador. Centraremos
especialmente nuestra atencion en el matematico ilustrado espafiol José Isidoro
Morales, firme defensor y propulsor del citado procedimiento en su Memoria
Matematica sobre el Calculo de la Opinion en las Elecciones y en el Apéndice
a la obra anterior, obras publicadas respectivamente en 1797 y 1805. Como
constataremos, aunque Morales (1797) ha merecido atencion critica, desde la
fecha misma de su publicacion hasta nuestros dias, si bien de modo
intermitente, no ha ocurrido lo mismo con Morales (1805), obra que completa
la anterior incorporando ademas interesantes ideas’ y de la que puede decirse
que ha pasado casi inadvertida hasta la publicacion de nuestros trabajos: Garcia
Lapresta — Martinez Panero (2000, 2002a y 2002b), Martinez Panero (2001) y
Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999 y 2003).

! Mass6 (2003, p. 635) afirma: “la Memoria y en mi opinion, sobre todo el Apéndice, muestran
muy bien el contenido de la Eleccion Social moderna”.
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Este enfoque historico tiene un interés afiadido al puramente informativo, y una
aspiracion que sobrepasa la mera perspectiva sobre el tema. De hecho, su
principal linea directriz es heuristica: como veremos, muchas de las ideas
vertidas por Morales y sus contemporaneos franceses constituyen el embrion
de ulteriores desarrollos de la regla de Borda clasica y métodos afines, que se

detallaran en los siguientes capitulos®.

1.1 Precursores de la regla de Borda

La Teoria de la Eleccion Social (TES) tiene un largo pasado, pero una historia
reciente. Arrow (1993, p. 78) ha manifestado conocer muy pocos temas de
investigacion de interés que hayan tenido un desarrollo tan a saltos e
intermitente como el de la TES, uno de cuyos objetivos es el estudio
sistematico de los distintos procedimientos de votacion. En tal desarrollo la
regla de Borda ha desempefiado y desempefia un papel relevante. Ambos
aspectos (la discontinuidad de la disciplina y la importancia que en su
desarrollo ha tenido de forma recurrente el método de Borda) se ponen de
manifiesto, por ejemplo, en McLean — Urken (1995), donde aparecen
personajes tan dispares como (citamos cronolégicamente): Plinio el Joven,
Ramon Llull, Nicolas de Cusa, el marqués de Condorcet y Jean Charles de
Borda (sin duda las figuras punteras de la TES antes de Arrow), el propio José
Isidoro Morales, Pierre Claude Francois Daunou y Charles Lutwidge Dodgson

(alias Lewis Carroll), entre otros’. Como veremos, muchos de los autores

2 De la misma manera, ideas seminales de Borda (1784) sobre la cardinalizacién equidistante
de un ordenamiento se recogen en Sen (1998). Este trabajo sobre indices de pobreza, que revisa
Sen (1976), cita literalmente y apoya su argumento en las siguientes palabras de Borda (1784):
“digo que el grado de superioridad que el elector ha dado a A sobre B se debe considerar
idéntico al que ha dado a B sobre C”.

¥ Llama la atencién la ausencia de autores griegos, precursores de casi todo, en la lista citada. Y
es que, aungue en la democréatica Atenas se tiene constancia de votaciones con dos alternativas
0 binarias (juicios de ostracismo o incluso muerte, como el célebre proceso de Sdcrates),
apenas se hallan referencias a escritos tedricos de tema electoral en Platén, Aristoteles u otros
autores griegos preocupados por temas politicos. La razén es que la seleccion de miembros
integrantes de las distintas instituciones democraticas griegas, en las que solia haber mas dos
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citados (y otros a los que no aludiremos ahora) preconizaron o desarrollaron el
procedimiento de Borda. En cuanto a la discontinuidad de la disciplina a la que
hace referencia Arrow, su causa estribaria, a juicio de Tullock, en que “en un
periodo en el cual la democracia era casi una religion, no es extrafio que la

mayoria de los investigadores le diera la espalda™.

En plena Edad Media, una época en que la problematica electoral se
circunscribia casi exclusivamente al &mbito monastico®, la regla de Borda fue
anticipada por dos de los precursores citados, varios siglos antes de que el autor
francés disefiara el método que hoy lleva su nombre y lo defendiera
publicamente en 1770 ante la Real Academia de Ciencias de Paris.
Efectivamente, el mallorquin Ramoén Llull (circa 1232 — 1316) describe en su
novela Blanquerna, que data de 1283, la eleccién de una abadesa en un
convento de monjas®. Aunque la exposicién de Llull es oscura, McLean —
Urken (1995, p. 18) conjeturan que el procedimiento en cuestion pudiera ser el
método de Borda’. Lo que ya es incuestionable es el hecho de que Llull, en un
opusculo titulado De Arte Electionis, fechado en 1299, fue el primero que tuvo
en cuenta que la decision final en una eleccion debe emerger de todas las
posibles comparaciones entre parejas de candidatos, algo que juega un

importante papel en Condorcet y, mas recientemente, en la moderna TES a

alternativas o candidatos, se realizaba por sorteo. Sobre aspectos electorales de la democracia
griega, véase Forrest (1966).

* Véase el Apéndice 11, del que es autor Tullock, en Buchanan — Tullock [1962] (1980, pp. 368
—392). La cita de Tullock, quien hace un resumen de Black (1958, Part Il), aparece en p. 374.

® Véanse a este respecto McLean —London (1990), Colomer — McLean (1998) y McLean —
Urken (1995). Excepcion a este ambito eclesiastico de las elecciones durante la Edad Media es
la designacion del dogo o dux de Venecia mediante un procedimiento de votacion que es
antecesor del que modernamente se ha denominado “voto aprobatorio”. A este respecto, véase
Lines (1986). En Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002a) hemos estudiado la conexion de
este método de votacién con el de Borda.

® También traté Llull de la eleccién de un rey en El Libro de las Bestias, aunque en este caso
en un contexto fabulistico.

” Sin embargo, Felsenthal — Machover (1992) ponen en tela de juicio esta interpretacion, y
Colomer (2001, p. 100) sugiere, por su parte, que el método al que alude Llull seria la regla de
Copeland, de la que trataremos mas adelante en conexidn con la regla de Borda.
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partir de Arrow®. A pesar de que tales comparaciones por pares no aparecen
explicitamente en la formulacién de la regla de Borda, Morales (1805, pp. 18 'y
ss.), al parecer sin conocimiento manifiesto de Borda (1784), hizo patente el
hecho de que los agentes tienen en cuenta tacitamente dichas comparaciones a
la hora de otorgar las puntuaciones a los candidatos y, como veremos, esgrimio

este argumento en su defensa a ultranza del citado procedimiento de votacion.

Significativamente, el otro pionero del método de Borda fue conocedor (y
acaso autor) de la transcripcion de la Unica copia que se conoce de la obra de
Llull De Arte Electionis. Se trata del cardenal Nicolas de Cusa (1401 — 1465),
quien en el libro 111 de su obra De Concordantia Catolica, publicada en 1434,
discute varios procedimientos de votacion en un contexto de eleccion papal.
Cusa describe en el capitulo 37 de la citada obra un método que es justamente
el de Borda, con puntuaciones individuales escalonadas, desde la unidad hasta
el nimero total de candidatos, asignadas a los mismos. Esta es la razén por la
gue McLean — Urken (1995, pp. 24) han reivindicado su prioridad y sugerido

»9

que deberia hablarse de “regla de Cusa™, en vez de “regla de Borda”.

En suma, tanto Llull como Cusa realizaron importantes avances en lo relativo a
elecciones con mas de dos candidatos u opciones'® en conexién con lo que,

siglos después, se denominaria “regla de Borda”. La eclosion de este

® La figura de Llull en cuanto que precursora de la TES es tratada en The Augsburg Web
Edition of Llull's Electoral Writings (http://www.math.uni-augsburg.de/stochastik/Ilull/), con
interesantes reproducciones facsimiles en edicion digital, McLean — London (1990), asi como
en McLean — Urken (1995, pp. 16 — 19 y 71 — 75), donde se reproducen (en este caso en inglés)
algunas de las obras citadas. En los dos Ultimos trabajos se conjetura que, tal vez, como ocurre
con la Aritmética, la introduccién de la TES en Occidente tenga sus origenes en el mundo
arabe, siendo Llull, experto conocedor de las dos culturas, el eslabon entre ambas. Sin
embargo, no se han encontrado hasta la fecha avales que respalden tal suposicion.

% Sobre el papel de Cusa en los origenes de la TES, véase también McLean — London (1990).
Por otra parte, el capitulo en el que Cusa expone su version de la regla de Borda aparece
traducido al inglés en McLean — Urken (1995, pp. 77 — 78).

10 E| hecho de que el paso de elecciones binarias a elecciones con més dos alternativas supone
una transicion radical no fue un descubrimiento griego, por las razones que hemos indicado,
pero si fue entrevisto por Plinio el Joven (62 — circa 113). A este respecto, véanse Farquharson
(1969), Riker (1986, pp. 78 — 88) y McLean — Urken (1995, pp. 14 — 16 y 67 — 70). ES mérito
importante de Morales (1797, pp. 16 y ss.) el haber justificado matematicamente la diferencia
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procedimiento, ya fuera como método de votacion ideal (en el caso del propio
Borda, Daunou en sus comienzos y Morales), o bien como objeto de critica
(caso de Condorcet y Daunou a partir de la llegada al poder de Napoledn), tuvo
lugar en el periodo histérico con el que comienza la denominada Edad
Contemporanea. Pero, como ha ocurrido a menudo en el desarrollo historico de
la TES, se hubo de comenzar desde el principio, pues se hizo tabula rasa de los
progresos de los autores medievales citados, que fueron desconocidos o
dejados de lado con una autosuficiencia tipicamente ilustrada.

1.2 Lareglade Bordaen la “Edad de Oro” de la TES

La situacion a la que aludia Tullock, en que la democracia era una pretension
ideal, cambia sustancialmente a partir de Rousseau (1712 — 1778) quien, pese a
su negacion del progreso y antipatia por la civilizacion (que no por el ser
humano), comienza a difundir la doctrina de la soberania del pueblo, dandole
una atractiva apariencia de precision matematica. La cristalizacion histdrica de
estas ideas se da en la Revolucion Francesa. Segun Bury (1971, p. 188) “los
revolucionarios imaginaban que podian romper bruscamente con el pasado y
que un nuevo método de gobierno, construido sobre moldes matematicos [...]
llegaria a crear las condiciones para una felicidad idilica en Francia”. En este
ambiente de ideas preconizado por el filésofo de Ginebra debemos enmarcar la
llamada “Edad de Oro” de la TES™, con nombres como los de Condorcet'?,
Borda o el propio Morales™, entre otros, con quienes la citada disciplina

adquiere categoria de ciencia.

crucial entre los votos de propuestas (dos alternativas) y las “elecciones numerosas” (mas de
dos alternativas).

1 Este es el nombre dado por McLean (1995a) a una de las épocas de desarrollo de la TES,
concretamente al periodo 1794 — 1803. Véase también McLean — Urken (1995, pp. 23 — 41).

12 Sobre la influencia de Rousseau en Condorcet, véase Grofman — Feld (1988).

3 Se acusa la influencia de Rousseau en el autor espafiol, por ejemplo, en Morales (1805, p.
15), donde se alude literalmente al concepto de “voluntad general”.
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1.2.1 Los contemporaneos de Morales

Como veremos, aun dentro de la nOmina antes citada de autores tan diversos
que preconizaron la TES, Morales fue un caso bastante atipico. Desde luego, la
Espafia de su época resultd ser un marco muy estrecho para muchas de sus
facetas y aspiraciones, por lo que él mismo tratdé por todos los medios de
buscar interlocutores a su mismo nivel en Francia. Por eso, antes de estudiar la
vida y obra de Morales, y para valorar en su justa medida la originalidad y
validez de sus aportaciones, debemos verlas inmersas en la fecunda corriente
de ideas que se gestaron en ese periodo en el que Francia fue crisol de la

cultura europea.

Figura emblematica de esta eclosién intelectual, y sin duda alguna la mas
importante en el desarrollo de la TES antes de Arrow, fue el marqués de
Condorcet (1743 — 1794). Su obra es menos conocida y estudiada que la de
Rousseau y otros enciclopedistas franceses, aunque su relevancia e influencia
de pensamiento cada vez merece mas atencion critica. Matematico, filosofo,
pedagogo, politico y economista, de ideas liberales, feministas, antiesclavistas
y anticlericales, es conocido sobre todo por el optimista Esquisse d’un Tableau
Historique des Progrés de I’Esprit Humain™*, obra escrita en la clandestinidad,
poco antes de su suicidio durante el Terror, en 1794, y publicada
postumamente. No parece, sin embargo, haber alcanzado tanta difusion su
fundamental Essai sur I’Application de I’Analyse a la Probabilité des
Décisions Rendues a la Pluralité des Voix (Condorcet (1785)), a pesar del
impulso que supuso en la matematizacion de las ciencias sociales. La razon de
que esta obra no obtuviera inicialmente mucha comprension, ni tan siquiera en

Francia (exceptuando tal vez a Laplace), se debe al estilo un tanto oscuro de su

4 Condorcet [1795] (1980), obra en la que se hace un repaso histérico hasta los tiempos de la
Revolucion Francesa, a la que el autor, sin acritud, no reproché los excesos de los que él
mismo fue victima. Esta obra de Condorcet se registré en 1797 en el indice de libros
prohibidos de la Inquisicién. Cf. Kamen [1979] (1985, p. 357).



1.2 Lareglade Bordaen la “Edad de Oro” de la TES

autor, y al enfoque probabilistico que le dio™. Esta situacion es extensiva hasta
Todhunter (1865), quien malinterpretd algunas de las ideas de Condorcet,
aunque simultaneamente les dio una difusion que ha posibilitado, ya desde una
perspectiva actual, que a partir de Guilbaud (1952), Black (1958), Arrow
(1963) [1974], Young (1977, 1986, 1988, 1995) y Young — Levenglick (1978)
podamos afirmar que Concorcet fue un visionario, cuyas profundas intuiciones

lo colocan muy por delante de su propia época.

La conexion Condorcet — Morales, si existio, hubo de ser indirecta. Bien es
cierto que Condorcet fue autor en 1792 de un subversivo Avis aux espagnols, y
que ilustrados espafioles relacionados con Morales, como Quintana y
Jovellanos, fueron lectores de Condorcet, aunque s6lo en su vertiente
pedagogica. Ahora bien, a pesar de ciertas similitudes que sefialaremos, no nos
consta que Morales tuviera conocimiento de primera mano de los trabajos de
tema electoral de Condorcet. En cualquier caso, el autor francés no aparece
citado ni en su Memoria®® ni en el Apéndice, aunque tal vez ello se debiera a
que, como se ha sefialado, se trataba de un autor prohibido por la Inquisicion

espafiola’.

No es éste el caso de Jean Charles de Borda (1733 — 1799), quien si aparece
citado un par de veces por Morales en su Apéndice aunque, COmMo veremos, no
debe verse en ello una mera filiacion o simple adaptacion de ideas recibidas de

Francia. Borda fue tan polifacético como su contemporaneo y antagonista

> Tal enfoque se debe, como ha sefialado Arrow [1963] (1972, p. 203), a que “segln
Condorcet, los votantes actiian como jueces de alguna verdad mas bien que como personas que
expresan sus propias preferencias”.

18 Asi, resumidamente, nos referiremos en ocasiones a Morales (1797). Bien es cierto, como
veremos, que Morales escribié otras memorias sobre temas politicos, pedagogicos, etc.
Entendemos, no obstante, que la Memoria Matematica fue su magnum opus, por lo que
omitiremos el calificativo cuando no dé lugar a ambigiiedad.

17 Sobre las multiples facetas de la figura de Condorcet son de interés Rashed (1990), McLean
— Hewitt (1994) y el estudio preliminar de Antonio Torres del Moral en Condorcet [1795]
(1980). Acerca de la conexion de Condorcet con Espafia, véanse Lluch (1989) y las obras
citadas en Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999), especialmente en este Gltimo caso para
su posible influencia en Morales en aspectos tanto propios como ajenos a la TES.
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Condorcet*® o el mismo Morales, ya que fue fisico (contribuy6 a la dindmica de
fluidos y desarrollo un péndulo, que lleva su nombre, para medir la intensidad
del campo gravitatorio terrestre), ingeniero (destacé en el perfeccionamiento de
instrumentos nauticos y astronémicos, singularmente el que denomind “circulo
repetidor”) y oficial de marina (capitane6 importantes expediciones
cartograficas, y de hecho fue Borda quien por vez primera realizd una
triangulacion precisa del Teide). Como reconocimiento a ello, Borda ha dado
su nombre a un crater de la Luna y a un buque hidrogréafico de la marina
francesa. Pero aqui nos interesa resefiar su trabajo sobre las elecciones que, si
bien ocupa una porcién (en cuanto a extension) muy pequefia en relacion con
los de Condorcet, es de gran densidad y también de gran importancia®®. Ambos
autores sefialaron inconsistencias de los principales procedimientos de votacion
al uso. Por una parte, Condorcet denunci6 que, en una eleccion llevada a cabo
por el método de mayoria simple, los individuos pueden manifestar sus
preferencias racionalmente, pero perderse esta racionalidad en el agregado (lo
que se conoce como paradoja del voto, efecto Condorcet o existencia de
mayorias ciclicas). Por su parte, Borda constatd que los métodos de eleccién
tradicionales impiden que la consulta electoral alcance una deseable
representatividad. Para subsanar este defecto propuso, en una Memoria leida
ante la Real Academia de Ciencias de Paris en 1770, el procedimiento de voto
ponderado® que desde entonces, en su honor, se denomina “regla de Borda™.

Este método merecié especial atencién por parte de Condorcet?, quien sefial6

8 Las de Borda y Condorcet fueron “vidas paralelas” que coincidieron ocasionalmente en
distintos campos. Por ejemplo, ademés de sus intereses por la TES, ambos tuvieron una
destacada labor en la introduccion del sistema métrico decimal en Francia (véase Alder
(2003)). Ahora bien, aunque Black (1958, pp. 166 y ss.) ha sefialado que entre ellos habia
amistad mutua, lo cierto es que su relacion era de auténtica rivalidad, no exenta de respeto.

% En Mascart [1919] (2000), pormenorizada biografia de més de 800 péaginas dedicadas a
Borda, su aportacién a la TES se desarrolla en 7 paginas, concretamente pp. 128 — 134.

20 Consignamos aqui una analogia que nos ha llamado la atencion: asi como una idea
fundamental del método de Borda es la de que las puntuaciones deben emitirse en progresion
aritmética, la clave del circulo repetidor de Borda es la de que las mediciones geodésicas deben
realizarse en progresion geométrica. Sobre este Gltimo aspecto puede consultarse Alder (2003).
! De hecho, no fue sino Condorcet quien editd, con comentarios propios, la Memoria
presentada por Borda ante la Real Academia de Ciencias de Paris en 1770, catorce afios antes
de que se publicara finalmente, tras algunas vicisitudes editoriales, en 1784. Traducida al
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su manipulabilidad (estrategias de voto mediante las cuales los electores
consiguen resultados mas cercanos a sus propositos falseando sus preferencias
que si se manifestaran sinceramente). Borda contestd laconicamente que su
procedimiento sélo era vélido para ser utilizado por hombres honrados?. En
cualquier caso, en 1796 se aprobd su uso en la eleccion de miembros del
Institut National de France®, y éste fue el mecanismo de seleccién de
miembros empleado en las distintas secciones hasta 1804, afo en el que, por
intervencion expresa de Napoleén®, se sustituyd la regla de Borda por un
procedimiento en el que los candidatos debian obtener la mayoria absoluta de

votos, permaneciendo las plazas vacantes de no ser cumplido este requisito®.

Se puede hablar, pues, de una cierta polémica intelectual. Borda, de caracter
pragmatico (al igual que Morales), se preocupd de ciertos aspectos de
idoneidad de los principales procedimientos de votacion y postuld el suyo
propio con fines exclusivos de puesta en practica. Condorcet, de formacién
mas filoséfica, tratd de disefiar un modelo matematico general del homo
suffragans. Tal confrontacion se sustancia en el hecho de que Borda y
Condorcet entendieron de distinta forma quién deberia ser ganador en unas
elecciones. Aunque la explicacion que sigue puede pecar de simplista (serad
desarrollada y explicitada a lo largo de este mismo capitulo y del siguiente),
bastard sefialar por ahora que para Borda deberia ganar el candidato que

inglés, se reproduce parcialmente a partir de los manuscritos de Condorcet, pues no se conserva
integra, en McLean — Urken (1995, pp. 81 — 89) y en Grazia (1953). También aparece citada
casi literalmente como apostilla a la edicién que realiz6 Condorcet de las Cartas a una
Princesa de Alemania sobre diversos Temas de Fisica y Filosofia, de Euler, y como tal aparece
en Lopez de Pefalver [1799] (1992, pp. 56 — 59), quien tradujo esta obra de divulgacion del
matematico suizo al castellano a partir de la edicion de Condorcet.

22 Sobre la denuncia de Condorcet de la manipulabilidad del método de Borda, véase Moulin —
Young (1987). Véanse también McLean — Urken (1995, p. 40) y Black (1958, pp. 156 y ss.).

2 Como se detallarad més adelante, éste es el hilo conductor que une a Borda y su método con
Morales, quien leyd un acta de votacién del citado organismo en un periddico de la época.

2% Curiosamente Napoleén fue elegido mediante el método de Borda como miembro de la
seccidn de Ciencias Fisicas y Matematicas, subseccion de Artes Mecénicas, en 1797, afio de la
publicacion de la Memoria de Morales.

%% Cf. Black (1958, p. 180) y McLean — Urken (1995, pp. 39 — 40). Sin embargo, en Mclean —
Hewitt (1994, p. 51) se sefiala que el nuevo método implantado en el Institut National
conllevaba descartes sucesivos de los candidatos.
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puntuase mas mediante la aplicacion de su método, mientras que Condorcet
postulé que deberia ser seleccionado (caso de existir) aquél que venciese por
mayoria simple al resto de candidatos al enfrentarse con cada uno de ellos?®.
Lejos de ser estéril, la dualidad Borda versus Condorcet aun se deja ver en lo
que los anglosajones denominan “positionalist” y *“non-positionalist voting

theory”, respectivamente®’.

La dicotomia a la que hacemos referencia la ejemplific6 con su propia
trayectoria el historiador y critico literario Pierre Claude Frangois Daunou
(1761 — 1840). El fue uno de los académicos por cuya mediacion se introdujo
la regla de Borda en el Institut National de France en 1796. Sin embargo, hacia
1803 ya habia variado su posicion inicial y derivado hacia una linea
condorcetiana, tal vez influido por el propio marqués, con quien tuvo estrecha
vinculacion politica e intelectual. Como afirman McLean — Urken (1995, p.
40), las razones de este cambio se explicitan en Daunou (1803), donde se
critica la justificacion que Laplace habia hecho del espectro de puntuaciones en
el método de Borda, atendiendo a razones de equiprobabilidad que ya estaban
implicitas en la propia Memoria de Borda?®. Por otra parte, también Daunou
arguye motivos de manipulabilidad a los que ya hemos aludido. Cabe sefalar,
no obstante, que tras estas criticas Daunou deja traslucir la adhesion al poder
emergente de Napole6n, detractor del uso de la regla de Borda.

Un aspecto interesante de Daunou (1803) es que recoge de forma explicita la
idea de “intensidades de preferencia” entre pares de candidatos por parte de los
agentes, que jugara un papel fundamental en nuestro Capitulo 3: “Incluso si

este votante intentase expresar de forma clara y positivamente sus opiniones

%6 A este respecto pueden consultarse, entre otros, Black (1958, pp. 178 — 180) y Rashed (1990,
pp. 63 y ss.). Es asi mismo conveniente sefialar, como hace Nurmi (1999, p. 22) que “el
ganador de Condorcet no es un método, sino una alternativa”. Como veremos, existen muy
diversos métodos que seleccionan al ganador de Condorcet cuando éste existe.

27 A este respecto véanse, entre otros, Gardenfors (1973) y Pattanaik (2002).

%8 Sobre la justificacion de Laplace del rango de puntuaciones Borda y las criticas a la misma,
véase Black (1958, pp. 180 — 183). Por otro lado la argumentacion de Laplace, que también

10
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con religiosa integridad, ¢que magnitudes reflejarian clara y exactamente los
grados de intensidad de sus votos?”?. Esta noci6n aparecia ya prefigurada en
los trabajos de Borda y Condorcet. Por ejemplo, cuando este ultimo, citando a
Borda, supone que “los grados de mérito ¢ de preferencia entre los Candidatos
son iguales y reputados por iguales en la opinion de los Censores®, dando a
entender implicitamente, por tanto, que podrian ser distintos. También Morales
(1797, p. 8), quien afirma no tener conocimiento de los trabajos de los
franceses, habia sostenido que “no hay mas que un método exacto, y por
consiguiente justo de elegir, y es el método que podemos llamar de
compensacion, el qual compara y pesa los grados de opinion del mismo modo
que en una balanza se comparan diferentes pesos para conocer aun la mas
pequefa diferencia que haya entre ellos”. Méas adelante, Morales (1797, p. 49)
Ilama “eleccion justa a [...] aquella en que cada elector haya asignado a cada
candidato el grado de aprecio, que segun su juicio le merece en comparacion
con los demas”. Y todavia Morales (1805, p. 9), que recoge las criticas que
habia merecido su Memoria, cita entre ellas la poca permisividad en las
puntuaciones del método de Borda, ya que con un mayor rango de valores “[...]
cada elector podra asignar y expresar con mas exactitud la razén en que halla &

un candidato respecto a otro”.

En su replanteamiento y abandono final de su fe en la regla de Borda, Daunou
(1803) hace referencia y critica a Morales (1797), ya que el autor espariol,
ajeno a cualquier tipo de polémica, habia tomado partido decididamente por el
procedimiento recusado por el citado autor francés. Daunou (1803), en cambio,
no aparece citado en Morales (1805). Sin embargo, como veremos, la resefia
que Daunou hizo de Morales ha sido determinante en la recuperacion de la

figura del espafiol tras casi dos siglos de olvido.

toca interesantes ideas de intensidad en las preferencias de los agentes, ha sido modernamente
retomada por Tanguiane (1991, pp. 80y ss.), Basset Jr. — Persky (1999) y Tangian (2000).

2% \/éase McLean — Urken (1995, p. 247).

%0 Cf. Lépez de Pefialver [1799] (1992, p. 59) donde, como se ha indicado, se recogen
comentarios de Condorcet sobre Borda (1784). Sobre esta obra y su posible conocimiento por
parte de Morales, véase 1.2.3.
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1.2.2 Viday obra de Joseé Isidoro Morales

La informacion que tenemos acerca de José Isidoro Morales, a diferencia de los
casos de Condorcet y los autores franceses citados, ha sido hasta ahora
incompleta (de hecho lo sigue siendo en lo que respecta a su exilio en Francia),
dispersa y a veces contradictoria. Por tanto, hemos creido necesario perfilar
una semblanza biografica lo mas cerrada posible, conscientes de que en
muchas de sus facetas vitales se deja traslucir su interés por el tema electoral, y
mas concretamente por la regla de Borda. En cuanto a la obra de Morales, muy
diversa, ésta ha sido estudiada hasta ahora de forma parcial y fragmentaria.
Particularmente, esto se hace patente en lo que respecta a sus trabajos
matematicos relativos al citado método de votacién. Asi, aunque con
discontinuidad, Morales (1797) ha recibido desde su misma publicacion hasta
nuestros dias la atencion critica que esta obra merece. Sin embargo Morales
(1805), con aspectos no menos importantes, como ya se ha sefialado, ha pasado
casi desapercibido. Creemos oportuno, por tanto, recuperar a Morales en su
conjunto y situarlo en el contexto historico en el que esté inscrito, como etapa
previa a la valoracion ecuanime de su relevancia en la génesis de la moderna
TES™.

Segun los datos del Archivo Universitario de Sevilla, José Isidoro Morales
Rodriguez naci6 en Huelva el 4 de abril de 1758. Siempre estuvo vinculado a
su patria chica, pero su trayectoria vital estuvo especialmente adscrita a Sevilla,
una “Atenas espafiola” de la época ilustrada, ciudad por la que pasaron en
diversos momentos de sus vidas figuras de la talla intelectual de Olavide,
Forner o Jovellanos, entre otros. En el aspecto meramente académico, Morales
alcanzo el grado de Bachiller en Filosofia en 1771 y obtuvo la licenciatura en
Artes en 1776. Llegd a ser Diputado (un cargo universitario en Junta de

Gobierno) en la época que siguio a la reforma de Olavide. Y, como ilustrado

3 Los detalles historicos y biogréaficos expuestos a continuacion, asi como las fuentes
bibliograficas y documentales acerca de Morales en los que se basan, se pueden completar en
Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999 y 2003) y en Lara Rédenas (2001).
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que fue, pertenecié a la Academia de Buenas Letras y de la Sociedad
Econdmica de Sevilla, y frecuentd la compafiia de algunos integrantes célebres
de la Academia de Letras Humanas®*: Lista, Reinoso, Arjona, Blanco White**,
etc., todos ellos eclesiasticos, como el propio Morales o Mifiano, también afin a

dicho circulo de relevantes intelectuales.

Hay también constancia de que Morales asistio, como oyente voluntario, a
alguno de los cursos impartidos en los Reales Estudios de San Isidro de
Madrid, centro reconvertido tras la expulsion de los jesuitas. Alli estuvo
interesado en la Historia Literaria y desarrollé en 1790 el tema de la Historia
de la educacion publica de las naciones antiguas y de sus escuelas hasta el
establecimiento de la de Alexandria. Posteriormente estuvo vinculado a este

centro como miembro de diversos tribunales de oposicion.

Llegd a ser profesor de Matematicas de los Pajes del rey Carlos 1V y, desde
1796, Teniente de Ayo de los mismos, aunque ignoramos de qué centros o
instituciones citados pudo provenir su cultura matematica, o incluso si en
alguna medida su formacién fue autodidacta®. Por lo que podemos observar en

su Memoria Matematica sobre el Calculo de la Opinion en las Elecciones, y en

%2 En relacion con el ambiente intelectual de esta Academia pueden consultase Juretschke
(1951, pp. 19y ss.) y Aguilar Pifial (1989, pp. 266 — 267). Este Gltimo cita el siguiente parrafo
de Alberto Lista: “Ya se juntaban [sus miembros] para leer a nuestros clasicos y hacer
observaciones sobre el lenguaje; unos suplicaban a un compafiero que sabia matematicas que
los iniciase en esta ciencia; [...] all4, mientras se daba un paseo, explicaba otro los principios de
la geografia a la vista de los astros, o si era de dia se leian, haciendo reflexiones sobre ellas,
algunas piezas de nuestro teatro... En fin, no se hacia mas que ser aplicados, virtuosos y felices
dando y recibiendo instruccion”.

% Precisamente Blanco White [1822] (1983, pp. 75 — 122), en la tercera de sus Cartas de
Espafia, publicadas originalmente en inglés, pinta un vivo cuadro del ambiente espiritual de
esta comunidad. Blanco, que no era dado a citar explicitamente los nombres concretos de sus
colegas, alude entre ellos a “uno de los hombres mas dignos y mejor dotados que la tirania y la
supersticion hayan condenado a vegetar en la oscuridad”, calificativos que, como veremos,
bien pudieran referirse a Morales a la luz de la trayectoria vital de éste.

% Aceptando nuestras hip6tesis sobre la influencia de Lista y la Academia de Letras Humanas
o0 la Sociedad Patri6tica de Amigos del Pais hispalense en la formacidn cientifica de Morales,
Lara Rddenas (2001, pp. 15 y ss.) conjetura que también pudo haber adquirido conocimientos
de su pariente José Rebollo Morales, catedratico de Matematicas del Real Colegio de San
Telmo de Sevilla. Asi mismo, Lara Rédenas (2001, pp. 42 y ss.) ha puesto de manifesto que los
intereses matematicos de Morales no se restringian al tema electoral, abarcando aspectos como
la edicién de tablas astronémicas o la introduccion del sistema métrico decimal en Espafia.
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el Apéndice a dicha obra, aunque las herramientas técnicas empleadas en las
mismas van poco mas alla de la combinatoria y las progresiones aritméticas,
Morales da buena muestra de rigor y madurez cientifica. Asi, Ochoa [1870]
(1965, p. 604), de la generacion siguiente a la de Morales, lo consideraba “uno
de los més insignes matematicos que ha tenido Espafa”, si bien el transcurso
del tiempo fue atenuando esta apreciacion. Tanto es asi que la literatura sobre
la historia de la ciencia en nuestro pais no recoge referencia alguna sobre
Morales, ni tan siquiera al especializarse en un periodo tan fecundamente
estudiado en este campo como el ilustrado. Solo en fechas recientes el interés
por Morales como precursor de la TES ha dado pie a para reivindicar su figura
con sentido de perspectiva historica (cf. especialmente Martinez Panero —
Garcia Lapresta (1999 y 2003), Martinez Panero (2001) y Lara Rddenas (2001)

a este respecto).

En terreno politico Morales fue decididamente liberal®

. Particip6 en una
comision constituida por profesores de la Universidad de Sevilla, en la que
también se encontraba Lista, para “arreglar y sostener un ejército permanente y
conservar una marina”. Fue vocal de la Junta de Instruccion Publica,
organismo que en la época de Jovellanos como ministro de Gracia y Justicia
(1797 — 1798) elaboro un proyecto de organizacion de los estudios para la Casa
de Pajes del Rey, en el que se introducian ideas de Locke y Rousseau que
fueron muy mal vistas desde Palacio. Estuvo asi mismo en una comision de
Cortes que, de nuevo bajo la direccion de Jovellanos, preparaba la reforma de
la ensefianza propugnando su gratuidad, y en la que también figuraba Lista,
quien compartia con Morales intereses diversos®. En 1809 defendié una
Memoria a favor de la libertad politica de imprenta ante la Junta de Instruccion
Publica, presidida una vez mas por Jovellanos. Tras la intervencion de Morales

se consiguié la aprobacion de la mocion de libertad de prensa por dicha

% Como tal, Elorza (1970, pp. 189 y ss.) le dedica un importante lugar en su estudio de la
ideologia liberal en la llustracién espafiola.
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institucion, si bien no de manera unanime. El debate, sin embargo, no paso a
instancias superiores, ante el devenir de los acontecimientos bélicos. Por fin, en
el mismo afo, aparece Morales como miembro de la Junta de Medios y

Recursos.

La carrera eclesiastica de Morales sigue un curso ascendente. De simple
presbitero, como acredita en la portada de su Memoria, pasaria a ser canénigo
en la Catedral de Sevilla, desde donde se hizo patente su afrancesamiento
durante la dominacién napolednica®’. Predicé en ceremonias de los franceses,
como en la onomastica del emperador, y escribié panfletos en los que
propugnaba que se dotasen las plazas vacantes por proscripcion en el cabildo
catedralicio, suscitando la consiguiente polémica. Prueba de su prestigio es el
hecho de que Mifiano, tnico miembro del cabildo de Sevilla que no juré lealtad
al rey José, agradeciera por mediacion de Ochoa “la tierna solicitud de su
amigo don Joseph Isidoro Morales, que gozaba entre los primeros jefes
franceses de la alta consideracion que siempre debid merecer del gobierno
espafiol”. Por intercesién de Morales, Mifiano, que habia sido detenido en

1810, consiguio ser excarcelado.

En el transcurso del mismo afio y ya claramente afecto al bando francés,
Morales actia como emisario del rey “intruso” para el sometimiento de la
escuadra espafiola en Cadiz, lo que le hace blanco de la satira de Arriaza
(1810), en su Desenfado Patriético®®. Es ésta una obra acerba donde tiene lugar
un chispeante didlogo entre un lenguaraz “Patriota” y un “emisario del rey

Pepe” que es portador de todas las indignidades de “los que vendieron al

% Entre éstos, las Mateméticas fueron sin duda el vinculo mas relevante entre ambos. De
hecho, en el &mbito nacional, Lista seria, como veremos, de los que mas estimaron la labor de
Morales en este campo.

% Moreno Alonso (1995, p. 256) considera a Morales “afrancesado por razones eminentemente
intelectuales antes que politicas o canonicas, que de todo hubo en su biografia”, y anuncia en el
mismo lugar una memoria sobre el personaje, ain no publicada, como “paradigma del
intelectual afrancesado”.

% Sobre esta sétira, que le vali6 a Arriaza la enemistad de Quintana, cf. Suérez (1982, p. 212) y
Gil Novales (en curso), parte de cuya informacidn aparece también en la voz “Arriaza” en
www.enciclonet.com y en la Enciclopedia Universal Micronet (1999, edicion en CD-ROM).
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enemigo la libertad de su patria”. Este ultimo personaje, al que se denomina
indistintamente “Doctor Jarabes” o “Padre Jarabes” por su aire halaglefio y
palabras blandas, no es otro que una caricatura cruelmente distorsionada de
Morales. Efectivamente, aunque su nombre no aparece citado en ningun
momento, diversos rasgos lo identifican con el “abate rubicundo” que departe
con el Patriota ya que, como él, es doctor (asi lo acredita Morales en la portada
de su Memoria), canonigo, autor de una Memoria sobre la libertad politica de
prensa y poseedor de la “Orden de la Berenjena”, el nombre con el que
desenfadadamente se conocia a la Real Orden Espafiola por el color de su cinta.
Y también este ultimo detalle coincide, ya que, por los servicios prestados, esa
distincion le habia sido concedida a Morales por decreto de 3 de febrero de
1810.

En 1811, como culminacion de su ascenso en la escala eclesiastica, Morales
consigue el rango de dean del cabildo catedralicio de Sevilla, madxima dignidad
después de la obispal, tomando parte destacada durante el mismo afio en la
instalacion definitiva de los restos de Arias Montano en la Iglesia Patriarcal de
dicha ciudad. No abandona su faceta politica e integra una Junta Provisional
ordenada en 1812 por el conde de Montarco, comisario de las Andalucias por
el rey José, donde con él figuran Mifiano, Reinoso y Lista, con el cometido de
examinar las cuentas de los hospitales y asilos de indigentes y preparar sus
presupuestos. Estos datos en su conjunto nos muestran que, aunque de raiz
intelectual, el colaboracionismo de Morales no fue, como en el caso de otros

afrancesados, meramente pasivo.

Con la retirada de los franceses en 1813 comienza el exilio de Morales y otros
afrancesados. Su nombre aparece en una lista de 1657 emigrados con el
ejército galo, distribuidos por ministerios, en la que se especifica el sueldo,
lugar de residencia asignado y observaciones sobre los familiares que
acompafian a cada refugiado. A Morales se le asigné asilo en la poblacion
francesa de Oloron, no muy lejana de la frontera espafiola. En esta ultima etapa

de su vida escasean los datos biograficos de que disponemos: todavia figura
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como canonigo en la Guia Eclesiastica de 1816, y aparece citado en la
correspondencia intercambiada entre Reinoso, Mifiano y Lista, quien lo supone

residente en Paris en 1817.

El dltimo capitulo de la vida de Morales esta documentado en la biblioteca del
Servicio Historico Militar de Madrid, donde se encuentra el importante fondo
bibliografico conocido como Coleccion del Fraile, un conjunto de 1008
volumenes que contienen libros, folletos, periddicos y material escrito de
caracter diverso desde 1738 a 1824, reunido por fray Joaquin de Sevilla. Entre
estos papeles se encuentra una hoja que contiene Copia de la inscripcion
sepulcral dedicada a memoria del Doctor y Maestro D. José Isidoro Morales,
natural de Huelva, en el arzobispado de Sevilla, que mandaron grabar sus
amigos en el jaspe que cubre su sepulcro en Paris. EI emotivo texto, que da

idea de la penuria y desarraigo de Morales en sus ultimos afios, reza asi:

“Aqui yace José Isidoro Morales, espafiol, canonigo de la Iglesia
Metropolitana y Patriarcal de Sevilla, de sobresaliente ingenio;
quien empled su vida en tareas Utiles y continuas, cultivando con
suceso las ciencias sublimes y las bellas letras, y ensefiando con la
mayor perfeccion las matematicas. Verdaderamente sabio; tan
austero para consigo como indulgente para con los demas; observé
con esmero los preceptos de la religion y de la virtud, sin que la
pobreza, el destierro ni la muerte alterasen su apacibilidad. Tierno
amigo. Murio en Paris el 29 de octubre de 1818 a los sesenta afios
de edad. Sus amigos le erigieron este monumento. Descanse en

paz” (version castellana del original en latin®).

¥ Cf. Moreno Alonso (1995, p. 258), quien transcribe el texto en latin y castellano,
documentandolo en la citada Coleccion del Fraile, vol. 652 (nim. 2485). Sin embargo, en el
indice bibliografico consultado por nosotros (Freire Lopez, 1983) la transcripcién del epitafio
de Morales figura en vol. 630 (nim. 2343). Este precioso documento corrige la fecha de muerte
Morales dada en Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999), tomada entonces “con las debidas
reservas” de una resefia biografica de Morales en Berazaluce (1983, p. 34).
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La postergacion y oscurecimiento final que traslucen estas lineas fueron
también el destino al que se vieron abocados muchos otros intelectuales
espafioles en los afios de desastre que siguieron a la Guerra de la

Independencia.

A la luz de la trayectoria vital de Morales, podemos situarlo en la que Vicens
Vives (1972, p. 432) ha denominado “generacion de Jovellanos, de hombres
inteligentes pero escépticos, que no creen ni en la estructura importada ni en el
reformismo dictado desde arriba. Estiman que Espafia debe evolucionar poco a
poco y que es peor la operacion (al estilo de la Revoluciéon Francesa) que la
enfermedad. Una generacidén desengafiada, moderada; pero en el fondo, una
generacion liberal, que prepara el futuro del siglo XIX espafiol”. Vicens Vives
data esta generacion a partir de 1790. Mas recientemente, Moreno Alonso
(1989) ha estudiado con detalle la que denomina “generacion espafiola de
1808, una generacion escindida a partir de la cudl pudiera comenzar a
hablarse de “las dos Espafias”. Tal ruptura interna, en la época y persona que
nos ocupa, debe contemplar lo que Artola (1989, pp. 36 y ss.) denomina
“fendmeno afrancesado”. Méndez Bejarano [1922] (1994, v. Reinoso) afirma
que los afrancesados, “colocados entre dos dinastias, ambas extranjeras,
preferian la que brindaba expresion a sus anhelos progresivos, a su verdadero
patriotismo que ansiaba emancipar la nacién del vergonzoso atraso en que
yacia”. Estas aspiraciones de cambio se reflejan en la actitud personal y se
traslucen en la obra de Morales, incluso en sus trabajos matematicos sobre la
regla de Borda, plenamente representativos de los ideales del Siglo de las

Luces™.

A pesar del tiempo transcurrido desde la muerte de Morales, y de la diversidad
de sus vertientes intelectuales, su posteridad y vigencia se funda en gran
medida en su Memoria Matemética sobre el Célculo de la Opinion en las

Elecciones, que merecié ser impresa en 1797 por Real Orden y bajo la
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proteccion de Godoy, a quien Morales dedico la obra. En el transcurso de ese
mismo afio, crucial en muchos aspectos para la llustracion espafiola, Morales
presentd también la Memoria Matematica ante la Real Academia de Buenas
Letras de Sevilla. Y con posterioridad, en 1805, publicé ya sin ayuda oficial un
Apéndice & la Memoria Matematica sobre el Calculo de Opinion en las
Elecciones, en el que daba nueva luz sobre alguno de los resultados y rebatia

las criticas recibidas de la obra anterior.

El interés de Morales por el tema electoral puede haber sido suscitado, como
hemos visto, por su participacion en diversas juntas, comisiones, Cuerpos
universitarios y tribunales de oposicion, asi como por su condicion de candnigo
del cabildo catedralicio de Sevilla, lugares éstos donde presumiblemente se
trataria a menudo de votar candidatos o propuestas. De hecho Morales (1797,
prélogo y p. 22) insta repetidamente a estas instituciones a abandonar los

métodos al uso por el defendido en dicha obra.

Aunque nosotros centraremos nuestra atencion en sus obras de matematica
electoral, no fue ésta la Gnica faceta intelectual de Morales*. Los datos
consignados nos lo muestran como un auténtico ilustrado y, como tal, un
hombre preocupado por los problemas y realidades de su tiempo. Asi, fue autor
en 1789 de un Discurso sobre la educacion, leido en la Real Sociedad
Patridtica de Sevilla, en el que recogia ideas de Adam Smith sobre el
crecimiento de la poblacion, donde, sin citar al autor de The Wealth of
Nations*?, mantenfa que las clases productoras crean un fondo que sostiene al
clero, la milicia y los funcionarios del Estado, utiles al mismo por ser el

“depdsito de las luces de la nacion”. La Sociedad Patriética de Sevilla no s6lo

0 Sobre las ideas ilustradas que aparecen en Morales (1797 y 1805), véase Martinez Panero
(2001).

1 Respecto a las referencias bibliogréficas de la obra no matemética de Morales, véase Aguilar
Pifal (1989, pp. 820 — 821).

2 Adam Smith era un autor prohibido por la Inquisicién. Cf. Defourneaux [1963] (1973, p.
230) y Sidney Smith [1957] (1973, p. 244). Sobre la recepcién de la obra de Adam Smith en
Espafia, en particular en relacién con la obra de Morales, véanse Lluch (1989), asi como los
comentarios y bibliografia proporcionada en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2000, p. 95).
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trataba estos problemas de forma abstracta, sino que instaba a sus miembros a
interesarse por las condiciones de los jornaleros, informandose de sus hijos,

destino y ocupacion.

Obra también de carécter pedagogico es su Comentario al Exc. Sefior D.
Joseph de Mazarredo sobre la ensefianza de su hija, impresa en latin y
castellano en 1796, donde expuso sus ideas de lo que debia ser la educacién de
la mujer, un tema que interes6 particularmente a los ilustrados y en el que
Morales, salvo en algun aspecto que hay que entender en el contexto de la
época, se manifestd claramente progresista. Del mismo signo, trasluciendo
ideas enciclopedistas, es su Memoria sobre la libertad politica de imprenta,
gue merecid ser impresa en 1809 y de la que ya citamos su elogio por parte de
Jovellanos [1810] (1992, p. 209), consignado en su Memoria en Defensa de la
Junta Central. Existen asi mismo algunos discursos de Morales con motivo de
la apertura de los ejercicios literarios de los Caballeros Pajes que tuvieron lugar
en 1794 y, muy significativo para nosotros, un manuscrito fechado en 1798 que
contiene una Memoria sobre el objeto de las conferencias del Instituto
Nacional de Francia, a que combida el Govierno de aquella Nacion. Esta obra
nos indica que Morales estaba muy al tanto de los actos organizados por la
prestigiosa institucion francesa, aunque la obra citada no trata sobre votaciones,

sino acerca de la introduccion del sistema métrico decimal®.

1.2.3 La Memoria Matematica y el Apéndice de Morales: exposicién critica

Soélo desde hace relativamente poco tiempo, la obra de Morales dedicada a los
sistemas de votacion ha merecido una atencion critica contrastada. Tanto es asi
que, salvando un par de menciones tangenciales, en el lapso de tiempo que va
desde la época inmediatamente posterior a la muerte de Morales a la actual,
solo conocemos una referencia a Morales (1797) en una edicion de principios

del siglo XX de la enciclopedia Espasa, que no es en absoluto fiel al contenido

3 \/ase Lara Rodenas (2001, pp. 42y ss.).
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de dicha obra. La situacion ha cambiado de manera radical, y ahora Morales se
ha visto de nuevo publicado tanto en inglés (McLean — Urken (1995, pp. 197 —
235), so6lo la Memoria) como reeditado en espafiol (Lara Rddenas (2001) y
Martinez Panero — Garcia Lapresta (2003), tanto la Memoria como el

Apéndice).

En lo que se refiere a su propia época, Morales (1797) se habia traducido al
francés de manera privada por el propio Borda, poco antes de la muerte de éste
en 1799, para informar al Institut National de France™. De ello da buena cuenta
Morales (1805, p. 5), con justa satisfaccion. Por otro lado, también la Memoria
del espafiol habia sido resefiada por Daunou (1803) al criticar éste la regla de
Borda, aunque Morales no cita esta referencia en su Apéndice. Por fin, en 1829,
algunos afios después de la muerte de su autor, la Memoria de Morales fue
traducida al idioma galo, y esta vez publicada simultaneamente en Paris y
Dole* con el titulo Essai sur le Calcul de I’Opinion dans les Elections. Esta
version (o mas bien adaptacion) de Morales (1797) fue llevada a cabo por D.A.
Bourgeois, quien advierte en una nota preliminar que la Memoria no ha
recibido la acogida que se merece y reconoce que la descubrié por azar en
1811. Asi mismo, aclara que Morales (1829) no es una traduccién literal, y con
objeto de que la obra pueda ser entendida por el mayor nimero de personas,
sitia en notas separadas las expresiones en donde aparece lenguaje
matematico. Ademas, con un afan notorio de clarificar ain mas las ideas de

Morales, realiza algunas modificaciones al texto original.

Paraddjicamente, fue la breve resefia de Daunou (quien cita
circunstancialmente a Morales por defender la regla de Borda que él critica) y
no la traduccion de Bourgeois (con manifiesta pretension de difundir la obra de

* Como hemos sefialado, el autor espafiol ya habfa tenido un contacto previo con dicha
entidad, por lo que no es de extrafiar que al ver publicada su Memoria Matematica, y orgulloso
de la misma, se la remitiese para su consideracion, maxime cuando se trataba en ella acerca del
procedimiento de votacidn recientemente implantado en la institucion francesa.

* Hemos tenido conocimiento de esta doble edicién gracias a la Bibliothéque Nationale de
France, que nos remitié copia de ambas.
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Morales) el hilo conductor de la recuperacion de la Memoria tras casi dos
siglos de semiolvido. Efectivamente, el moderno (re)descubridor de la obra de
Morales en lo relativo a la TES, lain McLean, de la Universidad de Oxford,
menciona a nuestro autor por vez primera*® en un documento de trabajo
(McLean — Sommerlad, 1991), que recoge la version al inglés de los

t*. Es en esta obra donde se hace

principales textos politicos de Condorce
referencia (p. 233) al citado Daunou, por cuanto que fue éste quien promovié la
implantacién en 1796 del método de Borda en las elecciones de miembros al
Institut de France (el hecho que motivo la Memoria de Morales); y por
mediacion de Daunou se alude incidentalmente al matematico espafiol y a su
Memoria remitida a dicha institucion. Por otro lado, Daunou (1803) aparece
como anexo a los trabajos de Condorcet vertidos al inglés en McLean —
Sommerlad (1991), donde el autor francés dedica parte de su texto a resefiar y
analizar la Memoria de Morales, como ya se ha indicado®. La profusién de
materiales sobre los fundamentos de la TES en esta época a caballo de los
siglos XVII1'y XIX (denominada por McLean “edad de oro de la TES”) motiva
el que, en compafia de A.B. Urken y tras trabajos de transicion (McLean
(1995a y 1995b)), se publique McLean — Urken (1995). En esta obra
fundamental se recogen de forma comprensiva todos los textos conocidos de
los precursores de la TES, entre ellos la Memoria de Morales (pp. 197 — 235),
aunque no el Apéndice, desconocido por los investigadores anglosajones. De
hecho, nosotros conocimos la traduccién inglesa de la Memoria de Morales,

“® Bien es cierto que Mascart [1919] (2000, p. 131) cita la Memoria de Morales sin indicar su
autoria, que si es sefialada, si bien marginalmente, en Grazia (1953).

*" Tanto esta obra, como con posterioridad (McLean — Hewitt, 1994), no se reducen a una mera
traduccion; son importantes por poner de manifiesto sus editores las principales aportaciones
de Condorcet a la TES, fundamentalmente en lo referente al principio de independencia de
alternativas irrelevantes considerado por Arrow, del que el autor francés fue precursor, tal y
como ya se ha sefialado.

*8 Se cita explicitamente a Morales en McLean — Sommerlad (1991, pp. 233 y 248). Es muy
importante esta referencia, primera relativa a Morales tras mucho tiempo, aunque le asigna
unas fechas de nacimiento y muerte (1760 — 1840) que dan a la vida de Morales un error de 20
afos.

* También se reproduce la Memoria de Daunou en McLean — Urken (1995, pp. 237 — 276).
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contenida en McLean — Urken (1995, pp. 197 - 235), antes que la obra

original, de relativo dificil acceso™.

No fue éste el caso de Fernandez Garcia — Fernandez Chirino (1999), quienes
habiendo tenido noticia de la existencia de la Memoria de Morales, al localizar
un ejemplar en el Observatorio de la Marina de San Fernando (Cadiz), realizan
un estudio de su trabajo en relacién con los origenes de la teoria de las
votaciones y muestran los principales resultados e ideas contenidos en la
Memoria. Los citados autores son también, sin embargo, desconocedores del
Apéndice del que cabe decir que ha sido recuperado por nuestros trabajos,
habida cuenta de la escasez’ hasta ahora de referencias al mismo en la

literatura y de que, por tanto, éste habia pasado casi inadvertido.

Asumidas las prioridades, por nuestra parte hemos tratado en primera instancia
de dar a conocer la obra matematica de Morales y situarla en su lugar, tanto en
el &mbito de la ciencia espafiola como en el de los origenes de la TES. En esta
linea, Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999) contiene un estudio sobre las
aportaciones de la Memoria y el Apéndice de Morales, con amplias referencias
al contexto y la época. EI ambiente espiritual de la misma se estudia con mas
detalle, en Martinez Panero (2001), donde se lleva a cabo un analisis de las
ideas ilustradas que Morales incorpora en su obra matematica, y que en parte la
conforman. Por fin, en Martinez Panero — Garcia Lapresta (2003) hemos visto
cumplido el deseo, largamente perseguido, de editar (y difundir, por tanto) la

obra electoral de Morales.

%0 McLean — Urken (1995, p. 63), consiguieron su copia de Morales (1797) de la New York
Public Library. EI Apéndice les era desconocido en la fecha de redaccion de dicho libro; de
haber tenido constancia de dicha obra, la “Edad de Oro” de la TES se hubiera ampliado dos
afios mas: los que van de Daunou (1803) a Morales (1805). Nosotros conseguimos la Memoria
gracias a la Biblioteca Nacional, y el Apéndice por mediacién de la Biblioteca Universitaria de
Sevilla. En Aguilar Pifial (1989, p. 821) se indica la localizacion parcial de ejemplares en otras
bibliotecas espafiolas.

%1 S6lo conocemos Elorza (1970, p. 190), Berazaluce (1983, p. 34) y Aguilar Pifial (1989, p.
821).

23



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Resulta muy interesante la génesis de la Memoria de Morales, por conjugar la
gran independencia de espiritu del autor espafiol con su siempre atenta mirada
a las corrientes de pensamiento propiciadas por la llustracion francesa.
Ademas, Morales (1797) ve la luz bajo signo propicio®?, pues la tirante relacién
de Esparia con el pais galo, enturbiada por la propaganda revolucionaria y la
actuacion de la Inquisicion, habia ya quedado superada a partir de 1795, con la
firma de la Paz de Basilea entre ambos paises. Desde esa fecha, la prensa
periodica del pais vecino alcanza bastante difusion en Espafa, y es asi como
Morales entra en contacto con las ideas de vanguardia intelectual, a las que por
trayectoria y personalidad estaba favorablemente predispuesto. La lectura de un
articulo fechado el 7 de agosto de 1796 en el periédico La Décade
Philosophique®® sobre las elecciones de miembros del Institut National de
France le puso en conocimiento del procedimiento de Borda (aungue no es
denominado en la nota de prensa por este nombre), y Morales, convencido de
la eficacia e idoneidad del método, acomete de manera entusiasta la tarea de

realizar una justificacion matematica del mismo.

El periodo de tiempo del que dispuso Morales en la composicion de su
Memoria hubo de ser necesariamente breve, pues la dedicatoria a Godoy que la
precede estd fechada en marzo de 1797. Sabemos también que en noviembre
del mismo afio se hizo una presentacion de las ideas que contenia dicha obra
ante la Real Academia de Buenas Letras de Sevilla, y que para entonces ya
estaba impresa por Real Orden, con respaldo y financiacién oficial®®. Sin

embargo, Morales no se conformd con este interés en el ambito nacional,

52 El afio 1797, aparte de ser el annus mirabilis de Morales, fue muy fecundo intelectualmente
en Espafia: Goya estaba en plena gestacién de sus Caprichos, se publicé el Poemario de la
Academia de Sevilla, El Evangelio en Triunfo de Olavide, etc. Significativamente, fue también
el afio de nombramiento de Jovellanos como ministro de Gracia y Justicia, y el del primer
decreto de tolerancia hasta entonces conocido en Espafa. Se pueden consultar mas detalles en
Aguilar Pifial (1996, pp. 105y ss.) y Kamen [1979] (1985, p. 357).

53 Esta publicacién, muy vinculada al Institut National y principal érgano difusor del grupo
denominado de los “ide6logos”, estuvo prohibida durante algin tiempo por la Inquisicion,
aungue con posterioridad a la época en que Morales la ley6. Cf. Defourneaux [1963] (1973, p.
258).
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necesariamente reducido, por lo que quiso buscar interlocutores a su mismo
nivel en la institucion que habia motivado su investigacion, el Institut National

de France, cuya biblioteca ain conserva un ejemplar de Morales (1797).

Ya en la misma dedicatoria de la obra, ademéas de la obligada lisonja para
Godoy, se aprecia la gran amplitud de miras en Morales. Este, con unos
presupuestos parejos a los de Condorcet™, hace profesion de fe en la aplicacion
de las Matematicas a las Ciencias Sociales, algo que sobrepasaba de largo los
estrechos limites de la matematica nacional®®: “La invencion de aplicar el
Algebra & la medida de la extension hizo mudar enteramente de semblante
todas las ciencias fisico-matematicas. Pero despues que se conocié que ese
mismo célculo era aplicable con igual exactitud & qualquiera otro objeto capaz
de ser valuado por el entendimiento, hemos visto refundirse y crearse de nuevo
las ciencias politicas y morales”. Este planteamiento se ajusta plenamente a los
ideales ilustrados de entender una ciencia de modo ancilar, esto es, al servicio

del hombre y no como mero fin en si misma.

En el prologo de su Memoria, Morales reconoce que su trabajo fue suscitado
por la lectura de un articulo del periédico francés al que hemos aludido, que
traduce en su totalidad, y le sirve para presentar el método de eleccidn que va a
estudiar y justificar en su Memoria: “El Instituto Nacional acaba de hacer el
nombramiento de cinco plazas vacantes. EI modo de la eleccion es simple y
cémodo, y por tal merece ser conocido y aun imitado en las elecciones
numerosas>’. Cada miembro escribe en una lista los tres nombres de los
propuestos por la clase donde se ha verificado la vacante. Afiade cada uno al
nombre que prefiere el namero 3; y al que le merece el segundo grado de

% La obra fue expedida con censura de Juan Justo Garcia y Pedro Luis Blanco (AHN, Estado,
3242 (2)).

%5 Cf. Condorcet [1794] (1980, pp. 246 y ss.) y Rashed (1990, p. 15).

% Hemos desarrollado este aspecto en Martinez Panero — Garcia Lapresta (1999, pp. 170 —
171), donde se cita, ademas, la pertinente bibliografia sobre las Matemaéticas en la Espafia
ilustrada.
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aprecio, afiade el 2; y pone 1 al que le parece menos digno. Se suman despues
las unidades que cada candidato ha reunido en su favor, y la mayor suma
decide la eleccion”. Se dan a continuacion las puntuaciones obtenidas por los
diversos candidatos a las plazas de Mecénica, Astronomia, Arquitectura, etc.,
que Morales, de forma muy didactica, utilizara como ejemplos para las
formulas que deducira en el transcurso de su obra. Pero Morales (1797, p. 9) no
deja recaer la descripcion de este método de eleccion en un simple ejemplo,
sino que después de precisar los instrumentos matematicos necesarios en la
teoria de las elecciones (permutaciones y progresiones aritméticas), lo define
con exactitud y generalidad al afirmar: “Que cada elector tiene a su
disposicion, para calificar el mérito que haya en los candidatos, tantos valores 6
unidades de opinion quantos expresa la suma de una progresion de los nimeros
naturales +1. 2. 3. 4. 5 &c., cuyo numero de términos es igual al de los
candidatos. [...] Que estas unidades de opinion, de que puede disponer cada
elector, las ha de distribuir entre los candidatos en progresion aritmética +1. 2.
3. 4. 5 &c.; bien que colocando los términos de ella & su arbitrio, segun el

juicio comparativo que forma del mérito de aquellos”.

Para visualizar estas puntuaciones, Morales (1797, p. 4) introduce una notacion
de tipo matricial andloga a la de Borda y Condorcet, donde “cada columna
vertical de nimeros denota los grados de opinion que cada elector ha asignado
a cada candidato. Sumando luego las filas horizontales de los nameros, se
tendra la respectiva suma de valores que ha obtenido cada uno de ellos”. Este
formulismo algebraico de Morales (1797) es técnico s6lo en la medida de lo
necesario, pues, como se ha indicado, se conjuga en todo momento con
ejemplos que hacen mas accesible el texto, lo cual da buena medida del afan de

difusion pedagdgica del autor.

%" Como ya se ha indicado, para Morales el adjetivo “numerosas” no es absoluto vago en el
contexto electoral en el que aparece; concretamente, tal cuantificador hace referencia a
votaciones entre méas de dos candidatos o alternativas.
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El nacleo de la Memoria estd constituido por lo que Morales (1797, p. 9)
denomina genéricamente “Teoria de las elecciones”, pero este epigrafe tan
ambicioso es equivoco, ya que nuestro autor se cifie exclusivamente a la
defensa razonada del método de voto ponderado resefiado anteriormente,
denominado por él “de compensacion y suma”. Se equivoca, por tanto, la
Enciclopedia Espasa cuando carga sobre sus espaldas la ingente tarea de
“[resolver] algébricamente la proporcionalidad de los distintos sistemas de
sufragio”. Bien es cierto que Morales estudia los procedimientos de votacion
tradicionales de mayorfa cualificada de dos tercios y pluralidad® en una sola
votacion con mas de dos opciones, pero no como un fin en si mismo, sino de

forma auxiliar para sefialar sus desventajas frente al propugnado por Borda.

Morales (1797, pp. 2 y ss.) se apercibe de que, en elecciones con méas de dos
candidatos, los votos absolutos en cuyo recuento se basa el método de
pluralidad conducen a “vicios y errores”, y aduce ejemplos para ratificar tal
denuncia. La razén de ello es que, segin Morales, al emitir los agentes sus
respectivos votos de la forma en que lo hacen, resulta truncada la informacién
relativa a los candidatos y queda sesgado asi el resultado final. Efectivamente,
los electores s6lo manifiestan el candidato al que otorgan su voto, mientras que
los restantes, a los que se lo deniegan, son relegados en blogue. Por el
contrario, el método de voto ponderado que Morales defiende no tiene en
cuenta votos absolutos, sino puntuaciones otorgadas a todos los candidatos o
“cantidades de opinion”® favorables a cada uno de ellos. Tal como
sefialaremos al tratar del Apéndice y aunque no es evidente a primera vista,

Morales (1805, pp. 26 y ss.) muestra que tales calificaciones son las que

%8 A su vez, Morales distingue entre “respectiva pluralidad de votos”, donde el ganador es el
candidato mas votado, y “absoluta o rigorosa pluralidad de votos”, donde el ganador, debe
estar respaldado por mas de la mitad del total de votantes.

%° En su Memoria, Borda también sefiala significativamente que “las formas convencionales de
eleccion son altamente insatisfactorias, porque los votantes no pueden dar cuenta de sus
opiniones acerca de los candidatos de forma suficientemente completa. Cf. McLean — Urken
(1995, p. 84). La expresion “cantidad de opinion” aparece también literalmente en Lopez de
Pefalver [1799] (1992, p. 57).
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resultan al confrontar los agentes las alternativas por parejas, ya sea explicita o

tacitamente.

Hay que insistir en que las consideraciones anteriores son validas para
elecciones con mas de dos candidatos (“elecciones numerosas” en la
terminologia de la época) y es para éstas para las que se propone el nuevo
método. Morales lo anunciaba ya en el mismo prologo de la Memoria: “se vera
demostrado analiticamente que los métodos empleados hasta ahora en las
elecciones son erroneos y falsos, porque estriban principalmente sobre la
suposicion de que elegir (esto es, designar entre muchos candidatos qual tiene
a su favor mayor cantidad de opinion) es lo mismo que decidir la alternativa 6
negativa de una proposicion, como sucede en las decisiones y en las sentencias.
En estas es tan justo el método de la pluralidad absoluta de sufragios, como
dexa de serlo en las elecciones [numerosas]”®®. En suma, como ya sefialaba
Morales (1797, prélogo) s6lo cuando concurren dos candidatos, o se trata de
decidir sobre una propuesta, es perfectamente valido el método de pluralidad,
el cual, Gnicamente en este caso, equivale al de mayoria simple y al de Borda,

que es el que nuestro autor postula para su aplicacion general.

Para clarificar los argumentos expuestos, Morales (1797, pp. 28, 29 y 36)
introduce argumentos que, haciendo abstraccion del contexto en que se
presentan, preconizan interesantes ideas sobre la intensidad en las preferencias
por parte de los agentes. Es particularmente persuasivo el siguiente simil con
que Morales trata de convencer a su lector: “la injusticia® que embeben todos
los métodos de elegir por medio de votos absolutos de una sola calificacion;
donde cada elector no enuncia su opinion mas que respecto de un solo

candidato por quien vota. Contar semejantes votos, y decidir por ellos la

%0 En estas lineas del prélogo de Morales (1797) se resume lo que para McLean (1995, p. 28) es
la principal aportacién de nuestro autor.

81 Significativamente, Morales habia citado a Cicerén al comienzo de su Memoria, aludiendo
de forma tacita al conocido principio del derecho “Summum ius, summa iniuria”, que refleja de
forma elocuente su opinion de que llevar lo legalmente establecido a sus extremos puede llegar
a “metodizar la injusticia”. Cf. Morales (1797, pp. 7, 8, 22, 32 y 33).
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eleccion (sea el que fuere su nimero) es emplear la balanza mas grosera y mas
falsa para apreciar una qualidad 6 ente moral, qual es la opinion, y es quererla
valuar quando no esta pronunciada sino & medias, y aun apenas expresada por
cada elector una sola y pequefa parte de ella [ya que] cada uno de ellos dexa
sin ninguna calificacion & todos los candidatos menos a uno [...] Lo que
equivale & lo mismo que si cada elector estimase rigorosamente en nada &
todos los candidatos menos & uno: y en fuerza de ello expresase la opinion que
tiene de este con la nota 6 signo superior, y la de los otros (& quienes algunos
muchos electores asignan superior nota) con un cero”. Tal como hemos
sefialado, nosotros retomaremos este enfoque sugerido por Borda, aunque

desde un punto de vista mas general, en el Capitulo 3.

Siguiendo con la figura de la balanza, tan visual, sostiene Morales (1797, pp. 8
y 32 ) que “la opinion no es cosa que se numera 6 cuenta, sino que se pesa”®, y
que “la mayoria respectiva de opinion” de un candidato frente a sus oponentes
es la que da la medida fiel para que aquél pueda resultar elegido, por lo que
propugna: “Votar es lo mismo que enunciar la opinion que se tiene de todos los
candidatos. Enunciada aquella, hacer el escrutinio no es otra cosa que examinar
y valuar la cantidad de opinion que ha obtenido cada candidato. Hecho esto, el
elegir no es mas que declarar quién la ha tenido o tiene mayor en su favor”.
Ademas procura que estas ideas no se queden en un plano meramente teorico, y
trata persuasivamente de darles viabilidad en la practica. Asi, por ejemplo,
Morales (1797, p. 38) se preocupa por la forma concreta en que pueden
realizarse las votaciones por el método que propugna: “Si la votacion ha de ser
secreta, entreguense a cada elector en bolitas, en cufios 6 en cedulitas los

nameros que han de servir & las calificaciones. Luego en jarras 0 vasos (segun

82 Aqui Morales parece tener en cuenta, otro conocido proverbio latino, que cita Lucio Anneo
Séneca: “Aestimes iudicia, non numeres” (sopesa las opiniones, no las cuentes). Sin embargo,
el significado original de la sentencia tiene un matiz de elitismo intelectual ajeno al que
Morales le da en su contexto, tal como queda de manifiesto en Plinio el Joven, epist. 2, 12, 5:
“Ese fue el parecer de la mayoria, pues los votos se cuentan, no se pesan. No puede suceder de
otro modo en una asamblea publica, en la que no hay nada tan desigual como la absoluta
igualdad. Ya que, aunque es diverso el discernimiento, el derecho de voto es idéntico para
todos”.
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se acostumbre) que tengan cada una escrito encima el nombre de cada
candidato, ponga cada elector su bolita 6 cédula: y hagase despues el escrutinio

de cada vaso, para sumar segun se ha dicho”.

Hay que constatar que también Borda habia desarrollado en su Memoria de
1770 ideas similares a las de Morales. De hecho, el analisis tedrico asi como
las formulas matematicas con las que Morales (1797) apoya sus tesis coinciden
en esencia, aunque con distinta notacion, con los de la obra del autor francés®.
Y en esta linea de similitudes cabe también indicar que Condorcet, al comienzo
de su comentario a la Memoria de Borda, habia hecho, como Morales, un
repaso de los métodos de votacién entonces mas usados®*. Estos indicios, asi
como el hecho de que Morales (1797) utilice expresiones recurrentes en torno a
la nocién de “opinion” que, como se ha sefialado, aparece también en los
autores franceses, pudieran cuestionar en cierto modo la originalidad del
espafol. Sin embargo, no desconfiamos de Morales (1797, pp. 59 y ss.) cuando
se postula a si mismo como pionero en el estudio de la regla de Borda. En
primer lugar, es logico y natural que en la defensa de una regla de votacion se
haga un repaso critico de las antagonistas a ella que se quieren recusar. De otro
lado, la idea de una “publica opinion”, entonces emergente, circulé en ambitos
ilustrados a ambos lados de los Pirineos, por lo que no debe parecer extrafio su

aplicacion, de forma independiente, en este contexto®.

Una diferencia fundamental entre Borda y Morales se observa en lo referente al
tratamiento de la manipulabilidad del procedimiento por el que ambos
abogaban. El autor francés apenas fue consciente de que su método no era
inmune a estrategias de voto, y cuando se le sefialé este hecho tratd de eludir la
cuestion haciendo un llamamiento a una ideal nobleza de espiritu de los
votantes que, por desgracia, la realidad suele desmentir. Por el contrario,

Morales si se percatd de esta debilidad de la regla de Borda de la que se pueden

63 Cf. McLean — Urken (1995, pp. 88 — 89).
8 Cf. McLean — Urken (1995, p. 81).
65 A este respecto, véase Martinez Panero (2001, p. 1129).
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aprovechar los “injustos electores”, y una buena parte de la Memoria esta
dedicada a analizarla. Para ello, Morales (1797, p. 49) habla de “desercion”
como un tipo de voto insincero por parte de un agente, que consiste en que éste
rebaje de forma interesada la puntuacion de algun candidato, para beneficiar
con ello a algdn otro candidato mas deseado por él que el posible ganador si
emitiera su verdadera opinion. Morales (1797, pp. 42 y ss.) observa que el
efecto de estos cambios de orientacion de voto en el resultado final es menos
relevante si el método de eleccién es la regla de Borda que si se emplea el
procedimiento de pluralidad. La razon de ello es precisamente la flexibilidad
del método que Morales defiende, ya que al disponer de toda una gama de
puntuaciones, un votante falaz no est4 forzado a rebajarlas de forma absoluta.
Por el contrario, si la votacion se hace por el método de pluralidad, el sesgo ha
de consistir necesariamente en negar el voto a un candidato para darselo a otro,
alterdndose la eleccion final de forma més drastica. Introduciendo notacion
adecuada y tras prolijos razonamientos, Morales llega incluso a cuantificar el
namero de deserciones necesarias para favorecer a un candidato y, cuanto
menos, situarlo a la par del que seria ganador si las puntuaciones fuesen

emitidas sinceramente.

Con un paternalismo tipicamente ilustrado, Morales (1797, pp. 59 y ss.)
concluye sefialando que la utilidad y la pablica felicidad han sido su norte. Y es
en el epilogo, y como de paso, sin arrogarse merito de ningun tipo, donde
afiade una nota que da cuenta de lo que él cree la originalidad de su trabajo, ya
que cita diferentes elecciones recientes llevadas a cabo por los métodos
criticados, aunque también menciona un caso en el que fue derogado el sistema
de mayoria simple en elecciones con mas de dos opciones, lo que es ya
indicativo de una incipiente y atinada critica a los métodos clasicos de

votacion.

Hay que sefialar que en los afios de transicién hasta la publicacion del Apéndice
de Morales, mas concretamente entre 1798 y 1799, se editaron, en la misma

Imprenta Real en la que Morales habia publicado su Memoria, las Cartas a una
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Princesa de Alemania sobre diversos Temas de Fisica y Filosofia, obra de
divulgacién de Leonhard Euler, en traduccion de Lopez de Pefialver. Esta
version al castellano incorpora la apostilla, que Condorcet incluyé en su
edicion de la obra de Euler, en la que el autor francés resefia la Memoria que
Borda presentd ante la Real Academia de Ciencias de Paris, donde defendia su
método de votacion con puntuaciones®®. Morales pudo asi haber tenido acceso
a esta informacion antes de redactar su Apéndice, y tal vez, el no citar a
Condorcet (aunque, por otra parte, tampoco lo hace Lopez de Pefialver) fuera
para evitar posibles problemas de censura inquisitorial, como ya sefialamos. En
cambio, si hace referencia en dicha obra a Borda, aludiendo explicitamente a la

Memoria de éste.

Aunque, como hemos sefialado, Morales (1797) recibi6 una favorable acogida,
no se vio libre de criticas, por lo que, para rebatirlas, elabor6 un Apéndice
publicado siete afios después que la obra que lo motivo, esta vez sin apoyo
oficial. En este breve opusculo, Morales (1805, p. 6) da cuenta de todas las
dudas suscitadas por el método de Borda, que para él se pueden aglutinar en
una séla: la falta de justificacion del rango de puntuaciones que utiliza el citado
procedimiento. Y es que, como se le habia denunciado desde diversas
instancias, una escala fija de puntuaciones correlativas, nimeros naturales al
fin y al cabo, no tiene por qué reflejar fielmente el grado de aprecio o mérito de
las alternativas por parte de los agentes, siendo éste libre. A estas objeciones,
de las que también fue objeto el propio Borda, se han dado distintas respuestas.
Y una vez mas, la proporcionada por Morales (1805, pp. 18 y ss.) para
justificar su espectro coincide en buena parte con la de Borda (cf. McLean -
Urken (1995, pp. 86 y ss.)): las puntuaciones obtenidas por cada candidato

indicarian el nimero de veces que éste supera al resto de sus oponentes en una

% \/éanse Lopez de Pefalver [1799] (1992, pp. 56 — 59) y Euler [1768 y 1772] (1990, pp. 67 y
337).
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confrontacién por pares®’, constituyendo asi un reflejo valido del mérito u

opinion favorable que se trata de evaluar.

A pesar de los avances de Morales, singularmente en lo relativo a la recién
seflalada comparacién entre pares de alternativas por parte de los agentes,
nuestro autor no parece haber sido plenamente consciente de que pudiera
existir un candidato que venciera a todos los demas contendientes por mayoria
simple en confrontaciones por parejas (y que seria ganador segun el criterio de
Condorcet, como ya hemos sefialado), pero no ser el mas puntuado segln
Borda, y no resultar por tanto vencedor si se emplea este ultimo método. En
cambio, McLean — Hewitt (1994, p. 51) creen que, al menos indirectamente, si
aprecié esta diferencia, ya que Morales (1797, pp. 16 y ss.) demostrd que un
candidato, aun ganando por “rigorosa pluralidad” o mayoria absoluta (y siendo
por tanto ganador de Condorcet), pudiera no ser vencedor mediante la regla de
Borda.

De lo que hay plena seguridad es de que Morales no supo ver que el método de
Borda violaba el principio de alternativas irrelevantes considerado por Arrow
[1963] (1974): mediante este procedimiento puede haber lugar a cambios en la
puntuacion colectiva de dos candidatos, motivados por la modificacion de las
consideraciones sobre candidatos “irrelevantes”, esto es, que no interfieran en
las preferencias individuales de los agentes sobre el par de candidatos en
cuestion. En cambio, como han demostrado McLean — Hewitt (1994, pp. 43 —
44, 75 - 76 y 152) y McLean (1995b), este hecho si fue puesto de manifiesto

por Condorcet, y constituye una de sus mas profundas intuiciones.

A la luz de los comentarios anteriores y a modo de resumen critico por nuestra

parte, creemos que se deben evitar dos valoraciones extremas de las que ha

%7 Aunque en la Memoria, Morales (1797) puntda a los candidatos: 1, 2,..., c-1, ¢, donde c es el
numero de candidatos, en el Apéndice (1805) les asigna valores: 0, 1,..., ¢c-2, c-1; es en este
Ultimo caso en el que la puntuacion de cada candidato coincide con el nimero de victorias
sobre sus oponentes. También se dio cuenta Morales de que estas puntuaciones no tenian por
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sido objeto Morales en el pasado: por una parte, la que lo consideraba
descubridor de nuevos territorios del pensamiento y pionero en aspectos
electorales®; de otro lado, la que le suponia un mero receptor de ideas ajenas®.
A lo largo de esta exposicidn, nuestra opinion se ha decantado por una
originalidad y valia que creemos legitima; pero constatando a la vez ciertas
reservas: consideramos sincera la perplejidad de Morales ante lo que él creia
carencia de trabajos anteriores al suyo, pero es claro que Borda y Condorcet se

le anticiparon en muchos de sus resultados.

Sin embargo, la prioridad cronoldgica no implica causalidad. Como ya hemos
indicado, la coincidencia en muchos casos entre los argumentos de Morales y
los citados autores franceses puede deberse a la permeabilidad del ambiente
espiritual de la época; a que, por asi decirlo, estas ideas comunes ya estaban
maduras para su eclosion’. En cualquier caso, seria mérito de Morales,
vinculado por su pensamiento e ideales a la Francia posrevolucionaria, el ser

parte activa en esta corriente ilustrada de vanguardia’*.

De hecho, como ha afirmado Maravall (1991, p. 426), Morales incluso
“desborda la mentalidad ilustrada”. Su contemporaneidad y vigencia actual
debe ser reivindicada desde el agudo sentido critico y la modernidad de su obra

matematica sobre votaciones. No es exagerada nuestra apreciacion, toda vez

qué ser correlativas: bastaba con que fuesen escalonadas. Ambos argumentos ya estan en
Borda. Cf. McLean — Urken (1995, pp. 85y ss.).

% Asi, la enciclopedia Espasa también cree equivocadamente a Morales (1797) como “quizé el
primer trabajo cientifico sobre esta interesante cuestién”.

% Este es el parecer de Moreno Alonso (1995, p. 257).

"0 Se ha utilizado en ocasiones este argumento para justificar descubrimientos de un mismo
hecho cientifico debidos a distintos autores sin que haya habido influencia o plagio. Pensamos,
por citar algin ejemplo, en el desarrollo del céalculo infinitesimal, llevado a cabo
independientemente por Newton y Leibniz, o en la teoria evolucionista, obra paralela de
Darwin y Wallace.

"™ La conexion de Morales con Francia fue no sélo espiritual, sino fisica, a partir de su exilio en
el pais vecino en 1813. Desconocemos, sin embargo, posibles desarrollos ulteriores de sus
trabajos matematicos, ni los contactos que alli pudo haber tenido.
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que, aun hoy en dia, no han sido corregidos ciertos errores, dos siglos después

de que Morales los denunciase y propusiese cauces de solucion’.

1.3 Laregla de Bordaen el siglo XIX

Tras la eclosion de la TES en su denominada “Edad de Oro” y el relativo auge
que en particular tuvo la regla de Borda tanto desde un punto de vista de
investigacion tedrica como de puesta en practica, se hace ain mas acusado el
vacio existente en este campo tras la época de Morales. McLean — Urken
(1995, pp. 41 y ss.) han juzgado las causas de este receso de la TES en la
primera parte del siglo XIX hasta bien entrada la segunda. El veredicto recae
en la inadecuada difusion de las ideas de su principal tedrico hasta entonces, el
marqués de Condorcet; y también, cuando de una u otra forma se logro la toma
de contacto con tales ideas, en la incomprension de las mismas. Al tratar de
este autor, ya expusimos algunas de las causas de tal situacion que, como alli

sefialdbamos, solo se subsanaria en el siglo XX.

Con tan desoladores supuestos’®, sélo trataremos en la presente seccién acerca
de dos autores. EI primero tras Morales (1805) de quien se sabe que investigo
acerca de sistemas de votacion (con especial énfasis en la regla de Borda, que
reinventd) fue Charles Lutwidge Dodgson, ya en la segunda parte del siglo
XI1X. Una vez mas, su desarrollo del tema lo realiza de manera independiente,
sin conocimiento previo de sus antecesores. Y tal vez la identidad de Lewis
Carroll, su alter ego, fuese un lastre en la difusion de sus ideas sobre métodos
de votaciéon, de indiscutible valia independientemente de la posible

extravagancia del personaje.

72 Algunos de estos errores en los que se ha incurrido en elecciones recientes, y comentarios
sobre los mismos a la luz de los trabajos de Morales, se consignan en Garcia Lapresta —
Martinez Panero (2000, pp. 98 — 99).

™ McLean — Urken (1995, p. 41), atentos rastreadores de las fuentes de la TES, han encontrado
en el interregno al que nos referimos (de Daunou a Carroll) “un Unico escritor que se aproximo
a la teoria del voto de una manera axiomatica [del que] no sabemos ni siquiera de quién se
trata, pues contamos Unicamente con una resefia de segunda mano sobre las criticas realizadas
por este autor”.
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Fue mucho mas gris la personalidad del otro autor al que haremos referencia,
Edward John Nanson, también profesor de Matematicas como Carroll y autor
de un tratado de métodos de eleccion que si bebid en su caso de las fuentes
originales, desarrollando algunas interesantes implicaciones que, como
veremos, tampoco encontraron el merecido reconocimiento hasta bien entrado
el siglo XX.

1.3.1 Lewis Carroll y el redescubrimiento de la regla de Borda

—¢Qué es una carrera electoral? —pregunt6 Alicia, al ver que el Dodo se habia
guedado callado esperando que alguien le hiciera aquella pregunta que nadie le
hacia.

—Bueno, dijo el Dodo-, jes mas facil de hacer que de decir!

(Y como me imagino que a alguno de vosotros os gustaria aprender de qué se
trata, sobre todo si estais aburridos alguna tarde de invierno, os explicaré qué hizo el
Dodo).

En primer lugar, trazo el recorrido de la carrera en forma de circulo [...] y, a
continuacion, situd a todos los participantes aqui y alla a lo largo del recorrido.
Nadie dio la orden de salida (eso de “a la una, a las dos y a las tres, jya!”), sino que
cada uno empez0 a correr a su aire y se retird cuando le vino en gana, de manera que
era bastante dificil saber cuando se acababa la carrera. Después de una media hora
[...] el Dodo dio la orden de llegada: “jFin de la prueba!”

Los participantes, resoplando todavia, se congregaron en torno al Dodo para
preguntarle:

—¢Pero, ¢quién ha ganado?

Cuestion peliaguda, que el Dodo no supo contestar sin haberse entregado,
durante algunos momentos, a la reflexion. [...] Por fin, tras profundas cavilaciones,
sentencio el Dodo:

—Todo el mundo ha ganado y por tanto todos deben recibir premios.

El texto anterior esta tomado del capitulo tercero de Alicia en el Pais de las
Maravillas, de Lewis Carroll (seudénimo de Charles Lutwidge Dodgson (1832
— 1898)), uno de los mas curiosos y polifacéticos personajes (y, como hemos
visto, ha habido varios) en el desarrollo de la TES. Ya nos hemos referido
repetidamente a la discontinuidad histdrica de esta disciplina que, desde los
tiempos de Morales y sus coetaneos franceses hasta el autor que ahora nos
ocupa, habia quedado en un punto muerto. Es obvio, no obstante, que la
celebridad de Carroll se asienta no en sus trabajos sobre votaciones, casi
desconocidos excepto por los especialistas en la TES, sino en su obra literaria,
y méas concretamente en el libro al que hemos aludido, publicado en 1865. Se
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trata de un cuento infantil (aunque, de hecho, es mucho méas que eso)
compuesto por su autor a partir de un manuscrito’, titulado Las Aventuras
Subterraneas de Alicia, que Dodgson habia ofrecido un afio antes como
presente navidefio a Alicia Liddell. Esta nifia, que jugé un importantisimo
papel en su vida, era una de las hijas del dean del Christ Church College de
Oxford, centro al que Carroll estuvo vinculado, primero como alumno y luego

como profesor de matematicas, desde 1850 hasta el final de su vida.

Con posterioridad al primer libro de Alicia, Carroll escribiria ain otro con la
misma protagonista, A Través del Espejo y lo que Alicia Encontrd Alli; una
novela pretendidamente seria, Sylvia y Bruno; y diversos poemas en forma de
charada, el mas conocido de los cuales es La Caza del Snark. Y paralelamente,
en una especie de esquizofrenia creativa™®, Dodgson fue autor de diversos
libros de tema logico-matematico (por ejemplo El Juego de la Ldgica y
Euclides y sus Rivales Modernos), asi como de varios opusculos sobre temas
diversos (entre ellos el electoral) por los que estuvo interesado en alguna etapa
de su vida.

Trataremos de justificar la insercién de la cita que figura como epigrafe de esta
seccion, ya que a simple vista pudiera parecer fuera de lugar en el contexto de
la presente memoria. Para ello, sefialemos en primer lugar, que el pajaro Dodo,
artifice de la singular carrera que se ha descrito, no es sino una contrafigura del
propio Dodgson que, tartamudo como era, duplicaba la primera silaba de su
apellido al pronunciarlo. Por otra parte, el nombre de la competicién, en inglés
“caucus race” (que también se ha traducido al castellano por “carrera en

comité”), es muy significativo. Diversos anotadores de los libros de Alicia

™ Cabe sefalar, sin embargo, que el libro amplia sustancialmente el contenido del manuscrito
original, en el que no aparece el pasaje citado, que hemos tomado de Carroll [1865 y 1871]
(1988, pp. 30 — 31).

" Podriamos citar por el nombre de Dodgson al autor de libros de Mateméticas y mediante
Carroll al autor literario (incluso Alfredo Deafio, prologuista de Carroll [1896] (1986) propone
un hibrido para las obras de Légica). Sin embargo, es tal la preeminencia de la faceta literaria
que el nombre de Carroll “canibaliza” al primero y, siguiendo a Black (1958, 1996), usaremos
ambos indistintamente, incluso en las referencias bibliogréficas.
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(Gardner, Buckley, Stilman, etc.) han sefialado que Carroll pretendia hacer una
satira de la ineficacia de los comités. Sin embargo, habida cuenta de que en los
libros de Alicia se subliman y aparecen en forma solapada muchos aspectos por
los que Carroll estaba interesado’®, y siendo uno de éstos la teoria de las
votaciones, resulta una hipotesis plausible que, con tal “carrera electoral”,
Carroll quisiera sugerir en clave literaria la existencia de “mayorias ciclicas” en
la decisidn colectiva; en otras palabras, la “paradoja del voto” de Condorcet.
En tal situacion, como también ocurre en el pasaje citado, se da el caso de que
cada candidato vence por mayoria a uno inmediato (siendo, a su vez, vencido

por otro) de forma ciclica, de modo que es imposible determinar un ganador.

Los términos “ciclo” y “mayorias ciclicas” fueron acufiados con éxito por el
propio Dodgson (1786) quien, como veremos, redescubrio la posibilidad de
esta situacion en la toma de decisiones colectivas sin tener conocimiento previo
de los trabajos de Condorcet. También hacia 1942 Duncan Black, quien con
posterioridad se convertiria en el moderno vindicador de los trabajos de Carroll
dedicados a temas electorales, lleg6 a ser, de forma independiente a las de
Condorcet y Carroll, consciente de tal paraddjica situacion. Segun confesion
propia (Black (1991, p. 262)), sintio al verificarla “algo semejante a un dolor
fisico”. A pesar de ello Black (1958 y 1996), atento descodificador de claves
ocultas en las obras literarias de Carroll, parece haber pasado por alto en su
fino y pormenorizado analisis’’ las resonancias del pasaje citado por nosotros.
Asi, de ser aceptada nuestra conjetura, y ante la desaparicion (o destruccion) de
parte de los diarios de Carroll que databan de esta época, se podria anticipar el
interés de Dodgson por el tema electoral bastantes afios antes de la publicacion
de sus panfletos sobre votaciones, que vieron la luz (aunque no todos ellos se

difundieron publicamente) a partir de 1873.

7® Para una lectura de los temas l6gico-mateméticos que aparecen en los libros de Alicia, la
referencia obligada es The Annotated Alicia. The Definitive Edition (Carroll, L. — Gardner, M.
(2000)). Véase también Black (1958 y 1996).

" Como veremos, la labor de Black en el desarrollo de la TES es de una importancia
incuestionable. Sin embargo, alguno de sus trabajos sobre Carroll no se han visto libres de
critica.
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Segun indica Cohen [1995] (1998, p. 508) en su biografia de Carroll, ya desde
1872 (o antes incluso, tal como hemos sefialado) “su arraigado sentido de
equidad le llevé a buscar formulas para mejorar los sistemas de votacion,
primero en su propio College, luego en el Parlamento, y finalmente en el
mundo, y publico sobre el tema al menos ocho articulos sueltos, asi como
varias cartas a los periodicos”. Habida cuenta de que, en este corpus, los
ultimos trabajos hacen referencia al tema de la representacion proporcional,
centraremos nuestra atencion en los primeros opusculos, a saber: “A discussion
of the various methods of procedure in conducting elections” (Dodgson, 1873),
“Suggestions as to the best method of taking votes, where more than two issues
are to be voted on” (Dodsgon, 1874) y “A method of taking votes on more than
two issues” (Dodgson, 1876).

El primero de estos trabajos, de estilo un tanto apresurado, contiene secciones
al completo que podrian haber suscrito Morales, Borda o el mismo Condorcet,
pero que Carroll desarrollé independientemente’®. Como los autores anteriores,
también hace un repaso de los distintos métodos de votacion y analiza sus
virtudes y defectos. Se manifiesta claramente en contra de los métodos
tradicionales (particularmente de pluralidad con o sin eliminacion) vy, es al
proponer otros sistemas cuando aparece de nuevo, si bien de forma ain latente
y no explicita, la vieja polémica entre los autores franceses (Dodgson, 1873,
case 13). Es asi como Carroll redescubre tanto la paradoja del voto como el
método de Borda (sin denominarlo con este nombre, claro estd). Y es este
procedimiento, al que Dodgson se refiere como una variante del “method of
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marks”", el propugnado por su idoneidad al concluir el opusculo, si bien

"8 Black (1958, pp. 193 — 194) comprobé que los ejemplares donde se encontraban los textos
de Borda y Condorcet en la Universidad de Oxford no habian podido ser consultados por
Carroll, pues permanecian intonsos. De hecho, tal como sefialan McLean — McMillan -
Monroe (1995, p.112), aln hoy en dia las paginas de estos ejemplares se preservan sin haber
sido cortadas, a modo de reliquia carrolliana.

" En Dodgson (1873) “method of marks” es lo que modernamente se conoce como
“cumulative voting”: cada agente dispone de un nimero de votos igual al de candidatos, que
puede repartir entre éstos como desee.
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nuestro autor incorpora una sutil variante: tratar el caso de “no eleccion” como

si de un candidato mas se tratara.

Es interesante sefialar que también Carroll, como en su dia Morales, se
manifiesta con casi idénticas palabras, desconocedor de si ha tenido
predecesores: “Concluyo describiendo un método (si es 0 no nuevo, lo ignoro)
[...].” Asi mismo, en lo referente a la aceptacion de este opusculo, parece ser
gue Dodgson tuvo un éxito parcial: tal sistema de votacion fue utilizado al
menos una vez en el Christ Church College, pero fue pronto abandonado. Tal
vez ello se debiera a que Carroll constatd algo a lo que ya aludimos al tratar la
polémica Borda versus Condorcet: que puede darse el caso de que la regla de

Borda no seleccione el ganador de Condorcet aun cuando éste exista®’.

El segundo panfleto es apenas un esbozo en el que Dodgson (1874), como
anteriormente Daunou (1803), también fue derivando desde su recomendacion
a favor del método de Borda hacia un método que seleccione al ganador de
Condorcet, caso de existir. Para ello, Dodgson (1874) propone un
procedimiento hibrido que preconiza el que afios después postularia Black
(1958, p. 66): se trataria de elegir el ganador de Condorcet, cuando lo haya; y
Unicamente en caso contrario aplicar la variante del método de Borda que

Carroll introdujo en su anterior opusculo.

El ultimo panfleto al que haremos referencia (Dodgson (1876)) constituye una
revision del trabajo anterior. Carroll, quien como el Dodo de Alicia habria
hecho “profundas cavilaciones” en torno a un tema que, segun Cohen [1995]
(1997, p. 509) “lo tenia esclavizado”, ya habla explicitamente de “ciclos” y
“mayorias ciclicas”, tal como hemos sefialado. Y explicita un nuevo método, al
que hoy en dia se refiere la literatura como método de Dodgson: de nuevo, si
hay un ganador de Condorcet, elijase éste. Pero ahora, si existen ciclos,

Dodgson (1876) propone que se seleccione el candidato que mas se aproxime,

8 Como es usual en la literatura, nos referiremos a este hecho como “inconsistencia de
Condorcet” del método de Borda.
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para una cierta métrica que no detallaremos aqui, a ese candidato ideal

inexistente.

La propuesta de Carroll, muy parecida a la de Kemeny (1959), ha sido
recientemente analizada en relacion con esta ultima por Ratliff (2001). No
obstante, en su propia época, el trabajo sobre votaciones en comités de Carroll
parece haber alcanzado un interés solo restringido, salvo alguna excepcion, a
su circulo de Oxford (tal vez debido a su peculiar idiosincrasia), por lo que fue
abandonandolo progresivamente. No ocurri6 asi, sin embargo, en lo referente a
los sistemas de representacion proporcional, o a la organizacion de torneos,
temas en los que también hizo significativos avances en la década de los 80 del

siglo XIX, aungue son ajenos al tema especifico de esta memoria.

Por nuestra parte, a pesar de que la cita que hemos traido a colacion de forma
recurrente pudiera sugerir lo contrario, estamos lejos de caer en la tentacion de
reafirmar el caracter excéntrico de Carroll a expensas de minusvalorar el
mérito intrinseco de la obra electoral de Dodgson. Desde una perspectiva
actual, tras los trabajos de Black (1958 y 1996) y McLean — Urken (1995),
Carroll merece algo mas que un lugar anecddtico en la historia de la TES
prearrowiana. De hecho, en tal contexto, Black (1958, p. 212) no ha dudado en
situar la importancia de Dodgson en un lugar que sélo cede en importancia al
de Condorcet.

1.3.2 Edward John Nanson y la regla de Borda con eliminacion

El arraigado aislacionismo de los britanicos ha tenido en ocasiones
consecuencias perniciosas en la evolucion del pensamiento cientifico. Asi, por
ejemplo, en la génesis del célculo infinitesimal la postura de secretismo de
Newton respecto de sus colegas continentales (que contrasta singularmente con
la actitud mas comunicativa de Leibniz) supuso una rémora en el desarrollo de
la Matematica. Algo parecido ha ocurrido con la TES: tal vez si las fecundas
intuiciones de Carroll acerca de las mayorias ciclicas hubiesen contado con

mas difusion por parte de su autor, no se habria producido un nuevo punto
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muerto en la historia de esta disciplina, en la que, como hemos visto hasta
ahora y comprobaremos también en la presente seccion, han existido
redescubrimientos y desarrollos independientes, atribuibles en buena medida a
la incomunicacién de sus ideas seminales. Sin duda, tal situacion se hubiera
evitado si los problemas surgidos se hubieran debatido en el seno de una

“comunidad cientifica internacional”’.

Historicamente, uno de estos problemas de la TES relativo a la idoneidad de
los procedimientos de votacion ha sido (y tal vez siga siendo) el de encontrar
un compromiso entre la incontestabilidad del enfoque de Condorcet
(empafiada, no obstante, por la posible presencia de ciclos) y la decisividad del
método de Borda (que sortea tal situacion mediante su mecanismo de
puntuaciones). El conflicto es radical: tal como fue sefialado por Condorcet
(1785), puede darse el caso de existir un candidato que venza a todos sus
oponentes en duelos por parejas, pero que no sea elegido mediante el método
de Borda.

Ya el propio Condorcet traté de proponer métodos de votacion que eludieran el
problema de las mayorias ciclicas en aras de una deseable decisividad®. Asf,
por ejemplo, la denominada “regla de maximo acuerdo” (“maximum likelihood
rule”) fue formulada tacitamente por Condorcet, y ha sido modernamente
retomada, de forma independiente, por Kemeny (1959), tal como ha puesto de
manifiesto Young (1986). EI matematico suizo Simon Lhulier (1750 — 1840)
también hizo avances significativos al implementar de forma efectiva el
enfoque de Condorcet (un procedimiento inspirado en las ideas de éste fue
utilizado durante algin tiempo en Ginebra). Por su parte, como hemos
expuesto en la seccion anterior, Carroll traté en un principio de conciliar los
enfoques de Borda y Condorcet mediante un método hibrido, con criterio

lexicogréafico, antes de disefiar el método de Dodgson que, como hemos

81 A esta misma conclusion llegan McLean — Urken (1995) tras su exhaustiva exposicion de la
intermitente historia de la TES.
82 A este respecto, véase Nurmi (1999, pp. 15y ss.).
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sefialado, esta también muy relacionado con el de Kemeny (y por tanto con
ideas originales de Condorcet). En esta linea, el siguiente paso se debe a
Edward John Nanson (1850 — 1936), nacido y educado en Inglaterra, que llegd
a ser fellow del Trinity College de Cambridge, pero que en 1875 emigré a
Australia, donde fue profesor de Matematicas en la Universidad de Melbourne
y escribio el notable ensayo “Methods of election” (Nanson (1882)). Fue de
nuevo Black (1958, pp. 186 — 188) quien llamé la atencion sobre este trabajo,
aunque un andlisis mas detallado, asi como una edicion comentada del mismo,
se pueden encontrar en McLean — Urken (1995, pp. 57 — 60 y 321 — 359).

Nanson (1882), quien habia leido directamente algunos de los escritos de
Condorcet, da por supuesto el criterio de éste como desideratum de una
eleccion idonea, lo que le lleva a rechazar, entre otros, los procedimientos de
pluralidad, Borda, y el método de segundas vueltas (“french runoff system”), si
bien estos dos ultimos nunca seleccionarian un “perdedor de Condorcet”

(candidato que es vencido por todos sus oponentes en duelos por parejas).

Asi mismo, Nanson (1882) se arroga como mérito el descubrimiento la
inconsistencia de Condorcet de la regla de Borda (algo de lo que, ademaés de
Condorcet y Daunou, tal vez Carroll fue consciente, como ya hemos sefialado).
También apunta un hecho del que ya Borda y Morales tenian constancia: si el
namero de candidatos es al menos tan grande como el de votantes, el método
de pluralidad solo garantiza la seleccion del ganador de Borda en el caso de
unanimidad. Y de la misma manera que Daunou (1803), Nanson (1882)
comenta que este hecho debiera haber llevado a Borda a cuestionar su propio
método. Asi mismo, también sefiala (como Morales (1797)) la posibilidad de
voto estratégico en el método de Borda, extendiendo este analisis al método de

segundas vueltas.

Nanson (1882) trata también en su ensayo el problema de la existencia de
ciclos y el problema de indecisividad que suponen. En este sentido, su mayor
aportacion consiste en el disefio de un procedimiento de Borda con eliminacion

recursiva, que en cada fase de su aplicacion elimina la(s) alternativas(s) peor
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puntuada(s) (o, equivalentemente, las alternativas que no alcanzan la
puntuacion media total). Con esta simple variante del procedimiento clasico de
Borda, la regla de Nanson adquiere un caréacter Condorcet-consistente® del que
carece el procedimiento que era entonces (y en buena medida sigue siendo)
regularmente empleado: el de pluralidad (Nanson incluye también en su
estudio la variante de pluralidad con eliminacién o método de Hare®*, al que

recusa por la misma razon).

Aunque el relevante ensayo de Nanson fue integrado en 1907, afios después de
su redaccion, en un informe comisionado por el gobierno britanico sobre los
métodos de votacion empleados en las colonias bajo su influencia, pasé
practicamente desapercibido y no alcanzé la resonancia que sin duda merece,
hasta la resefia de Black (1958). McLean — Urken (1995, p. 60) han visto en
este hecho una muestra de la profunda brecha existente entre la discusion
tedrica de la TES y la practica politica. Esta falta de entendimiento es vigente
aun en nuestros dias, toda vez que algunas de las denuncias de los autores
cuyas ideas hemos venido exponiendo sobre los sistemas de votacion al uso, a

pesar de su palmaria evidencia, no han sido atn asumidas®.

1.4 Laregla de Borda en el siglo XX

A partir del trabajo de Nanson, que cierra el libro de McLean — Urken sobre los
“clasicos de la eleccion social”, se abre otra brecha (menos profunda que las
anteriores) de unos 50 afios en la evolucion de la TES, que se cierra

definitivamente con el despegue de la disciplina debido a los trabajos de Black

8 Con esta expresion, sobre la que incidiremos en el Capitulo 2, se indica que el método de
Nanson, a diferencia de la regla de Borda, selecciona al ganador de Condorcet, caso de existir.
La razén de ello estriba en que el perdedor por el método de Borda (que es eliminado en cada
una de las etapas sucesivas) no puede ser ganador de Condorcet, algo que ya aparece en
Daunou (1803).

8 Sobre el método de Hare (o de pluralidad con eliminaciones sucesivas), véase, por ejemplo,
Nurmi (1987, pp. 54 y ss.).

8 A este respecto, véase Garcia Lapresta — Martinez Panero (2000, pp. 94 — 95), trabajo al que
ya hemos aludido en conexion con las criticas de Morales a los procedimientos usuales de
votacion.
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y Arrow®, a mediados de los afios 50 del siglo pasado. Més concretamente, es
usual considerar como afio 0 de la TES en un sentido moderno el de
publicacion de la obra seminal de Kenneth J. Arrow (nacido en 1921 y ain hoy
en activo) Social Choice and Individual Values, cuya primera edicion data de
1951.

En lo que a la regla de Borda se refiere, ha sido fundamental como referencia
recurrente, Grazia (1953), traduccion al inglés, comentada, de Borda (1784). A
partir de este articulo muchos autores tuvieron un conocimiento de primera
mano acerca de la regla de Borda, lo que sin duda ha propiciado la extensa

literatura sobre el método desde entonces hasta nuestros dias.

1.4.1 Duncan Black y el criterio de Condorcet complementado con la regla
de Borda

Buena parte de la investigacion dispersa que conforma la historia de la TES
antes de Arrow, a la que nos hemos referido parcialmente en conexion con la
regla de Borda, nos es hoy conocida gracias a Duncan Black (1908 — 1991). Se
dice a veces, a manera de boutade, que la Unica forma de ser original es volver
a los origenes. En cierta forma la figura de Black constituye un ejemplo que
ilustra dicho principio, ya que los temas clave de su propia investigacion
estuvieron penetrados de aspectos historicos que Black redescubrié y asumié
en una sintesis unificadora. Por tales razones, Black es a menudo considerado
co-fundador de la moderna TES junto con Arrow, siendo unanimemente
aceptado que fue este Gltimo, no obstante, quien impulsé la disciplina de

manera mas firme y radical.

Black recibi6 una sélida formacién en una doble vertiente, fisico-matematica y
politico-econdmica, en la Universidad de Glasgow, desempefiando

posteriormente el nucleo de su carrera académica (1934 — 1968) en el

8 Un interesante enfoque de este arranque en el entorno de los afios de publicacion de las obras
de Black y Arrow, con un halito optimista de lo que seria la evolucién posterior de la TES,
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University College of North Walles, en Bangor. Desde los afios 40 del pasado
siglo, su objetivo prioritario fue desarrollar una “Ciencia Pura de la Politica”
(“Pure Science of Politics™), que modelizase la actuacion de los votantes en
comités de la misma manera que la Ciencia Econémica lo hace con los
consumidores en los mercados. Esta es también la idea directriz de An
Economic Theory of Democracy de Downs (1957), que popularizé el principal
logro de Black en esta época, el teorema del votante mediano, por lo que a

veces el resultado se atribuye, injustamente, a Downs.

El teorema del votante mediano (Black (1948, 1958, pp. 14 y ss.)) establece
que, si las preferencias de los agentes son unimodales (es decir, con un tipo de
ordenacién de las alternativas para cada agente anadlogo al modelo izquierda-
derecha en las opciones politicas), entonces la alternativa méas preferida en
media por los votantes (“the median of the voters” most preferred alternatives™)
es siempre ganadora de Condorcet y existe un votante mediano (“median
voter”) que representa a todo el comité en el que esta integrado (del mismo
modo que, en la Fisica, el centro de gravedad de un cuerpo representa toda su
masa como si estuviese concentrada en un punto). De esta manera, Black
retomaba casi doscientos afios después de Condorcet la paradoja del voto como
algo mas que una mera curiosidad matematica y conseguia establecer pautas
para eludirla, aunque quedaba pendiente el tema de la indecisividad propiciado
por el criterio de Condorcet bajo preferencias de los agentes mas generales. Tal
como afirman Campbell — Tullock (1965, p. 853) “aunque Black no fue el
primero en descubrir este fenémeno [la paradoja del voto], su trabajo es
fundacional de toda la investigacion posterior sobre el problema. En cuanto a la
de sus principales predecesores, Condorcet y Carroll, ésta no tuvo impacto
alguno en la comunidad intelectual de su tiempo y habia sido completamente
olvidada. EIl trabajo de estos autores es hoy conocido Unicamente porque
Black, después de descubrir el fendmeno mismo, también hizo lo propio con
sus predecesores.”

puede verse en Riker (1961).
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Las ideas que Black fue desarrollando y publicando (a veces con fortuna
adversa®’) durante los afios 40 y 50 del siglo pasado cristalizaron en The
Theory of Committees and Elections (Black (1958)). Tampoco esta obra, hoy
undnimemente reconocida como clésica, se vio libre de criticas iniciales hasta
el articulo reivindicador de Riker (1961). El libro de Black consta de dos
secciones: una primera, que lleva como epigrafe el titulo del propio libro, y la
segunda, con investigacion de tipo histérico. En ambas partes (asi como en
algtin articulo posterior, con enfoque utilitarista® (Black, 1976)) se trata acerca
de la regla de Borda, que Black utilizard como piedra de toque cuando el

criterio de Condorcet no se muestre decisivo.

Black (1958, pp. 59 y ss.) extiende el método clésico de Borda a un
procedimiento “ajustado” al caso en que haya indiferencia entre alternativas
por parte de los votantes. Justifica el criterio de Borda por elegir la alternativa
que, en media, ocupa el lugar mas alto en las preferencias de los agentes, y
concluye declarando su propio criterio (Black (1958, p. 66), tal vez inspirado
por Carroll, que no es otro que dar primacia a Condorcet frente a Borda: “el
criterio de Condorcet deberia ser el primero en ser usado para seleccionar el
candidato de la mayoria, si éste existe; y si no existe tal candidato de la
mayoria, ese candidato deberia ser escogido como aquél que recibe una mayor

puntuacién Borda”.

En cuanto a las aportaciones de Black a la historia de los origenes de la TES y
de la regla de Borda en particular, no cabe hacer alusion por nuestra parte mas
alla de las consignadas recurrentemente en las secciones anteriores del presente

capitulo, en el que Black ha sido una referencia fundamental.

8 Sobre las vicisitudes editoriales de Black y sus problemas para ser reconocido, asi como
acerca de la polémica Black — Arrow (que fue para los origenes de la TES el anélogo a la
polémica Newton — Leibniz para los del Céalculo Infinitesimal), véase el prélogo de McLean —
McMillan — Monroe (1998), obra que incorpora una segunda edicion, revisada, de Black
(1958).

% Este utilitarismo de la regla de Borda, que ya estaba implicito en los trabajos fundacionales
sobre el método, ha sido modernamente retomado en Black (1958 y 1976), Sugden (1981, pp.
140 - 145) y Marchant (2000).
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Citaremos a Grofman (1981 y 1987) para concluir esta resefia de la vida y obra
de Black, quien afirma que “la gran fuerza de Black radica en su doble labor de
sintetizador y pionero. Redescubrié y reinterpretd para la ciencia social
contemporanea las atractivas intuiciones, con implicaciones probabilisticas y
en la moderna teoria de juegos, de tedricos del pasado tales como Dodgson
(Lewis Carroll). Borda y Condorcet [...]; a la vez, él mismo desarroll6 ideas
seminales, como la de unimodalidad, la importancia del votante mediano
supuestas preferencias ordinales y la nocién de equilibro en un juego espacial
de votacion.[...]. El trabajo de lo que, despues de Black se ha denominado
teoria de comités y elecciones ha sido uno de los pilares sobre los que descansa

la teoria contemporanea de la eleccion pablica”.

1.4.2 Desarrollos ulteriores de la regla de Borda hasta la actualidad

Como hemos puesto de manifiesto hasta ahora, la regla de Borda ha sido un
constante leitmotiv en el desarrollo de la TES. La vigencia del método no ha
decaido en absoluto, y en esta seccion constataremos su pujanza desde un
punto de vista de investigacion teorica durante la segunda mitad del siglo XX.
Paralelamente veremos también que, desde una vertiente mas pragmatica, la
implementacién del método de Borda no ha estado todo lo extendida que
pudiera pensarse a la vista de todos los avales tedricos existentes a su favor.
Esta situacion contrasta con el uso recurrente de otros metodos
manifiestamente peores y de larga tradicion, cuyo paradigma es el de
pluralidad; o con la puesta en practica cada vez mas extendida de métodos
emergentes, como el de voto aprobatorio, en pugna con el de Borda por

conseguir el marchamo de “mejor procedimiento de votacién” ®°.

% Empleamos esta expresion, que Saari (1995, p. 12) adjudica a la regla de Borda, con las
debidas reservas, ya que los teoremas de imposibilidad de Arrow y de Gibbard — Satterhwaite
implican la inexistencia de un procedimiento de votacion ideal en todos los sentidos. Esta es la
razén por la que se ha hablado de la bisqueda del método de votacion 6ptimo como el “Santo
Grial” de la TES. Sobre estos aspectos véase Niemi — Riker [1976] (1991).
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A diferencia del célebre teorema de Arrow, de caracter negativo®™, uno de los
primeros resultados con los que se consolidd la moderna TES, éste con un cariz
constructivo, fue el teorema de May (1952) de caracterizacion axiomatica de la
mayoria simple. No es extrafio que se tratara de conseguir algo semejante para
la regla de Borda. Fueron Gardenfors (1973), Young (1974) y Fine — Fine
(1974) los primeros en hacerlo, abriendo el camino de otros resultados
similares (y en ocasiones mas accesibles) debidos a Hansson — Sahlquist
(1976), Fishburn — Geherlein (1976), Nitzan — Rubinstein (1981), Saari (1990),
Debord (1992) y Van Newenhizen (1992), entre otros. Es necesario constatar
que Nitzan — Rubinstein (1981) sefialan explicitamente en su caracterizacion
que las preferencias de los agentes no tienen por qué ser necesariamente
transitivas. Como veremos, ello entrafia un disefio del método de Borda
cuestionable en un sentido que se detallara en el siguiente capitulo, por lo que
se consideraran diversas formas de transitividad como hipétesis de coherencia
individual que nosotros si asumiremos en nuestro enfoque de la regla de Borda

Yy Sus extensiones.

También desde los origenes mismos de la moderna TES, la regla de Borda ha
inspirado otros procedimientos de votacion que, a su vez, vienen contando
desde entonces con una extensa literatura propia. Asi, por ejemplo, Copeland
(1951), suponiendo que los agentes ordenaban linealmente las alternativas,
considerd un procedimiento de votacion con puntuaciones tipo Borda que
asignaba a cada alternativa el nimero de las que son mejores menos el de las
que son peores para el colectivo de dichos agentes (véase Saari — Merlin
(1996)). Por otro lado, también Kemeny (1959) formulé una regla con
argumentos similares a los de Borda (y, tal como hemos sefialado, con ideas

que ya aparecian en Condorcet; cf. Young (1995, pp. 61y ss.)).

% En su discurso de recepcién del Premio Nobel de Economia, Sen [1998] (2000) alude al
“pesimismo constructivo” del teorema y sefiala que es un resultado “de una elegancia y energia
asombrosas”.
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Se han disefiado asi mismo variantes de la regla de Borda que tratan de
conjurar ciertas debilidades del método, como son su vulnerabilidad a
estrategias de voto (sefialada desde los tiempos de Borda y Morales) y el
incumplimiento del principio de independencia de alternativas irrelevantes
considerado por Arrow (algo que, como ya hemos indicado, fue puesto de
manifiesto ya por Condorcet). Para penalizar la manipulabilidad, Dummett
(1998) ha introducido dos variantes al método de Borda clasico, denominados
métodos de Borda revisado y ajustado™ y, en esta misma via, muy
recientemente, Heckelman (2003) ha postulado una “regla de Borda
probabilistica”. Por su parte, Sen (1977) considerd unas reglas de Borda en
sentido amplio y restringido (“narrow and broad Borda count”) en conexion
con el hecho de que el método de Borda, como todos los procedimientos
basados en puntuaciones derivadas de las ordenaciones individuales de las
alternativas por parte de los agentes (“scoring rules”), es necesariamente
vulnerable a la insercion o eliminacion de “alternativas irrelevantes” que no
debieran interferir cuando se tratase sola y exclusivamente de la consideracion

entre dos alternativas dadas.

A comienzos del siglo XX salieron a la luz algunas paradojas que provocaron
una importante crisis de los fundamentos de las Matematicas. Ante esta
situacion, Russell [1959] (1976, p. 78) sefiala que “Poincaré, a quien
desagradaba la I6gica matematica, y que la habia acusado de estéril, exclamé
con regocijo: ya no es estéril; engendra contradicciones”®. Sin embargo, la
controversia suscitada, a la que se unieron otros matematicos, filésofos y
I6gicos, ha resultado ser fértil y, en buena medida, orientadora de la evolucién
de las Matematicas desde entonces. Como hemos visto, algo parecido ocurri6

%1 Sobre la manipulabilidad del método de Borda y reglas afines, véase también Sen (1984).

% «|a logistique n’est plus stérile; elle engendre la contradiction”. Asi aparece la cita de
Poincaré en el prologo a la segunda edicion de The Principles of Mathematics (Russell [1937]
(1973)), donde se describen algunas de las paradojas a las que nos referimos, relacionadas con
la entonces emergente Teoria de Conjuntos y debidas a Burali-Forti, Cantor y al propio
Russell.
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en los origenes de la TES. También en este contexto hubo paradojas®™ (ademas
de la célebre paradoja del voto, a la que ya nos hemos referido) y un
antagonismo Borda — Condorcet. Asi mismo, lejos de estar agotada la
polémica, los resultados derivados de ella han conformado en gran parte la
trayectoria de la TES hasta nuestros dias. Como han sefialado Young -
Levenglick (1978), “el desafio de combinar la regularidad del enfoque de
Borda con el respeto al principio de Condorcet [constituye] un problema de
larga tradicion en la teoria de las elecciones”. En la busqueda de este
compromiso se han propuesto diversas vias de aproximacion entre ambos
enfoques: Fishburn (1977), Young (1977 y 1988), Van Newenhizen (1992) y
Truchon — Le Breton (1997), entre otros.

Otra polémica a la que ya hemos aludido, abierta ésta desde hace relativamente
poco tiempo en comparacion con la anterior, es acerca de la primacia del
método de Borda (posicidn defendida por Saari y Dummett, entre otros) frente
a la idoneidad del procedimiento de voto aprobatorio® (postura defendida por
sus méaximos impulsores, Brams y Fishburn). Una exposicion argumentada del
conflicto y una propuesta de conciliacion mediante un enfoque “fuzzy” puede
verse en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002a). Es oportuno sefialar que
una regla de Borda basada en preferencias graduales similar a la considerada en
el trabajo anterior (y retomada en el Capitulo 3 de la presente memoria) ya
habia sido propuesta por Marchant (1996a, 1996b y 2000) en conexion con el
método de decision multicriterio PROMETHEE. Nuestro ambito, sin embargo,
ha sido el de la toma de decisiones colectivas, y trascendiendo el estrecho
marco que impone la regla de Borda en su enfoque clasico, hemos tratado de
llevar més all4, si cabe, alguna de las profundas intuiciones de Morales a las

que ya nos hemos referido, como su idea de que mas que contar la opinion, hay

% \/éase Nurmi ( 1999, pp. 11 — 30).

% Este procedimiento, en el que los agentes votan o “aprueban” a tantas alternativas como
consideren oportuno, es de reciente tradicion (desde finales de los afios 70 del siglo pasado)
aunque, como la regla de Borda, también este sistema tuvo antecedentes en el pasado, pues fue
esencialmente el usado para elegir al Dux de Venecia. VVéanse a este respecto Lines (1986) y
McLean — Urken (1995, p. 22).
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que pesarla (Morales (1797, p. 8)). Tal idea esta en el espiritu de las variantes
de la regla de Borda de las que hemos tratado, ademas de en el trabajo citado,
en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2000 y 2002b), asi como en Garcia
Lapresta — Lazzari — Martinez Panero (2001).

Los citados Saari y Dummett no han escatimado elogios acerca de las bondades
de la regla de Borda en lo que a su aplicabilidad de refiere. Asi, ya se ha
indicado que Saari (1995, p. 19) la considera éptima y ha dedicado a su estudio
relevantes trabajos (véase, por ejemplo, Saari (1990)). Por su parte Dummett
(1998, p. 290) considera la regla de Borda como la mejor herramienta para
reconciliar diferentes juicios y como el método mas equitativo para determinar
un resultado a partir de deseos divergentes®™. Ademés, Black (1958, 1976),
Mueller [1979] (1984) y Straffin Jr. (1980), entre otros, han sefialado que la
regla de Borda selecciona la alternativa que, en promedio, ocupa una mas alta
consideracion en las preferencias de los agentes. En ocasiones, este hecho se ha
interpretado como un argumento en contra de la regla de Borda, por permitir la
eleccion de “candidatos mediocres”, acusacion de la que se defiende Dummett
(1984, pp. 176 y ss.). Cabe sefalar que el método de Borda se ve también
avalado por lo que Pattanaik (2002, pp. 384 y 385) denomina “una justificacion
bayesiana” del mismo, debida a Young (1988).

A la vista de las consideraciones anteriores, resulta extrafia la diferencia
sustancial que existe entre la difusibn cada vez méas extendida del
procedimiento de voto aprobatorio en relacion con la relativamente poco
utilizada regla de Borda. Bien es cierto que existe un “De Borda Institute” con
una serie de publicaciones, software y pagina web (www.deborda.com)
dedicados a la promocion del método. Puestos en contacto con dicho
organismo para consultar acerca de la puesta en practica del procedimiento

(mas alla de la variante que se emplea en el conocido concurso musical de

% Estas ideas de Dummett (1998) tienen su correlato en el enfoque métrico que aparece en
Cook - Seiford (1982), donde la nocion basica es la de consenso obtenido mediante la
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Eurovision) fuimos informados por Peter Emerson, presidente del citado
organismo y autor de un libro militante en pro de la regla de Borda (Emerson
(1998)), de que salvo en alguna entidad privada, solo ha habido constancia de
su uso en politica por parte del Partido Verde irlandés. Por nuestra parte,
hemos tenido noticia de que se utiliza para elegir algunos de los miembros del
parlamento en Eslovenia. Tal vez estas escasas muestras preconicen el deseo de
Young (1997, p. 200): “I predict that the time will come when [...] Borda’s
rule will be considered a standard tool for legislative and committee decision

making”.

minimizacion del desacuerdo. Por otro lado, Biswas (1994) ha argumentado razones de
consistencia y eficiencia en relacion con el método de Borda.

53



Bibliografia del Capitulo 1

Aguilar Pifial, F. (1989): Bibliografia de Autores Espafoles del Siglo XVIII,
Tomo V. Instituto de Filologia — CSIC, Madrid.

Aguilar Pifal, F. (ed.) (1996): Historia Literaria de Espafia en el Siglo XVIII.
Editorial Trotta — CSIC, Madrid.

Alder, K. (2003): La Medida de Todas las Cosas. Taurus, Madrid.

Arriaza, J.B de (1810): Poesias Patrioticas. Imprenta de T. Bensley, Londres.
[Edicion en microficha publicada por Pentalfa Ediciones, Oviedo,
1989].

Arrow, K.J. (1974): Eleccion Social y Valores Individuales. Instituto de
Estudios Fiscales, Madrid. [Traduccion de Eusebio Aparicio Aufion de
la segunda edicion, corregida, en inglés, 1963: Social Choice and
Individual Values. Introduccion de Andreu Mas Colell. Primera edicion,
1951].

Arrow, K.J. (1993): “Mi vida como economista”, en Breit, W. — Spencer, R.W.
(eds.): Mi vida como Economista. Colegio de Economistas de Madrid —
Celeste Ediciones, Madrid, pp. 69 — 87. [Traduccion de Antonio Merino

y Carmen Vara de la segunda edicion en inglés, 1990].
Artola, M. (1989): Los Afrancesados. Alianza Editorial, Madrid.

Basset Jr., G.W. — Perski, J. (1999): “Robust voting”. Public Choice 99, pp.
299 - 310.

Berazaluce, A.M. (1983): Sebastian de Mifano y Bedoya (1779 — 1845).
EUNSA, Pamplona.

54



Bibliografia del Capitulo 1

Biswas, T. (1994): “Efficiency and consistency in group decisions”. Public
Choice 80, pp. 23 - 34.

Black, D. (1948): “On the rationale of group decision-making”. Journal of
Political Economy 56, pp. 23 — 34.

Black, D. (1958): The Theory of Committees and Elections. Kluwer Academic

Publishers, Boston.

Black, D. (1976): “Partial justification of the Borda count”. Public Choice 28,
pp. 1 -16.

Black, D. (1991): “Arrow’s work and the normative theory of committees”.
Journal of Theoretical Politics 3, pp. 259 — 276.

Black, D. (1996): “The Life and Logic of Lewis Carroll”, en McLean, I. —
Mcmillan, A. — Monroe, B.L. (eds.): A Mathematical Approach to
Proportional Representation. Duncan Black on Lewis Carroll. Kluwer

Academic Publishers, Norwell, Massachusetts.

Blanco White, J. (1983): Cartas de Espafia. Alianza Editorial, Madrid.
[Traduccion de Antonio Garnica de la obra original publicada en inglés,

1822. Introduccién de Vicente Llorens].

Borda, J.C. de (1784): “Mémoire sur les élections au scrutin”, Historie de
I’Academie Royale des Sciences, Paris. [Se reproduce, en inglés, en
Grazia (1953) y en McLean — Urken (1995, pp. 81 — 89)].

Buchanan, J.M. — Tullock, G. (1980): El Calculo del Consenso. Espasa —
Calpe, Madrid. [Traduccién de Javier Salinas de la primera edicién en
inglés, 1962].

Bury, J. (1971): La ldea de Progreso. Alianza Editorial, Madrid. [Traduccion
de Elias Diaz y Julio Rodriguez Aramberri de la edicion original en
inglés, 1920].

55



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Campbell, C.D. — Tullock, G. (1965): “A measure of the importance of cyclical

majorities”. Economic Journal 75, pp. 853 — 857.

Carroll, L. (1986): El Juego de la Logica. Alianza Editorial, Madrid.
[Traduccion y prologo de Alfredo Deafio de la obra original en ingleés,
1896].

Carroll, L. (1988): Las Aventuras de Alicia (Alicia en el Pais de las Maravillas.
A través del Espejo y lo que Alicia Encontré Alli). Editorial Anaya,
Madrid. [Traduccion y notas de Ramon Buckley de las ediciones
originales, 1865y 1871].

Carroll, L. — Gardner, M. (2000): The Annotated Alicia. The Definitive Edition.
Allen Lane — The Penguin Press, Londres. [Una edicion anterior de esta
obra ha sido traducida al castellano por Francisco Torres Oliver para
editorial Akal, 1999].

Cohen, (1998): Lewis Carroll. Anagrama, Barcelona. [Traduccion de Juan

Antonio Molina Foix de la obra original en inglés, 1995].
Colomer, J.M. (2001): Instituciones Politicas. Ariel, Barcelona.

Colomer, J.M. — McLean, 1. (1998): “Electing popes: approval balloting and
qualified-majority rule”. Journal of Interdisciplinary History 1, pp. 1 —
22.

Condorcet, J.AIM.N.C., marqués de (1785): Essai sur I’Application de
I’Analyse a la Probabilité des Décisions Rendues a la Pluralité des
Voix, L’Imprimierie Royale, Paris. [Se reproducen fragmentos
escogidos, en inglés, en McLean — Sommerlad (1991) y en McLean —
Urken (1995, pp. 91 - 112)].

Condorcet, J.A.M.N.C., marqués de (1980): Bosquejo de un Cuadro Histérico

de los Progresos del Espiritu Humano. Editora Nacional, Madrid.

56



Bibliografia del Capitulo 1

[Traduccién de Marcial Suarez de la edicion original en francés, 1795.

Edicién de Andrés Torres del Moral].

Cook, W.D. — Seiford, L.M. (1982): “On the Borda — Kendall consensus
method for priority ranking problems”. Management Science 28, pp.
621 — 637.

Copeland, A.H. (1951): “A ‘reasonable’ social welfare function”, University of
Michigan Seminar on Applications of Mathematics to the Social
Sciences. University of Muchigan, Ann Arbor.

Daunou, P.C.F. (1803): Mémoire sur les Elections au Scrutin. Baudouin,
imprimeur de I’Institut National. Paris. [Se reproduce, en inglés, en
McLean — Urken (1995, pp. 237 -276)].

Debord, B. (1992): “An axiomatic characterization of Borda’s k-choice
function”. Social Choice and Welfare 9, pp. 337 — 343.

Defourneaux, M. (1973): Inquisicion y Censura de Libros en la Espafia del
Siglo XVIII. Taurus, Madrid. [Traduccion de J. Ignacio Tellechea de la
edicion original en francés, 1963].

Dodgson C.L. (1873): “A discussion of the various methods of procedure in
conducting elections”. Edicién privada, Oxford. [Se reproduce en Black
(1958, pp. 214 — 222) y también en McLean — Urken (1995, pp. 279 —
286)].

Dodgson C.L. (1874): “Suggestions as to the best method of taking votes,
where more than two issues are to be voted on”. Edicion privada,
Oxford. [Se reproduce en Black (1958, pp. 222 — 224) y también en
McLean — Urken (1995, pp. 287 — 288)].

Dodgson, C.L. (1876): “A method of taking votes on more than two issues”.
Edicion privada, Oxford. [Se reproduce en Black (1958, pp. 224 — 234)
y también en McLean — Urken (1995, pp. 288 — 297)].

57



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Downs, A. (1973): Teoria Economica de la Democracia. Aguilar, Madrid.
[Traduccion del inglés de Luis Adolfo Martin Merino de la edicion

publicada en Nueva York, 1971; edicién original, 1957].
Dummett, M. (1984): Voting Procedures. Clarendon Press, Oxford.

Dummett, M. (1998): “The Borda count and agenda manipulation”. Social
Choice and Welfare 15, pp. 289 — 296.

Elorza, A. (1970): La ldeologia Liberal en la llustracion Espafiola. Tecnos,
Madrid.

Emerson, P.J. (1998): Beyond the Tiranny of the Majority. Voting
Methodologies in Decision-Making and Electoral Systems. The De

Borda Institute, Belfast.

Enciclopedia Universal llustrada Europeo — Americana (Espasa), tomo
XXXVI. Hijos de J. Espasa, Editores, Barcelona. [No figura fecha de

impresion].

Enciclopedia Universal Micronet (1999). Edicion en CD-ROM. [Parte de su

informacion figura en www.enciclonet.com].

Euler, L. (1990): Cartas a una Princesa de Alemania sobre diversos Temas de
Fisica y Filosofia. Universidad de Zaragoza, Zaragoza. [Edicion y
traduccion del francés de Carlos Minguez Pérez, a partir de la Opera
Omnia de Euler, que recoge los textos originales, 1768 y 1772].

Farquharson, R. (1969): Theory of Voting. Blackwell, Oxford.

Felsenthal, D.S. — Machover, M. (1992): “After two centuries, should
Condorcet’s voting procedure be implemented?”. Behavioral Science 4,
pp. 250 — 274.

Fernandez Garcia, F.R. — Fernandez Chirino, E. (1999): “La teoria de votacion

y la ‘Memoria Matematica sobre el Calculo de la Opinion en las

58



Bibliografia del Capitulo 1

Elecciones’ del Dr. D. Joseph Isidoro Morales”. Epsilon 45, pp. 295 -
310.

Fine, B. — Fine, K. (1974): “Social choice and individual ranking I”. Review of
Economic Studies 41, pp. 459 — 475.

Fishburn, P.C. (1977): “Condorcet social choice functions”. SIAM Journal on

Applied Mathematics 33, pp. 469 — 489.

Fishburn, P.C. — Gehrlein, W.V. (1976): “Borda’s rule, positional voting and
Condorcet’s simple majority principle”. Public Choice 28, pp. 79 — 88.

Forrest (1966): La Democracia Griega. Trayectoria Politica del 800 al 400 a.
de J.C. Ediciones Guadarrama, Madrid. [Traduccion de Luis Gil de la

edicion original en inglés, 1966].

Freire Lopez, A.M. (1983): indice Bibliogréafico de la Coleccion Documental

del Fraile. Servicio Histérico Militar, Madrid.

Garcia Lapresta, J.L. — Lazzari, L.L. — Martinez Panero, M. (2001): “A group
decision making method using fuzzy triangular numbers”, en
Zopounidis, C. — Pardalos, P.M. — Baourakis, G.: Fuzzy Sets in
Management, Economics and Marketing. World Scientific Publishers,

Singapur, pp. 35 - 50.

Garcia Lapresta, J.L. — Martinez Panero, M. (2000): “Anélisis de algunos
sistemas de votacion a partir de la obra del ilustrado José Isidoro
Morales”. Hacienda Publica Espafiola 154, pp. 93 — 103.

Garcia Lapresta, J.L. — Martinez Panero, M. (2002a): “Borda count versus

approval voting: A fuzzy approach”. Public Choice 112, pp. 167 — 184.

Garcia Lapresta, J.L. — Martinez Panero, M. (2002b): “A fuzzy Borda count in
multi-person decision making”, en Trzaskalik, T. — Michnik, J. (eds.):

59



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Multiple Objective and Goal Programming. Recent Developments.

Advances in Soft Computing, Springer Verlag, Berlin, pp. 46 — 60.

Gardenfors, P. (1973): “Positionalist voting functions”. Theory and Decision 4,
pp. 1 - 24.

Gil Novales, A. (ed.) (en curso): Diccionario Biografico Espafiol (1808 —
1833).

Grazia, A. de (1953): “Mathematical derivation of an election system”. Isis 44,
pp. 42 - 51.

Grofman, B. (1981): “The Theory of Committees and Elections: The legacy of
Duncan Black”, en Tullock, G. (ed.): Towards a Science of Politics:
Essays in Honor of Duncan Black. Public Choice Center — Virginia
Polytechnic Institute, Blacksburg.

Grofman, B. (1987): “Black, Duncan”, en Eattwell, J. — Milgate, M. —
Newman, P. (eds.): The New Palgrave. A Dictionary of Economics.
McMillan Press, Londres — Stockton Press, Nueva York — Maruzen
Company, Tokio.

Grofman B. — Feld, S. (1988): “Rousseau’s General Will: a Condorcetian

perspective”. American Political Science Review 82, pp. 567 — 578.

Guilbaud, G.T. (1952): “Les théories de I’intérét général et le probléme logique
de I’agrégation. Economie Appliquée 5, pp. 501 — 584.

Hansson, B. — Sahlquist, H. (1976): “A proof technique for social choice with

variable electorate”. Journal of Economic Theory 13, pp. 193 — 300.

Heckelman, J.C. (2003): “Probabilistic Borda rule voting”. Social Choice and
Welfare 21, pp. 455 — 468.

60



Bibliografia del Capitulo 1

Jovellanos, G.M. de (1992): Memoria en Defensa de la Junta Central, tomo I.
Junta General del Principado de Asturias, Oviedo. [Edicidn anotada de

José Miguel Caso a partir del original de 1810].

Juretschke, H. (1951): Vida, Obra y Pensamiento de Alberto Lista. Escuela de
Historia Moderna — CSIC, Madrid.

Kamen, H. (1985): La Inquisicion Espafiola. Critica, Barcelona. [Traduccion
de Gabriela Zayas de la segunda edicion en inglés, 1979; existe tercera
edicion en inglés, 1998, editada en castellano por la misma editorial,
1999].

Kemeny, J. (1959): “Mathematics without numbers” Daedalus 88, pp. 571 —
591.

Lara Rddenas, M.J. de (2001): José Isidoro Morales, un Matematico en la
Corte de Carlos IV. Con la Edicion Facsimil de la Memoria
Matematica sobre el Calculo de la Opinion en las Elecciones y su

Apéndice. Universidad de Huelva, Huelva.

Lines, M. (1986): “Approval voting and strategic analysis: A Venetian
example”. Theory and Decision 20, pp. 155 - 172.

Lluch, E. (1989): “Condorcet et la diffusion de la ‘Richesse des nations’ en
Espagne”, en Crépel, P. — Gilain, C. (eds.): Condorcet: Mathématicien,

Economiste, Philosophe, Homme Politique. Minerve, Paris.

Lopez de Pefialver, J. (1992): Escritos. Instituto de Cooperacion
Iberoamericana — Quinto Centenario — Antoni Bosch, editor — Instituto
de Estudios Fiscales, Madrid. [Edicién de Ernest Lluch de la obra
original, 1799].

Maravall, J.A. (1991): Estudios de la Historia del Pensamiento Espafiol. Siglo
XVIII. Mondadori, Madrid.

61



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Marchant, T (1996a): Agrégation de relations valuées par la méthode de Borda
en vue d’un rangement. Considérations axiomatiques. Ph. D. Thesis,

Université Libre de Bruxelles, Bruselas.

Marchant, T. (1996b): “Valued relations aggregation with the Borda method”.
Journal of Multi-Criteria Decision Analysis 5, pp. 127 — 132.

Marchant, T. (2000): Does the Borda rule provide more than a ranking? Social
Choice and Welfare 17, pp. 381 — 391.

Martinez Panero, M. (2001): “Las ideas ilustradas en la obra matemética de
José Isidoro Morales”, en Alvarez Lires, M. — Bugallo Rodriguez, A. —
Fernandez Alvarez, J.M. — Sisto Edreira, R. — Valle Pérez, X.C.
(coords.): Estudios de Historia das Ciencias e das Técnicas, tomo I,
pp. 1123 — 1131, Diputacion Provincial da Pontevedra, Pontevedra.

Martinez Panero, M. — Garcia Lapresta, J.L. (1999): “El matematico ilustrado
José Isidoro Morales y sus aportaciones a la Teoria de la Eleccion
Social”. Llull 22, pp. 165-191.

Martinez Panero, M. — Garcia Lapresta, J.L. (2003): José Isidoro Morales,
Precursor llustrado de la Teoria de la Eleccién Social: Edicion
Facsimil de la Memoria Matematica sobre el Calculo de la Opinion en
las Elecciones (1797) y Apéndice (1805). Secretariado de Publicaciones
e Intercambio Editorial. Universidad de Valladolid, Valladolid. Prélogo

de Salvador Barbera.

Mascart, J. (2000): La vie et les travaux du chevalier Jean-Charles de Borda
(1733 — 1799). Episodes de la vie scientifique au XVII1° siécle. Presses
de I’Université de Paris — Sorbonne, Paris. [Edicidn facsimil de la obra
original, Annales de I’Université de Lyon 2, 1919].

Masso, J. (2003): “Teoria de la Eleccion Social”. La Gaceta de la Real

Sociedad Matematica Espafiola 3, pp. 633 — 636.

62



Bibliografia del Capitulo 1

May, K.O. (1952): “A set of independent necessary and sufficient conditions

for simple majority decision”. Econometrica 20, pp. 680 — 684.

McLean, I. (1995a): “The first golden age of social choice, 1784 — 1803”, en
Barnett, W.A. — Moulin, H. — Salles, M. — Schofield, N.J. (eds.): Social
Choice, Welfare, and Ethics. Cambridge University Press, Nueva York,
pp. 13 - 33.

McLean, 1. (1995b): “Independence of irrelevant alternatives before Arrow”.
Mathematical Social Sciences 30, pp. 107 — 126.

McLean, I. — Hewitt, F. (eds.) (1994): Condorcet: Foundations of Social
Choice and Political Theory. Edward Elgar, Aldershot — Brookfield.

McLean, I. — London, J. (1990): “The Borda and Condorcet principles: Three
medieval applications”. Social Choice and Welfare 7, pp. 99 — 108.

McLean, I. — McMillan, A. — Monroe, B.L. (1995): “Duncan Black and Lewis
Carroll”. Journal of Theoretical Politics 7, pp. 107 — 123.

McLean, I. — McMillan, A. — Monroe, B.L. (1998): The Theory of Committees
and Elections by Duncan Black. Committee Decisions with
Complementary Valuation by Duncan Black and R.A. Newing. Revised
Second  Editions.  Kluwer  Academic  Publishers,  Norwell,

Massachusetts. Prélogo de Ronald H. Coase.

McLean, I. — Sommerlad, F. (eds.) (1991): The Political Theory of Condorcet,
I1. University of Oxford Social Studies Faculty Centre. Working Paper
1, Oxford.

McLean, I. — Urken, A.B. (eds.) (1995): Classics of Social Choice. The
University of Michigan Press, Ann Arbor.

63



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Méndez Bejarano, M. (1994): Diccionario de Escritores, Maestros y Oradores
de Sevilla y su Actual Provincia. Facsimil del original, 1922, editado

por las librerias Paris-Valencia, Valencia.

Morales, J.I. (1797): Memoria Matematica sobre el Célculo de la Opinion en

las Elecciones. Imprenta Real, Madrid.

Morales, J.I. (1805): Apéndice & la Memoria Matematica sobre el Calculo de

la Opinion en las Elecciones. Imprenta de Sancha, Madrid.

Morales, J.I. (1829): Essai sur le Calcul de I’Opinion dans les Elections.
Bachellier y Charles Bechet, libraires, Paris. [Traduccion de D.A.
Bourgeois de la obra original de 1797. Existe otra edicion del mismo

afio: Imprimerie de J.B. Joly, Dole].

Moreno Alonso, M. (1989): La Generacion Espafiola de 1808. Alianza
Editorial, Madrid.

Moreno Alonso, M. (1995): Sevilla Napolednica. Alfar, Sevilla.

Moulin, H. — Young, H.P. (1987): “Condorcet, Marie Jean Antoine Nicolas
Caritat, Marquis de”, en Eattwell, J. — Milgate, M. — Newman, P. (eds.):
The New Palgrave. A Dictionary of Economics. McMillan Press,

Londres — Stockton Press, Nueva York — Maruzen Company, Tokio.

Mueller, D.C. (1979): Public Choice. Cambridge University Press, Londres.
[Existe traduccion al castellano de Juan Carlos Zapatero en Alianza
Editorial, Madrid, 1984].

Nanson, E.J. (1883): “Methods of election”. Transactions and Proceedings of
Royal Society of Victoria 19, pp. 197 — 240. [Se reproduce en McLean —
Urken (1995, pp. 321 — 359)].

Niemi, R.G. — Riker, W.H. (1991): “La eleccién de los sistemas de votacion”,

en Colomer, J.M. (ed.): Lecturas de Economia Politica Positiva,

64



Bibliografia del Capitulo 1

Instituto de Estudios Fiscales, Madrid. [Traduccion del articulo original
en inglés, 1976].

Nitzan, S. — Rubinstein, A. (1981): “A further characterization of Borda
ranking method”. Public Choice 36, pp. 153 — 158.

Nurmi, H. (1987): Comparing Voting Systems. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht.

Nurmi, H. (1999): Voting Paradoxes and How to Deal with Them. Springer
Verlag, Berlin — Heidelberg.

Ochoa, E. de (comp.) (1965): Epistolario Espafiol, tomo 2. Atlas, Madrid.

[Reimpresion de la edicion original, 1870].

Pattanaik, P.K. (2002): “Positional rules of collective decision-making”, en
Arrow, K.J. — Sen, A.K. — Suzumura, K. (eds.): Handbook of Social

Choice and Welfare, vol. 1, Elsevier Science, Amsterdam.

Rashed R. (comp.) (1990): Condorcet: Matematicas y Sociedad. Fondo de
Cultura Econdmica, Méjico. [Traduccion de José Antonio Robles
Garcia de la edicion original en francés, 1974].

Ratliff, T.C. (2001): “A comparison of Dodgson’s method and Kemeny’s rule”.
Social Choice and Welfare 18, pp. 79 — 89.

Riker, W.H. (1961): “Voting and the summation of preferences: an interpretive
bibliographical review of selected developments during the last

decade”. American Political Science Review 55, pp. 900 — 911.

Riker, W.H. (1986): The Art of Political Manipulation. Yale University Press,

New Haven.

Russell, B. (1973): Los Principios de la Matematica, en Ciencia y Filosofia
1897 — 1919 (Obras Completas, tomo I1). Aguilar, Madrid. [Traduccion

65



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

de José Barrio Gutiérrez de la segunda edicion en inglés, 1937. Primera
edicion, 1903].

Russell, B. (1976): La Evolucién de mi Pensamiento Filoséfico. Alianza
Editorial, Madrid. [Traduccion de Juan Novella Domingo de la edicién

original en inglés, 1959].

Saari, D.G. (1990): “The Borda dictionary”. Social Choice and Welfare 7, pp.
279 - 317.

Saari, D.G. (1995): Basic Geometry of Voting. Springer — Verlag, Berlin.

Saari, D.G. — Merlin, V.R. (1996): “The Copeland method I: Relationships and
the dictionary”. Economic Theory 8, pp. 51 — 76.

Sen, AK. (1976): “Poverty: An ordinal approach to measurement”.
Econometrica 44, pp. 219 — 223.

Sen, A.K. (1977): “Social Choice Theory: A re-examination”. Econometrica
45, pp. 53 - 89.

Sen. A. (1984): “Strategy-proofness of a class of Borda rules”. Public Choice
43, pp. 251 — 285.

Sen, A.K. (1998): “Un enfoque ordinal para medir la pobreza”. Cuadernos de
Economia (Bogotd) XII 29, pp. 36 - 65. [Disponible en
http://ladb.unm.edu/aux/econ/cuadeco/1998/july/enfoque.html].

Sen, A. [1998] (2000): “La posibilidad de la eleccion social”. Revista BCV 14,
pp. 9 — 60. [Disponible en www.bcv.org.ve/publica/rbcv/rbecv100b.pdf].

Sidney Smith, R. (1973): “La Riqueza de las Naciones en Espafia e
Hispanoamérica”. Hacienda Publica Espafiola 23, pp. 240 — 256.
[Traduccion de Juan Plaza Prieto del articulo original en inglés, 1957].

Straffin Jr., P.D. (1980): Topics in the Theory of Voting. Birkhduser, Boston.

66


http://ladb.unm.edu/aux/econ/cuadeco/1998/july/enfoque.html

Bibliografia del Capitulo 1

Suarez, F. (1982): El Proceso de Convocatoria a Cortes (1808 — 1810).
EUNSA, Pamplona.

Sugden, R. (1981): The Political Economy of Public Choice: An Introduction
to Welfare Economics. Martin Robertson, Oxford.

Tangian, A.S. (2000): “Unlikelihood of Condorcet’s paradox in a large
society”. Social Choice and Welfare 17, pp. 337 — 365.

Tanguiane, A.S. (1991): Aggregation and Representation of Preferences.
Introduction to Mathematical Theory of Democracy. Springer — Verlag,

Berlin.

Todhunter, I. (1865): A History of the Mathematical Theory of Probability

from the Time of Pascal to that of Laplace. Macmillan, Londres.

Truchon, M. — Le Breton, M. (1997): “A Borda measure for social choice

functions”. Mathematical Social Sciences 34, pp. 249 — 272.

Van Newenhizen, J. (1992): “The Borda method is most likely to respect the
Condorcet principle”. Economic Theory 2, pp. 69 — 83.

Vicens Vives, J. (1972): Historia Economica de Espafia. Editorial Vicens

Vives, Barcelona.

Young, H.P. (1974): “An axiomatization of Borda’s rule”. Journal of

Economic Theory 9, pp. 43 — 52.

Young, H.P. (1977): “Extending Condorcet’s rule”. Journal of Economic
Theory 16, pp. 335 - 353.

Young, H.P. (1986): “Optimal ranking and choice from pairwise comparisons”,
en Grofman, B. — Owen, G. (eds): Information Pooling and Group
Decision Making, JAI Press, Greenwich, pp. 113 — 122.

67



Capitulo 1. Génesis y desarrollo de la regla de Borda

Young, H.P. (1988): “Condorcet’s theory of voting”. American Political
Science Review 82, pp. 1231 — 1244,

Young, H.P. (1995): “Optimal voting rules”. Journal of Economic Perspectives
9, pp. 51 - 64.

Young, H. P. (1997): “Group choice and individual judgements”, en Mueller,
D. (ed.): Perspectives on Public Choice: A Handbook. Cambridge
University Press, Cambridge, pp. 181 — 200.

Young, H.P. — Levenglick, A. (1978): “A consistent extension of Condorcet’s
election principle”. SIAM Journal on Applied Mathematics 35, pp. 285
- 300.

68



Capitulo 2

La regla de Borda clasicay

sus extensiones discretas

En el capitulo anterior hemos sefialado cémo el disefio original de la regla de
Borda (1784) contempla unicamente el supuesto tedrico de que los votantes se
manifiesten sobre los candidatos en litigio mediante drdenes lineales. De
hecho, la implementacion del método de Borda, tal como fue concebido, fuerza
a los votantes a pronunciarse de esta manera, o lo que es lo mismo, a que éstos
asignen puntuaciones correlativas y escalonadas: a, a+b, a+2b, etc., a los
candidatos, de menor a mayor mérito®. Asi, por ejemplo, Morales (1797) toma
como valores mas naturales a=b=1, mientras que, de manera equivalente,
Morales (1805) los cambia por a=0, b=1, a fin de mostrar como las
puntuaciones Borda otorgadas de este modo derivan de las comparaciones
entre todas las parejas de candidatos por parte de los agentes. Es en este ultimo
caso cuando la puntuacién individual otorgada a una alternativa coincide con el
namero de las que son peores que ella. Conviene sefialar, no obstante, que
cualquiera que sea la escala empleada, las preferencias individuales han de ser
fuertes: en las confrontaciones por parejas, los agentes han de decantarse por
una de las alternativas. Una vez fijado uno de estos contadores se introducira

uno colectivo como suma de los individuales, de forma que las alternativas

! Véanse Black (1958 y 1976), Sugden (1981, pp. 140 — 145) y Marchant (2000) acerca de esta
forma utilitarista de enfocar el método de Borda.
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quedaran ordenadas por la puntuacion total obtenida. En lo que sigue

aludiremos a este procedimiento como “regla de Borda clasica”.

Sin embargo, en la practica, a menudo los electores se muestran indiferentes
entre ciertos candidatos. Ahora bien, tal como sefiala Sen [1970] (1976, pp. 17
y 18) “es importante distinguir entre indiferencia y falta de completitud. El
lenguaje cotidiano es a menudo lo bastante libre para no distinguir entre ambas.
Si yo ‘no sé’ cudl [alternativa] escoger, esto podria significar posiblemente que
soy indiferente, aunque una significacion mas natural es que no acabo de
decidirme. La diferencia I6gica entre ambas es bastante sencilla. Consideremos

estos dos enunciados:

1. xes al menos tan buena comoy,
2. Yy esal menos tan buena como x.

En el caso de ‘indiferencia’ se afirman las dos, y en el caso de falta de

completitud, ninguna”.

Asi pues, el enfoque original de Borda deberia ser modificado para contemplar
la situacion de indiferencia sensu stricto entre alternativas. En este capitulo se
propone un tratamiento sistematico, aunque no exhaustivo, de estas posibles
generalizaciones. Introduciremos para ello cuatro contadores individuales que
generalizan el original. EI primero de ellos, que aparece en Gérdenfors (1973)
bajo el nombre de restricted Borda function y fue también utilizado por Nitzan
— Rubinstein (1981) en su caracterizacion axiomatica de la regla de Borda, no
tiene en cuenta las alternativas que los agentes declaran indiferentes a la que se
valora y considera, de forma analoga a la regla clasica de Borda, que los
agentes asignan a cada alternativa tantos puntos como alternativas consideran
peores que la que se juzga. En cambio, los contadores segundo y tercero tienen
en cuenta las alternativas indiferentes a la que se valora, asignando a cada una
de éstas 0.5 puntos, con un matiz diferenciador: el considerar o no la
indiferencia de la alternativa en cuestion consigo misma. El cuarto contador

individual, utilizado por Young (1974) en su caracterizacion axiomatica de la
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regla de Borda, asigna a cada alternativa una puntuaciéon consistente en la
diferencia entre el nimero de alternativas mejores y peores que la que se
valora. Estos dos ultimos contadores fueron introducidos por Black (1958) y la
ventaja del ultimo frente al anterior es, como veremos, un tratamiento menos
prolijo, y por ende, mas elegante, de la regla de Borda. Se justificara que los
tres ultimos contadores individuales originan siempre la misma ordenacion
colectiva de las alternativas, la cual no coincide necesariamente con la

proveniente del primer contador.

Con objeto de garantizar la adecuacion de los contadores individuales a las
correspondientes preferencias de los agentes, consideraremos una propiedad de
representatividad® que ya fue introducida para el primer contador en Garcia
Lapresta — Martinez Panero (2002). Esta propiedad exige que si un individuo
prefiere una alternativa a otra, el contador ha de asignar mayor puntuacién a la
que es preferida que a la otra. De aqui se deduce que los contadores
representativos solo asignan la misma puntuacion a las alternativas que son
indiferentes para los agentes. No obstante, cuando la relaciéon de indiferencia
de un agente no es transitiva puede ocurrir que el contador, ain siendo
representativo, otorgue puntuaciones distintas a alternativas indiferentes.
Justificamos que la representatividad queda asegurada para los cuatro
contadores analizados en este trabajo si se supone que las relaciones de

preferencia fuerte de los agentes son transitivas.

Otro aspecto a analizar es la relacion existente entre las alternativas mejor o
peor puntuadas por las reglas de Borda asociadas a los contadores utilizados y
las alternativas ganadoras o perdedoras de Condorcet (aquéllas que vencen o
son derrotadas en comparaciones por pares mediante la regla de la mayoria
simple). Es bien conocido que la regla de Borda clasica no es Condorcet-

consistente, es decir, puede existir una alternativa ganadora de Condorcet que

% Ya hemos sefialado que el método de Borda admite un enfoque utilitarista. Por ello, y tal
como se verd al definir formalmente esta propiedad, el nombre que le damos deriva de la teoria
de “representacion” numérica de preferencias mediante funciones de utilidad.
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no obtenga la maxima puntuacion por la regla de Borda. No obstante,
justificamos que con la regla de Borda generalizada a cualquier tipo de
preferencias individuales, utilizando los tres ultimos contadores, ninguna
alternativa que sea ganadora de Condorcet puede tener la peor puntuacion con
la regla de Borda, asi como que ninguna alternativa que sea perdedora de
Condorcet puede tener la mejor puntuacién con la regla de Borda. Sin embargo
estas propiedades dejan de cumplirse cuando se considera la regla de Borda
asociada al primer contador, tal como se justifica con los correspondientes

contraejemplos.

El capitulo concluye sefialando las principales propiedades, ya sean 0 no
deseables, del método de Borda, algunas de las cuales se han utilizado en las
diversas caracterizaciones a las que ya hemos aludido. Prestaremos especial
atencion, entre otras, a propiedades tipo media y de consistencia
(“reinforcement”), esta Ultima sefialada por Young — Levenglick (1978) como
tipicamente caracteristica de la regla de Borda. Asi mismo, presentaremos
como aval para el empleo de la regla de Borda su inmunidad a la denominada
paradoja de la abstencién (“no show paradox”), un aspecto que desde los

ultimos afios merece cada vez mas atencion en la literatura sobre la TES.

A la vista de la exposicidn anterior, se hace necesario introducir, como soporte
tedrico, un bagaje basico sobre preferencias ordinarias, a saber: los conceptos
de preferencia fuerte o estricta y de preferencia débil o de preferencia-
indiferencia que, tal como hemos sefialado, jugaran papeles relevantes en los
métodos de Borda clasico y extendidos. La formalizacién y analisis de los
contadores individuales y colectivos correspondientes, en los que se basan tales
procedimientos, constituye el nucleo del capitulo. Asi mismo, se estudiaran las
hipdtesis de racionalidad individual (aciclicidad, transitividad, etc.) que, como
se vera, han de ser tomadas como cuestion de principio si se desea que los
procedimientos disefiados sean internamente coherentes en el sentido que se ha
detallado (representatividad de los contadores Borda individuales) y que se

formalizara mas adelante. Por otro lado, toda vez que el criterio de Condorcet
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requiere, tal como se ha sefialado, un conteo por mayoria simple, se introducira
un breve apartado sobre este procedimiento de decision siguiendo los enfoques
clasicos de May (1952) y Fishburn (1973).

2.1 Prerrequisitos tedricos

A continuacion se exponen los principales conceptos a partir de los cuales se
modelizan las preferencias de los agentes o votantes y con los que es posible

formular distintos procedimientos de votacion.

2.1.1 Relaciones binarias

El concepto basico que nos ocupara en el presente apartado es el de relacién
binaria, detallandose a continuacion alguna de las propiedades que tales
relaciones son susceptibles de cumplir. Aquéllas que tienen que ver con la
concatenacion entre mas de dos elementos seran retomadas en la siguiente
subseccion, ya en un contexto preferencial, en conexion con la racionalidad de
los agentes. Estas propiedades tendran una especial relevancia en nuestro
tratamiento de la regla de Borda.

Consideraremos que un agente se encuentra ante un conjunto finito X sobre
cuyos elementos debe decidirse. Supondremos ademéas card X > 2 en lo que

sigue.

Definicién 2.1. Una relacion binaria S sobre un conjunto no vacio X es un
subconjunto del producto cartesiano X x X. Como es usual, si S es una

relacion binaria sobre X se denotara xSy (“x se relaciona con y mediante S ™)

para significar (x,y) eS.

A continuacién se da una lista de propiedades susceptibles de ser satisfechas
por las relaciones binarias. No es exhaustiva, pues sélo se recogen las que

utilizaremos en el desarrollo posterior.

Definicion 2.2. Sea S una relacién binaria sobre X.
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1. Sesreflexivasi xSx paratodo x e X.
2. Sesirreflexiva si para ningin x e X ocurre XSx.
3. Sessimétricaside xSy sesigue ySx, para cualesquiera X,y € X.

4. S es asimétrica si cuando ocurre xSy entonces no ocurre ySx, para

cualesquiera x,y € X.

5. S es antisimétrica si cuando ocurre xSy asi como ySx, entonces Xx=Y,

para cualesquiera X,y e X.
6. Sescompleta si se verifica XSy o bien ySx, para cualesquiera X,y € X.

7. S es transitiva si cuando ocurre xSy asi como ySz, entonces también

ocurre xSz, para cualesquiera X,y,z e X.

8. S es negativamente transitiva si cuando no ocurre XSy ni ySz, entonces

tampoco ocurre xSz, para cualesquiera x,y,ze X.

9. S es triple aciclica si cuando ocurre xSy asi comoySz, entonces no

ocurre zSx, para cualesquiera X,y,ze X.

10. S es aciclica si para cualesquiera x,,...,;,X,; € X, cuando ocurre x;SX;,,

R R B

para cada j=1,...,i, entonces no ocurre X;,,SX, .

Observacion 2.1. Resulta inmediato comprobar las siguientes implicaciones.
1. Scompleta = S reflexiva.

2. Sreflexiva = S no asimétrica.

3. Sasimétrica = S irreflexiva.

Definicidon 2.3. Sea S una relacién binaria sobre X.
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1. Sesun preorden si S es reflexiva y transitiva.

2. Sesun preorden completo si S es transitiva y completa.

3. Sesunorden parcial si S es reflexiva, antisimeétrica y transitiva.
4. Sesun orden lineal si S es antisimétrica, transitiva y completa.

Observacion 2.2. Como sefiala Sen [1970] (1976, p. 24), en la literatura
aparecen nombres diversos, y a veces ambiguos, que se aplican a un mismo
concepto. Asi, a los predrdenes tambien se los denomina a veces cuasiérdenes,
los pre6rdenes completos aparecen a veces como drdenes débiles, y los érdenes
lineales como drdenes simples. Asi mismo, el término orden (que preferimos
aqui al de “ordenacion” gque aparece en la version al castellano de Sen [1970]
(1976)), sin ningun calificativo, ha sido empleado a la vez como sin6nimo de
preorden completo y de orden parcial.

2.1.2 Preferencias ordinarias fuertes y débiles

Existen en la modelizacion de preferencias ordinarias dos tradiciones
extendidas. Ambas utilizan como nociones primarias relaciones binarias a las
que se impone de partida ciertas exigencias. La primera de ellas interpreta “x es
preferido a y” en sentido fuerte, a saber: “x es mejor que y” por lo que no puede

darse a la vez “y es mejor que x”. Esto corresponde a la definicion que sigue.

Definicién 2.4. Una relacion de preferencia fuerte (o estricta) P es una

relacion binaria asimétrica.

Un segundo enfoque considera la preferencia en un sentido débil,
contemplando también la indiferencia, de manera que xRy se interpreta como
“x es al menos tan buena como y”. A diferencia de Roubens — Vincke (1985,
pp. 6y ss.) y de Sen [1970] (1976, pp. 17 y 18) en el comentario que ya hemos
citado al comenzar el capitulo, se acepta como cuestion de principio para

cualesquiera dos alternativas x,y, que, o bien x es al menos tan buena como y, o
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bien y es al menos tan buena como X. En la siguiente definicion se recogen los

comentarios anteriores.

Definicion 2.5. Una relacion de preferencia débil (o de preferencia-

indiferencia) R es una relacion binaria completa.
Observacion 2.3. Ambos enfoques son, de hecho, equivalentes:

e Si a la relacion de preferencia fuerte P se le asocia la relacion de
indiferencia |, entendida ésta como ausencia de preferencia (x1y si no
ocurre XPy ni yPx), entonces R=PuU |l (xRy si xPy o xly) resulta

completa.

e Reciprocamente, a partir de R completa se puede obtener P asimétrica
como xPy si xRy pero no ocurre yRx (es decir, con la interpretacion
sefialada, habria preferencia fuerte cuando x es al menos tan buena

como y, pero y no es al menos tan buena como X).

Las dos posibilidades indicadas se pueden aglutinar en el concepto de
estructura preferencial. Sobre estos aspectos véanse Roubens — Vincke (1985,

pp. 6 y ss.) con la observacion sefialada sobre la completitud.

Conviene indicar que si se tiene una relacién de preferencia débil R sobre X,

para cada par de alternativas X,y e X no caben mas que tres situaciones,
mutuamente excluyentes: xPy, yPx o xly. Asi, si no ocurre xPy debe

suceder alguna de las otras dos posibilidades, o lo que es o mismo, yRx.

Habida cuenta de la equivalencia sefialada, en lo que sigue, conjugaremos
ambos enfoques, respetando en la medida de lo posible la notacion introducida:
R, preferencia débil (completa); P, preferencia fuerte asociada (también
denominada parte asimétrica de R); I, indiferencia asociada (también Ilamada
parte simétrica de R). A modo de recapitulacién, sefialemos que R es completa,

P es asimétrica e | es reflexiva y simétrica.
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Definicion 2.6. Sea R una relacion de preferencia débil sobre X. Un elemento

X € X es un maximal respecto de R si para todo ye X se cumple xRy; o

equivalentemente, si no existe y e X tal que yPx.

En vista de la equivalencia anterior se dird también que x es un maximal

respecto de P.

Observacion 2.4. Hemos de sefialar que los elementos maximales® no tienen
por qué existir. Ahora bien, si X es finito (como es el caso) una condicidn
necesaria y suficiente para asegurar la existencia de maximales es que P sea
aciclica (véase Sen [1970] (1976, Lema 1*1)). Asi, supuestas las condiciones
anteriores, ante un problema de seleccion de alternativas siempre seria posible
asignar a cada subconjunto de X sus elementos maximales. Es éste un ejemplo
de un concepto ya anticipado por Condorcet (1785), el de funcion de eleccion
(véase Sen [1970] (1976, Definicion 1*8)), que resuelve el problema decisional
planteado, si bien no univocamente, pues podria darse la existencia de mas de

un elemento maximal.

2.1.3 Propiedades de racionalidad en las preferencias

Las siguientes proposiciones explicitan la jerarquia de las relaciones de
preferencia bajo ciertas hipdtesis de coherencia comunmente contempladas en
la literatura. En lo que sigue, la conclusion de las demostraciones se sefialard

mediante m. El mismo signo se utilizara para indicar ausencia de demostracion,

cuando ésta sea trivial o comun en la literatura.

% Sen [1970] (1976, p. 25), quien, como Roubens — Vincke (1985), no impone que R sea
completa, distingue entre elementos x maximales como aquéllos que no son dominados por
ninguna otra alternativa (no existe y € X tal que yPx), y mejores elementos x, aquellos que
son al menos tan buenos como el resto (para todo ye X se cumple xRy). En nuestro
contexto, al ser R completa, ambos conceptos coinciden, tal como se ha sefialado, y en los
resultados de Sen [1970] (1976) citados a continuacién convendra tener en cuenta esta
observacion.
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Proposicion 2.1. P negativamente transitiva = P transitiva = P aciclica =

P triple aciclica. m

Proposicion 2.2. P negativamente transitiva < R transitiva < P,I

transitivas. |

Mas Colell — Whinston — Green (1995, p. 6) denominan racionales a las
relaciones de preferencia que verifican las condiciones de la proposicion

anterior.

Observacion 2.5. Tal como se ha sefialado en la Introduccion, la regla de
Borda clasica se plantea en un contexto preferencial muy restrictivo en el que
la relacion de preferencia R de cada uno de los agentes es un orden lineal (lo
cual equivale a que P sea negativamente transitiva e | sea antisimétrica). Sin
embargo, como veremos, nosotros supondremos una situacion mas general, en
la que solo se exigira inicialmente que la relacion de preferencia débil de cada
uno de los agentes R sea completa (o, equivalentemente, que las relaciones de
preferencia fuerte de los agentes sean asimétricas), permitiendo en cualquier
caso a los agentes declarar indiferencia entre alternativas. Posteriormente, la
transitividad de P serd requerida para garantizar la representatividad de los

contadores Borda introducidos.

Observacion 2.6. Se puede comprobar que la mera transitividad de P no
garantiza que la relacién de indiferencia asociada | sea transitiva. Ahora bien, a
la vista de la proposicion anterior, cuando P es negativamente transitiva

resultan ser necesariamente transitivas tanto P como |.

Observacion 2.7. Es asi mismo interesante notar que si P es negativamente

transitiva (R preorden completo) y existen tres alternativas x,y,z e X tales que
xPy, ylz (o bien xly,yPz), entonces también se verifica xPz. Sin embargo
la mera transitividad de P no asegura tal propiedad de concatenacién de P, 1.

(Cf. Garcia Lapresta — Rodriguez Palmero (en prensa)).
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La concatenacion, en diversas formas, de P e | (en donde P es transitiva pero,
como se ha apuntado, | no tiene porqué serlo), ha conducido a la formulacién
de nuevas clases de relaciones de preferencia fuerte (véanse a este respecto
Roubens - Vincke (1985) y Pirlot — Vincke (1997), entre otros). A
continuacion se introducen tres de estas clases de relaciones de preferencia

fuerte.
Definicidn 2.7. Sea P una relacién de preferencia fuerte sobre X.

1. P es semitransitiva si cuando ocurre xPy, yPz, zIlw, entonces también

ocurre xPw, para cualesquiera x,y,zwe X.

2. P es un orden de intervalo si cuando ocurre xPy, ylz, zPw, entonces

también ocurre xPw, para cualesquiera x,y,z,we X.

3. P esunsemiorden si es un orden de intervalo y semitransitiva.

La jerarquia entre estas relaciones de preferencia y la transitividad viene dada

por:

P semiorden — P orden de intervalo

\ \

P semitransitiva — P transitiva

Con estas nuevas estructuras preferenciales y su conexién con las ya
introducidas, se puede matizar aun mas el grado de coherencia en las
preferencias individuales consignada desde la linealidad hasta la triple
aciclicidad. Esto queda de manifiesto en el siguiente esquema de

implicaciones, que incorpora el anterior:
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R orden lineal

\

P negativamente transitiva
(R preorden completo)

\

P semiorden
AN

P orden de intervalo P semitransitiva

N
P transitiva
\2
P aciclica
\’

P triple aciclica

2.1.4 Mayoria simple

Cuando Unicamente hay dos alternativas en litigio, el uso del procedimiento de
votacion por mayoria simple ha sido desde siempre incuestionable. May (1952)
caracteriz6 tal método mediante unas propiedades que avalan la bondad del
procedimiento y justifican por tanto su uso en el caso indicado. No es asi
extrafio que, cuando hay mas de dos alternativas, otros métodos de votacion
tengan a éste como referente (de hecho, esta es la filosofia subyacente al
principio de Condorcet y la critica de éste a la regla de Borda), razon por la
cual incluimos la presente subseccion. Como ya sefialamos, el tratamiento de la
misma es deudor del citado May (1952), asi como de Fishburn (1973), aunque
también este enfoque ha sido modernamente retomado por Garcia Lapresta (en
prensa) en un contexto de preferencias linglisticas que nosotros seguiremos

mas adelante.

Suponganse ahora que existen m agentes o votantes, m>2,y X ={x,,...,X.}

es el conjunto de alternativas o candidatos. En tal contexto, los agentes deben

manifestar sus preferencias sobre un par genérico de alternativas o candidatos
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X, X; € X . Sean PX,k=1,...,m, las relaciones de preferencia fuerte sobre X

de los votantes e 1% R¥, k=1,...,m, sus relaciones de indiferencia y
preferencia débil asociadas, respectivamente. La situacion decisional anterior
se puede codificar mediante indices di'j, k=1,...,m, introducidos por May
(1952) y Fishburn (1973), definidos como sigue:
1, si xika i
dilfz O,SiXilka,
-1, si ijkxi.

Notemos que para cualesquiera x,x;e€ X, k=1...,m, se cumple

dil} +d|j(i =0.

Definicion 2.8. La regla de votacion por mayoria simple viene dada por la

relacion binaria P° definida como:
xP°x; < card{k|x; P*x;}>card{k |x; P*x;} & kZdi? >0,
=1

para cualesquiera x;,x; € X, k=1...,m.

Observacion 2.8. P° es una relacion binaria asimétrica, y por tanto una

relacion de preferencia. Denotaremos por 1° la correspondiente relacion de

indiferencia, que corresponde al empate entre las alternativas:
X 1°x, < card{k | x; P*x;}=card{k |x; P¥x;} = > d} =0,
k=1

para cualesquiera x;,x; € X, k=1...,m.

Otra forma de codificacion, equivalente a la anterior, es posible mediante

indices r¥

ij » definidos como sigue:
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1 si xPx,
=405 si X1,
0, si xP.

La relacion entre estos indices y los anteriores viene dada por
di =2r—1. Teniendo en cuenta, ademas, que di = r —r;, la mayoria simple

— I

vendria también dada alternativamente por:

m m
S k k
xP*x, < Zrij >2rji.

k=1 k=1

Es usual disponer los coeficientes recién introducidos matricialmente como
sigue®.

Definicion 2.9. La matriz

k k k

N Fin

k k k

Ky | a2 o
()=

k k k

rnl rn 2 rnn

se denomina matriz de preferencia individual del agente k.

Las preferencias individuales pueden aglutinarse también de manera matricial

como se indica a continuacion.

Definicion 2.10. Denominaremos matriz agregada

h, hp, - I
I r. .. L
(rr ) _| 't 22 2n
j
rnl rnZ rnn
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a la obtenida como suma de las matrices de preferencia individuales, es decir,

=T

m
k=1

m m
Definicién 2.11. La diferencia r,—r, = > rf ->'rk, que cuantifica la
kel k=l

preeminencia de la alternativa x; sobre x;, se denomina margen de la alternativa

Xi respecto de la alternativa x;, y se denotara por mg (i, j).

Obviamente, mg (i, j) =—-mg(j,1).

2.2 Formulacién de la regla de Borda clasica

Desde un punto de vista formal, supuestos Ordenes lineales sobre las
alternativas, el método de Borda clasico se debe implementar en dos etapas, la
primera de las cuales consiste en asignar puntuaciones Borda individuales a las
alternativas. Si o es una permutacién de los n primeros nimeros naturales, de

manera que Xg1),---X5(n) €S la ordenacion de mejor a peor alternativa de un
agente, entonces la puntuacion otorgada por tal agente a la alternativa X

viene dada por n—i.

Cabe considerar lo siguiente: en primer lugar que originalmente Borda asignd,
acaso de manera mas natural que la anteriormente expuesta, puntuaciones
individuales n—i+1 que recorren el espectro {l,...,n}. Las propuestas, que
restan una unidad a las dichas cantidades son igualmente validas y fueron
consideradas por Borda (1784) y Morales (1805) por una razon metodoldgica,
a saber: las puntuaciones Borda individuales asi definidas, con la sustraccion

de una unidad respecto de las originalmente dadas por Borda, admiten una

* En este capitulo, a diferencia de los siguientes, se consideran ésta y otras matrices que
apareceran a continuacién principalmente como base tedrica mas que a efectos practicos de
célculo.
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expresion equivalente en términos preferenciales que se detalla y formaliza a

continuacion.

Supongamos un escenario decisional en el que m agentes (electores o
votantes) deben mostrar sus preferencias entre un conjunto finito de

alternativas (o candidatos) X ={X;,X,,...,X,}. Supondremos ademas n,m > 2,

y que la relacion de preferencia R* de cada uno de los agentes es un orden
lineal (lo cual equivale, recordemos, a que P* sea negativamente transitiva e

I* sea antisimétrica) °.

Definicion 2.12. Dada una alternativa x. € X , el contador de Borda clasico

individual mediante el cual el agente k asigna una puntuacion a la alternativa

X, viene dado por:

k k

rk(xi)= Z i :ZI’”,
=t =1
xP*x j#

lo que corresponde a la suma de los coeficientes de la fila i-ésima de la matriz
de preferencia individual del agente k a excepcion del que ocupa la diagonal

principal (cuyo valor es siempre 0.5). Alternativamente,
(%) = card {x; | x,P“x,},

por lo que este contador individual refleja la idea de Borda (explicitada por

Morales (1805)) de que a cada alternativa X, el agente k le asigna como

puntuacion el numero de alternativas que para él son peores. ES asi mismo

® En la formulacién de la regla de Borda clasica a veces se suele exigir n>3, pues cuando
n=2 es facil verificar que este procedimiento coincide con el de mayoria simple del que ya
hemos hablado (y también, pero Unicamente en este caso, con los mayoria absoluta y
pluralidad). A este respecto es interesante el agudo andlisis de Morales (1797, pp. 16 y ss.), en
donde se explicita la diferencia radical que en la toma de decisiones colectivas supone el paso
de 2 a 3 0 més alternativas.
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2.2 Formulacion de la regla de Borda clasica

interesante sefialar que el posible rango de valores se encuentra entre los del
conjunto {0,1,...,n—1}.

La segunda etapa consiste en definir una puntuacién colectiva asignada a cada

alternativa como suma de las individuales.

Definicion 2.13. El contador total (0 agregado) de Borda clasico los agentes

asigna a la alternativa x; una puntuacion colectiva dada por:

r(xi) = i T (Xi)'

Otra forma de calcular la puntuacion total de Borda anterior se basa en el
concepto de matriz agregada introducido anteriormente. La suma de los
coeficientes de la fila i-ésima de esa matriz, exceptuando el que ocupa la

diagonal principal, es la puntuacion Borda colectiva de la alternativa i:

r(xi):_irij'

j#i

Entonces, la(s) alternativa(s) que resulta(n) ganadora(s) por el método de

Borda clasico viene(n) determinada(s) por la mayor puntuacion recibida.

Definicion 2.14. La relacion de preferencia agregada P® correspondiente a la

regla de Borda clasica viene dada por:
XPEx; < r(x)>r(x),

para cualesquiera x;,x; € X . Como es usual, denotaremos por | ® asu relacion

de indiferencia asociada.

Resulta inmediato comprobar que P® es negativamente transitiva, luego

aciclica. Tal como se ha indicado, de acuerdo con Sen [1970] (1976), al ser el
conjunto X es finito, hay garantia de existencia (no asi de unicidad) de
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Capitulo 2. La regla de Borda clasica y sus extensiones discretas

elementos maximales para P®, que seria(n) ganador(es) por la regla de Borda

clasica.

A modo de ejemplo, se detalla el propuesto por el propio Borda (1784) para
justificar su método frente al de pluralidad. En nuestra exposicion usamos el

tratamiento matricial que hemos introducido.

Ejemplo 2.1. Supongamos que se realiza una eleccion entre 3 sujetos y que el
namero de electores sea 21. En el siguiente diagrama se presentan sus

ordenaciones (lineales) sobre los candidatos.

6 votantes | 7 votantes | 7 votantes | 1 votante
X3 XZ Xl Xl
X2 XS X3 X2
Xl Xl XZ X3

Borda argumenta que x; tiene la pluralidad de los votos ya que, si se votase
mediante este procedimiento, sus 8 primeras posiciones le darian como
vencedor frente a los 7 votos obtenidos por x, y los 6 de x3. Ahora bien, segun
apunta Borda, x; no tiene a su favor la opinion de los electores, ya que es

considerado como el peor por 13 de los 21 votantes.

Para computar entonces qué candidato tiene a su favor la mayor “cantidad de
opinion” aplicamos el método propugnado por Borda. Como ya se ha indicado,
para cada alternativa hay que contabilizar las que son peores que ella. Asi, las

puntuaciones, ponderadas segun el nimero de votantes, resultan:

(Xx)=7-242=16, r(x2)=6+7-2+1=21, r(Xs)=6-2+7+7=26,

y el ganador seria entonces x3. De hecho, en este ejemplo, el método de Borda

invierte la ordenacién proporcionada por el método de pluralidad.
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Observacion 2.9. A continuacion se consignan unos sencillos computos acerca
de los contadores de Borda clasicos, tanto individuales como colectivos,

utilizados recurrentemente en los argumentos que aparecen en Morales (1797).

La suma de puntuaciones emitidas por cada uno de los agentes es:

irk(xi):(n_l)+(n—2)+...+1+O:M.

i=1
La suma total de puntuaciones emitidas por el colectivo agentes es:

izn:rk(xi):m((”_1)+(n—2)+----|r1+0)=mw.

k=1 i1 2

2.3 Extensiones de la regla de Borda

Aunque ya se ha sefialado que la regla de Borda fue inicialmente disefiada para
aquellos casos en los que los agentes ordenan linealmente las alternativas, en

esta seccion se extendera el procedimiento a situaciones mucho mas generales,

m

de manera que las relaciones de preferencia fuerte de los agentes, P',...,P

son simplemente asimétricas, sin necesidad de que sean inicialmente transitivas
ni siquiera triple aciclicas. Asi mismo, los agentes podran manifestar
indiferencia entre las alternativas que comparan, de modo que las relaciones de
Il

m
yeeer |l

indiferencia de los agentes, , son reflexivas y simétricas, pero no

necesariamente transitivas. No obstante, como ya se ha indicado, en la proxima
seccion se demostrara que para conseguir representatividad en la asignacion de
puntuaciones de los contadores individuales habra que exigir que las relaciones

de preferencia fuerte de los agentes sean transitivas.

Definicion 2.15. Dada una alternativa x, € X , se definen los contadores de
Borda individuales r/(x), v=1,...,4, con los que el agente k asigna una

puntuacion a la alternativa x; de la forma que sigue:
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e ri(x)= > rf=card {x; [x,P*x}.

k
% P7Xj

n
o RO)=2 5= =D D =
-1

k k
%R%Xj % PoXj % 1X;

=card {x; |xikaj}+%card {x; %1%}

n
* rks(xi)zzlrijk = z rijk+ Z rijk =
j=

k k
% PYXj % 1X;

j#i ji

=card {x; |Xikaj}+;(card{xj [ | kxj}—l).

o i)=Y r= > ri=card {x; | x;P“x;}-card{x; |x;P“x}.

K K
%PUx; X P x;

El primer contador individual replica exactamente la definicion homologa de la
regla de Borda clasica. Como ya hemos hecho notar, aparece en Gardenfors
(1973) y también ha sido utilizado por Nitzan — Rubinstein (1981). Respecto de
la matriz de preferencia individual del agente k, se puede entender como la
suma de los coeficientes que superan el valor 0.5 de de su fila i-ésima:

rkl(Xi): Z rijk'

>05

El segundo y el tercer contador suman a la puntuacién dada por el contador
anterior 0.5 puntos a cada alternativa que sea indiferente con la que se valora,
considerando o no la propia alternativa que se valora, respectivamente. De
nuevo, teniendo en cuenta la matriz de preferencia individual del agente k, el
segundo contador corresponde a sumar todos los coeficientes de la fila i-ésima,
mientras que en el tercer contador, por lo que acabamos de sefialar, resta 0.5

unidades a la cantidad anterior.
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2.3 Extensiones de la regla de Borda

El ultimo contador indica, para cada alternativa, el nimero de victorias (puntos
a favor) menos el de derrotas (puntos en contra) sobre sus oponentes® para el
agente k. Ya hemos comentado que ha sido usado, entre otros, por Young
(1974), y no debe confundirse con los contadores Copeland que, como se
detallara mas adelante, aplican la misma filosofia a las preferencias colectivas
originadas por la mayoria simple, para evitar la paradoja del voto (ciclos en las
preferencias colectivas). En términos matriciales corresponde a la suma de
coeficientes de la fila i-ésima menos la suma de coeficientes de la columna i-

ésima de la matriz de preferencias individuales del agente k.

Es usual en la literatura denominar a los dos ultimos contadores como primer y
segundo contador de Borda individuales ajustados segun Black, (Black’s first
and second Borda counts), 0 mas brevemente, Black | y Black Il. Mediante
estos contadores, Black (1976) justifico la regla de Borda en conexion con las

nociones de “mayoria” y “cercania a la unanimidad”.

Observacion 2.10. Es claro que, en ausencia de indiferencia, los tres primeros
contadores introducidos coinciden con el clasico (de hecho la definicion del
primero no es sino una réplica de la de éste). El cuarto contador (Black Il) no
constituye una extension “natural” del clasico, pero se justificara su
incorporacion ya que, tal como sefiald el propio Black (1976), el tratamiento de
Black 1 (al que, como veremos, Black Il es equivalente) “es mas torpe, y
requiere mucho mas trabajo”. Efectivamente, también nosostros en algunos de
los argumentos que siguen hemos usado este contador que simplifica

sensiblemente las demostraciones.

Observacion 2.11. Existen conexiones entre algunos de los contadores

individuales introducidos. Resulta evidente la siguiente relacion:

2 .3 1
e (X)) =r, (Xi)+2'

® Citando a Black (1958, p. 64): “the appropriate form of the Borda count is the net surplus of
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Asi mismo, aunque en este caso no es inmediato, Black (1976) y Coughlin
(1979) demostraron que Black | y Black Il difieren en una transformacion

lineal afin; m&s concretamente:
rk4(Xi) :zrkg(xi)_(n _1) .

En consecuencia tenemos las siguientes relaciones, que permiten definir los

dos altimos contadores en funcion del segundo:
1
r2(x)=r2(x) -3 y rH(x)=2r3(x)-n.

Por otro lado, tal como sefiala Gérdenfors (1973), Black | admite una

formulacion equivalente bajo la hip6tesis de que P*,1¥ sean transitivas (lo que

equivale, segun hemos visto, a que R* sea un preorden completo), que consiste
en aplicar como patrén la regla de Borda clasica, pero en caso de indiferencia
entre alternativas, las puntuaciones individuales otorgadas a las que son
indiferentes se determinarian asignando a cada una de ellas el numero
resultante de realizar la media aritmética de las puntuaciones que se obtendrian
si el agente “linealizara” su ordenacién de preferencias’. Por ejemplo, un
agente k cuyas preferencias sobre 4 alternativas fuesen x;, (x,, X;), X,, donde
el parentesis indica indiferencia entre alternativas, podria linealizar asi su
disposicion de alternativas:  x;, X;, X,, X,. A continuacion asignaria

puntuaciones provisionales 3, 2, 1, 0, respectivamente, conforme a la regla de
Borda clasica. Por fin, en el computo definitivo, las puntuaciones otorgadas a

las alternativas indiferentes, x, y Xx,, deberian ser equidistribuidas entre ellas,

por lo que Black I asignaria las siguientes puntuaciones:

the plus over the minus votes for each candidate”.

7 Con las mismas hip6tesis sobre las preferencias individuales, Gardenfors (1973) introduce
también otro contador que, en su contexto, denomina ranking-level function, y que identifica
alternativas al mismo nivel de preferencia, aplicando entonces el contador de Borda clasico a
los “estratos” resultantes, que nosotros no incluiremos en nuestro estudio.
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3
rks(xl) =3, rk3(X3) = rks(xz) = E’ rkB(X4) =0.

A la luz de este comentario, la suma de puntuaciones emitidas por cada uno de

los agentes con el tercer contador es, como en el caso clasico:

3 (1) 1D+ (1-2) - 140- DN,

En cambio, aunque el primer contador reproduce exactamente la definicién
dada en el caso clasico, hay ahora una diferencia fundamental: si el agente k
manifiesta indiferencia entre cualesquiera dos alternativas distintas, alguno de
los valores del espectro anterior deja de ser alcanzado, ocupando su lugar
alguno de los valores inferiores, por lo que el computo total de las

puntuaciones otorgadas por ese agente seria estrictamente menor. Unicamente

se daria la igualdad en el caso de linealidad de R*; en resumen:
(k) <00
— 2

En cuanto al segundo contador, habida cuenta de la relacion recién sefialada

con el tercero, se tiene como cémputo individual total:

2

TP ol (i L) e — )4 n_(-On n_n"
;rk(Xi)_;(rk(Xi)—l—Z]_(n )+(n-2)+ +1+0+2 R

Por fin, una interesante propiedad del contador r," (Black I1) es que la suma de

todas las puntuaciones otorgadas por cada agente es nula, es decir
D (%) =0.
i=1

Tal como ocurre con su patron clasico, puede definirse un contador colectivo

como suma de los individuales en cada caso.
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Definicion 2.16. La puntuacion (o contador) total de Borda del colectivo de

agentes a la alternativa x, se calcula como:

r'(x) =irkv(xi), v=1...,4.

Observacién 2.12. Teniendo en cuenta la Observacion 2.11, se deduce:

m

b rs(xi): (rkz(xi)_%j:rz(xi)_%'

o r(x)= Zm:(Zrkz(xi)—n): 2r*(x,)—mn.

Y entonces, cualquiera que sea la forma de calculo utilizada, la(s) alternativa(s)
que resulta(n) ganadora(s) por el método de Borda de contador v-ésimo,

v=1,...,4 viene(n) determinada(s) por la mayor puntuacion recibida.

Definicion 2.17. La relacion de preferencia agregada P° correspondiente a la

regla de Borda con contador v-ésimo, v=1,...,4, viene dada por:
XPX; < (x)>r'(x;),

para cualesquiera x;,x; € X . Como es usual, denotaremos por 12, v=1,...,4,

a las correspondientes relaciones de indiferencia asociadas.

De nuevo, como en el caso clasico, P® resulta ser es negativamente transitiva

para cualquiera de los cuatro contadores introducidos, luego aciclica. Este
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2.3 Extensiones de la regla de Borda

hecho, junto con la finitud del conjunto de alternativas, garantizan la
decisividad de las extensiones de la regla de Borda clasica. Efectivamente,
teniendo en cuenta una vez mas los argumentos de Sen [1970] (1976), se puede

garantizar de existencia (aunque no la unicidad) de elementos maximales para
B ’ -

P, que seria(n) ganador(es) por la regla de Borda asociada al contador v-

ésimo.

Cabe preguntarse si, para una misma situacion decisional por parte de los

agentes, los diferentes contadores proporcionan 0 no una misma preferencia

agregada.

Observacion 2.13. De acuerdo con la Observacion 2.11, los contadores Borda

colectivos r® y r* son una transformacion afin de r?. Por tanto, r*, r® y r*

son equivalentes, es decir, originan la misma preferencia colectiva:

PZB :F)sB :P4B-

Ahora bien, r' no es equivalente a ninguno de los otros tres contadores, r?, r®

y r*, como se pone de manifiesto a continuacion.

Ejemplo 2.2. Considérense 6 votantes cuyas preferencias (negativamente

transitivas) sobre tres alternativas vienen dadas por:

‘ 1 votante ‘ 2 votantes ‘ 3 votantes ‘
XX X X X

X3 X2 XS Xl

De aqui en adelante se entendera que alternativas situadas en un mismo nivel
son indiferentes para los agentes y las que estan en un determinado nivel son
preferidas a todas aquéllas que estan en un nivel inferior. Con ello se supone de
forma implicita que las relaciones de preferencia (fuerte y débil) e indiferencia

de los agentes son transitivas.
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Resulta inmediato comprobar que el primer contador de Borda individual
otorga las siguientes puntuaciones  r'(x,) =5, r'(x,)=4, r‘(x,)=3, luego
x P®x,PPx,. Sin embargo, mediante Black | se tiene  r’(x)=5.5,
r’(x,) =7, r’(x,)=5.5, por lo que en el agregado se obtiene X,PS>x 1Sx,.
Dado que las ordenaciones colectivas son esencialmente distintas, los
contadores r* y r® no son equivalentes. Por tanto, disponemos propiamente de

dos reglas de Borda distintas que generalizan a la clasica en situaciones en las

que los agentes no necesitan ordenar linealmente las alternativas: por un lado la
correspondiente al contador individual r* y, por otro, las definidas por los

contadores equivalentes r?, r®vy r*,

Obviamente, si los agentes ordenan linealmente las alternativas, los cuatro

contadores individuales resultan equivalentes: basta observar que en tal caso

=1T.

2.4 Representatividad de los contadores individuales

Parece logico exigir, como cuestion de principio, que al puntuar cualesquiera
dos alternativas a distinto nivel de preferencia los contadores individuales de
Borda asignen mayor puntuacion a aquélla que es mejor que la otra para el
agente en cuestion. Seria deseable, por tanto, el cumplimiento de la siguiente
propiedad de representatividad®.

Definicion 2.18. El contador de Borda individual r’, v=1,...,4, es

representativo de P* si se verifica:

® Una funcion real u:X — R es una utilidad débil para la relacién de preferencia P si
XxPy= u(x) >u(y). Se dice en este caso que U es una representacién numérica débil de P. Es

esta nocion, si tenemos en cuenta la interpretacion utilitarista del método de Borda, la que nos
ha sugerido denominar “representatividad” del contador individual a la propiedad que aparece
en la siguiente definicidn.
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X, kaj = K(x)>r(X),

para cualquier par de alternativas x;,x; € X.

Normalmente aludiremos a contadores individuales representativos
sobreentendiéndose que lo son de las correspondientes preferencias

individuales de los agentes.

Hemos de observar que Gérdenfors (1973) introdujo una propiedad anéloga a
la de la definicion anterior (en su caso con una condicion si y sélo si) en el
contexto de las funciones de voto representables (representable voting

functions).

A continuacion justificamos que de la representatividad se deriva que las
alternativas que reciben la misma puntuacion han de ser necesariamente

indiferentes.

Proposicion 2.3. Si el contador r,” es representativo, entonces se verifica:
r(x)= rkv(Xj) =1 kxj )
para cualquier par de alternativas x;,x; € X.

Demostracion. Utilizando la implicacion contrarreciproca en la definicion de la

\

representatividad de r’ para las alternativas x, y X;, se tiene

i j?
RO <SK) = xRy /(X)) <r'(x)=xR%;; de aqui se deduce

Kx)=r'(x) = xlx. =m

Observacion 2.14. De la representatividad de r, no se sigue la implicacion
reciproca de la proposicion anterior, esto es, de xilkxj no se deriva
Ik

(X;)=r/(x). En el caso en que no fuera transitiva (y, como hemos

sefialado, esto puede suceder atn siéndolo P*), se tendrian tres alternativas x.,
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X; y x verificando x 1*x;, x;1“x y X P“x . Entonces, si la implicacion fuera
cierta, deberia ocurrir r/(x)=r'(x;), L'(x;) = (%) y r/(x)>1r'(x), lo que
es absurdo. Por tanto, los contadores individuales r, pueden asignar distintas

puntuaciones a alternativas indiferentes, incluso cuando éstos sean

representativos.

A continuacion demostramos que los cuatro contadores introducidos son
representativos cuando las relaciones de preferencia fuerte de los agentes son
transitivas. Como existen dos clases de equivalencia de contadores respecto de
la preferencia colectiva inducida, bastara con probarlo para un representante de

cada clase.

Proposicion 2.4. Si la relacion de preferencia fuerte P* es transitiva, entonces

los contadores de Borda r,, v=1,...,4, son representativos.

Demostracion: Para el contador r; supongamos x, P“x;. Al ser P* transitiva,

si ocurriera x;P“x,, se tendria x P*x,. Por tanto,
x| XijX|}C{X| | XiPkX|}-

Notese que la inclusion es estricta, ya que la alternativa x; pertenece al

segundo conjunto, pero no al primero. En consecuencia,
re (%) = card {x, | x, P*x}>card {x | x,P*x}=r/(x,).

Habida cuenta de la equivalencia existente entre los restantes contadores, basta

con probar la representatividad para uno de ellos. Lo haremos, por su mayor

sencillez, para r'. Supongamos x P“x;. Al ser P“ transitiva, si ocurriera

x; P“x,, entonces también se verificaria x P“x, . Por tanto,

1 x P xYe{x | xP“x}.
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De nuevo la inclusion es estricta, ya que la alternativa x; pertenece al segundo
conjunto, pero no al primero. Analogamente, si ocurriera x P*x, por

transitividad también se tendria x, P*x; . Por tanto,
{x |XIPkXi}C {x |X|kaj}'

Y de nuevo aqui el contenido es estricto, ya que la alternativa x; pertenece al

segundo conjunto, pero no al primero. En consecuencia,
card {x, | x;P*x,}> card {x, | x;P*x},
card {x, |x,P*x;}>card {x, |x,P*x;}.
Sumando ambas expresiones se obtiene:
card {x, | x;P*x,}+ card{x, | x,P*x;}> card{x, | x;P*x, }+ card{x, |x,P*x;}.
Operando, tenemos:
card {x, | x;P*x,}—card{x [x,P*x;}> card{x, | x;P*x}— card{x, | x,P*x;},
estoes, i (x)>r'(x;). m

Observacion 2.15. Si P* no es transitiva, entonces el contador r puede no
ser representativo, como se pone de manifiesto a continuacion. Supéngase la
relacion de preferencia individual P* sobre X ={x,X,,X; X}, dada
explicitamente por X P“x,, X,P*%, xP‘%,, XPX,. Entonces

ri(x)=1<2=r}(x,), apesar de que x P*x,.

Mas adn, si suponemos no s6lo uno, sino todo un electorado de m agentes con
las mismas preferencias, se tendria una situacion en la que todos y cada uno de

ellos preferirian x, a x,, mientras que la preferencia colectiva dada por la regla
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de Borda seria x,P°x,, pues r*(x,)=m<2m=r'(x,). Se observa, pues, que el

incumplimiento de la transitividad de los agentes puede desencadenar que se

vulnere el principio de unanimidad.

Como ya hemos comentado anteriormente, en la caracterizacion de la regla de
Borda, Nitzan — Rubinstein (1981) no contemplan como hipotesis de
racionalidad individual necesaria la transitividad de los agentes, a pesar de las

implicaciones que, como hemos visto, supone esta permisividad.

2.5 Borda versus Condorcet

Condorcet (1785) postuld, a partir de presupuestos filoséficos generales mas
que con fines pragmaticos, que el ganador en una votacion deberia vencer por
mayoria simple al resto de oponentes en duelos por parejas. Este es el

denominado principio de Condorcet, que formalizamos a continuacion.

Definicion 2.19. La alternativa x. es ganadora de Condorcet si para cualquier

alternativa x; = x; se verifica:
k k
card {k|x P*x;}> card {k|x; P*x},
es decir x; derrota por mayoria simple a cada una de sus oponentes.

Conviene sefialar, como hace Nurmi (1999, p. 22), que en la filosofia del
ganador de Condorcet lo importante es el disefio del método que lo seleccione
en el caso de que exista. Tal propiedad de que la alternativa ganadora mediante
un determinado método de votacion coincida la alternativa ganadora de
Condorcet, cuando ésta exista, se denomina consistencia de Condorcet, y se
dird, caso de que se cumpla, que el método es Condorcet-consistente.

A pesar de que, como puso de manifiesto Morales (1805), las puntuaciones
Borda derivan de comparaciones por pares (tacitas o explicitas) entre los

candidatos o alternativas por parte de los agentes, el método de Borda clasico
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no es Condorcet-consistente (y por tanto tampoco lo son las extensiones
introducidas). A continuacion se propone el ejemplo con el que Condorcet

(1785) puso de manifiesto que el método de Borda no cumple su criterio.

Ejemplo 2.3. Considérese una comision de 30 votantes, donde existen dos

coaliciones cuyas preferencias vienen dadas como sigue:

19 votantes |11 votantes
X X,
XZ X3
X %

En este caso x, es ganadora de Condorcet, ya que vence a X, y a x, por 19

votos frente a 11. Sin embargo, las puntuaciones Borda colectivas, segun el

contador de Borda clasico, son r(x,) =38, r(x,)=41, r(x,)=11. Por tanto,
X, es la alternativa ganadora segun la regla de Borda clasica (y cualquiera de

sus extensiones, no importa qué contador se utilice, ya que, como se ha
mencionado anteriormente, éstos originan la misma ordenacion colectiva

cuando las preferencias de los agentes son érdenes lineales).

De hecho, Condorcet fue mas all4 en su critica y constato que cualquier regla
de puntuacién conduce a la misma inconsistencia objetable a la regla de
Borda®. Una regla de puntuacién (scoring rule) se define mediante un vector de

pesos con tantas componentes como alternativas (s,,S,,...,S,) de manera que
cada agente asigna la puntuacion s; a la alternativa que ocupe el primer puesto,
s, al segundo, y asi sucesivamente. De este modo, la regla de Borda no es sino
una regla de puntuacion de pesos s, =n—i. A su vez, la regla de Borda asi

definida es equivalente a cualquier regla de puntuacién con pesos en

® Una prueba de este aserto puede verse en Gérdenfors (1973).
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progresion aritmética de diferencia comudn positiva, esto es, tales que

s—S,=0>0, i=1...,n-1.

De la definicion de alternativa ganadora de Condorcet se sigue su unicidad,
supuesta su existencia. Pero tal alternativa ideal no tiene por qué existir, un
hecho éste que en parte vulnera el solido razonamiento de Condorcet y del que
fue plenamente consciente, sin que por ello variasen sus posiciones. El ejemplo
clasico de inexistencia de ganador de Condorcet, conocido como terna de

Condorcet, es una simplificacion del propuesto por dicho autor.

Ejemplo 2.4. Considérense tres agentes cuyas preferencias sobre las

alternativas x;, X,, X, vienen dadas por:

1 votante |1 votante |1 votante
Xl X2 X3
X, X, X,
X3 Xl XZ

En este caso ninguna alternativa vence a sus oponentes al ser comparadas por
parejas. De hecho, aunque los agentes son transitivos, en este caso la
preferencia colectiva entre pares de alternativas definida a partir de la mayoria
simple no es siquiera triple aciclica, pues dos de cada tres agentes prefieren en

cada caso X, a X,, X, @ X; Y iX; a X ! Este ejemplo ilustra la denominada

paradoja del voto, efecto Condorcet, o existencia de mayorias ciclicas.

En ningln caso ocurriria esto si se emplease la regla de Borda que, como

hemos visto, origina siempre una relacion de preferencia colectiva
negativamente transitiva, por tanto transitiva y aciclica. Ahora bien, aunque la
regla de Borda siempre selecciona alguna alternativa ganadora, aquélla(s) que
obtenga(n) la méxima puntuacion, puede haber mas de una, incluso todas, tal
como ocurriria en la terna de Condorcet. Asi, la ausencia de inconsistencias

colectivas en la regla de Borda puede ir acompariada de falta de decisividad.
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A continuacion analizaremos algunas relaciones existentes entre los resultados
obtenidos por la regla de Borda, segun los contadores individuales utilizados, y
las alternativas ganadoras Condorcet. Smith (1973) y Fishburn — Gehrlein
(1976) demostraron que cuando los agentes ordenan linealmente las
alternativas, una alternativa que sea ganadora de Condorcet nunca resultaria la
peor puntuada por la regla de Borda (esta idea aparece ya en Daunou (1803)).
A continuacion demostramos este mismo resultado para los contadores
equivalentes r*, r® y r*, sin necesidad de exigir hipdtesis alguna a las
relaciones de preferencia individuales. Sin embargo, como veremos, este

resultado no es cierto si se considera el contador r*.

Proposicion 2.5. Una alternativa ganadora de Condorcet, caso de existir, nunca

seré la peor puntuada por la regla de Borda si se emplean los contadores r?, r®

yrt.

Demostracion. Supongamos que la alternativa x, es ganadora de Condorcet, es

decir, para cualquier alternativa x; = x; se verifica:

card {k | x, P*x;}> card {k|x;P“x}.

3

y r,

consideremos la regla de Borda asociada a r* y utilizaremos, por tanto, los

Teniendo en cuenta la equivalencia entre los contadores r®, r

contadores individuales r', k=1...,m. Para justificar que X no puede

m
obtener la peor puntuacion con r*, basta demostrar que r*(x) = Zrk“(xi) >0,
k=1

ya que como ha sido comentado en la Observacién 2.11, se cumple

n
z rk“(xj) =0 y, en consecuencia, la puntuacién total media es:
j=1

m

% Z”:r4(xj):%2“: Zm:rk4(xj) =%Z _Zn:rk4(xj)20'

=1 k=1 k=1
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El hecho de que r*(x) fuera positiva obligaria a que existiera alguna

alternativa con puntuacion negativa, luego peor puntuada que X .

Para demostrar esto, tenemos en cuenta que, por ser x, ganadora de Condorcet,

se tiene:

n

> card {k|xP*x}> > card {k|x,P“x},

j=1 j=1
es decir el nimero total de victorias de x; es mayor que el nimero total de sus
derrotas, lo que equivale a que se satisfaga:

i card {x; |xikaj}>i card {x; | x; P},

k=1 k=1

es decir a que se cumpla r*(x)>0. m

De la proposicion anterior se deriva el hecho de que ninguna alternativa que
alcance la peor puntuacion con la regla de Borda asociada a los contadores r?,
r* vy r* puede ser ganadora de Condorcet. Esto no ocurre, si se utiliza el

contador r*, tal como se justifica a continuacion.

Observacion 2.16. La regla de Borda asociada al contador r* puede asignar la
peor puntuacion a una alternativa ganadora de Condorcet. Supongamos 10

votantes que disponen tres alternativas de la siguiente forma:

‘ 2 votantes ‘3 votantes ‘ 3 votantes ‘ 2 votantes ‘
X1 X2 X3 Xl X2 X3

XZ X3 Xl X3 Xl X2

Resulta inmediato comprobar que la alternativa x, es ganadora de Condorcet,

ya que tres votantes prefieren x, a X, y X;, frente a solo dos que prefieren x, y
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X, a X,. No obstante, r'(x,)=6<7=r'(x,)=r'(x,). En este aspecto, el

contador r* tiene peor comportamiento que los otros tres equivalentes, ya que

como se ha visto en la proposicién anterior esta situacién no puede ocurrir con

3 4

los contadores r?, r®y r*.

Un resultado en cierta forma dual del proporcionado por la Proposicion 2.5
consiste en que toda alternativa que obtenga la méxima puntuacion colectiva
con la regla de Borda puede perder por mayoria simple en confrontaciones por
pares con alguna de sus oponentes, pero no con todas ellas; en otras palabras,
un ganador de Borda no puede ser perdedor de Condorcet, concepto éste que
formalizamos a continuacion La demostracion de tal resultado en el marco
clasico puede verse, por ejemplo, en Gérdenfors (1973). Nosotros la hemos
adaptado al caso en que eventualmente los agentes declaren indiferencia entre

alternativas distintas y operen usando cualquiera de los contadores equivalentes

r’, rlyr’.

Definicion 2.20. La alternativa X, es perdedora de Condorcet si para cualquier

alternativa x; = x; se verifica:
k k
card {k | x,P*x;}< card {k|x;P"x},
es decir x, es derrotada por cada una de sus oponentes a través de la regla de
mayoria simple.

Proposicion 2.6. Una alternativa perdedora de Condorcet, caso de existir,

nunca puede resultar ganadora por la regla de Borda si se emplean los

contadores r?, r®y r*.

Demostracién. Considerando razonamientos similares a los utilizados en la

Proposicion 2.5, supongamos que la alternativa x. es perdedora de Condorcet,

es decir, para cualquier alternativa x; = x; se verifica:
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card {k | x, P“x;} < card {k | x;P*x}.

De nuevo consideraremos la regla de Borda asociada a r*. Para justificar que

X, no puede obtener la mejor puntuacion con r*, bastara demostrar que

r(x) = Z r*(x) <0, ya que como ha sido justificado en la demostracion de la
k=1

Proposicion 2.5, la puntuacion total media es 0. El hecho de que r*(x,) fuera

negativa obligaria a que existiera alguna alternativa con puntuacion positiva,

luego mejor puntuada que X, . Para demostrar esto, tenemos en cuenta que, por

ser x. perdedora de Condorcet, se tiene:

n

> card {k|xPx}< > card {k|x;P“x},

j=1 j=1
es decir el nimero total de victorias de x; es menor que el nimero total de sus
derrotas, lo que equivale a que se satisfaga:

kznj: card {x; |xikaj}<i card {x; | x; P*x;},

1 k=1

es decir a que se cumpla r*(x)<0. m

Queda, pues, probado el hecho de que ninguna alternativa que alcance la mejor
puntuacion con la regla de Borda asociada a los contadores r®, r® y r* puede

ser perdedora de Condorcet™. Esto no ocurre, si se utiliza el contador r*, tal

como se pone de manifiesto a continuacion.

Observacion 2.17. La regla de Borda asociada al contador r* puede asignar la
mejor puntuacion a una alternativa perdedora de Condorcet. Supongamos 5
votantes que disponen tres alternativas de la siguiente forma:
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‘ 2 votantes ‘ 3 votantes ‘
X X, X5

XZ XS Xl

Resulta inmediato comprobar que la alternativa X, es perdedora de Condorcet,
ya que tres votantes prefieren x, y x, a X, frente a solo dos que prefieren x, a
X, ¥ X,. Sin embargo, r'(x,)=4>3=r'(x,)=r'(x,). De nuevo, el contador

r* tiene peor comportamiento que los otros tres equivalentes, ya que como se

ha visto en la proposicion anterior esta situacion no puede ocurrir con los

contadores r?, r®y r*.

Este hecho no es excepcional. También que la “regla de Borda probabilistica”
(Heckelman (2003)), que mencionamos ya en el primer capitulo, es susceptible

de seleccionar a la alternativa perdedora de Condorcet.

A pesar de las desventajas sefialadas de la regla de Borda (en cualquiera de sus
versiones) en relacion con el criterio de Condorcet, Van Newenhizen (1992) y
Saari (2000) han probado, en el caso clésico, que este método es la regla de
puntuacion (“scoring rule”) menos susceptible de vulnerar el criterio de
Condorcet. Alun mas, recientemente Baharad — Nitzan (2003) han probado que
si se introduce un principio de Condorcet generalizado (usando mayorias
cualificadas en vez de la simple), entonces la regla de Borda clésica es
Condorcet-consistente en el sentido indicado cuando el umbral de cualificacion

guarda una cierta relacion con el niamero de alternativas.

No obstante el aval que en parte proporcionan los anteriores resultados a la
regla de Borda, se mantiene el conflicto de base entre la decisividad de este

1% Nurmi (1999, pp. 11 — 30) conjetura que esta exclusion del perdedor de Condorcet pudiera
estar ya latente en el disefio original del método de Borda.
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método, y la incontestabilidad"’ del principio de Condorcet. Esta es la vieja
polémica Borda — Condorcet a la que ya hemos aludido, que enfrenta los
enfoques posicional y no posicional de la teoria del voto, respectivamente.
Ante planteamientos tan opuestos de raiz, una fértil linea de investigacion en el
campo de la TES la ha proporcionado “el desafio de combinar la regularidad
del enfoque de Borda con el respeto al principio de Condorcet en un método
unificado”, tal como sefialan Young — Levenglick (1978). Por su conexién con
el tema que nos ocupa, a continuacién damos un repaso siguiendo un criterio
cronologico, de algunas de las soluciones de compromiso, todas ellas
Condorcet-consistentes, que este problema, de larga tradicion en la teoria de las

elecciones, ha suscitado®.

1. Nanson (1883) propuso una regla de Borda iterada con eliminacion, en la
que en cada etapa se elimina(n) la(s) alternativas con peor puntuacion, y se
repite el codmputo de Borda hasta que sélo quede una o un grupo de ellas

empatadas (véase Straffin Jr. (1980, pp. 31y ss.)).

2. Copeland (1951) propuso un contador tipo Borda que, para n candidatos y

m votantes, viene dado por:

c(x;) =Y sgn(mg(i, j)) .

j#i

donde

11 A pesar de su consistencia interna, el principio de Condorcet también ha sido motivo de
critica. Asi, por ejemplo, se ha indicado que el ganador de Condorcet puede presentar alguna
duda de idoneidad en ciertas situaciones muy particulares (véase a este respecto Fishburn
(1977), quien exhibe un ejemplo ad hoc a este respecto). También se ha sefialado que no
importa el margen por el que vence a cada uno de sus oponentes, idea que esta latente en el
disefio del método de Copeland (1951), del que ya hemos hablado y que formalizaremos a
continuaciéon. Ademas, como se vera con mas detalle en 2.6.7, Moulin (1988) probd que el
principio de Condorcet implica la denominada “paradoja de la abstencion”. Todo ello no obsta
para que, aun con ciertas reservas, se acepte de forma extendida el criterio de Condorcet como
desideratum en una votacion.

12 Una exposicién méas detallada puede verse en Martinez Panero (2002).
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1, six>0,
sgn(x) =1 0, six=0,
-1, six<0.

Como en el método de Borda, la mayor puntuacién decide la votacion, pero
notese que, a diferencia de Black Il, que computa individualmente puntos a
favor menos puntos en contra, el método de Copeland contabiliza
colectivamente victorias menos derrotas. Por ello, si existe un ganador de
Condorcet, x;, lo es también mediante este procedimiento, con la

puntuacion maxima posible, c(x;)=n-1.

No obstante, en ausencia de ganador de Condorcet, Niemi — Riker (1976)
mostraron que el ganador de Copeland puede perder por mayoria simple
frente al ganador de Borda, por lo que Straffin Jr. (1980, pp. 33 y 34) ha
sugerido un procedimiento hibrido definido como sigue: seleccionese el
ganador de Copeland, a menos que éste sea derrotado por el ganador de

Borda, en cuyo caso este ultimo seré el ganador.

Tal vez la solucion méas natural presentada al problema que nos ocupa sea
la de Black (1958, pp. 46 — 66), quien también disefié un procedimiento
hibrido de votacion con criterio lexicografico, a saber: elijase el ganador de
Condorcet, caso de existir; en caso contrario, seleccionese el ganador de
Borda. Black sefiala la ventaja que supone el hecho de que de forma
unificada (en nuestro caso, mediante la que hemos denominado matriz
agregada) se puedan realizar los computos relativos al criterio de Condorcet

y a las puntuaciones Borda.

Kemeny (1959) propuso un método de votacion inspirado en la idea de
“mejor aproximacion” en el tratamiento de datos estadisticos que, segun

Young (1986, 1988 y 1995), se encuentra ya, aunque de forma un tanto
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vaga, en los escritos dejados por Condorcet’®. El método de Kemeny,
caracterizado por Young — Levenglick (1978), se puede entender también
como una especie de “hibrido axiomatico”, ya que es el Unico
procedimiento que se obtiene al serle impuestas ciertas propiedades
deseables de los enfoques posicional y no posicional. (Véase Saari — Merlin
(2000)).

Otras vias de aproximacion mas recientes entre los enfoques de Borda y
Condorcet pueden verse en Fishburn (1977), Young (1977 y 1988) y Truchon —
Le Breton (1997), entre otros.

2.6 Otras propiedades de la regla de Borda

Ademés de las estudiadas hasta ahora, a continuacion se presentan otras
propiedades que consideramos las mas significativas de entre las que aparecen
en la literatura. En este tipo de analisis, se consignan las bondades de la regla
de Borda, pero se sefialan también algunos de sus rasgos menos deseables, por
lo que, para paliarlos en la medida de lo posible, se han propuesto nuevas

variantes respecto del patrén original que consignamos en cada caso.

2.6.1 Respeto por la media

Straffin Jr. (1980) y Mueller [1979] (1984, pp. 73 y 74), entre otros, han
seflalado que la regla de Borda selecciona como ganador al candidato (o
candidatos) que, “como media” ocupa(n) un lugar elevado en las ordenaciones
de las preferencias de los votantes. De hecho, tal como sefiala este Gltimo,
“Black comienza su examen de los distintos procedimientos de votacion con el

siguiente postulado normativo: ‘el candidato que debe ser elegido es el mejor

¥ Mas recientemente, Nurmi (1999) expone varios métodos practicos concebidos por
Condorcet para evitar el problema de falta de decisividad que supone la presencia de ciclos en
la preferencia colectiva. ElI denominado “método de méximo acuerdo” es, de hecho, una
formulacién alternativa del método de Kemeny.
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situado, por término medio, en las relaciones de preferencias de los votantes’
(cf. Black (1958, p. 56))”. ElI mismo espiritu es el que hizo que Morales (1797,
p. 8) denominase la regla de Borda como “método de compensacion y suma” y
que Black (1976) retomase literalmente (y, por supuesto, de modo
independiente) este argumento de compensacion en su “justificacion parcial de

la regla de Borda”.

Tal justificacion en aras de un deseable “respeto por la media” recae en dos
ideas bésicas: primera, la de puntuacion de Borda individual otorgada a una
alternativa por un agente como numero de las que son peores valoradas que
ella; y segunda, una nocion de “normalizacion” basada en el tratamiento
igualitario de los agentes. Con estos prerrequisitos, Straffin Jr. (1980, p. 27)

sefiala que *“la puntuacion de Borda colectiva de una alternativa x; dividida por

el numero de votantes es justamente el promedio de alternativas valoradas peor

que X;”.

Por su parte, Bassett Jr. — Persky (1999) afirman que los métodos como el de
Borda, que estdn basados en la nocion de media, son notoriamente no
robustos™. Esta caracteristica de la regla de Borda ya fue sefialada por Morales
(1797, pp. 16 y ss.) ya que incluso cuando una amplia mayoria considerase
como mas deseada una misma alternativa al ser comparada con el resto, podria
darse el caso de que la ganadora de Borda fuese otra alternativa distinta, si ésta
ocupa “en media” un lugar mas elevado en las preferencias de los agentes.
Aunque Morales hizo sus razonamientos en abstracto, el siguiente ejemplo,

inspirado en su andlisis, ilustra tal posibilidad.

1 El problema es que, como es bien sabido, existen diferentes tipos de media. De esta manera,
tal como sefiala de nuevo Mueller [1979] (1984, p. 74) “el criterio de Condorcet también
suministra, aunque de modo distinto, un resultado que es por término medio preferido a los
demas”.

15 La robustez de un estimador es un concepto estadistico que, extrapolado al ambito de la TES
se puede interpretar, grosso modo, como “adherencia a la opinién mayoritaria”.
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Ejemplo 2.5. Considérese una comision de 4 votantes, cuyas preferencias

sobre 5 alternativas vienen dadas como sigue:

3 votantes | 1 votante
X X,
X2 X3
Xq X,
X4 X5
X5 X

Se observa que, aunque x, es la mejor alternativa para todos los agentes

excepto uno, obtiene menos puntuacion Borda que X,. Concretamente:
r(x)=3-4=12<13=3-3+4=r(x,).

Como ya sefialamos en el primer capitulo, Daunou (1803) y Nanson (1882)
sugirieron que situaciones (aparentemente) tan controvertidas como ésta
debieran haber llevado a Borda a cuestionar su propio método. Se trata, una

vez mas, de la vieja polémica Borda — Condorcet llevada a un caso extremo™.

2.6.2 Incumplimiento del Principio de Independencia de Alternativas

Irrelevantes

Tal como pusieron de manifiesto McLean — Sommerlad (1991) y McLean
(1995), el principio de Independencia de Alternativas Irrelevantes (IAl)
aparece ya en diversos escritos electorales de Condorcet, si bien fue Arrow

[1963] (1974) quien, en su célebre Teorema General de Imposibilidad, lo llevo

16 Es posible, por otro lado, que ejemplos como éste hiciesen patente a Morales (1797) la
manipulabilidad del método de Borda mediante lo que él denominé “desercion” pues, a la vista
de las puntuaciones emitidas por el electorado, podria pensarse que el Gltimo agente ha
rebajado estratégicamente la puntuacion de x, para primar a su favorito x,, que con esta

maniobra resulta vencedor. Sobre los aspectos estratégicos de la regla de Borda véase 2.6.3.

110



2.6 Otras propiedades de la regla de Borda

hasta sus Ultimas consecuencias'’. En palabras de Sen [1970] (1976), Arrow
extrajo la conclusion “general en su nihilismo” de que “no hay ninguna funcion
de bienestar social que pueda satisfacer simultdneamente [...] cuatro
condiciones aparentemente suaves”, una de las cuales es precisamente el
axioma de IAI citado. Justamente, este elegante tratamiento axiomatico o, en
palabras de Riker (1982, p. 129), esta “invulnerabilidad tedrica”, fue algo tan
innovador en Economia que constituyd uno de los argumentos por los que fue

concedido a Arrow el premio Nobel de esta disciplina en 1972.

El principio de IAl postula que, supuesta una preferencia colectiva'® obtenida a

partir de las preferencias individuales de los agentes (como pudiera ser, por

ejemplo, P® construida a partir de érdenes lineales de los agentes cuando se
utiliza la regla de Borda clasica), la comparacién mediante dicha preferencia
agregada entre cualesquiera dos alternativas debe depender Unicamente de la
posicion relativa de esas dos alternativas en las preferencias individuales de los
votantes, y no de la relacion de éstas con otras alternativas. A modo de ejemplo
y parafraseando a Domenech (1989, p. 356), supongamos un grupo de
comensales que va al restaurante y, en una situacion un tanto forzada, debe
elegir un menu conjunto de entre dos posibilidades: salmon o solomillo. Los

comensales, tras decidirlo mediante votacion eligen salmén. A todo eso,

7 Ahora bien, Sen [1970] (1976, p. 60) sefiala que “la prueba de Arrow es algo oscura, sobre
todo porque el uso de la condicion crucial | (es decir, su condicion 3) nunca se aclara. De
hecho esta condicion no es ni siquiera mencionada en la demostracién”. La condicién en
cuestion es el principio de AL

18 La expresion “preferencia colectiva” o “agregada” puede ser problematica. Seguin confesién
de Arrow a Barbera (véase prologo a Martinez Panero — Garcia Lapresta (2003)), “durante una
de sus estancias en la RAND Corporation, a finales de los afios 40, [Arrow] hizo uso del
término “preferencia social” ante un matematico. Este le mostrd incomprension ante el
concepto, y Arrow intentd convencerle de que podia definirse facilmente como una extension
natural de la aplicacién del método de mayoria al caso de mas de dos alternativas. Pero pronto
cay0 en la cuenta de que tal pretension era dificil de justificar, y finalmente demostré que, bajo
sus propias reglas de juego, resultaba simplemente imposible. Asi pues, el famoso teorema de
imposibilidad de Arrow nace y se expresa como el enunciado de que una dificultad bien
conocida del método de mayoria —la posibilidad de generar ciclos— es de hecho mucho mas
general, y que la comparten todos los métodos de agregacién de preferencias dentro de una
clase muy amplia”. Sin embargo, como se ha sefialado, con el método de Borda (o cualquier
otro método basado en puntuaciones), la existencia de una “preferencia social” bien definida no
presenta este tipo de problemas.
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aparece el camarero y les informa de una tercera posibilidad no contenida en la
carta: también hay lubina. Pues bien, el cumplimiento del principio IAl monta
tanto como prohibirles que, tras una nueva votacién, digan: “estupendo, en ese

caso en vez de salmon, preferimos... jsolomillo!”.

Es bien conocido que tal situacion, en absoluto deseable por su inconsistencia,
se puede dar efectivamente si se emplea la regla de Borda para agregar las
preferencias individuales®®, como muestra el siguiente ejemplo que aparece en
Sen [1970] (1976, p. 59). ElI mismo autor sefiala, sin embargo, que se trata del
unico de los cuatro axiomas de Arrow vulnerado por la regla de Borda (que él

denomina “método de votacidn preferente”).

Ejemplo 2.6. Supongamos tres agentes con las preferencias individuales

especificadas en la siguiente tabla:

1 votante |1 votante |1 votante
Xl X3 X3
X2 Xl Xl
XS X2 X2

Mediante la regla de Borda clasica, x, y X, reciben ambos 4 puntos, luego
X, 1 ®X,.

Considérese ahora un segundo escenario en donde las preferencias de x, frente
a X, permanecen iguales para los tres individuos, mientras que el primero de

ellos cambia su opinion frente a una alternativa ajena x, y decide que es peor

que ambas x, y X,. La nueva situacion seria, pues:

19 Otras paradojas de la regla de Borda derivadas del incumplimiento del principio de 1Al
pueden verse en Ordeshook (1986, pp. 68y ss.).
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1 votante |1 votante |1 votante
X:L X3 X3
X3 Xl Xl
X2 X2 XZ

Este cambio mantiene el tanteo de x, inalterable, pero x, obtiene un punto
mas, por lo que ahora x,P®x,. Asi pues, aunque la posicion relativa de x, y X,

sigue siendo la misma para todos los agentes, no ocurre lo mismo con la

eleccion social, por lo que cabe decir que la alternativa x, ha resultado ser

relevante en la misma.

Obviamente, el incumplimiento del principio de IAI para la regla de Borda
clasica conlleva el de todas las reglas que extienden a ésta. Y, de hecho, tal
como sefiala Young (1995), Condorcet, una vez mas, prob6 que cualquier regla
de puntuacion es susceptible de la misma critica (véase a este respecto,
Gardenfors (1973)), razon por la cual sefiala que “los resultados obtenidos
mediante reglas de puntuacion necesariamente se basan en factores
irrelevantes”. Ello ha motivado que tanto Sen (1977) como Pattanaik (2002)
hayan propuesto variantes de la regla de Borda en conexion con el hecho
anteriormente apuntado®. Sefialemos, para concluir este apartado, que
ultimamente hay una linea critica, encabezada por Saari (1999) y otros autores,
que cuestiona la validez del principio de IAIl (cf. McLean (2003)).

20 En el primer capitulo ya aludimos a las variantes “narrow and broad Borda rules”, que Sen
(1977, p. 79) presenta como sigue. Mediante la primera de ellas “la eleccidn sobre cualquier
subconjunto S de X [...] se realiza mediante las puntuaciones Borda para X . La segunda
[...] asigna puntuaciones Borda de acuerdo con la ordenacién sobre S [...]”. Por su parte,
Pattanaik (2002, pp. 371 — 372), en su estudio de las reglas posicionales de decision colectiva
distingue entre “Borda ranking rule” y “Borda decision rule”, y para cada una de ellas
considera, a su vez, “type | and I1”. Sin entrar en detalles, sefialemos que la “narrow Borda
rule” de Sen y la “Borda decision rule, type I”” de Pattanaik verifican el principio de IAl.
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2.6.3 Manipulabilidad

Los aspectos estratégicos que entrafia el uso de la regla de Borda fueron
denunciados ya en la época en que se adoptd su uso en el Institut National de
France, como sefialamos en el primer capitulo. Asi, el Discours Peliminaire de
Condorcet (1785), sin citar a Borda (hace alusion veladamente a un “gedmetra
célebre”) pero refiriéndose sin género de duda a su método, reputa a éste de
cabalistico®® (cf. Moulin — Young (1987)). Es bien conocido (la cita se ha
convertido en un lugar comin vy refleja la ideologia de toda una época) que
cuando esta critica le fue comunicada a Borda, éste se escudo en la pretendida

honorabilidad de la que deberian hacer gala los cuerpos electorales.

Otro contemporaneo de Borda que también fue plenamente consciente de la
manipulabilidad de su regla fue Morales (1797), quien acufid el término
“desercion” dos siglos antes de que en el contexto de la Teoria de Juegos se
hablase, equivalentemente, de “misrepresentation of preferences” (cf. por
ejemplo Ordeshook (1986, pp. 84 y ss.)). Morales (1797) cuantificd estas
deserciones en el resultado final de una votacion, sefialando que el impacto de
las mismas es menor con la regla de Borda que con el método de pluralidad. En
cierta forma, se adelantd asi a alguno de los resultados de Saari (1990) a los

gue nos referiremos a continuacion.

La literatura a que ha dado lugar el estudio de estos aspectos ha sido y es muy
profusa (véase, por ejemplo, Barbera (2001)). Asi, Black (1976) sefiala la
debilidad del método de Borda ante un voto estratégico del tipo siguiente: el
votante, aparte de la primera eleccion, invierte el resto de lo que serian sus
preferencias sinceras. Ludwin (1978), a su vez, sefiala otra posibilidad (usando
ahora una regla de Borda extendida): votar al favorito en primer lugar y a todos

los otros contrincantes, a la vez, en ultimo lugar. Ludwin sefiala que esta

2! Tal vez se entienda mejor este comentario de Condorcet si se tiene en cuenta que en francés
“cabale” tiene una acepcion de “intriga 0 maniobra oculta”, de la que carece el término
“cébala” en castellano.
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posibilidad es “dominante” respecto de la indicada por Black, significando esto
que el resultado es mejor o al menos tan bueno como el obtenido mediante tal
estrategia para el votante en cuestion®. Por su parte, Sen (1984) ha estudiado la
manipulabilidad de una clase de reglas que incluyen la de Borda y, para
paliarla, Dummett (1998) ha propuesto dos variantes del procedimiento
(“revised and adjusted Borda count”). Sefialemos asi mismo que Saari (1990)
ha probado que la regla de Borda es el método de votacion posicional menos
manipulable cuando concurren tres candidatos, y que se comporta
razonablemente bien cuando el numero de alternativas aumenta, mejor al
menos que otros procedimientos, como el de pluralidad, antipluralidad® y voto
aprobatorio. Y recientemente, como ya sefialamos en el capitulo anterior,
Heckelman (2003) ha introducido una regla de Borda probabilistica que
“elimina el voto estratégico sobre el conjunto de alternativas [...] al combinar
los beneficios de la regla de Borda determinista con las ventajas de una loteria
justa” aunque, entre sus desventajas debe sefialarse su posible seleccién del
perdedor de Condorcet, como ya se ha apuntado.

Paraddjicamente, Niemi — Riker [1976] (1991, p. 481) sefialan que, puesto que
a la luz del teorema de Gibbard — Satterthwaite todos los métodos de votacion
son manipulables, “la manipulabilidad deja de de ser una cuestion interesante”
y postulan que hay que concentrarse en que, al menos, sean decisivos, aspecto
éste que si logra la regla de Borda. Por el contrario, Ordeshook (1986, p. 84),
quien pone de manifiesto distintos resultados electorales no deseables mediante
la regla de Borda, llega a la conclusién de que la manipulabilidad es lo que
hace interesante la politica y la libra de ser un puro mecanismo?*. Por fin, tanto
Riker (1986) como Colomer (1990) han hablado de *“el arte de la

22 También comenta Ludwin que la manipulabilidad se hace més evidente en pequefios
comités, quedando diluida cuando el nimero de electores y candidatos se incrementa de modo
considerable. Véase, sin embargo, Felsenthal (1986) contra alguno de los argumentos de Black
y Ludwin.

** Mediante este método los agentes deben votar por todas las alternativas excepto por una.

2 Literalmente: “[...] strategic misrepresentation makes politics interesting: Without it, voting
entails little more than the solicitation of dry recording of preferences, and the outcomes follow
in a deterministic way [...]".
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manipulacion” y el primero de ellos ha acufiado un neologismo para aglutinar

los diversos aspectos de la estrategia politica: “herestética” (“heresthetics™).

2.6.4 Consistencia

Un rasgo de la regla de Borda es que satisface la hipétesis de consistencia
(“consistency”), también denominada en la literatura “reinforcement” (véanse
Young (1974) y Fishburn (1979)). El axioma se puede postular de manera
simple como sigue: “si usando un procedimiento de eleccion dos grupos de
votantes N; y Ny eligen a x; por separado, entonces el procedimiento de
eleccion es consistente si el grupo reunido también elige a x;”. En Biswas
(1994), mediante el uso auxiliar de funciones cuasilineales, puede verse una
demostracion de que la regla de Borda satisface tal aserto. De hecho, Young
(1974) demostrd que la consistencia, junto con otras propiedades (neutralidad,

fidelidad y propiedad de cancelacion) caracterizan la regla Borda.

2.6.5 Optimalidad de Pareto

Si P* I* denotan las relaciones de preferencia fuerte e indiferencia,
respectivamente, del agente k, y P es la relacion de preferencia colectiva
obtenida a partir de ellas mediante un procedimiento de votacion, entonces se
dice que tal procedimiento cumple el principio fuerte de Pareto si para

cualesquiera x;,x; € X se verifica:

vke{l,...,m} X (P U)X,
) = X, PXx;.
3k, e{l,...,m} X P,

Al definirse los contadores Borda colectivos como suma de los individuales, la

regla de Borda (tanto la clasica como sus extensiones) verifican el
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requerimiento anterior® y selecciona por tanto éptimos paretianos en el sentido
siguiente: no hay otra alternativa que todos los agentes consideren al menos tan
buena como las seleccionadas y que al menos un agente considere

estrictamente mejor que ellas.

Sin embargo, tal como sefiala Sen [1970] (1976, pp. 38 y 39), aunque desde un
punto de vista normativo el planteamiento es incuestionable y “la optimalidad
de un sistema o de un programa politico se juzga a menudo por el criterio de si
se alcanza o no la optimalidad de Pareto, [...] en cuanto un individuo prefiera x
ayyotroy ax no podremos compararlos ya socialmente”, por lo que el
criterio de Pareto es incompleto. De este modo y en el campo de la economia
del bienestar, sefiala Sen que “una economia puede ser Optima [...] aln cuando
unos estén nadando en la abundancia y otros bordeen la indigencia, con tal de

que no pueda mejorarse a los indigentes sin recortar los placeres de los ricos”.

2.6.6 Cercania al consenso

Cook — Seiford (1982) probaron, a partir de Kendall (1962), que la regla de
Borda es el método que minimiza para la métrica 2 el desacuerdo total
agregado (sobre las métricas p, 1< p<oo, véase, por ejemplo Gonzalez
Pachon — Romero (1999)). En la misma linea, en la que late la idea de
consenso (“distance-consensus” approach), Farkas — Nitzan (1979) también
demostraron, a su vez, que el método de Borda coincide con la regla de
cercania a la unanimidad (“closeness to unanimity”) introducida por los citados
autores en términos paretianos sugeridos por A.K. Sen. Ulteriores desarrollos
de esta linea de investigacion deben recoger las aportaciones de Gonzéalez
Pachon — Romero (1999) utilizando programacién por metas, y de Marchant

Y también el menos restrictivo principio débil de Pareto: un procedimiento de votacion
satisface el principio débil de Pareto si para cualesquiera x;, x; € X se verifica:

(Vke{l,...,m} xiP"x].):> XPX;.
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(2001) siguiendo los pasos de Farkas — Nitzan (1979) en un ambito que incluye

torneos, drdenes débiles, semidrdenes, relaciones de preferencia difusa, etc.

2.6.7 Inmunidad a la paradoja de la abstencion

Segun Lepelley — Merlin (2001), la paradoja de la abstencion (“no show
paradox™) es un una las mas intrigantes de entre las que aparecen en la
literatura sobre la TES. El término fue acufiado por Fishburn — Brams (1983) y
designa, en su version mas fuerte, el hecho de que en ciertas reglas de votacion
existen situaciones decisionales en donde algunos votantes harian mejor en no
participar en el proceso de eleccion. En otras palabras, podria darse el caso de
que ciertos agentes obtuviesen un resultado mas cercano a sus preferencias no
votando que haciéndolo. A continuacién, siguiendo a Trost — Levinsky (2003),
se pone de manifiesto tal posibilidad.

Ejemplo 2.7. Considérese una comision de 5 votantes, cuyas preferencias

sobre 6 alternativas vienen dadas como sigue:

2 votantes | 1 votante |2 votantes
X1 X2 X3
X3 X4 XZ
X2 X5 X4
X4 X6 XS
X5 X1 XG
XG X3 Xl

Supongamos que se decide el ganador mediante la regla de Black. En tal caso
debe verificarse en primer lugar si existe ganador de Condorcet y so6lo en su
ausencia aplicar el método de Borda. Una simple inspeccion nos hace ver que
no existe ganador de Condorcet, y al aplicar el método de Borda resulta

ganador x, (notese que ocupa en promedio las méas altas posiciones), que por

tanto también es ganador segun Black.
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Ahora bien, supongamos que la coalicion cuyas preferencias aparecen en la
primera columna decidiese no votar. En el nuevo escenario se comprueba que

X, pasaria a ser el ganador de Condorcet (y por tanto también segun Black), lo

que para la coalicion que se ha retirado representa una mejor opcién que la que

resulta si concurre a votar.

Claramente, tal situacion de inhibicién del voto es susceptible de severas
criticas desde posiciones ético-democraticas. Un hecho destacable fue probado
en Moulin (1988), significativamente titulado “Condorcet’s principle implies
the no show paradox”. Es decir los sistemas de votacion condorcetianos (esto
es, los que seleccionan al ganador de Condorcet caso de existir, como por
ejemplo la regla de Black empleada en el ejemplo anterior) son vulnerables a la
paradoja de la abstencion. Tal hecho, en consecuencia, hace tambalear la
incuestionabilidad del principio de Condorcet?®®. Tanto mas cuanto que la regla
de Borda, antagonista radical de los planteamientos de Condorcet, es inmune a
dicha paradoja®’. Como veremos a continuacion. la propiedad que nosotros
hemos denominado representatividad y que se cumple bajo hipdtesis de

transitividad de los agentes, justifica este aserto.

Observacion 2.18. En lo que sigue denominamos r* al contador individual del
agente k, r al contador colectivo y r' al contador colectivo con la abstencion
del agente k. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que un

agente k, al emitir su lista de puntuaciones, genera un ganador x. peor para él

% A este respecto, véanse también Pérez (2001) y Jimeno — Pérez — Garcia (mimeo). Como ya
hemos indicado, la literatura sobre este tema se viene incrementando en los ultimos afos. Asi,
entre otros, Campbell — Kelly (2002) han puesto de manifiesto que el incumplimiento de la
propiedad de monotonia no implica necesariamente la aparicion de la paradoja de la
abstencion. Por su parte, Jimeno (2004) la enmarca entre las propiedades de participacion y
realiza un analisis que incluye aspectos estadisticos de ocurrencia de la paradoja. Y
recientemente, Corte-Real — Pereira (2004) se han preocupado por aspectos de disefio e
implementacion de ciertas reglas de votacion a la vista de tal posibilidad.

%" No asf la regla de Borda con eliminacion o regla de Nanson ya que, como hemos visto, ésta
cumple el principio de Condorcet. De hecho, todas las reglas de puntuacion con descartes
(“scoring run-off methods”), cumplan o no el principio de Condorcet, son vulnerables a la
paradoja de la abstencion (véanse a este respecto Smith (1973), Lepelley (1989) y Saari (1994),
entre otros).
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respecto del que resulta si se abstiene, X;; es decir, ij"xi, r(x)>r(x;) y
r'(x;) >r'(x) . Pero entonces por la representatividad del contador individual,
r(x;)>r*(x); puesto que en ausencia del agente k se tiene r'(x;) > r'(x), al

agregar las puntuaciones individuales de todos los agentes en la colectiva se

obtiene:
r(x;) =) +r(x;) > r ) +r(x) =r(x),

lo que contradice el hecho de que x; sea el ganador de Borda cuando vota el

agente k.

No puede asi darse la paradoja de la abstencion si se emplea la regla de Borda,
y cabe preguntarse como hubiese empleado este autor tal argumento, de

haberlo conocido, en su polémica con Condorcet.
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Capitulo 3

Extensiones graduales y variantes

linguisticas de la regla de Borda

En el capitulo anterior comentamos que las puntuaciones escalonadas de la
regla de Borda suponen un incremento de flexibilidad respecto del método de
pluralidad, mas monolitico, en el que sélo una alternativa es votada (éste fue
uno de los argumentos de Morales (1797)). Mé&s técnicamente, si hay m
candidatos y cada votante dispone de un espectro de m valores numéricos para

asignar a cada uno de ellos, la regla de pluralidad ofrece a cada agente el rango

de puntuaciones {1,0,...,0}, mientras que la regla de Borda clasica juega con

los valores {m—l,m—2,...,0}. Myerson — Weber (1993) y Weber (1995),

entre otros, utilizan este argumento para abogar, por su parte, por el método de
voto aprobatorio, donde el votante da el visto bueno a cuantas alternativas

desea y, por tanto, el espectro de valores no es Unico, existiendo toda una gama

deellos™: {1,0,...,0}, {11...,0},..., {1,1,...,1,0}. Cabe indicar, no obstante, que

en presencia de indiferencias por parte de los votantes, también existirian

diversos espectros de puntuaciones correspondientes a las reglas de Borda

! Se excluyen los casos {0,0,...,0} y {1,1,...,1}, equivalentes a no aprobar ninguna alternativa

0 a aprobarlas todas, respectivamente, por ser ambos irrelevantes en la ordenacion que se
deriva del coémputo total.



Capitulo 3. Extensiones graduales y variantes linglisticas de la regla de Borda

extendidas introducidas en el capitulo anterior, siendo la gama ain mucho mas
extensa que en el caso de voto aprobatorio. De hecho la incluiria: el método de
voto aprobatorio, para cada agente, divide las alternativas en dos estratos,
mientras que la regla de Borda es susceptible de hacerlo hasta en m estratos.

Cuando, en el primer capitulo, resefiamos histéricamente el desarrollo del
procedimiento que nos ocupa, ya indicamos que una de las primeras criticas de
las que fue objeto consistia en que la eleccidn de los valores a otorgar por los
agentes fue considerada arbitraria por sus detractores, al coartar la libertad del
votante y no representar con fidelidad el mérito del votado. Aunque tales
denuncias trataron de ser rebatidas con diversos argumentos por el propio
Borda, Morales y Laplace, la critica perdura. Por ello, la asumimos y en este
capitulo nos proponemos ampliar a un rango continuo los espectros discretos

de puntuaciones de la regla de Borda considerados hasta ahora.

De hecho, en los trabajos de cada uno de estos precursores de la TES para
justificar el empleo de un rango discreto de puntuaciones escalonadas ya estan,
si bien todavia en embrion, las bases para el enfoque gradual que desarrollamos
en el presente capitulo. El concepto fundamental del mismo es el de
“intensidades de preferencia”, mediante las que cada agente dispone de mayor
versatilidad respecto de las preferencias “taxativas” consideradas en el capitulo
anterior. Pues bien, tal idea aparece ya prefigurada en los citados autores, como
ya se sefialo en el Capitulo 1. Asi, Borda supone como cuestion de principio
que “los grados de mérito 0 de preferencia entre los Candidatos son iguales y
reputados por iguales en la opinion de los Censores [Votantes]”?, dando a
entender implicitamente que podrian ser distintos. De otro lado, Laplace
justifico la regla de Borda basandose en ideas de equiprobabilidad sobre las

“estimaciones latentes” de los votantes que conectan en cierto modo con el

2 Cf. Lopez de Pefalver [1799] (1992, p. 59).
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tratamiento que nosotros daremos en este capitulo®. Por su parte, también
Morales (1797, pp. 8 y 32) puede constituir un antecedente cuando afirma,
como hemos visto, que “no hay mas que un método exacto, y por consiguiente
justo de elegir, y es el metodo que podemos llamar de compensacion, el qual
compara y pesa los grados de opinion del mismo modo que en una balanza se
comparan diferentes pesos para conocer aun la mas pequefia diferencia que
haya entre ellos. [...] La opinion no es cosa que se numera ¢ cuenta, sino que se
pesa”. Mé&s adelante Morales (1797, p. 49) llama “eleccion justa a [...] aquella
en que cada elector haya asignado & cada candidato el grado de aprecio, que

segun su juicio le merece en comparacion con los demas”.

Mas recientemente, para apoyar esta idea de graduacion del mérito de los
candidatos, o desde otra perspectiva, de intensidad de preferencia de los
agentes, podriamos citar a Juan Linz, catedratico emérito de la Universidad de
Yale, quien en un articulo publicado en el diario EL PAIS del dia 12 de agosto
de 2001 sostiene en la misma linea de Morales: “El principio de la mayoria no
puede decidir cuestiones que afectan de una manera esencial a los sentimientos
de las minorias, y es que el puro proceso mecanico de contar votos no tiene en

cuenta su intensidad en los votantes”.

Por nuestra parte, creemos que el uso de intensidades de preferencia en el
contexto de la TES trasciende y mejora sustancialmente el estrecho marco
informacional que proporcionan las preferencias ordinarias, como queda de
manifiesto en el siguiente ejemplo inspirado en Lewis Carroll, quien suele ser
una cita recurrente en disciplinas tales como la logica, las matematicas o la

propia TES.

¥ Para Laplace, tales “estimaciones latentes” no se asignan al comparar las alternativas por
parejas, sino al evaluarlas de una en una. Cf. Tanguiane (1991, pp. 80 y ss.) y Tangian (2000).
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En los mundos del Pais de las Maravillas y del Otro Lado del
Espejo, la nifia protagonista, Alicia, quiere dejarse oir y hacer su
voluntad, lo que le resulta muy dificil por tratarse de alguien con
solo 7 afios y medio de edad, la mas pequefia de tres hermanas. A lo
largo de sus aventuras se le plantean las tres siguientes

posibilidades:

a. Continuar siendo una nifia a la que todos mandan y a la que

hacen poco caso cuando habla.

b. Ser, en lugar de ella misma, alguna de sus dos hermanas
mayores, quienes gozan ya de cierto grado de independencia y
libertad.

c. Transformarse en reina, ser tomada en serio y poder imponer asi

su voluntad plena.

Dada la decidida y en ocasiones audaz personalidad de Alicia, ésta
preferiria las opciones b y c al ser confrontadas con la a. Desde el
punto de vista de las preferencias ordinarias: bPa y cPa. Pero tales
preferencias son groseras, no discriminan que la dominancia de ¢
sobre a es seguramente mucho mayor que la de b sobre a.
Efectivamente, cabe pensar que la intensidad de preferencia por ser
reina frente a ser una simple nifia deberia ser mucho mayor que la
intensidad de preferencia por ser alguna de sus hermanas mayores
frente a ser la pequefia. Asi, Alicia podria desear muchisimo
convertirse en reina desde su estado actual (por ejemplo, con
intensidad 0.9), o preferir bastante (pongamos con intensidad 0.7)

ser alguna de sus hermanas en vez de ella misma.

Los anteriores argumentos avalan el auge que ha tenido y tiene cada vez méas
en el marco de la TES el que los agentes puedan manifestar intensidades de
preferencia al comparar las alternativas en una situacién decisional. Asi, por

ejemplo, Straffin Jr. (1980) dedica el Capitulo 3 de su monografia al estudio de
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recientes enfoques de la teoria del voto usando intensidades de preferencia. A
continuacion hacemos un repaso de alguna de las justificaciones de tal uso,
siguiendo el ejemplo considerado por dicho autor. Las referencias que aparecen
a continuacién son del propio Straffin, e introducimos algin comentario

personal entre corchetes.

Considérese la siguiente situacion relativa a uno de los agentes que deben

manifestarse acerca de 3 alternativas (Straffin Jr. (1980, p. 47)):

1 votante
a
b -

“Las posiciones de las alternativas en la linea vertical representan intensidades
de preferencia. [...] Las intensidades relativas ilustradas en el ejemplo se
conocen como ‘utilidades cardinales’, en contraposicion con las ‘utilidades
ordinales’ que solo indican el orden en que estan dispuestas las alternativas”.
[De tal enfoque, cabe decir que, al pasar de uno a varios votantes, conduce al
problema de *“comparacién interpersonal de utilidades”, del que nos

ocuparemos mas adelante].

La primera de las interpretaciones de estas intensidades de preferencia se debe
a la escuela que parte de Von Neumann — Morgenstern (1954) como texto
seminal de la Teoria de Juegos. Straffin Jr. (1980, p. 48) indica que “si el [...]

votante coloca la alternativa b a % de camino hacia a [desde c, siendo la

distancia total unitaria], es porque el votante seria indiferente entre elegir a b

con probabilidad 1, o bien elegir una loteria que ofreciese a con probabilidad %

y ¢ con probabilidad %
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Un segundo enfoque sostiene que “los votantes pueden ser capaces de contestar
de modo consistente a preguntas acerca de intensidades relativas, y b esta
colocada donde esta porque el votante puede decir con pleno significado: ‘Mi
preferencia por b sobre c es cuatro veces mas fuerte que mi preferencia por a
sobre b’. (Vease Fishburn (1970))”. [Cabe decir que tales argumentos ya

aparecen en Morales (1805)].

Otra posibilidad es “que el votante piense en su escala como un ‘termémetro de
sensaciones’ (‘feeling thermometer’) que indique cuan ‘tibio’ o “frio” se siente

hacia cada alternativa (véase Joslyn (1976), por ejemplo)”.

Finalmente, “se puede pedir al votante que reparta 100 puntos entre las
alternativas de modo que el reparto exprese sus preferencias. (véase Metfessel
(1947)). Nuestro [...] votante podria dar 0 puntosac,44aby56a a”.

Straffin Jr. (1980, p. 48) se decanta desde un punto de vista tedrico por el
enfoque probabilistico mediante loterias, aunque también sefiala que su
complejidad de implementacion lo hace inviable en la practica. Por nuestra
parte, como es usual en la literatura especifica de la TES relativa al tema que
nos ocupa desde la extraordinaria eclosion de la logica y la matematica difusas
(“fuzzy™) a partir de Zadeh (1965), en la presente memoria modelizaremos las
intensidades de preferencia mediante relaciones de preferencia difusas donde, a
diferencia de alguno de los enfoques anteriores, se tienen en cuenta, y ademas
de forma matizada, las comparaciones entre todos los posibles pares de
alternativas. De tales relaciones de preferencia daremos una cumplida

panordmica como sustrato tedrico del presente capitulo.

A continuacion trataremos acerca de las relaciones de preferencia
“linguisticas”, que nosotros vemos como “frontera” entre las taxativas del
capitulo anterior y las graduales de la primera seccion del presente, de las que
toman modelo. Surgen al asumir que el cerebro humano funciona en términos
lingliisticos mas bien que numéricos, tal como propugnd Zadeh (1975), y
tienen en cuenta el hecho de que nuestro intelecto no estd dotado para operar
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con muchos datos, sino con un nidmero mas bien reducido de ellos. El disefio
de procedimientos de votacion tipo Borda lingiisticos constituira la segunda

seccion del presente capitulo.

En todo caso, el tratamiento del mismo correra paralelo al del capitulo anterior
y en cierta forma su desarrollo vendra forzado por el propio planteamiento de
las reglas de Borda que se considerardn en el presente a partir del patrén
clasico, por lo que, de nuevo, se sigue el esquema en dos etapas: contadores

individuales — contador colectivo.

3.1 Reglas de Borda graduales: Prerrequisitos teoricos

En la primera parte del capitulo extenderemos los contadores de Borda clésicos
al caso gradual, y se mostraran varias posibilidades de generalizacién en las
que la toma de decisiones colectiva depende en cada caso de qué tipo de
intensidades de preferencia de los agentes sean computadas. En primer lugar se
introducen algunos conceptos basicos de la teoria de subconjuntos difusos,
necesarios para formular los procedimientos de votacion que se propondran en
3.2.

3.1.1 Subconjuntos difusos

Dado un conjunto no vacio X, llamado universo, en la teoria ordinaria de
conjuntos cualquiera que sea el subconjunto A de X, todo elemento de X o bien
pertenece a A o, por el contrario, no pertenece; no existe otra posibilidad. Su

funcion caracteristica, u, : X — {0, 1}, definida por

1, sixeA
0, sixgA,

1A(X) ={

indica que la transicion entre pertenencia y no pertenencia es abrupta. Sin
embargo, en la teoria de subconjuntos difusos tal transicion es gradual. La

funcion caracteristica o funcién de pertenencia de un subconjunto difuso A del
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universo X es una aplicacion u,: X — [0,1], donde u,(x) es el grado de

pertenencia de x a A. En consecuencia, la nocién de subconjunto difuso
generaliza la de subconjunto ordinario: un subconjunto difuso A de X es

ordinario si y sdlo si u,(X) <{0,1}.

3.1.2 Relaciones binarias difusas

Al igual que las relaciones binarias ordinarias son un tipo concreto de
subconjuntos ordinarios, las relaciones binarias difusas son un tipo

determinado de subconjuntos difusos.

Definicién 3.1. Dado un conjunto ordinario X, una relacion binaria difusa
sobre X es un subconjunto difuso del producto cartesiano X x X . Si R es una

relacion binaria difusa sobre X con funcion de pertenencia g, @ X x X — [0, 1],

se entendera que (X, y) es laintensidad con la que x esta relacionado con y.

Notacién. Como en el capitulo anterior, se considerard a partir de ahora un

conjunto finito de alternativas mutuamente excluyentes, X ={x,,..., X}, sobre

el que un agente arbitrario muestra sus preferencias, a través de una relacion

binaria difusa R sobre X. Con r; = sz (x;,x;) se indicara el nivel de intensidad
con el que el agente prefiere la alternativa x, a la x;,que es tanto mayor

cuanto mas cercano esté a 1.

Observacion 3.1. El valor r; = 1,(x,%;) €[0,1] se suele entender en la

literatura principalmente de dos maneras. Para algunos autores indica el grado
de confianza con la que el agente prefiere (de manera estricta o bien débil) la

alternativa x; a la alternativa x;. Tal interpretacion capta la idea de “vaguedad”

o “ambivalencia” en la preferencia del agente en cuestion. Para otros autores,

dicho valor denota la intensidad con que el agente prefiere x; a x;. Nosotros

seguimos esta segunda interpretacion. Cf. Garcia Lapresta — Llamazares (2000)

para las respectivas referencias.
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3.1.3 Relaciones de preferencia difusas

Cuando un agente se dispone a comparar un par de alternativas, lo primero que
se plantea es si prefiere una de ellas a la otra o, por el contrario, le resultan
indiferentes. Si tiene preferencia por una de ellas, podra manifestar la forma o
la intensidad con la que la prefiere, informando de cémo prefiere la que para él
es mejor. Podriamos pensar, trasladado a este marco, en el simil de la balanza
de Morales (1797), al que ya aludimos. Supuesto que el agente distribuye toda
su capacidad de preferir, considerada unitaria, entre cada par de alternativas,

cuanto mayor sea la intensidad rj con la que Xx; es preferida a x;, tanto menor
sera la intensidad rji con la que x; es preferida a x; (cuanto mas se eleva un

platillo de la balanza, mas decae el otro). De esta forma, surge de forma natural

el axioma de reciprocidad”.

Definicion 3.2. Una relacion binaria difusa R sobre X ={x,...,x,} es

reciproca si y solosi r; +r; =1 para cualesquiera x;, X; € X.

Observacion 3.2. Si R es reciproca, entonces se verifica r, =0.5 para

cualquier x € X.

A partir de ahora, por las razones expuestas anteriormente, se supondra que
toda relacion binaria difusa que modelice las preferencias es reciproca. De este
modo, la reciprocidad es el rasgo definitorio de las relaciones de preferencia
difusas, a partir de las cuales se formulan las reglas de Borda graduales que se

introduciran en la siguiente seccion.

Definicion 3.3. Una relacion de preferencia difusa es una relacion binaria

difusa reciproca.

* Sobre la justificacion del axioma de reciprocidad véanse, entre otros, Bezdek — Spillman —
Spillman (1978), Nurmi (1981), Tanino (1984) y Garcia Lapresta — Llamazares (2000).
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Definicion 3.4. Para cada « €[0,1), la relacion de preferencia difusa R sobre

X induce una relacién binaria ordinaria de nivel (o umbral) estricto « dada

por X, =, X; &k >a.

Observacion 3.3. Conviene indicar que >, es una relacion de preferencia

ordinaria (esto es, asimétrica) unicamente cuando « >0.5. En tal caso, la

relacion de indiferencia asociada a -, viene dada por x; ~, X; < no ocurre

X >, X; ni X;>, X, 0 sea, §<a y r;<a. Por reciprocidad, ambas

condiciones equivalen a 1-a<r, <a. De este modo, si el umbral « se

]

encuentra en el rango sefialado, para cada par de alternativas x;,x; € X es

cierta una 'y solo una de las siguientes situaciones: x; >, X; (f; > @), X ~, X

(1-a<r,

; <a), X =, % (r; >a o, loqueeslomismo, f, <1-a).

En conexidn con los comentarios anteriores es interesante sefialar, como hacen
Garcia Lapresta — Llamazares (2000), que las relaciones binarias difusas
generalizan las relaciones binarias ordinarias, ya que éstas se pueden entender

como un caso particular de las anteriores cuando s6lo toman valores en

{0,1} = [0,1]. Ahora bien, ninguna relacién de preferencia difusa es ordinaria,

ya que, como consecuencia de la reciprocidad, r; :0.5¢{0,1} para todo

X, € X.

De entre todos los posibles umbrales « €[0.5,1) que garantizan que >, sea una

relacion de preferencia ordinaria, en lo que sigue tendremos como referencia el

mas pequefio de ellos, a saber, « =0.5. Tal eleccion se basa en consideraciones

de simplicidad y en el hecho de que, en virtud de la reciprocidad de R, r; >r;
equivale a que r; >0.5. Por tanto, tomando o =0.5 para definir la relacion de
preferencia ordinaria -, asociada a R, se consigue indicar qué alternativas son

preferidas respecto a otras por el agente en cuestion. Volviendo a la imagen de
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la balanza, R matiza perfectamente cuanto es preferida una alternativa a otra
(cuanto maés se inclina la balanza hacia el lado de un objeto que hacia el otro),
mientras que >, solo indica qué alternativa es preferida respecto de otra, sin
matices (qué objeto pesa mas, es decir, Unicamente si la balanza se inclina
hacia el platillo ocupado por dicho objeto, sin tomar en consideracién cuanto se
inclina). Estos comentarios propician la siguiente definicion, que no es sino un
caso particular de la Definicion 3.4, donde ahora se especifica justamente que
estamos tomando, de entre todos los valores posibles « €[0.5,1), justamente

a = 0.5 por las razones sefialadas.

Definicion 3.5. Dada una relacion de preferencia difusa R sobre X, la relacion

de preferencia ordinaria inducida por R, >, ., viene dada por
X =05 Xj & 1; > 0.5,
para cada par de alternativas x;,x; € X.

Notacion. Denotaremos por ~,. Yy =, a las correspondientes relaciones de
indiferencia vy preferencia en sentido déhil, a saber:

X ~o5 X; & =05 X=5X; <1 205,

Observacion 3.4. Tomar el umbral «=0.5 simplifica las tres situaciones

posibles a las que aludiamos en la Observacion 3.3 referentes a un par genérico

de alternativas: X; =5 X; (; >0.5), X; ~5 X; (F; =0.5), X; =5 % (f; <0.5).

Notacidn. Cuando nos encontremos ante una situacion decisional en la que m

agentes muestren sus preferencias sobre el conjunto de alternativas

X ={x,..,x.} mediante relaciones de preferencia difusas R',R?...,R",

denotaremos mediante superindices (y en ocasiones subindices) los conceptos

hasta ahora introducidos cuando hagan referencia a un agente genérico

ke{l...m}. De este modo, rf = (x,X;)€[0,1] indica la intensidad de
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preferencia con que el agente k prefiere la alternativa X; a la x;; >~ denota la

relacion de preferencia ordinaria inducida por R*, etc. Por la importancia que
tendré en el desarrollo posterior, particularizamos para el agente k la nocion de

matriz de intensidades de preferencia ya apuntada.

Definicion 3.6. Dada R*, relacion de preferencia difusa del agente k =1,...,m,

consideraremos la matriz de intensidades de preferencia de dicho agente:

k k k
r11 Ir12 rln
k k k

( k)_ By Iy Ion

i )= ,
k k k
rnl r-n2 I’-nn

donde los coeficientes simétricos respecto de la diagonal principal suman 1, y

los elementos diagonales toman el valor 0.5.

A continuacidn tratamos algunos aspectos relativos a la conexion, ya apuntada,

entre intensidades de preferencia y utilidad.

3.1.4 Relacion de preferencia difusa asociada a una funcion de utilidad

Si un agente valora numéricamente las opciones de X ={x,,...,X,} mediante

una funcién (de utilidad) u: X — R, entonces puede asociarse de forma natural

una relacién binaria difusa reciproca R sobre X. Basta considerar, siguiendo a
Tanino (1984),

d=max{u(x,)|x € X} —min{u(x)|x € X }

y definir

- d +u(x)-u(x;)
" 2d '
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Asi se tiene 0<r; <1y r, +r; =1 para cualesquiera x;,X; € X, lo que define

una relacion de preferencia difusa R. Ademas, puede considerarse en cierto

sentido que r; es una medida ordinal (invariante ante transformaciones afines

positivas) de la intensidad con la que x; es preferida a x;, tal como se justifica

a continuacion.

Sea v: X—>R una transformacion afin positiva de u, es decir

v(x)=a-u(x)+b, donde a,beR, a>0. Sisetoma
d'=max{v(x,) | x, e X}—min{v(x) | x, € X},
entonces es facil comprobar

d"+v(x)—V(x;) 3 d +u(x)—-u(x;) —
2 2 o

Se ha de observar que la relacion de preferencia ordinaria -, asociada a R,
coincide con la asociada a u, P(u), definida por xP(u)x; < u(x)>u(x;).

Efectivamente:

X o5 X; &1 >05

d +U(X£L_U(Xj) >0.5 < u(x) >u(x;) < xPu)x;.

En consecuencia, >,; es negativamente transitiva. Asi mismo, resulta

inmediato comprobar que >, es transitiva® para todo o € (0.5, 1).

Lo anterior muestra que no toda relacion de preferencia difusa viene inducida

por una funcion de utilidad, ya que, en general, >o5 no tiene por qué ser

> De hecho, de la equivalencia x, =, Xj € U(%)>u(x;)+d(2a -1) se deduce que >, es un
semiorden para todo « € (0.5,1). A este respecto véanse Luce (1956) y Pirlot — Vincke (1997).
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negativamente transitiva, al igual que >, no ha de ser necesariamente

transitiva para todo a €(0.5,1). Y es que el planteamiento utilitarista, donde
las opciones se evalian una a una, resulta mucho mas constrefiido que el
enfoque gradual que proponemos, donde las alternativas se comparan por
pares. Esto queda de manifiesto si tenemos en cuenta el siguiente hecho. Es
facil comprobar para una relaciéon de preferencia difusa R inducida por una
funcién de utilidad en la forma anteriormente expuesta, que
e =T +1, —0.5.
La formula anterior nos indica, por ejemplo, que es imposible que un

individuo, bajo supuestos utilitarios, asigne

=08 y r, =0.8 porque, en

ese caso, r, =1.1, lo que es absurdo. Sin embargo, desde un enfoque gradual

es perfectamente posible que se den simultaneamente r, =08 y r, =0.8,ya

que, en principio, el agente tendria libertad para asignar el valor r, en el

intervalo unidad. La idoneidad de dicho valor en conexion con los dados
anteriormente depende del grado de coherencia del individuo. Tales supuestos
de racionalidad de los agentes, enfocando nuestra atencion en el estudio de
ciertos tipos de transitividades difusas, seran tratados mas adelante con

extension.

3.1.5 El problema de la comparacion interpersonal de utilidades

Quienquiera que trate con intensidades de preferencia relativas a mas de un
agente debe encarar, en uno u otro momento, el problema de la comparacion
interpersonal de utilidades (CIU), muy relacionado con el de la simpatia o
afinidad extendida (“extended simpathy”) introducido por Arrow [1963] (1974,
pp. 235 y 236) como la disposicion de hacer comparaciones de la forma “el
estado x es mejor (o peor) para mi de lo que el estado y lo es para ti”. El debate
y la literatura suscitados por este tema son muy extensos; a este respecto
véanse Roberts (1980a, 1980b y 1997), Suzumura (1997), Sugden (1981, pp.
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50 - 66), Hammond (1991) y Fleurbaey — Hammond (en prensa), entre otros.
Dedicaremos este apartado a exponer el estado de la cuestion y manifestar

nuestra posicion al respecto.

Para delimitar el tema en nuestro contexto especifico citaremos, de forma tal
vez un tanto extensa, pero muy esclarecedora, la disertacion pronunciada por
Sen al recibir el premio Nobel (titulada significativamente “La posibilidad de
la Eleccion Social” (Sen [1998] (2000); la nota al pie con asterisco
corresponden a citas de dicho texto realizadas por su autor):

“La Economia del Bienestar tradicional, que habia sido
concebida por los economistas utilitaristas [...], habia tomado
un camino muy diferente al de la Teoria de la Eleccién
Social orientada hacia la votacién. Se inspird no en Borda
[...] ni en Condorcet [...], sino en su contemporaneo Jeremy
Bentham [...]. Bentham fue el precursor del uso del célculo
utilitarista para obtener decisiones sobre el interés social, al
agregar los intereses personales de los distintos individuos en
la forma de sus utilidades respectivas. La inquietud de
Bentham -y la del utilitarismo en general- tenia que ver con
la utilidad total de una comunidad, independientemente de la
distribucion de ese total, y en esto existe una limitacién
informativa de considerable importancia ética y politica [...].
No obstante, el interés utilitarista de comparar las ganancias
y las pérdidas de diferentes personas no es en si una
inquietud insignificante. Y esta inquietud hace que la
economia utilitarista del bienestar se interese profundamente
en el uso de una clase de informacion —en forma de
comparacion de las ganancias y pérdidas de utilidad de las
diferentes personas— con la que no trabajaron directamente ni

Condorcet ni Borda.
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El utilitarismo ha tenido gran influencia en el desarrollo de la
economia del bienestar, que durante mucho tiempo estuvo
dominada por una fidelidad casi incuestionable al célculo
utilitarista. Pero en la década de los 30, la economia
utilitarista del bienestar comenz6 a ser duramente criticada.
[...] Los economistas se dejaron [...] persuadir por los
argumentos presentados por Lionel Robbins y otros
(influidos profundamente por la filosofia “positivista logica’)
en el sentido de que las comparaciones interpersonales de la
utilidad no tenian bases cientificas: ‘Cada mente es
inescrutable para cualquier otra mente y no es posible que
exista un denominador comun respecto a los sentimientos’
(Robbins, 1938, p. 636). Por ende, las bases epistémicas de
la economia utilitarista del bienestar se consideraron

incurablemente defectuosas.

Siguieron intentos de hacer economia del bienestar sobre la
base de los ordenamientos respectivos de la situacién social
de las diferentes personas, sin ninguna comparacion
interpersonal de las ganancias y pérdidas de utilidad (y, por
supuesto, sin ninguna comparacion de las utilidades totales
de las diferentes personas, que los utilitaristas también pasan
por alto). A pesar de que el utilitarismo y la economia
utilitarista del bienestar son bastante indiferentes a la
distribucion de las utilidades entre diferentes personas (y
mas bien se concentran Unicamente en la suma total de las
utilidades), el nuevo régimen sin ningun tipo de comparacion
interpersonal redujo ain mas la base informativa de la cual
podria servirse la eleccion social. La base informativa ya
limitada del célculo de Bentham se redujo aun mas respecto
del de Borda y Condorcet, puesto que el uso de

ordenamientos de utilidad de las diferentes personas sin
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ninguna comparacion interpersonal es analiticamente
bastante similar al uso de la informacién de votacion a la

hora de hacer una eleccion social”.

Entre los economistas anti-utilitaristas que criticaron la vision cardinalista de
Bentham (para quien la felicidad o la utilidad de los sujetos es comparable y
agregable en un todo, llamado bienestar social), debemos citar a Bergson o
Samuelson quienes, a su vez, comenzaron a hablar de ordinalidad e
incomparabilidad. Asi mismo, en una alocucion sobre el autor de On Liberty,
John Stuart Mill, Berlin [1569] (1995) sostiene que las percepciones
individuales no son comparables si se quieren tener en cuenta la libertad y
subjetividad personales. Y también afirma Sen [1998] (2000), como se ha
sefialado, que habria sido bastante natural poner en tela de juicio la manera
como el utilitarismo se concentraba Unicamente en las sumas totales de las
utilidades, eludiendo con ello los aspectos distributivos siguiendo el camino
trazado por Rawls [1971] (1979) al formular su Teorfa de la Justicia®. En
contrapartida debe citarse el enfoque de Harsanyi [1955] (1974, p. 81), que
tratd en éste y trabajos posteriores de eludir las dificultades del enfoque
utilitarista, concluyendo que “[...] en la Economia del Bienestar hemos
encontrado que un hombre racional (cuyas elecciones satisfagan ciertos
postulados sencillos de racionalidad e imparcialidad) debe actuar como si
hiciese comparaciones interpersonales de utilidad, aunque su informacion sea
insuficiente para hacerlo sobre una base objetiva”. Las consideraciones de
Harsanyi fueron el punto de partida para Harvey (1999) en su trabajo acerca de

la agregacion de preferencias individuales en una preferencia social.

La postura inicial de Arrow sobre el problema fue rechazar el uso tanto de
medidas cardinales de utilidad como de CIU. Arrow, incluso rechaza los

® El fil6sofo americano John Rawls postul6 que el estado social debe tener como referente al
individuo en peor situacion.
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indices de utilidad esperada de Von Neumann - Morgenstern, por
considerarlos arbitrarios y poco significativos para valorar las situaciones
sociales (cf. a este respecto Salcedo Megales (1994, pp. 73 y ss.)). Citemos de
nuevo a Sen [1998] (2000):

“Arrow habia descartado el uso de comparaciones
interpersonales, puesto que habia seguido el consenso
general que habia surgido en los 40 en el sentido de que (en
los términos de Arrow) “la comparacién interpersonal de las
utilidades no tiene significado” (Arrow [1963] (1974, p. 63)).
La totalidad de la combinacion de axiomas empleada por
Arrow tuvo el efecto de limitar los procedimientos de
eleccion social a normas que son, en términos generales, del
tipo de las normas de votacion. Su resultado de
imposibilidad se refiere, por lo tanto, a esta clase de

normas”.

“ Debe explicarse que la restriccion de los procedimientos de eleccion social a las normas de
votacion no es un supuesto que invoque Arrow [1963] (1974); forma parte del teorema de
imposibilidad que él establecid. Es una consecuencia analitica del conjunto de axiomas
aparentemente razonables postulados para la eleccién social razonada. La comparacién
interpersonal de las utilidades queda, por supuesto, excluida explicitamente, pero la
comprobacion del teorema de Arrow muestra que un grupo de otros supuestos con
admisibilidad considerable, tomados en su conjunto, también implican légicamente otras
caracteristicas de las normas de votacion (un resultado analitico sorprendente en si mismo). Las
caracteristicas derivadas incluyen, especialmente, el exigente requisito de que no se tome en
cuenta efectivamente la naturaleza de las condiciones sociales: solo los votos que se depositen
respectivamente a favor —y en contra— de las mismas (una propiedad que a menudo se
denomina “neutralidad”, un nombre algo halagador para lo que después de todo no es mas que
una restriccion informativa). A pesar de que evitar las comparaciones interpersonales de las
utilidades elimina la posibilidad de tomar en cuenta la desigualdad de las utilidades (y las
diferencias en términos de ganancias y pérdidas de las utilidades), el componente derivado de
la “neutralidad” evita que se preste atencién indirectamente a los asuntos distributivos
mediante la consideracion explicita de la naturaleza de las respectivas condiciones sociales (por
ejemplo, de las desigualdades en términos de ingresos en las diferentes condiciones sociales).
El papel que desempefian las limitaciones informativas inducidas en la generacion de
resultados de imposibilidad se analiza en Sen (1977 y 1979).
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Sin embargo, Arrow, consciente de las criticas suscitadas por el hecho de que
excluir la CIU constrifie sustancialmente los supuestos informativos con los
que operan los agentes (téngase en cuenta que el trabajo de Harsanyi que
hemos citado es de 1955, mientras que la primera redaccion de Arrow [1963]
(1974) data de 1951), retomé el tema al considerar el uso de CIU, si bien
timidamente, tanto en el capitulo VIII, afiadido a modo de apéndice, en Arrow
[1963] (1974), asi como en Arrow (1977). Por su parte, Sen [1970] (1976, p.
198), se manifiesta pleno defensor del uso de intensidades de preferencia en la
TES cuando afirma que, “lo que importa no es sélo el nimero de los que
prefieren x ay y el de los que prefieren y a x, sino también por cuanto prefiere
cada cual una alternativa a la otra”. De esta forma, en su vision de la TES, Sen
no sélo no rechaza el tratamiento de la CIU, sino que la incorpora en una doble
vertiente: de un lado, le permite introducir en su andlisis aspectos éticos tales
como desigualdad, etc. De otro lado, habilita una via para eludir el “pesimismo
constructivo” propiciado por el teorema de Arrow. Su vision sobre el uso de la

CIU, ecléctica, queda resumida en estas palabras (Sen [1998] (2000)):

“En efecto, las comparaciones interpersonales ni siquiera
tienen que estar limitadas a dicotomias de ‘todos o ninguno’.
Podemos estar en capacidad de hacer comparaciones
interpersonales hasta cierto punto, pero no en cada
comparacion, no de todo tipo, no con extraordinaria
exactitud [..]. Podemos, por ejemplo, no tener gran
dificultad en aceptar que la ganancia de utilidad que el
emperador Neron obtuvo al quemar Roma fue menor que la
suma total de la pérdida de utilidades de todos los demas
romanos que sufrieron con el incendio. Pero no por esto
debemos estar seguros de que podemos colocar las utilidades
de cada persona en una correspondencia uno a uno exacta
entre si. Por consiguiente, puede haber posibilidad de exigir
“comparabilidad parcial” y negar ambos extremos:

comparabilidad total y ninguna comparabilidad en lo
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absoluto. Puede darse a los diferentes alcances de la
comparabilidad parcial formas matematicamente exactas
(articulando con precision el alcance exacto de la
inexactitud)”.

Queda claro, pues, que la CIU constituye en campos tales como la Economia
del Bienestar, la Teoria de Juegos o la TES un problema real, abierto (tal como
sostienen, por ejemplo, Suzumura (1997) y Roberts (1997)) y tal vez
intrinsecamente irresoluble, pero en ningln caso debe verse como un punto
muerto en el desarrollo de estas disciplinas por minar sus fundamentos. De la
misma manera que la Economia ha avanzado sustancialmente con la
concepcion utilitarista y las criticas a ésta, lo propio se puede decir de la
evolucion de la TES.

En lo que a nosotros se refiere, el problema de CIU nos atafie al introducir
intensidades de preferencia en el disefio de variantes graduales de la regla de
Borda cléasica’. Nuestra postura coincide con la de Sen, quien, como hemos
indicado, defiende a ultranza el uso de las intensidades de preferencia. Sin
embargo, la via sugerida por este autor en la que la TES incorporaria en sus
modelos la vaguedad e inexactitud con que los agentes se manifiestan sobre las
alternativas responde a una tradicion que, como hemos declarado en la
introduccién al presente capitulo, nosotros no seguimos. Asi, cuando en esta
memoria se consideren intensidades de preferencia, éstas se interpretaran como
asignaciones aquilatadas (“accurate assessments”) manifestadas por los
agentes. El problema radicaria en la fidelidad o adherencia de tales

valoraciones a la realidad, o en el que un mismo valor asignado corresponda a

" De hecho, Hammond (1991) y Fleurbaey — Hammond (en prensa) ponen de manifiesto como
las CIU estan presentes incluso en el uso de la propia regla de Borda clésica (donde ya hay una
graduacion, si bien grosera, de las alternativas por parte de los agentes), en conexion con el
incumplimiento del principio de IAI.
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concepciones diferentes segun el agente decisor. A modo de ejemplo, véase el
siguiente comentario, realizado por un evaluador anénimo, previamente a la

publicacion de Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002):

“Pongamos que u,(x)=1 para la persona 1 tiene el mismo
significado que u,(x)=1 para la persona 2; de la misma
manera para u,(x) =0 y u,(x) =0. Pero entonces todavia no

esta claro si se puede tener la confianza (basada en las

preferencias reveladas [..]) de que u,(x)=0.4 para la

persona 1 signifique lo mismo que 0.4 para la persona 2. [No
esta resuelto] el problema de si es o no cierto que una
transformacion monotona positiva [de la funcion de utilidad
normalizada de un agente] que deje invariantes el 0 y el 1,

pero que ‘contraiga’ o ‘estire’ las proporciones intermedias
(por ejemplo, ¢(t) =t*), preserve la informacion contenida

[en dicha funcion de utilidad]”.

Debe tenerse en cuenta, como pusimos de manifiesto en 3.1.4, que en nuestro
contexto de la TES las intensidades de preferencia entre pares de alternativas
pueden no provenir de funciones de utilidad individuales de los agentes (en

cuyo caso, en vez de cuestionar la CIU, nos podriamos preguntar,

1_

- - - 2
, =0.4 significa lo mismo que r; =

analogamente, si ;

0.4). De cualquier

forma, el comentario anterior resulta pertinente desde un planteamiento
cardinalista, ya que transformaciones monotonas positivas pueden alterar de
manera crucial las intensidades de preferencia entre alternativas y, por ende, el

resultado total o agregado al ser sumadas tales intensidades®. Pero, ¢hasta qué

® Sin embargo, hemos visto en la misma seccion que, si trabajamos con intensidades de
preferencia derivadas de utilidades en el sentido de Tanino (1984) y a la clase de
transformaciones afines crecientes (dos restricciones bastante fuertes), los resultados no se
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punto? ¢Quiere esto decir que, en ausencia de informacion sustantiva acerca de
como estdn configuradas las intensidades de preferencia de los agentes,
deberemos renunciar a operar con tal informacién ante posibles problemas de

consistencia? Creemos que no.

Permitasenos el siguiente simil. La geometria considera entidades ideales,
aunque ello no obsta para que sus resultados puedan emplearse con idoneidad
en agrimensura, geodesia, etc., operando entonces con elementos propios de
tales disciplinas. Ahora bien, en rigor, existiria un hiato insalvable entre la
teoria perfecta (el platénico mundo de las ideas) y la realidad fisica. Creemos
que el fuero interno de los agentes pertenece a un mundo tan intangible como
el de la pura geometria; sin embargo, ello no debe ser impedimento para que se
pueda realizar un tratamiento de tal informacion, operando con ella para
conseguir resultados validos aunque dependientes, por las razones indicadas,

de la forma en que los agentes revelan sus preferencias.

Nuestro planteamiento, pues, no elude la dificultad intrinseca del problema. Lo
que propugna es que los resultados obtenidos deben ser vistos mas como
ideales que como reales, sin que ello obste para que, bajo tales supuestos,

puedan implementarse y obtener de ellos una viabilidad practica.

3.1.6 Transitividades difusas

En esta seccion se tratan diversas hipdtesis de racionalidad difusa relativas a las
preferencias graduales de los agentes. La razon de ello estriba en que las reglas
de Borda extendidas que se introducen en el presente capitulo se basan en tales

preferencias, y de la coherencia mostrada por los agentes (o su carencia) al

verian alterados y tendriamos asi, al menos, una via ordinal consistente. En esta linea, Arrow —
Raynaud [1986] (1989, p. 9) han sefialado en otro contexto (el de la decisién multicriterio) que
“cuanto mas ordinales son los datos, mas consistentes son los resultados”.
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manifestarse sobre las alternativas depende la idoneidad de los contadores de

Borda disefiados.

Definicién 3.7. Sea * una operacion binaria en [0.5, 1] con las siguientes

propiedades:

e Conmutatividad: a+*b=b=*a para cualesquiera a,b [0.5,1].

e No decrecimiento en cada componente: (a<a'yb<b')=axb<a'sh’

para cualesquiera a,a’,b,b'€[0.5, 1].

e Continuidad: Si dos sucesiones {a,}” ,{b,}" <[051] verifican

lima, =a y limb, =b, entonces lima, *b, =ax*b.

n—ow n—ow N—o0

Una relacién de preferencia difusa R sobre X es transitiva max-* débil

estricta siy sélo si cumple:
(p;>05 y 1r;>05) = (>05y r, >, *r,
para cualesquiera x;,X;, X, € X.

A continuacion introducimos una transitividad anadloga a la anterior, en la que
se contempla el caso de indiferencia en los eslabones de la cadena de
preferencias, y que denominamos por esta razon “no estricta”.

Definicion 3.8. Dada una operacion binaria * en [0.5,1] con las propiedades

consignadas anteriormente, una relacion de preferencia difusa R sobre X es

transitiva max-* débil no estricta siy solo si cumple:
(; 205 y r,;205) = 1, 21, *r

para cualesquiera x;,X;,X, € X.

151



Capitulo 3. Extensiones graduales y variantes linglisticas de la regla de Borda

De entre las operaciones = utilizadas en la literatura para modelizar la

racionalidad consideraremos las siguientes propuestas:

a*,b=0.5, a=* b=min{a, b}, a*zbzazb, a*, b =max{a, b},

que, junto con otras que no trataremos aqui, pueden encontrarse en Zadeh
(1971), Bezdek — Harris (1978) y Garcia Lapresta — Meneses (2003), entre

otros.

Definicion 3.9. Denotaremos por 'I:i(X) al conjunto de relaciones de
preferencia difusas sobre X que verifican transitividad max-*, débil estricta,

i=0,1,2,3. Asi mismo, usaremos la notacion T (X) para las correspondientes

transitividades débiles no estrictas.

Observacion 3.5. Puesto que para cualesquiera a,b €[0.5,1] se verifica

a+b

0.5<min{a,b}< < max{a,b},

(a>0.5, b>0.5)= min{a,b}>0.5

(a>0.5, b>0.5) = min{a,b}>0.5,
se tiene:

ReT(X) = ReT_(X), i=123.

ReT(X) = ReT_(X), i=123.
Por otro lado, se verifican las implicaciones

ReT(X)=>ReT(X), parai=0,12,3.
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Notese que las relaciones de preferencia difusa pertenecientes a fO(X) son
aquéllas tales que >, es transitiva (respectivamente, las pertenecientes a
T,(X) son aquéllas tales que =,, es transitiva). Asi mismo, por abuso de
lenguaje, diremos que R es 1:, (respectivamente T ) para significar R e'l:i(X)
(respectivamente, ReT/(X)), para i=0,1,2,3. Usando esta notacion, se

puede resumir toda la informacion anterior en el siguiente cuadro de

implicaciones:
T = T = T = T
U U U U
T, = T, = T = T

Observacion 3.6. Algunas de las transitividades consignadas anteriormente
aparecen en la literatura con otras denominaciones que no deben llevar a
confusion. La transitividad max-* para R se define inicialmente exigiendo
r, =1, *r; . La apostilla “débil” (o “restringida”, que nosotros no emplearemos
para evitar confusiones) se debe a condiciones consideradas por Tanino (1984)
y Dasgupta — Deb (1996), entre otros, cuando se requieren ciertas hipotesis
adicionales. En nuestro caso, éstas consisten en considerar las intensidades de
preferencia que aparecen en las definiciones anteriores mayores que 0.5 en el
caso que hemos denominado estricto, y mayores o iguales que 0.5 en el caso no
estricto. Por otro lado, Fishburn (1973), en un contexto probabilistico en buena

parte extrapolable al difuso, habla de transitividades estocasticas fuertes (que

corresponderian a las T,), moderadas (que coinciden con las T,), débiles
(homdlogas de las T,) y también alude a una “version fuerte” de la

transitividad estocastica fuerte, que es la asociada a nuestra T,. A este respecto

véase también De Baets — De Meyer — De Schuymer — Jenei (2003).
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Observacion 3.7. Como ya sefialamos en la Proposicion 2.2, la transitividad de

=,5 equivale a las de >,, y ~,5 conjuntamente. Ahora bien, la transitividad

de la indiferencia ha sido puesta en tela de juicio por Luce (1956), basandose
en el hecho empiricamente constatable de la existencia de umbrales de
percepcion de los agentes. Asi, en una cadena de alternativas, dos cualesquiera
de ellas consecutivas pueden ser consideradas por un agente como
indistinguibles (aunque de hecho no lo sean) debido a su capacidad limitada de
percepcion, y por tanto indiferentes; sin embargo tal agente puede mostrar una
preferencia estricta entre la primera y ultima alternativas de la cadena, si la
diferencia entre éstas supera su umbral de percepcion (el ejemplo clasico
considera una secuencia de tazas de café, a cada una de las cuales se afiade un
granito de azucar mas que la anterior, comenzando por una taza sin azUcar; tal
diferencia es insensible entre dos tazas consecutivas, pero no lo es en absoluto

entre la primera y la Gltima, si el nimero de ellas es considerable).

Observacion 3.8. Hacemos notar que una relacién de preferencia difusa
Re'l:i(X), i=12,3, no admite caidas de intensidad de preferencia en

alternativas x;,X;,x, conectadas de forma que cada una sea preferida a la

k _
=

(>06 si R“eT(X), =07 si R‘eT,(X) y r*>08 si R*eT,(X).

siguiente segin .. Asi, por ejemplo, si r; =08 y rﬁ =0.6, deberia ser

Consideraciones analogas de no caida de intensidad de preferencia son validas

para las correspondientes transitividades no estrictas en alternativas x;, x;, X,

conectadas de forma que cada una sea preferida a la siguiente segin >~ .

La idoneidad de los algunos de los contadores de Borda que se introducen en
este capitulo, y a la que haciamos referencia al comienzo del mismo, ya puede
ser en parte explicitada: mas adelante veremos que, bajo hipétesis de

coherencia relacionadas con 1:3(X) y T,(X), los agentes que operen con

contadores que se especificaran en cada caso asignaran puntuaciones

representativas de sus preferencias, lo que significa que si una alternativa es
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mejor que otra para un agente en concreto, la puntuacion otorgada a aquélla es

mayor que la de ésta.

3.1.7 Mayorias simples generalizadas a partir de preferencias difusas

En el capitulo anterior aparecia la mayoria simple como método de decision
idoneo cuando concurren sélo 2 candidatos. Resultaba por ello ser la base
tedrica en que se sustenta el principio de Condorcet, y la principal de las
criticas recibidas por la regla de Borda clésica estriba en vulnerar tal principio.
En otras palabras, un ganador por el método de Borda podria ser vencido por
mayoria simple por algin otro candidato para el colectivo de votantes, hecho

éste que en buena medida cuestiona la legitimidad del ganador de Borda.

En esta seccion se propone un tratamiento paralelo al del tema anterior, aunque
veremos que la generalizacion del caso clésico al difuso no es Unica. Asi, en
primera instancia, se define una mayoria simple generalizada en sentido

amplio en virtud de la cual la alternativa x; vence a la alternativa x; si se

cumple

26>

m m
k=1 k=1
es decir, si la suma de todas las intensidades de preferencia (u opiniones) de los

agentes sobre la alternativa x; al ser confrontada con la alternativa x; pesa mas

que si se intercambian los papeles de las alternativas.

Ahora bien, otra posibilidad legitima interpreta que solo deben sumarse
intensidades de preferencia cuando la correspondiente ordinaria inducida es
estricta; en otras palabras, slo deben ser computadas las opiniones favorables
relativas a una alternativa al ser comparada con su oponente. De este modo, la
alternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada en

sentido restringido cuando
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m

DN

k=1 k=1

k
Xi 705 Xj Xj>05%i

~

Se entiende en lo sucesivo que si algin sumatorio esta indexado en el conjunto
vacio, su valor es nulo.

El tratamiento en sentido amplio es el considerado en Marchant (1996, pp. 28 —
29), mientras que, en un contexto de toma de decisiones mediante etiquetas
linguisticas, el enfoque restringido ha sido tenido en cuenta en Garcia Lapresta
(en prensa).

Como en el caso clésico, consideremos la matriz de intensidades de preferencia
ya introducida en la Definicion 3.6:

k k k
N Fin
k k k
I’21 I’22 I’2 n
k k k
r-nl rn 2 Ian

A partir de la informacion contenida en esta matriz de intensidades de

preferencia individual hay dos posibilidades de agregarla, atendiendo a los
enfoques apuntados.

e Definiendo una matriz agregada en sentido amplio como suma de las
matrices de intensidades de preferencia individuales:

(75)=22(r)

m
k=1

e Definiendo una matriz agregada como suma condicionada (denotada por
@) de las matrices de intensidades de preferencia individuales, donde so6lo

se suman intensidades de preferencia estrictamente mayores que 0.5:
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m

(i) = @ (%)= kZ; (1)

De nuevo, en la anterior definicion se sopesan las intensidades con que la

alternativa x; es preferida a x; conforme a la relacion de preferencia inducida

-+ de cada agente.

Es interesante sefialar que ambas matrices agregadas en sentidos amplio y
restringido, coinciden en el caso clasico con la que, en tal contexto,
denominamos simplemente “matriz agregada”, que aparece en la Definicidn
2.10.

La definicion (y notacion) de margen generalizado (ya sea 0 no en sentido
amplio) entre dos alternativas se mantiene en este contexto, pero ahora puede

tomar valores no enteros. De esta forma:

e La alternativa x; vence a la alternativa Xx; por mayoria simple generalizada

en sentido amplio cuando el margen en sentido amplio mg(i, j) =T, —T; es

positivo.

o La alternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada

en sentido restringido cuando el margen en sentido restringido

rﬁ\g(i, j) =, — T, es positivo.

3.2 Reglas de Borda graduales: Formulacion y analisis

En esta seccion, siguiendo un desarrollo paralelo al del capitulo anterior, se
formalizan los contadores de Borda graduales sobre el esquema de sus
homologos discretos, y se mostraran varias posibilidades de generalizacion en
las que la toma de decisiones colectiva depende en cada caso de qué tipo de
intensidades de preferencia de los agentes sean computadas. Hemos de notar
que también Marchant (1996 y 2000), de forma similar, ha realizado un
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enfoque gradual del método de Borda, aunque mas restrictivo que el nuestro, y

en su caso, a partir de planteamientos de toma de decisiones multicriterio.

3.2.1 Extensiones graduales de la regla de Borda en sentido amplio

Hay varias formas de extender el contador de Borda clasico individual del

agente ke{l..m} al caso en que éste manifieste gradualmente sus

inclinaciones, recogidas en la matriz de intensidades de preferencia

k k k
I’ll r;LZ e rln
k k k
, L, .. b0,
k k k
Irnl r‘n2 e rnn

Antes de entrar en su formalizacion debemos indicar que las que aparecen en
este apartado las hemos denominado extensiones en sentido amplio, empleando
la misma expresion ya acufiada para las mayorias simples generalizadas, ya que

consideran todas las intensidades de preferencia de los agentes®, la suma de las

cuales constituye la matriz agregada en sentido amplio (T”) A su vez, en la

notacion introducida para estos contadores graduales se trata de mantener en

paralelo la analogia con los contadores discretos del capitulo anterior.

Definicion 3.10. Dada una alternativa X, € X, se definen los contadores
graduales de Borda individuales en sentido amplio %"'(x;), v=1,...,4, con los

que el agente k asigna una puntuacion a la alternativa x, de la forma que sigue:

n

— k
b I’kl(xi): z i »
=

rijk #0.5

158
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o T3(X)= Z r‘ (Black I en sentido amplio),

o T'(x)=D.r =Y r: (Black Il en sentido amplio).

izj=1 izj=1
La razén de introducir el primer contador es de completitud formal.

Recordemos que su homologo en el caso discreto se define como

n

k.
rkl(xi)= Z Fi s
=1

05

ahora bien, desde un punto de vista computacional, este Gltimo contador se

puede reescribir como

n

rkl(xi)z Z rijk’
j=1
i #0.5

sumando Unicamente unos Yy ceros (es decir preferencias estrictas), y obviando
las indiferencias (0.5). Es ésta la expresion que tomamos ahora como patron (la
que, ademas, tiene en cuenta las indiferencias sera considerada en la siguiente
subseccion). Observamos, no obstante, que tal contador que en el caso discreto
es perfectamente natural y extiende a ordenes no lineales la idea de Borda y
Morales de contabilizar el nimero de alternativas peores que la que se evalla,
tiene ahora por el contrario, en este contexto gradual, un caracter ad hoc, al

eludir en los sumatorios las intensidades 0.5.

° En otro contexto, este tratamiento ya ha sido considerado en Garcia Lapresta — Llamazares
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Parece, por tanto, mas adecuado considerar el segundo contador, que suma
todas las intensidades de preferencia entre la alternativa que el agente k esta

evaluando y las demas (incluida ella misma).

El tercer contador mantiene la formula anterior, pero excluye, por no aportar
informacion relevante, la comparacién de una alternativa consigo misma®.
Este contador seria la extrapolacion del primero de Black del caso discreto al

gradual en sentido amplio.

Por fin, paralelamente al segundo contador discreto de Black, se puede
considerar nuestro cuarto contador. Aungue en rigor y por paralelismo al caso

discreto tratado en el capitulo anterior habria que definirlo como

n n
—4 _ k k
OO0 =2 -2
= =
ri}(;:O.S rjki¢0.5

eludimos, por las razones indicadas referentes al primer contador, esta

expresion, equivalente a la dada.

Es evidente la relacion T, (x) =T (x)+0.5. Y para los contadores tercero y

cuarto introducidos se verifica una formula idéntica a la del caso discreto. La
demostracion que damos a continuacion, comparativamente mucho mas
sencilla que la de Black (1976) en su contexto, se basa en el axioma de

reciprocidad.

Proposicion 3.1. Para los contadores de Black graduales en sentido amplio se

verifica la relacion

F|<4(Xi) = Zrkg(xi) - (n _1)-

(2003).

10 Notemos asi que el primer contador excluye todas las indiferencias, el tercero sélo la
indiferencia de una alternativa consigo misma, y el segundo no excluye ninguna de las
indiferencias.

160



3.2 Reglas de Borda graduales: Formulacion y analisis

Demostracion:

ORI WD NN ED N R ENCEEE

j#i=l j#i=l j#i=l j#i=l j#i=l

= ZZn: i —(n-1)=2%(x)-(n-1). =m

ji=1
Conviene sefialar que mientras los contadores de Borda considerados en el
capitulo anterior sélo recorren un rango discreto de valores, las puntuaciones
de los contadores de Borda graduales (en sentido amplio) recorren intervalos,
es decir todos los valores intermedios entre las puntuaciones extremas
asignables se pueden alcanzar. Mas concretamente, los contadores primero y

tercero pueden tomar valores en [0, n—0.5]; el segundo en [0.5, n—0.5]; y el

cuarto en [-(n—0.5), n—0.5].

En cuanto al computo total de puntuaciones otorgadas por cada uno de los

agentes se tienen relaciones analogas a las del caso discreto:

n n n n n

DR)=> D 5= (xr +rjki)s( ] (n=Yn (la igualdad se daria en

i-1 i1 1 i 2 2
205 n 205

el caso en que no hubiera indiferencia entre alternativas distintas).

Sre)-3 30 -3 <[ enos 10,00

Zn:T ()= Z(r (x)— 05)———n 05_n(n—1).
_n Tk“(xi):Zn:(zrlﬁ(xi)—(n—l))zz-i (X) n(n—1) = 2n(n 1)—n(n_1)zo_

Hacemos notar que esta Ultima férmula era clave para probar las buenas
propiedades de Condorcet en el caso discreto y, como veremos, también lo sera

en este contexto.
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Con estos contadores individuales se construye uno colectivo en cada caso:
m
) =D R (%), v=1,....4,
k=1

Exceptuando el primero, los contadores colectivos considerados se pueden

expresar mediante la matriz agregada (T} ). Asf:
o T2 (x)= ZTU
-1

. T)= YT,

¢ P00 =30 -1)- $im D)

Ademas, conviene sefialar que de las relaciones entre los correspondientes

contadores individuales se deduce:

30N N w2y _w2ipy M
o« T (xi)_kzl:(.rk (%)—-05)=T7(x) >
. r“(xoi(zr:(xi)—(n—l»=2r3<xi>—m(n—1)=2[2r2<xi>—%j—m<n—1>=

=2T%(x)—mn.

Las relaciones de preferencia colectivas P® que se obtienen a partir de estos

contadores vienen dadas por:

xinxj ST(X)>T"(x), v=1,...,4,
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las cuales siempre son negativamente transitivas, y resultara(n) elegida(s) en

cada caso la(s) alternativa(s) con mayor puntuacién. También aqui se denotan

por 1°,v=1,...,4, las correspondientes relaciones de indiferencia.

Ahora bien, de las relaciones anteriores se deduce que los contadores

considerados, a excepcion del primero, son equivalentes, es decir inducen la

misma relacion de preferencia colectiva: P =P’ =P}.

El hecho de que el primer contador no es equivalente a los anteriores se pone

de manifiesto a continuacion®?.

Ejemplo 3.1. Supongamos que la matriz de intensidades de preferencia del

agente k viene dada por

05 05 06
0.5 05 06].
04 04 05

Entonces T'(x,) =0.6 <0.8=T"(x,), pero T.>(x,) =1.6 >1.3=T7(x,).

3.2.2 Extensiones graduales de la regla de Borda clasica en sentido

restringido

En este apartado, y por razones que siguen la misma filosofia que las mayorias
simples generalizadas que se introdujeron en 3.1.7, consideraremos otras
extensiones de la regla de Borda clasica donde el recorrido de los sumatorios

con los que se definen las puntuaciones otorgadas serd mas restringido. Mas

I Aunque la equivalencia es una nocién relativa a contadores colectivos, también la
aplicaremos al caso de un (nico agente, y asi hablaremos de contadores individuales
equivalentes. Por esta razon, para justificar que dos reglas de Borda graduales introducidas son
métodos de votacidén esencialmente distintos, bastard con probar el incumplimiento de la
equivalencia para los respectivos contadores individuales.
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concretamente, en este caso se consideraran esencialmente las intensidades de

preferencia de los agentes mayores que 0.5, a partir de cuyas sumas se

construye la matriz agregada (ﬁj). Asi se atienden las preferencias ordinarias

de las que derivan las correspondientes graduales (o si se quiere, se tienen en
cuenta las preferencias ordinarias inducidas), como se detalla a continuacion.
En parte, este enfoque ya ha sido tratado en Garcia Lapresta — Martinez Panero
(2002).

La situacion, que venimos repitiendo en cada escenario, es ahora la siguiente:
para cada agente k, se desea construir un nuevo contador que evalle las
alternativas teniendo en cuenta intensidades de preferencia en la comparacion
por pares de las mismas. En el caso discreto el valor dado por el contador
individual a cada alternativa es el numero de las que son peores que la
considerada teniendo en cuenta la relacion de preferencia ordinaria, P*. Ahora,
en un contexto gradual, este papel lo jugard la relacion de preferencia ordinaria

s inducida por la relacion de preferencia difusa R*. Y también aqui, en la

expresion de los siguientes contadores se sigue un discurso paralelo al de las
extensiones discretas introducidas en el capitulo 2.

Definicion 3.11. Dada una alternativa X, € X, se definen los contadores
graduales de Borda individuales en sentido restringido £'(x), v=1,...,4, con

los que el agente k asigna una puntuacion a la alternativa x, de la forma que

sigue:
1 . k . k
e 1(x)= z 7 _Z G
=1 =1
xi>§_5x] ri}(>05
2 : k : k
o (%)= =2 T
= i=
X; >"05 Xj ri}‘ >0.5
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J

o B(x)= D = 1 (Blacklen sentido restringido),

i#j=1 i#j=1
% =5 Xj rijk >0.5
n n n n
~4 _ k k _ k k .
e (%)= Z;, - Z; = Z; - Z; r (Black 1l en sentido
i= i= i= i=
xi>§_5xj X} =65 % ri}(>0.5 rjki>0.5

restringido).

El primer contador individual suma las intensidades de preferencia entre la

alternativa considerada y las que son peores segin >,. De esta forma, el

agente k asigna a la alternativa x; un valor que corresponde a sumar los
coeficientes mayores que 0.5 de la fila i de la matriz de intensidades de

preferencia del agente.

La segunda extension consiste en incorporar los empates entre alternativas
(incluido el de toda alternativa consigo misma) en la férmula anterior o, si se
quiere, computar la suma de los coeficientes mayores o iguales que 0.5 de la

fila i de la matriz de intensidades de preferencia del agente.

Los dos altimos contadores individuales extienden los de Black, formulados en
el caso discreto. Asi, Black I gradual restringido reproduce la formula anterior,
excluyendo el empate de una alternativa consigo misma; o sea, que el agente k
asigna a la alternativa x; un valor que corresponde a sumar los coeficientes
mayores o0 iguales que 0.5 de la fila i de la matriz de intensidades de

preferencia del agente, a excepcion del elemento diagonal.

Por fin, Black Il gradual restringido pondera victorias menos derrotas (segun
~¢s ), 10 que, en este caso, corresponde a suma de coeficientes mayores que 0.5

de la fila i-ésima menos la suma de coeficientes mayores que 0.5 de la columna
i-ésima de la matriz de intensidades de preferencia del agente.
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Observacion 3.9. Es trivial la relacion #?(x;) = ’(x ) +0.5. Ahora bien, no se

tiene una férmula tipo Black que relacione Black | y Black Il en sentido

restringido, como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Supongamos que la matriz de intensidades de preferencia del

agente k viene dada por

05 07 06 1
03 05 05 08
04 05 05 07|
0 02 03 05

Las puntuaciones Borda segun Black I resultan:

P3(x)=07+06+1=23, °(x,)=05+08=13, (x,)=05+0.7=1.2,

~3
r.(x,)=0.
Y las puntuaciones segun Black Il son:

FY(x)=0.7+0.6+1=23 f*(x,)=08-07=0.1 #*(x)=0.7-0.6=0.1,

£*(x,)=-1-0.8-0.7 =-25.

Asi, a la vista de los resultados relativos a las alternativas x, y X,, se observa

que la correspondencia entre las puntuaciones otorgadas por Black | y Black 11
no puede venir dada mediante una transformacion afin creciente, como en los
casos discreto y gradual en sentido amplio, ya que ni siquiera existe una
biyeccién entre tales juegos de puntuaciones. EI mismo argumento es valido

para . y F', toda vez que en el anterior ejemplo, al no existir mas
indiferencias que la de una alternativa consigo misma, los contadores . y F’

asignan las mismas puntuaciones, por lo que de nuevo se puede hacer valer el

razonamiento anterior.
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Los contadores de Borda graduales individuales en sentido restringido recorren
intervalos, y el rango de recorrido coincide con el de sus homdlogos en sentido
amplio. Ahora bien, en el cédmputo total de puntuaciones otorgadas por cada
agente se obtienen desigualdades, que Unicamente serian igualdades cuando los
coeficientes no diagonales de la matriz de preferencia individual del agente en
cuestion fuesen nulos o unitarios, salvo en el caso del dltimo contador que,
cualesquiera que sean tales coeficientes, de nuevo se anula:

. _Zn:ﬁl(xi)é(n—1)+(n—2)+---+1=—n(n_l).

. _ 2
. fo(xi)s(n—1)+(n_2)+...+1+n.o,5:M+E:”
i=1

2 2 2
n n 2
o SRK)=3(r(x)-05)< -n-05= "D
i=1 i=1
RRAORY RIS ED
i=1 i=1| =L j=l i=1 j=1 i=1 j=1
r;>0.5 r;i>0.5 r;>0.5 r;i>0.5

Para verificar que la ultima expresion es nula téngase en cuenta que si rijk >0.5

contabiliza como positivo por ser un elemento de la fila i, también lo hace con

el mismo valor y signo contrario por pertenecer a la columna j.

Como en los casos discreto y gradual en sentido amplio, esta propiedad es
basica para probar las buenas propiedades condorcetianas de Black Il, que se

trataran en 3.4.

De nuevo, con los contadores individuales considerados se construye uno

colectivo en cada caso:

F'(x) =D R (%), v=1...,4,
k=1
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Y también alguno de los contadores colectivos se puede expresar a traves de la
I

matriz agregada ( ;) como sigue:
R n
* rl(xi) :Zﬁj'
-1

* F4(Xi) :Z(ﬁj _Fji) = ng(i’ )}
j=1 j=1
Como Unica relacion entre los contadores colectivos podemos consignar
. U . m
o ()= (f2(x)-05)= rz(xi)—z .
k=1

Ahora, las relaciones de preferencia colectivas P? vienen dadas por:
XiPVBXj = fv(xl) > I,:V(XJ), V=1’___'4'

las cuales siempre son negativamente transitivas, y resultara(n) elegida(s) en

cada caso la(s) alternativa(s) con mayor puntuacién. Se denotan por

12,v=1,...,4, las correspondientes relaciones de indiferencia.

Observacion 3.10. En lo que respecta a la equivalencia de contadores,
obviamente se tiene P° =P°. Por otro lado, también sabemos a la vista del

Ejemplo 3.2 que los contadores de Black inducen ordenaciones colectivas (0 si

se quiere, generan reglas de votacion) esencialmente distintas, es decir
P’ = P°. También se justifica mediante el mismo ejemplo citado P® = P2. Y
se verifica asi mismo P® = P’: sirve para comprobar este Gltimo aserto el

Ejemplo 2.2, sin mas que cambiar los contadores alli empleados, r* y r® por

sus homologos en este contexto 'y r*, permaneciendo las puntuaciones en

ambos casos inalteradas.
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3.2.3 Representatividad de los contadores de Borda graduales

En el contexto en que nos encontramos también parece 16gico e inexcusable el
que cada agente, al puntuar cualesquiera dos alternativas mediante los
contadores de Borda individuales (ya sea en sentido amplio o restringido),
asigne una mayor puntuacion a aquella alternativa sobre la que manifiesta
mayor intensidad de preferencia (o, si se quiere, que es preferida a la otra segun
la relacion de preferencia ordinaria inducida). Seria deseable, por tanto, que los
contadores de Borda individuales fuesen representativos de las preferencias de

los agentes tal como se formaliza a continuacion.

Definicion 3.12. El contador de Borda individual en sentido amplio

T', v=1...,4, esrepresentativo de R* siy solo si se verifica
Kk — —
Xi o5 Xj = rkv(xi) > rkV(Xj)’
para cualquier par de alternativas x;,X; € X.

Definiciéon 3.13. El contador de Borda individual en sentido restringido

i, v=1...,4, es representativo de R* siy solo si se verifica
k oV Y
% =5 X; = (%) > K (X)),
para cualquier par de alternativas x;,X; € X.

Observacion 3.11. Analogamente al caso discreto, se comprueba que si dos

alternativas  x;,x; € X reciben la misma puntuacion mediante cualquier
contador representativo de R¥, entonces rijk:O.S, 0 equivalentemente,

X~ X;, pero no es cierto el reciproco.

Como ya adelantamos, la transitividad denominada max-max debil no estricta

(To):
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(=05 y r;>05) = rf >max{r,ri},

es una condicidn suficiente para que los contadores graduales individuales en
sentido amplio (a excepcidn del primero de ellos) estén dotados de la propiedad

de consistencia interna de representatividad anteriormente definida.

3 =4

Proposicion 3.2. Si R* eT,(X), entonces los contadores T2, T° y T* son

representativos de R*.

Demostracion. Puesto que los contadores en cuestion son equivalentes, basta

con demostrarlo para v = 2. Supongamos X, > X;, es decir rijk >0.5. Veamos

entonces que, bajo la hipGtesis de coherencia difusa T,, se verifica r; > rjf para

cualquier x, € X. Distinguiremos varios casos, excluyentes y exhaustivos:

HE ¢ k k k k
e Sir; 20.5 entonces r; >max{r,r}>r;.

e Sirf<05y r <05, por reciprocidad se tendrd r >0.5. Entonces,

A

> max{r, r}>r, de donde, 1-r‘<i-r‘ y, de nuevo por

i) j —

reciprocidad, Ky >rj.

e Sirf<05y r'>05, entonces la desigualdad r,>r; se verifica

trivialmente.
Ademas, por ser r>0.5, la desigualdad r, >r; es estricta al menos en los

n n
casos | =i y I = j. Portanto, F2(x) =D r > ri=T’(x;). m
1=1 1=1

Observacion 3.12. Bajo la misma hipotesis de la proposicién anterior,

R“eT,(X), el primer contador gradual individual en sentido amplio, T,

puede no ser representativo de R*, como queda manifiesto para un agente con
la matriz de intensidades de preferencia ya empleada en el Ejemplo 3.1:
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05 05 06
05 05 06].
04 04 05

Resulta inmediato comprobar que la relacion de preferencia difusa de ese

agente es T,-transitiva. Por otra parte, X, =\ X, puesto que ry;=0.6>0.5,

mientras que T, invierte dicha relacion: T'(x,) =0.6 <0.8=0.4+0.4=T(X,).

A continuacion se pone de manifiesto que relajar la transitividad difusa max-
max débil no estricta puede vulnerar la representatividad. Lo comprobamos
para el segundo contador de Borda en sentido amplio.

Observacion 3.13. Sea R* la relacion de preferencia difusa sobre

X ={X,,X,, X5, X,, Xs } dada por la matriz

05 052 0.76 0.88 0.79
048 05 1 1 1

024 0 05 1 082
012 O 0 05 06
021 0 018 04 05

Es facil comprobar que R*eT,(X) vy, por la Observacion 3.5, también
R“eT,(X). Sin embargo, obsérvese que R“eT,(X), pues, por ejemplo,

r, =0.52 y r,, =1, luego deberia ser r,, > max {0.52, 1}=1; pero r,, =0.76.

Notese asi mismo que X = X,, pues r5=0.52>05. Sin embargo

T2(x,)=0.5+0.52+0.76+0.88+0.79 =3.45<3.98 = 0.48+ 0.5+ 1+1+1=T2(X,)

Pasamos a tratar la representatividad de los contadores de Borda graduales en
sentido restringido, esto es, los que consideran Unicamente intensidades de

preferencia mayores o iguales que 0.5. Veremos ahora que, bajo la condicién

T,, més débil que la empleada en el caso amplio, T,, todos ellos (incluido el

171



Capitulo 3. Extensiones graduales y variantes linglisticas de la regla de Borda

primero, que no lo era en el caso amplio) son representativos de las

correspondientes preferencias individuales.

En lo que al primer contador en sentido restringido se refiere y desde un punto

de vista heuristico, tal vez pudiera conjeturarse, por analogia con el caso
discreto, que la transitividad de >}, esto es, la condicion T, garantizaria la
representatividad de F'. Sin embargo, en Garcia Lapresta — Martinez Panero

(2002) probamos que esta propiedad no es suficiente, y consideramos la
condicion de transitividad difusa apuntada que si asegura la consistencia

interna del método propuesto, a saber, la que hemos denominado transitividad

difusa max-max débil estricta, 'I:3.

Proposicion 3.3. Si R* e'f3(X), entonces el contador . es representativo de

R.
Demostracion. Para  cada iefl,..,n} tomese el conjunto
Pi)={l|r >05} = {L..,n}. Entonces, f(x)= > ' y fi(x)= > r;.

leP(i) 1eP(j)

Supongamos rijk >0.5. Veamos que P(j)cP(i): si 1eP(j), entonces
ri >0.5. Por hipétesis, r; >0.5, luego r, >max{r;,ri}>05y asi | eP(i).
Notese que la inclusion es estricta, pues rijk >0.5 implica jeP(i), mientras
que j&P(j), pues por la reciprocidad r; =0.5. Entonces, en I (x) hay mas
sumandos que en fkl(xj) . Veamos ahora que cada sumando en ' (x.) es mayor
o0 igual que el correspondiente en fkl(xj). Para ello debe tenerse en cuenta que
k

si leP(j)cP(i), entonces se verifica r>max{r",r!

k
i ij JI}Z r-jl y, en

consecuencia, f(x)= D K> > rf=f(x,). =
1P(i) 1P (i)
Proposicion 3.4. Si R“ eT,(X), entonces el contador Fi* es representativo de

RX,
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Demostracion. Supongamos rijk>0.5.RepIicando exactamente la misma

n n
demostracion de la proposicion anterior se deduce Z ri,k>z I
=1 1=1

r¥>0.5 ri>05
Analogamente, si denominamos Q(i)={l|r >0.5}c {l,...,n}, entonces se
puede probar Q(i)cQ(j): si 1eQ(i), entonces r‘>0.5. Por hipGtesis,
ri >0.5, luego r >max{r;,r}>05 yasi | €Q(j). Notese que la inclusion
es estricta, pues rijk > 0.5 implica i €Q(j), mientras que i¢ Q(i), pues por la

reciprocidad rf=05. Ademas, si 1e€Q(i)cQ(j) se verifica

n n
k k .k k H k k k k
ne > max{r,r}>ry, enconsecuencia, » = > >> = >
=L 1Q(j) 1eQ(i) I=
i >05 1¥>0.5

De las anteriores desigualdades entre sumatorios se obtiene

n

n n n
k k k k
DR > D,
=1 =1 =1 1=1

rif >0.5 r”k >0.5 rﬁ >0.5 r,'f >0.5

de donde

n n

n n

~4 k k k k _ n4

rk(xi)= Z G — z i >Z i — Z hy :rk(xj)' u
I=1 =1 =1 1=1
rK>0.5 >0.5 ri>05 i >05

~3

Proposicion 3.5. Si R“eT,(X), entonces los contadores 72 y £ son

representativos de R*.

Demostracion. Por tratarse de contadores equivalentes, basta realizar la prueba

~2
para .

S@) ={l|ry 205} {L....,n}. Entonces, f2(x)= > r y f(x)= > r;.

1eS (i) 1S (j)

Para cada ie{l..,n} considérese el conjunto

Supongamos ri}‘ >0.5. Veamos en primer lugar que S(j)< S(i): si 1eS(}),
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entonces rjkI >0.5. Por reduccion al absurdo, supongamos | ¢ S(i), es decir,

ri <0.5. Por reciprocidad r >0.5, y entonces K > max{r, 1

}>0.5, lo que

contradice rjk,20.5. En segundo lugar, veamos que los sumandos que

intervienen en £(x,) = z r, son mayores o iguales que los correspondientes
1eS(i)

en £ (x;)= D r;, es decir que para cualquier 1 eS(j) se cumple rf >r;.
=)

j'§20.5. Razonemos de

Notemos que |eS(j)<S(i) implica r>05 vy r

il =
., k k
nuevo por reduccion al absurdo y supongamos 1 <r; . Pero a la vez debe ser

k k Kk
r = max{r,r,

I = rﬁ, lo que es imposible. Por fin, veamos que alguna de las

desigualdades r) > rjk, validas para |1eS(j) es estricta. Efectivamente,
j € S(i) verifica rijk>0.5 y jeS(j) cumple rj';:0.5. Se llega asi a la
conclusion de que £7(x)= > > > ri=K(x;). =

1S (i) 1S (j)
Observacion 3.14. También en este contexto relajar la transitividad difusa
max-max débil estricta puede vulnerar la representatividad de F’, como se

observa en el siguiente ejemplo. Sea R* la relacion de preferencia difusa sobre

X ={X,,X,,X;,X,, Xs } dada por la matriz considerada en la Observacion 3.13

05 052 0.76 0.88 0.79
048 05 1 1 1

024 0 05 1 082].
012 0 0 05 06
021 O 018 04 05

Dado que R*eT,(X), por la Observacién 3.5 se tiene que R*eT,(X) vy

también R* efl(X). Notese, asi mismo, que R* ezfs(X); lo cual se puede

poner de manifiesto con el mismo argumento que el sefialado en la

Observacion 3.13, aplicandolo ahora al caso restringido. Y aunque se verifica
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X, =55 X pues rs =0.52> 0.5, sin embargo

F2(x)=05+052+0.76+0.88+0.79=3.45<3.5=05+1+1+1=F*(X,).

3.2.4 Andlisis de Condorcet en el marco difuso

Asumiendo en lo que sigue las hipotesis de racionalidad sobre las preferencias
individuales sefialadas, con objeto de que los contadores individuales sean
representativos de las correspondientes preferencias, consideremos las matrices

agregadas en  sentidos  amplio (Fij)zzm:(rﬁk) y  restringido

m m
~ _ k _ k - - -7
(--)—@(ﬁj)— Z (r;). Se definen a continuacion los conceptos de
k=1 k=1
riJk>O.5

alternativa ganadora y perdedora de Condorcet en cada caso por analogia con

el discreto.

Definicion 3.14. La alternativa X, es ganadora de Condorcet en sentido

amplio si y solo si el margen en sentido amplio sobre el resto de alternativas es

positivo, o lo que es lo mismo, si la alternativa x, vence al resto de sus

oponentes por mayoria simple generalizada en sentido amplio. Formalmente,

Definicion 3.15. La alternativa x; es ganadora de Condorcet en sentido

restringido si y sélo si el margen en sentido restringido sobre el resto de

alternativas es positivo, o lo que es lo mismo, si la alternativa x. vence al resto

de sus oponentes por mayoria simple generalizada en sentido restringido.

Formalmente,

Definicion 3.16. La alternativa x; es perdedora de Condorcet en sentido

amplio si y solo si el margen en sentido amplio sobre el resto de alternativas es
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negativo, o lo que es lo mismo, si la alternativa x; es vencida por el resto de sus

oponentes por mayoria simple generalizada en sentido amplio. Formalmente,
j#i = T, -T; <0,

Definicion 3.17. La alternativa x; es perdedora de Condorcet en sentido
restringido si y solo si el margen en sentido restringido sobre el resto de
alternativas es negativo, o lo que es lo mismo, si la alternativa x; es vencida
por el resto de sus oponentes por mayoria simple generalizada en sentido

restringido. Formalmente,
J#1 = =T <0.

También en este contexto es claro que, caso de existir, de la definicion de
alternativa ganadora (respectivamente perdedora) de Condorcet, en cualquiera

de sus variantes, se sigue su unicidad.

A continuacion sigue un analisis paralelo al del Capitulo 2 sobre la conexion
entre los contadores Borda graduales y el enfoque de Condorcet. Comenzamos
por los contadores en sentido amplio, para los que (exceptuando el primer
contador) se pueden generalizar los resultados y demostraciones del capitulo
anterior ponderando ahora intensidades de preferencia, en lugar de contabilizar

cardinales.

Proposicion 3.6. Una alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio,

caso de existir, nunca sera la peor puntuada por la regla de Borda si se emplean

los contadores 72, T2y 7°.

Demostracion. Teniendo en cuenta la equivalencia entre los contadores 72, 7°

y T, basta considerar la regla de Borda asociada a 7* vy utilizar, por tanto, los

contadores individuales T*, k =1,...,m. Supongamos que la alternativa x. es

ganadora de Condorcet, es decir, para cualquier alternativa x; = x; se verifica

T, >T, . Para justificar que X, no puede obtener la peor puntuacion con ™,
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basta demostrar que T*(x) = ZTK“(xi) >0, ya que como ha sido probado, se
k=1

n
cumple Z?k“(xj) =0 y, en consecuencia, la puntuacion total media es
j=1

1n n
PR

j=1

S|

ST (% =%2 ir“(xj):o.

j=1 k=l

El hecho de que T*(x) fuera positiva obligaria a que existiera alguna
alternativa con puntuacion negativa, luego peor puntuada que X,. Y esto es

inmediato, ya que por ser x; ganadora de Condorcet, se tiene T; >T;, de donde

jir
r‘(x)=6-1>0. m

Observacion 3.15. El contador 7' puede dar la peor puntuacion Borda a la
alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio. Sirve el mismo ejemplo

proporcionado en la Observacion 2.12.

También se verifica que la regla de Borda en sentido amplio en cualquiera de
sus versiones, a excepcion de la que emplea el primer contador, excluye a la
alternativa perdedora de Condorcet. Enunciamos este resultado formalmente,
pero omitimos su demostracion, que extrapola argumentos del caso discreto al

gradual en la linea de la proposicion anterior.

Proposicion 3.7. Una alternativa perdedora de Condorcet en sentido amplio,

caso de existir, nunca sera ganadora por la regla de Borda si se emplean los
contadores 7*, PPy 7. m

Observacion 3.16. El contador 7' puede dar la mejor puntuacion a la
alternativa perdedora de Condorcet. VVéase a este respecto la Observacion 2.13
relativa al contador homologo discreto.

En el caso restringido se tienen tres clases de equivalencia de contadores

respecto de la preferencia colectiva inducida: la formada por el primer
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contador, la integrada por los contadores segundo y tercero, y la que viene dada
por el cuarto contador. Este ultimo mantiene las buenas propiedades de
Condorcet de sus homdlogos en los casos discreto y gradual en sentido amplio.
Enunciamos el correspondiente resultado, paralelo al de las Proposiciones 3.6 y
3.7 conjuntamente, y de nuevo omitimos la demostracion, idéntica a aquéllas y

basada una vez mas en la propiedad
: 4
D R(x;) =0.
j=1

Proposicion 3.8. Una alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio,

caso de existir, nunca sera la peor puntuada por la regla de Borda si se emplea

el contador f*. Asi mismo, una alternativa perdedora de Condorcet en sentido
amplio, caso de existir, nunca puede resultar ganadora por la regla de Borda

generalizada si se emplea dicho contador. =

Observacion 3.17. A continuacion mostramos que f*,f* y f° no verifican las

buenas propiedades sefialadas en la Proposicion 3.8 para r*. En lo que sigue, si

t es un numero natural y M una matriz, convendremos en denotar teM =

t veces
-~

M& --- @M . Supongamos 5 agentes divididos en 2 coaliciones de 2 y 3
miembros cada una, con la misma matriz de preferencias individuales
(transitivas max-max débil estrictas) para todos los miembros de cada
coalicion. A continuacion se detallan tales matrices asi como la agregada,

usando la notacién introducida.

05 1 1 05 03 03 0 2 2
2/ 0 05 06| |©| 3¢ 07 05 04| |=/21 0 12].
0 04 05 0.7 06 0.5 21 18 0

Obsérvese que X, es perdedora de Condorcet, pues f, —f,, =, —F, =-0.1<0,

Sin embargo es la alternativa con mayor puntuacion Borda:
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Fi(x)=2-2=4, F(x,)=2-0.6+3-0.7=33, F*(x,)=3-(0.6+0.7)=3..

Al no haber otra indiferencia entre alternativas que la propia, en este caso los
contadores "y F* coinciden, por lo que el mismo ejemplo sirve para probar
que Black | gradual restringido, es decir, r* (y por equivalencia f?) adolecen

del mismo defecto que el contador f': no excluyen necesariamente, sino que

pueden seleccionar, a la alternativa perdedora de Condorcet™.

Por otro lado, supongamos ahora 10 agentes divididos en 4 coaliciones, 2 de 2
miembros y otras 2 de 3 miembros cada una, con la misma matriz de
preferencias individuales (transitivas max-max débil estrictas) para todos los
miembros de cada coalicion. A continuacion se detallan tales matrices asi como

la agregada, usando la notacién introducida.

05 09 09 05 01 0.1 05 0.6 09
2¢/ 01 05 06||®|3¢/09 05 04||®|3e/04 05 09]||®
0.1 04 05 09 06 05 0.1 01 05
05 04 01 0 36 45

®| 206 05 01|(=39 0 39|
09 09 05 45 36 O

Sin embargo es la alternativa con menor puntuacion Borda:

'2 Sin embargo, ndtese que, mediante Black Il gradual en sentido restringido, x, ya no seria la
alternativa mas valorada:
i(x)=2+2-21-21=-0.2,
i*(x,)=21+12-2-1.8=-0.5,
i*(x)=21+1.8-2-12=0.7.
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Fi(x)=3.6+45=81 f(x,)=2-39=78, f'(x,)=45+3.6=8.1.

Tampoco en este ejemplo existen otras indiferencias entre alternativas que la
propia; por lo que también se prueba que Black I gradual restringido, es decir,
r* (y por equivalencia r?) adolecen del mismo defecto de que el contador f*:
el ganador de Condorcet puede ser la alternativa peor puntuada®,

A continuacién se proponen diversos procedimientos hibridos y variantes
graduales como compromiso entre los enfoques de Borda y Condorcet. Para
ello, ya han sido generalizados tanto el método de Borda y como los conceptos
de alternativa ganadora y perdedora de Condorcet, considerando intensidades
de preferencia en ambos casos, ya sea en sentido amplio o bien en sentido
restringido. Seguidamente haremos lo mismo con el contador de Copeland y la
distancia de Kemeny*. La razén de ello es que, con tales elementos, es posible
redisefiar los procedimientos hibridos y variantes introducidos en el capitulo
anterior en el marco discreto, dotdndolos asi de mayor versatilidad y
decisividad al pasar al contexto gradual. Seguiremos las notaciones de los
correspondientes patrones discretos, y los sentidos amplio o restringido se
denotaran como hemos venido haciendo hasta ahora.

1. Regla de Copeland generalizada

Los contadores de Copeland para la alternativa x; toman la misma expresion

que en el caso discreto,

13 Sin embargo, notese que, mediante Black 11 gradual en sentido restringido, X, yano seria la
alternativa menos valorada:

F'(x)=3.6+45-39-45=-03,
P (x,) =2-3.9-2-3.6=0.6,
F*(x;) =3.6+45-3.9-45=-03.

4 Cf. Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002), donde hemos hecho también esta transicion
hacia el campo gradual para el procedimiento de voto aprobatorio, ajeno aqui a nuestros
propositos.
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t(x) = ilsign(m_g(i, )

j#i

y respectivamente

60x) = 2sign(n@(i, i,

j#i

pero ahora los célculos de los margenes se hacen a partir de la matriz agregada
generalizada en sentido amplio (respectivamente en sentido restringido).
También aqui el método de Copeland gradual contabiliza victorias menos
derrotas, de acuerdo ahora con la regla de mayoria simple generalizada que se
considere en cada caso para el colectivo de agentes. Por ello, si existe una
alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio (respectivamente en

sentido restringido), x;, lo es también mediante este procedimiento, ya que en

dicho caso sign(m_g(i, j)) >0 (respectivamente sign(@(i, j))>0) para cada
j#i, siendo por tanto CT(x)=n-1 (respectivamente C(x)=n-1).
Reciprocamente, una alternativa que reciba la maxima puntuacion Copeland

alcanzable, a saber, n—1, es ganadora de Condorcet en el mismo sentido

(amplio o restringido) que la correspondiente regla de Copeland empleada.
2. Regla de Kemeny generalizada

Seguimos también aqui el tratamiento de Saari — Merlin (2000) para enunciar
esta propuesta de regla generalizada de Kemeny. Utilizamos ahora la matriz
agregada generalizada y los margenes generalizados introducidos en sentido
amplio (respectivamente restringido), y mantenemos el que la ordenacion
buscada sea un orden lineal P de los candidatos. Asi pues, tbmense todos los

pares ordenados de alternativas tales que xPx; y tienen margen generalizado

en sentido amplio (respectivamente restringido) negativo y sumense tales
margenes. El valor total, cambiado de signo, es la distancia generalizada de

Kemeny en sentido amplio (respectivamente en sentido restringido) de P a las
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preferencias difusas de los agentes, y debe entenderse ahora una medida de la
desavenencia entre el orden P y las preferencias difusas de los agentes,
teniendo en cuenta la mayoria simple generalizada en sentido amplio
(respectivamente restringido). El orden lineal que proporcione una menor
distancia generalizada sera el ranking proporcionado por la regla de Kemeny

en este contexto.

Como ya hemos sefialado, es posible ahora redisefiar los procedimientos
hibridos discretos mediante sus componentes generalizados. Asi, la regla
generalizada de Nanson seria un método de Borda generalizado (en alguna de
las versiones dadas) con eliminacién, el hibrido generalizado de Black
conjugaria el criterio de Condorcet generalizado y la regla de Borda
generalizada (de nuevo en alguna de las versiones dadas), etc.

En todos los casos, el precio de pedir a los agentes una informacion mas
detallada sobre las alternativas (mediante intensidades de preferencia que
sirvan como datos de entrada para los métodos hibridos generalizados) queda
recompensado con una mayor decisividad en la eleccién y un sentido del voto
mas fiel a sus verdaderos deseos que si se hubieran manifestado mediante las

preferencias mas monoliticas que son la base de los métodos hibridos clasicos.

3.2.5 Consideraciones sobre los contadores de Borda graduales

La existencia 0 no de un umbral a partir del cual una opinién individual cuenta
y por debajo del cual deja de hacerlo es la clave de los enfoques en sentidos
restringido y amplio de las extensiones de la regla de Borda presentadas hasta
ahora. Como hemos comentado, ambas posibilidades nos parecen, en principio,
legitimas, y cada una de ellas aporta contadores adecuados, al menos en la
misma manera en que lo eran los correspondientes discretos. Ahora bien,
ningun contador en sentido amplio es equivalente a ningln otro en sentido
restringido; es decir, para idénticas configuraciones de preferencias
individuales de los agentes y segln la via que se siga, se pueden obtener
preferencias colectivas esencialmente distintas. Por supuesto, este hecho no
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debe resultar paraddjico para quienquiera que haya tratado minimamente con
distintos sistemas de votacidn, donde esta situacion se da a menudo (a este
respecto véase, por ejemplo, Saari (2001, pp. 1 — 20). Y tampoco en nuestro
contexto deberia parecer extrafio, toda vez que los contadores en sentido
restringido truncan parte de la informacion (por ser insustancial desde su punto
de vista), a saber, las intensidades menores que 0.5 en las preferencias

individuales de los agentes (que si son significativas en sentido amplio).

Queremos poner de manifiesto a continuacién que, en lo que al enfoque
restringido de la regla de Borda se refiere, la existencia de tal umbral tiene
relevantes repercusiones en lo relativo a la sensibilidad de los procedimientos
empleados en cada caso. En otras palabras, vamos a mostrar que variaciones

muy pequefias en las preferencias individuales pueden tener drasticos efectos

‘el

en el agregado. El siguiente ejemplo muestra cémo, por ejemplo, f
contador con mejores propiedades de tipo Condorcet, se muestra vulnerable

ante un analisis de sensibilidad como el que hemos indicado.

Ejemplo 3.3. Supongamos tres agentes cuyas preferencias individuales y

agregada, usando la notacién introducida, vienen dadas por:

05 1 09 05 0 O 05 05 1 0 119
0 05 05/ 1 05 05|05 05 1 |=/1 0 1
0.1 05 05 1 05 05 0 0 05 1 0 O

Se tiene entonces:

F4(x)=29-2=09, F(x,)=2-1=1 F*(x)=1-29=-19,

de donde széleéxs. Supongamos ahora que el tercer agente variase

minimamente sus intensidades de preferencia:

05 1 09 05 0 O 0.5 0.6 0 16 19
0 05 05|/ 1 05 05|®/04 05 =1 0 1
0.1 05 05 1 05 05 0 0 05 1 0 O

1
1
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Ahora;

FY(x)=35-2=15 F(x,)=2-1.6=04 F*(x;)=1-2.9=-109,

con lo que la preferencia colectiva ha variado radicalmente: x,P®x,P°®x,.

La razon de ello, compartida por todos los contadores en sentido restringido,

estriba en que si un agente k pasa de mostrar indiferencia entre dos alternativas

(rijk = rﬁ =0.5) a dar una preferencia, aunque sea muy tenue, a una de ellas
frente a la otra (pongamos rijk =0.501, rﬁ =0.499), entonces un incremento de
0.001 en el coeficiente rijk de la matriz de preferencias individuales supone en
cambio un incremento de 0.501 en el coeficiente F; de la matriz agregada, y

esta diferencia puede hacer variar el vencedor.

Cabe sefalar que también el contador en sentido amplio 7, al venir definido

por la excepcion rijk # 0.5, comparte esta caracteristica de los contadores en

sentido restringido. Sin embargo los contadores equivalentes 72, 72 y 7*, al
considerar todas las intensidades de preferencia individuales, son estables (o
continuos) al verificar que pequefias variaciones en las preferencias
individuales inducen pequefios cambios en el agregado. En una primera
aproximacion, tal hecho tendria claras repercusiones en lo relativo a la
manipulabilidad de los correspondientes métodos de Borda: si se emplean
contadores en sentido amplio, un agente insincero que quiera hacer variar el
resultado final tendria que distorsionar sus opiniones reales de modo sustancial
(de otro modo su estrategia no tendria efecto). Por el contrario, si se usan
contadores en sentido restringido, le podria bastar con ser levemente insincero
para alterar el resultado de manera que éste fuese mas cercano a sus

preferencias.

Asi, la estabilidad junto con las propiedades de tipo Condorcet y de

representatividad de las preferencias individuales (bajo la hipotesis de
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transitividad difusa resefiada), avalan la puesta en practica de los contadores de
Borda en sentido amplio (a excepcion siempre del primero) con sustrato tedrico

fundamentado.

A continuacion, como resumen, en la Tabla 3.1 consignamos el
comportamiento de los contadores de Borda graduales en relacion con las

propiedades estudiadas.

CONTADORES GRADUALES

Sentido amplio Sentido restringido

Tl TZ F?: r4 f.‘l f.‘z f.‘3 f.‘4

Excluye Perdedor Condorcet | NO | SI | SI | SI | NO | NO | NO | SI

Estable NO | SI | SI | SI |NO|NO |NO |NO

Representativo NO | si, bajo T, Si, bajo T,

Tabla 3.1 Propiedades de los contadores graduales

3.3 Reglas de Borda linglisticas: Prerrequisitos tedricos

Creemos conveniente en este punto motivar las variantes linguisticas de la
regla de Borda que vamos a introducir a continuacion como una evolucién
natural de las extensiones graduales consideradas en la seccién anterior.
Mediante éstas, como hemos visto, los votantes pueden desde luego manifestar
indiferencia entre alternativas, pero ademas, cuando prefieran una alternativa a
otra, pueden mostrar con detalle como la prefieren, a través de cualquier
namero entre 0 y 1. Sin embargo, tal como sefialé Zadeh (1975), los individuos
tienden a expresar sus preferencias de forma linguistica mas que con valores
numéricos precisos, como ya habiamos apuntado. De esta forma, la literatura
sobre “computacion con palabras” (“computing with words”, expresion

acufiada por el propio Zadeh) ha adquido cada vez mas relevancia y
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aplicabilidad (a este respecto puede consultarse Wang (2001)). En el ambito de
la TES, este tratamiento linglistico ya ha sido ensayado con algunos tipos de
mayorias: véanse, entre otros, Herrera — Herrera Viedma— Verdegay (1996),
Herrera — Martinez (2000a y 2000b), Peldez — Dofia (2003) y Garcia Lapresta

(en prensa).

Como cabria esperar, nuestro objetivo es aplicar también esta linea de
investigacion a la regla de Borda. Se considerardn para ello etiquetas
linguisticas que codifiquen las diversas modalidades de preferencia
(totalmente, mucho, bastante, algo, etc.) con las que los agentes podran
comparar entre parejas de alternativas, de forma semejante a como ocurre en la
vida cotidiana. Tales preferencias (linguisticas) de los agentes son el objeto de
estudio inmediato como sustrato tedrico para modelizar diversas variantes
lingtisticas de la regla de Borda de las que formalizaremos en la siguiente
seccion. Ahora bien, la implementacion de tales variantes requiere que las
etiquetas linglisticas en las que se basan puedan ser operadas y comparados
sus resultados. Para poder realizar tales computos, las etiquetas linguisticas son
susceptibles de ser representadas de muy diversas formas: nimeros reales,
intervalos, numeros borrosos triangulares o trapeciales. Nosotros hemos
elegido esta ultima opcidn, por incluir las anteriores como casos particulares y
porque, como ha sido puesto de manifiesto por Delgado — Vila — Voxman
(1998a), otros subconjuntos difusos mas sofisticados se alejan de la pretendida
vaguedad que pretenden modelizar. Por otro lado, a la hora de implementar las
distintas reglas de Borda linglisticas que seran tratadas aqui seguiremos la
misma filosofia (sentidos amplio y restringido, contadores individuales y
colectivos) y el mismo tipo de anélisis (representatividad, propiedades de tipo
Condorcet) de las correspondientes reglas de Borda graduales en las que se

inspiran.
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3.3.1 Preferencias linglisticas

Nos encontramos una vez mas en la situacion en la que los agentes muestran

sus preferencias sobre cada par de alternativas de X ={x,,...,X,}. Ahora, para
ello, cuentan con un conjunto L={l, I, .., } de etiquetas lingtisticas,

ordenado linealmente: |, <1, <---<I

5"

El concepto de etiqueta linguistica es basico para definir una relacion de
preferencia lingistica'. En ocasiones ha sido definido como un “nombre” que
se da a un conjunto difuso. Nosotros seguiremos la via en sentido contrario y,
como veremos, a partir de ciertos “nombres” (en nuestro caso, una gama de
adverbios que indiquen grado de preferencia) se asociaran a éstos ciertos
conjuntos difusos que los representen, a saber: nimeros trapeciales difusos en

nuestro caso, tal como se ha indicado.

Se supondra que existe una etiqueta intermedia que denota indiferencia, y que
el resto de ellas se disponen en torno a ella de forma simétrica, de manera que

el numero total de etiquetas s+1 debe ser impar y, por tanto, I ,, es la etiqueta

central. EI nimero de elementos en el espectro de etiquetas determina su
granularidad, nocion también introducida por Zadeh, y que, en nuestro
contexto, comporta un mayor o menor grado de aquilatamiento en las
manifestaciones de los agentes. En la practica, por razones de capacidad
limitada en la percepcion humana sefialadas, entre otros, por Miller (1969) y
Yager (1993), no conviene que el espectro sea muy amplio y, en ningun caso,

que supere las 13 etiquetas™.

15 Véanse a este respecto Zadeh (1975), Bonissone — Decker (1986) y Delgado — Verdegay —
Vila (1993), entre otros.

16 Algo parecido ocurre con el niimero de criterios y alternativas a considerar en Programacion
Multicriterio. A este respecto véase Arrow — Raynaud [1986] (1989, p. 21), quienes estiman
gue “cuatro criterios y cuatro alternativas es el maximo de complejidad tratable por el ser
humano”.
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Definicion 3.18. R es una relacion de preferencia linguistica sobre X basada

en L si y solo si R es una relacion binaria difusa dada por u, : X xX — L,
donde 14 (X, X;) =T; satisface 7, =I, < F; =1, paracada x,x; € X y cada

ij
he{0,1,...,s}.

En lo que sigue, F; denotara el nivel de preferencia de x; sobre x;, de acuerdo

con la siguiente estructura semantica'’:

1. =1, si x esabsolutamente preferidaa x;,

2. 1, <% <lg,si x; espreferida en cierto grado a x;,

3. F=l,,,si x esindiferente a x;, 0 sea, si x; no es preferida a x; ni

X; es preferidaa x;,
4. 1, <r; <lg,, si x; es preferida en cierto grado a x;,

5. T; =1y, si x; es absolutamente preferida a x;.

El tratamiento anterior es similar a otros que aparecen en la literatura®®, pero el
papel del espectro de etiquetas L lo juega usualmente el intervalo [0,1]. En
conexion con este hecho, Garcia Lapresta (en prensa) sefiala que las

preferencias ordinarias se pueden entender como un caso simplificado de las

linglisticas cuando se toma L = {0, 0.5, 1} — [0,1]. No obstante, algunos autores

han usado también reticulos y otra clase de conjuntos®.

7 Esta estructura semantica corresponde al nivel 2 del enfoque lingiiistico desarrollado en
Herrera — Verdegay (1995).

18 véanse Bezdek — Spillman — Spillman (1979), Kacprzyk (1986), Kacprzyk — Fedrizzi —
Nurmi (1992) y Marimin — Umano — Hatono — Tamura (1998), entre otros.

19 A este respecto, véanse Goguen (1967) y Barrett — Pattanaik — Salles (1992), entre otros.
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Hacemos notar, asi mismo, que la condicion F, =1, < F; =I,_, que aparece en

la Definicion 3.18 esté inspirada en el axioma de reciprocidad de las relaciones
de preferencia difusas. De la misma manera que éste era el rasgo definitorio de
las relaciones de preferencias difusas, la “reciprocidad linguistica” lo es de las
relaciones de preferencia linglisticas. Obviamente, son extrapolables las
criticas o justificaciones de tal condicion sefialadas en el contexto gradual al
pasar al linguistico.

Observacion 3.18. Si R es una relacion de preferencia linguistica sobre X

basada en L, entonces se verifica f;, =1 ,, para cualquier x; € X.

Definicion 3.19. Dada R, relacién de preferencia linguistica sobre X basada en

L, la relacion binaria ordinaria inducida por R, >, » viene dada por

X =, X & >,

para cada par de alternativas x;,x; € X.

Observacion 3.19. El umbral 1,, que hemos tomado no es arbitrario pues, en
virtud de la reciprocidad lingUistica, la condicion f; > equivale a f; >1,,

ya que

" . S
i=l>l,=f<h>s-h<h>_.
2

Teniendo en cuenta la Definicién 3.19, es sencillo verificar que > es

asimétrica®®, y por tanto una relacion de preferencia ordinaria sobre X . De este

modo, consideraremos > como la relacion de preferencia ordinaria inducida
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por R. En consecuencia, la relacion de indiferencia asociada a > es reflexiva
y simétrica, es decir, =l ,, y f =I,, implica f; =l ,, para cualesquiera
X, X; € X . Como es usual, denotaremos por ~, 'y =_  alas correspondientes

relaciones ordinarias de indiferencia y de preferencia-indiferencia.

Notacion. Cuando nos encontremos ante una situacion decisional en la que m

agentes muestren sus preferencias sobre el conjunto de alternativas
X ={x,.., X,} mediante relaciones de preferencia lingtisticas R*,R?,...,R",
denotaremos mediante superindices los conceptos hasta ahora introducidos

cuando hagan referencia a un agente genérico k e{l,...,m}. De este modo,

=k . . . .
Fi =, (%, X;) € L indica el grado de preferencia con que el agente k prefiere

k

la alternativa x; a la X;; > denota la relacion de preferencia ordinaria

inducida por R*, etc. Por la importancia que tendréa en el desarrollo posterior,
particularizamos para el agente k la nocion de matriz de intensidades de
preferencia ya apuntada.

Definicion 3.20. Dada R*, relacion de preferencia lingiiistica sobre X basada
en L del agente k=1,...,m, consideraremos la matriz de preferencia

linguistica de dicho agente:

ok ek =k
i i
=k =k =k

k| I

(7 )= :
Sk ok "
rnl rn2 rnn

20 De hecho, el umbral IS,2 es el mas pequefio (para el orden intrinseco de las etiquetas) que
garantiza la asimetria de la relacion binaria ordinaria asi definida.
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donde se verifica la reciprocidad linglistica: ﬁjk =l < rj,'; =1_,; en particular.

los elementos diagonales vienen dados por la etiqueta central.

3.3.2 Monoide ordenado sobre el conjunto de etiquetas linglisticas

Aunque desde un punto de vista decisional la ordenacion intrinseca del
conjunto de etiquetas pueda ser suficiente en algunos aspectos a un nivel
individual, en cuanto se trata de agregar las opiniones de dos 0 mas agentes, se
hace necesario ordenar no sélo etiquetas, sino sumas® de éstas. Nuestro
proposito, como ya se ha indicado, es realizar tal proceso de agregacion
trasladando la filosofia del procedimiento de Borda al contexto linglistico.
Para el disefio de los contadores graduales definidos en la seccion anterior, una
vez consideradas relaciones de preferencia difusas por parte de los agentes,
pudimos utilizar la aritmética y el orden usuales de los nimeros reales sin
mayor problema. Ahora bien, si queremos mantener el paralelismo para disefiar
“contadores de Borda linguisticos”, necesitamos dotar de una aritmética y un
orden a los elementos generados a partir del espectro de etiquetas linglisticas
original mediante tales contadores. Por ello, desde un punto de vista abstracto,
vamos a construir formalmente una superestructura que englobe a nuestro
conjunto de etiquetas. Desde un punto de vista matematico esto se lleva a cabo
de forma estandar mediante lo que se conoce como monoide libre conmutativo
engendrado por un conjunto, al que a posteriori impondremos un orden. Tal
tratamiento fue usado por vez primera en un contexto decisional linglistico por
Garcia Lapresta (en prensa) al analizar la mayoria simple con etiquetas

linguisticas.

21 por las razones que se detallardn mas adelante, se trasladaran a un contexto lingiistico
Unicamente contadores de Borda graduales aditivos, es decir, homdlogos de los que en su
formulacion gradual computan Unicamente sumas de intensidades de preferencia (como Black
1) y no restas (como Black I1).
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En nuestro caso, dado el conjunto de etiquetas L, se considera el conjunto {L)

constituido por todas las sumas formales de elementos de L, en las que no

importa el orden de los sumandos y |, actia como elemento neutro. Se tiene de

esta manera definida una estructura de monoide libre conmutativo sobre L que

formalmente viene caracterizada por:
1 Lc(L).

2. 1+I'e(L), para cualesquiera I,1'e (L).

3. I+("+1")y=(1+1")+1", para cualesquiera I,I', 1" e(L).
4. 1+1"=1"+1, para cualesquiera I,I’e<L>.
5. l+l,=1, paracualquier I e(L).

Ademaés de la estructura aditiva, consideraremos un orden total < que extiende
el orden original sobre L:

6. 1<I, paracualquier I e(L).

7. (I<I"yI'<l)=1=V, paracualesquiera I,1"(L).

8. (I<I'yI'<1")y=>1<1", para cualesquiera I,I',I" e (L).
9. 1<I' 0 I'<I, para cualesquiera I,1"(L).

10. I, <1, <---<|, donde < es el orden estricto asociado a < (I<I" si

S

I<I"y I=1', para cualesquiera I,I"e(L)).
Y se supondra también que el orden es compatible con la suma:

11. 1<l"= 1 +1"<I'+1", para cualesquiera I,I',1" e (L).
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De esta forma, (<L>,+,£) es un monoide conmutativo totalmente ordenado.

Notemos que, para cada Ie<L>, existen enteros no negativos Ay, A,,... A,

S
tales que | = Zkhlh, donde A l, denota A, veces de laetiqueta I,y Ol =1,.

h=0

3.3.3 Aritmeética y orden sobre el espectro de etiquetas

Para poder implementar las variantes linglisticas de la regla de Borda que se
formulardn en la siguiente seccion y llevar a cabo un andlisis de
representatividad y de tipo Condorcet de las mismas, introducimos ahora el
instrumento matematico en que nos basaremos, a saber, el concepto de nimero
difuso trapecial. Sefialamos de antemano que, asi como la aritmética difusa que
definiremos a continuacion es estandar (de hecho solo usaremos sus
rudimentos, cf. Dubois — Prade (1987)), es bien conocido que el orden de
nameros difusos no tiene tal caracter candnico (el problema de la ordenacién
de numeros difusos es presentado de forma panoramica en Gento Municio
(2000)).

Dados 4 numeros reales a, b, cy d, tales que a<b<c<d, se define el ntmero

difuso trapecial (NDT) t:(a,b,c,d) (véase Figura 3.1) mediante su funcion

de pertenencia g, , dada por

0, si x<a o x>d,

F, si a<x<b,
#(x)= 1,_; b<x<c,

%, si c<x<d

1. ,ut(a):,ut(d):Oy,ut(b):,ut(c)zl,si a<b<c<d,

2. m(a)=g(b)=p(c)=1y g (d)=0,sia=b=c<d,
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3. u(a)=p(b)=p(c)=p4(d)=1,sia=b<c=d,
4. p(a)=0y u(b)=p(c)=p(d)=1sia<b=c=d,

5. u(a)=p(b)=p4(c)=p4(d)=1,sia=b=c=d.

»

£4,(X) 4

v

a b c d

Figura 3.1. Namero difuso trapecial (a,b,c,d)

Los nimeros reales, los intervalos y los nimeros difusos triangulares pueden
ser descritos mediante nimeros difusos trapeciales: (a,a,a,a) es el nimero
real a; (a,a,b,b) es el intervalo [a,b]; y (a,b,b,c) es el nimero difuso

triangular (a,b,c). A este respecto, véase Garcia Lapresta (en prensa).

La suma de nameros difusos trapeciales se define componente a componente:
(a,b,c,d)+(a’,b,c,d")=(a+a’,b+b’,c+c’,d+d’).
A ;/,e_‘ces
Como es usual, denotaremos por A(a,b,c,d)=(a,b,c,d)+ --- +(a,b,c,d).
Notemos que la suma de NDTs es también un NDT, o sea, que se trata de una
operacion interna. Sin embargo, como la idea para sumar etiquetas es
asociarles numeros trapeciales y sumar éstos, la suma de etiquetas linglisticas

no es una operacion interna, ya que el resultado generalmente no tiene por qué

ser un NDT que corresponda a una etiqueta del espectro original. Aunque en
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ocasiones es interesante que también el resultado de sumar etiquetas del
espectro original sea una de las mismas, para nuestros propdsitos basta con que
podamos ordenar los posibles resultados mediante un orden establecido en el
conjunto de NDTs.

De las diversas ordenaciones que pueden efectuarse en el conjunto de nimeros
difusos trapeciales usaremos la propuesta por Delgado — Vila — Voxman

(1998a), que sigue a continuacion.

Consideraremos dos niimeros reales asociados a un NDT (a,b,c,d): su valor,

c+b+(d—c)g(b—a) |

V(a,b,cd)=

y su ambigliedad,

c—b+(d—c)+(b—a).
2 6

Ala,b,c,d)=

Es interesante sefialar que, a la vista de la ultima expresion, los unicos NDTs

con ambigledad nula son los reales, es decir, los del tipo (a,a,a,a). Por otro

lado, nétese que, por la forma en que han sido definidos, tanto el valor como la

ambigiiedad son aditivos: Asf, dados t=(a,b,c,d) y t'=(a’,b’,c’,d"),
V(E+t) =V (O +V(E);,  Alt+t)=Adt) +Alt).

A partir de estas dos magnitudes, definimos un orden lexicografico en el que
damos prioridad al valor y, en caso de empate entre valores asociados, se elige

el NDT que represente la preferencia mas nitida, esto es, con menor

ambigliedad. Asf, dados t=(a,b,c,d) y t'=(a’,b’,¢’,d"),

V(t)>V(t)
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Resulta facil comprobar que tal relacion es asimétrica y negativamente
transitiva. Sin embargo, no es un orden lineal, ya que distintos nimeros difusos
trapeciales pueden tener el mismo valor y la misma ambiguiedad, como se pone

de manifiesto a continuacion.

Ejemplo 3.4. Considérense los NDTs t=(0,3,3,6) y t'=(224,4).

Entonces:
V=313, 6-39-6-0_, )_4+2, (4-4-2-2 _,
2 6 2 6
Alt) = 3_3+ (6-3)+(3-0) 1 Alt)) = 4_2+ 4-4)+(2-2) 1
2 6 2 6

Si se desean conseguir oOrdenes lineales, habria que ampliar los Ordenes
lexicograficos con nuevas condiciones para evitar empates entre nimeros
difusos trapeciales diferentes. A este respecto, véase Delgado — Vila — Voxman
(1998b).

Para definir un orden sobre {L) asociaremos a cada etiqueta I, e L un NDT

adecuado? t, que la represente, donde he{0,1,...,s}, y se extendera esta

asignacion a (L) como sigue; a | = ikhlh e (L) le correspondera t = ixhth.

h=0 h=0
De esta manera, el orden > definido anteriormente sobre el conjunto de los

NDT se trasladaa (L): I >1'<t-t', donde t y t' son los NDTs asociados a

I 'y I', respectivamente.

22 Como es usual, se emplearan para este propésito nimeros difusos trapeciales cuyas
componentes pertenezcan al intervalo [0,1]. Obviamente, la asignacion de NDTs a las

etiquetas de L debera respetar el orden intrinseco de éstas, y tener en cuenta la estructura
semantica anteriormente expuesta. Ahora bien, no existen en la literatura pautas especificas
para realizar tal asignacion, y mas adelante justificaremos la que se utilizara en la presente
memoria.
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En ocasiones, por abuso de lenguaje. identificaremos un elemento de (L) con

su NDT asociado, usandose en tal caso el mismo simbolo para denotar a
ambos. No obstante, cuando se realice tal identificacion (normalmente a

efectos operativos) debera tenerse en cuenta que dos elementos distintos de

(L) pueden tener asociado el mismo NDT.

Como ya sefialamos de partida, si bien la construccion de (<L>+) es canonica,
la de (<L><) no lo es en absoluto. De hecho, el orden finalmente definido

sobre <L> depende de la extensién (compatible con la operacion +) sobre el

orden original de L empleado. En un contexto decisional, esto tiene claras
repercusiones sobre la robustez del procedimiento de Borda disefiado a partir

de una u otra extension®,

Observacion 3.20. En lo que sigue, fijaremos la semantica* que aparece en la
Tabla 3.2, cuyos NDTs aparecen representados en la Figura 3.2, y se
considerara la aritmética y orden derivados de la misma, segun se ha indicado.

Consideraremos un espectro de 9 etiquetas lingtisticas, L={l,,...l;}, cuyos

NDTs asociados, a medida que se alejan del centro (indiferencia), tienen menor
ambigledad, hasta que ésta se hace nula en los extremos (preferencia absoluta).
Obsérvese asi que se contemplan 4 modalidades de preferencia mas la
indiferencia. Por otra parte, ademas de ser las etiquetas consideradas simétricas
respecto de la central, hemos tomado los NDTs que las representan, a su vez,

simétricos respecto de 0.5. Por este motivo, a excepcion del NDT que

2 Esto es, la modalidad de representacion del espectro de etiquetas lingiiisticas elegida puede
condicionar el ganador resultante, tal como ha sido puesto de manifiesto en Garcia Lapresta (en
prensa) para las mayorias simples linguisticas, y en Garcia Lapresta — Llamazares — Martinez
Panero (2003) para una variante linglistica de la regla de Borda en sentido restringido que sera
tratada en 3.4.1.

 Esta seméntica corresponde al nivel 3 del enfoque lingiistico desarrollado en Herrera —
Verdegay (1995).
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representa la etiqueta central, se presentan por parejas del tipo |, =(a,b,c,d) y
l,,=@1-d,1-c,1-b,1-a), donde he{(s/2)+1 ..., s}. Como veremos,

esta eleccion tiene repercusiones en el analisis de Condorcet para el contador

linglistico en sentido amplio que se realizara en 3.4.3.

Etiqueta Significado Numero difuso trapecial
=k .
iy =1, |Elagentek prefiere totalmente X; a X; (0,0,0,0)
=k .
F; =1, |Elagentek prefiere mucho X; a X; (0,0.02,0.05,0.11)
l’ijk =1, |Elagentek prefiere bastante X; a X; (0.05,0.11,0.17,0.25)
~k .
F; =1, |Elagentek prefiere algo X; a X; (0.17,0.25,0.34,0.44)
=~k .
i =1, |Elagentekes indiferente entre X; y X; (0.34,0.44,0.56,0.66)
Fijk =l |Elagentek prefiere algo X; a X; (0.56,0.66,0.75,0.83)
l’ijk =l | Elagente k prefiere bastante X; a X; (0.75,0.83,0.89,0.95)
~k .
F; =1, |Elagentek prefiere mucho X; a X; (0.89,0.95,0.98,1)
=k .
iy =lg |Elagente k prefiere totalmente X; a X; (1,1,1,1)
Tabla 3.2. Semantica con 9 etiquetas linglisticas
4 (X) 4
L 1, 1, ls s bl
> X
0 0.5 1

Figura 3.2. NDTs de la semantica con 9 etiquetas linguisticas
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3.3.4 Transitividades linguisticas

A continuacidn se analizan ciertas condiciones de transitividad linguistica que,
como veremos, tienen que ver con la adecuacién de los contadores de Borda
linguisticos que se definiran a continuacion con las preferencias de los agentes.
Introducimos cuatro clases de relaciones de preferencia linguistica, en relacion
con el cumplimiento de sendas propiedades de transitividad. Tienen su
correlato en las correspondientes transitividades difusas estudiadas en 3.1.6, y
su estudio y analisis se puede ver ampliado, con otros tipos de transitividades

lingtisticas que no trataremos aqui, en Garcia Lapresta — Meneses (2003).

Definicion 3.21. Sea R* una relacion de preferencia lingiiistica sobre X

basada en L.
1. R¥eT,(X) siysolosi - estransitiva:
(rijk >y, Y f,-‘; >1y,) = '7.; >y,
para cualesquiera x;, x;, X, € X.
2. R“eT,(X) siy sblo si se verifica:
(B>, y Fy>lg,) = B >min {5 F Y,

para cualesquiera x;,X;, X, € X. Se dice en este caso que R* verifica la
condicidn de transitividad lingiistica max-min débil estricta.

3. R*eT,(X) siy sdlo si se verifica:

~"|(

=k =k =k
(rij > Is/2 y rjp > Islz) = 2r‘|p e rl] jp?
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para cualesquiera x;,X;,x, € X. Se dice en este caso que R verifica la

condicion de transitividad linglistica max-media aritmética débil

estricta.
4. R*eT,(X) siy sblo si se verifica:
=k =~k =k =k =~k
(rij >N, Y Fio >1,,) = Fp = Max {r,r}

para cualesquiera x;,X;,X, € X. Se dice en este caso que R* verifica la

condicion de transitividad linglistica max-max débil estricta.

Definicion 3.22. Sea R* una relacion de preferencia lingiistica sobre X

basada en L.

1. R*eT,(X) siysolosi = es transitiva:

I5/2
ok ok ok
(r'j >, y rp=l,) = lp = ls/2

[ P

para cualesquiera x;, x;, X, € X.
2. R*eT,(X) siy sdlo si se verifica:
(rk >Is/2 y r'k >Is/2) = r;; > min {rk r~-'k}v

ij = P

para cualesquiera Xx;,x;,x, € X . Se dice en este caso que R* verifica

la condicidn de transitividad lingiistica max-min débil no estricta.
3. R¥eT,(X) siy solo si se verifica:

K <k ok o k| ok
(FF 2N, y Fp2l,) =20 25+,
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para cualesquiera x;, X;,x, € X . Se dice en este caso que R verifica

la condicion de transitividad linglistica max-media aritmética débil no

estricta.

4, R*eT,(X) siy solo si se verifica:

=k =k =k =k =k
(rij 2 I5/2 y rjp 2 Is/2) = rip = Mmax {ru ’rjp}!

para cualesquiera x;, X;,x, € X . Se dice en este caso que R verifica

la condicion de transitividad linglistica max-max débil no estricta.

k
Is/2

Observacion 3.21. Es facil comprobar que el hecho de que =  sea transitiva

equivale a que lo sean conjuntamente >,k/2 y ~|k/2 , esto es, a que se verifiguen:

~k =k =
(rij >,y Mo >l,,) =T

>

s/21

=k =k =k

(rij :IS/Z y rjp :Islz) = rip :Is/2'
Observacion 3.22. Aunque, como se ha sefialado, las condiciones anteriores
son extrapolacion del caso gradual al linglistico, las denominadas
transitividades linguisticas max-media aritmética (en sus dos modalidades)
requieren un comentario particular. Notese, en primer lugar, que en la

implicacion que las define no aparece explicitamente media aritmetica alguna,

porque tal operacidn con etiquetas no puede efectuarse en <L,+>. Sin embargo,

cuando se opera con intensidades de preferencia (o sea, numeros reales), se

tiene

k
L o 2>+,

+rk

k ij jp k k k
o ZT < 20, 21 + 0,
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donde las operaciones algebraicas que aparecen en las expresiones de la

derecha si tendrian sentido, operando con etiquetas, en <L,+>. Esta es la razon

por la que hemos mantenido el nombre por analogia con las transitividades
difusas correspondientes. En segundo lugar, las condiciones de transitividad
linguistica max-media aritmética son las Unicas de las anteriormente definidas

en las que el orden intrinseco I, <l <---<I  de L resulta insuficiente para su
verificacion, siendo estrictamente necesario el orden extendido sobre <L> Por

tanto, para la correcta formulacion de tales transitividades se necesita la

correspondiente representacion de NDTSs.

Observacion 3.23. Puesto que, para cualesquiera |1, €{l,,,....l.}, se

verifica:
2min{l, L}< I, +1, <2max{l,, 1.},
(L >1,,, I,>1,,)=min{l_ }>1,,,
(0, =1, I,=1,,)=min{l | }>1,,
y
222, = 1,21,
se tiene:

ReT.(X) = ReT (X), i=123.
ReT,(X) = ReT_(X), i=123.

Por otro lado, a la vista de las Definiciones 3.21 y 3.22, y teniendo en cuenta la
Observacion 3.21, se verifican las implicaciones

ReT(X)=ReT,(X), parai=0,12,3.
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También en este contexto linguistico diremos que R es 'I:, (respectivamente

T.) para significar Re'I:i(X) (respectivamente, ReT, (X)), para i =0,1,2,3.
Y de nuevo se puede resumir toda la informacion anterior en el siguiente

cuadro de implicaciones:

LT o= T = T = T
U U U U
T, = T, = T = T

3.3.5 Mayorias simples linguisticas

En 3.1.7 se generalizo, en una doble vertiente, la mayoria simple clasica al caso
difuso o gradual, y a continuacién vamos a seguir un desarrollo paralelo
extrapolado al contexto linglistico, donde consideramos fijados la aritmética y
el orden como en 3.3.3. Asi, en lo que sigue, a menudo nos referiremos a
niveles (o grados) de preferencia, calificaciones, etc. (lo que nos parece
pertinente en un contexto linguistico), que jugaran el papel de las intensidades

de preferencia, puntuaciones, etc., propias del enfoque gradual.

En primera instancia, se define una mayoria simple lingiistica en sentido

amplio en virtud de la cual la alternativa x; vence a la alternativa Xx; si se

cumple

es decir, si la suma de todos los niveles de preferencia de los agentes sobre la
alternativa x; al ser confrontada con la alternativa x; pesa mas que si se

intercambian los papeles de las alternativas.

Ahora bien, también cabe interpretar que solo deberian sumarse tales niveles de

preferencia cuando la correspondiente ordinaria inducida es estricta; en otras
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palabras, solo deberian ser computadas las calificaciones favorables relativas a
una alternativa al ser comparada con su oponente. De este modo, la alternativa
Xi vence a la alternativa x; por mayoria simple linguistica en sentido restringido

cuando

Se entiende en lo sucesivo que si algin sumatorio esta indexado en el conjunto

vacio, su resultado es |,.

Como ya hemos comentado, es Util recoger los datos anteriores relativos a cada

agente en la matriz de intensidades de preferencia

Iy i
=k =k =k
=k r-21 r-22 r2n
(7)= ’
=k =k =k
r-nl rn2 r-nn

y a partir de la informacién contenida en esta matriz de intensidades de
preferencia individual hay dos posibilidades de agregarla, atendiendo a los

enfoques apuntados.

e Definiendo una matriz agregada en sentido amplio como suma de las

matrices de preferencia linguistica individuales:

e Definiendo una matriz agregada como suma condicionada (denotada por

@) de las matrices de de preferencia linguistica individuales, donde sélo se

suman niveles de preferencia estrictamente mayores que |, :
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=k
B >lg/2

De nuevo, en la anterior definicion se sopesan los grados de preferencia con

que la alternativa x; es preferida a x; conforme a la relacion de preferencia

inducida >,:2 de cada agente. De esta forma:

e Laalternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada

en sentido amplio cuando T, >T;; paracada j=i.

e Laalternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada

en sentido restringido cuando f; >, paracada j#i.

3.4 Reglas de Borda lingiisticas: Formulacién y analisis

Con el bagaje anteriormente expuesto, estamos en condiciones de formalizar en
el marco linglistico cualesquiera de los contadores de Borda aditivos, esto es,
homologos de los introducidos en la Seccion 3.2, a excepcion del segundo
contador de Black, que utiliza la sustraccion ademas de la adicion. No obstante,
por las razones que se indicardn al concluir la presente seccion, cefiiremos
nuestro analisis exclusivamente a dos contadores, uno en sentido amplio y otro
en sentido restringido, que son los que se utilizaran en el estudio empirico del

Capitulo 4.

3.4.1 Variantes linguisticas de la regla de Borda en sentidos amplio y

restringido

En primer lugar tomamos como modelo el tercer contador de Borda gradual
(Black 1) en sentido amplio introducido en 3.2.1. De esta forma, el contador de

Borda linguistico individual en sentido amplio toma la expresion:
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i=j=1

Para el correspondiente contador en sentido restringido nos inspiramos en el
primer contador de Borda gradual introducido en 3.2.2. De esta forma, el
contador de Borda linguistico individual en sentido restringido® viene dado

por:

n

n

~ ~K ~K

o (%)= E: i = 21: i -
j=

=i

K =k
XiMig72 Xj g WP

Como ya se ha indicado, se entiende que si los sumatorios linguisticos

indexados en el conjunto vacio, su resultado es |, .

Con estos contadores individuales se construye uno colectivo en cada caso:

e T(X)= irk(xi)’

® f’\(xi):i—ﬁ((xi).

Asi, tiene sentido considerar relaciones (ordinarias) de preferencia colectiva

P°y ps que vienen dadas por:
E T Y ) o ~
XP2x, S T(x)>T(x;), xP°x; < f(x)>F(x),

respectivamente, las cuales siempre son negativamente transitivas, Yy

resultara(n) elegida(s) en cada caso la(s) alternativa(s) con mayor calificacion
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obtenida (es decir, los elementos maximales para pe y pe respectivamente).

Las correspondientes relaciones de indiferencia se denotaran por 1% y 1°

como es habitual.

Observacion 3.24. Los citados contadores colectivos admiten la siguiente

reescritura en terminos de las correspondientes matrices agregadas:

n

o T(X)= Zru’

i=j=1

m
o 1(X) =Zﬁj'
1

Como ya se ha indicado, en ocasiones puede ser interesante que las relaciones
de preferencia colectivas sean linguisticas y estén basadas en el mismo
espectro de etiquetas que las de los agentes. Existe un procedimiento de
“normalizacion linguistica” que consigue este proposito, pero al ser ajeno a
nuestros intereses (nosotros sélo pretendemos elaborar un ranking de

alternativas) no sera tratado aqui.

3.4.2 Representatividad de los contadores lingiisticos de Borda

A continuacion se define la representatividad de los contadores linguisticos

individuales, como en el contexto gradual, con las diferencias de que ahora se

considera >|k/2 en lugar de =, y se consideran computos relativos a NDTs en

vez de nimeros reales.

% Un andlisis de algunos aspectos y propiedades de este contador se ha realizado en Garcia
Lapresta — Lazzari — Martinez Panero (2001) y en Garcia Lapresta — Llamazares — Martinez
Panero (2003).
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Definicion 3.23. El contador de Borda linguistico T, en sentido amplio es

representativo de R* si verifica

X =X,
s/2

i j = rk(xi)>rk(xj)’

para cualquier par de alternativas x;,X; € X.

Definicién 3.24. El contador de Borda linglistico r, en sentido restringido es

representativo de R" si verifica

= f(x)>6(x),

k
Xi >-Islz XJ

para cualquier par de alternativas x;,X; € X.

Observacion 3.25. Tal y como sefialamos en su momento para los casos

discreto y gradual, hacemos notar que si dos alternativas x;,X; € X reciben la

misma calificacion mediante cualquier contador representativo de R,

entonces ﬁj":ls,z, 0 equivalentemente, X~ x., pero no es cierto el
s/2 ]

reciproco. Convendra tener esto en cuenta en el analisis empirico que se realiza

en el Capitulo 4.

La siguientes proposiciones explicitan condiciones de transitividad linguistica
que garantizan la representatividad de los contadores en cada caso, y combinan
distintos argumentos y técnicas de demostracion utilizados en los casos

graduales homologos.

Proposicion 3.9. Si R* es T,, entonces el contador T, es representativo de

R,

Demostracion. Supongamos Fij" >1,,,. Veamos entonces que, bajo la hipotesis

de coherencia linglistica T, se verifica Fy>F: para cualquier x, eX.

Distinguiremos varios casos, excluyentes y exhaustivos:
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ook =K =k =k =k
e Sif, >l entonces fj > max{f, i }>7.

e Sif<l,y f<l,, por reciprocidad linguistica se tendra fy >1,,

Entonces, ) >max{Fy,F}>F;, de donde, de nuevo por reciprocidad

. s =k ~k
lingUistica, F) > ;.

e Si fi<l,, y fi>l,, entonces la desigualdad F; >F; se verifica
trivialmente.

En consecuencia Fy > Fi\ para cualquier x, € X . Ademas, por ser £ >1,,,, se

n n
aes ok =k = =k ok =
verifica i > ;. Por tanto T ()= z 1rip > z 1rjp =T (x;). m
pi= p=i=

Proposicion 3.10. Si R* es 'I:3, entonces el contador f, es representativo de

R¥.
Demostracion. Para  cada ie{l,.., n} tomese el  conjunto
P@i)={pIr; >} {L...n}. Entonces, £ (x)= > F vy f(x)= D Fp.

1eP(i) 1eP(j)
Supongamos Fijk>ls,2. Veamos que P(j)cP(i): si peP(j), entonces

k

~k - 7 - ~k ~k ~k ~ ’ -
Fp > 1. Por hipotesis, £ >1,, luego iy = max{f,F}> 1, y asi peP().

Notese que la inclusion es estricta, pues ﬁjk >1,,, implica jeP(i), mientras
que j ¢ P(J) pues, en virtud de la reciprocidad lingistica, F”k =1,,,. Entonces,
en £ (x) hay mas sumandos que en fkl(xj). Veamos ahora que cada sumando

en f'(x) es mayor o igual que el correspondiente en fkl(xj). Para ello debe

tenerse en cuenta que si  peP(j)cP(i), entonces se verifica

£y > max {F,F 3> Py, en consecuencia, f (x)= D Ff > > i =F (x)).

j*7jp
peP (i) peP(j)
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Observacion 3.26. También en este contexto, y analogamente a lo que ocurria
en el caso gradual (véanse Observaciones 3.13 y 3.14), el hecho de relajar la
transitividad linguistica max-max débiles (estrictas 0 no estrictas) puede
vulnerar la representatividad de los contadores linglisticos (en sentido

restringido o amplio, respectivamente).

3.4.3 Andlisis de Condorcet

En lo que sigue se asumiran las hipotesis de transitividad linguistica sefialadas
en cada sentido (amplio o restringido) para conseguir la representatividad de
los correspondientes contadores. Se definen a continuacion los conceptos de

alternativa ganadora y perdedora de Condorcet, considerando las matrices
m
agregadas  en  sentidos amplio (%))=Y (f) 'y  restringido

m

m
(ﬁj)z @ (ﬁ,—k)= ; (ﬁ,—k) en cada caso.
ri]!<>|s/2

Definicion 3.25. La alternativa x; es ganadora de Condorcet en sentido
amplio si y solo si x. vence al resto de sus oponentes por mayoria simple

generalizada en sentido amplio. Formalmente,

Definicion 3.26. La alternativa x, es ganadora de Condorcet en sentido
restringido si y solo si X, vence al resto de sus oponentes por mayoria simple

generalizada en sentido restringido. Formalmente,

Definicion 3.27. La alternativa X, es perdedora de Condorcet en sentido
amplio si y sélo si x. es vencida por el resto de sus oponentes por mayoria

simple generalizada en sentido amplio. Formalmente,
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J#1 = T <T;.

Definicion 3.28. La alternativa x. es perdedora de Condorcet en sentido
restringido si y solo si x, es vencida por el resto de sus oponentes por mayoria

simple generalizada en sentido restringido. Formalmente,

De las propias definiciones se sigue que, caso de existir, la alternativa ganadora
(respectivamente perdedora) de Condorcet, en cualquiera de sus variantes, es

Unica.

Aunque la regla de Borda en ninguna de sus variantes es Condorcet
consistente®® (esto es, no selecciona necesariamente a la alternativa ganadora
de Condorcet, caso de existir), en sus versiones gradual en sentido amplio, y
también linglistica en sentido amplio (en este Ultimo caso, con ciertos
requerimientos sobre la disposicién de las etiquetas) nunca seleccionara al
perdedor de Condorcet, tal como se justifica a continuacion. En el desarrollo
subsiguiente, siempre que hablemos de “valor” se entendera en el sentido de
Delgado - Vila - Voxman (1998a). Asi mismo, identificaremos
notacionalmente las etiquetas lingiisticas con sus NDTs asociados, tal como

hemos sefialado.

Proposicion 3.11. Si se representan las etiquetas lingtisticas mediante NDTs
dispuestos simétricamente respecto de 0.5, una alternativa perdedora de
Condorcet en sentido amplio, caso de existir, nunca puede resultar ganadora

por la regla de Borda si se emplea el contador en sentido amplio T .

% Se entiende que estamos hablando de las variantes tratadas en la presente memoria. Ya
hemos sefialado, que otras variantes, como la regla de Borda iterada (o regla de Nanson), que
elimina en cada etapa la(s) alternativa(s) peor puntuada(s), si es Condorcet consistente.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que dos NDTs simetricos respecto de
0.5 tienen valores que suman 1, y la misma ambigtiedad. Consideremos, pues,
| =(a,b,c,d) yI'=(1-d,1-c,1-b,1-a). Entonces:

vVI+Vv ()=

z(c+b+ (d —c)—(b—a))+[(1—b)+(1—c) N ((1—a)—(l—b))—((l—c)—(l—d))j:
2 6 2 6

(c+b 2—b—cj (d—c—b+a 1—a—1+b—1+c+1—dj
= + + + =1.
2 2 6 6

Por otro lado:

A(I)= c;b+(d—c);(b—a)

A(I") = (1—b);(1—C) N ((1—a)—(1—b))4é((1—0)—(1—d)) _ C;b+ (d —C)g(b—a),

luego A(l) = A(l").

En lo que sigue, supondremos m agentes cuya suma de matrices de preferencia
individual acerca de las n alternativas de X constituyen la matriz agregada:

(%) =22(f).

m
k=1
Si nos fijamos en los elementos no diagonales de las matrices individuales, el

n(n—1)
2

computo total de calificaciones emitidas por cada agente es parejas de

sumandos constituidos por etiquetas simétricas respecto de la central, que a su

vez estan representadas por NDTs simétricos respecto de 0.5. Como cada una
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de estas parejas aporta un valor unitario, segun se ha visto, el valor del total de
e . n(n-1) -
calificaciones emitidas por cada agente es exactamente — Al existir m

agentes, el valor del computo total de calificaciones emitidas es exactamente

m n(n—l)_
2

Razonemos ahora por reduccion al absurdo y supongamos que existiese una

alternativa perdedora de Condorcet x, que fuese ganadora de Borda mediante

T . Hay que sefialar de partida que los coeficientes simétricos respecto de la
diagonal principal de la matriz agregada, al estar definidos a su vez como suma
de etiquetas simétricas respecto del valor 0.5, tienen la misma ambiguedad, tal

como se ha sefialado. Por tanto, siguiendo el orden definido en 3.1.4, si T; <T;,
es imposible que ello ocurra con V(1) =V (F;) y A(T;) > A(T;). Debe ser, por
tanto, V(F;) <V(F;) para cada j=i. Puesto que V(F;)+V(F;)=m, también
para cada j=i (es decir, para n—1 indices), la alternativa perdedora de

Condorcet debe serlo con una calificacion Borda (calculada a partir de la

matriz agregada, teniendo en cuenta la Observacion 3.24) cuyo valor sea

. m . :
estrictamente menor que (n —1)? . Ahora bien, si x; fuera ganadora de Borda,

. . , m

ninguna de las n alternativas podra alcanzar tampoco el valor (n—l)?, con lo

que el computo de calificaciones emitidas por todos los agentes tendria un
: m .

valor estrictamente menor que n(n—l)E, lo que contradice el valor exacto

hallado anteriormente. m

La proposicién anterior garantiza que la regla de Borda en sentido amplio
nunca daré la victoria a la alternativa perdedora de Condorcet cuando se toma
un espectro de etiquetas simétricas respecto de 0.5. Esta es la razon por la que,
deseando el cumplimiento de tal propiedad, hemos dispuesto en dicha forma
las etiquetas del espectro considerado en la Tabla 3.2, que sera también el
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utilizado en la parte empirica de la presente memoria, a desarrollar en el
Capitulo 4.

A continuacion verificamos que no se cumple la proposicion analoga a la
anterior en el caso restringido (como tampoco se cumplia para el contador de
Borda gradual en sentido restringido en el que el correspondiente contador

lingtistico, r, esta inspirado).

Ejemplo 3.5. En lo que sigue utilizamos la misma notacion indicada en la
Observacion 3.17, teniendo en cuenta que ahora las matrices son linguisticas en

vez de numeéricas. Denotaremos por |, donde h={0,...,8}, tanto a las

etiquetas de L como a sus NDTs asociados segin la representacion

considerada en la Tabla 3.2.

Supongamos 5 agentes divididos en 2 coaliciones de 2 y 3 miembros cada una,
con la misma matriz de preferencias individuales (transitivas linglisticas max-
max débil estrictas) para todos los miembros de cada coalicion. A continuacion

se detallan tales matrices asi como la agregada:

L, 1l L, 1, l, 2, 2l
201, I, L||®|3e|l 1, I [[=]3 1, 2

Obsérvese que x, es perdedora de Condorcet, pues f, <f, y f,<f,, ya que
V(21;)=2<2105=V(3ly;). Sin embargo es la alternativa con mayor

calificacion Borda, pues
F(x)=4l, F(x,)=5l, r(x)=3l,

donde:
V(4l;)=4, V(5I,)=3.508, V(3l)=2.105.

Tanto la siguiente proposicion, como la anterior, fueron probadas en los casos

discreto y gradual en sentido amplio para Black Il, resultando ser ciertas para
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Black I en sentido amplio por equivalencia de contadores. Se realiza aqui una
demostracion directa para el contador linglistico en sentido amplio que

estamos considerando.

Proposicion 3.12. Si se representan las etiquetas linguisticas mediante NDTs
dispuestos simetricamente respecto de 0.5, una alternativa ganadora de
Condorcet en sentido amplio, caso de existir, nunca puede resultar perdedora

por la regla de Borda si se emplea el contador en sentido amplio T .

Demostracion. Ya se ha visto en la proposicion anterior que el valor del
computo total de calificaciones emitidas por el colectivo de agentes es

n(n-1)

exactamente m Razonemos ahora por reduccién al absurdo y

supongamos que existiese una alternativa ganadora de Condorcet x, que fuese

perdedora de Borda mediante T . Con argumentos de simetria analogos a los de

la proposicion anterior, si T, >T;, es imposible que ello ocurra con

V() =V () vy A(;) <A(T;). Debe ser, por tanto, V(F;) >V (T;) para cada
j#1i. Puesto que V(F;)+V (F;) =m, de nuevo para cada j=i (es decir, para

n—1 indices), la alternativa ganadora de Condorcet debe serlo con una

calificacion Borda (calculada a partir de la matriz agregada, teniendo en cuenta

- . m .
la Observacion 3.24) de valor estrictamente mayor que (n —1)3. Por tanto, si
X; es perdedora de Borda, las n alternativas deberan superar también el valor

m , e . .
(n—l)E, con lo que el valor total del computo de calificaciones emitidas por

] : m :
todos los agentes seria estrictamente mayor que n(n —1)3, lo que contradice el

valor exacto hallado anteriormente. =

A continuacién comprobamos que no se cumple la proposicion anéloga al caso
anterior en el caso restringido. Tanto el siguiente ejemplo como el anterior

trasladan a un marco linguistico los presentados en la Observacion 3.17.

215



Capitulo 3. Extensiones graduales y variantes linglisticas de la regla de Borda

Ejemplo 3.6. Supongamos 10 agentes divididos en 4 coaliciones, 2 de 2
miembros y otras 2 de 3 miembros cada una, con la misma matriz de
preferencias individuales (transitivas linglisticas max-max débil estrictas) para
todos los miembros de cada coalicion. A continuacion se detallan tales matrices

asi como la agregada, usando la notacion y representacion anteriores.

L Lol l,  2,+3l, 5l
@201 1, I [|=|3L+2l, 1, 3l +2l |
Lo, 51, 21L+3l, |,

Obsérvese que x, es ganadora de Condorcet, pues F,, >, Y f; >F,, ya que
V@3l +21,)=4.278>4.021=V (21, + 31;). Sin embargo es la alternativa con

menor calificacion Borda, pues:
ir(x) =71, +3l, ' (x)=6l+4l, f'(x)=71+3l,
donde

V(7l,+31,)=8.813, V(6l,+4l,)=8566, V(7I,+3l,)=8.813.

3.4.4 Consideraciones sobre los contadores de Borda linguisticos

En vista de la analogia tan estrecha entre los contextos linguistico y gradual,
cabria definir y relacionar entre si, de modo analogo al llevado a cabo en 3.2.2,
todos los contadores linglisticos homdélogos a los alli considerados, y no
unicamente los dos introducidos en 3.4.1. Ya hemos comentado que, con el
soporte tedrico introducido hasta ahora, seria factible la formulacion de
contadores de Borda linguisticos aditivos (esto es, homdélogos de todos los
tratados hasta ahora a excepcion de Black I1). Sin embargo este programa, en
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principio optimista, tropieza con un serio escollo: tanto en la definicion de
Black 11 en un contexto linguistico, como en la relacion y posible equivalencia
de contadores (que se daria al inducirse la misma preferencia colectiva), entra
en juego la operacion de sustraccion de etiquetas linguisticas, que una vez

representadas, conlleva la sustraccion de NDTSs.

Desde un punto de vista teorico, pudiera pensarse que, en tal caso, se podria
ampliar la estructura de monoide libre conmutativo expuesta en 3.3.2 a la de
grupo libre conmutativo (o abeliano) para admitir la operacion opuesta de la
aditiva. Sin embargo, en la practica, una vez representadas las etiquetas
lingtisticas mediante NDTSs, tal construccion extendida presenta dificultades y
no permite compatibilizar la aritmética difusa estandar?’ de NDTs con el orden
sobre dicho conjunto de nimeros difusos a menos que la representacion de las
etiquetas linguisticas no contemple en absoluto la vaguedad, esto es, a que se
utilice como espectro de etiquetas un conjunto finito de niumero reales, o sea,

una discretizacion del intervalo [0,1], tal y como se pone de manifiesto a

continuacion.

En la aritmetica difusa estandar (en nuestro caso, de NDTSs), se define el

opuesto de | =(a,b,c,d) como —I =(d,c,b,a). Puesto que el elemento neutro

del monoide debe mantenerse en el grupo, esto conlleva:
I+(-l)=(a-d,b-c,c—b,d-a)=(0,0,0,0)=l, < a=b=c=d.

Asi mismo, también se puede comprobar que la siguiente propiedad de

compatibilidad de la estructura de grupo con la de orden:

I>1,=(0,0,0,0) < -I<l,

27 Como veremos, se habla también de aritmética borrosa con restricciones (“fuzzy arithmetic
with requisite constraints”, por Klir (1997)) y aritmética borrosa débil (“weak fuzzy
arithmetic”, por Mares (1997)).
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que obviamente es cierta para niameros reales (NDTSs del tipo (a,a,a,a)), no lo

es en general. Esto conduce a situaciones paradojicas: por ejemplo, si

| =(-b,—a,a,b),con a,b>0y a=b, setendria -1 =1 =1,.

Consideraciones como las apuntadas propiciaron cierto pesimismo en la

implementacién de modelos difusos en la toma de decisiones (véase, por

ejemplo, French (1984): “It is my contention that these [fundamentals

questions to be answered] cannot be resolved as favourably as the proponents

of fuzzy mathematics suggest”). Se han tratado de evitar los inconvenientes

anteriormente expuestos de diversas maneras, algunas de las cuales se citan a

continuacion:
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Mares (1997) ha propugnado una “aritmética difusa débil” al constatar:
“Fuzzy quanties do not form [either] additive [or multiplicative] group
[...]. This fact can complicate some theoretical considerations or
applied procedures”. Para subsanar este hecho, ya sefialado por Yager
(1980), ha propuesto una “equivalencia aditiva” mediante la cual el
conjunto cociente inducido tiene estructura de grupo y algunos de sus

subconjuntos significativos son espacios vectoriales.

Filev — Yager (1997) proponen una via que conecta la aritmética difusa
con el “razonamiento difuso (o aproximado)” (“fuzzy reasoning”), y
sostienen: “This approach provides a link between the techniques used

in fuzzy systems modeling and fuzzy arithmetic operations”.

Klir (1997) y Klir — Pan (1998) afirman por su parte: “From the
mathematical point of view, fuzzy [standard] arithmetic is now fairly
well developed. However, direct, unrevised application to problems in
the various areas leads often to questionable results”. Por ello han
propuesto una “aritmetica difusa con restricciones” (“fuzzy arithmetic
with requisite constraints”) que tenga en cuenta la informacion
suplementaria de los elementos que intervienen en el problema que se

trate en concreto. Sin embargo, en los citados trabajos, los propios
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promotores de esta revision de la aritmética difusa estandar afirman que
tal enfoque dista mucho de ser plenamente aceptado en la comunidad
cientifica. Algunos de los problemas de consistencia, eficiencia e
implementacion de la aritmética difusa con restricciones han sido

analizados en Navara — Zaborkrtsky (mimeo y 2001).

Observamos, pues, que si ya la implementacion de la reglas de Borda
linguisticas aditivas es de por si compleja (en el caso restringido supone:
seleccion de las etiquetas linguisticas relevantes, representacién de tales
etiquetas mediante NDTs, computos de los mismos y ordenacion de los
resultados obtenidos), a la vista de lo anteriormente sefialado parece aun mas
complicado extenderla de modo fundamentado a contadores de tipo Black I,
por lo que en la presente memoria hemos reducido considerablemente el
analisis, tanto teorico en el presente capitulo, como empirico en el siguiente, de
los contadores linguisticos a tratar, quedando reducido a dos de ellos (uno en

sentido amplio y otro en sentido restringido).

Es interesante contrastar la sensibilidad ante pequefias variaciones en las
preferencias individuales de los contadores de Borda linguisticos en conexion
con sus homdlogos graduales. En 3.2.5 sefialamos que, de estos ultimos, los
disefiados en sentido amplio son estables, mientras que los definidos en sentido
restringido son, por el contrario, susceptibles de que pequefios cambios a nivel
individual conlleven cambios drasticos en el agregado. Pues bien, este defecto
de los contadores en sentido restringido se ve mitigado en el caso linguistico.
La razén de ello estriba en que la discretizacion del espectro de etiquetas a
asignar por parte de un agente no permite a este, si su “estimacion latente”
cambia por muy levemente que sea, méas posibilidad que pasar de una a otra de
las etiquetas permisibles del conjunto L (como sucede con los saltos de nivel
de energia en la Fisica Cuantica a nivel atdbmico), a diferencia de lo que ocurre
con las intensidades de preferencia, que permiten una variacion continua de

asignaciones a otorgar.
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Por razon de su disefio y tal como sefialamos en la introduccion al capitulo,
nosotros vemos en el enfoque linguistico de los contadores de Borda una
especie de “frontera” o “hibrido” entre los casos discreto y gradual de dichos
contadores, que recoge buenas caracteristicas de ambos tipos de tratamiento.
Efectivamente, notese que el espectro de etiquetas con el que cuenta un agente
en el caso linguistico es finito, lo que le simplifica la asignacion de
calificaciones (como en el caso discreto). Por otro lado, el computo de las
mismas se asemeja al del caso gradual: en ambos casos (linguistico o gradual),
la implementacion del método es similar, con mayor o menor grado de

complejidad, respectivamente.
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Capitulo 4

Contraste empirico

En este capitulo se aplican, en un caso real y de modo paralelo, las dos
variantes linguisticas de la regla de Borda tratadas en el capitulo anterior.
Siguiendo el esquema alli trazado, estudiamos algunos aspectos que tienen que
ver con las preferencias individuales de los agentes, a saber: el cumplimiento
de las transitividades linglisticas consideradas en cada caso, en los términos
que hemos denominado absoluto (que hace referencia al nUmero de agentes) y
relativo (que alude a la cantidad total de manifestaciones de preferencia
emitidas por éstos); y, relacionada con estas propiedades, se analiza también la
asignacion de calificaciones individuales atendiendo a la representatividad de
los respectivos contadores. Ya desde el punto de vista agregado, se contrastan
las ordenaciones obtenidas mediante las reglas de Borda linguisticas
empleadas, y se confrontan la alternativas ganadoras mediante tales métodos
con las correspondientes ganadoras de Condorcet (caso de existir) en este

contexto linguistico.

4.1 El experimento

La coherencia y las condiciones de comportamiento racional que se suelen
asumir en las teorias normativas son normalmente violadas en los problemas
reales de decisién. De hecho, diferentes estudios empiricos muestran la
aparicion de inconsistencias en la préctica (véanse May (1954), Switalski
(1999, 2001 y 2003) y Garcia Lapresta — Meneses (2003 y en prensa), entre

otros). Con el fin de contrastar empiricamente diferentes aspectos teoricos
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analizados en la presente memoria, nos hemos basado en los datos obtenidos en
el experimento de campo llevado a cabo en el trabajo Garcia Lapresta —
Meneses (2003). En él se realizaron encuestas a 200 estudiantes de cuarto
curso de la Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales de la
Universidad de Valladolid. Estos mostraron en varios cuestionarios sus
preferencias sobre diferentes destinos posibles para realizar su viaje de fin de
carrera: China, Egipto, Praga-Budapest, Italia, Cuba, Rusia y Estambul. Con el
fin de analizar la influencia del nimero de alternativas sobre los resultados
obtenidos, se dividié a los 200 estudiantes en 4 grupos de 50, cada uno de los

cuales tuvo que comparar entre si todos los pares posibles de destinos.

Los conjuntos de alternativas considerados por cada grupo se detallan a

continuacion.

e El primer grupo mostro sus preferencias sobre el siguiente conjunto de

4 destinos:
X, ={China, Egipto, Praga-Budapest, Italia}.
e El segundo grupo sobre el siguiente conjunto de 5 destinos:
X, ={China, Egipto, Praga-Budapest, Italia, Cuba}.
e El tercer grupo sobre el siguiente conjunto de 6 destinos:
X ={China, Egipto, Praga-Budapest, Italia, Cuba, Rusia}.
e Y el cuarto grupo sobre el siguiente conjunto de 7 destinos:
X, ={China, Egipto, Praga-Budapest, Italia, Cuba, Rusia, Estambul}.

Al mostrar sus preferencias sobre cada par de alternativas los estudiantes
tuvieron que elegir entre cuatro modalidades de preferencia linguistica entre la
alternativa preferida y la otra, de forma decreciente: “totalmente”, “mucho”,

“bastante” y “algo”; en ausencia de preferencia entre alternativas declaraban
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“indiferencia”. De esta forma, los estudiantes tuvieron que responder

cuestionarios como los del siguiente ejemplo, en donde se tenia que sefialar una

de las 9 modalidades de preferencia o indiferencia.

China

Italia

Totalmente

Mucho | Bastante | Algo | Indiferencia

Algo

Bastante | Mucho | Totalmente

Asi, los estudiantes compararon un total de 5200 pares de alternativas. Para

tratar todos esos datos, hemos utilizado la semantica mostrada en la Tabla 4.1y

representada graficamente en la Figura 4.1, que ya habia sido introducida en el

capitulo anterior y cuyas caracteristicas se detallan en la Observacién 3.20.

Hacemos notar que, a diferencia de Garcia Lapresta — Meneses (2003), que

trabajan con semanticas basadas en nimeros reales, nosotros empleamos NDTs

para capturar de la vaguedad intrinseca que toda etiqueta linglistica tiene.

Etiqueta Significado Numero difuso trapecial
r’ijk =1, |Elagentek prefiere totalmente X; a X; (0,0,0,0)

fijk =1, |Elagente k prefiere mucho X; a X; (0,0.02,0.05,0.11)
F =1, |Elagente k prefiere bastante X; a X, (0.05,0.11,0.17,0.25)
fijk =1, |Elagentek prefiere algo X; a X; (0.17,0.25,0.34,0.44)
t’ijk =1, |Elagentekes indiferente entre X; y X; (0.34,0.44,0.56,0.66)
Fijk =l | Elagente k prefiere algo X; a X; (0.56,0.66,0.75,0.83)
fijk =l | Elagente k prefiere bastante X; a X; (0.75,0.83,0.89,0.95)
Fijk =1, |Elagente k prefiere mucho X; a X; (0.89,0.95,0.98,1)
fijk =l |Elagente k prefiere totalmente X; a X; (1, 1,1,1)

Tabla 4.1. Semantica con nueve etiquetas linguisticas
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Figura 4.1. Semantica con nueve etiquetas lingdisticas

4.2 Andlisis de la transitividad lingtistica

El andlisis de la racionalidad individual de los agentes se realiza bajo una doble
vertiente. Por un lado se estudia el porcentaje de individuos que verifican cada
una de las propiedades de transitividad linguistica consideradas, tanto las de
sentido estricto como las de sentido no estricto, en cada uno de los conjuntos
de alternativas. En este caso hablaremos de cumplimiento absoluto de las
propiedades. Dado que este cumplimiento exige que se verifiquen las
propiedades en todas las ternas posibles de alternativas, y el nimero de ternas
varia en funcién del namero de alternativas consideradas, en segundo lugar se
estudia el cumplimiento relativo de las propiedades, analizando el porcentaje

de ternas, sobre el total, que las verifican.

4.2.1 Cumplimiento absoluto

En la Tabla 4.2 y en la Figura 4.2 se especifican los porcentajes de
cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linglistica estricta,
mientras que en la Tabla 4.3 y en la Figura 4.3 se especifica el cumplimiento

absoluto de las propiedades de transitividad lingtistica no estricta.
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T, T, T, T, T,—T,

Xa 92% 88% 2% 66% 28.26%

Xs 80% 62% 36% 28% 65.00%

Xe 62% 52% 34% 24% 61.29%

X7 50% 36% 22% 18% 64.00%
Xs— X7 45.65% 59.09% 69.44% 72.73%

Tabla 4.2. Cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linglistica estricta

T T T T, T-T,

Xa 80% 76% 56% 44% 45.00%

Xs 66% 50% 32% 18% 72.73%

X 46% 38% 24% 6% 86.96%

X7 20% 14% 4% 2% 90.00%
Xs— X7 75.00% 81.58% 92.86% 95.45%

Tabla 4.3. Cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linglistica no
estricta
Como es sabido (véase Observacion 3.23), fijado el nimero de alternativas, el
cumplimiento absoluto de las propiedades ﬁ o T. disminuye a medida que i

aumenta. En la ultimas columnas de las Tablas 4.2 y 4.3 se muestran las

disminuciones porcentuales en el cumplimiento absoluto de las propiedades de

transitividad al pasar de T, a T, y de T, a T, con relacion a los valores que

toman T, y T,, respectivamente. Se puede observar que las menores caidas en

el nivel de cumplimiento absoluto se producen en los conjuntos de 4
alternativas: se pasa de un 92% a un 66% en las propiedades en sentido

estricto, lo que supone una disminucion del 28.26%, y de un 80% a un 44% en
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las de sentido no estricto, lo que supone una disminucion del 45%. La mayor

caida porcentual en las propiedades de sentido estricto se produce en el

conjunto de 5 alternativas, al pasar de un 80% de cumplimiento de 'fo aun

28% de 1:3, lo que supone una caida del 65%; las caidas en los conjuntos de 6 y

7 alternativas son ligeramente inferiores. Y si se consideran las propiedades en
sentido no estricto se observa que cuantas mas alternativas se consideren,

mayor es la caida porcentual: en el conjunto de 7 alternativas se pasa de un
cumplimiento del 20% en T, a un 2% en T,, lo que supone una disminucion

del 90%.

Por otro lado, fijada la propiedad de transitividad linglistica, resulta evidente el
hecho de que a mayor nimero de alternativas a comparar hay un menor
cumplimiento de la propiedad. Obviamente, cuantas mas alternativas se
comparan es mas facil cometer inconsistencias, por lo que el resultado es a
todas luces natural. Hay que tener en cuenta que el nimero de ternas que tienen
que verificar cada una de las propiedades consideradas aumenta segun lo hace

el nimero de alternativas: 4 ternas en X4, 10 en Xs, 20 en Xg y 35 en Xy.

100%

80%

60%

s M N

IN)

40% R

>

-
/

/

w

20% e

0%

Figura 4.2. Cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linguistica estricta
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Figura 4.3. Cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linguistica no

estricta

En la ultima fila de las Tablas 4.2 y 4.3 se recogen las disminuciones
porcentuales en el cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad al
aumentar de 4 a 7 el nimero de alternativas, respecto del valor alcanzado en el
conjunto X,. Si se consideran las propiedades en sentido estricto, se observa

que cuanto mas exigente sea la propiedad de transitividad linguistica, mayor es
la disminucidn; por ejemplo, en la transitividad max-max débil estricta (1:3) se

pasa de un cumplimiento del 66% en X4 a un 18% en X7, lo que supone una
caida del 72.73%. Lo mismo ocurre si se consideran las propiedades en sentido

no estricto, ya que a mayor exigencia, mayor es la disminucion: en la

transitividad max-max débil no estricta (T,) se pasa de un 44% a un 2%, lo que

supone una disminucion del 95.45%.

Como ya se explico en la Observacion 3.21, las propiedades de transitividad
linglistica no estrictas son mas restrictivas que las propiedades en sentido
estricto. Esto se refleja en los niveles de cumplimiento de ambos tipos de
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propiedades: el de las propiedades de transitividad en sentido estricto es
superior en todos los casos al de las de sentido no estricto. Lo mismo ocurre al
analizar la disminucion en los niveles de cumplimiento de las distintas
propiedades que se produce al pasar de considerar las propiedades en sentido
estricto a las de sentido no estricto: las caidas siempre son mayores en las

propiedades en sentido no estricto.

En la Tabla 4.4 se especifica la disminucion porcentual que se produce en el
cumplimiento absoluto de las propiedades de transitividad linguistica al pasar
del caso estricto al no estricto, respecto del nivel de cumplimiento de las

propiedades en sentido estricto, en cada una de las opciones posibles.

T, > T, T, T, T, >T, T,>T,
Xa 13.04% 13.64% 22.22% 33.33%
Xs 17.50% 19.35% 11.11% 35.71%
Xe 25.81% 26.92% 29.41% 75.00%
X7 60.00% 61.11% 81.82% 88.89%

Tabla 4.4. Disminucién porcentual del cumplimiento absoluto de las propiedades de

transitividad linglistica

Se observa como la caida del cumplimiento de las distintas propiedades al
pasar de las estrictas a las no estrictas es mayor cuando aumenta el nimero de
alternativas, fijada la propiedad de transitividad considerada, o cuando se
considera una propiedad de transitividad mas fuerte, si lo que fijamos es el

numero de alternativas. La Unica excepcion a la anterior afirmacion se produce
en el conjunto de 5 alternativas cuando se comparan los resultados de T, y T,
que, anémalamente, es la que tiene una menor diferencia. Esta caida es extrema

en el conjunto de 7 alternativas, con un valor minimo del 60% al comparar T,

y T, (se pasa de un cumplimiento del 50% a otro del 20%), y un maximo que
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roza el 90% en la transitividad max-max débil: de un 18% de cumplimiento de

'I:3 se pasa a un 2% de T,. Como cabia esperar, es esta Ultima propiedad de

transitividad la que experimenta unas mayores variaciones, ya que la minima

diferencia que se produce en ella es de un 33.33% en el conjunto de 4

alternativas.

A la vista de los datos expuestos, podemos concluir que el cumplimiento

absoluto de las propiedades de transitividad linguistica viene condicionado por

varios factores, entre los que destacamos los siguientes:

A medida que aumenta el ndmero de alternativas consideradas se
producen dos efectos: hay menos individuos que cumplen las
propiedades y la disminucién que se produce en el numero de
individuos que las verifican cuando aumenta el nivel de exigencia de

las propiedades es mayor.

Tanto si se consideran las propiedades en sentido estricto como las de

sentido no estricto, segun se consideren propiedades mas fuertes (T, o

T. con valores més altos de i) se producen unos efectos similares a los

1
del caso anterior: menores niveles de cumplimiento y las disminuciones
que se producen en ellos son mayores cuando aumenta el nimero de

alternativas.

Como cabia esperar, los niveles de cumplimiento absoluto son
superiores en las propiedades en sentido estricto que en las propiedades
en sentido no estricto, mientras que la disminucién que se produce en
ese cumplimiento, al aumentar el nimero de alternativas consideradas
y/o al considerar propiedades mas fuertes, es mayor en las propiedades

en sentido no estricto. La mayor exigencia de las propiedades en

sentido no estricto se hace mas patente cuando se consideran T, o T,

para valores mayores de i.
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4.2.2 Cumplimiento relativo

Dado que el nimero de ternas que tienen que verificar las distintas propiedades
de transitividad linglistica en cada uno de los conjuntos de alternativas
aumenta al hacerlo el nimero de alternativas, es deseable tener una medida
relativa de su cumplimiento. Dicha medida la obtenemos a traves del
porcentaje de ternas, respecto del nimero total de ternas de cada conjunto, en
donde se satisface cada propiedad. En las Tablas 4.5 y 4.6 se especifican los
porcentajes de cumplimiento relativo de las propiedades de transitividad
linglistica estricta y no estricta, respectivamente. Los mismos resultados se

muestran de forma gréfica en las Figuras 4.4y 4.5.

T, T, T, T, T, >T,

Xq 98.00%  97.00%  91.50%  88.50% | 9.69%

Xs 97.20%  94.20%  88.00%  84.80% | 12.76%

X 96.30%  95.40%  90.60%  86.50% | 10.18%

Xy 96.91%  95.37%  90.11%  87.09% | 10.14%
Xs— X7 | 1.11% 1.68% 1.51% 1.60%

Tabla 4.5. Cumplimiento relativo de las propiedades de transitividad linglistica estricta

T T T T ToT

Xa 95.00% 94.00% 86.00% 75.00% | 21.05%

Xs 93.80% 90.80% 83.20% 72.80% | 22.39%

Xs 93.40% 92.50% 86.70% 70.00% | 25.05%

X7 90.86% 89.31% 83.71% 70.86% | 22.01%
Xa— X7 4.36% 4.98% 2.66% 5.52%

Tabla 4.6. Cumplimiento relativo de las propiedades de transitividad linguistica no
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Figura 4.4. Cumplimiento relativo de las propiedades de transitividad lingiistica estricta
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Figura 4.5. Cumplimiento relativo de las propiedades de transitividad lingiistica no

estricta

Algunas de las regularidades que se producen en el caso absoluto se vuelven a
dar en el caso relativo. Asi, fijado el nUmero de alternativas, seguin se vayan

considerando propiedades de transitividad mas fuertes, tanto si son en sentido
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estricto como si lo son en sentido no estricto, menor es su cumplimiento
relativo. Ademas, el cumplimiento relativo de las propiedades en sentido
estricto también es superior al obtenido en las propiedades en sentido no
estricto.

Sin embargo, existen diferencias con los resultados obtenidos en 4.2.1. De
éstas, la que resulta mas evidente se aprecia al comparar los porcentajes de
cumplimiento: son claramente superiores los que se obtienen en el caso relativo
respecto de los del caso absoluto. Este hecho resulta ciertamente previsible,
como se pone de manifiesto a continuacion. Supongamaos, por ejemplo, que los
50 agentes estan considerando el conjunto de 5 alternativas. De este conjunto
se pueden seleccionar 10 ternas distintas, lo que hace un total de 500 ternas

posibles. Pues bien, una sola inconsistencia cometida por un individuo al
. . . 1

encarar una terna de alternativas lleva aparejada una caida de %=2% en el

cumplimiento absoluto. Ahora bien, para que se diera esa misma caida en el

cumplimiento relativo se tendrian que cometer 10 inconsistencias (—O =2%).
500

Otra diferencia se observa al analizar la variacion en el cumplimiento relativo,
una vez fijada la propiedad de transitividad linglistica: aunque los mayores
porcentajes de cumplimiento relativo se siguen produciendo en los conjuntos
de 4 alternativas, no se puede afirmar que dicho cumplimiento disminuya a
medida que aumenten las alternativas. Hay numerosas situaciones que
contradicen esta afirmacion: los porcentajes de cumplimiento relativo en el
conjunto de 5 alternativas son inferiores en 5 casos de los 8 posibles a los que
se obtienen en el conjunto de 6 alternativas y en 4 casos de 8 a los del conjunto
de 7 alternativas; y los que se obtienen en el conjunto de 6 alternativas son

inferiores en 4 casos de 8 a los que se obtienen en el conjunto de 7 alternativas.

Al analizar la disminucion porcentual en el cumplimiento relativo de las

propiedades de transitividad al pasar de 'fo a f3 y de T, a T, respecto de los
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valores que toman 'I:0 y T, (Ultima fila de la Tabla 4.5 y de la Tabla 4.6

respectivamente), o la disminucién porcentual al pasar de X, a X7, respecto de
los valores gue se toma en el conjunto X, (Gltima columna), se observa como la
disminucién sigue siendo superior en las propiedades en sentido no estricto y

que las menores disminuciones se producen al considerar el conjunto de 4
alternativas, en el primer caso, o las propiedades fo o T,, seglin proceda, en el
segundo. Sin embargo también aqui existen diferencias con el caso absoluto.
Con las propiedades en sentido estricto, la mayor diferencia al pasar de 'I:O a T;
se sigue produciendo en el conjunto de 5 alternativas, pero al pasar de X4 a X7
ahora la mayor disminucion se produce en la transitividad max-min débil, 'Icl
Con las propiedades en sentido no estricto ocurre lo contrario: al pasar de X4 a
X7, la mayor disminucion se produce en la transitividad max-max débil, T,, al
igual que en el caso absoluto, pero ahora al pasar de T, a T,, la mayor

disminucion se produce en el conjunto de 6 alternativas (en el caso absoluto se

produce en el de 7).

En la Tabla 4.7 se especifica la disminucién porcentual en el cumplimiento
relativo de las propiedades de transitividad al pasar del caso estricto al no
estricto, respecto del nivel de cumplimiento de las propiedades estrictas, en

cada una de las opciones posibles.

T, > T, T, T, T, >T, T,o>T,
X4 3.06% 3.09% 6.01% 15.25%
Xs 3.50% 3.61% 5.45% 14.15%
X6 3.01% 3.04% 4.30% 19.08%
X7 6.25% 6.35% 7.10% 18.64%

Tabla 4.7. Disminucion porcentual del cumplimiento relativo de las propiedades

de transitividad lingUistica
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Si fijamos el nimero de alternativas, tanto en el caso absoluto como en el
relativo se observa que la caida en el cumplimiento de las distintas
propiedades, al pasar de las de sentido estricto a las de sentido no estricto, es
mayor cuanto mas fuerte sea la propiedad considerada. Sin embargo, fijada la
propiedad de transitividad, cuando aumenta el numero de alternativas, la

disminucion del cumplimiento relativo aumenta, pero con varias excepciones:

las minimas diferencia al comparar los resultados de T, con T,,de T, con T, y

A

de T, con T, se producen en el conjunto de 6 alternativas, mientras que al

comparar T, con T, el minimo valor se produce en el conjunto de 5
alternativas, y el valor del conjunto X; es menor que el del conjunto Xs. Hay

que destacar que al comparar T, con T, se producen préacticamente las mismas

diferencias que al comparar T, con T,, ligeramente inferiores a las que se

A —

producen al comparar T, con T,, mientras que las mayores diferencias se

producen al comparar T, con T,.

Por otra parte, al comparar el cumplimiento absoluto con el relativo, se observa

que porcentajes de cumplimiento relativo diferentes proporcionan el mismo
numero de individuos transitivos. Por ejemplo, si se considera 'fo en el
conjunto de 6 alternativas, esta propiedad la verifican el 62% de los individuos
y el 96.30% de las ternas, mientras que si se considera 'ﬁ en el conjunto de 5

alternativas, entonces lo hacen el mismo nimero de individuos pero con un
porcentaje de ternas del 94.20%. Estas situaciones son debidas a que en el
segundo caso los individuos que vulneran la transitividad correspondiente lo

hacen en un mayor porcentaje de ternas.

Del anélisis realizado sobre el cumplimiento relativo de las propiedades de

transitividad podemos deducir las siguientes conclusiones:

e Los porcentajes de ternas que cumplen las propiedades son muy

superiores al porcentaje de individuos que las verifican.
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e El nimero de alternativas influye de una manera menos clara que en el
caso absoluto en el cumplimiento relativo de las propiedades, aunque
en general se puede afirmar que disminuye el porcentaje de ternas que

verifican las propiedades cuando aumentan las alternativas.

¢ A medida que aumenta el nivel de exigencia de las propiedades, bien

porque se consideren propiedades T. o T, con i mayores, bien porgue se

1
consideren propiedades en sentido no estricto, disminuye el nimero de

ternas que las verifican.

e Las propiedades en sentido no estricto tienen mayores disminuciones
porcentuales en el cumplimiento relativo que las de sentido estricto al

aumentar la exigencia de las mismas.

4.3 Estudio de la representatividad

A continuacion se cuantifica el cumplimiento de la representatividad de los
contadores linglisticos individuales considerados en el capitulo anterior,
prestandose especial atencion a la relacion entre dicho cumplimiento y el de los
distintos tipos de transitividad linglistica ya analizados. A este respecto, en lo
que sigue, siempre se trataran en paralelo los contadores en sentido restringido
y amplio en conexidn con las transitividades lingUisticas estrictas y no estrictas,

respectivamente.

En primer lugar hemos analizado la representatividad con independencia de los
supuestos de racionalidad de los agentes. Como se observa en la Tabla 4.8,
cuyos datos estan representados en la Figura 4.6, el analisis empirico muestra
que a medida que aumenta el nimero de alternativas, disminuye el porcentaje
de individuos con contadores representativos. La razon de ello, como ya
comentamos al estudiar el cumplimiento de las propiedades de transitividad, es

que el nimero de inconsistencias cometidas se incrementa cuanto mayor es el
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numero de alternativas a considerar por los agentes, y tales inconsistencias

repercuten en la idonea asignacion de las calificaciones.

Restringido Amplio
X4 92% 94%
Xs 86% 90%
Xe 70% 82%
X7 62% 68%

Tabla 4.8. Porcentaje de individuos cuyos contadores verifican la propiedad de

representatividad

100%

80%

60% 1 —
O Restringido

B Amplio

40%

20%

0%
X4 X5 X6 X7

Figura 4.6. Porcentaje de individuos cuyos contadores verifican la propiedad de

representatividad

Ademas, el analisis ha revelado que se da un mayor grado de cumplimiento de
representatividad en los contadores individuales cuando éstos son en sentido
amplio que en los definidos en sentido restringido, cualquiera que sea el
numero de alternativas considerado. Como tratamos de justificar a

continuacion, este hecho es, hasta cierto punto, inesperado. En primer lugar, y
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tal como se ha sefialado en 4.2, el porcentaje de individuos T, transitivos es

menor que el de los individuos T, transitivos. En segundo lugar, como se

demuestra en las Proposiciones 3.9 y 3.10, estas condiciones implican la
representatividad de los contadores en sentidos amplio y restringido,
respectivamente. Por tanto seria razonable esperar que los porcentajes de
cumplimiento de representatividad en los dos casos considerados (amplio y
restringido) mantuviesen unos valores correlativos con los de las
correspondientes transitividades (no estricta y estricta), pero tal correlacion no

se produce.

Para tratar de explicar la regularidad evidenciada en la Tabla 4.8, se podria
conjeturar que todo individuo cuyo contador en sentido restringido asigne las
puntuaciones de modo representativo con sus preferencias, también tendra un
contador individual en sentido amplio con la misma propiedad, pero esto es
falso: en nuestro experimento hemos encontrado individuos cuyos contadores
individuales en sentido restringido son representativos y no lo son los
correspondientes en sentido amplio, y viceversa. En cualquier caso, se observa
que los valores de representatividad obtenidos, tanto en el caso amplio como en
el restringido, son bastante altos y, fijado el nimero de alternativas, similares

entre si (la diferencia a favor del caso amplio nunca supera el 12%).

Como ya se ha sefialado, el cumplimiento de las propiedades de transitividad
max-max débil por parte de un individuo es suficiente para que sus contadores
verifiquen la propiedad de representatividad. EI hecho de que tales condiciones
no son necesarias se pone de manifiesto al observar los porcentajes de

cumplimiento de la propiedad de representatividad en los dos casos siguientes.

e Cuando no se verifican las propiedades de transitividad estricta al

considerar los contadores en sentido restringido (véase Tabla 4.9).

e Cuando se incumplen las propiedades de transitividad no estricta al

considerar los contadores en sentido amplio (véase Tabla 4.10).
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Los porcentajes estan referidos tanto sobre el total de individuos, representado
en las Figuras 4.7 y 4.9, como sobre el nimero de individuos que incumplen la

respectiva propiedad de transitividad, representado en las Figuras 4.8 y 4.10.

Hacemos notar que la expresion “no transitivos” que aparece en las tablas y
figuras siguientes se refiere al tipo de transitividad 'I:, oT,coni=0,...,3,

explicitado por la propia tabla o figura en cada caso. Asi, por ejemplo, el dato

33.33% que aparece en la Tabla 4.9 indica que, del total de individuos que no
verifican la propiedad de transitividad 1:1 para la tercera parte su contador

individual en sentido restringido es representativo.

Individuos cuyos contadores en sentido restringido

son representativos e incumplen...

~ A A~

T T %L L% T T T

X4 0% 4% 20%  26% | 0.00% 33.33% 71.43% 76.47%
Xs 6% 24% 50% 58% |30.00% 63.16% 78.13% 80.56%
X 8% 18%  36%  46% |[21.05% 37.50% 54.55% 60.53%

X7 12% 26% 40%  44% |24.00% 40.63% 51.28% 53.66%

Sobre el total de individuos Sobre individuos no transitivos

Tabla 4.9. Porcentajes de individuos cuyos contadores en sentido restringido son

representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad estricta
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Figura 4.7. Porcentajes de individuos, sobre el total, cuyos contadores en sentido

restringido son representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad estricta
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Figura 4.8. Porcentajes de individuos, sobre no transitivos, cuyos contadores en sentido

restringido son representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad estricta

249



Capitulo 4. Contraste empirico

En ambos casos (incumplimiento de la transitividad estricta — no estricta,
contadores en sentido restringido — amplio, respectivamente), y tanto si se
consideran porcentajes sobre el total de individuos como si estos se determinan
sobre el numero de individuos no transitivos, se observa que a medida que se
consideran propiedades de transitividad mas fuertes, aumenta el porcentaje de
individuos con contadores representativos pero que incumplen dichas
propiedades. Esto esta en consonancia con el hecho, ya apuntado en la seccién
4.2, de que el cumplimiento de las propiedades de transitividad es menor a

medida que aumenta su nivel de exigencia.

Si fijamos la propiedad de transitividad y analizamos la variacién que sufren
los anteriores porcentajes cuando aumenta el numero de alternativas,
observamos que los valores mas bajos se alcanzan siempre en el conjunto X,.
No obstante, las conclusiones que en esta situacion podemos obtener en los dos

casos, estricto y no estricto, son distintas.

e Al estudiar los porcentajes de individuos que incumplen las
propiedades de transitividad estricta y con contadores en sentido
restringido representativos, no se observa ninguna regularidad. En los
porcentajes sobre el total de individuos, el valor maximo se alcanza en
dos casos en el conjunto X; y en otros dos en el conjunto Xs, mientras
que en los porcentajes sobre los individuos no transitivos el valor
maximo siempre se alcanza en el conjunto Xs.

e Al estudiar los porcentajes de individuos que no verifican las
propiedades de transitividad no estricta y con contadores en sentido
amplio representativos, se observan unos valores significativamente mas
altos que en el caso anterior. Por otro lado, al aumentar el numero de

alternativas los porcentajes sobre el total de individuos se incrementan

excepto al pasar de 6 a 7 alternativas en la propiedad T, y los

porcentajes sobre los individuos no transitivos disminuyen.
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Individuos cuyos contadores en sentido amplio

son representativos e incumplen...

LS PR PR

T T T

X4

Xs

X

16% 20% 38%  50%
24% 40% 58% 72%
38% 44% 58%  76%
48% 54% 64% 66%

80.00% 83.33% 86.36% 89.29%

70.59% 80.00% 85.29% 87.80%

70.37% 70.97% 76.32% 80.85%

60.00% 62.79% 66.67% 67.35%

Sobre el total de individuos

Sobre individuos no transitivos

Tabla 4.10. Porcentajes de individuos cuyos contadores en sentido amplio son

representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad no estricta

80%

60% -
— -lTO
-

40% _
- T,
- T,

20%

0% T T T

Figura 4.9. Porcentajes de individuos, sobre el total, cuyos contadores en sentido amplio

son representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad no estricta
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100%
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Figura 4.10. Porcentajes de individuos, sobre no transitivos, cuyos contadores en sentido

amplio son representativos, y que incumplen la propiedad de transitividad no estricta

En el andlisis de la representatividad de los contadores individuales y fijada
una de las propiedades de transitividad linglistica consideradas, cabrian, en

principio, cuatro posibilidades relativas a cualquiera de los individuos:

1. Que tenga un contador representativo y sea transitivo (R-T).
2. Que tenga un contador representativo y no sea transitivo (R-nT).
3. Que tenga un contador no representativo y sea transitivo (nR-T).

4. Que tenga un contador no representativo y no sea transitivo (nR-nT).

Como ya se ha comentado repetidamente, la transitividad linguistica max-max
débil implica la representatividad, lo que hace que el caso 3 de la lista anterior
sea imposible bajo dicho supuesto, pero si se relaja la condicion de
transitividad linguistica max-max debil y teniendo en cuenta la Observacion

3.26, se podrian dar cualquiera de los casos anteriores.
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Ahora bien, para los contadores en sentido restringido, a partir de los datos que
aparecen en la Tabla 4.2 ((R-T)+ (nR-T)), en la Tabla 4.8 (R-T)+ (R-nT)) y
en la Tabla 4.9 (R-nT), se puede asegurar que la presencia de individuos
adscritos al caso 3 de la lista anterior es, de hecho, nula para todas las
transitividades consideradas. Sin embargo, para los contadores en sentido
amplio si se puede asegurar la existencia de individuos adscritos a tal caso a
partir de los datos que aparecen en la Tablas 4.3 ((R-T) + (nR-T)), la Tabla 4.8
((R-T)+ (R-nT)) y la Tabla 4.10 (R-nT): concretamente, un 2% del total de los

individuos resultan ser del tipo (nR-T), tanto al considerarse los conjuntos de 4

alternativas (para T, y T,), como en caso de 6 alternativas (para T,). Excepto

en estas tres ocasiones, los contadores de los individuos que verifican
cualquiera de las propiedades de transitividad, no s6lo la max-max, han
resultado ser representativos. En la Tabla 4.11 y en la Figura 4.11 se detallan
los datos relativos a las cuatro categorias de la lista anterior exclusivamente

para el primero de tales conjuntos.

R-T R-nT nR-T nR-nT
Ty 78% 16% 2% 4%
T, 74% 20% 2% 4%
T, 56% 38% 0% 6%
T 44% 50% 0% 6%

Tabla 4.11. Distribucion de los individuos segun el cumplimiento de las propiedades de

representatividad y transitividad en el conjunto de 4 alternativas

253



Capitulo 4. Contraste empirico
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Figura 4.11. Distribucién de los individuos segin el cumplimiento de las propiedades de

representatividad y transitividad en el conjunto de 4 alternativas

A la vista de los resultados obtenidos se puede extraer como conclusion que, si
bien desde un punto de vista tedrico s6lo la transitividad max-max débil
garantiza, de entre las estudiadas, el cumplimiento de la representatividad, en la
practica se observa como se obtiene un alto grado de cumplimiento aiin cuando
esta hipdtesis de coherencia sea relajada incluso al caso de la transitividad de la

preferencia ordinaria inducida.

4.4 Comparacion de resultados segun los contadores empleados

Como ya hemos sefialado, los sentidos amplio y restringido de los contadores
de Borda considerados en el trabajo empirico se distinguen en el umbral a
partir del cual se tienen en consideracion las opiniones de los agentes sobre las
parejas de alternativas: basicamente, en el primer caso se ponderan todas las
opiniones, mientras que en el segundo, solo las favorables (mayores que las

dadas por la etiqueta central).

Como vimos en el capitulo anterior, tal restriccion sobre la base informacional

a partir de la cual se opera, repercute negativamente en las propiedades del

254



4.4 Comparacion de resultados segun los contadores empleados

contador que utilice dichos inputs (algo parecido a lo que ocurre con el método
de pluralidad, que trunca toda la informacion relativa a las alternativas a las
que no se les otorga el voto, frente a la regla de Borda clasica, que las tiene
todas en cuenta). En contrapartida, las propiedades de transitividad max-max
débil que garantizan una asignacién idonea (representativa) de las
calificaciones otorgadas son de mas facil cumplimiento para los agentes en el
caso restringido (condiciones estrictas), que en el amplio (condiciones no

estrictas), como se ha sefialado en 4.2.

Ahora bien, ¢existe en la practica una diferencia radical entre las reglas de
Borda linguisticas en sentido estricto y no estricto consideradas? A la vista de
la Tabla 4.12, en la que se muestran los resultados totales obtenidos por las
reglas de Borda consideradas en los sentidos indicados para los 4 conjuntos de
alternativas posibles estudiados, se observa que las ordenaciones colectivas
inducidas por dichas reglas son idénticas en los conjuntos de 4 y 7 alternativas,
mientras que difieren en los dos primeros puestos, que aparecen permutados, al
ser considerados los conjuntos de 5 y 6 alternativas. Es decir, estos dos casos
de conjuntos de alternativas de cardinal intermedio son aquéllos en los que la
regla de votacion empleada hubiera sido determinante en la eleccion colectiva
efectuada, aunque hacemos notar que un analisis mas pormenorizado de los
resultados (no incluidos en la Tabla 4.12), muestra que, en ambos casos, las
diferencias porcentuales entre los valores de Delgado — Vila — Voxman
(definidos en 3.3.3) de las calificaciones obtenidas en el caso restringido por la
primera y la segunda alternativas, que estaban en torno a un 3%, se han
invertido en el caso amplio, resultando ahora una diferencia muy tenue, del
orden del 0.05%.

255



Capitulo 4. Contraste empirico

Condorcet
Ordenacion de Borda
Ganador [Perdedor

Xa CEGA C A

Xs BCEGA C A Sentido
Xs BCGEDA B A restringido
X7 CBGEADF C F

Xa CEGA C A

Xs CBEGA C A Sentido
Xe CBGEDA B A amplio
X7 CBGEADF C F

Tabla 4.12. Ordenacion de Borda. Ganador y perdedor de Condorcet.
[A: China; B: Cuba; C: Egipto; D: MoscU; E: Praga-Budapest; F: Estambul; G: Italia]

4.5 Confrontacion Borda — Condorcet

Desde el Capitulo 1 ya ha sido sefialada la inconsistencia de Condorcet de la
regla de Borda, es decir, el hecho de que ésta puede dar la victoria a una
alternativa que incumpla el principio de Condorcet. Pero también se ha llamado
la atencién sobre el importante resultado de que, de entre todas las reglas de
puntuacion (“scoring rules”), la regla de Borda es la menos susceptible de
vulnerar tal principio (cf. 2.5 para mas detalles y las correspondientes
referencias). Aunque nuestro contexto decisional no es el mismo que al que
hace referencia dicho resultado, pues los dos tipos de regla de Borda
considerados para agregar los datos del experimento son de tipo linguistico,
nos ha parecido interesante analizar, para cada uno de los conjuntos de
alternativas considerados, si las alternativas ganadoras y perdedoras mediante
tales métodos linguisticos coinciden o no con las correspondientes ganadoras y

perdedoras de Condorcet, respectivamente, caso de existir estas dltimas.
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En la Tabla 4.12 se muestran las ordenaciones colectivas generadas por las
reglas de Borda consideradas, y paralelamente las alternativas ganadoras y
perdedoras de Condorcet. Se puede observar que los resultados obtenidos
mediante las reglas de Borda linglisticas tratadas presentan un buen grado de
cumplimiento del principio de Condorcet. Sin embargo no es pleno, ya que se
constata que, existiendo en todos los casos estudiados alternativas ganadoras de
Condorcet, existe discrepancia entre éstas y las que obtienen la victoria
mediante los correspondientes métodos lingliisticos de Borda en el caso en
sentido amplio para Xs y en el caso en sentido restringido para Xs. Hacemos
notar que, en las dos situaciones en las que tales discrepancias se producen, la
alternativa ganadora de Condorcet coincide con la que recibe la segunda mayor

calificacion Borda.

En cuanto a las alternativas perdedoras, ha resultado haber total coincidencia
entre los enfoques de Borda y Condorcet linguisticos. Cabe sefialar, para
concluir, que por el propio disefio del espectro de etiquetas considerado y
teniendo en cuenta las Proposiciones 3.11 y 3.12, es imposible que, si se opera
con el contador de Borda lingistico en sentido amplio, la alternativa ganadora
de Borda hubiera resultado perdedora de Condorcet, y alternativamente, que la

alternativa perdedora de Borda hubiera resultado ganadora de Condorcet.

4.6 Consideraciones finales

Como es bien conocido, el cerebro humano dista de ser un mecanismo
perfecto. Asi, es frecuente que cuando un individuo ha de decidirse entre una
multiplicidad de alternativas, aparezcan inconsistencias, como ha sido puesto
de manifiesto en el estudio de la transitividad de los agentes efectuado en

nuestro estudio empirico.

Tal tipo de andlisis tiene un interés intrinseco pero, en nuestro caso, Nno
constituye un fin en si mismo, sino un medio para estudiar como repercuten los

supuestos de coherencia de los agentes en la idoneidad de las calificaciones
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Borda individuales que se derivan de las opiniones emitidas. Obviamente, a la
vista del desarrollo tedrico del Capitulo 3, cabe esperar que cuanto mas
racionales sean los agentes, tanto méas idonea sera la asignacion de tales
calificaciones. Ahora bien, en la practica, hemos constatado que el minimo
grado de racionalidad de entre los considerados en nuestro trabajo (a saber, la
transitividad de la preferencia ordinaria inducida) ya conlleva unos niveles muy
altos de representatividad de los contadores individuales, siendo esta propiedad
un desideratum en la asignacion de las calificaciones de Borda individuales. Y
de hecho, ain cuando los agentes sean incoherentes en algin grado, no por ello
debe ser desestimada la informacion proporcionada por la agregacion de sus
opiniones mediante el tratamiento de Borda linguistico que hemos
desarrollado: en tal caso, la informacién reportada adn seria relevante, si bien

tendria que ser interpretada con necesaria cautela.

Asi mismo, el estudio empirico realizado ha revelado que, si bien se produce
alguna discordancia entre los resultados obtenidos segin se implemente la
regla de Borda en sentido amplio o restringido, se puede hablar con mas razén
de sintonia entre ambos casos. Ademas, salvando sus diferencias de raiz, ha
guedado de manifiesto la convergencia casi total, en la préactica, entre los

enfoques de Borda y Condorcet.
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Lista de simbolos

En esta lista de simbolos se sigue el orden impuesto por el propio desarrollo de la
memoria, salvo cuando un mismo simbolo se haya utilizado simultdneamente en mas
de un contexto (discreto, gradual o linglistico). En tal caso apareceran reunidos todos

los posibles significados del simbolo comun.

oS relacion binaria ordinaria.........ccoocoeverireeieienceee e 2.1.1 (p.73)
s P relacion de preferencia ordinaria fuerte...........c.ccoceeevviviiieiescicrienas 212 (p.75)
s R relacion de preferencia ordinaria débil ...............cccooveviiiiiiiiicicnne, 2.1.2 (p.76)
R relacion binaria difusa .........cccoeveieiniiniiccee e 3.1.2 (p.136)
R relacion de preferencia difusa..........cccovevninniininece e 3.1.3 (p.137)
R relacion de preferencia lingUistica............ccceeevievicviceicie e 3.3.1 (p.188)

s | relacion de indiferencia asociada a una relacién de preferencia

ordinaria (fuerte 0 débil) .......cccooeiiiiii 2.1.2 (p.76)
5 X cONjUNEO de altErNAtIVAS. ......ccevveieieeeeee e 2.14 (p.80)
o X (1=1...,n) alternativa ..o 2.1.4 (p.80)
N NUMEro de alterNativas ........c.cceiveiicie e 2.1.4 (p.80)
5 M NUME0 A8 AQENTES. .....eiveeieieeierieieeee e e ste et see e eeneeneas 2.14 (p.80)
o card cardinal de un CoONJUNLO .....c.ovevieeeiiiiceee s 214 (p.81)
s P* relacion de preferencia ordinaria fuerte del agente K....................... 214 (p.81)
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R*  relacion de preferencia ordinaria débil del agente K .............cco........ 2.1.4 (p.81)
R* relacion de preferencia difusa del agente K........c.ccccevevevveinevneninnne, 3.1.3 (p.8)
R relacion de preferencia lingtiistica del agente K..............ccoocovveen... 3.1.3 (p. 139)
I*  relacion de indiferencia asociada a la relacion de preferencia

(fuerte 0 débil) del agente K ......cccovveeiiiece e 214 (p.81)
P°  relacién de preferencia colectiva dada por la mayoria simple ........ 2.1.4 (p.81)
I°  relacién de indiferencia asociada a P® ...........coccoovvveveveveveseeernnnn, 214 (p.81)
l’ijk codificacidon de la preferencia-indiferencia del agente k................... 214 (p.82)
rijk intensidad con la que el agente k prefiere X; a X; ..o, 3.3.1 (p.139)
(rijk) matriz de preferencia ordinaria del agente K............ccocoovvinennenns 2.1.4 (p.82)
(rijk) matriz de intensidades de preferencia del agente K..................... 3.1.3 (p. 140)
(rij) MALFIZ AGrEJAUA. ... ecveiveriiteteieeeee e 214 (p.82)
mg (i, j) margen de la alternativa x; respecto de la X; ..o, 2.1.4 (p.83)
I, contador individual de Borda clasico del agente K...........c.ccccceevennnnne. 2.2 (p.84)
r contador colectivo de Borda CIASICO .........cccovvvrevenerieieiee e 2.2 (p.85)
P®  relacion de pref. colectiva dada por la regla de Borda clasica............ 2.2 (p. 85)
I®  relacién de indiferencia asociadaa P® ...........ccccoocovvveeriiivseiniisnnnnns 2.2 (p.85)
r., (v=1...,4) contadores individuales de Borda discretos.................. 2.3 (p.87)
r’ (v=1...,4) contadores colectivos de Borda discretos .................... 2.3 (p.92)
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o

PVB (v=1,...,4) relaciones de preferencia colectiva dadas por las

reglas de Borda discretas.........cccccevvvvvevvesniieevinnnnane 2.3 (p.92)
12 (v=1,...,4) relaciones de indiferencia asociadas a P ................. 2.3 (p.92)
C contador de Copeland........cccccvviiiiiiiiiiiiii 2.5 (p. 106)
SON  FUNCION SIGNO.....iiiiitiieiieeee e 2.5 (p.106)
M, funcion de pertenencia del subconjunto difuso A............cccceeeee. 3.1.1 (p.135)

e (X, %;)=r; intensidad de preferencia entre x; y x; respecto de la

relacion binaria difusa R.........covevvveivcveie e, 3.1.2

>, relacion binaria ordinaria de umbral « inducida por una relacion

de preferencia difuSa.........cceveeiieiieiie e 3.1.3

5 relacion de preferencia ordinaria fuerte inducida por una relacion

de preferencia difusa ..........coovevririiinesee e 3.1.3
~o5 relacion de indiferencia inducida por >;g ........cccoovivriinninine, 3.13
=05 relacion de preferencia ordinaria débil inducida por = ............ 3.13
~cs  relacion de preferencia ordinaria fuerte inducida por la relacién

de preferencia difusa del agente K ..o 3.1.3
~¢¢  relacion de indiferencia inducida por >y .......cccoevvrerrrernnrriene 313
=5, relacion de preferencia ordinaria débil inducida por > ............ 3.13

P(u) relacién de preferencia fuerte ordinaria asociada a la funcion

(o LI TL (] T =T N U TR 3.14

* (1=0,...,3) operaciones binarias en [0.5,1) ......ccocecevrirriiirrirennas 3.1.6

(p.

(.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

136)

138)

139)

139)

139)

140)

140)

140)

141)

151)
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>

T (1=0,...,3) transitividades difusas max-*; débiles estrictas....... 3.1.6

T, transitividad linglistica correspondiente a la de la preferencia

ordinaria fUBIe. ..o 3.34
'I:1 transitividad lingistica max-min débil estricta..............cccoeevvnnns 334
1:2 transitividad linguistica max-media aritmética débil estricta.......... 3.3.4
'I:S transitividad lingUistica max-max débil estricta..............c.cccccucunne. 334

'I:i(X) (i=0,...,3) conjunto de rel. de pref. difusa que verifican

la propiedad de transitividad 'I:, ........................ 3.1.6

'I:i(X) (i=0,...,3) conjunto de rel. de pref. linguistica que verifican

la propiedad de transitividad 'I:, ........................ 3.34
T (i=0,...,3) transitividades difusas max-*; débiles no estrictas...3.1.6

T, transitividad linglistica correspondiente a la de la preferencia

ordinaria débil ... 334
T, transitividad lingtistica max-min débil no estricta......................... 334
T, transitividad ling. max-media aritmética débil no estricta.............. 334
T, transitividad lingtiistica max-max débil no estricta........................ 334

T.(X) (i=0,...,3) conjunto de rel. de pref. difusa que verifican

la propiedad de transitividad T, ...........cccco....... 3.1.6

T(X) (i=0,...,3) conjunto de rel. de pref. lingiiistica que verifican

la propiedad de transitividad T, ............cc......... 3.34

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

(p.

152)

199)

199)

200)

200)

152)

199)

152)

200)

200)

201)

201)

152)

200)
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(T” ) matriz agregada en sentido amplio (contexto gradual) ............... 3.1.7 (p. 156)
(F” ) matriz agregada en sentido amplio (contexto linglistico)........... 3.3.5 (p.204)
@ suma condicionada de valores mayores que 0.5.........ccccccvevieenenen, 3.1.7 (p. 156)
@ suma condicionada de niveles mayores que |, .....ccoovrrrririnnne. 3.3.5 (p.205)
(ﬁj ) matriz agregada en sentido restringido (contexto gradual) ......... 3.1.7 (p. 156)
(ﬁj) matriz agregada en sentido restringido (contexto ling.).............. 3.3.5 (p. 205)
mg(i, j) margen en sentido amplio de la alternativa X, respecto
08 12 X oo 3.1.7 (p.157)
r/n\g(i, J) margen en sentido restringido de la alternativa x; respecto
0B 12 X oo 3.1.7 (p.157)

" (v=1...,4) contadores individuales de Borda graduales en

SENtido amplio......cccoveviiiiic e 3.2.1 (p.158)
. (v=1,...,4) contadores individuales de Borda graduales en

sentido restringido ........cccooveveiieiini i 3.2.2 (p.164)
" (v=1,...,4) contadores colectivos de Borda graduales en

Sentido amplio........cccvveveieiiecccee e 3.2.1 (p.162)
r" (v=1,...,4) contadores colectivos de Borda graduales en sentido

FESEIINGIAO ....ei et 3.2.2 (p.167)
PVg (v=1,...,4) relaciones de preferencia colectiva dadas por las

reglas de Borda graduales en sentido amplio........ 3.21 (p.162)
If (v=1,...,4) relaciones de indiferencia asociadas a P® ............ 3.2.1 (p.163)
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o Pvé (v=1,...,4) relaciones de pref. colectiva dadas por las reglas

de Borda graduales en sentido restringido............ 3.2.2 (p. 168)
o If (v=1,...,4) relaciones de indiferencia asociadas a Pf‘ .............. 3.2.2 (p.168)
= e producto asociado a la suma condicionada (contexto gradual)........ 3.24 (p.178)
e producto asociado a la suma condicionada (contexto linglistico)...3.4.3 (p. 214)
s C contador de Copeland gradual en sentido amplio...........c.ccoceeeienene 3.2.4 (p.181)
a € contador de Copeland gradual en sentido restringido .................... 3.24 (p.181)
s L conjunto de etiquetas INQUISLICAS ........ccvevrerierierieieiee e ieieneas 3.3.1 (p.187)
a |, (h=0,...,5) etiqueta lINGUIStICA............ccovvrrrrrirerrireriereees 3.3.1 (p.187)
o 1, etiqueta Central ... 3.3.1 (p.187)
@ f; nivel de preferencia entre x; y x; respecto de la
relacién de preferencia linglistica R...........c.cccoeee. 3.3.1 (p.188)
e relacién de preferencia ordinaria fuerte inducida por una relacién
de preferencia lingUistica...........cccoovveveiviic v 3.3.1 (p.189)
5~ relacion de indiferencia inducida por > ..., 3.3.1 (p.190)
° 7, relacion de preferencia ordinaria débil inducida por > ........... 3.3.1 (p.190)
o l’ij" nivel con el que el agente k prefiere x; @ X ..o 3.3.1 (p.190)
o >|:2 relacién de preferencia ordinaria fuerte inducida por la relacion
de preferencia linglistica del agente K.........cccccoeveveveviciiieeniennn, 3.3.1 (p.190)
@ ~|k5/2 relacién de indiferencia inducida por >|:2 ................................... 3.3.1 (p.190)
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&E/z relacién de preferencia ordinaria débil inducida por >,:2 .......... 3.3.1 (p.190)
(l’ijk) matriz de preferencia individual linglistica del agentek........... 3.3.1 (p.190)
({(L),+<) monoide conmutativo ordenado Sobre L ........................ 3.3.2 (p.192)
(a,b,c,d) namero difuso trapecial (NDT)......ccccorrriernnccrinerinienens 3.3.3 (p.193)
V(a,b,c,d) valordel NDT (2,b,C,d) .oceoiriiiiiiiciieeee e 3.3.3 (p. 195)
A(a,b,c,d) ambigiedad del NDT (&,b,C,d) ..ccoeovrrriiniiiiiiienes 3.3.3 (p.195)
T, contador individual de Borda linguistico en sentido amplio.......... 3.4.1 (p.206)
f  contador individual de Borda lingtiistico en sentido restringido....3.4.1 (p. 206)
I contador colectivo de Borda linglistico en sentido amplio ............ 3.4.1 (p.206)
I contador colectivo de Borda lingiiistico en sentido restringido....... 3.4.1 (p.206)
PE  relacion de preferencia colectiva dada por la regla de Borda

lingUistica en sentido amplio.........ccccceeviiviiiiiicci e 3.4.1 (p.207)
1B relacion de indiferencia asociada a P® ..........ooeeeevvveereererereeiinneen 3.4.1 (p.207)
P®  relacion de preferencia colectiva dada por la regla de Borda

lingUistica en sentido restringido............cceeevvivieveie s 3.4.1 (p.207)
18 relacién de indiferencia as06iada a P® .................ccovvevereeereeeeeeeeee 3.4.1 (p.207)
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