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Resumen

Para el célculo de estructuras, las normativas en general (nacionales o extranjeras, vigentes
o futuras) incluyen varias restricciones y exigen ciertas comprobaciones. El disefio bajo estas
restricciones es sencillo, ya que generalmente es suficiente realizar un anélisis elastico. Pero si las cargas
son mas grandes o las resistencias son mds pequenas, las estructuras pueden empezar a perder sus
propiedades resistentes, apareciendo danos irreversibles y pudiendo quedar eventualmente inservibles.
Hay muchas razones por las que aparecen cargas superiores que las que se utilizaron para el diseno
eldstico (ciertas sobrecargas de uso, cargas accidentales, cambio de finalidad de la estructura, sismos,
etc.) y por las que la resistencia puede disminuir (envejecimiento, fatiga, fuego, etc.). La evaluacién
de la vulnerabilidad estructural bajo estas condiciones no es tan ficil como en el caso del andlisis
elastico. Para ello hard falta emplear modelos de andlisis ineldsticos o andlisis plastico que aun no
estan lo suficientemente desarrollados como para predecir con exactitud la carga de colapso de un
sistema estructural. Es posible relajar ciertas hipdtesis que han sido consideradas en los modelos de
anélisis pldstico convencionales (que involucran el concepto de rétula pléstica) o considerar fenémenos
que han sido descuidados en los modelos desarrollados por otros autores, tales como la no linealidad
geométrica, la propagacién de grietas, los efectos de la fatiga mecdanica o la pérdida de rigidez por la

acumulacion de deformacién plastica, entre otros.

La determinacion de la carga y el mecanismo de colapso constituyen los objetivos fundamentales
del analisis plastico de estructuras. Con el desarrollo de esta tesis se busca presentar un modelo
computacional monodimensional para el andlisis elastoplastico degradable de estructuras de barras
2D, considerando la no linealidad del material, asi como la pérdida eventual de rigidez de las barras
por la acumulaciéon de deformacién pléstica y su influencia sobre la carga final de colapso de la

estructura.

El dafo del material es cuantificado a través de una variable escalar asociada a la seccion, que ha
sido acoplada a las ecuaciones constitutivas de la mecanica de sélidos que describen el comportamiento
de una estructura de barras, a través de las hipétesis de deformacién equivalente adoptada en la

mecdnica de dano continuo y las leyes de flujo asociadas (evolucién del dafio mecdnico, variacién de los
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Resumen

desplazamientos elastopldsticos, etc.). La variable dafio ha sido incorporada a la funcién de fluencia del
material, obteniendo una superficie, denominada “de agotamiento” en términos del esfuerzo resultante

(fuerza axil, fuerza cortante y momento flector) y del dafio producido en la seccién de la barra.

En este estudio se han considerado las distintas combinaciones de esfuerzos acoplados que dan
lugar a tensiones que producen agotamiento de forma subita en la seccién, siguiendo el modelo de
rétula, y que originan desplazamientos relativos acoplados asociados a un tinico grado de libertad. Por
ello, en vez de utilizar el concepto de rétula plastica, se habla de seccién agotada, definida como aquella
en la que los esfuerzos internos y el dano alcanzan un valor concreto para el que se produce un grado
de libertad interna “combinado”, no identificado con ninguno de los grados de libertad simple sino con
una combinacién de ellos. Segiin esto, el conjunto de esfuerzos flector, axil y cortante (M, N, Ty,
respectivamente) y la variable dano D, acoplados segin la funcién de agotamiento (Zynvp) que
aparecen en la seccién bajo estudio, determinan un tnico criterio de agotamiento (equivalente al
momento pldstico para el caso de rétula pldstica) a partir del cual se considera que se origina un
giro relativo y unos desplazamientos longitudinal y transversal relativos acoplados entre si (6., uy, vy,
respectivamente), suponiendo el conjunto de estos tres desplazamientos relativos como un dnico grado

de libertad interna en el sistema (equivalente al giro relativo para el caso de rétula pléstica).

Se ha definido adem&s una nueva matriz de rigidez, que relaciona el vector de esfuerzos
con el vector de desplazamiento elastopldstico, a la que se ha denominado matriz de rigidez
elastoplastica degradable, que tiene en cuenta las no linealidades del material y el eventual dano
de las barras en la medida en la que en alguno de sus extremos se llega al agotamiento resistente.
Las limitaciones impuestas al modelo son: aplicacién a estructuras planas cargadas sobre el plano,
barra de seccién rectangular (bisimétrica), plasticidad ideal (sin endurecimiento), obtencién de las
tensiones equivalentes mediante la hipétesis de von Mises y modelo de barra de Navier-Bernoulli o
mediante criterios energéticos, con estudio de primer orden (sin efecto de pandeo) y aparicién del

dano por deformacién plastica.

Los modelos desarrollados han sido implementados en una aplicacién informatica que ha permitido
realizar estudios del comportamiento elastoplastico degradable de distintas estructuras de barras. Se
han comparado los resultados obtenidos con las distintas funciones de agotamiento y dano facilitando
asi la interpretacion de la teoria desarrollada. El modelo de calculo se caracteriza por ser incremental

e iterativo hasta la determinacion del mecanismo y carga de colapso de la estructura.

En conclusion, los conceptos anteriormente expuestos forman la base de una nueva propuesta
de comportamiento elastopldstico degradable acoplado de elementos tipo barra, en la que se

presenta la matriz de rigidez y la funcién de agotamiento de una barra degradada.
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Abstract

The usual building codes (national or international, current or future) in the field of structure
calculation include restrictions and require certain verifications. The design process under these
restrictions is simple, because it is generally enough to perform an elastic analysis. But if the loads
are higher or the resistance is lower, the structures could lose their resistant properties, irreversible
damage could appear and the structures could eventually become out of use. There are many reasons
why larger loads than the ones used in the elastic design could appear (occupancy overload, accidental
loads, change in the purpose of the structure, earthquakes, etc.), and also reasons why resistance could
decrease (ageing, fatigue, fire, etc.). The structural vulnerability assessment under these conditions
is not as easy as in the elastic case. It will be necessary to use inelastic or plastic analysis models,
which are not yet developed enough to predict accurately the collapse load of a structure. It is
possible to not take into account some hypothesis, which involve the concept of plastic hinge and
that are considered in some conventional plastic analysis methods. It is also possible to consider some
phenomenon that have been ignored in other author’s models, such as geometric nonlinearity, crack
propagation, mechanic fatigue effects or loss of rigidity due to the accumulation of plastic strain,

among others.

The main objective of the plastic analysis of structures is to determine the collapse load and the
collapse mechanism. This Doctoral Thesis develops a monodimensional computational model for the
elastoplastic degradable analysis of 2D beam structures, considering material nonlinearities, and also
the possible loss of rigidity of the beams due to the accumulation of plastic strain, and its influence

on the final collapse load of the structure.

The damage of the material is quantified using a scalar variable associated to the section, which has
been coupled to the constitutive equations that describe the behaviour of a framed structure, through
the strain equivalence hypothesis adopted in the Continuum Damage Mechanics and the associated
flow rules (mechanic damage evolution, elastoplastic displacements variation, etc.). Incorporating the

damage variable to the yield function of the material, we obtain the yield surface which depends on
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the resultant stresses (axial force, shear force and bending moment) and the damage in the section

of the beam.

In this study, we have considered the different combinations of the coupled forces that lead to
the stresses that cause the sudden yielding of the section, according to the model of plastic hinge,
and origin the coupled relative displacements associated to a single degree of freedom. That is why,
instead of using the concept of plastic hinge, we consider a plastified section, defined as the one in
which the plastification state is obtained by combining the considered stresses and the damage of
the material. It produces an internal “combined” degree of freedom that can be split into different
relative displacements. According to that, bending moment, axial force and shear force (M., N, T,
respectively) and the damage variable D of the plastified section, coupled in the plastification function
(ZyNvD), determine a single plastification criterion (equivalent to the bending moment in the case of
plastic hinge) and origin a relative rotation and longitudinal and transversal displacements (6, uy, vy,
respectively), assuming this set of the three relative displacements as one internal degree of freedom

in the system (equivalent to the relative rotation in the case of plastic hinge).

We have also defined a new stiffness matrix that relates the stress vector with the elastoplastic
displacement vector, which we have called elastoplastic degradable stiffness matriz. It takes into
account the material nonlinearities and the damage of the beams when they yield. The limitations
imposed to the model are: applicable only to framed structures loaded only in its same plane,
rectangular (bisymmetric) cross-section beams, ideal plasticity (without hardening), von Mises
hypothesis for obtaining the equivalent stresses, Navier-Bernoulli’s first-order beam model (without

buckling effect) and damage only due to the accumulation of plastic deformation.

The behaviour model developed has been implemented in a computer application that allows us
to perform different studies of the elastoplastic degradable behaviour of framed structures. We have
compared the results obtained with different yielding functions, making easier the interpretation of
the developed theory. The calculation model is incremental and iterative until the determination of

the collapse mechanism and collapse load of the structure.

In conclusion, the concepts exposed are the basis for a new proposal of coupled elastoplastic
degradable behaviour for beam elements, in which we propose the expression of the stiffness matrix

for a damaged element and the yield function of a damaged beam.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién y objetivos de la tesis

Una estructura pierde su funcionalidad por la aparicién de alguna inestabilidad, por las
deformaciones excesivas o por la fatiga, entre otras causas. Adicionalmente las estructuras construidas
con un material de unas caracteristicas adecuadas de ductilidad pueden seguir soportando cargas
crecientes pese a que en algin lugar el material haya abandonado el rango eldstico. Si el proceso de
carga continua, las secciones son sometidas a tensiones cada vez mayores hasta que finalmente se llega
al colapso o agotamiento resistente, siendo ésta otra causa de fallo estructural y la que nos ocupa en

este trabajo.

La determinacion de la carga de colapso constituye un problema complejo en el que interviene
multitud de factores, entre los que se pueden destacar el comportamiento no lineal geométrico y
del material, la adecuada modelizaciéon del proceso de plastificacién, la variacién de propiedades
resistentes con el tiempo o con la deformacién, la determinacién de la evolucién del dano del material

y su influencia en la pérdida de rigidez de la estructura, entre otros.

El proceso de determinacién de la carga de colapso o carga ultima es conocido actualmente como
analisis plastico, por contraposicién al analisis elastico, basado en la consideraciéon de que en ningun
lugar de la estructura el material abandone el régimen elastico. En su favor se aduce que permite

obtener disenos mas racionales, una notable economia de los materiales, etc.

La evaluacion de la carga tltima de la estructura es esencial para asegurar el cumplimiento de las
condiciones que garanticen la funcionalidad y durabilidad de la misma. El estado tensodeformacional

de una estructura varia de forma continua como consecuencia de fenémenos como la fluencia y
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la evolucién del dano del material, producto del crecimiento de micro-defectos causados por la
acumulaciéon de deformacion pléastica. La fluencia plastica y el dano del material de la estructura
producen pérdidas de rigidez que afectan de manera considerable a las tensiones y deformaciones.
Todo ello ocasiona una menor capacidad resistente del material y la menor capacidad portante de la

seccion y de la estructura en su conjunto.

En definitiva, el andlisis limite podria resumirse asi: dado un medio continuo con unas
determinadas condiciones de contorno sometido a una determinada carga (fuerzas), el objetivo es
encontrar el menor valor de la carga que provocara el colapso, o lo que es lo mismo, la minima
carga para la que los desplazamientos no seran admisibles. El problema también permitiria obtener
otros resultados secundarios como, por ejemplo, los campos de tensiones, las zonas de plastificacion,
la redistribucién de esfuerzos, etc. El comportamiento plastico del material estd definido por una
deformacion que se caracteriza por ser en parte irreversible, independiente del tiempo y dependiente
de la historia de la carga. De esta forma, si se aumenta de manera progresiva el estado de
cargas, después de un comportamiento elastico inicial en el que las tensiones y deformaciones son
proporcionales, aparece un comportamiento plastico del material en el que se rompe esa proporcién.
Este comportamiento sélo se manifiesta cuando se ha conseguido un cierto nivel de tensién, nivel
que varia con el estado de deformacién inicial del material, la temperatura y el proceso de carga, de

acuerdo con los resultados experimentales.

Segin la teoria de la plasticidad aplicada al entorno de un punto, se considera que cuando
un cuerpo se somete a una carga monotona creciente, en algin instante un punto del sistema
alcanzara una combinacion de tensiones que producira la variacién en su estructura cristalina vy,
por lo tanto, de su comportamiento, pasando éste de ser elastico a plastico, y afectando a los puntos
del entorno produciendo una redistribuciéon del estado de tensiones. Como consecuencia de esto,
se inicia la plastificacion del cuerpo por dicho punto y segin va aumentando la solicitacion se va
extendiendo a los puntos de su entorno. Una vez alcanzado un cierto grado de deformacién plastica
comienza a presentarse un fenémeno de deterioro irreversible del material, para el cual no sélo se
producen deformaciones permanentes sino también una resistencia cada vez menor del material con
la consiguiente pérdida de rigidez de los elementos estructurales, lo que complica atin mas el analisis
plastico. Este deterioro de las capacidades del material es conocido como dano y ha sido estudiado
desde hace algtin tiempo. La mecdnica del dano continuo, iniciada en 1958 por Kachanov propone
la evaluacién de este deterioro progresivo a través de una variable interna “El dano”. Los conceptos
de esfuerzo efectivo y equivalencia en las deformaciones, introducidos en las dos siguientes décadas
por Rabotnov y Lemaitre complementan las observaciones iniciales de Kachanov. En la década de los
ochenta la teorfa de la mecdnica del danio continuo es establecida sobre bases mas rigurosas utilizando

conceptos derivados de la termodindmica y micromecéanica.
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El objetivo de esta tesis es la obtencion de un modelo mecdnico y el algoritmo computacional
correspondiente que permita predecir el estado ultimo de cargas de una estructura, mediante un
proceso de andlisis incremental e iterativo, utilizando descomposicion aditiva de la deformacion en
sus componentes eldstica y pldstica, determinando las secciones agotadas sequn distintas hipdtesis de
fluencia y procesos de carga variable respecto del pseudotiempo y considerando la pérdida de rigidez

del material debido al aumento de la deformacion pldstica.

Para el desarrollo de este trabajo, inicialmente, se realiza una revisién de los modelos empleados
en la mecdnica de los medios continuos referentes al anélisis estructural. Seguidamente, basandose en
los principios de la mecdnica del danio continuo, se desarrolla un modelo de degradacién-plasticidad
concentrado, a partir de éste se implementa un algoritmo computacional que permite realizar analisis
elasticos, elastoplasticos y elastopldsticos degradables de una estructura de barras. Ademds, se
presenta una comparacion entre diversos casos de estructuras sometidas a distintos tipos de carga que
aparecen en la literatura y los obtenidos empleando el modelo presentado. El desarrollo numérico se
realiza mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF) aplicado a elementos estructurales tipo
barra 2D. El comportamiento inicial del sistema en estudio serd eldstico lineal y, debido a un proceso de
carga cuasiestatica variable respecto del pseudotiempo, el comportamiento del material evolucionara y
pasard a ser elastoplastico con acoplamiento tanto de esfuerzos como de desplazamientos. Para ello,
se han asumido hipétesis clésicas, tales como: elemento viga de Nawier-Bernoulli, homogeneidad
e isotropia, seccién constante, criterio de plastificacién de von Mises, hipdtesis de deformacién y
esfuerzo equivalente, y comportamiento elastopldstico del material, entre otras hipdtesis identificadas

detalladas maés adelante.

La aplicaciéon computacional realizada sobre la base del modelo desarrollado permite obtener
resultados numéricos adecuados, capaces de reproducir tanto resultados de ensayos experimentales

como aquellos presentados por otros autores mediante métodos computacionales alternativos.

1.2. Organizacién y estructura de la tesis

La memoria de la tesis se ha dividido en 8 capitulos y cuatro anexos. A continuacion, se describe

brevemente el contenido de cada uno de ellos.

Tras este primer capitulo de introduccién, se presenta en el segundo un resumen del estado del
arte referente al andlisis elastoplastico de estructuras y de la teoria del dano mecéanico, resaltando
los modelos empleados en la actualidad para cuantificar la evolucién del dano mecanico en metales

ductiles y los modelos acoplados de dano con la teoria de la plasticidad.
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En el tercer capitulo se muestran las relaciones existentes entre esfuerzos y deformaciones en el
marco de la teoria de la plasticidad. Se presentan, ademads, los conceptos y las hipétesis basicas de la
mecdnica del dano continuo, y se describen los modelos empleados para cuantificar el dano mecanico
en materiales ductiles. En este capitulo se exponen las bases tedricas que facilitan la comprensién de

los enfoques que se plantean en los siguientes.

El cuarto capitulo es la parte fundamental de la tesis. En él se presentan dos modelos de
comportamiento elastoplastico degradable del elemento barra 2D para la simulacién ntmerica del
colapso de pédrticos planos. Los modelos estdn basados en los principios de la mecanica del dano de

los medios continuos y en la teoria de la plasticidad.

En el quinto capitulo se presenta el procedimiento computacional utilizado para la implementacién

de los modelos desarrollados en problemas practicos en ingenieria estructural.

En el sexto capitulo se desarrollan ejemplos de aplicacién de todo lo anterior, indicando paso a paso
el proceso de generacién del mecanismo de colapso del sistema estructural para las distintas funciones
de plastificacion. Ademas, se presentan comparaciones con los resultados numéricos obtenidos con los

modelos de evolucién del danio de diversos autores.

En el séptimo capitulo se recogen las conclusiones del trabajo realizado, asi como las lineas de
investigacion futuras, incluyendo una relacién de las contribuciones originales de la tesis. Por 1ltimo,
en el capitulo octavo se presentan todas las referencias citadas a lo largo del texto y la lista de simbolos

empleados.

En el anexo A se presenta una descripcion de las técnicas empleadas para la medicion de la variable
dano. Los anexos B y C detallan algunos de los modelos de danos referenciados en la literatura,
empleados para describir el comportamiento fisico de un material ante diferentes tipos de solicitacién.

En el anexo D se presenta la descripcién general de la aplicacién informética desarrollada.
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Estado del arte

2.1. Introduccion

En este capitulo se realiza una breve introduccién sobre el desarrollo de la teoria de la plasticidad y
dano en medios continuos. A continuacién se presenta el estado del arte que hace referencia al estudio
elastopldstico en elementos tipo barra incluyendo, asi mismo, la posibilidad de dano por deformacién

plastica acumulada.

2.2. Antecedentes historicos

La teoria de la elasticidad fue desarrollada por autores como Bernoulli (1667-1748), Hooke (1635-
1703), Fuler (1707-1783), Coulomb (1736-1806), Navier (1785-1836) y Cauchy (1789-1857) entre
otros, que obtuvieron las ecuaciones fundamentales y desarrollaron el concepto de tensor de tensiones
y deformaciones. Sin embargo, la teoria del comportamiento plastico del material no comenzé a
desarrollarse hasta 1864 cuando Tresca (1814-1885) publicé una serie de experimentos sobre extrusién
en los que planteaba la fluencia pldstica del metal, si bien para el caso del estudio de suelos ya habia

sido indicada por autores como Coulomb, Poncelet (1788-1867) y Rankine (1820-1872).

Los criterios desarrollados por Tresca fueron aplicados por Saint-Venant (1797-1886) para el
estudio de un cilindro parcialmente plastificado. Este planted que el estado de tensiones que aparecia
en un punto con comportamiento elastoplastico no dependia de la magnitud de las deformaciones
totales, sino de la variacién de la deformacién, siendo Levy (1865-1971) quien desarrollé un modelo

de flujo tridimensional basado en las teorias de Saint-Venant.
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En esa misma época, Bauschinger (1834-1893) realizé experimentos sobre la variacién del limite
elastico y de fluencia en funcién del tiempo y de los ciclos de carga y descarga, efecto que lleva su

nombre.

No hubo desarrollos significativos hasta finales del siglo XIX en que Guest estudio la plastificacion
de tubos bajo la combinacién de esfuerzo axil y presién interna, obteniendo resultados muy

aproximados a los obtenidos por Tresca.

En la década siguiente, von Mises [97](1883-1953) y Hencky (1855-1952) desarrollaron nuevos
criterios para la plastificacién de materiales basados en que la fluencia se produce cuando la energia

de deformacion, asociada a la componente desviadora del tensor de tensiones, alcanza un valor critico.

Investigadores resefiables de esta época son Prandtl [12] (1875-1953), von Karman (1881-1963),
pero no fue hasta 1926 cuando Lode [53] demostré experimentalmente que el criterio de Levy-Mises

era el mas adecuado para su aplicacién en metales.

La teoria de wvon Mises fue generalizada en dos direcciones: una por Reuss, que introdujo la
componente eldstica de la deformacién, comprobada experimentalmente por Hohenemser; y la otra
por Schmidt y Odquist, que demostraron que el endurecimiento por deformacién puede introducirse
en el esquema de las ecuaciones de Levy-Mises. Con ellas queda definida la base de la teoria clasica

de la plasticidad.

En los afios 30, Bridgman [10] experimenté sobre flujos a altas presiones, obteniendo relaciones
entre el cambio de volumen porcentual y la presiéon aplicada. En la década de los 40, autores como
Prager, Drucker [27] y otros obtuvieron las leyes del comportamiento del material teniendo en
cuenta el efecto del endurecimiento. Melan incorporé los pardmetros de endurecimiento para las
ecuaciones constitutivas en superficies de plastificacién regulares y Koiter lo generalizé a materiales
con superficies singulares. En 1950, Hill [37, [38] recopilé todos los datos anteriores y propuso métodos

clasicos de resolucion.

Cuando cada punto de un soélido estd sometido a incrementos proporcionales de tensiones las leyes
de comportamiento pueden ser integradas, obteniéndose relaciones entre las tensiones totales y las
deformaciones plasticas totales. Mientras que las leyes de comportamiento integrales dan lugar al
método paso a paso de analisis, las leyes totales permiten en ciertos casos prescindir de la historia de

la carga y dan lugar a métodos directos de andlisis. Hencky, en 1924, introdujo tales leyes.

Kacinczy, en 1914, fue el primero en investigar la reserva de resistencia plastica existente en una

estructura hiperestatica, introduciendo los conceptos de rétula plastica y mecanismo de colapso.
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Los primeros autores que trataron el anélisis limite fueron Van den Brock, Barker [3], Horne
[39], Heyman, Neal [66], Beedle, Heyman y Hodge; entre 1955 y 1960. Este tema fue impulsado

posteriormente por Greenberg, Prager y Hill, que establecieron de forma rigurosa los teoremas bésicos.

El caso de cargas variables fue estudiado por Bleich en 1932, que tratd estructuras con un sélo

grado de hiperestabilidad. Melan establecié teoremas mas generales y Koiter el teorema dual.

La unicidad de la distribucién de tensiones fue estudiada por Lee, desarrollando Hill los problemas

de unicidad y estabilidad.

A partir de esta época, y debido a la aparicién del ordenador, hubo un relanzamiento de los
estudios en dos direcciones: la aplicacién de la teoria a la resolucién de problemas utilizando métodos

numéricos y el desarrollo de nuevas teorias para problemas y materiales complejos.

El primer trabajo que aplicé programacién lineal al andlisis limite de estructuras fue
debido a Charnes y Greenberg en 1951; a partir del cual dicha herramienta matematica se
aplicé sistematicamente a los distintos problemas de calculo plastico, andlisis limite directo, cargas

variables, andlisis limite incremental, grandes desplazamientos y disefio.

En estas lineas trabajan autores como Hinton, Owen [{0], Zienkiewicz [105, [106], Oden y
Meldenson [61] utilizando el Método de los Elementos Finitos; Cruse y Brebbia empleando el Método
de los Elementos de Contorno al campo plastico. Si bien, fundamentalmente aplicados a problemas
de elastoplasticidad 2D.

Dentro de las muy variadas aplicaciones précticas de esta teoria se encuentra el estudio del
comportamiento de estructuras metélicas cuando parte del material se encuentra fuera del dominio de
comportamiento eldstico. Como autores contemporaneos dentro de este campo se destacan los textos
de Alarcon [2], Doblaré [25], Canias [13], Neal y Moy, que desarrollan estudios estructurales teniendo

en cuenta las condiciones ultimas o de colapso de las estructuras.

En base a los postulados iniciales del comportamiento elastoplastico del material y utilizando los
métodos numéricos asociados a los procesos informéticos (siendo el que més popularidad ha alcanzado
el Método de los Elementos Finitos, MEF), distintos autores desarrollan procesos de cédlculo para
aplicarlos a las estructuras de barras. En este campo, en la época actual, destacan las aportaciones

de autores como Tin-Loi [93], 94] [T0T], 62], Wong [99, 102] y Mdller [63], entre otros.

10



Capitulo 2. Estado del arte

2.3. Estado del arte del analisis elastoplastico de estructuras

El objetivo de los estudios elastoplasticos de sistemas estructurales de los autores contemporéaneos,
referenciados anteriormente mediante el MEF, es la determinacién del estado tiltimo de las estructuras;
conocimiento crucial en casos limite como puede ser el comportamiento ante sobrecargas, sismos,
etc. Para ello se plantean modelos bidimensionales o tridimensionales con discretizacién en distintos

elementos con comportamiento elastoplastico, modelizando los estados de carga adecuadamente.

En el estudio del comportamiento bidimensional de la estructura en el dominio de la seccién se
pueden tener en cuenta distintos esfuerzos (flector, axil y cortante). Las funciones de plastificacién
que nos indican la combinacién de esfuerzos que hacen que la seccién plastifique dependen de los
esfuerzos considerados y de la geometria de la seccién a la que se aplica; o lo que es equivalente, del
estado de tensiones existente en la secciéon. Estas tensiones son las que van a provocar que se alcance
el estado limite de tensién elastica, segin la hipdtesis de plastificacion elegida en algin punto de la
seccién, lo que genera el comienzo del proceso de la plastificacién. Al afectar este proceso a todos los

puntos de la seccién se considera que ésta ha plastificado de forma completa.

Distintos autores contemporaneos [13, 59} [66] plantean funciones de plastificacién para el elemento
barra 2D teniendo en cuenta el efecto del momento flector (usado cldsicamente) o combinaciones de
esfuerzo flector y axil, o flector y cortante, o todos simultdneamente. Investigaciones més recientes [63]
permiten determinar el comportamiento de la seccién plastificada después de que se haya producido
la plastificacién, a partir del gradiente de la funcién de plastificacién. Sin embargo, o bien los estudios
se desarrollan teniendo en cuenta so6lo los esfuerzos flector y axil, o flector y cortante; o bien utilizan

simplificaciones bilineales de la funcién de plastificacion.

Como antecedentes a esta tesis, los directores de la misma han planteado un modelo basado en
el comportamiento pldstico a nivel de punto, pero expresado en funcién de las variables tradicionales
del modelo monodimensional de barra de Navier-Bernoulli. Se ha llegado, tras ciertas hipétesis, al
concepto de seccién plastificada (en lugar del de rétula pldstica), cumpliendo el modelo propuesto

todas las exigencias del comportamiento plédstico. (Figura [92]).

De forma resumida, el comportamiento elastoplastico de un determinado elemento finito viene
usualmente gobernado por la matriz de rigidez elastoplédstica K P (ﬁgura donde, como es sabido,
intervienen la matriz de rigidez elastica Kp y las derivadas de la funciéon de plastificacion Z con
respecto a las tensiones [I3], 55 [65] 85 [105]. La extensién de esta formulacién al caso de barras
[63L, 6], [T00] lleva a una expresién similar donde juega un papel fundamental la funcién de plastificacién
y sus derivadas con respecto a los esfuerzos N, V y M. Esta funcién expresa la combinacién de

esfuerzos que llevan a la plastificacién completa de la seccién para una determinada carga.

11
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Figura 2.1: Elemento barra 2D elastoplastico

Para casos simples en los que se considere que esta funcién depende sélo del momento flector,
esta formulaciéon lleva estrictamente al modelo tradicional de rétula pldstica. Sin embargo, si
adicionalmente se considera la influencia de los esfuerzos axil y cortante los desarrollos son maés
complejos y aparecen fenémenos de acoplamiento entre esfuerzos y desplazamientos. Es de destacar
que, a pesar de que la formulacién de la matriz elastopldstica para barras es conocida [66l, 83] desde
hace tiempo, el estudio e interpretacion de los resultados con ella obtenidos no han sido realizados por
investigadores ajenos al grupo, pues no se han encontrado en la literatura referencias al acoplamiento
entre esfuerzos y entre desplazamientos a que da lugar. De forma simplificada el acoplamiento se
explica notando que el punto representativo del estado tensional (en términos de esfuerzos) de una
seccién debe cumplir las relaciones impuestas por la superficie de plastificacién Z(M, N, V) y, por

tanto, la variacién de un esfuerzo afecta a los otros dos.

En la presente tesis se obtiene la funcién de plastificacién teniendo en cuenta los esfuerzos flector,
axil y cortante acoplados sobre la seccién rectangular con hipétesis de plasticidad concentrada stibita,
comparando los resultados obtenidos con los de otras hipdtesis. Ademas, se ha tenido en cuenta la

influencia del dano del material en la pérdida de rigidez de la estructura a través de las relaciones entre
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las ecuaciones constitutivas de la mecdnica del medio continuo (MMC) con las ecuaciones constitutivas
de la mecdnica del dario continuo (CDM). Todo esto ha permitido obtener una nueva formulacién
del elemento barra 2D elastopldstico con dano, que en adelante llamaremos modelo elastopldstico

degradable y que puede ser empleado en aplicaciones préicticas en ingenieria.

2.4. Estado del arte de la mecanica del dano continuo

El estudio de la evolucién del dano en materiales dictiles es un tema que motiva constantes
investigaciones y desarrollos por su potencial aplicacién tecnolégica e industrial. El dano que resulta de
la acumulacion de deformacion pléastica en estos materiales es debido, principalmente, a la formacién
de micro-cavidades que se generan en el medio. El crecimiento de estas micro-cavidades con el aumento
de los esfuerzos reduce progresivamente la capacidad del material para soportar cargas hasta ocurrir
el fallo completo. Un modelado apropiado de este fenémeno es la base fundamental para la prediccién

del dano en los elementos y estructuras de la vida real.

McClintock [60] reconocié el papel de las micro-cavidades en el proceso de falla dictil e
intenté correlacionar el radio principal de las cavidades generadas con el incremento de la deformacién
plédstica. Rice y Tracy [75] estudiaron analiticamente la evolucién de las cavidades esféricas en una
matriz elastoplastica. En estos estudios pioneros la interaccién entre las micro-cavidades, el proceso
de la fusién y los efectos del endurecimiento fueron descuidados y fue postulado que la falla ocurria

cuando el radio de la cavidad alcanzaba un valor critico, especifico para cada material.

Diversos modelos se han propuesto desde entonces en la literatura. Hoy todas estas formulaciones
se pueden agrupar en tres teorfas principales: (i) los criterios de falla abruptos, (ii) plasticidad porosa
sdlida y (iii) la mecdnica del dano continuo (CDM). En la primera teorfa (i), se indica que la falla
ocurre cuando una variable externa, que estd desacoplada de las otras variables internas, alcanza un
valor critico, como ocurre con el criterio de crecimiento de la cavidad formulado por Rice y Tracy.
En la segunda teorfa (ii), el efecto del dano ductil, segin lo propuesto por Gurson [36] y Rousselier
[81], es tenido en cuenta en la condicién de fluencia por el término porosidad que progresivamente
contrae la superficie de fluencia relativa al material. El modelo constitutivo de Gurson es ampliamente
utilizado en simulaciones numéricas por su capacidad para predecir la respuesta mecanica de diversas
aleaciones debido a que considera la existencia de pequenos poros (también denominados vacios)
inmersos en el seno de la matriz del material. La caracteristica fundamental que distingue a esta ley
constitutiva es la habilidad intrinseca que posee para simular dos mecanismos que tipicamente se

desarrollan a una escala microscopica como son la generacion y el crecimiento de micro-cavidades.
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Esto ultimo se logra tras introducir una modificacion en la definicién de la funcién de fluencia con
respecto al criterio de von Mises, incorporando una nueva variable de estado, la fraccién volumétrica
de vacios, cuya evolucion regula la pérdida gradual de resistencia del material. Este modelo ha sido
utilizado en la actualidad por Shi y Voyiadjis [81] para el andlisis elastopldstico con dafio de placas

sometidas a flexién.

Needleman 'y Tvergaard [67], y Koplik y Needleman [43] ampliaron la formulacién inicial propuesta
por Gurson para incluir la aceleracién en el proceso de falla inducido por la fusién de las cavidades
(modelo GTN). Twergaard y Niordoson [95] investigaron el papel de las cavidades de tamano mads
pequeno en un material dictil danado usando el modelo de plasticidad local propuesto por Acharya
y Bassani [I]. Schacht et al. [84] investigaron los efectos asociados a la orientacién cristalogréfica de
la matriz del material, encontrando una dependencia sustancial del crecimiento y fase de fusiéon con

la anisotropia del reborde de los vacios del material.

El modelo de GTN, aunque es utilizado extensamente para estudiar la propagacién ductil de la

falla (Xia y Shih [103], Mahnken [50], Besson et al. [5]), presenta las siguientes limitaciones:

» Hay que identificar una gran cantidad de constantes del material. Es necesario definir nueve
constantes para el material bajo estudio (Brocks y Bernauer [I1]). Adem4s, es dificil evaluar la

influencia mutua entre los pardmetros.

= Las constantes del material no pueden ser medidas directamente. Usualmente, es necesario
llevar a cabo un procedimiento iterativo que implica simulaciones con elementos finitos y datos
experimentales para conocer dichas constantes. Por ejemplo, Prahl et al. [T1] determinaron
los parametros del dano en el acero S460M tratado térmicamente, para el modelo GTN y el
modelo de Rousselier usando periodos de homogenizacién. Igualmente, Springmann y Kuna [87]
desarrollaron un procedimiento éptimo de identificaciéon de pardmetros para el modelo de dano
de Rousselier. Sin embargo, en ninguno de estos casos el conjunto de parametros identificados
se puede utilizar para una geometria y estado de esfuerzos diferentes a los usados en la etapa

de la identificacion.

En la tercera teorfa (iii), el dano es asumido como una de las variables internas constitutivas que
explica los efectos sobre la respuesta del material inducida por los procesos irreversibles que ocurren

en su micro-estructura.

A partir del trabajo de Kachanov [41], 42] se enmarcé la teoria del CDM para el dafio dictil, la
cual fue desarrollada més adelante por Lemaitre [49] y Chaboche [I4]. En las dos décadas pasadas se

han propuesto varios modelos basados en el CDM.
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En este contexto, el conjunto de ecuaciones constitutivas para un material dictil danado se derivan
de la deformacion equivalente de Taylor y de la existencia de un potencial de disipacién del dano

similar al que se adopta en la teoria de la plasticidad (Lemaitre [50]).

Brunig [12] propuso un modelo anisotrépico de CDM usando la porosidad como definicién
para la variable del dano. En el marco inicial del trabajo propuesto por Lemaitre, varios autores
propusieron modelos basados en el uso de expresiones especiales para la disipacién del potencial del
dano (Chandrakanth y Pandey [15]; Tai y Yang [90]; Tai [89]). Desafortunadamente, estos modelos

también muestran limitaciones importantes, tales como:

= La forma de la expresion elegida para el potencial de disipacién del dano es, en muchos casos,

especifica de un material en particular.

= Las leyes de la evolucion del dano se validan a menudo solamente con los datos experimentales
obtenidos de probetas bajo tensién uniaxial, por lo tanto, para el caso multiaxial de esfuerzo

no pueden ser usadas estas leyes.

= La posible influencia de la triaxialidad del esfuerzo en los parametros del modelo y en la ley de

evolucion del dano se descuida a menudo.

Recientemente, Bonora [7] propuso una formulacién del modelo de dafio en el marco de CDM. Se
ha demostrado que este modelo supera algunas de las limitaciones discutidas previamente. Esta
formulacion es independiente del material, permitiendo la descripcién de las diferentes leyes de
evolucién del dano con la deformacién pléstica sin necesidad de cambiar la expresién del potencial de
disipacién. Ademads, los efectos de la triaxialidad, tales como la progresiva reduccion de la ductilidad

del material con el aumento del factor del esfuerzo triaxial, son predichos de forma exacta [§].

Los parametros del dafio requeridos en el modelo propuesto por Bonora se han identificado
bajo prueba de tensiéon uniaxial y se han utilizado para predecir la evolucién del dano medido
experimentalmente en el estado de esfuerzo multiaxial con excelentes resultados. Este modelo es
el que ha sido empleado en esta tesis, por las razones expuestas anteriormente, para considerar la
evolucién del dano del material por la acumulacién de deformacién plastica y, de esta manera, lograr
cuantificar la pérdida de rigidez del elemento barra 2D y su influencia en el comportamiento global
de los sistemas estructurales. Sin embargo, también se han empleado los modelos de Lemaitre, Wang

y Chandrakanth para realizar una comparaciéon numérica de los resultados.
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2.5. Analisis de estructuras y la mecanica del dano continuo

Convencionalmente, el andlisis inelastico de pérticos se hace con base a la teoria de la plasticidad
(Neal y Symonds [88]; Takeda et al.[91]; Maier et al. [57]; Cohn y Franchi [20]; Roufaiel y Meyer
[79]). Sin embargo, en las tultimas décadas se ha desarrollado una nueva teoria para el estudio de
sélidos y estructuras: la mecdnica del danto continuo (CDM). Esta teoria se basa en la introduccién

de una nueva variable interna: el dano.

El dano isotrépico se puede caracterizar por un escalar que toma valores entre 0 y 1. El valor
0 corresponde a un material intacto o no danado; el valor 1 representa un elemento de volumen

totalmente danado.

Uno de los modelos més usados de CDM para los metales ha sido propuesto por Lemaitre [51].
Florez et al. [32] en 1993 y Clipollina et al. [18], en 1995, empleando el modelo de Lemaitre, proponen
una teoria que combina CDM con el concepto de rétula plastica. Esta teoria ha sido llamada mecdnica
del dano simplificada para diferenciarla de la mecdnica del dario convencional. Dentro de estos trabajos
se propuso un modelo para elementos de hormigén armado [I7] bajo cargas monoténicas y ciclicas.
Hasta ahora, el andlisis estructural realizado con los modelos simplificados de dano no ha presentado
problemas numéricos resefiables [54]. Sin embargo, presentan ciertas limitaciones en cuanto a la

funcién de dano empleada que sélo es aplicable a ciertos materiales.

Inglessis et al. [40], en 1999, describié un modelo de dano para pérticos planos de acero. Este
modelo integra el concepto de rétula plastica y las ideas de CDM, especificamente el modelo de
Lemaitre. El modelo permite la simulacién numérica del proceso del dano y su influencia en el colapso

de porticos.

En los trabajos precedentes se establecié un marco general para el modelado y simulacién del
proceso de dafio en porticos planos sometidos a solicitaciones mecanicas. Este formalismo puede ser
considerado como la adaptacién de las teorfas clésicas de la mecdnica del danio continuo (CDM) o de
la fractura para el andlisis de pérticos. El procedimiento utilizado para ello es similar al empleado
en la construccién de modelos de plasticidad concentrada (Lumped plasticity models) que han sido

utilizados para el desarrollo de una nueva teorfa de plasticidad para estructuras aporticadas [58] [19].

Florez y Cipollina [17], en 1995, propusieron un modelo de comportamiento de elementos de
hormigén armado basados en este formalismo general. Este modelo permite representar los efectos
plasticos y de pérdida de rigidez debido al agrietamiento del hormigén y a la fluencia del armado bajo

solicitaciones reversibles sin cambio de signo.
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Existen en la literatura otros modelos que incluyen la degradacién de rigidez [80, 45] [7§]. La
diferencia entre éstos y el trabajo de Florez radica en el uso de los métodos y de los conceptos de
la termodindmica de los medios continuos (variables internas, leyes de evolucidn, etc.) y, en especial,
de la mecanica de la degradacién. De esta manera, tal vez se obtenga una mayor generalidad y
simplicidad en la formulacién de los modelos. Las condiciones de validez del modelo de Fldrez son
un tanto restrictivas (solicitaciones sin cambio de signo, se desprecian los efectos de fatiga, etc.). Sin
embargo, este trabajo permite presentar las diferencias con respecto a los modelos cldsicos y mostrar
el potencial de este enfoque alternativo mediante el andlisis de un material real bajo condiciones
frecuentemente encontradas en la practica. Este modelo constituye la base de modelos mas generales

actualmente desarrollados (Faleiro, Oller, Barbat 2008) [30].

En esta tesis se presenta un modelo que también emplea los conceptos de la termodinamica de los
medios continuos y de la mecdnica del dano para acoplar la variable dano a las ecuaciones constitutivas
del material. La diferencia con el modelo de Fléres radica en el empleo de funciones que relacionan la
evolucién del danio del material con la energia de deformacion asociada a éste, ademds de considerar

que la seccién de la barra se agota por el acoplamiento de los esfuerzos (axil, cortante y flector).

La introduccion de los conceptos de la mecénica del dano continuo parece ser una via prometedora
para el andlisis de estructuras aporticadas sometidas a sobrecargas intensas. El problema a resolver
estd constituido por las ecuaciones matriciales clasicas del calculo de estructuras y las leyes de

evolucion.

Durante los ultimos anos se han desarrollado diversos modelos de fractura para el analisis no lineal
de estructuras [68]. La motivacién fundamental para el desarrollo de estos modelos se centra en el
andlisis de la seguridad del hormigén en masa y armado. La mayor parte de los modelos se basan en
la teoria de dano continuo y utilizan el Método de los Elementos Finitos para la solucién numérica.
Los desarrollos més recientes [68] incluyen la prediccién de fendmenos de localizacién en estructuras

de hormigén y el analisis del comportamiento no lineal de estructuras con materiales compuestos.
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Capitulo 3

Teoria de la plasticidad y la
mecanica del dano continuo:
formulaciones basicas

3.1. Introduccion

El desarrollo y evolucién que lleva un sistema al colapso ha sido un tema ampliamente estudiado
por los ingenieros a lo largo de la historia. La teoria méas utilizada al respecto ha sido la de la
elasticidad lineal, pero es evidente que el comportamiento real de un sélido dista notablemente de
dicha teoria. El andlisis plastico nace de la necesidad de complementar la teoria de la elasticidad
lineal para conseguir resultados mas realistas y precisos. Es 1égico pensar que el “realismo” anadido
por el andlisis pldstico a la teorfa de la elasticidad (perfectamente establecida en la literatura) nos

complica el problema de una forma importante.

En este capitulo se exponen brevemente los conceptos fundamentales asociados a la teoria de
la plasticidad y la teoria del dano continuo. Se presentan los modelos de dano empleados en la
actualidad para cuantificar la degradacién de materiales ductiles y el acoplamiento de éstos al andlisis

de estructuras de barras.

3.2. Teoria de la plasticidad

La teoria de la plasticidad es una rama de la mecénica que se ocupa del calculo de las tensiones y de
las deformaciones en un cuerpo de material ductil, en el cual se producen deformaciones permanentes

como consecuencia de las cargas aplicadas.
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La teoria se basa en observaciones experimentales del comportamiento de metales sometidos
a estados de esfuerzos combinados. Los resultados observados son idealizados en formulaciones
matematicas que permiten describir el comportamiento de metales sujetos a esfuerzos complejos.
A diferencia de los comportamientos eldsticos, en los cuales el estado de deformacién depende sélo
del estado final del esfuerzo, la deformacién que se produce en un sélido pléastico se determina a partir

de la historia completa de solicitaciones.

3.2.1. Comportamiento material limite de sélidos

La explicacién cualitativa del proceso de plastificacion se basa en el cldsico ensayo de traccion
uniaxial, usado para determinar la relacién tension-deformacién del material, formulada por Hooke
en 1760. En la figura se muestra una curva tipica de deformacién unitaria (¢) frente a la tensién
nominal (¢y,0.,) correspondiente a un material didctil sometido a traccién simple. La parte inicial de
la curva OA corresponde a una linea recta de pendiente E que es el médulo de Young. Hasta este
momento, como la tensién es suficientemente pequena, el material se comporta de forma eldstica y
la probeta recupera su tamano original una vez que se eliminan las cargas aplicadas. El punto A
representa el limite de proporcionalidad a partir del cual la relacién tension-deformacién deja de ser
lineal. Generalmente el rango elastico se extiende un poco mas alla del limite de proporcionalidad.
Para la mayoria de los metales, la transicion del comportamiento elastico al pléstico es gradual debido
a la fluencia progresiva del material. La tensién correspondiente al punto B (o) es conocida como
tensién de fluencia y se define generalmente, como aquélla para la cual se observa una pequena

cantidad de deformaciones permanentes.

Mas alla del limite de fluencia, el esfuerzo sigue aumentando continuamente produciendo mayores
deformaciones plasticas. En el tramo BC se observa cémo la pendiente de la curva tensién-
deformacion, que representa la tasa de endurecimiento por deformacién, decrece de manera estable
con el incremento del esfuerzo. Si la probeta se carga hasta un punto C en el rango plastico y se
elimina la carga, se produce una descarga eldstica que sigue la trayectoria CD muy parecida a una
linea recta de pendiente E. La deformacién permanente que se obtiene al finalizar la descarga es igual
a OE. Cuando se aplica carga de nuevo la probeta se deforma eldsticamente hasta que alcanza un
nuevo punto de fluencia F. Si se desprecia el lazo de histéresis angosto, que se forma durante la carga
y descarga, se puede considerar que F coincide con C. A mayor carga, la curva tensién-deformacién
sigue la trayectoria FG, como una continuacién virtual de la curva BC. La curva EFG puede ser
considerada como la curva tensién-deformacién del metal cuando ésta pre-deformado una cantidad
OE. A mayor grado de deformacién previa, el punto de fluencia es mayor y la curva de endurecimiento

por deformacién es méas plana.
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Se define el dominio eléstico como el conjunto de valores de esfuerzos para los cuales la respuesta del
material es eldstica, incluyendo no solamente la parte de traccién sino la equivalente de compresion.
En la figura y en ausencia de deformaciones pldsticas previas, el dominio eldstico es la zona

comprendida entre (of) y (—oy).

Figura 3.1: Representacion o,,,, — € en un ensayo de traccién de acero ductil

Como conclusiones de todo lo anteriormente indicado para el ensayo de traccién, desde el punto

de vista microscopico, se puede resaltar que:

= Al aplicar una carga sobre el material, constituido por agrupaciones de atomos, se producen
alteraciones de la red cristalina; de forma que el equilibrio inicial se rompe con la apariciéon
de fuerzas interiores que modifican las distancias entre los atomos, provocando tensiones y

deformaciones en la pieza.

= Estas deformaciones producen un estado de mayor potencial interno y, por consiguiente, menos
estable ya que la nueva configuraciéon que adopta la red cristalina no corresponde a la agrupacion

de minima energia de sus atomos.

= Si al desaparecer la carga desaparece la deformacién y el sistema vuelve a su estado de energia

minima, se habla de un proceso reversible.

= Sise aumenta la carga por encima de un cierto limite (limite eldstico), aumenta la distancia entre
los atomos de tal forma que los enlaces de la red cristalina se rompen. Si se mantiene la cohesién,
se formaran nuevos enlaces que sustituiran a los primitivos, generandose la deformacion plastica
(material dictil). Si no se mantiene la cohesién, la rotura de los enlaces es definitiva (material

fréagil).
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3.2.2. Modelo matematico: conceptos fundamentales

La finalidad del estudio de los medios continuos es construir un modelo matemaético para
caracterizar el comportamiento de sélidos de geometria arbitraria cuando son sometidos a sistemas
de cargas. A través de estos modelos se relacionan entre si dos magnitudes fisicas mensurables: las

fuerzas que afectan al elemento y los desplazamientos que éstas producen en los puntos del medio.

Para ello, es necesario conocer tanto la manera en que las fuerzas se transmiten a través del
dominio como los desplazamientos, cambios de forma y de volumen que estas fuerzas producen; lo que
se consigue mediante el uso de unas magnitudes auxiliares denominadas tensiones (o) y deformaciones

(¢), asociadas a los puntos.

También serd necesario definir: las relaciones que existen entre los desplazamientos de los puntos
y las deformaciones que se producen en sus entornos, condiciones denominadas de compatibilidad;
las relaciones de las fuerzas que actiian en el sistema y las tensiones que originan, expresiones que
aparecen a partir de plantear las ecuaciones de equilibrio; y, por dltimo, las relaciones que existen
entre las tensiones y las deformaciones, obtenidas de forma experimental y denominadas ecuaciones

de comportamiento.

El modelo matemaético de estudio se basa entonces en los conceptos de equilibrio, compatibilidad
y comportamiento que permiten relacionar los desplazamientos y las fuerzas que solicitan al sistema
con las tensiones y deformaciones que éstas producen en el entorno de un punto, tal y como muestra

la figura|3.2

Fuerzas por unidad de volumen

X; Desplazamiento
Fuerzas por unidad de superficie g
t;

!

[ Compatibilidad ]

Deformacién
Sij

Tension [ Comportamiento ]

O'ij

Figura 3.2: Modelo matematico
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Para el estudio mecénico de los sistemas se establecen diversas hipétesis simplificadoras vélidas
para realizar aproximaciones a su comportamiento. De entre las distintas hip6tesis se pueden realizar

las siguientes clasificaciones:

1. Atendiendo a la capacidad de deformacion, los sélidos se clasifican en:

s Sélido indeformable o rigido: es aquél que ante cualquier carga a la que esté sometido

la distancia entre dos puntos cualesquiera no varfa (material ideal).

= Solido deformable: es aquél que ante cualquier carga a la que esté sometido la distancia
entre dos puntos arbitrarios varia. La deformabilidad de este tipo de sélidos se pueden

clasificar en:

e Deformabilidad elastica: capacidad de deformacién de un sélido segun la cual, al
desaparecer las fuerzas, recupera su forma primitiva.

e Deformabilidad no elastica: capacidad de deformacién de un sélido segin la cual, al
desaparecer las fuerzas que producen la deformacion, el sistema no recupera su forma
primitiva sino que alcanza la posiciéon de equilibrio manteniendo una deformacién

residual permanente.

2. Atendiendo a la relacién que existe entre las tensiones y las deformaciones, los sistemas

deformables se pueden clasificar en:

= Lineales: la relacién tension-deformacién se puede expresar mediante funciones de primer

grado.

= No lineales: la relacién tensién-deformacién se puede expresar mediante funciones de

grado superior.
3. Atendiendo a las causas que producen la no linealidad se puede hablar de:

= No linealidad geométrica: las causas pueden ser:

e Grandes deformaciones: aparecen cuando a materiales poco rigidos se les somete
a elevadas cargas localizadas en pequenas zonas, de tal manera que no se pueden
relacionar las deformaciones con las primeras derivadas de los desplazamientos, sino
que se necesitan términos de grado superior.

e Grandes desplazamientos (con pequenas deformaciones): aparecen cuando al
imponer el equilibrio en la configuraciéon no deformada se cometen errores apreciables,
siendo necesario recurrir a técnicas numéricas para establecer el equilibrio donde
realmente debe darse: en la configuracion deformada. Caso aplicable al estudio de
elementos esbeltos como: cables, pérticos esbeltos, placas y laminas. Los estudios con

grandes deformaciones y grandes desplazamientos pueden darse simultdneamente.
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e Problemas de inestabilidad (pandeo): es la determinacién de las cargas y de
las formas propias que adquiere un sistema cuando se vuelve inestable en tanto que
pueden aparecer desplazamientos multiples. El pandeo se puede estudiar desde el
punto de vista del pandeo linealizado, en el que tanto los desplazamientos como las
deformaciones son infinitesimales; y el pandeo no linealizado, en el que se considera el

cambio de direccion de las tensiones segun se deforma el sistema.

= No linealidad del material: aparece cuando las deformaciones no se relacionan

linealmente con las tensiones. Puede recibir distintos nombres:

e Plasticidad: cuando el material sigue una ley de comportamiento segtin la cual al
descargar aparecen deformaciones permanentes.

e Elastoplasticidad: cuando parte del material se comporta de forma eléstica y parte,
de forma plastica.

e Dano: cuando aparece una alteracion de las propiedades elasticas del material durante
la aplicacion de la carga como consecuencia de una disminucién del area efectiva
resistente.

e Comportamientos especiales del material: hiperelasticidad, viscoelasticidad,

viscoplasticidad, retraccién, deformaciéon por fluencia o creep, etc.

= Otras fuentes de no linealidad: corresponden a casos en los que la rigidez del
sistema, varia con los cambios de forma cuando las condiciones de contorno varian con

los desplazamientos producidos por las cargas (estudios de contacto), etc.

Desde el punto de vista ingenieril, no sélo es necesario modelizar el comportamiento del sistema en
funcién de su respuesta cinemética a las cargas que lo solicitan, sino que también teniendo en cuenta
la respuesta del material. Para ello se utilizan distintos modelos idealizados basados en los resultados

de un ensayo de traccién. De entre los miltiples modelos existentes, se resaltan los siguientes:

= Modelo rigido-perfectamente plastico o de Saint Venant: es aquel cuyo comportamiento
serfa andlogo a un contacto rugoso entre dos superficies (figura , en el que la deformacién es
nula mientras la tensién no alcance el valor critico de comienzo de la plastificaciéon. Dentro de
este modelo se puede considerar la variante de que las deformaciones tengan un estado limite,
correspondiente a la deformacién de rotura (g,.). A partir de esta deformacién se considera que

el punto material estd roto.
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$

Figura 3.3: Modelo rigido-perfectamente pléstico o de Saint Venant

= Modelo elastico-perfectamente plastico o de Prandtl: se denomina asi a un material
cuyo comportamiento serfa andlogo a un contacto rugoso con un muelle situado en serie (figura
, en el que la relacién tensién-deformacion es lineal mientras la tensién no alcance el valor
critico y, cuando lo adquiere, las deformaciones se vuelven indeterminadas. Nuevamente se puede

considerar la variante en la que las deformaciones tengan un estado limite asociado a la rotura

(ET)-

—

€f
Figura 3.4: Modelo elastico-perfectamente plastico o de Prandtl
= Modelo plastico lineal: es aquel en el que el material actia como un muelle en serie con
contacto rugoso y con un segundo muelle en paralelo (figura , de forma que la relacion

tensién-deformacién es lineal debido al efecto del primer muelle mientras la tensién no alcanza

el valor critico y, cuando lo supera, se produce deformacién plastica con endurecimiento lineal.

/
g

Figura 3.5: Modelo pléstico lineal

€f
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= Modelo de Dano: de forma analoga a las anteriores definiciones, se podria decir que el modelo
de dano es aquel en el que el material actiia como un muelle en serie con contacto rugoso variable
(debido al dafio del material) y con un segundo muelle en paralelo (ﬁgura, de forma que la
relacién tensién-deformacién es lineal debido al efecto del primer muelle mientras la tensién no
alcanza el valor critico y, cuando lo supera, se produce deformacién pléstica con endurecimiento
lineal hasta que la deformacién alcance un valor umbral (e,); en este instante comienza el

deterioro del material.

ag D=0 0<D>1

f(e) €

€f €th €r

Figura 3.6: Evolucién de la resistencia en materiales con dano pléstico

3.2.3. Plasticidad en medios continuos

En el caso en el que el material se encuentre en el dominio plastico su comportamiento

muestra dos grandes diferencias en comparacién con el dominio eldstico, que son:

e La existencia de una pérdida de linealidad en el comportamiento del material. En general,

las tensiones ya no son linealmente proporcionales a las deformaciones.

e La aparicién de una deformacién pléstica permanente. Una parte de la deformacién

generada durante el proceso de carga no se recupera durante la descarga.

A continuacién se presentan las hipdtesis comumente adoptadas sobre las relaciones
constitutivas asociadas al comportamiento plastico del material en medios continuos. Los

simbolos y operadores utilizados son cldsicamente empleados en la referencia [63]:

e La descomposicién aditiva de la deformacién total elastopldstica (e°?) en dos sumandos
asociados cada uno de ellos a la deformacién eldstica recuperable (¢¢) y a la deformacién
pléstica irreversible (eP)

P = + € (3.1)
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Mediante condiciones de equilibrio, la tensién existente en el entorno del punto (o) se

relaciona con la deformacién eldstica () mediante la expresién
o=0C"1 (P —¢eP) (3.2)

donde C~! es el tensor de propiedades elasticas.

Se asume que la deformacién pléstica () varfa con el estado de carga segin la regla de

flujo dada por la expresién 3.3 )
0G (o
deP = \———= .
€ A 5 (3:3)

donde A es el multiplicador plastico y G (o) es la funcién de potencial plédstico. Para el
modelo a desarrollar se considera que la ley de potencial estd asociada a la funcién de
fluencia f (o), por lo que G (¢) = f (o).

Se considera que la tensién no puede ser mayor en valor absoluto de una cierta magnitud,
denominada tensién de fluencia (o), de forma que la tensién en el entorno del punto (o)
se ha de encontrar localizada en el intervalo cerrado [—oy, o¢] C R, definiéndose el dominio

de tensiones (E,) mediante la expresién
E, = {0 € RIf (o) = |o| — R— 0y <0} (3.4)

siendo f (o) la funcién de fluencia plastica y f(o) = |o| — R — oy = 0 la condicién de
fluencia, donde R es el esfuerzo de endurecimiento isotropico del material.

Si el valor absoluto de la tensién (|o|) es menor que la de fluencia (o), la deformacién

plastica (eP) no varfa (deP); lo que implica
de?P =0si f(o)=|o| -R—05 <0 (3.5)

por lo que la deformacién del punto es inicamente elastica.

A partir de lo indicado anteriormente, un estado de tensiones en el que la funcién de

fluencia plastica cumpla la ecuacién 3.6
flo)=lo|—R—0;>0 (3.6)
no es admisible, por lo que el comportamiento plastico aparece cuando
flo)=lo|=R—-0;=0 3.7)

La superficie de fluencia plédstica corresponde al contorno (0E,) de las tensiones admisibles

(E,) definido mediante la expresién
0E, ={c € R|f (o) =|o| —R—0y =0} (3.8)
de forma que si no se consideran efectos de endurecimiento queda reducido a dos puntos

{oy,—or}
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e Segun lo anterior, la ecuacion constitutiva distingue entre las siguientes situaciones:
Régimen elastico

o€ Ey,=do=0C":de" (3.9)
Régimen elastopldstico en carga
0 €0Ey,df (0) =0=do =C : de (3.10)

donde C*°P es el denominado tensor constitutivo elastopléastico, cuya expresion para el caso

en el que no se considere endurecimiento (R = 0) es

C:% %:C

ep _ v _

cr = ¢ oF 00 (3.11)
0o~ Oo

e El criterio utilizado para determinar la superficie de plastificacion es el de von Mises
f(o)=lo|—0or=1/3Jy— 0. (3.12)

dondey/3J, es la tensién efectiva, Jé la componente desviadora y o, el limite elastico de

traccién en el caso uniaxial.

3.3. Teoria de la mecanica del dano: consideraciones basicas

Al igual que en el epigrafe anterior, se exponen a continuacién los principales conceptos relativos
a la mecdnica del dano empleados en este trabajo, usando la notacion y simbologia que comunmente

se presenta en referencias cldsicas, como [7, 48, O8] [16].

El dafo en una estructura puede ser considerado desde muchos puntos de vista. A nivel
microscépico, puede considerarse como la creacion de micro-discontinuidades o el crecimiento de
macro-cavidades dentro del material. A nivel macroscépico, puede interpretarse de forma global como
la pérdida de rigidez de un elemento o de una estructura en conjunto. La mecdnica del dano considera
la descripcién macroscopica de la acumulacién de defectos microscépicos que dan lugar a un deterioro
progresivo del material y que afecta a las propiedades mecdnicas y, por lo tanto, a la distribucién
de tensiones y deformaciones. La mecdnica del dario se ha aplicado con éxito para la descripcién de

fenémenos de fluencia, fatiga, elasticidad y plasticidad acoplada con dano, etc.

La manifestacién del dano a nivel microscépico esta fundamentalmente gobernada por fenémenos
de aparicion y crecimiento de micro-vacios o cavidades; su manifestacion microscépica depende del

tipo de material, el tipo de carga y la temperatura. Asi entre otros, se pueden presentar fenémenos
de [49):
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= Dano fragil: se caracteriza por la propagacién de fisuras en ausencia de deformaciones plasticas
apreciables. Figura [3.7h.

= Dano dictil: se caracteriza porque el dafio ocurre tras la aparicién de deformaciones plésticas.
Figura [3.7p.

= Dano por fatiga de bajo ciclo: ocurre cuando se somete un material a cargas ciclicas de gran
amplitud. El dano, tras un periodo inicial, se desarrolla junto con las deformaciones plésticas
ciclicas. Con deformaciones controladas, el dano induce una pérdida en la resistencia del material

que lleva a la ruptura en un nimero de ciclos no muy elevado. Figura [3.7k.

= Dano por fatiga de alto ciclo: se da cuando un material se somete a cargas ciclicas con

valores bajos de tensién y las deformaciones plasticas que aparecen son despreciables. Figura

B.7d.

Evidentemente, las caracteristicas del tipo de dafio dependen del mecanismo que produce éste. Asi,
pese a que los principios fundamentales y las bases termodinamicas son comunes, existen multitud
de particularidades, de manera que actualmente no existe una formulacién unificada completamente
valida para todos los modelos. A continuacion se exponen los conceptos fundamentales en los que se

basa la mecanica de la degradacién, que posteriormente se aplicaran al estudio de barras.

MPa
, O
500 o
4
400 1 ' (MPa) Damege
—
500
10
200 0
| W

d) Fuente: Lemaitre [51]

Figura 3.7: Curva esfuerzo-deformacién. a) Dano fragil, b) Dafio dictil, ¢) Dafo por fatiga de bajo
ciclo, d) Dano por fatiga de alto ciclo
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3.3.1. Cuantificacion de la degradacién: variable interna, dano

La teoria de dano, formulada dentro de la teoria de la mecdnica de los medios continuos, fue
inicialmente introducida por Kachanov en 1958. La idea fundamental es el uso de una nueva variable
interna, el dano, que mide el estado de degradaciéon de un material. Kachanov propuso que esta
variable, daflo, fuera la relacién entre el drea de los defectos acumulados en el material danado (fisuras,
cavidades, etc.) y el drea del material virgen. El dafio en un elemento de volumen representativo
(EVR)E del material es representado por la variable D (figura , en la que A, es el drea nominal
de la seccion dada por el elemento infinitesimal de volumen, estando esta secciéon orientada segin
la normal a la superficie 7y Aery es el drea resistente efectiva, menor al drea nominal debido a la

presencia de micro-defectos y su interaccion mutua.

n

//I'_ ______ /7I

S Ay )

2 T A

// <>c>c> //

'L——e———o—qﬁ
| |
| erff gl

EVR

Fuente: Bonora [7]

Figura 3.8: Elemento de volumen

A partir de estos pardmetros, la variable dafio (D) puede ser definida mediante

A(")
Dipy =1- Aifl / (3.13)

De acuerdo a esta definicion, el dano depende de la orientacién del vector normal 7 , pero si
se asume la hipétesis de dano isotrépico, las orientaciones de las micro-cavidades y micro-grietas se
consideran uniformemente distribuidas en todas las direcciones, de forma que el dano no depende de

la orientacién de la seccién y puede ser caracterizado mediante un escalar D]

1EVR en mecénica es el volumen més pequefio sobre el cual se puede representar un campo de propiedades
discontinuas. Por ejemplo, para cuantificar el dafo, el tamafio del lado del volumen representativo es del orden de
0.05mm a 0.5mm para metales [48].

2Para el caso de un material virgen, D = D,, y para un estado de ruptura D = D.,; donde D, (cantidad inicial de
dafio) y D¢ (cantidad critica de dafio cuando ocurre la falla) [98]
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3.3.2. Tension y deformacion efectivas

Un concepto 1til para entender el efecto del dafio es el de tensién efectiva (&) introducido por

Rabotnov [74], como aquella tensién que realmente soporta el material danado

F

o= (3.14)
Acyf
reemplazando la ec.(3.13)) en la ec.(3.14]), se obtiene que
o
d=——r 3.15
“=a=D) (3.15)

donde D es la viariable interna del dano, o es el tensor de tensiones de Cauchy y & es el tensor de

4

tensiones efectivas medido en el espacio “no danado”.

Cordebois y Sidoroff [21] introdujeron el concepto de deformacion efectiva & como un complemento

al concepto de tensién efectiva &
E=(1-D)e (3.16)

donde ¢ es la deformacion elastica del material.

3.3.3. Hipdtesis de deformacién y tensién equivalentes

La hipétesis de deformacién equivalente formulada por Lemaitre [50] en 1985 establece que la
tensién efectiva aplicada al material virgen produce la misma deformacién que la tensién nominal
aplicada al material danado (figura|3.9).

Este principio también puede enunciarse como: “las ecuaciones constitutivas de un material
degradado se obtienen de la misma forma que las del material virgen sin mds que emplear la tension

efectiva en lugar de la tension.”

Para el estado danado
(3.17)

Para el estado no danado

_ (3.18)

33



Capitulo 3. Teorfia de la plasticidad y la mecanica del dafio continuo

Estado danado Estado no danado

Figura 3.9: Hipdtesis de deformacién equivalente

De acuerdo a esta hipotesis, la tensién que estaria soportando un sélido equivalente no degradado
serfa igual a la tensién efectiva, y la tension que estaria soportanto el sélido real degradado seria la
tensiéon o dada por la ec.(3.18). En la figura se muestra la relacion ¢ — € para un sélido real
degradado. En ella se distinguen dos zonas: una elastica sin dafio y una zona con dano. En el apartado
4.3.2 se presentara una adaptacién de ésta relacién para distintas leyes de dano, que se utilizara para

el modelo monodimensional objeto de este trabajo.

0<D<K1

(1- D)E

Figura 3.10: Evolucién de la curva uniaxial tensiéon-deformacion

Simo y Ju [86] modificaron el concepto de deformacién equivalente y propusieron el concepto
de tensién equivalente, de forma que la tensién asociada a un estado danado bajo la deformacion

aplicada es equivalente a la tensiéon asociada a un estado no danado bajo la deformaciéon efectiva.
(Figura|3.11)).
Para un estado danado
o= FEe (3.19)
Para un material no danado

c=FEe=E(1-D)e (3.20)
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Estado danado Estado no danado

Figura 3.11: Hipotesis de esfuerzo equivalente

Nétese que los conceptos introducidos anteriormente presuponen que la distribucién de tensiones
y de deformaciones en materiales con micro-grietas son uniformes y no siguen las complejas leyes no
lineales que predice la mecanica de la fractura. Desde este punto de vista se puede interpretar que
la mecdnica del dano presenta relaciones entre tensiones y deformaciones como promedio en el EVR

considerado.

3.3.4. Tasa de liberacién energética asociada al dano

La propiedad elastica de los materiales estd relacionada con la capacidad de un sélido de sufrir
transformaciones termodindmicas reversibles. Cuando sobre un sélido deformable actiian fuerzas
exteriores y éste se deforma, se produce un trabajo de estas fuerzas que se almacena en el cuerpo
en forma de energia de deformacién y, por tanto, se producird un aumento de la energia interna. El
sélido se comportara eldsticamente si este incremento de energia puede realizarse de forma reversible,
pero si es irreversible el sélido presenta un comportamiento no lineal e irreversible en general. Un
cuerpo que se deforma plasticamente experimenta cambios de entropia asociado a los desplazamientos
de las dislocaciones, a la aparicién de micro-grietas, etc. En el comportamiento plastico parte de la
energia mecédnica se disipa internamente en forma de calor, en lugar de transformarse en energia de

deformacion.

Con el fin de describir un modelo energético con efectos eldsticos, térmicos, de plasticidad y
de dano, dentro del marco de los procesos reversibles de la termodinamica, se utiliza un conjunto de
variables de estado, de las que se van a considerar: el tensor de deformacion elastica, la temperatura y
sus variables asociadas, como el tensor de tensiones y la entropia. Las variables internas consideradas
son: la deformacién pldstica acumulada (p), la variable dafio (D) y sus correspondientes variables

asociadas, como el esfuerzo de endurecimiento isotrépico(R) y la tasa de liberacién energética asociada
al dano (Y).
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La deformacién plastica acumulada p viene dada por [7], 48]

2 2
-~ (35';5'5) d (3:21)

donde £} es la tasa de deformacién pléstica. En la Tabla extraida de [7] se resumen la

correspondencia entre las variables internas y asociadas para un material elastoplastico danado.

Tabla 3.1: Resumen de las variables internas y asociadas para un material elastoplastico danado

Variables de estado

Variables observables Variables internas Variables asociadas
Elasticidad Temperatura T' Entropia especifica, S
Tensor de deformaciones E:J- Tensor de esfuerzos, o;;
Plasticidad Tensor de deformacién Pléstica, ePij Tensor de esfuerzo, o;;
Variable de endurecimiento, r Esfuerzo de endurecimiento
isotrépico, R
Cinemadtico endurecimiento, x Esfuerzo cinematico x
Dano Dano, D Tasa de energia de dano,Y

Una vez definidas las variables de estado, se postula que las leyes de comportamiento derivan de
un estado potencial, por lo tanto, la funcién escalar v, continua y convexa puede ser considerada como
el potencial termodindmico. Habitualmente se toma esta funcién como la energia libre de Helmholtz
del sistema o su energia complementaria, la energia de Gibbs. A continuacién se desarrollard esta
expresion para los casos de interés en este trabajo. La denominaciéon y los simbolos han sido tomados
de las referencias [15] (50} [89]

¢ =1 (e, T, D,p) (3.22)

Separando los efectos del endurecimiento de otros efectos, se tiene [89, [48] [08] [16]

Y =1 (5, T,D) + ¥ (T,p) (3.23)

17
donde ). es el potencial termoelastico de un material danado.

Por simplicidad, se considerd el caso isotérmico (suponiendo que el calor generado no supone un

aumento de la temperatura) para el que

1
1/).3 = %Cijklsfjezl (1 — D) (3.24)

De la ley de comportamiento eldstico se obtiene que

O, .
Oij = Pawe = Cijries; (1= D) (3.25)
>
y de la hipétesis de deformacion equivalente
03 = Cijriciy (3.26)
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La tasa de liberacién energética Y, asociada al dano D, es la energia disponible para iniciar o

propagar una grieta y estd definida por

61/16 1 e _e
Y = paD = _icijklgijgkl (327)

Si W, es la densidad de energia de deformacion eléstica

1
We = /dWe = /JijdEfj = §Cijkl52¢j521 (1 - D) (328)
We 1dW,
= _ == 3.29
(1—-D) 2 dD (3:29)
W, =W+ W¢ (3.30)

donde W, es la energia total eldstica, W7 es la denominada energia de distorsién y Wy es la

denominada energia volumétrica

Ee/ , ' €h
— e
W, = /0 0,5deg; + 3/0 Omdem (3.31)

’ .’ .-’ . .7 .7
donde O'Z/-j7 g7; son la tension y la deformacién desviadora y o, e, son la tension y la deformacion

volumétricas respectivamente

/

’_1+I/ 05 1—-2v o,

¢ o 32
T (1-D)° E (1-D) (3:32)
1(14vo,:0, 1-2 o2
W, == LI m 3.33
2( E (-D) " E (1D)> (3:33)
1
Om = §5ij (045) (3.34)

E, es el médulo de Young, v es el coeficiente de Poisson, o4 es el esfuerzo equivalente de von Mises

Im es el llamado factor de triaxialidad

Yy
Oeq
3, ,72
Oeq = |:201jgij] (3.35)
o2 2 o 2
— cq ‘1 1-2 e :
W, SE(1 - D) 3( +v)+3( V)(Ueq) (3.36)
v o2 f<0m> (3.37)
 2B(1-D)*" \0eg '
donde

2
§(1+y) +3(1—2v) (”m) 1 (3.38)

Oeq
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3.3.5. Derivacién del modelo de dano

Para completar las ecuaciones constitutivas, la ley de evolucién para la variable interna, dano,
tiene que ser anadida a las leyes de estado. En el caso de un fenémeno irreversible, el segundo principio

de la termodindmica requiere que la disipacién del trabajo mecdnico debe ser positiva [7]
0ij €0 =YD —Rp>0 (3.39)

Cuando aparece simultaneamente la plasticidad y el danio es posible determinar de forma
experimental que el flujo plastico aparece sin el efecto del dano y similarmente el dano puede ocurrir
sin la aparicién de fluencia plastica. Por lo tanto, se pueden considerar los efectos de disipacién del

dano y fluencia de forma independiente

oij €% —Rp>0,-YD (3.40)

De acuerdo con la termodindmica [I5], 50}, 89], la evolucién de la deformacién plastica, los efectos
de endurecimiento y la ley de crecimiento del dano pueden ser obtenidos a partir de una funcién
de disipacién (¢), la cual es una funcién escalar con las variables observadas, y las internas, como

parametros
¢:¢(éfj7D7pageaT7D7p) (341)

La funcién de disipacion se puede considerar formada por dos términos: uno asociado a la evolucién
de la deformacién plastica, y los efectos del endurecimiento, y otro asociado a la evoluciéon del dano
[

¢ = f(0eq: R,05) +¢" (Y, D,p,T) (3.42)

La funcién de disipacién expresada en la ecuacién [3.42] puede ser reducida a la clasica funcién de
fluencia. Considerando un material con esfuerzo de endurecimiento isotrépico R, el primer término
de la ecuacién viene dado por

f (U;,qa R7 Uf) = - R - Uf (343)

1-D
Asumiendo descomposicién aditiva de la tasa de deformacion, es posible escribir las siguientes
ecuaciones constitutivas [7, [48]

gij = €& T &5 (3.44)

» Tasa de deformacién eléstica,

é?,—l_‘_y 0'” vV Ok

T E 1-D E1-D

5 (3.45)
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donde £7; es la tasa del tensor de deformacion eldstica, y d;; es la delta de Kronecker. La tasa

de deformacién eldstica, por tanto, no estd acoplada con la tasa de dano.
» Tasa de deformacién pléstica [89]

of 3 o 1

-p x _ e s

Sij = Aaa,-,j ~ "21-Doy, (3.46)
LOf .
A=—==A=p(1-D 3.47
o —i=pa-n) (3.47)
= Ley de evolucion del dano
D=-)\— A4

oYy (3.48)

La ecuacién [3.48 muestra la vinculacion entre la tasa de dano y la funcién de disipacién asociada

al dafo, por medio de la definicién del multiplicador plastico A.

Para completar el conjunto de ecuaciones constitutivas (ecuaciones , es necesario
especificar la expresiéon del potencial de disipacién del dano (¢*). El segundo principio de la
termodindmica establece que la energia disipada debida al dano debe ser positiva, es decir ¢* debe
ser una funcién convexa. Las medidas experimentales del dano en el caso uniaxial sugieren que la
ley de evolucién del dano tiene que ser funcién del estado actual del mismo y de la deformacion
pléstica acumulada. El potencial de disipacion para el dano ductil depende de la deformacion plastica
acumulada durante el proceso de crecimiento de cavidades, basado en las tres etapas [7]: generacién,
crecimiento constante y fusién. Este proceso es altamente no lineal, no existiendo evidencias de que
la disipacion sea constante en cada uno de estos estados. La deformacién plastica acumulada es un
indicador de la fase del crecimiento de las micro-cavidades. Sin embargo, para un EVR danado es muy
dificil indicar el valor exacto de la deformacién plastica acumulada para cada fase del crecimiento.
Ademdés, para un nivel de deformacién plastica acumulada no se conoce a priori cudntas cavidades
estdn en estado de generacion, cudntas estdn creciendo, cudntas se estdn uniendo y cudl es su

interaccion.

Varios autores han propuesto diferentes funciones para el potencial de disipacion basados en

ensayos experimentales. Para el caso de materiales ductiles, las mas conocidas son las siguientes:

Bonora [1]

_X ? So (Dc'r‘ - D)QB_l/aB (3 49)
1 p(2+n)/n :

¢* = [; (—;)2 1SLD] (3.50)
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Wang [98]
* 1 Y 2 SW (ch_p)aW_l
¢ —lz <_SW) 1—D1 oo (3:51)
Chandrakanth [16]
.1y Y\ se 1
- l2 () 1—D] DTl .

En estas expresiones, los términos con subindices c¢r son valores criticos para las correspondientes
variables (la deformacién pléstica acumulada (p) y el valor de la variable dafio cuando ocurre
la fractura del material). Los términos S,, S, Sw,Sc,ap, aw,ac son constantes del material o
constantes no lineales para la ley de dano correspondiente al modelo. Por ejemplo, el exponente de
dano «, considera el efecto global de las fases de crecimiento del dano en el EVR bajo la deformacion
pléstica acumulada. Los valores de «; son evaluados para cada modelo durante un ensayo de traccion.
Usualmente pueden ser evaluados a través de la variaciéon del médulo de elasticidad. Por otra parte, n
es el exponente de endurecimiento de la ley de Ramberg-Osgood, que establece la relacion del esfuerzo

equivalente de von Mises con la deformacién plastica para materiales ductiles [7]

Oeq 1/n
—— =k 3.53
T p = FP (3.53)
A continuacién para el modelo de Bonora se detalla la forma de conocer las constantes S; y «; y
la ley de evolucién del dano. El procedimiento empleado es el mismo utilizado por los otros autores
[7, [48] 98], [I6]. Primero es necesario evaluar la derivada del potencial asociado al dafio con respecto a

la tasa de liberacion energética Y

9¢* Y (Do — D)* 7V 1
¢ = 7( - ) (3.54)
ay S, p2+n)/n 1-D
Reemplazando Y, dada por la expresién [3.37| en la ecuacién anterior, se obtiene
d¢* ol om) 1 (Do —D)*"Y* 1 (3.55)
oY~ (1-D)* \ou)2ES, pCti/n1-D '

Posteriormente, tras sustituir las ecuaciones y en la ley de evolucién del dano dada por
la ecuacion [3.48] se obtiene

D:

k2 (Dg — D)V <0m> A

2ES, P Oeq) 1—D (3.56)

Finalmente, teniendo en cuenta que la tasa de deformacion plastica acumulada es igual a la tasa
del multiplicador plastico dado por la ecuacién es posible expresar la ecuacién [3.56] mediante

las siguientes expresiones

K2

D= 355, Do — Dy Ve ("’”) p (3.57)

Oecq/) P
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ap K2

Oeq /) P

La ley de evolucién dada en la ecuacién se puede simplificar analiticamente integrandola
para algunos casos particulares, como por ejemplo para un estado de carga proporcional donde el
factor de triaxialidad es constante con respecto al tiempo. En este caso, la ecuacion |3.57] se puede
integrar entre la condiciéon inicial D = D,,, donde D, es la cantidad inicial del dano presente en la
micro-estructura del material; y D = D, donde D, es la cantidad critica del dano en el estado
de falla. El pardmetro D, es muy dificil de determinar ya que estd relacionado con la distribucién
de las inclusiones en la micro-estructura del material virgen, que se considera generalmente como la

configuracion de referencia del material. Por esta razén, D, se suele considerar nulo.

El proceso de dafio se considera inactivo desde que D = D, hasta que la deformacién pléstica
efectiva acumulada (p) alcanza un valor de deformacién umbral (py,) (es decir, dD =0y D =0 o
D = D,). Cuando p = pyp,, la generacién es la etapa dominante en el crecimiento de las cavidades y
cuando D = D,,, la fusiéon domina el proceso de crecimiento de cavidades y la deformacion plastica
acumulada alcanza el valor critico (p.,) para el cual aparece el fallo. Integrando la ecuacién se

obtiene que

1 k2 P o
DriDl/a:7il cr m )
( ¢ ) o 2ESO " (pth) f (Ueq> (3 59)
y para la integracién entre [D, D..| y [p, Per]
1 &2 P o
D, — D)/ = = In [ == —n 3.60
( ) a2ESon<p>f<Ueq) ( )

en el caso supuesto de carga uniaxial, el factor de triaxialidad es igual a 1/3 y, por lo tanto,
f(om/oeq) = 1. Por otro lado, la deformacién plastica acumulada (p) es igual a la deformacién
pléstica uniaxial (e); asi, py, es igual a la deformacién pldstica uniaxial umbral (e:) ¥ (Der)
es igual a deformacién uniaxial critica (e..). La deformacién eldstica puede ser depreciada y la
deformacion pléastica puede ser reemplazada por la deformacién axial total. Tomando como referente
lo anteriormente expuesto, la ecuacién [3.60] se puede reescribir de la siguiente forma
(Der — Do)V = iggi,zn (;h) (3.61)
Si D, ha sido determinado experimentalmente, la ecuacién [3.61] permite identificar la constante
k2 /2ES, usando sélo el ensayo de traccién uniaxial. Para este estado de carga se obtiene la siguiente
ley de evolucién del dafio sustituyendo la ecuacién en la [3.60]

D =D, + (Der — D,) {1 - [1 - m] T (3.62)
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Por tltimo, para un estado general multiaxial de tensiones, recordando la ecuacion [3.61] se obtiene

la siguiente expresién para la ley de evolucién del dano

(Dcr _Do)l/a <Um) a—1/«a dp
dD = « — | (Der — D — 3.63
In(ger) —In (eth)f 0eq ( ) P (363)

En el caso de carga proporcional

D = Dy + (Der — D) {1— {1— Mf (U’")r] (3.64)

In(ecr/en)” \oeq

En la literatura [47), 9] es muy frecuente asumir que la razén (pe,/pen) es igual a la razén (eqr/etp,)
para el caso uniaxial como resultado del hecho de que el estado triaxial de esfuerzo debe de afectar
de la misma forma al umbral de deformacién plastica efectiva acumulada (p,) v a la deformacién
en la falla (p.,). Sin embargo, no hay evidencias experimentales de esta declaracién, que implica una
relacion proporcional lineal entre el dano y la deformacion y la misma disipacién del dano sobre el
rango completo de deformacién hasta la falla. Para una ley no lineal de evoluciéon del dano, es muy
dificil afirmar a priori qué clase de efectos tiene el estado de esfuerzo triaxial sobre los parametros

del dano. En el marco del modelo propuesto, si dividimos la ecuacién por la ecuacién [3.61] se

In (5) —f (C’m) In (p> (3.65)
Eth Oeq Dth

Una vez mds, la ecuacién requiere el conocimiento de la variacién de (pyp,), como resultado

obtiene

de la triaxialidad, para ser aplicada. Es bien sabido que la triaxialidad conduce a una fractura mas
répida [7]; luego, se puede suponer que afecta principalmente a (p.-) y que las modificaciones en
la deformacién umbral con respecto al estado uniaxial pueden tomarse como insignificantes. Asi, la

deformacion pléstica efectiva acumulada en la falla puede ser estimada como

_ Ecr
Per = Eth

Eth

) 1/f(0'm/0'eq)
(3.66)

A continuacién se exponen las expresiones analiticas para las leyes de evolucién del dano de

acuerdo a Bonora, Lemaitre, Wang y Chandrakanth [33]:

Bonora

o2 P (D o D)oz—l/(x
D=—°% __fp(m)Zr /L g 3.67
2ES, (1— D) d (aeq> prtt p (3:67)
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Lemaztre
D= U—S‘ZQf (‘”") dp (3.68)
QESL (1 — D) Oeq
Wang
2 Q—1
R ("m) Per =)™ 2p) dp (3.69)
2ESy (1— D)?" \0eq p2n
Chandrakanth
o2 o 1
D=—7"-9 | 2) ——+-d 3.70
QESC (1_D)2f (Ueq> p2/nDocc/n p ( )

Efectos de la triaxialidad del esfuerzo sobre la evolucién del dano

Los efectos de la triaxialidad del esfuerzo sobre la evolucién del dafio se muestran en la figura|3.12
propuesta por Chandrakanth [16]. Se puede observar que para valores crecientes de la triaxialidad, la
tasa de crecimiento del dafio aumenta significativamente; por ejemplo para una deformacién plastica
acumulada de 0,12, el dano es 0,10 en el caso uniaxial y de 0,16 en el caso triaxial. En éste ultimo

caso el factor de triaxialidad (o,,/0¢q) €s igual a 1.

Damage x 100
24|

16

0.36 Strain
Fuente: Chandrakanth [7]

Figura 3.12: Efectos de la triaxialidad del esfuerzo sobre la evolucion del dano

Por tanto, se puede concluir que cuanto mayor sea el factor de triaxialidad para una deformacién
dada, el material se danara en mayor cuantia; o en otras palabras, ante un nivel de dano alcanzado
por el material los desplazamientos seran menores en la medida que el factor de triaxialidad adquiera

mayores valores.
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3.4. Calculo plastico clasico

Para entrar cualitativamente en el problema de cédlculo plastico de pdrticos, se ilustra el caso
m4és sencillo de una viga biapoyada de acero ductil (figura ) sometida a una carga uniforme w
escalada por un factor de carga A, que va a crecer desde cero hasta el instante del colapso. En la figura
se representa cualitativamente la evolucion del factor de carga conforme crece la deflexién del

punto central [82] suponiendo plastificacién ideal.

A
)\c
" > Colapso
N
AW Ay . *
‘éj'\
LI S
(a) 5

(d)

", @ )MN H
s N

My }_,O' H of H of

Figura 3.13: a) Viga biapoyada con carga uniforme AW, b) Evolucién del factor de carga-deflexién, ¢)
Mecanismo de colapso d) Distribucién de tensiones en la seccién central para los instantes considerados

Conforme la carga crece, la distribucién de tensiones en la seccién central va pasando por diversas

etapas, representadas sobre la figura [3.13d.

» Fase eldstica lineal (1). Se produce mientras la tensién méxima no alcance la de plastificacién
0. Durante el comportamiento eldstico lineal, la distribucién de tensiones a lo largo del canto
de la seccién es lineal (bajo la hipétesis de barra de Navier-Bernoulli). Ello se debe a que la
tension es linealmente proporcional a la deformacién, que a su vez es proporcional al brazo
hasta la fibra neutra debido al giro de la seccién que rige la deformacién a flexion. Ello implica
que el diagrama de factor de carga-deflexién también es lineal; mientras A < Ay, donde A, es el

factor de carga con el que se inicia la plastificacién de la seccion.
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» Fase de plastificacién parcial (2). Cuando la deformacién en los puntos més exteriores
de la seccién central (y posiblemente de las adyacentes) supera la correspondiente deformacién
elastica, la tension deja de crecer proporcionalmente y la distribucion de tensiones toma la forma
descrita en la figura . Esto sucede para A, < A < A.. Ac es el factor de carga que causa
el colapso. Si asumimos que la ley de comportamiento tensién-deformacion es elastoplastica

perfecta, la tensién en los puntos con plastificacién es constante e igual a o.

= Colapso (3). En el instante tedrico en el que todos los puntos de la seccién central
plastifican, dicha seccién pierde su capacidad para seguir absorbiendo méas carga y se
deforma indefinidamente bajo carga constante (curva horizontal). Como se suele explicar,
cinematicamente se interpreta que ha aparecido la denominada rétula plastica para un valor del
momento denominado momento plastico (Mp). Para este caso isostdtico, tras la rétula plastica,
la viga se comporta como en la figura[3.13f, como un verdadero mecanismo, llamado mecanismo

de colapso.

Posiblemente durante la fase (2), y con seguridad en la (3), las deformaciones de las fibras exteriores
alcanzaran valores altos para los que el comportamiento supuesto del material puede no corresponder

con el real. Por tanto, serd necesario introducir el concepto de dano.

Este simple ejemplo permite presentar los siguientes principios basicos del calculo plastico:

s Las estructuras ductiles fallan cuando aparece el denominado mecanismo de colapso. Dicho
mecanismo se produce por la aparicién de un ntmero suficiente de rétulas pldsticas como para

que se produzca su movimiento.

= Las rétulas plasticas se definen por secciones en las que se produce plastificacién completa, con
la consecuencia de que pueden girar indefinidamente sin alteraciéon del momento flector resistido

en ese instante.

= A pesar de su simplicidad, este modelo arroja resultados suficientemente aproximados porque,
como se suele interpretar, se compensan los efectos de la pérdida de tensién debida a la rotura

(dafio) con el incremento de la misma debida al endurecimiento.

En el proximo apartado se presentan modelos simples donde se considera el dano, pudiéndose

considerar de igual manera la posibilidad de endurecimiento.

3.5. Analisis de la degradacién estructural

Lo descrito en el apartado anterior presupone que el material mantiene indefinidamente sus
propiedades independientes del valor de las deformaciones plasticas que aparecen, es decir, 