Universidad deValladolid

FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE ALGEBRA, ANALISIS MATEMATICO,
GEOMETRIA Y TOPOLOGIA

TESIS DOCTORAL:
ALGEBRAS FINITAS SOBRE UN CUERPO. LA RECTA
PROYECTIVA.

Tesis presentada por CLAUDIA INES GRANADOS PINZON
para optar al grado de

Doctora por la Universidad de Valladolid

Dirigida por:

José Manuel Aroca Hernandez-Ros

Noviembre de 2014






Introduccidon

S. Lie propone una geometria de la circunferencia donde elimina la diferencia entre
puntos, rectas y circunferencias del plano euclideo. Un punto es para Lie una circunfe-
rencia de radio cero y una recta es una circunferencia de radio infinito, ademas considera

las rectas y las circunferencias dotadas de una orientacion.

La razon de la orientaciéon es que permite establecer una dualidad punto-linea. Si
tomamos tres puntos no alineados, por éstos pasa una tnica circunferencia no orientada
pero para la figura dual, los tres lados de un tridngulo, hay cuatro circunferencias
tangentes, se puede corregir esta situacién con la orientacién, asignando al contacto una
condiciéon de compatibilidad que hace que solo una de las cuatro circunferencias sea
tangente orientada a las tres rectas anadiendo un punto del infinito comun a todas las

rectas del plano.

El plano de Lie se sumerge en una cuédrica de IP’% asociando a cada “punto” las
coordenadas pentaciclicas, las coordenadas pentaciclicas de la circunferencia I' de centro

(a,b) y radio r (con signo) son

ﬂl;pabfr]

| 2 2

donde p es la potencia del punto origen respecto de I', las de un punto (a,b) son sus

1+d? 1-—d2
2 2

punto al origen y las de la recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 es [—c¢,c,a,b,1]. La

coordenadas como circunferencia de radio cero | ,a,b,0] con d distancia del

orientacion es la del vector (—b, a) que determina el signo de la ecuacion.

Observe que la recta se obtiene como limite de la circunferencia de centro (Aa, Ab)
y radio A — ¢ (supuesto (a,b) unitario) y que el limite de las coordenadas de las circun-

ferencias dan las coordenadas de la recta.

Es inmediato que a la imagen de la aplicacién que asocia a cada elemento sus coor-

denadas pentaciclicas es la cuddrica de ecuacion —a3 + 2% + 23 + 23 — 22 = 0 y que la
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condicién de contacto es la polaridad respecto de esta cuadrica.

Como alternativa a la geometria de Lie, Moebius propone una geometria en la que
aparece por una parte puntos, los de R?, y por otra ciclos, es decir rectas y circunferencias
no orientadas. Ahora, via la proyeccion estereografica, los puntos se representan como
puntos de la esfera S?, o de la cuadrica de P3, —x% + x% + x% + x% = (0 y los ciclos
corresponden a las secciones planas de la cuddrica, las rectas corresponden a las secciones

por planos que pasan por el centro de la proyeccién.

La geometria de Laguerre considera las “lanzas” (rectas orientadas) y las circunfe-
rencias orientadas como Lie (incluyendo los puntos) una cadena de base un punto es el
conjunto de lanzas por el punto y una cadena de base una circunferencia las tangentes
orientadas a ella. De esta forma los puntos son las “lanzas” y los ciclos, o bien la cadena
de lanzas por un punto, o bien la familia de cadena de lanzas tangentes a una circun-
ferencia. Esta geometria admite una representacién sobre un cilindro por proyecciéon

estereogréfica.

Las dos geometrias planas, Moebius y Laguerre, derivadas de las de Lie admiten un

planteamiento comin mediante el uso de la recta proyectiva.

La recta proyectiva compleja se puede interpretar como la compatificaciéon por un
punto de R? y los ciclos se reproducen en ella por medio de la razén doble, dados tres

puntos A, B, C de IP’}C, el ciclo que los tiene por base es el conjunto

[ABC] = {X € PL: [A, B;C,X] € R}.

Es inmediato que si 4, B,C ¢ R>=C C ]P’(%: estan alineados en R? entonces [ABC]
es la recta que pasa por ellos, y si no estan alineados y son distintos dos a dos entonces
[ABC] es la circunferencia que definen. Entonces la geometria de Moebius es la de P
con los ciclos y se representan en la esfera. Pues la proyecciéon estereogréfica identifica

IP’}C con S2 y los ciclos con las secciones planas de S2.

Para la geometria de Laguerre no sirve la recta proyectiva sobre un cuerpo, luego
construimos el anillo de los nameros duales D = % y la recta proyectiva sobre D, IP)IlD),
que consiste en el cociente LIQD) / ~ donde L]%) es el conjunto de pares ‘“complementables”
de elementos de D, es decir pares (a, 3) € D? tales que existen a,b € D con aa + b3
inversible, y ~ es la relacion (a, b) ~ (c, d) siy solo si existe A € D* tal que (a,b) = A(c, d)

entonces P5 O D ~ R? identificando o € D con [1 o] € P} y los ciclos
[ABC) = {D € P}, : [A,B;C,D] € R}

corresponden a parabolas con eje paralelo a una linea fija y ]P’]%) se proyecta estereogra-

ficamente en el cilindro y los ciclos en las secciones planas de éste.



Si buscamos un modelo comtn a ambas geometrias podemos tomar el plano afin
real A = (X,R?, +), y considerar en ]P’]E = A, cada una de las conicas no nulas reales,

) . 10 1 0 10 ) .
los tres tipos son los de matrices , , . La primera conica
0 1 0 -1 0 0

corresponde a los puntos ciclicos del plano [0 1 4], [0 1 —i] en la inmersion A C P4 y la
tercera al punto [0 0 1]. Las conicas de A que intersecan en el infinito, las conicas dadas
por la métrica son exactamente los ciclos de Moebius en el primer caso y de Laguerre

en el tercero.

Para el segundo la conica de la métrica consta de un par de puntos reales y la cénica
que interseca al infinito en ella son las rectas (recta + recta del infinito) y las hipérbolas
con asintotas en la direcciéon de dichos puntos. La geometria correspondiente se conoce
habitualmente como geometria de Minkowski y corresponde a la tercera algebra de

dimension dos sobre R, los de los ntimeros paracomplejos M = (E[f]l).

Asi las geometrias clasicas del plano corresponden a las tres extensiones bidimen-
sionales de R, R[z]/(2? — 1), R[z]/(z? + 1) y R[z]/(x?).

Hay trabajos recientes sobre la geometria correspondiente a algunas algebras tridi-
mensionales, y una teoria general muy incompleta. En esta memoria hemos hecho un
estudio sistematico de las K —algebras finitas, es decir que son espacios vectoriales de
dimensioén finita sobre K. Todas ellas son suma directa de K —&lgebras locales finitas y
por tanto identificando éstas las conocemos todas. Asi hemos clasificado las R—algebras
locales finitas de dimensién real menor que seis ya que probamos que hay infinitas de
dimension seis. Poonen en [24] clasifica las C—algebras locales finitas hasta dimension
siete, y encuentra que es en ésta dimensién donde hay infinitos modelos, nuestro ejemplo
vale también en dimensién seis compleja, por lo cual, en nuestra opiniéon, el trabajo de

Poonen contiene un error en este caso.

Una vez estudiado los tipos de K —algebras finitas, estudiamos la geometria de las
rectas proyectivas sobre anillos, con un interés especial en la razén doble y las cuaternas
armoénicas probando un teorema de Staudt para rectas proyectivas sobre anillos totales

de cocientes, estructura ésta mas general que la de K —algebras finitas.

Resulta misterioso como la aplicaciéon

p: PL - P}
la,b] — [aa+ bb,ab+ ba,(ab— ba),aa — bb

donde A es una R—algebra de dimension dos, @ es el conjugado de a € Ay desi, jo
€ segun se trate de los complejos, paracomplejos o duales, verifique que
(i) p(PL) es la cuddrica —23+23+23+2% = 0 en el caso complejo, —x3+22 —23+2% =0

en el paracomplejo y —x3 + 23 + 25 = 0 para el dlgebra de los ntimeros duales, es decir
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la cuadrica que se obtiene sumando a la métrica un plano hiperbdlico.

(ii) o lleva ciclos a secciones planas de la cuédrica.

Esperamos que si A es una R—algebra n—dimensional se pueda encontrar una aplicacién
similar ¢ : ]P’}4 — ]P’I%R{”_1 que identifique IP’}4 en este espacio. Tenemos la certeza de que no
serd posible para todas las algebras ya que el nimero de todas las algebras de dimensiéon
n es muy superior al de cuédricas en IP’[QR"_l, y nos planteamos para un trabajo futuro

caracterizar las algebras con ésta propiedad.
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Capitulo

Generalidades

En este primer capitulo consideramos y comparamos tres tipos de anillos sobre los
cuales el algebra lineal funciona de modo razonable. Estos son los anillos totales de
cocientes, los B—anillos y los anillos de Hermite. En esta memoria, un anillo R siempre
hara referencia a un anillo conmutativo con unidad. Denotaremos por R* los elementos

inversibles de R.

1.1. Anillos totales de cocientes.

Definicién 1.1.1 Un anillo R es un anillo total de cocientes si sus elementos son

inversibles o divisores de cero.

Ejemplo 1.1.2 (1) Un cuerpo es un anillo total de cocientes y un dominio que no es

un cuerpo no es anillo total de cocientes.

(2) Si R es un dominio euclideo y f € R, f # 0, entonces R/(f) es un anillo total de
cocientes.
En efecto, Sea g+ (f) € R/(f) y supongamos que d = med(f,g). Por el teorema
de Bézout, existen \,u € R tales que \f + ug = d. Por tanto,

g+ U+ () =gu+(f) =gu+Af+(f)=d+ (f)

Consideremos los casos siguientes:

(1) si d es inversible en R, entonces d+ (f) es inversible en R/(f) y por tanto
g+ (f) también lo es.

(7i) si d no es inversible, como d|f vy d|g, existen c1,co € R tales que f = c1d,

g = cad. Luego c1+(f) # 0 ya que f no divide a ¢1 pues d no es inversible. Ahora,
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como (g+ (f))(c1+ (f)) = ge1 + (f) = cader + (f) =0+ (f), entonces g+ (f) es
divisor de cero.

Como ejemplos particulares de este caso se tienen los siguientes anillos totales de

cocientes.

(a) Sean Z el anillo de nimeros enteros yn € Z. Entonces el anillo Z/(n) es un

anillo total de cocientes.

(b) Sea K|[z] el anillo de polinomios en la variable x, con coeficientes en el cuerpo
K. Entonces los anillos K[z]/(f(x)) con f(x) # 0 son anillos totales de

cocientes, en particular, el cuerpo complejo

R[x]

:m:{a—l-bi:a,be]& 7:2:—1},

el anillo de los paracomplejos

P=_———<={a+bj:a,beR, j>=1}

y el anillo de los nimeros duales

_ Riz]

(=7

son anillos totales de cocientes.

={a+be:a,beR, =0}

(3) En general el anillo de polinomios R[x] no es un anillo total de cocientes, pues x

no es ni inversible ni divisor de cero en R|x].

Lema 1.1.3 Sea S C R un subconjunto multiplicativamente cerrado. Consideremos el
homomorfismo candnico
0: R — S7'R
a '

—le

FEntonces

(1) ¢ € ST'R es inversible si y sélo si existen b€ R yu € S con abu € S.

s

(2) ¢ € STIR es divisor de cero si y solo si existe b € R tal que

(i) bt # 0 para todo t € S.

(ii) existe u € S con abu = 0.

(3) a € Ker(p) siy sdlo si existe s €S con as = 0.
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Demostracion. (1) ¢ € S™'R es inversible si y solo si existe % € S71R tal que %% =1

y esto equivale a que existe u € S tal que (ab — st)u = 0 luego abu = stu € S.

Reciprocamente, si v = abu € S entonces %% =2 =1

%% = 0 y esto equivale

(2) ¢ € STIR es divisor de cero si y solo si existe %’ # 0 tal que
a que existe u € S tal que abu = 0y bs # 0 para todo s € S.

(8) Inmediato. m

Observacion 1.1.4 Si a es inversible en R lo es en STR porque aa=(1) =1 € S.
Pero si a es divisor de cero en R no necesariamente lo es en ST'R e incluso puede ser
inversible en este anillo. Por ejemplo, en R = Z/(6), 2+ (6) es divisor de cero pero si
S = {1,2,4}, S es multiplicativamente cerrado y 2 € S luego 2 es inversible en S™'R.
Reciprocamente, a puede ser inversible en ST'R sin serlo en R y si a es divisor de cero

en SR entonces a es divisor de cero en R.

Proposicién 1.1.5 Sean R un anillo y S C R el subconjunto multiplicativo de los no

divisores de cero de R. Consideremos el anillo X = S™'R={% :a € R, b € S} entonces

(1) ¥ es un anillo total de cocientes.

(2) Eziste un homomorfismo

AS)
=
1
= M

tal que para todo anillo total de cocientes A y todo homomorfismo f : R — A

existe un unico homomorfismo f : % — A con el cual el diagrama

R L ¥

~|

es conmutativo.

Demostracion. (1) Sea z = ¢ € X. Sia € S entonces a(1)(1) € S luego, por el Lema
1.1.3, z es inversible. Si a ¢ S entonces a es divisor de cero, luego existe 0 # ¢ € R tal
que ac = 0. Asi, acl = 0y ¢s # 0 para todo s € S pues los elementos de S no son
divisores de cero luego, por el Lema 1.1.3, z es divisor de cero.

(2) Es consecuencia de la propiedad universal de los anillos de cocientes ya que todo
homomorfismo unitario de anillos transforma elementos inversibles en inversibles. m

El homomorfismo ¢, de la Proposicion 1.1.5, es inyectivo.

En efecto, si p(a) = § = 0, existe b € S tal que ab = 0 pero como S est4 formado por
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los elementos no divisores de cero entonces a = 0.

El anillo ¥ = S™'R={% :a € R, b€ S}, dado en la Proposicién 1.1.5, se llama el

anillo total de cocientes de R.

Proposiciéon 1.1.6 Un anillo ¥ es un anillo total de cocientes si y sélo si existe R, no

necesariamente unico, tal que % es el anillo total de cocientes de R.

Demostracion. Si ¥ es un anillo total de cocientes entonces ¥ es el anillo total de
cocientes de Y. Reciprocamente, si 3 es el anillo total de cocientes de un anillo R, por
la Proposicién 1.1.5, 3 es un anillo total de cocientes. El anillo R no es tinico pues si
3} es el anillo total de cocientes de un anillo R # 3, se tiene que Y. también es el anillo

total de cocientes de . m
Teorema 1.1.7 (Arapovic) Si R es un anillo las siguientes son equivalentes

(1) R es 0—dimensional.

(2) R es un anillo total de cocientes y para todo a € R existe b € R con a+b inversible

y ab nilpotente.

(8) R es un anillo total de cocientes y para todo a € R existe un entero positivo n tal

que a™ = re con r inversible de R y e nilpotente de R.

Demostracion. (1) = (2) : Si a € R es no inversible entonces existe m € Max(R)
tal que @ € m. Como R es 0—dimensional m no contiene a ningin ideal primo y en
consecuencia Ry, es también 0—dimensional con ideal maximal m, luego el nilradical de
Ry, es m y todos los elementos de m son nilpotentes. Entonces existe un entero positivo
n tal que a” = 0 en Ry. Tomamos n minimo, es decir a® ' # 0y a” = 0 en Ry, luego
existe s ¢ m tal que a"s = 0y a"!s # 0 por tanto a(a" " 's) =0y a"'s # 0 luego a
es divisor de cero de R. En consecuencia R es anillo total de cocientes.

Sean N el nilradical de Ry 0 # a € R, tenemos dos opciones:

(i) Si a € N, existe n minimo tal que a” = 0 y por tanto existe 1 —a € R tal que
a+ (1 —a) es inversible y (a(1 —a))™ = 0.

(ii) Si a ¢ N, tomamos A = R/N, el nilradical de A es cero luego no tiene elementos

nilpotentes y A es 0-dimensional pues R lo es, y si Max(A) = {m; };cr entonces

o: A = B=][lLrR/my
a +— (a+m)er

es inyectiva. Llamamos A = ¢(A) C B, luego A ~ A. Consideramos e € B dado por

0 siaem
et = ] t.Noteque
1 si ag¢gmy
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1. e*=e.
2. e p(a) = pla).
3. Sea S = Ale], como e es raiz de 22—z = 0, S es entero sobre A y S es 0—dimensional.

Luego S es anillo total de cocientes.

1 si acm
Tomamos b = (bt)ter = 1 — e+ ¢(a), note que by = _ " Luego
a+my #0 si admy

b es inversible en S.

Como % es, % = v11+472e con 1,72 € Ay por otra parte b-e = e—e?+e-p(a) = p(a)
es decir e = i‘%é%%gj (M1 +12e) - p(a) = np(a) + e - pla) = (M +12)pla) =
¢((c1 + c2)a) € A donde v1 = ¢(c1) y 72 = p(c2) para c1, ¢y € A.

Sea h = (¢1 + c2)a entonces ¢(ha) = ¢(h) - p(a) = e-p(a) = p(a) y ha = a pues ¢ es
inyectiva.

Por tanto (1 — h)Ja =a—ha =0 y 1—h+ a es inversible pues ¢ es isomorfismo y
(1l —h+a)=1-—e+ ¢(a) es inversible.

Retomando que 0 # a ¢ N, a+ N € A y existe | € R tal que [ + N = h, como
(I1—(+N))(a+ N) =0 entonces (1 —1)a € N y por tanto es nilpotente, y puesto que
1—(+ N)+ (a+ N) es inversible, 1 — [+ a+ N es inversible y por tanto 1 — [ + a es
inversible.

(2) = (3): Sea a € R, como existe b € R y existe un entero positivo n tales que a + b
es inversible y (ab)™ = 0 entonces a™ + b" es inversible de R pues en caso contrario para
algin p € Spec(R), a™ + b™ € p y como a"b™ = 0 entonces a’ € p y b € p pero p es
primo luego a € p y b € p. Asi, a + b € p lo cual es absurdo.

Ademas, % es un elemento idempotente de R ya que a™(a*" +b*") = a®*(a" +b") =

n 2n n IS
@y (i) = = = o +b"' Entonces a" = (a™ +b")( 77w ) es la descomposicion
buscada.

(8) = (1) : Sean p; y po ideales primos de R con p; C p2 y tomemos a € pa. Como
existe un entero positivo n tal que a™ = re con r inversible y e idempotente, entonces
7 & pa y como pa es primo, e € po. Luego, 1 — e & pa y como p; C pa, 1 —e & p;1. Pero
e(1 —e) =0 € p; entonces e € p por tanto a € p; y p; = p2. W

Ejemplo 1.1.8 Sean K un cuerpo y R = K[x,y}(x’y)/(a;y,yQ).

(1) Klz,y] xy) es un anillo local con ideal mazimal m = (z,y) donde identificamos
{ =2y ¥ =y. Note que R es un anillo local con ideal mazimal m = (Z,7), donde
T=o+ (zy.y?) yT=y+ (zy,9%).

(2) R es un anillo total de cocientes ya que los elementos que no estin en el mazximal
m son nversibles por ser R anillo local y los elementos de m son divisores de cero

pues existe 0 #7y € m tal que (aT + fY)y = 0 para todos «, 5 € R.

a+ZTA(T)+cy

V=B @)y o1 @ b,c,d €

(3) Los elementos de R admiten una escritura inica como
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K,b+#0y A B e K[z]. Ademds los elementos de R/(y) admiten una escritura
unica como ngig% cona,be K,b#0yA,B e K[z]. Note que R/(y) ~ K[Z]z)
y como K[|z es un dominio, el ideal (§) es primo. Por otra parte, (y) C m

entonces R no es 0—dimensional.

Observacion 1.1.9 (1) Si R es un anillo total de cocientes y S es un subanillo de

(2)

(3)

1.2.

R, S no es necesariamente un anillo total de cocientes. Por ejemplo, si R es un
dominio que no es un cuerpo y K es su cuerpo de fracciones entonces R C K, K

es un anillo total de cocientes y R no lo es.

Si R es un anillo total de cocientes y R ~ A x B con A y B subanillos de R
entonces A es necesariamente un anillo total de cocientes.

En efecto, si a € A entonces (a,1) € R y tenemos dos casos:

(i) Si(a,1) esinversible entonces existe (b, c) tal que (a,1)(b,c) = (ab,c) = (1,1)
luego ab =1 y a es inversible.
(ii) Si a es divisor de cero, existe (b,c) # (0,0) tal que (a,1)(b,c) = (ab,c) =

(0,0) luego ab=0 yc=0. Asi, b # 0 y en consecuencia a es divisor de cero.

Si R es un anillo total de cocientes y a es un ideal de R, entonces R/a no es en
general un anillo total de cocientes, por ejemplo, sea R el anillo total de cocientes
del Ejemplo 1.1.8. Como () es un ideal primo no mazimal de R entonces R/(Y) es

un dominio y no es cuerpo. En consecuencia, R/(g) no es anillo total de cocientes.

Producto de anillos.

Sean I un conjunto arbitrario y { R; };c; una familia de anillos. Consideremos el anillo

producto R =[]

ser Ri con las operaciones suma y producto componente a componente.

Sea m; : R — R; la proyeccion i-ésima, es decir para f = (f(i))ier € R, mi(f) = f(3).

Proposicion 1.2.1 Sean R =[],c.; Ri y f = (f(i))icr € R. Entonces

(1)
(2)

(3)

f es inversible si y solo si, para todo i € I, m;(f) = f(i) es inversible.

f es un divisor de cero si y sdlo si existe i € I tal que m;(f) = f(i) es divisor de

Ccero.

f es idempotente si y sélo si, para todo i € I, mi(f) = f(i) es idempotente.

Demostracion. (1) Si para todo i € I se tiene que f(i) es inversible, entonces para
cada i € I sea f*(i) = % Definimos f* = (f*(i))ics € R. En consecuencia, f* = £~ 1.

f(@)
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El reciproco es inmediato.

(2) Si existe ¢ € I tal que f(i) es divisor de cero entonces existe 0 # a; € R; tal que
f(i)a; = 0. Definimos g = (g(i))ier € R como g(i) = a; y g(j) = 0 para todo j # i.
Luego, g #0 y f-g = 0. El reciproco es inmediato.

(3) f? = f siy solosi f(i)2 = f(i) para todo i € I, es decir f(i) € R; es idempotente
paratodot €. m

Corolario 1.2.2 Si para todo i € I se tiene que R; es un anillo total de cocientes,

entonces R = [[;c; R es también un anillo total de cocientes.

Demostracién. Por hipotesis, para todo ¢ € I, R; es un anillo total de cocientes y
como los items (1) y (2) de la Proposicion 1.2.1 son mutuamente excluyentes, entonces

para cada f € R se tiene que f es divisor de cero o inversible. m

Corolario 1.2.3 Sean R = [[;,c; Ri y f = (f(i))ier € R. Si para todo i € I se tiene

que R; es un cuerpo, entonces

(1) f es inversible si y sdlo si f(i) # 0 para todo i € 1.
(2) f es un divisor de cero si y sdlo si existe i € I tal que f(i) = 0.

(3) f es idempotente si y solo si f(i) =0 o f(i) =1 para todo i € I.

Demostraciéon. Como R; es un cuerpo, para todo ¢ € I, los inversibles de R; son los
f(i) # 0, los idempotente son {0,1g,} v el tnico divisor de cero es 0. Asi, las tres

afirmaciones se deducen respectivamente de los items (1)-(3) de la Proposicion 1.2.1. m

Para cada j € I definimos e; € R = [[,.; R; como

1p, sij=i
m(ej)_é“lR"_{ 0 sijAi

donde ¢;; es la funcion delta de Kronecker. Como consecuencia directa de la definiciéon

de e; se tienen las siguientes propiedades elementales de los elementos e; € R = [[;.; R;.

Propiedades:

(1) e? =e;.

(2) e;-e; =0 para todo j # i.

(3) f-e; = f(i)e; para todo f € R.
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(4) (f — f(i)e;) - e; = 0 para todo f € R.

Lema 1.2.4 Sea R un anillo. R es producto de una familia finita de anillos si y sdlo

st existen uq,...,u, € R idempotentes tales que
(Z) Ui - Uy = 5Uul
(’LZ) Z?:l u; = IR.

Demostracion. =: Como R = [[;; R;, tomemos los e; € R, j = 1,...,n, dados por
mi(ej) = d;j1R,. Note que {e;}1<j<p satisface los items (i) y (7).

<: Por hipotesis, existen u; € R, 1 < i < n, que satisfacen (i) y (éi). Definimos
Ri=uiR={a - uj:acR}={acR:a u;=a}.

Observe que, para todo i, R; es un anillo y veamos que R ~ [[" | R;.

En efecto, consideremos ¢ : R — [[i; R; definida por ¢(a) = (a - ui,...,a-uy,) y
¢ : [Ii; Ri — R definida por ¢(ai,...,a,) = Y -, a; - u;. Estas aplicaciones son
homomorfismos de anillos e inversas una de la otra puesto que ¢(¢(ai,...,a,)) =
et aiuw) = (O0 @ WU,y G U Uy) = (@1 UL, Gy Uy) =
(a1,...,an) v o(p(a)) = ¢la-ur,....,a uy) = X0 @ uj-u =3 0 u =
a-y! ui=a ®

Lema 1.2.5 Sea R un anillo.

(1) Para todos f,g € R idempotentes se tiene que f - g es idempotente. Mds ain, si
f-9=0, entonces f + g es idempotente.

(2) Para todo f € R idempotente se tiene que 1 — f es idempotente.

Demostracion. (1) (f-9)?=f*>->=f-gy (f+9)°=f>+¢*+2f-g=f+g.
(2)1-fP=1+f-2f=1-f =

Lema 1.2.6 Sea R =1[],.; R;.

(1) Si para cada p € Spec(R;) consideramos My ; = 7, *(p), entonces M, ; es un ideal
primo de R y

M, ; = Hmj con mj; = R; para todo j #1i, y m;=p.
jel

(2) Si para cada m € Max(R;) consideramos My ; = m; '(m), entonces My es un

ideal mazimal de R y

My, = Hmj con m; = R; para todo j #1i, y m;=m.
jeI
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(3) Si P es un ideal primo de R y existe i € I tal que e; ¢ P entonces e; € P para
todo j # i y en consecuencia i es unico. Ademds si I es finito, entonces existe
i €1 tal que e; ¢ P.

(4) Sea P un ideal. Entonces e; € P si y sdlo si m;(P) = R;.
(5) Si I es finito, entonces los ideales primos de R son los My ; con p € Spec(R;).
(6) Sil es finito, entonces los ideales mazimales de R son los My, ; con m € Max(R;).

(7) Si I es finito, entonces
Spec(R) ~ H Spec(R;).
el
(8) Si I es finito, entonces
Max(R) ~ [ [ Max(R;).
el
(9) Si I es infinito, entonces existen ideales mazimales y por tanto primos de R que

no son de la forma My;.

Demostracion. (1) Puesto que m; es un homomorfismo de anillos y p € Spec(R;),
entonces 7; ' (p) = M, ; es un ideal primo de R.

(2) Como T; es sobreyectiva y m € Max(R;), entonces 7, *(m) = My, es un ideal
maximal de R.

(3) Como e;-e; = 0 para todo ¢ # j, e;-e; € Py si existe i € I tal que e; ¢ P entonces
e; € P para todo j # i luego e; es tinico. Ademas, si I es finito y e; € P para todo
i € I entonces ) ,.;e; =1 € Py P = R. Luego existe i € I tal que e; ¢ P.

(4) Sea P un ideal. Si e; € P, entonces 1 = m;(e;) € m;(P) y como m; es sobreyectiva,
mi(P) es un ideal luego m;(P) = R;. Reciprocamente, si m;(P) = R;, entonces existe
a € P tal que m;j(a) =1 luego m;i(e; - a) =1y mj(e; - @) = 0 para todo j # ¢ por tanto
e;-a=-¢;. Como a € P se tiene que e; € P.

(5) Si P es un ideal primo de R se tienen dos casos:

(a) existe i € I tal que m;(P) # R;.

(b) mi(P) = R;, para todo i € I.

Si se verifica (a), existe i € I tal que 7;(P) # R;, entonces P = m; ! (m;(P)).

En efecto, P C 7, *(m(P)) v si @ € 7, *(m;(P)) entonces 7;(a) € m;(P) luego existe
b € P tal que m;(a) = m;(b) por tanto (a —b)-e;,=0¢€ P. Comoe; ¢ P,a—be Py
en consecuencia a € P ya que b € P.

Por el item (3), el caso (b) no puede darse si I es finito.

(6) Si M es un ideal maximal de R entonces M es primo y por el item (5), M = M, ;

con p € Spec(R;). Si p no es maximal entonces existe m € Max(R;) tal que p C m por
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tanto M G m; (m) 1o cual es absurdo pues M es maximal de R. Entonces p es maximal.
(7) Consideremos en R =[] R; los ideales primos, M, ;. Por el item (2),

n

Spec(R) = H{MM :p € Spec(R;)}.

i=1

Para todo ¢ definimos X; = {M,; : p € Spec(R;)} y consideramos la aplicacion
qbi : Xz — Spec(Ri)

definida por ¢;(M,;) = mi(M,;) = p. Asi, ¢; es inyectiva pues si p = q entonces

M, ; = My; y ¢; es sobreyectiva pues m; es sobreyectiva, y ¢; es continua ya que
¢; 1 (V(p)) = {My, € Spec(R) : p C q} = V(My),

donde V' (p) denota el cerrado de Zariski del ideal p. De igual forma, gb;l es continua y
por tanto X; es homeomorfo a Spec(R;). En consecuencia,
Spec(H R;) ~ H Spec(R;).
i=1 i=1
(8) La demostracion es similar a la del item (7), solo cambiamos p € Spec(R;) por
m € Max(R;) y Spec(R) por Max(R).

(9) Sea I infinito y consideremos
Q={acR: 3JCI, J finito con mi(a) =0Vi ¢ J}

es decir, Q = @, R;. Entonces @ es un ideal de R. En efecto, sean a, b € ) entonces
existen Ji, Jo C I finitos tales que m;(a) = 0 para todo i ¢ J; y m(b) = 0 para todo
i ¢ Jo. Luego para todo i ¢ J; U Ja, mi(a+b) =0y Jy U.Js es finito. Asi, a + b € Q.
Ademas, si A € R, entonces m;(A - a) = 0 para todo i ¢ J; y como J; es finito entonces
A-a € Q. Por otra parte, como todo ideal esta contenido en un ideal maximal entonces
existe un ideal maximal M y por tanto un ideal primo de R que contiene a ) y que

cumple que m;(M) = m(Q) = R; paratodoi € [. m

Observacién 1.2.7 En el Lema 1.2.6(9) Q no es primo, por ejemplo, sea R = AN con
A un anillo. Sean a y b divisores de cero de A tales que ab = 0. Si definimos m;(a) = a
y m;(b) =b para todo i =1,...,n entoncesa-b=0€ Q peroa ¢ Q y b ¢ Q.
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Lema 1.2.8 Si I es finito, entonces los ideales primos minimales de R son de la forma

Myi=]]ms con m; =R, paratodo j #i, y m;=p (1.1)
jel

donde p un ideal primo minimal de R;.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 1.2.6(5). m

1.3. Producto de cuerpos.

Sean I un conjunto arbitrario y { R;};c; una familia de cuerpos. En toda esta seccion

consideramos el anillo producto R = [[;.; R.

Proposicién 1.3.1 Para todo f € R, eristen uy inversible y oy idempotente tal que

f=a;-uy. Ademds, ay es inico y oy = 1 si y solo si f es inversible.

Demostracién. Definimos la aplicacion uy(i) = f(i) si f(i) # 0y us(i) = 1si f(i) =0
y la aplicacion o (i) = 1si f(i) # 0y ay(i) = 0si f(i) = 0. Asi, uys es inversible, a s es
idempotente y f = uy - ay. Note que uy no es tinico pues la construccion es valida con
ur(i) # 0 si f(i) = 0. Ademas, ay esta univocamente determinado por f. En efecto,
(i) = up(i)ayp(i) y up(i) # 0 para todo i pues us es inversible. Luego si f(i) = 0,
entonces ay(i) = 0y si f(i) # 0 entonces ay(i) # 0 y por tanto ays(i) = 1 ya que oy es

idempotente. En particular, ay = 1 si y solo si f es inversible. m

Para cada ideal a de R definimos el conjunto de idempotentes de a como
id(a) = {f € a: f es idempotente}.

En particular id(R) = {f € R : f es idempotente }.

Observaciéon 1.3.2 En la Proposicion 1.3.1, como oy € id(R) es tinico, se llama a oy

el idempotente asociado a f y es denotado por id(f). Definimos asi la aplicacion

d: R — R
f o oid(f)

Se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) id(f - g) =id(f) - id(g)-

En efecto, por la Proposicion 1.3.1, f-g=1id(f) - us-id(g) - uy ademds el producto
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de idempotentes es idempotente y el de inversibles es inversible luego
f-g=(0d(f) 1d(g)) - (us - ug) =id(f- g) - uy.,.
Pero el idempotente es inico entonces id(f - g) = id(f) - id(g).

(2) Para todo ideal a se tiene que id(a) C a.
En efecto, para todo f € R, f= oy -uy. Luego, si f € a entonces oy = f- u}jl € a.

(8) Para todo f € R, f € a siy sdlo siid(f) € id(a).

(4) Sean a,b ideales de R. Por el item (3), a =b si y solo si id(a) = id(b).

Proposicion 1.3.3 Sea f € R, f no es inversible si y sdlo si existe g # 0 tal que
f-9=0 y f+g esinversible.

Demostracién. Si f no es inversible, por la Proposicion 1.3.1, f = id(f) - ur y 1 —
id(f) # 0. Entonces definimos g = uy - (1 —id(f)) y de esta forma, g # 0,

frg=u}-id(f)-(1-id(f))=0 y f4+g=uys

es inversible. Reciprocamente como f-g =07y g # 0, f es no inversible. m

El resultado anterior no es cierto en los anillos totales de cocientes, por ejemplo,
Z/(4) es anillo total de cocientes, 2 no es inversible y 2 es el tinico elemento tal que
2.2=0pero2+2=0.

Proposicion 1.3.4 Sean m € Max(R) y f € R. Entonces f € m si y sdlo si existe
h ¢ m tal que f-h = 0.

Demostracion. Si existe h ¢ m tal que f-h = 0 entonces f € m pues m es primo.
Reciprocamente, si f € m, f no es inversible y por la Proposicién 1.3.3, existe h # 0
tal que f-h =0y f+ h es inversible entonces h ¢ myaque femy f+h¢m. m

Proposicion 1.3.5 Para todo m € Max(R), los cuerpos R/m y Ry son candnicamente

isomorfos.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo canénico

p: R — Ry
foe i

1

Veamos que para todo f € R, f € m si y s6lo si { = 0. En efecto, si f € m entonces f

no es inversible y por la Proposicion 1.3.3, existe g # 0 tal que f-g=0y f+g = 1.
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Por tanto g ¢ m y { = 0. Reciprocamente, si { = 0, entonces existe g ¢ m tal que

f-g=0.Luego f-g € my por tanto f € m.

En consecuencia, ¢ induce un homomorfismo inyectivo

Yv: R/m — Rpn
f+m — '

=<

Veamos ahora que 1) es sobreyectivo. Es decir, si para todo f € R y para todo g ¢ m
existe h € R tal que 5 = % y esto es equivalente a que existe t ¢ m tal que (f—g-h)-t =
0 pero por la Proposicion 1.3.4, f — g - h € m. Por tanto, hay que demostrar que para
todo f € Ry para todo g ¢ m existe h € R tal que f —g-h € m. Como g ¢ m, entonces
g+m # 0 en el cuerpo R/m luego existe s+m € R/m tal que (g+m)-(s+m) =1+m
y esto es equivalente a que 1 — g -s € m. Por tanto, f —g-(f-s) €m. m

El resultado anterior no es valido en el caso en que R sea un anillo total de cocientes.
Por ejemplo, si R es anillo total de cocientes y anillo local pero no cuerpo, entonces

Ry =Ry R/m es un cuerpo.

La siguiente proposicion muestra que si I es un conjunto arbitrario, {R;};cs es una
familia de cuerpos y R = [[,.; R; entonces R es O—dimensional. Este resultado es
inmediato por el Teorema 1.1.7 y observando que R es un anillo total de cocientes con
la propiedad de la Proposicion 1.3.1. Pero mostramos a continuacién una demostracion

distinta.

Proposicion 1.3.6 Sip es un ideal primo de R entonces p es mazimal. Es decir R es

0—dimensional.

Demostracion. Supongamos que p es un ideal primo contenido estrictamente en un
ideal maximal m, entonces existe f € m tal que f ¢ p. Como f no es inversible, por
la Proposiciéon 1.3.3, existe g # 0 tal que f-g = 0y f + g es inversible. Por tanto,
f-gepycomo fé&p, gecp Perop C mentonces f+g € my f+ g es inversible,

entoncesm=R. m

En consecuencia, si R es un producto arbitrario de cuerpos, entonces
Max(R) = Spec(R).
Corolario 1.3.7 Sean K un cuerpo, I un conjunto finito y R = K. Entonces
(1) Spec(R) = Max(R) = {m; };er donde m; = {f € R: f(i) = 0}.

(2) R/m ~ Ry ~ K.
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Demostracién. (1) Es inmediato ya que, por el Lema 1.2.6(6), todos los ideales max-
imales de R son de la forma {m;};er donde m; = {f € R: f(i) = 0}.
(2) Por la Proposicion 1.3.5, basta mostrar que para todo m € Max(R), R/m ~ K. Pero
para todo ¢ € I el homomorfismo 1 : R — K definido por ¢(f) = f(i) es sobreyectivo
y Ker(¢)) = m; entonces
¢: R/m; — K
F+m = f(i)

es un isomorfismo. m

Proposicién 1.3.8 Sean K un cuerpo finito, I un conjunto arbitrario y R = K. Para
todo m € Max(R),
m~ R/m~ K.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.5, basta demostrar que R/m ~ K para todo

m € Max(R). Sean K = {ao,...,a,} y consideremos la aplicacion

p: K — R/m
a — al4+m

¢ es inyectiva ya que si @ € Ky al € m entonces oo = 0 pues si « # 0, por la Proposiciéon
1.2.1, al es inversible en R. Veamos que ¢ es sobreyectiva. Sea f € R, para todo i € I,
f@) e{ag,...,anty

(f —a0) -+ (f — 1) =0
ya que para todo ¢ € [ existe j € {0,1,...,n} tal que f(i) = a;, es decir (f—a;1)(z) = 0.
Entonces

(f —aol) -+ (f—anl) em
y por tanto existe j € {1,...,n} tal que f —a;1 € m. Asi ¢ es sobreyectiva. m

Veremos més adelante que el resultado anterior no es cierto si K es un cuerpo

infinito, I un conjunto infinito y R = K.

Lema 1.3.9 Si f € R es idempotente entonces D(f) = {p € Max(R) : f ¢ p} es

abierto cerrado en Max(R).

Demostracion. Paratodo f e R, V(f)NV(1-f)CcV(f+1—-f)=V(1)=0y
puesto que f € id(R) entonces V(f)UV(1Q - f) =V (f-(1— f)) = V(0) = Max(R).
Asi, D(f) =Max(R) —V(f) =V (1 — f) y D(f) es abierto cerrado de Max(R). m

Lema 1.3.10 Si en R todo elemento es inversible o producto de un inversible por un

idempotente, como sucede en el caso de que R sea un producto de cuerpos, entonces
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todos los conjuntos D(f) = {p € Max(R) : f ¢ p}, para f € R, son abiertos cerrados
de Max(R).

Demostracioén. Para todo f € R se tiene que f = uy - ay donde uy es inversible y
oy es idempotente. Note que V(f) = V(ay) y por tanto D(f) = D(af). Ademas, por
el Lema 1.3.9, D(ay) es abierto cerrado de Max(R). m

1.3.1. Filtros y ultrafiltros de /.

Hemos visto en el Lema 1.2.6(9) que hay ideales maximales de K, con I arbitrario,
que no son de la forma m;. Sobre estos ideales hay mucha literatura, pero aqui nos

limitaremos a estimar el cardinal del conjunto que forman usando filtros y ultrafiltros.

Sean I un conjunto arbitrario, K un cuerpo y R = K!. Para todo C' C I, definimos
la aplicacién
ec : I - K

. ) {0, si 1€C
i — ec(i)=

1, si i¢C
Propiedades: Sean B,C C I. Entonces se tiene que:

(1) eg =0, ey =1.

(2) e +ec =epnc +epuc:

(3) ep-ec =epnc-

(4) €% =ec.

Veamos que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de partes de I,

P(I), y el conjunto de los elementos idempotentes de R, id(R).

Proposiciéon 1.3.11 Sean I un conjunto arbitrario y R = K. Entonces la aplicacion

v: P(I) — id(R)
C — ec

es una biyeccion.

Demostracion. v es inyectiva pues si ep = e¢ entonces ep(i) = ec(i), para todo i € I.
Luego eg(j) = 0 con j € B siy sblo si ec(j) = 0 con j € C. Por tanto B = C. Por
ultimo, ~ es sobreyectiva pues si f € id(R), f(i) =0 o f(i) = 1, para todo ¢ € I,
entonces C = {i € I : f(i) =0} cumple que y(C) = f. =
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Definicion 1.3.12 Un filtro § sobre un conjunto I es una familia no vacia de subcon-

juntos no vacios de I, que satisfacen:

(i) si B,C € § entonces BNC € §,

(i) siCeF yC CD entonces D € §.
Proposicion 1.3.13 Si a es un ideal propio de R, entonces
F(a) ={C C I:ecea}l=7""(id(a))
es un filtro en I.

Demostraciéon. Veamos que §(a) cumple las condiciones de filtro. Puesto que e; =
0 € a, entonces I € §(a) y por tanto F(a) es no vacio. Ahora si B, C' € §(a) entonces
ep, ec € ay como a es ideal, eg + ec —ep - ec = epnc € a, por tanto BN C € F(a).
Por ultimo, si C € §(a) y C C D entonces ec - ep = ecup = ep € a. Luego D € F(a).

La segunda igualdad es inmediata por la Proposiciéon 1.3.11. =
Lema 1.3.14 Sean a y b ideales de R. Entonces a C b si y solo si F(a) C F(b).

Demostracion. Sea C' C I tal que C € §F(a) entonces ec € a C b, luego ec € b por
tanto C' € §(b). Reciprocamente, si ec € a entonces C' € §(a) C §(b), luego C € F(b)
y por tanto ec € b. m

Ahora mostraremos que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de

ideales de R, ideal(R), y el de los filtros en I, fil(]).

Proposicién 1.3.15 Sean I un conjunto arbitrario y R = K'. Entonces la aplicacion

w: ideal(R) — fil(1)

es una biyeccion.

Demostracion. Por el Lema 1.3.14, a = b si y solo si §(a) = §(b). Por tanto, p esta
bien definida y es inyectiva. Veamos que p es sobreyectiva. Dado un filtro § de I, el
ideal propio de R asociado a § es a(F) = ({ec}cez) R pues a(F(a)) = ({ectoeg@)) R =
({ectecea) B = ({a})R=a. =

Definicion 1.3.16 Un wultrafiltro es un filtro maximal con respecto a la relacion de

contenido.
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Proposicion 1.3.17 La correspondencia p : ideal(R) — fil(I) relaciona biunivoca-

mente los ideales maximales de R con los ultrafiltros de I.

Demostraciéon. Por la Proposicién 1.3.6, todo ideal primo de R es maximal. Ademas,
por el Lema 1.3.14 y la Proposicién 1.3.15, u es una aplicaciéon biyectiva que preserva
la relaciéon de contenido, por tanto los ideales maximales de R son enviados en los
ultrafiltros de I. m

Lema 1.3.18 (1) Si{3a}aer esuna familia no vacia de filtros de I, entonces (e Sa
es un filtro de I.

(2) Si € = {Fi}ien es una cadena, es decir, {§;}ien €s una familia no vacia de filtros
de I tal que §; C Fit1, entonces |JC = J,cnSi es un filtro de 1.

Demostracion.

(1) Se deduce de la Proposicion 1.3.15 y el hecho que la interseccion de ideales es un
ideal.  (2) Veamos que |J;cn §i cumple las condiciones de un filtro de I. | J;cn i # 0
ya que {§;}ien es una familia no vacia. Ademas si B,C € J;cy 8i, como §; C Fitt,
existe ¢ tal que B,C € §; y por tanto BNC € §;, luego BNC € UiEN §i. Por ultimo,
si C € Ujendi y C C D, existe i tal que C € §; y C C D, luego D € §; y por tanto
DelcnSi- m

Lema 1.3.19 Todo filtro puede extenderse a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea §y un filtro en I. Supongamos P el conjunto de todos los filtros §
en [ tales que § D Fo y consideremos el conjunto parcialmente ordenado (P, C). Si € es
una cadena en P, por el Lema 1.3.18(2), | C es un filtro y por tanto una cota superior
de € en P. Por el lema de Zorn existe un elemento maximal { en P y por definicion, 4

es un ultrafiltro. m

Proposicién 1.3.20 Ezxisten exactamente 92#(h) ultrafiltros de 1.

Demostracion. Ver por ejemplo [8, Theorem 7.6, pag 75|. m

Ejemplo 1.3.21 Si I =N y K =7Z/(2), por las Proposiciones 1.3.17 y 1.3.20,

#(Max(KT)) = 22,

Como 220 > Ny, hay una cantidad de ideales mazimales de K' que no se pueden

describir pero hay una cantidad numerable de la forma m;.
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1.3.2. Inmersién de un anillo en un producto de cuerpos.

Sea R un anillo y consideremos el producto de cuerpos

H R/m.

meMax(R)
Por la propiedad universal del producto existe un homomorfismo de anillos

®: R — HmeMax(R) R/m
a — (a’+m)mEMaX(R)

En general ¢ es no inyectiva pues Ker(¢) = J(R), donde J(R) es el radical de

Jacobson de R. En efecto,

acKer(p) & ¢la)=0« acm, Vme Max(R)
& ac (| m=3R).

meMax(R)

Definimos los conjuntos

OR)={f€R:3g#0tal que f-g=0}

I(R)={f€R:3g€ Rtalque f-g=1}

Proposicién 1.3.22 (1) ¢(I(R)) = I(][nemax(r) /™) N0 (R).

(2) Para todo a € R, p(a) € O(]lnemax(r) B/m) (N p(R) sty sdlo si existe m €
Max(R) tal que a € m.

(3) p(O(R)) C Ol lnemax(r) B/m) @ (R).

(4) Si R es anillo total de cocientes entonces p(O(R)) = O (HmeMaX(R) R/m) Ne(R).
Ademas, el reciproco se verifica si J(R) = {0}.

Demostracion. (1) Si a € R es inversible entonces a ¢ m para todo m € Max(R)
luego @ +m 7 0 en R/m para todo m, por tanto ¢(a) es inversible en [ [, cnpan(r) B/m.
Reciprocamente, sea b € I(][enax(r) /M) (1 9(R), existe a € R tal que b = p(a) y
¢(a) es inversible en [ [ cnjax(g) £2/m entonces a+m # 0 en R/m para todo m € Max(R)
por tanto @ ¢ m para todo m, luego a es inversible y b € ¢(I(R)).

(2) Inmediato porque un elemento de un producto de cuerpos es cero o divisor de cero

si y s6lo si tiene una componente nula.



1.53. Producto de cuerpos. 19

(8) Un elemento que es cero o divisor de cero esta contenido en algiin maximal y por
tanto aplicamos el item (2).

(4) Por el Corolario 1.2.3, [T enax(r) /M es un anillo total de cocientes, entonces
O (HmEMax(R) R/m> U I (HmeMax(R) R/m> = HmeMax(R) R/m y
0 (HmEMax(R) R/m> ﬂ I (HmEMax(R) R/m> = 0.

Por tanto, se tiene que:

() (R) = (O Tnetaxry B/m) U T [nentaxry B/m)) Np(R) =
= (Omertaxry B/m) N e(R)) U (I mentanry B/m) No(R))
v (1) (O nertaxtry B/m) N (R)) N (I mertan(ry B/m) No(R) ) ©

C O([Inemax(r) /™) NI (T nemax(r) 2/m) = 0.

Ademas, por el item (1), ¢(I(R)) = I([]nemax(ry B/M) (N¢(R) y por el item (3),
P(O(R)) € O Tmertan(ry B/m) N 9(R).

=: Por hipétesis, R es un anillo total de cocientes, entonces R = O(R) UI(R) vy
O(R)NI(R) = (). En consecuencia,

w@mDO( 11 Rm)ﬂmm-

meMax(R)

<: Sea a € R. Vamos a ver que R es anillo total de cocientes para esto vemos primero
que si a ¢ I(R) entonces (a) ¢ I(][nemax(r) B/m) N o(R).
En efecto, si p(a) € I(][memax(r) £2/m) (N (R) entonces, por el item (1), existe b € R
tal que ¢(b) = p(a) y b € I(R) por tanto ¢(b —a) = 0. Como ¢ es inyectiva ya que
J(R) = {0} entonces b=a y a € I(R).
Ahora, si a ¢ I(R), entonces ¢(a) & I(][nemax(r) 2/m) N @(R) pero ¢(a) € ¢(R)
luego p(a) ¢ I(][nemax(r) B/m). Por lo tanto ¢(a) € O(][nmemax(r) /M) N @(R) =
©(O(R)). Luego existe b € O(R) tal que ¢(a) = ¢(b) esto es p(a —b) = 0y como ¢ es
inyectiva, a = by a € O(R).
En consecuencia, R es un anillo total de cocientes. m

En general, el reciproco del item (4) de la Proposicion 1.3.22 no es cierto, por
ejemplo, si R es un anillo local que es dominio y no es cuerpo, entonces O(R) = {0},

O(R/m) = {0} y sin embargo R no es un anillo total de cocientes.

Ejemplo 1.3.23 (Un anillo total de cocientes que no es producto de cuerpos)

Sea R = %. Entonces

(i) R es un anillo total de cocientes porque R[x] es un dominio euclideo.
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(i) R es un anillo local porque el inico ideal mazimal de R[x] que contiene al ideal
(23) es (z).

(i1i)) Si R ~ R" entonces r = 1 pues R tiene un unico ideal maximal y R" tiene r

ideales maximales. Pero R no es isomorfo a R pues R no es un cuerpo.

Proposicion 1.3.24 R es un anillo con Max(R) = {my,...,m;} y J(R) = {0} si y

solo si R= K1 X -+ x K. donde K; es un cuerpo para todoi=1,...,r.

Demostracion. =: Sea

¢: R — R/myx---XxR/m,
a — (a+my,...,a+m,)

Como J(R) = {0}, ¢ es inyectiva. Vamos a ver que ¢ es sobreyectiva para ello se debe
probar que para todo (a1, ...,a,) € R" existe @ € R con a; + m; = a + m; para todo 1.
Por otra parte, para todo ¢ € {1,...,7}, myN---Nm;N---Nm, # {0} donde m; denota
que m; no hace parte de la interseccion. Ya que si myN---Nm;N---Nm, = {0} entonces
myN---Nm;N---Nm, Cmy. Por [3, Proposicion 1.11], existe k, 1 < k <7, con k # i
tal que my C m;. Pero my y m; son maximales luego m; = m; y esto es absurdo. En

consecuencia, my N---Nm; N---Nm, # {0} y
miN-Nm N Nme € m.

De esta forma, existe x; ¢ m; y x; € my N ---Nm; N---Nm, luego x; +m; # 0 en el
cuerpo R/m; y existe y, +m; tal que (x;+m;)(y; +m;) = 1+m;. Entonces x;y,—1 € m;
y Xiy; EmpN---Nm;N---Nm,. Llamamos e; = x;y; parai=1,...,7.
Por consiguiente para todo i, 1 <i <r,e; —1 € m; y ; € m; para todo j # ¢ ademas
sia =) _,a;e; entonces
r
a+m; = Zaiei+mj =aje; +m; = a; +m;.
i=1
En consecuencia, ¢ es sobreyectiva y R es un producto de cuerpos.
<:S1i R=K; x--- x K,, entonces por el Lema 1.2.6, Max(R) = {my,...,m,} donde
m; = {a € R:a(i) =0}. Luego, J(R) = {0}. m

Ejemplo 1.3.25 Sea R = C([0, 1], R) y consideremos x € [0,1]. En consecuencia, m, =
{feR: f(z) =0} es un ideal mazimal, (\,cp0 1) Mz = {0} y como J(R) C (,¢jo,1) Ma

entonces J(R) = {0}. Pero R no es un producto de cuerpos.
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1.4. [B—Anillos.

Si R =K' con K un cuerpo e I un conjunto finito entonces, por el Corolario 1.3.7,
R es producto de sus localizados. Para un anillo general R no es cierto este resultado.
Podemos plantearnos generalizar la nocién de anillo producto directo de anillos locales,

por anillo que es limite proyectivo de sus localizados.
Sea R un anillo. Para todo p € Spec(R) consideramos el morfismo

ep: R — Ry

a
a = 7

Sip C q, el diagrama

es conmutativo. En consecuencia, si construimos el limite proyectivo

Wm (R, fap )p.aespec(r)
pCq

existe un homomorfismo canénico

p:R— @(Rpa Jap)p.aespec(R)
pCq

donde ¢(a) = ({)pespec(Rr)-

Lema 1.4.1 Ker(p) C (Nyespec(r) P ¥ €n consecuencia si R es reducido, es decir R no

tiene elementos nilpotentes, entonces ¢ es inyectiva.

Demostracion. Sea a € Ker(p), § =0 en Ry, para todo p € Spec(R). Esto equivale a
que para todo p, existe A\, ¢ p tal que A\pa = 0. Luego a € p, para todo p € Spec(R).
Por tanto a € ﬂpespec( R)P- Por otra parte, la interseccion de todos los ideales primos
de R es el nilradical de R y R no tiene elementos nilpotentes entonces a =0 y ¢ es

inyectiva. |

El reciproco del Lema 1.4.1, no es cierto y lo veremos en el Ejemplo 1.4.4.

Definicion 1.4.2 R es un S—anillo si y sdlo si ¢ es un isomorfismo.
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En la tesis doctoral de E. Fernandez Bermejo, [7], se utiliza la propiedad caracteris-
tica de los B—anillos para extender resultados de grupos clasicos en modulos libres sobre

anillos locales a propiedades de moédulos libres sobre S—anillos.

Lema 1.4.3 Si R es un anillo local entonces

R= @(va Jap)p.qespec(r)
pCq
y R es f—anillo.

Demostracion. Sea m el ideal maximal del anillo R. Entonces para todo p € Spec(R),

p C m pues todo ideal primo de R esté contenido en el maximal m. Por tanto

@(RP)pESpeC(R) = Rn.

Pero Ry = R ya que Ry = SR donde S es el complementario del ideal maximal, que
en el anillo local R coinciden con los elementos inversibles.

En consecuencia,

R=Ryn= 11’LH(RJJ)peSpeC(R)’

@ es el homomorfismo identidad y R es S—anillo. m

Ejemplo 1.4.4 (Un f—anillo con elementos nilpotentes)
Consideremos el anillo local R = Z/(4) con ideal mazimal m = (2) y con conjunto de
elementos inversibles S = {1,3}. Entonces, por el Lema 1.4.3, R es B—anillo.

Por otra parte, este ejemplo muestra que el reciproco del Lema 1.4.1 no se cumple pues

: Ii
¢:R— <El(RP)pESpec(R)
es inyectiva ya que @ es el homomorfismo identidad y R tiene elementos nilpotentes.

Proposicion 1.4.5 (Significado de la definiciéon de f—anillo) R es un S—anillo

sty solo st para toda familia de elementos {& eR } tal que sip C q, Lo — Ja
Y p f 9p P peSpec(R) q p q 9p 9q
en Ry, eriste un inico a € R con § = g—‘; para todo p € Spec(R).

Demostracion. Se sigue de la definicién de limite proyectivo. m

La idea intuitiva de la definicién de S—anillo es la siguiente: los elementos de R,
son “funciones que pertenecen localmente a R en el punto p”, los elementos de limR,
son funciones que “localmente” estdn en R para todo p € Spec(R). Entonces R gun
f—anillo si toda funciéon que localmente estd en R, para todo p € Spec(R), es un

elemento de R.
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Vamos a mostrar que si R es un dominio entonces R es un S—anillo pero necesitamos

de la proposicién siguiente.

Proposicion 1.4.6 Sea R un dominio. Si identificamos R vy sus anillos cocientes con

sus 1mdgenes en el cuerpo de fracciones entonces

R= () R,

peSpec(R)

Demostraciéon. R C ﬂpespeC(R) Ry yaquesia € R, § € Ry, para todo p € Spec(R).

Para la otra contencién sea a € ﬂpESpec r Rp. Definimos
I, ={x € R:ax € R}.

Es claro que I, es un ideal de R y note que a € R si y sblo si 1 € I,. Veamos que
1 € 1, siysolosi I, no es un ideal propio de R. En efecto, si 1 € I, entonces I, = R
y reciprocamente, si I, es propio, existe p € Spec(R) tal que I, C p, como a € R,
entonces a = % con y ¢ p luego ay = = y en consecuencia y € I, C p lo cual es absurdo.
ASI, a € R y R = mpESpec(R) Rp |

Proposicion 1.4.7 Si R es un dominio, entonces R es un B—anillo.

Demostraciéon. Por la Proposicién 1.4.6,

R= () R,

peSpec(R)

Por otra parte, para todo p € Spec(R), R, es subconjunto de K(R), el cuerpo de
fracciones de R. Ademas, K (R) es el localizado de R en el ideal primo (0) y { fqp : Rq —

Ry} son las inclusiones entonces el limite proyectivo es

m(Rp, fop)p,qespec(r) = (1 Rv=R
pCq peSpec(R)

En consecuencia, ¢ es el homomorfismo identidad y R es un S—anillo. =

Ejemplo 1.4.8 De acuerdo a la Proposicion 1.4.7, si K es un cuerpo entonces el anillo

de polinomios K[x1,...,x,] es un f—anillo pues K[x1,...,x,] es un dominio.
Teorema 1.4.9 Si K es un cuerpo e I es finito, entonces R = K' es un —anillo.

Demostracién. Por el Corolario 1.3.7, R = K es un anillo en el que todos sus ideales

primos son maximales, por tanto no hay morfismos entre los localizados, luego el limite
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proyectivo es el producto de éstos. Es decir

@(RP)pESpeC(R) = H Ry
meMax(R)

Ademas, también por el Corolario 1.3.7, para todo m € Max(R) se tiene que Ry ~ K
entonces

@(RP)}JGSPEC(R) = H Ry ~ R.
meMax(R)

Por tanto, ¢ es el homomorfismo identidad y R es f—anillo. m

Note que si I es infinito, la aplicacion § : I — Max(R) dada por §(i) = m; es

22#(1)

inyectiva pero no sobre ya que #(I) << #(Max(R)) = . Luego el cardinal del

conjunto de los ideales maximales de R = K con I finito y de R = K7 con J infinito
se comparan como #(Max(R)) << #(Max(R)). Por tanto, en el caso en el que .J es
infinito, R = K no puede ser un S—anillo. En la siguiente seccién vamos a generalizar

este resultado.

1.4.1. Componentes grafoconexas.

Sean I un conjunto arbitrarioy A C IxI. En lo que sigue diremos que {C}, fi;} jer
(i.)eA
es un diagrama en una categoria € si estd compuesto por

(i) una familia de objetos {C}}jcr de € y
(ii) una familia de morfismos de €, {fi; : C; = Cj}(; jyea-

Sea X un conjunto. Todo subconjunto A de X x X induce una relacién de equiva-

lencia en X mediante el proceso siguiente de construccién de relaciones

Ri: aRib & (a,b)eA o a=b
Ry : aRsb & aRib o bRja
R: aRb < dai,...,a; € X tales que aRsa1Rs...RoaiRsb.

Larelacion Ry es reflexiva, Ry es reflexiva y simétrica, y R es una relacion de equivalencia
llamada relacion de equivalencia asociada a A. Ademés R es la minima relacién de
equivalencia en X que contiene a A es decir para toda @ relaciéon de equivalencia de X
tal que A C @), se tiene que R C Q.

Definicién 1.4.10 Si D = {C}, fi;} jer es un diagrama en C entonces
(i,j)eA

(1) Llamamos componente grafoconexa de I a cada elemento de I/R = {1y }aer donde

R es la relacion de equivalencia asociada a A.
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(2) Para toda I, componente grafoconexa de I, llamamos componente grafoconexa del

diagrama D a Do = {Cj, fi;} jer. con Aq =AN Iy X Iy).
(4,§)€EA.

Observe que si A, = AN (I, X I,) entonces

(i) Para todos o, B €T, a# 3, Ay N Ag = 0.
(ll) A == HaGTAa-

(iii) Como A = IyerAg, (4,7) € A siy solo si existe a tnico tal que i, j € 1.

Proposicion 1.4.11 Sean I = U, ecrl, una particion de I y A C I x I un subconjunto

tal que A = IloerAN(Iox1y). En la categoria C dado un diagrama D = {Cj, fi;} jer ,
(i.5)eA
si Do = {Cy, fij} jer. con Ay =AN(y x1,) entonces
(7‘7])€A(¥

lim D = ] lim Do
aeT

Demostraciéon. Para todo a € T, llamamos
(Zom@aj) = @Daa Paj - Lo — Cja Vj € l,

Entonces, para todo A y toda familia de morfismos a; : A — C}, j € I,, tales que para
todo (i,7) € Aq, fij 0 a; = a;, existe 6o : A = Z, Gnico tal que a; = pq; 0 dq.
Definimos Z = [[,crZa ¥ ¥a : Z — Z, a la proyeccion. Entonces para todo Ay
para toda familia de morfismos d, : A — Z,, a € T, existe a : A — Z tnico tal que
Yo 0 a = dq, para todo o € T.

Vamos a probar que Z cumple la propiedad universal del limite proyectivo.

(1) Existen los morfismos t; : Z — C, para todo j € I, ya que existe ac € T tinico con
j € I, y existe el morfismo proyeccién sobre la componente «, @, @ Z — Z, y puesto
que j € I, existe el morfismo del limite ¢,; : Z, — Cj. Por tanto, podemos construir
tj: Z — Cj por tj = paj 0 o para todo j € I,.

(2) Para todo (i,j) € A, fij ot; = t;. En efecto, si (4,j) € A, existe a tnico tal que

(i,7) € Ay y si consideramos el diagrama

t;
.
Z Pa Za Pai 07,
tj xax lfzj

Cj
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Entonces, fij ot; = fij 0 (¢ai © Pa) = (fij © Pai) © Pa = $aj © Pa = t;.

(3) Para todo A y toda familia de morfismos a; : A — C; de manera que para todo
(i,7) € A, fij o a; = a; existe un tnico morfismo a de A en Z tal que tj o a = a;, para
todo j € I,.

En efecto, fijamos o € T. Tomando la familia de morfismos a; : A — C}, para todo
j € I, y puesto que para todo (i,5) € AN (Iy X Iy), fij ©a; = a; entonces existe
0o 1 A = Zy con @qj 0 0o = aj, para todo j € I,. Teniendo la familia de morfismos
0o : A — Z,, para todo a € T, existe a : A — Z tal que @, 0 a = d, para todo a € T.

Ademas,

Entonces, tj 0 a = (¢aj © Pa) © @ = ©aj © (Yo © @) = @aj 0 0o = aj, Vj € I,.
Veamos que a es Gnico con esta propiedad. Supongamos que b verifica la misma condi-
cion, es decir para todo j € I, tjoa =a; y tjob = a;. Como j € I,, para algin

a €T, entonces tjoa = pajopaoa y tjob= ;o p,ob. Luego

Paj O Pa 0= Pajopaob, Vje€l,.

Por la unicidad de d,, tal que a; = o004, para todo j € I, tenemos que poo0a = @, 0b
para todo aw € T, y por tanto, a =b. m
En consecuencia, si D = {C}, fij} jer esun diagramay {Dq}aer es la familia de

(i,j)eA
componentes grafoconexas asociadas a A entonces

lim D = [] tim Do
aeT

Observacioén 1.4.12 Podemos pensar que al tomar una descomposicion del conjunto
de indices, que no verifique la hipdtesis de la Proposicion 1.4.11 se obtiene el mismo
resultado. Esto no es cierto en general, por ejemplo sean A, B, C conjuntos, y f : A - B

y g: C — B dos aplicaciones con el mismo rango. Ademds consideremos el diagrama
A *f>B <2 C . El limite proyectivo del primero es A, el limite del sequndo es C

y el limite de {A,C} es A x C. Pero el limite del diagrama ALoB I O oese
producto fibrado

AxpC={(a,c) e AxC: f(a)=g(c)} #AxC.
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Si R es un anillo, trasladando a Spec(R) las notaciones iniciales de esta seccion
tomamos en Spec(R) x Spec(R) a A = {(p, q) € Spec(R) xSpec(R) : p C q} y la relacion
de equivalencia asociada a A. Sea {G }acr €l conjunto de componentes grafoconexas

de Spec(R). El diagrama D = {Ry, fpq}pqespec(r) S¢ descompone en sus componentes
pCq
grafoconexas {Dq }aer donde Do = { Ry, foq}p.qeca-
pCq
Por la Proposicién 1.4.11,

si R, =IlimD, entonces limD = H R,.
— —

a€eT
{R N Rq}
a — ¢
I ) qeGa

inducen homomorfismos ¢, : R — R, para todo a € T. Entonces, R es un S—anillo si

Los morfismos

el morfismo ¢ : R — [],c7 Ra inducido por los ¢, es un isomorfismo.

Lema 1.4.13 Si Ry,..., R, son 8—anillos, entonces R = Ry X ---X R, es un f—anillo.
En particular el producto finito de anillos locales y el producto finito de dominios enteros

son B—anillos.

Demostracion. Por el Lema 1.2.6(7),
n
Spec(R) ~ H Spec(R;).
i=1

Por tanto, si M, y M son ideales primos de R tales que M, C M, entonces existe ¢ tinico
tal que p,q € Spec(R;) v p C q. Luego, por la Proposicion 1.4.11 y como Ry,..., Ry,

son S—anillos, entonces

n

W { R, } v espec(r) = 1_11 W {(Ri)q}aespee(ri) = 1_[1 R; =R.

En consecuencia, ¢ es el morfismo identidad y R = Ry X -+ X R, es un f—anillo. m

Observe que el Lema 1.4.13 no se cumple si cambiamos el producto finito por infinito

pues en este caso aparecen ideales primos descritos en el Lema 1.2.6(9).

Proposicion 1.4.14 Si R es f—anillo entonces Spec(R) tiene un nimero finito de

componentes grafoconeras.

Para la demostracion de la Proposiciéon 1.4.14 necesitamos el siguiente lema.
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Lema 1.4.15 Si R es un B—anillo y m es un ideal mazimal de R, entonces existe «

unico con m € Gy tal que

a
Pa(m) = {(I)peGa ta € m}
es un ideal propio de R,.

Demostraciéon. Como ¢, es el morfismo proyeccion, o (m) = {({)peq, : @ € m} es
ideal de R,. Ademas, po(m) es un ideal propio porque si (1)pec, € @o(m) entonces

existe a € m tal que
a

(Dpeca = (I)peGa

y como m € G, en particular, 1 = ¢ en Ry. Luego existe A ¢ m tal que A(1—a) =0,

pero 0 € m entonces (1 —a) € m y por tanto 1 € m ya que a € m y esto es absurdo. m

Demostracion. (de la Proposicién 1.4.14) Sea T infinito, por el Lema 1.2.6(9),
existe M ideal maximal de [] . Ra tal que 9o (M) = R, para todo o € T'. Pero esto
es absurdo pues en el Lema 1.4.15 se probo que existe un « tal que ¢, (M) es un ideal
propio de R,. En consecuencia si R es f—anillo, entonces Spec(R) tiene un numero

finito de componentes grafoconexas. m

Como consecuencia de la Proposicion 1.4.14 los anillos de funciones continuas C(X, R)

con X abierto de R™ no son S—anillos.

1.4.2. Relacién entre las componentes grafoconexas, irreducibles y

conexas de Spec(R).
Recordemos que
Definicion 1.4.16 Si X es un espacio topoldgico,

(1) una componente conexa de X es un subconjunto conexo maximal de X.

(2) una componente irreducible de X es un subconjunto irreducible mazimal de X.

Es conocido que las componentes irreducibles de Spec(R) se corresponden con los

ideales primos minimales.

Proposicion 1.4.17 Si R es un anillo reducido y Spec(R) tiene un nimero finito de

componentes irreducibles, entonces son equivalentes:

(1) Las componentes irreducibles de Spec(R) son abiertas.

(2) Las componentes conexas, grafoconezas e irreducibles de Spec(R) coinciden.
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(8) Las componentes irreducibles de Spec(R) coinciden con las componentes grafo-

conexas.

(4) R =1I;_, Ri, con R; dominio, para todo i.

En consecuencia, un anillo R que satisface una de estas propiedades es un S—anillo por

la Proposicion 1.4.18.

Demostracién. Para todo p € Spec(R), llamamos I,, Gy y C, a las componentes
irreducibles, grafoconexas y conexas respectivamente de p.
(1) = (2): Veamos primero que I, = C, para todo p € Spec(R). Si I, es no conexo,
entonces existen abiertos U y V de X = Spec(R) tales que

Un)yu(Vnl)=1 y (Un)n(VNI)=0.

Ademaés, como I, es abierto de X, U' =U N1, y V' =V NI, son abiertos de X. Por
tanto, X — U’ y X — V' son cerrados ademas como I, es cerrado, (X —U') NI, y
(X —V')N I, son cerrados de X tales que

(X-UNNL)U(X -V)NL)=(X -0 nV)NL,=XNI, =1,

(X -U)NL)N (X -V)NIL)=(X - W' uV)NI,=0.

Esto contradice la irreducibilidad de I,. Luego I, es conexo y I, C C.
Antes de probar que Cy es irreducible para todo p € Spec(R), veamos que

LNIg=0 si I, # I,

En efecto, supongamos que I, N I # ) con I, # I;. Puesto que I; es abierto entonces
I, — I es cerrado y como I, # Iy, I, — I; es no vacio. Ademas, I, N I; es cerrado,
luego I, = (I, N I) U (I, — I) es la union de los cerrados propios. Esto contradice la
irreducibilidad de I;,.

Si I, & Cp entonces Cy es la union de abiertos disjuntos I; N Cy, q € Spec(R). Es decir,

G= U wLnay) (1.2)
qeSpec(R)

donde ninguno de los conjuntos I;NCy coincide con Cy, porque I,NCy # Cp y I;NCy # Cy
ya que si I N Cp, = C, entonces Cp C Iy y como I, C C, entonces I, C Iy es decir
I, N I; # 0 lo cual es absurdo. Pero la Ecuacion (1.2) contradice la conexidad de Cy,
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por tanto I, = C}, para todo p € Spec(R).

Por dltimo veamos que I, = G, para todo p € Spec(R). En efecto, puesto que las
componentes irreducibles de Spec(R) son los cierres de primos minimales entonces sean
P1,...,Pr los primos minimales y I, ,..., I, sus componentes irreducibles. Note que
I,,, para i = 1,...,7, es una componente grafoconexa ya que I, N I; = 0 si I, # I,
y si p,q € I, entonces p; C p o p; C q. Ademas, I,, = G}, porque de lo contrario
existe p € Gy, y p ¢ Ip,. Como p ¢ I, existe j tal que p € Iy, y I, C Gy, entonces
p € Gp, NGy, vy esto es absurdo pues las componentes grafoconexas son disjuntas.

(2) = (3) Es inmediata.

(3) = (1) Por hipoétesis, I, = Gy para todo p € Spec(R) y como las componentes
grafoconexas son disjuntas G, # Gy, entonces I, N Iq =0 si I, # Iy

N U =0

q€Spec(R), a#p

Por tanto, I, es abierto pues sélo hay un ntimero finito de componentes irreducibles.
(1) = (4) Sean pi,...,p, los ideales primos minimales de Spec(R) y Ip,..., I, las
componentes irreducibles. Existe un isomorfismo entre R y el producto de dominios

R/p1 X --- X R/p,. En efecto,

v: R — R/p1x---XxR/p,
a (a—{—pl,...?a—i—p?«)'

Veamos que Y es inyectiva. Si a + p; = b + p;, para todo i = 1,...,r, entonces
a—b € (i_; pi. Puesto que R es reducido, esto es, ﬂpESpec(R)p = {0} y como
Nieipi = ﬂpespeC(R) p entonces ()i_;pi = {0} luego a = b. Para ver que ¢ es so-
breyectiva basta ver que (0 + p1,...,1+ps,...,0+p,) € Y(R) para todo s =1,...,7.
Veamos primero que p; + p; = R para todos ¢,5. Si p; + p; # R entonces existe un
maximal m tal que p; +p; C m luego p; Cmy p; C m, es decir m € Iy, N [y, y esto es
absurdo si p; # p; porque Ip, NIy, = Gy, NGy, = 0.

Ahora, como p; +p; = R para todos 4,7, con i < j, entonces existen oj,3;;
tales que oy + Biy = 1, aij € pi, Bij & pi» iy & p; Yy Bij € pj. Sea e; =
Qls - Qs—1)sBs(s+1) - - - Bsr entonces es € p; paratodoi # s yaque ays € P1, ..., Qs_1)s €

Ps—1; Bs(s+1) € Ps+15- -+, Bsr € pr. De esta forma, ¥(es) = (0,...,es +ps,...,0). Ahora
veamos que es + ps = 1 4+ p,. En efecto,

€s = (]- - Bls) T (1 - ﬁ(sfl)s)(l - as(erl)) T (1 - asr) =1—Fs
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donde fs; € ps ya que en cada término de fs hay por lo menos un Bis,...,Bs-1)s

Qg(s41)s - - - » Asr que pertenecen a ps. Por tanto, si a = aje; + -+ + a,€, entonces
Y(a) = (a+p1,...,a+p;) = (a1 +p1,...,0, +p;)

yaque paratodos =1,...,7, a+ps =aje1+---+are,+ps = ases+ps = as(es+ps) =
as(]- + ps) =as + Ps.
(4) = (1) Puesto que las componentes irreducibles de Spec(R) son los cierres de ideales
primos minimales y por el Lema 1.2.8, los primos minimales de R son de la forma
m=[[L; i2;Pi con p; = R; y p; = (0). Entonces solo falta ver que son abiertas
pero esto se tiene pues las componentes irreducibles son cerradas y disjuntas. m

En la Proposicién 1.4.17, la hipotesis de que el anillo R sea reducido es necesaria

solo para demostrar (1) = (4). Por ejemplo si K es un cuerpo, el anillo
R=K[t]]/(t*) = {a+bt:a,bc K}

tiene un tnico ideal primo minimal y maximal, el ideal generado por (¢). En consecuencia

R cumple (1) pero no es producto finito de dominios.

1.5. Anillos de Hermite.

Si M es un R—modulo libre, toda base B = {u;};c; de M induce un isomorfismo

M ~ RU) que asocia a cada @ € M sus coordenadas (ai)ier en la base B.

Definiciéon 1.5.1 Sean M un R—mddulo libre y B = {u; };er una base de M. Definimos

a I(a) como el ideal de R generado por las “coordenadas” de a en B. Es decir, si
a =3 ,cra;u;, entonces I(a) = ({a;}icr) R = ({ai}ier)

Proposicion 1.5.2 I(a) es independiente de la base B elegida.

Demostracion. Sea B’ = {v;};er otra base de M. Entonces v; = 3, ¢;ju; donde

#(j : ¢ij #0) < oo para todo i. Luego
a = Z bl'V,L' = Z bl Zc’ijuj = Z (Z Cijbi> u;.
el i€l jel jel \iel

Ademés, como a = .. a;ju;, entonces a; = >, ciibi vy ({aj}jer) € ({bi}ier). Por
simetria en la prueba tenemos que ({b;}icr) C ({aj}jer) y por tanto ({a;}jer) =

({bi}icr). m

Definicion 1.5.3 Sea M un R—mddulo libre de rango finito.
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(1) Un elemento a € M se dice unimodular si I(a) = R.

(2) Un elemento a € M se llama complementable si existe una base de M que contiene

aa.

(3) Un anillo R se llama anillo de Hermite si para todo M, R—mddulo libre de rango

finito, todo elemento unimodular es complementable.

Observacion 1.5.4 Sea M = R"™.

(1) Un vector fila (a1,...,an) € R" es unimodular si y sdlo si existen \,...,A\p € R

tales que Aiai1 + -+ + Apapn = 1.

(2) Un elemento (ai1,...,a,) € R™ es complementable si y sdlo si existe una matriz
A de n x n inversible cuya primera fila es (a1, ..., ap).
(8) Un anillo R es Hermite si y sdlo si todo vector (ay,...,ay) € R™, para todo n,

unimodular es complementable.

Ejemplo 1.5.5 Un cuerpo, el dominio Z y el anillo de polinomios K[x1,...,x,], con

K cuerpo (Conjetura de la fila unimodular) son ejemplos de anillos de Hermite.

Ahora veamos un ejemplo de un anillo que no es de Hermite.

Ejemplo 1.5.6 (Una fila unimodular que no es complementable)
Consideremos el anillo de coordenadas de funciones polinomicas reales sobre la 2-esfera
real S?, R = Rlx,y,2]/(z? +y*+ 2% —1). Entonces (T,7,%) € R® es una fila unimodular
puesTT+yy+2zz—1=0. Ahora veamos que (T,y,z) no es complementable:

Supongamos que (Z,7,Z) es complementable es decir que existe Q € GL3(R) tal que

T Yy z
Q=1 axn a2 aa

az1 asz2 a3

Note que (Q')~1Q" = I3 es por tanto

((Qt)il)ll ((Qt)il)u ((Qt)il)m T a1 a31 1 00
(@) Mar (@) M2z (@) 123 Yy ax azx |[=10 1 0
(@) M1 (@) M2 (@) a3 Z ag3 ass 0 01
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Entonces, la aplicacion

¢: S = R?
p o= (@) Harlp), (@) H22(p), (Q1) 23 (p))

es un campo vectorial analitico sobre S? tal que nunca se anula y esto no es posible por

la topologia de S*.

Lema 1.5.7 Si R es un anillo local, entonces R es un anillo de Hermite.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de R. Para toda fila unimodular (a1, ..., a,) €

R™ existen z1,...,x, € R tales que a1x1 + - - - + apxy, = 1. Entonces el ideal generado

por zi,...,x, cumple que (z1,...,z,) € m. Esto es, existe ¢ tal que z; ¢ m. Luego
x; es inversible y existe .CCl-_l € R tal que azixi_l = 1. En consecuencia existe una matriz

con determinante 1,

A0 0 0 0
0 1 0 0 0
= )\xi =1
o 0 --- 0 0
0
A= :13;1 para ¢ impary A= —33;1 para ¢ par. Asi, R es un anillo de Hermite. m

Lema 1.5.8 Sea {R;}ics una familia de anillos de Hermite, entonces R = [],.; R; es

el
un anillo de Hermaite.

Demostracion. Consideremos la proyeccién i—ésima, m; : R — R;. Para toda fila
unimodular (ai,...,a,) € R", existen by,...,b, € R tales que bja; + --- + bya, =
1. Aplicando la proyeccion i—eésima, m;(by)m;(ay) + - -+ + mi(b,)mi(a,) = 1, entonces
(mi(a@1),...,m(ay)) es una fila unimodular para todo i € I. Por otra parte, como R; es
un anillo de Hermite, existe una matriz inversible M; = (O‘is)lﬁr,SSn con primera fila
(mi(a1),...,m(ay)) para todo i € I por tanto existe M = (ous)1<rs<pn inversible con

primera fila (a1, ..., a,). En efecto, definiendo a,s como m;(as) = al, para todo i € T
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y como 7; es un homomorfismo de anillos entonces, para todo i € I,

a] cee an, ai e Qan

Qo1 Qon Q21 Qon

T det . . = det T
(87751 Onn Qnl Qnn
7'('2'(041) m—(an)
i i
Qo1 Qop
= det : ] =1
) %
Qn1 Onn
Luego la matriz M tiene determinante uno ya que det(oys)i<rs<n = 1 si y solo si

mi(det(ous)1<r,s<n) = 1 para todo i € I. En consecuencia, R es un anillo de Hermite. m
Corolario 1.5.9 Un producto infinito de cuerpos es un anillo de Hermite.

Un subanillo de un anillo de Hermite no es en general Hermite y un cociente de un
anillo de Hermite tampoco es en general Hermite. Por ejemplo, el anillo del Ejemplo 1.5.6
es un dominio por tanto su cuerpo de fracciones Fr(R) es anillo de Hermite, R C Fr(R)
y R no es Hermite. Ademéas R[x,y, z] es un dominio por tanto es un anillo de Hermite
vy R=R[z,y,2]/(x* + y* + 22 — 1) no lo es.

1.6. Apéndice.

En esta seccién queremos comparar, mediante ejemplos, los diferentes tipos de anillos

estudiados en este capitulo, anillo total de cocientes, S—anillo y anillo de Hermite.

(1) De acuerdo con la Proposicion 1.4.7, un dominio es un S—anillo. En particular,
si K es un cuerpo, R = K|[x] es un S—anillo y R es anillo de Hermite pero no es
anillo total de cocientes pues x es un elemento no inversible ni divisor de cero en

R.

(2) Por el Corolario 1.2.2, un producto infinito de cuerpos es anillo total de cocientes

y es anillo de Hermite por el Corolario 1.5.9 pero no es S—anillo.
(3) Por el Ejemplo 1.5.6, R = Rz, y,2]/(z? + y*> + 2% — 1) no es anillo de Hermite

pero por la Proposicion 1.4.7, R es S—anillo pues R es un dominio.

Sospechamos que un anillo total de cocientes no es necesariamente un anillo de

Hermite. Ademas el siguiente lema presenta otra relaciéon entre los anillos.
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Lema 1.6.1 Sea R un anillo. Si R es 0O—dimensional y B—anillo entonces R es anillo

de Hermite.

Demostracion. Puesto que R es 0—dimensional, todos los ideales primos son maxi-
males y como R es S—anillo, por la Proposicion 1.4.14, Spec(R) tiene un ntumero finito
de componentes grafoconexas las cuales son los ideales maximales luego R es un anillo
semilocal. Pero, como R es S—anillo, R es un producto finito de anillos locales y por el

Lema 1.5.7 y el Corolario 1.5.9 se tiene que R es un anillo de Hermite. m

El siguiente es ejemplo de un anillo total de cocientes, S—anillo y anillo de Hermite.

Ejemplo 1.6.2 (Un anillo total de cocientes con maximal no nilpotente) Sea

Rz, y]] I _ _
R = ={a+by+zs(x):a,beR ys@) € R[[7]]}.
@@ty 0@+ ) { (z) (z) € R[z]]}
Note que los elementos de R satisfacen que T> = 5> = —Zy y en general para cada
r>2, 7 = (=1)%"T""° para todo s = 1,...,r. El producto de dos elementos en R es

(a+by+7s(Z))(c+dy+7t(T)) = ac+ (ad+ be)y + Th(T) donde h(T) € R[[z]]. Veamos

que R es un anillo total de cocientes.

(i) Sia # 0 entonces a + by + Ts(T) es inversible. En efecto, si a # 0 entonces (a +
by+7s(7))(a—by+7s(T)) = (a+7s(7))2 - b*y? = (a+75(7))?> —b°7% = a®>+7h(T)
donde h(z) = 2as(x)+z(s(x))?—b*Z. Note que a®+xh(x) € R[[Z]] es inversible ya
que a # 0 luego eziste r(T) € R[[Z]] tal que (a+by+Ts(T))(a—by+Ts(T))r(T) = 1.

En consecuencia, a + by + Ts(T) es inversible.

(i) Sia =0 entonces a+by+7Ts(T) es un divisor de cero. En efecto, si a = 0 entonces
eriste T+ 7 € R tal que (by +Ts(Z))(T +7) = 0.

Note que R es un anillo local con ideal mazimal (T,y) pues esta formado por las no
unidades de R. Ademds, R no es nilpotente pues si lo fuera existiria n € N tal que
(Z,9)" y en particular existiria n € N tal que T = 0. Como T = x+ (z(z+y), y(x +y))
entonces T" = =" + (z(z + y),y(x + y)) = 0 esto es 2™ € (x(z + y),y(x + y)). Luego
x4y divide a " y esto es absurdo. En consecuencia, R es un anillo total de cocientes
y un anillo local pero no es una R—dlgebra finita. Ademds, por los Lemas 1.4.8 y 1.5.7,

R es también un S—anillo y un anillo de Hermite. Mds ain, R no es 0—dimensional.
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Capitulo

K —algebras de dimension finita como

espacios vectoriales

En el capitulo anterior hemos estudiado las K —é&lgebras finitas con producto e; -
e; = d;;€;. En este capitulo daremos resultados generales sobre K —élgebras finitas y

clasificaremos las K —élgebras finitas en baja dimension para el cuerpos R.

2.1. Tensores y la estructura de K —Aalgebra de un espacio

vectorial.

Sean K un cuerpoy V un K —espacio vectorial de dimension finita. Un producto en V'
con el cual V' tenga estructura de K —algebra es una aplicacion K —bilineal V xV — V,
que ademaés es simétrica (propiedad conmutativa), que cumple la propiedad asociativa y
la existencia de neutro. Como V' es de dimension finita, entonces se tiene el isomorfismo

canénico

V ~Hom(V*, K) = (V*)*
El producto define entonces una aplicacién bilineal

¢p: VxV — Hom(V* K)

(u17 u2) — (b(ul,ug)

Con Py, uy) - V' — K esta dado por ¢y, u,)(v*) = v*(u1-uz) y donde - es el producto
de la K —algebra.
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En consecuencia el producto es un elemento

P ¢ Bil(V x V,Hom(V*, K)) = Hom(V @ V, Hom(V*, K)) =~ Bil(V @ V) x V*, K))
~ Mult(VxVxV* K)~Hom(V@VeV" K)=(VeVV )" ~2V"'V*'eV.

P se considerara indistintamente como elemento de uno cualquiera de los espacios

candnicamente isomorfos construidos anteriormente.

Si {e1,...,en} es una base de V' y {ef,...,e}} es la base dual, entonces P como
elemento de Bil(V x V, V) esta definido por

n
— A, - k
P(ej,ej) =e;-ej = E ;e
k=1

donde para todo k la matriz P, = (Oéfj)lgi,jgn es simétrica (propiedad conmutativa del
producto). P como elemento de Mult(V x V x V* K) esta dado por

n
P(e;,ej,ep) =ep(e;-e;) = Zaﬁje}Z(el) = ozf“‘j
=1
y como elemento de V* @ V* @V,

n
P— O[Z] ei®ej ®ek
i, k=1

Ejemplo 2.1.1 (1) Sea V.= K™ con el producto componente a componente. Por el
Lema 1.2.4, existen ey, ..., e, € V tales que e;-e; = d;je; y » i, e; = 1. Luego
afj = d;; y por tanto para todo k =1,--- ,n, P, = (afj)lgi,jﬁn es la matriz con

elemento 1 en la posicion i = j = k y cero en las otras posiciones.

Rlz]

2) Si consideramos la R—dlgebra de los nimeros paracomplejos P = ——= y tomamos
(z*—1)

dos bases de P, {u; = %,ug = HT;} y {v1 = 1,va = T}. En estas bases las

matrices P son las siguientes

(i) P1=<\f 8) yP2=<8 \3§> para {uy,us}.

1 0 0 1
i) P, = Py = ).
(i) Py (0 1>y ) (1 0>pam{v1 va}

Aparentemente no hay relacion entre las matrices correspondientes en estas bases.

(3) SeaV = ﬁ[f)] con la estructura de dlgebra inducida por la del anillo de polinomios.
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2 s 1<i+j<n-—1
0 st i+j>n—1
Por tanto para todo k =1,--- ., n—1, P, = (aﬁcj)(]gi,jgnfl es la matriz con ele-

Note que para todos i,7, 1 < i,j < n, 2’z = {

mento 1 en las posiciones t + j =k y cero en las otras posiciones.

(4) Sea V.=V @ Vi, la suma directa de dos K—dlgebras finitas y consideremos el
producto componente a componente. Sea {ui,...,ur, v1,...,vs} una base de V
con wj-v; =0, uj-u =Y g afjuk Yv-v o= Y 6ijvt luego para todo

(e )o<ij<r 0 )

0 (B!)o<ij<s |
Reciprocamente si todas las matrices P, tienen la misma estructura de cajas, es

M
decir, P, = Ol N con todas las submatrices M; y N; del mismo nidmero
l
de filas para todo | entonces V' se descompone en suma directa de dos K—dlgebras

finitas.

l=1,---,r+s, P =

2.1.1. Homomorfismos de K —algebras.

Sea f : V — W un homomorfismo de K —espacios vectoriales. Si V' y W tienen
estructura de K —algebras definidas por los tensores P y () entonces, f es un homomor-

fismo de K —algebras si y sélo si el diagrama

vxv-Et vy

e

WxW—sW

es conmutativo, es decir, f(P(uy,uz2)) = Q(f(uy), f(ug)).

Si {e1,...,e,} es una base de V' 'y {wi,...,w,,} es una base de W, y M =

(7ij)1<i<n,1<j<m es la matriz asociada a f en éstas bases entonces
f(er) w1

f(en) Wm

es decir f(e;) = > 7", vijw; para todo .
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€1
Dado un vector v € V, se tiene que v=> " a;e; = (ai,...,an) © |. Luego
e,
fle1) w1
f(v):(alv'”aan) :(al,...,an)M
f(en) Wim
w1
En particular, para todo ¢, f(e;) = 6; M : donde ¢; es el vector de coordenada
Wi

1 en la posicién 7 y las otras posiciones tienen coordenada 0. Note que

w1
f(ez) - 6”LM - (le"wwm)Mtdg'
Wi
Luego
w1
flei)- flej)=a0,M | (Wi, o Wi ) MO (2.1)
Wm
donde
Wi
(Wl, s 7Wm) = (Wi : Wj)lgi,jgm =Q.
Wi

C . \m k
Siw;-w;=> ", Biwy, entonces

Q= (Z ﬁfjwk>
k=1

m
= Qrwi
k=1

1<ij<m

donde {Qg}1<k<m, con Qp = (52@)19’73‘3% son las matrices coordenadas del tensor Q.

Por tanto, reemplazando en la Ecuacion (2.1),

W1

fle:) - flej) = Z‘SiMQkMté;Wk = (6 MQI M"Y, ..., 6;MQy M'5%)
k=1
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Por otra parte

n n n m m n
flei-e) = FQ_ayen) =) aiif(e) =3 ol 3y yuwi =D (3 afmw)wi
=1 =1 =1 k=1 k=1 l=1
Wi
(ailj, o) M
Win

Como f(e; -ej) = f(e;) - f(e;) entonces

(Qtijs - )M = (; MQ M85, ... 6;MQy M'5Y). (2.2)

En principio no podemos calcular las matrices { P }1<x<n, con P, = (Oéfj)lgi,jgn, en
funcion de las matrices {Qf b1<k<m, con Qp = (ﬁfj)lgi,jgm-

Ahora bien, si f : V — W es un isomorfismo de K —espacios vectoriales, f induce
el isomorfismo

flwr s v*
y por tanto lleva asociada una aplicaciéon lineal
F: WW oW — VeVeV

dada por F = f!' ® f! @ f~! que esta bien definida porque es el producto tensorial de

aplicaciones lineales.

Como {eq,...,e,} esuna basede V., {f(e1),..., f(e,)} es una base de W y su base

dual cumple la igualdad siguiente
Fi(f(e)) = ef

para todo i. En efecto, consideremos el diagrama

vl ow
. lf(ez)*
e'L
K

y concluimos que f*(f(ei)*)(e;) = (f(e:i)* o f)(e;) = f(ei)*(f(e;)) = di;-

En estas condiciones

F(f(e)" @ f(ej)" @ fler)) = f'(fle)) @ f'(fe) ® [~ (f(exr))

= e/ ®e; e
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Por tanto la relacion entre el tensor P, que define el producto en V, y el tensor @,

que define el producto en W, es

F(Q) =P.

En efecto, si el producto en V respecto de la base {ei,...,e,} estd dado por

n
P = aijei®ej®ek
o=l

entonces el producto en W respecto de la base {f(e1),..., f(e,)} esta dado por

Q=Y B fle) ® fle))" @ flex)

1,5,k=1

con

B = Qf(ei), fleg), flen)) = fler)*(f(ei) - f(ey))
= flen)"(flei-e)) = flex) (fFO_ aljer)) = flex)* (D aljf(er)) = o
=1 =1

En conclusiéon los isomorfismos de K —espacios vectoriales que son isomorfismos
de K —algebras son exactamente aquellos tales que su isomorfismo asociado entre las

K —algebras tensoriales dejan invariante el tensor definido por el producto.
En coordenadas, por la Ecuacion (2.2), como M es la matriz de un isomorfismo
existe M~y
(aij, ... afy) = (EMQIM'S!, ... 6;MQuM'shH) M1
Esta formula hace ver que es inviable la bisqueda de formas candnicas de isomor-

fismos de la manera habitual.

Una vez estudiado que el producto se traduce en el tensor, y el comportamiento
del tensor por los isomorfismos, veamos en qué se traduce la existencia de unidad y la

propiedad asociativa. Observamos primero que la aplicacion

I: VxV* — K
(u,v*) =  v*(u)

es bilineal y como Bil(V x V* K) ~ Hom(V®@V* K) = V*®V tenemos que I se puede
ver como elemento de V* ® V. Luego, si {e1,...,e,} es una base de V' y {e},... e} }

es su base dual,
I(e,,€) = Ops.
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Note que esto se cumple para toda base de V. Por tanto, en cualquier base, I como

elemento de V* @ V es
n
I= Z e ®e,.
i=1

SiT = Z%k:l )\fj e;Re;®e, € V'@V @V yveV podemos definir el “contraido”

de T por v como

n
T, = Z )\i-“j e/(viei@e, eV eV
ij=1

Ty esta bien definido porque Ty visto como elemento de Bil(V x V*, K) es

T, : VxV* — K
(u,v*) =  Ty(u,v*) =T(v,u,v*).

y T es multilineal. Note que la existencia de unidad se traduce entonces en que existe
v eV tal que Ty, = I.

Por otra parte, si P es un tensor que cumple la propiedad asociativa esto es (v -

vy)-v3 = vy-(vy-Vs) para vi,va, vy € V y en términos de la base {eq,...,e,} de V es
(e;i-ej) e, =e;- (e ep)

para todos i, j, k, entonces

n n n n n n
(ei-ej) e = (O alje)-ex=> alle;-ep)=> al;(O afre) =" alaje
=1 =1 =1 t=1 t=1 =1
y
n n n n n n
ei-(ej-er) = e (D aje) =Y ajle-e)=> ah(Y ale)=> > aojale.
r=1 r=1 r=1 t=1 t=1 r=1

En consecuencia, si P cumple la propiedad asociativa equivale a que, para todos i, j, k, t,

n n

It _ r ot
E aijalkz_E Qg Oy
=1 r=1

Proposicion 2.1.2 Si T € V* @ V* ® V es un tensor que cumple las condiciones

stgquientes

(1) Existe ve V tal que T, = 1.
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(2) Para todos i, j, k.t

n n

It _ r ot
E Qi O = E Qg Oy
=1 r=1

(3) T es simétrica en las dos primeras variables.
entonces T define un producto en V con el cual V' es una K—dlgebra.

Demostracién. Si consideramos el producto tensorial V* @ V* ® V| entonces todo
T eV*®@V*®V se puede ver como elemento de Bil(V x V, V') luego

T: VxV — V

es bilineal. Definimos en V' el producto: vy - vo = T(v1,vy). El producto estda bien
definido porque T es una aplicacion. Por la condicion (3), T es bilineal simétrica por
tanto la operacion producto es conmutativa y distributiva. Por la condiciéon (1), el pro-
ducto tiene unidad y veamos que es asociativa. En efecto, si vi,ve,vs € V iy {ei,...,e,}

es base de V, sean vi = > I, a;e;, va = )7 bje; y v3 =D}, cpey, entonces

n

A4 (V2 . V3) = Vi1- ( Z bjck ej . ek) = Z aibjck €e; (ej . ek)

Ji.k=1 1,7,k=1
n n
= Z aibjck(ei . ej) e = (Z aibj €e; - ej) V3 = (V1 . V2) * V3.
ijk=1 ij=1

Luego es suficiente ver que la propiedad asociativa se cumple para una base. Por tanto,

por la condicion (2), el producto cumple la propiedad asociativa. m

Proposicion 2.1.3 Si V es una K—dlgebra de dimension finita, el sistema lineal de

formas bilineales simétricas
P={P,: VxV = K, Py(vi,v2) = p(v1 - 1), Yp € V*}
es un invariante por isomorfismos.

Demostraciéon. Note que
Bil(V x V,V) ~ Hom(V ® V, V) ~ Hom(V*,Hom(V ® V, K)) ~ Hom(V*,Bil(V x V, K)).

Luego, el producto es una aplicacion bilineal de V' xV en V es decir un homomorfismo de
V®V en V, pasando al dual induce un homomorfismo de V* en V*@V* ~ (V@ V)* es
decir un homomorfismo de V* en Bil(V x V, K) entonces P es precisamente la imagen

de este homomorfismo y por tanto es un subespacio vectorial de Bil(V x V, K) esto
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es un sistema lineal de formas bilineales simétricas o de formas cuadraticas. Si f es
un isomorfismo de algebras como f conmuta con el tensor producto deja invariante el
sistema lineal P.

Para obtener las ecuaciones del sistema procedemos por otra via observando que si
{e1,...,e,} esuna base de V' y {e,... e} } es su base dual, entonces P esta generado
por las formas bilineales P, = Pe;> k =1,...,n, cuyas matrices en la base {ey,...,e,}

k, .
son exactamente las (aij)lgmgn S1
n
_ k * *
P = E OCU ei®ej ®ek~
1:7j7k:1

Por tanto, si f : V — W es un homomorfismo de K —algebras, () es el tensor producto
de Wy ¢ € W*, entonces Py, (vi,v2) = f{(0)(vi - va) = o(f(vi-va)) = o(f(v1) -
f(v2)) = Qu(f(v1), f(v2)) = Qp o (f x f)(v1,v2) para vi,va € V. Es decir

Prig) = Qp o (f < f).
Y si f es un isomorfismo, entonces f! también lo es y
Prigyo (f71x f71) = Q,.

Es decir, P,y y Qp son linealmente equivalentes para todo . En consecuencia, el

sistema lineal de formas cuadraticas P es invariante por isomorfismos. ®

Observacion 2.1.4 Si consideramos los sistemas lineales de cuddricas asociadas a es-
tos sistemas lineales de formas bilineales, el conjunto de puntos base de cada uno de

estos sistemas es
{lv] e P(V) s p(v,v) =0,V € V*} ={[v] € P(V) : v- v=0}.

Es decir, es exactamente el proyectizado del conjunto de elementos de cuadrado cero de
V. Sin embargo la condicion de v* =0 = f(v)? = 0 significa solamente que f lleva la
interseccion de las cuddricas en la interseccion de las cuddricas y el resultado anterior
es mas fuerte pues significa que lleva el haz de cuddricas sobre el haz de cuddricas y por

tanto que el haz, y en consecuencia sus elementos invariantes, es invariante por f.

2.2. K -—algebras finitas

Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Diremos que A es una K —algebra finita si es

una K —algebra conmutativa con uno y de dimension finita como K —espacio vectorial.
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Denotaremos por dimg A a su dimensién como K —espacio vectorial.

Obviamente toda K —algebra finita es artiniana y noetheriana, vamos a obtener
un primer resultado de estructura para éste tipo de K —4&lgebras. La proposicién esta

probada en el texto de Atiyah, ver [3], pero aqui damos una demostracion distinta.

Lema 2.2.1 Si A es una K—dlgebra artiniana, entonces A es local si y sdlo si los

unicos idempotentes de A son 0y 1.

Demostracion. =: Si A es una K —élgebra local de ideal maximal m y e € A es

2 =e. Luego, e — €2 = ¢(1 — ) = 0 y tenemos dos casos:

idempotente, entonces e
(i) Si e € m entonces 1 — e ¢ m. Como A es local, 1 — e es inversible luego e(1 —e)(1 —
e)~! =0y por tanto e = 0.
(ii) Si 1—e € m entonces e ¢ m. Como A es local, e es inversible entonces e(1—e)e™! = 0.
Por tanto1 —e=0ye=1.
<: A es artiniana y sus tnicos idempotentes son 0 y 1, sea m un ideal maximal de A y

sea a € A con a ¢ m. Si a es no inversible, aA es un ideal propio de A entonces
aADa*AD---Da"A

es una sucesion decreciente de ideales y como A es artiniana, A es estacionaria. Luego

existe 7 tal que a” A = a" 1 A entonces a” € a1 A y existe A € A tal que a” = \a" L.

Por tanto, a"(1 — Xa) =0y
0=X\da"(1-Xa)=XNa"(1-Xa)1+Xa+---+(\a)" 1) = (N\a)" (1 - (Na)").
Entonces (Aa)" es idempotente. Pero los tinicos idempotentes de A son 0y 1. Si
(Aa)" =Na"la=1
tenemos que a es inversible y esto es una contradiccion. Si (Aa)” = 0, entonces
Aa” € m.
Como a ¢ m, \" € m pero m es primo luego A\ € m. Lo cual es un absurdo pues
a”(1 — Aa) = 0 implica que 1 — Aa € m por tanto \ ¢ m.

En consecuencia, para todo a € A tal que a ¢ m tenemos que a es inversible y A es

local. m

Proposicion 2.2.2 A es una K—dlgebra finita si y sélo si A es un producto directo

finito de K—dlgebras locales finitas
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Demostraciéon. =: Si dimg A = 1 como K —espacio vectorial, A ~ K luego A es local.
Si dimg A > 1 y no tiene mas idempotentes que 0 y 1, por el Lema 2.2.1, A es una
K —Aalgebra local finita. En caso contrario, existe e € A idempotente, e # 1 y e # 0.
Entonces

(i) eA es un subanillo de A ya que eA es un ideal y por tanto es subanillo. Ademas el

2a = ea, para todo ea € eA.

uno de eA es e pues e(ea) = e
(ii) Todo ideal de eA es ideal de A. En efecto, sea p ideal de eA luego para todo « € p
y para todo a € A se cumple que eaa € p. Note que a = eb, b € A. Entonces p es ideal

de A porque para todo o € p y para todo a € A, se tiene que
aa = aeb = ae’b = eaeb = eax € p.

Ademas, como A es artiniana, eA es artiniana ya que cualquier sucesion decreciente de
ideales de eA es una sucesion decreciente de ideales de A y por tanto estacionaria.

(iii) eA y (1 — e)A son subespacios vectoriales de A y e(1 —e) = 0 entonces para
todo a € A, a = ea+ (1 —e)a luego A = eA + (1 — e)A suma como K —espacios
vectoriales. Ademas si f € eAN (1 —e)A, § = ea = (1 — e)b para a,b € A entonces
B=ea=e?a=ce(l—e)b=0.

En consecuencia, A es suma directa de eA y (1 — e)A como K —espacios vectoriales y

tenemos el isomorfismo de K —espacios vectoriales

p: A = eAx(1—-e)A
a — (ea,(1—e)a)

Tomando en eA x (1 — e)A la estructura producto
(@) (b) = (ea, (1 — e)a)(eb, (1 — e)b) = (eab, (1 — e)ab) = p(ab)
pues 1 — e es también idempotente. Luego
A~eAx(1—e)A

como K —algebras.

Puesto que eA y (1 — e)A son subespacios no nulos y dimg A es finita, se tiene que
dimged <dimg A y dimg(l—e)A < dimg A

es decir las dimensiones de eA y (1 — e)A son menores que la dimension de A.
SieAy (1 —e)A no tienen mas elementos idempotentes que 0 y 1, por el Lema 2.2.1,
eAy (1 —e)A son K—algebras locales finitas. De lo contrario y como las dos algebras

son de dimensiéon menor que la de A seguimos el proceso inductivamente hasta obtener
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el resultado deseado.

<: Se comprueba sin dificultad. =

Observacion 2.2.3 En el item (ii) de la demostracion de la Proposicion 2.2.2, observe
que si p € Spec(eA), no necesariamente p € Spec(A). Por ejemplo, sea A = R3 y
e =(1,1,0) entonces eA = {(a,b,0) : a,b € R}. Un ideal mazimal y por tanto primo de
eA esmes = {(a,0,0) : a € R} y mey no es ideal primo en A pues (0,1,0) y (0,0, 1)

no pertenecen a Mg Yy Su producto es cero.

Las tres proposiciones siguientes relacionan las K —é&lgebras finitas con los anillos
estudiados en el primer capitulo. Es decir, una K —4&lgebra finita es anillo total de

cocientes, S—anillo y anillo de Hermite.
Proposicion 2.2.4 Toda K—dlgebra finita es un anillo total de cocientes.

Demostracion. Sean A una K —éalgebra finita y dimg A = n. Para todo u € A, existe

r r+1

r <mn tal que 1,u,...,u depende linealmente

de {1,u,...,u"} luego existen bg,by,...,b, € K tales que u" ™! = bu” + --- 4+ byl y

son linealmente independientes y u

tenemos dos casos:

(i) Si by = 0 entonces 0 = u™*t — bu” — -+ — bju = u(u” — - - — bou — b1 1) luego u
es divisor de cero. Note que v — -+ —bou — b11 # 0 ya que 1, u,...,u" son linealmente
independientes.

(i) Si by # 0 entonces 1 = by u(u” — - -+ — byu — by1) por tanto u es inversible.

En consecuencia, A es un anillo total de cocientes. m
Proposicion 2.2.5 Toda K—dlgebra finita es un S—anillo.

Demostracion. Sea A una K —algebra finita. De acuerdo a la Proposicion 2.2.2, existen
Aq, ..., A, K—algebras locales finitas tales que A = Ay x---x A,. Puesto que 41, ..., A,
son anillos locales, por el Lema 1.4.3, A1,..., A, son S—anillos y por el Lema 1.4.13 el

producto finito de S—anillos es un S—anillo. En consecuencia, A es un S—anillo. m
Proposicion 2.2.6 Toda K—dlgebra finita es un anillo de Hermite.

Demostracion. Sea A una K —algebra finita. De acuerdo a la Proposicion 2.2.2, existen
Aq, ..., A. K—algebras locales finitas tales que A = A1 x---x A,.. Puesto que A4, ..., A,
son anillos locales, por el Lema 1.5.7, Ay,..., A, son anillos de Hermite y por el Lema
1.5.8 el producto de anillos de Hermite es un anillo de Hermite. En consecuencia, A es

un anillo de Hermite. m

Los dos siguientes resultados muestran que una K —algebra finita se descompone en

forma tnica, salvo isomorfismos, en suma directa de K —algebras finitas locales.
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Lema 2.2.7 Sea A = @;_, A;i una K—dlgebra finita donde cada A; es una K—dlgebra

local finita. Parai=1,...,r sea m; el ideal maximal de A;. Entonces

(1) Max(A) = {My,..., M} donde M; = [[;_y m; con m; = Aj, para todo j # i y

(2) Para todo i =1,...,7 se tiene que A, =~ A;.

Demostracion. (1) Es consecuencia del Lema 1.2.6(6).
(2) Paratodoi=1,...,r,

AMiz{H:(bl,...,br)egMi}:{M;bi¢mi},

Como A; es local, b; es inversible y la aplicacion

(bi : AML- — Az
(a1,...,ar)

Orhy b ai

es un homomorfismo de anillos. Note que ¢; es inyectiva ya que si bi_lai = 0, entonces
existe (0,...,b;%,...,0) ¢ M; tal que (a1,...,ai,...,a,)(0,...,b7%,...,0) = (0,...,0)

y esto equivale a que
(aty...,ay)

(b1,...,by)
para % € Ajp,. Ademés, ¢; es sobreyectiva porque, para todo a; € A;, existe

(b0) € Ay, tal que o (O2)) = 0.

=(0,...,0)

Proposicién 2.2.8 Sean A=;_, A; y B =D;_, Bj dos K—dlgebras finitas donde
A;, Bj son K—dlgebras locales finitas. Entonces A ~ B como K —dlgebras si y sélo si
r = sy, después de reordenar los Bj, para todo i =1,...,r se tiene que A; >~ B; como

K—dlgebras.

Demostracion. =: Como A = @;_, A;, por el Lema 2.2.7, Max(A) = {M, ..., M,}
y para todo i =1,...,7 se tiene Ay, >~ A;. Ademas, por hipotesis, A ~ @;:1 Bj luego
por el Lema 2.2.7, Max(A) = {N1,..., Ns} y para todo j = 1,...,s se tiene Ay, ~ B;.
Entonces para todo i, existe j tal que M; = N;. Por tanto después de reordenar a los

Bj, paratodot=1,...,r,

<: Si para todo ¢ = 1,...,r se tiene que ¢; es el isomorfismo entre A; y B;, entonces

=1 =1 i=1
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es un isomorfismo. |

En consecuencia, por la Proposiciéon 2.2.8, estudiar la estructura de las K —algebras

finitas se reduce a estudiar la estructura de las K —algebras locales finitas.

El ejemplo méas simple de las K —algebras finitas es el de las K —algebras A = (?(Ef)])

caracterizadas porque existe u € A tal que 1, u,...,u" ! es base de A como K —espacio
vectorial. Obviamente no toda K —4&lgebra finita es de este tipo, por ejemplo g%’; ya

que todo elemento al cuadrado de la ésta algebra es cero, luego no puede existir u € A

2

tal que 1, u,u” sea base de A como K —espacio vectorial.

Lema 2.2.9 La K—dlgebra finita A = (?(Ef)]) es local si y solo si existe p(x) € K[x],

polinomio irreducible, tal que f(x) = p(x)"™. En este caso su ideal mazimal es (p(T)) y

el cuerpo residual es (;(([f)}).

Demostraciéon. Los elementos de A = % se escriben de forma tunica como ¢(7) con

g(x) € K[z] y grado(g) <grado(f).
= Si f(z) no es potencia de un irreducible, en particular f(z) no es irreducible, entonces
f(z) = fi(x)f2(x) donde med(f1, fo) = 1 por tanto existen g1,g2 € Klz| tales que

g1fi+g2fo=1luego 1 —g1fi = gafoy
(@) f1(@)(1 = 91(Z) f1(Z)) = 91(T)92(Z) 1(Z) f2(T) = 0.

En consecuencia, g1 (%) f1(Z) es idempotente y note que g1(Z) f1(Z) # 0y ¢1(T) f1(T) # 1.
Si 1(Z) f1(Z) = 0, entonces ¢2(T) f2(T) = 1 es decir fo(T) es inversible pero esto es
absurdo pues f3(Z) es un divisor de cero de A. Por la misma razon g1(Z) f1 () # 1.

<: Si g(T) € A es idempotente entonces ¢(Z)(1 — g(T)) = 0 y esto equivale a que p(x)"
divide a g(x)(1 — g(x)) luego

p(@)lg(2)(1 = g(2)).

Por tanto, p(z)|g(x) o p(z)|(1—g(z)) pero no a los dos a la vez pues p(z) 1 1. Si p(x)|g(x)
entonces p(x) f (1 — g(x)) y por tanto p(x)"|g(x) luego g(7) = 0y si p(z)[(1 — g(x))
entonces p(x) 1 g(x) y por tanto p(z)"|(1 — g(z)) luego 1 — ¢g(T) = 0y g(z) = 1. En
consecuencia, por el Lema 2.2.1, A es local. Ademés como p(z) es irreducible, el ideal
(p(z)) es maximal y contiene a (p(z)™). Luego (p(Z)) es el ideal maximal de A y su
cuerpo residual es &% ~ %. ]

Lema 2.2.10 Sean f(x),g9(z) € K|x] tales que mcd(f,g) = 1. Entonces ezxiste un

isomorfismo de K—dlgebras
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dotando al producto cartesiano de estructura de K—dlgebra con las operaciones suma y
producto componente a componente.
Demostracién. Para todo f(x) € K|z], sea ¢y: Klz] — % el homomorfismo

natural definido por ¢¢(p(z)) = p(x) + (f(x)). Entonces

K K
orx gt Klal = i < o
p@) — ([p@)] @) [P(@)]g))
es homomorfismo de K—algebras y Ker(¢f x ¢g) = (fg) yaque h € Ker(ps X ¢q) siy
solosi h € Ker(pr)NKer(py) v Ker(pr)NKer(py) = (f)N(g ) (fg) pues med(f,g) = 1.
Ademas, 5 X @4 es sobreyectiva. En efecto, sea ([r(z)] (), [$(2)]g)) € % X (f([f)]),
]

como f y g son primos entre si, existen ¢y, cy € K[z tales que c1 f + cog = 1, entonces

©r X @g(reag +seif) = ([l (), [8lga)

yaque gr(reag+scif) = reag+(f) = r+(f) = [rlp@) y wg(reag+seif) = seif +(g) =
s+ (9) = [slg(z)- ™
La proposicion siguiente presenta la descomposiciéon en productos de K —algebras

locales y se demuestra usando iterativamente la prueba del Lema 2.2.10.

Proposicion 2.2.11 Si f(z) = fi(z)™ --- fr(2)" € K[x] es un producto de factores

irreducibles distintos entonces

Lema 2.2.12 (1) Un homomorfismo ¢ : K[x] — K|z]| queda univocamente determi-
nado por ¢(z) = h(x) € K|z].

(2) ¢ es un isomorfismo de anillos si y sélo si p(x) = ax +b con a,b € K ya #0.

Demostracion. (1) Sean g(z) € K[z] y ¢ un homomorfismo, como ¢(g(z)) = ¢(ao +
oz + - Fapz™) =ap+ a1p(x) + - + and(z)” = g(h(x)), ¢ queda determinado s6lo
por ¢(x) = h(zx) € K[x].

(2) Si ¢ es un isomorfismo entonces existe ¢ tal que ¥ (¢(z)) = ¢(¢(x)) = z. Sean
¢(x) = h(x) =ap+arx+ -+ ax” y Y(x) = t(x) = bg + byz + - - - + bsz® entonces
P(o(x)) = Ylag + a1z + - +apx”) = b+ - + bs(ap + a1z + - + a,2”)® = x
por tanto rs = 1 esto es ¥ = s = 1. En consecuencia, ¢(x) = ax + b con a # 0.
Reciprocamente, si ¢(x) = ax + b con a,b € K y a # 0 entonces existe ¢)(z) = Lz — &

tal que Y (o(x)) = ¢(¢p(x)) = x. Por tanto ¢ es un isomorfismo. ® ’ ’
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Definiciéon 2.2.13 p(x) es equivalente a q(x), p(x) ~ q(x), si y sélo si existen a,b € K
con a # 0 tales que q(x) = p(ax + b).

Proposicion 2.2.14 (1) Si K = R, entonces los polinomios irreducibles son p(x) ~ x
6p(x) ~z?+1.

(2) Si K es algebraicamente cerrado, entonces para todo p(x) irreducible, p(z) ~ x.

Demostracion. (1) Los polinomios irreducibles en R[z]| son los lineales p(x) = ax + b
con a # 0 o de grado dos de la forma ax? + bx + ¢ con b — 4ac < 0. Si p(x) = ax + b
con a # 0, por definicion, p(z) ~ x. Ademas, note que ax? + bz + ¢ con b? — 4ac < 0 es

equivalente a que p(z) = (z — a’)? + (V')? con ¥ # 0. Luego,

z a

p@) = (z—d)?+ )= (5; - ) +1~a® + 1.

(2) Si K es algebraicamente cerrado, los polinomios irreducibles p(z) son lineales y por

definicion, p(xz) ~ z. =

Lema 2.2.15 Sea n € N. Si p(x) ~ q(z) entonces

Demostracion. Como p(z) ~ ¢(x), existen a,b € K con a # 0 tales que ¢g(z) =
p(ax + b). Sea ¢ el homomorfismo

. Klz]
o1 Klzl = Graarom

x = |ax+ D

Ker(6) = (p(a)") va que para h(z) € K[a], $(h(x)) = 0 ¢ h(az +b) € (p(az + b)) <
h(z) € (p(z)™). Ademas, ¢ es sobreyectiva. En efecto, sea [h(z)] € %
2.2.12, existe h(z) € K[z] tal que h(z) = h(az + b) entonces ¢(h(z)) = [h(az + b)] =

[i(z)]. =

, por el Lema

El reciproco del Lema 2.2.15 no es cierto incluso bajo la hipotesis de que p(z) y ¢(z)

sean irreducibles como lo prueba el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.2.16 Sean A = % yB= %. {1,2,2%} y {1,7,5%} son bases

de A y B respectivamente como espacios vectoriales.
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Definimos el homomorfismo de dlgebras

6: Z/B)e] — iy

x = 252 1

Note que ¢p(22) =252 + 2y y o(a® + 22 +2) = 0.
Como (23 + 2% +2) C Ker(éﬁ\), qg induce un homomorfismo

2/ Z/(3)
¢ Ghaty ~ GoriD

T = 277+ 1

¢ es un isomorfismo. En efecto, ¢ es inyectivo ya que si p(a+bT+cx?) = a+b(2y>+1)+
c(27? +2y) = a+b+2cy+ (2b+2¢)y* = 0 entonces a+b=0,c =0y b-+c = 0. Luego
a=b=c=0y ¢ es inyectiva. Puesto que las dlgebras tienen la misma dimension,
como espacios vectoriales, entonces ¢ es un isomorfismo.

Observe que x> + 22 4+ 2 » 3 + 2y% + 1 ya que no existe una transformacion lineal que

lleve un polinomio en el otro.

Corolario 2.2.17 1. Si f(z) = p1(z)™ - -pr(2)" € K[z] es producto de factores
~di

irreducibles distintos y p;(x) (z) para todo i =1,--- ,r entonces
Klz] = K . x Klx
(f(x) — (qu(z)™) (gr(z)"r)

2. En particular, st K es algebraicamente cerrado y f(x) = (v —a1)™ -+ (x — a,)"r

entonces

Demostracion. (1) Se tiene por la Proposicion 2.2.11 y el Lema 2.2.15.

(2) Puesto que & — a; ~ x y por el item (1) tenemos el isomorfismo. m
Corolario 2.2.18 Sea K =R.

(1) SineNya,beR conb#0 entonces

INE| Rz]

~

((x=a)>+0)") (@2 +1)")

(2) Si f(z) € R[z]| entonces existen ny,---ny,mi,---ms tales que

Re] _Rle) Rl R[z] R[]
(Fla) ~ @) ) C (@ ) T (@@ )
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Demostracion. (1) Puesto que (z —a)? + b* ~ 22 + 1, por el Lema 2.2.15 tenemos el
isomorfismo.

(2) Por la Proposicion 2.2.14, existen nq, - --n,,m,---ms € R tales que

flz) = (z—a)™ - (z—a,)" ((x—b1)?+c2)™ - - - ((x—bs)?+c2)™s y por la Proposicion
2.2.11 y el item (1) se sigue el resultado. m

Observe que se presenta el problema de la unicidad de la descomposicién. En el caso

de cuerpos cerrados la descomposicién es tnica y queda determinada por los ntimeros
. . K
ni,---,ny es decir para todo f(x) € K[z] existen ny,--- ,n, Gnicos con f([f)] ~ (xif}) X

- X ([;[‘ﬂ) En el caso real la situacién es la misma como prueba el resultado siguiente.

Lema 2.2.19 Para todos m,n enteros positivos,

Rlz]
(z™)

R(z]
((z2 +1)m™)

&

R[z]

Demostracion. Por el Lema 2.2.9, el cuerpo residual de la R—algebra @) © Hf[gg} ~R

Rz Rz
QJ[rl})m) €8 (:1:2[+]1

y el cuerpo residual de @ y C. Luego las algebras no son isomorfas. m

Lema 2.2.20 Si p(z) y q(x) son elementos irreducibles de R[z| las condiciones sigu-

ientes son equivalentes:

(1) p(x) ~ q(x)
(2) R[x o~ (H(QKL) para todo n € N.

ol . ]
(3) W)y = W)

Demostracion. (1) = (2) Se tiene por el Lema 2.2.15.

(2) = (3) Por el Lema 2.2.9, % y % son algebras locales con cuerpos residuales

(R([g) (R([g) respectivamente. Ademas como (pﬂé[glb) ~ %) entonces (5([3) (H;([g)

(3) = (1) Puesto que p(z) y ¢(x) son irreducibles en R[x| entonces p(x) ~ x o p(z) ~
22+ 1,y q(x) ~ 2z o q(x) ~ 22 + 1. Como % o~ R([x; y en virtud del Lema 2.2.19,
tenemos dos casos:

(i) p(x) ~ z y q(x) ~ x, entonces p(x) ~ q(x).

(i) p(z) ~ 22 + 1y q(x) ~ 2® + 1, entonces p(x) ~ q(x).

|

En consecuencia, para f(x) € R[z], existen ni,---n,,mj,---ms Gnicos tales que
Rlz] . R[] R[] R[z] R[z]
(f(;)) ~ (xn:i) X e X Wﬁ) X (($2+f)ml) X oo X (($2+f)ms). En el caso general lo que se
puede decir es que:
Lema 2.2.21 Sean p(z) y q(z) elementos irreducibles de K|z]. (;{agl) o~ (ql((x[g)”i) sty

p - Klz] . Klz]
s6lo st Gy = @)
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Demostracién. =: Por el Lema 2.2.9, (p}((m[:)':lb) y (;(;[f,}b) son algebras locales con cuer-

pos residuales % y % respectivamente. Ademés como (pl((f)ﬁn) ~ (;((agg)ﬁl) entonces

Klz] ., Klz]
(p(z)) — (¢(x))"
<: Sea

. Kla] Kla]
L (@) - (@(@))

f@)+(p(x) = o(f(x)) + (¢(z))
Como ¢ es un isomorfismo q(x)|p(z) y p(x)|q(x) entonces q(x)"|p(z)™ y p(x)"|q(z)™ y

se tiene el isomorfismo

¢: @) -

(
f@) + (p)") = o(f(@)) + (q(x)")

El ejemplo 2.2.16 muestra que K[z]/(p(x)) ~ K[z]/(q(z)) no implica que p(z) ~

q(x) entonces la descomposicion que puede obtenerse f(z) = p1(z)™...p, ()" en com-

ponentes irreducibles induce un isomorfismo (55([;)]) o~ (pf((g,]q) X e X ﬁ% pero

p1(x),- - ,pr(x) no estan univocamente determinados salvo transformacion lineal.

2.3. K-algebras locales finitas

En toda esta seccién K es un cuerpo de caracteristica cero. Sean A una K —algebra
local finita y m su ideal maximal. Como A es local, los elementos no inversibles forman
el ideal maximal esto es m = {& € A : « es no inversible}. Pero, por la Proposicion

2.2.4, A es un anillo total de cocientes entonces
m = {a € A: « es divisor de cero}.
Proposicién 2.3.1 FExiste r € N tal que m” = 0.

Demostraciéon. Puesto que A es una K —algebra finita, m es un K —espacio vectorial de
dimension finita y por tanto m es un A—modulo finito. Ademés como A es de dimensién

finita, A es artiniano y por tanto la sucesién
mOm?>...Om’

es estacionaria. Luego existe r tal que m” = m’t!. Entonces mm” = m” y note que
m esta contenido en el radical de Jacobson de A. Entonces, por el lema de Nakayama,

m =0 m

Definicion 2.3.2 El minimo nidmero natural r tal que m” = 0 se llamard orden de m y
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serd denotado por o(m). Y llamaremos orden de o € m al minimo nimero natural o(«)

tal que (@ = .
Proposicion 2.3.3 Sea a € m.

(1) o(a)) =mn siy sdlo si el polinomio minimo de v es ™.

2 n—1

(2) Sio(a) =n, entonces 1,a, 0%, ..., son linealmente independientes.

Demostracion. (1) =: Si o(a) = n, o™ = 0 donde n es el minimo nimero natural
con esta propiedad. Supongamos que z" no es el polinomio minimo de «, si p(z) es el
polinomio minimo de «, entonces p(z)|z™ por tanto p(x) = 2" conr < ny a" =0 lo
cual es absurdo.

<: Si 2™ es el polinomio minimo de «a, entonces a” = 0 y si " = 0 se tiene que « es
cero de z" y z"|z" entonces n < r luego o(a) = n.

(2) Si o(a) = n, entonces por el item (1), 2™ es el polinomio minimo de «. Si
al + a4+ ap_1a" =0

con ag,ai,...,a,—1 € K. Entonces o anula a p(z) = agl + a1x + -+ ap_12" ' y esto
es absurdo a menos que a; = 0 para todo i =0,...,n — 1. Por tanto, 1, a,a?,...,a"" !

son linealmente independientes. m
Proposicion 2.3.4 Si dimg A = n, entonces o(a) < n para todo o« € m.

Demostracién. Para todo a € m, o = 0 por tanto o(«) < n. Como m es un subespacio
vectorial de A y no contiene a 1, entonces m es un subespacio propio y dimgm < n — 1.
Ademés por la Proposicién 2.3.3(2), 1, a, o2, . .. ,°(@=1 5on linealmente independientes

con o, a?,...,a°@~1 ¢ m entonces o(a) —1 < dimgm < n—1. Por tanto o(a) < n. m

Proposicion 2.3.5 Sea dimg A = n.

1

(1) Seano(m)=nya€em. Sil,a,...,a" " son linealmente independientes entonces

a™ =0 yo(a) =n.

n—

(2) m principal y o(m) = n si y sdlo si eviste o € m tal que 1, ...,a" ! es base de

A.

Demostracién. (1) Si1,«,a?,...,a" ! son linealmente independientes, entonces o #

0 parar =1,---,n— 1 entonces o(c) > n. Por la Proposicion 2.3.4, o(a)) < n entonces
n <o(a) <n=dimg A. Asi, o(a) = n.

(2) =: Puesto que m es principal, existe « € A tal que m = («) y como o(m) = n
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entonces o(a) < m. Si o(a) = r < n entonces o = 0. Como cualquier 5 € m se
escribe como 8 = ta, con t € K, se tiene que 7 = t"a" = 0y o(m) = r lo cual es

absurdo por tanto o(«) no puede ser r < n. Asi o(a) = n y o™ = 0. Por la Proposicion

2.3.3(2), 1,a,...,a" ! son linealmente independientes y como dimy A = n entonces
{1,a,...,a" 1} es base de A.

<: Existe o € m tal que {1,q,...,a" !} es base de A entonces {a,...,a" 1} es base
de m luego m = (o) y m es principal. Ademés, o” # 0 para r = 1,--- ,n — 1 entonces

o(a) > n. Pero por la Proposicion 2.3.4, o(a) < n entonces o(a) = n. Por otra parte,
m” = 0 para todo z € m pues de lo contrario, si m” = 0 con r < n entonces en particular

a” =0y esto es absurdo. =

Proposicion 2.3.6 Sea K algebraicamente cerrado. A es una K—dlgebra local finita

de la forma % sty solo si el ideal maximal es principal.

Demostracion. Sean dimg A = n y m el ideal maximal de A. =: El ideal maximal

de % es principal pues es un ideal que proviene del anillo K[z] y en K[z] todos los

ideales son principales.
«<: Como dimg A = n, o(8) < n para todo S € m y puesto que m es principal, existe
a € A tal que m = (a) entonces o(m) = o(a) = n luego o’ = 0. Por la Proposicion

2.3.5(2), {1,a,...,a" 1} es una base de A como K —espacio vectorial luego A = ﬁ[;f}

Como K es algebraicamente cerrado, por el Corolario 2.2.17, é[f)] ~ (?([;‘n)}). ]

Proposicion 2.3.7 Si A es una K—dlgebra local finita entonces A es completa y sep-

arada para la topologia m—ddica y en consecuencia A es henseliana.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.1, existe » € N tal que m" =0 y como
0=m"C---cm’cCm

entonces (,_; m* =0y A es separada, ademas

Ach_Ac e ach Ay
m m2 m3 mr

donde fs, s=1,...,7r — 1, es la inclusion de % en ﬁ.

Probar que A es completa para la topologia m—adica es equivalente a ver que
A = h’m(A/mS, fs)lgsgr‘
«—

Luego vamos a probar que A es el limite proyectivo:

(i) Existe el morfismo proyeccion s : A — A/m?®, para todo s.
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(ii) El diagrama

ms ms+1
Ts T /7rs+1/
A

es conmutativo para todo s. Luego el diagrama

Ac fi A ¢ f2
mm\

es conmutativo. De esta forma fsomg = mgyq.

Ac fs_a

Tr=1d

>—>%\>

(iii) Para todo Gy para toda familia de morfismos gs : G — =% 4 de manera que gsy1 =

fs0gs, existe un tnico morfismo g de G en A tal que 750 g = g5 para todo s. En efecto,

para todo s, se tiene que ms4109 = (fsoms)og = fso(ms0g) = fs0gs = gsy1. La
unicidad de g se da porque m, es la proyecciéon identidad. m

Proposicion 2.3.8 5i ¥4 = é es el cuerpo residual de A, entonces

(1) ¥4 es un extension algebraica finita de K.

(2) El homomorfismo candnico de ¥4 en A admite una seccion que permite identificar

a X4 como subcuerpo de A.

(8) A=%4®m yla suma es directa.

Demostracion. (1) Como A es un K —espacio vectorial de dimension finita, ¥4 = % es
un K —espacio vectorial de dimension finita y por tanto el cuerpo X 4 es una extension
algebraica finita de K.

(2) Como ¥4 = es una extension algebraica finita de K, por el teorema del elemento
primitivo, ¥4 es un extensiéon simple esto es existe a € Y4 tal que ¥4 = Kla]. Si
p(z) € K|[z] es el polinomio ménico minimo de «, p(a) = 0y como K C A, p(x) € Alz].
Note que « es una raiz simple de p(x) ya que p’(«) # 0 pues el grado de p/(z) es menor
que el grado de p(z), p(x) es el polinomio de grado minimo con la propiedad p(a) =0y
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la caracteristica de K es cero. Por la Proposicién 2.3.7, A es completa y separada para
la topologia m—adica entonces, por el lema de Hensel, existe a € A tal que a + m = «
y p(a) =0.

En consecuencia existe

A

p: K[z] —
= q(a)

x)

L
—~

donde Ker(p) = (p(x)). Note que ¥ induce un homomorfismo inyectivo de K —éalgebras

. _ K[
pr Ta=gny — A4

Luego ¥4 C A y se puede identificar a X4 con su imagen.
(8) Como ¥4 = % entonces A = ¥4 @ m y la suma es directa pues X4 (Jm = {0}. m

Observe en la Proposicion 2.3.8 que si K es algebraicamente cerrado, entonces 4 =
K, ysi K =R entonces 4 = K o X4 = C. Por ejemplo, sea A = %, A es una
R—algebra local finita de ideal maximal m = (Z2 + 1), pero note que m = 0 en A.
Ademas como A ~ C, A es también una C—algebra local finita de ideal maximal m = 0

y en ambos casos Y4 = C.

Proposicion 2.3.9 Si A es una K—dlgebra local finita entonces existe L, extension
finita de K, tal que A = L[x1,...,x,|/1 y

(1) para todo i, 1 < i < n, existen a;; € L tales que los polinomios u; := e

2
Z?:l Qi Tj € 1.
(2) para todos i,j, 1 < i < j < n, existen a;;p € L tales que los polinomios v;; =

n
TiTj — Zk:l QijkTk € I.
Ademds los polinomios {u;, vij}1<icj<n generan el ideal I.

Demostraciéon. Por la Proposicién 2.3.8, A = X4 & m con X4 = % extension finita

de K y m maximal de A. Note que m tiene estructura de 3 4—espacio vectorial porque
Y4 C Ay mes un ideal de A. Luego A es también X 4—espacio vectorial. Como
A =¥ 4 dm, existe una base de A como ¥4 —espacio vectorial de la forma {1, o, ..., ay }

con {ayq, ..., o} base de m entonces podemos definir un homomorfismo de ¥ 4 —algebras
0 :XAlx1, ey xn] = A

donde ¢y, es el homomorfismo identidad y ¢(x;) = «;. El homomorfismo ¢ es so-
breyectivo y si I = Ker(p) entonces Y4[z1,...,xn]/I ~ A como X 4—algebras. Esto

prueba la primera parte de la proposicion con ¥4 = L.
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Observe que si a1x1+...+anx, € L cona; € L, 1 <i<mn,entoncesa, =...=a, =0
porque x1+1, ..., x,+1 son linealmente independientes ya que son imagenes de aq, ..., a,

en un isomorfismo.

Como a? € m para todo ¢ = 1,...,n entonces a? = Z?:l ajjo; con a;; € L luego
u; € Iy puesto que oy;arj € m para todos 4,7, 1 < 7,5 < n, entonces oo = 22:1 Ak O,

con a;j, € L luego v;; € I.

Sea J = ({u, vij hi<i<j<n)L[Z1,...,25] C I. Vamos a probar que J = I. Sea f € I,
como f € L[xg,...,xy][x1] dividiendo a f entre u; se puede ver que f = qa(x2,...,zp) +

x1q1(2, ..., Tp) + u1qo(w2, ..., Ty) con uiqo(x2, ..., y) € J.

Afirmacién 2.3.10 Para todo r1,...,1 € Z>9 con 1+ -+ 1, > 0 se tiene que
Tzt = a1x + a1x1x2 a::fl + g1(z2, .oy Tn) + go

donde ay,a1 € Ly rh+---+71, =ro+ ..+, —1 ygo € J.

Demostraciéon. Como rp + --- + r, > 1, existe al menos un r; # 0 luego z1z]" =
ri—1 ri—1 ri—1 ri—1 | ~
(x1zs)x; ™ = (Vi Faraxr + -+ arnen)x; T =vir; Fapzie; 4+ g2, ..., Th)
con vlimg"fl € J. Entonces
T 79 Ti—1 _Ti4+1 l‘r")

T2 _ T3
T AL A € A A

= (vl Fammal T+ Gi(ag, @) (@ )

!
T r!
= a1x1+ alﬂxla:f...xn” + gl(azg, ceey a:n) + 9o

._ r -

donde gy = wviz} 1(:137242..33271 xlff am) € J, ar,a1 = aip € Ly rh+ ..+ 1), =
— T Ti— i+1

o+ ...+ — 1y gi(zo,...,zn) = g1(x2, ..., xn)) (@57 .., foH ). m

Ahora aplicando iterativamente este resultado 9 + - - - + r, veces se consigue que el

Tn

mn sea cero. Ademas si hacemos este proceso con todos los

grado del monomio xy?---
monomios multiplicados por x; se tiene que f = ajz1 + hi(x9,...,2,) + ho con hy € J.

Después aplicamos el proceso anterior sucesivamente a xs,...,r, vy se obtiene que
f=a1x1+ -+ apTn + f1

con f1 € J. Como f € I entonces a1x1 + -+ + anr, € I y por tanto a1 = --- = a, = 0.

Asi f € J y concluimos que los polinomios {u;, vj }1<i j<n generan el ideal 7. m
Teorema 2.3.11 Si A es una K—dlgebra son equivalentes

1. A es una K—dlgebra local finita.
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2. Eziste L extension finita de K tal que A = Llxy,...,x,)/I y existe r tal que
(X1, eyzp)” C 1

3. Erxiste L extension finita de K tal que A = L{zq,....xzp)/T y z1+1,...,xp+ 1 son

nilpotentes.

Demostraciéon. 1 = 2 : Por la Proposicion 2.3.9, podemos construir L e I. Ademas
como A es una K —algebra local, por la Proposicion 2.3.1, existe r tal que m” = 0 y esto
equivale a que (1, ...,x,)" C I.

2 = 3 : Por hipotesis, existe r tal que (z1,...,2,)" C I entonces z] € I para todo i,
1 <4 <n. Luego (z; + I)" = 0 para todo i.

3= 1:Paratodoa € A, =3 . . @ ,T T, y como existe t; tal que

=ti

T; 0 para todo i, 1 <14 < n, entonces
— =1 =T
a = E Qpy g Ty Ty
r1+t...+rn

con r; < t; para todo i. Luego {Z}'...Z})/" }»,<t,vi €s un sistema de generadores de A
como L—espacio vectorial. Por tanto A es un L—espacio vectorial de dimensién finita

porque L lo es.

Veamos ahora que A = L[z, ...,z,]/I es local. Sea a = (x1 + I,...,x,, + I), como
x1+1,...,x, + I son nilpotentes entonces existen t1, ..., %, tales que Eﬁl =..=Th =0
luego existe r = t1 + ... + t,, tal que a” = 0. Por otra parte, si a € A entonces a =a+b
cona € L ybéea Veamos que si a # 0 entonces « es inversible.

En efecto, a(a—b) = a®> —b?, a(a—b)(a® +b%) = a* —b* y a(a—b)(a® +b?)...(a" + ") =
a?h — b, Si 2h > r entonces b*" = 0y a(a — b)(a® + b?)...(a" + b*) = a®". Por tanto,
aa™?M(a —b)(a® 4+ b?)...(a" + ") = 1 y en consecuencia a es inversible. Luego todos los

elementos que no estan en (71, ...,Ty) son inversibles y A es local. m

Definicion 2.3.12 Si a € A entonces a« = a1 + g donde ap € X4 yag €m, a oy lo

llamaremos «(0). En consecuencia «(0) es el inico tal que o — a(0) € m.
Proposicion 2.3.13 Para todo o € A se cumple una de las siguientes opciones

(1) « es inversible si y sdlo si a(0) # 0.
(2) « es nilpotente si y solo si a(0) = 0.

Demostracién. Por la Proposicion 2.3.8; existe «(0) € ¥ 4 tnico tal que a — «(0) € m.
(1) =: Supongamos que « no es inversible entonces @ € m y como a — «(0) € m,

a(0) € m pero «(0) pertenece al cuerpo X4 luego a(0) = 0.
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<: Si a(0) # 0, como o — «(0) € m y por la Proposicion 2.3.1, existe » € N tal que

(v — a(0))" = 0. Desarrollando el binomio,
ala™ = ra"2a(0) + - + (=1)"lra(0)) = (=1)"ta(0)".

En consecuencia, a es inversible.

(2) =: Si « es nilpotente entonces « es divisor de cero. Supongamos que a(0) # 0, por
el item (1), a es inversible y esto es absurdo. Luego, «(0) = 0.

<: Si a(0) = 0, por la Proposicion 2.3.8, & € m y por la Proposicion 2.3.1, existe r € N

tal que o = 0. En consecuencia « es nilpotente. m

Ejemplo 2.3.14 Podria parecer que «(0) € K pero a(0) € X4, por ejemplo, si A =
%, el ideal mazimal de A es m = (T2 + 1) y su cuerpo residual es C, entonces
A~C®m y la descomposicion se hace de la forma siguiente.

Sea v = 354— %fg € A entonces Y41 = 0. De este modo, R+yR C A yR+yR ~ C. Si
llamamos u = T2 + 1 tenemos que {1,7,u,Zu} es base de A como R—espacio vectorial.
Note que m como A—mddulo estd generado por u, pero como R—espacio vectorial estd

generado por u y Tu ya que cualquier elemento de m se escribe como

p(@)u = (a + bT + cT* + dZ°)u = au + bTu + T*u + dz°u

2

con T2u = (u—Du = v —u = —u y Tu = T(T?u) = —Tu. Por tanto tenemos el

isomorfismo ¢ : A — C@m con o(T) = — 3Tu, p(T*) =u—1y p(@) = -7 + 37u.
Finalmente note que T(0) =~ y v ¢ R.

En consecuencia, por la Proposiciéon 2.3.13,
m={ac€A:a(0)=0} ={ae A:3IreN tal que o' = 0}.

Proposicion 2.3.15 {1,aq,...,a,_1} es base de A como K —espacio vectorial si y sélo

si{l,a1 —a1(0),...,an — an—1(0)} es base de A como K —espacio vectorial.

Demostraciéon. La equivalencia se cumple ya que el determinante de la matriz de

coordenadas de los segundos elementos en términos de los primeros es distinto de cero

pues
1 —041(0) N —Oénfl(())
0 1 .. 0
det =1.
0 0 1
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Proposicion 2.3.16 Sea X4 el cuerpo cociente de A. FExiste una base de A como
Y a—espacio vectorial de la forma {1,0aq,...,an_1} con «; nilpotente para todo i, i =
1,...,n—1.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.8, A = 34 @ m donde m es su ideal maximal
y 34 es su cuerpo cociente. Luego existe una base de A como X 4—espacio vectorial
{1,a1,...,ap-1} con aq,...,ap—1 € m. Ademas, puesto que m = {o € A : Ir €

N tal que " = 0} tenemos que «; es nilpotente para todoi=1,...,n—1. =

Proposicion 2.3.17 (1) A = {o(a) : « € m} estd acotado superiormente y en con-

secuencia tiene mdximo.

(2) Si{l,a1,...,an_1} con aq,...,a,—1 € m es base de A, entonces
n—1
méx(o(a;)) < o(m) < o(a)
=1

Demostracion. (1) Para todo a € m, o(a) < o(m) luego A esta acotado superiormente
por o(m) y en consecuencia tiene maximo.

(2) Como «a; € m, para todoi=1,...,n—1, o(e;) < o(m) y méx(o(c;)) < o(m).

Sea N = Z?:_f o(a;) y veamos que m” = 0. Para todos B;1...,8y € m, existen
a;j € K tales que §; = Z?:_f a;jou, entonces By - -+ fy = Z?:_ll ajjoy - - Z?:_ll anjoy =
S by, @y ol donde 7y - 471 = Ny N =37 o() entonces existe i
tal que 7; > o(wy) y por tanto o' = 0. Asi B1--- By =0y m? = 0. En consecuencia
mx(o(as)) < o(m) < T ofay). m

Podemos preguntarnos si hay una relacion méas precisa entre max(o(«;)) y en general

méx{o(a) : « € m} y o(m). Observemos que en la R—é&lgebra (Ii[f’y%}) el ideal maximal

esta generado por Ty 7, y o(Z) = o(y) = 2 pero o(Z +7) = 3 ya que (Z+7)? =27y # 0
y (T +7)% = 0. En este ejemplo o(m) = 3 y o(ZT) + o(y) = 4 luego las dos desigualdades
de la Proposicion 2.3.17 son estrictas.

Mas atin, si K es de caracteristica dos, para todo o € m, & = aZ + by entonces o? = 0
es decir o(a) = 2 para todo a € m pero o(m) = 3 ya que 0 # Ty € m. Este fenémeno

no se da si K = R o K = C como veremos a continuacion.

Sea K =R o C. Paratodosr,n €N, n>2 y r > 1, definimos

Anr:{(il,...,in):ijGZZoyi1+~-'+in:T}

n+r71)'

Ordenamos A, con el orden lexicografico. Llamamos Ny, = #(4A,,) = ( .,
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Consideremos la aplicacion

K" —  KNnr
1; "IL
a = (a’la ce. ,an) —oat = (CL P aiz )(il,..‘,in)EAnr
Para x1, ..., z, indeterminadas, llamamos « = (x1,...,2,)y x* = (33111 e $£L")(i1,...,in)eAm
con el convenio que si i; = 0 entonces no aparece el término ag 0 ac? en el monomio
correspondiente.
Consideremos la aplicacion
Oyt KNrxno o K
a; aj
—  det
ay,, ay,,
ai
Observacion 2.3.18 Si ¢y, : # 0, como pyn, es continua, se tiene que para
ANy,
b
todoi=1,..., Ny, existe ¢; > 0 tal que @y, : # 0 para b; € Be,(a;). Luego si
bNTLT'
a
existen ay,...,an,, € K" tales que pn, : # 0 entonces existen by,..., by, €
aNnr
b
K" tales que @y : # 0 y todas las componentes de cada b; son distintas de
by,

cero para todo i.
Proposicién 2.3.19 Para todos n,r € N, n > 2, r > 1, existen ay,...,ayn,, € K"

al
tales que @py : #0.

aNn'V‘

Demostraciéon. Hacemos induccion sobre (n,r) con el orden lexicogréfico.

Para n = 2 y para todo r, se tiene que x = (z1,x2), Ao = {(0,7), (1,r—1),...,(r,0)},

— _ r—1 _ _ 2
Nop =r+1lya* = (ah,z125 7, ..., 2]). Sea a; = (a4, 1) entonces af = (1, a;,a;,...,al),
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* '
aj 1 a ... aj

y si a; # aj, i # j, entonces det : =1 : : y este es distinto

* T
a, . 1 ary1 ... Ay
de cero pues es el determinante de Vandermonde.

Para r = 1 y para todo n, se tiene que ¢ = (z1, -+, &), Ap1 = {1,2,...,n},
Nyp1 = n y por tanto * = x. Si a] = (a11,...,01n),-.-,a; = (anl, ..., any) entonces
Gf{ a1l ... Qin
det : =| .| y es distinto de cero si {a1, -+ ,a,} es base de K™.
a; apl --- Qpn

Supongamos cierto el caso (m, s), para todo (m, s) < (n,r) con el orden lexicogréafico,
y veamos que se verifica el caso (n,r).
a*
1
Llamamos M = : y sean N = Ny, Ny = N1y, y N2 = Ny(—1). Note que

*

ay

-2 -2 -1
N1+N2:Npues<n+r >+<n+r >:<n—|—r )
r r—1 r

A B
Dividimos la matriz M en cajas, M = D donde A es una submatriz de tamano

N1 xNjy D de Nax Ny. La matriz A corresponde a los primeros Ny vectores aq,--- ,an,
con el orden lexicografico que son los que tienen a;; = 0. Por hip6tesis de induccion en
el caso (n — 1,7) podemos elegir vectores de K" ', a; = (a2, ..., ain), i = 1,--- , Ny,
a)
de modo que det : # 0. Sea a; = (0,a42, -+ ,ain), 1 < ¢ < Nj, entonces
~%
aNl
~%
a;
A= : , det A £ 0 y para estos vectores la matriz B = 0 ya que en todas sus
~x%
aNl
entradas aparece algin a;;.
Las entradas de la matriz D corresponde a los monomios de a’ -+ ,a’ en los que
Ni+1» » N
aparece el término a;1. Sacando factor comin a;; en cada fila de la matriz D obtenemos
~x
AN, +1
la matriz : que esta definida por monomios de grado r — 1 y por hipoétesis
~s%
ay
de induccion en el caso (n,r — 1) su determinante es distinto de cero.
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En consecuencia, los vectores a1, - ,an,,an,+1, -+ ,any € K" verifican que
* %k
a; AN, +1
det : = det(A) det(D) = a(n, 1)1 - - an1 det(A) det : # 0.
* Sk
ay ay
Note que a(y,41)1, -+ ,an1 son todos distintos de cero en virtud de la Observacion
2.3.18. m

Proposicion 2.3.20 Si A es una K—dlgebra finita local con ideal mazimal m, cuerpo
residual L y o(m) = r entonces eviste a € m tal que a,a?,...,a" "' son linealmente

independientes sobre L.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.11, existe L extension finita de K tal que A =
Lizy,...,xy]/I con {z1, ..., z,} base de m como L—espacio vectorial. Tenemos dos casos:
(1) Si existe i tal que o} ' # 0 entonces o(x;) = r y por la Proposicién 2.3.3 se tiene

r—1

que x;, ..., T,

;~ son linealmente independientes.

(2) Para todo 1, x;”*l =0.Sean A = A1)y N = Ny(,_1) y tomemos a € m genérico,

a=aajx1 + ... + apx, donde oy, ..., a, € L entonces

S g Nioin O aor ity

(ilam:in)EA

n n

Note que A;, i, € Z—{0}.Sia* = (alll...a"”)(il,...,in)eA yy* = ()‘ilminlel"'xin)(il,...,in)eA
entonces o ~! es el producto matricial de a* y la traspuesta de y* esto es o" ! = a*y*’.

En virtud de la Proposicién 2.3.19, elegimos ay,...,any € L™ tales que

*

Pn(r—1) = det # 0.
ay ay
Si a; = (a1, ,aipn), lamamos b; = Z;‘Zl a;jrj para todoi=1,---,N.

Como afj,...,a} son base de LN, existen 7;1,...,viv € L tales, que para todo 4 =
(ila"' 7Zn) € Aa

vi1al + ...+ vinay = €;

donde e; € LV es el vector fila de entrada 1 en la posicion i y cero en las otras

entradas.
Si "' = 0 para todo & € m, y como b; € m para todo i = 1,---, N entonces
bg_l = afy*t = 0. Por tanto e;y** = 0 pero e;y*! = )\il__,ina:?...xfl" Y iy, 7 0 luego

x’llazﬁl" = 0 para todo ¢ = (i1, ...,in,) € A lo cual es absurdo pues o(m) = r. Porque
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si o(a) < r para todo @ € m, existe s < r — 1 con o(a) < s para todo @ € m y
<

om)<s<r. m

Proposicion 2.3.21 Sio(m) =17y r =i1+---+i, conij € Z>q para todoj =1,...,n,
n < r, entonces para todos aq, .. .,oq, € m, alf e af{b =0.

Demostracion. Si o(m) = r, entonces m" = 0. Note que m” es el ideal generado
por aj---«, tales que ag,...,q, € m. Como i1 + -+ i, = 71, aill-uafy em” yen

consecuencia aj' - --alr =0. ®

2.4. R-—algebras locales finitas

Sea A una R—algebra local de dimension finita con maximal m = {a € A :
a es divisor de cero}. Como R tiene solo dos extensiones finitas, R y C, y por el Teorema
2.3.11, A es una R—algebra local de dimension finita si y solo si A = L{zq,...,x,|/I y
existe r tal que (x1,...,2n)" C I C (21, -+ ,2,) y L=R o C.

Proposicion 2.4.1 Para todo o € A, existen a,b € R yd € N tales que 5 =aa+b y

BT=0 o (BF+1)=0.

Demostracion. Sea oo € A, como dimg A es finita, existe el polinomio minimo de «,

p(z) = 2% —ag_x?1 —

Caso 1. Si p(z) tiene una raiz real a con multiplicidad r entonces p(z) = (

-+ —ap esto es p(a) = 0.

v - a) (),
1 <r<d,con (x—a)tq(z), es decir, existe h(x) tal que ¢(x) = (z — a)h(x) + q(a) y
g(a) # 0. Tenemos dos opciones:
(
(

g(a) # 0. Como 0 = p(a) = (v — a)"q(«), (¢ — a)" y q(«) son divisores de cero, y por

1) r = d. En este caso q(z) = 1 pues p(x) es ménico y si 8 = a — a entonces 3¢ = 0.

2) 1 <r < d. Note que (z —a)" y q(z) tienen grado menor que d, luego (¢ —a)” # 0y

tanto estan en m. Veamos que ¢(a) ¢ m y se llega a contradiccion.

En efecto, como (a«—a)” € m, (a —a) € m ya que m es primo y puesto que ¢(z) —q(a) =
(x —a)h(z) entonces g(a) —q(a) = (¢ —a)h(a) € m. De esta forma, ¢(a)+m = g(a)+m,
pero g(a) € Ry g(a) # 0. En consecuencia g(a) + m # 0y ¢(a) ¢ m.

Caso 2. Si p(z) solo tiene raices complejas no reales, su grado es par d = 2s. Cada
par de raices complejas conjugadas corresponde a un par de reales a y b #£ 0 tales que
((# — a)* + b*)|p(x). Con el cambio de variable y = £3 tenemos que (y* + 1)[p(y)
con p(y) = p(by + a) y si el par de raices complejas conjugadas tienen multiplicidad
entonces p(y) = (> +1)"q(y), 1 < r < s, con (y? + 1) 1 ¢(y). Igual que en el caso 1,

tenemos dos opciones:
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(21) r=s y q(y) tiene grado cero. Sea 3 = 7% entonces 0 = p(3) = (82 + 1)°q¢(B) y

r
q(B) € R, ¢(B) # 0. Por tanto (52 +1)%=0.
(2.2) 1 < r < 5. Veamos que esto es imposible. Como (y?+1)" y ¢(y) tienen grado menor

que s, para f = 42, (82-+ 1) £ 0y q(8) £ 0. Luego 0 = p(8) = (8% + 1)"q(B) implica
que (8% +1)" y q(B) son divisores de cero y por tanto estan en el maximal. Veamos

que ¢(3) € m lleva a una contradiccién. En efecto, como (82 + 1)" € m, (82 +1) € m
ya que m es primo y como ¢(y) tiene otro par de raices complejas conjugadas distintas
del anterior con multiplicidad ¢ > 1 entonces existen a; y b; reales distintos de 0 y
+1 tales que ((y — a1)? + b3)t|q(y). Luego q(y) = ((y — a1)? + b2)'h(y) donde o bien
h(y) € R, h(y) # 0, o bien sblo tiene pares de raices complejas conjugadas. Pero
q(B) = ((B—a1)® +b2)h(B) € m, entonces ((3 —a1)? +b2)! €mo h(B) € m.

(2.2.1) Si ((B — a1)? + b3)! € m, entonces (8 — a1)? + b3 € m porque m es primo y

(B2+1) = ((B—a1)? +b}) =208 —a? —b? +1cm.

Si a1 = 0 entonces 1 — b% € m. Luego by = +1 lo que es absurdo. Entonces a1 # 0 y si
a%—l—b%—l
2a1

c= , B—c€m. Por tanto 2 — ¢ € m y como 2+ 1 € m entonces 1 + ¢ € m,
lo cual es absurdo pues una suma de cuadrados reales donde uno de ellos es distinto de
cero no puede estar en el maximal.

(2.2.2) Si h(B) € m, entonces h(y) solo tiene pares de raices complejas conjugadas. Repi-
tiendo el argumento anterior inductivamente tenemos un absurdo porque suprimiendo

pares de raices conjugadas se llega a que h(3) € R, h(S) # 0, y no puede estar en m. m

Definicion 2.4.2 Si a € A wverifica que existen a,b € R y existe d € N tales que
B =aa+by =0 diremos que a es de tipo real y si o € A verifica que existen
a,b € R y existe d € N tales que f = aa+b y (%2 + 1) = 0 diremos que a es de tipo

complejo.

En la Proposiciéon 2.4.4 vamos a mostrar una propiedad de las R—algebras locales

finitas con elementos de tipo complejo, para esto necesitamos el lema siguiente.

Lema 2.4.3 Sea B € A. Para todo natural, n > 1,

nzl (Z N 1)6” = an(BQ +1)f

i=0 =0

Demostracion. Para la demostracion utilizaremos induccién sobre n. El caso n = 2 es

inmediato pues

1 1
(iil)ﬁ% =242 =14+ +1) =) (B +1).
i—0 =0

2
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Supongamos cierto el caso n = k,
(8 ) - S
i=0 i+1 i=0
y veamos que se cumple el cason =k + 1,

(k1 2% _ : 2 i
ZQ+J5—§W+U
En efecto,

=0 =0 i=0
1

En la segunda igualdad se ha usado la hip6tesis de induccién y el desarrollo del binomio

(8% +1)* y en la cuarta igualdad se us6 la identidad de Pascal. m

Proposicion 2.4.4 Si en A existe un elemento o de tipo complejo entonces existe,

salvo el signo, un inico elemento v € A tal que v*> +1 = 0.

Demostracion. Como a € A es un elemento de tipo complejo, existen a,b € R y existe
d € N tales que 3 =aa +by (52+1)% =0, pero

d
d\ ..
2 d __ 2%
w+m-ZQﬁ+¢
=1
entonces existe un polinomio en 3%, p(B?) = Zle (‘Z)ﬁ%, tal que p(B%) +1 = 0.
Debemos ver que p(3?) es un cuadrado. Para esto, veamos primero que
d d d—1
% _ 2 2 i
> (§)o =@ 4y
i=1 =0
En efecto,

d d ' d d ‘ d—1 d ' d—1 ‘
Z <Z)ﬁ21 _ BQZ (i>ﬁ2(z—1) _ 522 <Z N 1>ﬁ22 _ 52 Z(ﬁ2 + 1)1
=0

i=1 i=1 =0
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en la ultima igualdad se us6 el Lema 2.4.3. Ahora probamos que existen a; € R, ¢ =

0,...,d—1, tales que

Por facilidad en los calculos hacemos el cambio de variable = 32 + 1. Asi, debemos

ver que si ¢ = 0 entonces existen a; € R, i =0,...,d — 1, tales que
d—1 d—1 2
xt = (Z aiaf) . (2.3)
i=0 i=0

2 .
- ; 2(d—1 ; .
En efecto, (§ ?:01 am’) =) iio ) <§ 0 Gkaz‘—k) z' pero ¢ = 0 y en consecuencia

N 2 : )
(Z?:_ol aim’) = Z;fl:_ol (ZZ‘:O akai_k) x*. Por la Ecuacion (2.3),

d—1 / i d—1
g ara;_ | * = E "
i=0

1=0 \k=0

Por tanto, para cada 0 <i < d—1, ZZZO ara;_ = 1. Pero

- i1
¢ 2> 020 OkGi—k si 4 es impar
i —2

> arai-k =

o a% +2 Yoilo@r@i—p SL i es par
2
Luego ZZ:O ara;_p, = 1 implica que ag = £1 y, paracada 1 <7< d—1,

i—1
<1 —-2> .2 akaik> /2ag si % es impar

a; = A
l <1 —a? — 22,;%:21 akaik) /2ap st iespar
Note que cada a;, 1 <i < d — 1, se obtiene iterativamente. Asi tenemos la solucién del
sistema 2.3 y en consecuencia existe v = \/m tal que v2 +1 = 0.

Unicidad de v € A, salvo el signo: si A tiene dos elementos de tipo complejo, existen v y
Atales que v2+1 = 0y A24+1 = 0. Luego, 0 = (724+1)—(A24+1) = v2-22 = (y=A)(v+\).
Si(y—=A)#0y (y+ A) # 0 entonces v — Ay v + A son divisores de cero y por tanto
estan en m. Como (Y + A+ (y—A)=2yemy (y+ ) —(y—A) =2\ € m entonces
7y A estan en m pero 42 + 1 € m entonces 1 € m lo que es absurdo. En consecuencia,

Yy+A=00y—A=0entoncesy=XA o y=—-A. n

Ejemplo 2.4.5 La R—dlgebra local finita A = % tiene elementos de tipo com-
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plejo y v = %f—l— %f‘s € A es el tinico elemento, salvo signo, tal que v> +1 = 0.

Proposicion 2.4.6 Para todo n, entero positivo,

Rlz] Clz]

~

((@+1)m) — (@)

Demostracion. Por el Lema 2.2.9, el ideal maximal de la R—algebra local finita A =

% esm = (T2+1) y como A tiene elementos de tipo complejo, por la Proposicion

2.4.4, existe v = y(z) + ((z2 + 1)") € A con v(z) € K[z], grado(y) < 2n y tal que

~? +1 = 0. Observe que

(i) Como 42 +1=0,~72+ 1€ ((2> + 1)").

(ii) -+ es inversible ya que y(—v) = 1.

(iii) Z2+1 = (T—~)(T+~) en A, o equivalentemente 22 +1— (z—v)(z+7) € ((x2+1)").

Veamos que ((22 4+ 1)) = ((x — )", v* + 1).

C] Como 22 4+ 1 = (z — y)(x +7) + (v2 + 1) entonces (22 + 1) = (x — v)"(x +7)" +

(12 + D)g(x) y por tanto (22 + 1)) € (& — 7)™ + 1).

D] Por (iii), (T —v)(T ++) € m. Como m es primo, T — € m 0 T+~ € m pero

no las dos cosas ya que si T —v,T+ v € m entonces T +v — (T — ) = 2y € m lo

cual es absurdo pues 2 y « son inversibles. Sin pérdida de generalidad supongamos que

T —~ € m, de lo contrario cambiamos « por —~ ya que « es Unico salvo el signo.

Como T+ ¢ m, T+~ es inversible en A y existe p(Z) € A tal que (T+~)p(T) = 1 luego

(z+7)p(z) —1 € ((z* +1)"). Entonces (z +7)"p(z)" — 1 € ((#*+1)") y multiplicando

por (z — )",
(& ="z +7)"p(@)" = (z = )" € ((2* +1)"). (2.4)

Como 22 +1—(x—)(x+7) € (22 + 1)), (@ +1)" — (x — )" (z +9)" € (> +1)")
y (z —7)"(z +7)" € ((x% + 1)"). Luego de la Ecuacion (2.4), (z —y)" € ((z2+1)") y
por el item (i), (42 + 1, (x —y)") C ((z% + 1)™).

En consecuencia,

Rlz] Rly, 2]
(2 +1)m)  (y—2)22+1)
Para finalizar comprobamos el isomorfismo ((y_IS)[Z’ZZ}Q ng) ~ %.

Seang=y+((y—2)" 22 +1) yZ=2+(y - 2)", 2> + 1).
Sin =1, entonces (ﬁ[ﬂ) ~ (y—IR;[,yZ”in—l) ={a+zb:a,beR,Z2+1=0} =C.
Sin > 2, consideramos

¢: Clll =R +RI] — mogidem
t = t=7—Z
1 — z
p(t) +igt)  — p(t) +7q(t)
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= ¢ es un homomorfismo.

o((p(t)+iq(t))+(f(t)+igt))) = o((p+f)(t)+ilg+9)(t) = (p+f) () +2(q+g)(t) =

(p(t) +Zq(1)) + (f () +Zg(t)) = o(p(t) +iq(t)) + o(f (t) + ig(t))-

= Ker(¢) = (t"). Primero observe que t # 0 pues n > 2, y 1y Z son R[] —linealmente
independientes. Entonces 0 = ¢(p(t) + iq(t)) = p(t) + Zq(t) implica p(t) = 0 y

q(t) = 0. Luego p(y — 2),q(y — 2z) € ((y — 2)") es decir p(t),q(t) € (t"). Asi,
p(t) +iq(t) € (t").

En consecuencia, ¢ : % — % es inyectiva y como

. C[t . Rly, 2] : R[z]
L = = =2
dimp ) dimp © z)”,zz 0 dimp ((:1:2 )7 n
. R[y,z] ~ C[]
se tlene que =m0 = [ ]

Corolario 2.4.7 §i
f(:c) = (x — al)m - (m _ ar)n’”((:c _ 01)2 + b%)vm . ((m _ 03)2 + bg)ms c R[J:]

entonces

T

Rle) Rl Rl Rl Ra] Rl Cll
Ty = ) ) @ @~ D Oy

Proposicion 2.4.8 Si A es una R—dlgebra local finita, ocurre una de las dos opciones:

(1) para todo o € A existen a,b € R y existe d € N tales que (ac 4+ b)? = 0.

(2) existe B € A tinico, salvo el signo, tal que 8% +1 = 0.

Demostracion. Las dos opciones son consecuencia de la Proposicion 2.4.1 y la exis-

tencia y unicidad de 8 € A, en la opcidén 2, se tiene por la Proposiciéon 2.4.4. =

Proposicion 2.4.9 Una R—dlgebra local finita A es una C—dlgebra local finita si y sélo

si existe en A un elemento de tipo complejo.

Demostracion. <: Si A es una R—algebra local finita con un elemento de tipo complejo
entonces, por la Proposicion 2.4.4, existe un v € A tal que 42 +1 = 0. Como 22 + 1
es irreducible, 22 + 1 es el polinomio minimo de 7. Ademés, puesto que R C A, el

homomorfismo evaluaciéon
v: Rz] - A

T =y
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tiene Ker(p) = (22+1) ya que p(q(x)) = 0 & q(y) = 0 & 22 +1jg(z) & q(x) € (22+1).

Ademéas como C ~ (E[ﬂ) entonces

-~ Rz]

C— A
L EE )

es un homomorfismo de anillos de C en A que dota a A de estructura de C—algebra.
Note que A tiene dimension finita como C—espacio vectorial ya que dimg A = 2dim¢ A
y dimp A es finita.

=: Si A es una C—algebra local finita, como R C C y tenemos el morfismo estructural

cC —» A
a — al

entonces A es una R—algebra local finita y tiene un elemento de tipo complejo ya que
existe (1i) € A tal que (i1)2+1=0. m
Por las Proposiciones 2.4.8 y 2.4.9, el problema de clasificar las R—algebras locales

finitas se reduce a los siguientes dos problemas:

(1) clasificar las R—algebras locales finitas con todos los elementos de tipo real.

(2) clasificar las C—algebras locales finitas.

2.5. Criterios de isomorfia de K —algebras locales finitas.

El problema que abordamos en esta secciéon es el de dar condiciones necesarias para
que dos K —éalgebras locales finitas sean isomorfas. Estos criterios nos permitiran saber

si dos K —algebras pertenecen a la misma clase de isomorfia.

2.5.1. Estructuras geométricas

Sea A un K —espacio vectorial de dimension finita n. Llamamos estructura geométri-
ca asociada a A a lo siguiente: consideremos los elementos de A que verifican una
propiedad P invariante por isomorfismos. Es decir, a € A verifica la propiedad P si
y solo si para todo isomorfismo f de A en B, f(«) verifica la propiedad P en B. Por
ejemplo,

a" =0
o =«
a divisor de cero

a" =1
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Sean V4 (P) y Vi(P) los conjuntos de elementos en A y B, respectivamente, que verifican

la propiedad P.

Si f: A— B esun isomorfismo de K—éalgebras finitas en particular f es K—lineal,
como P es invariante por f, V4(P) = Vp(P). Por tanto las propiedades lineales o

multilineales de V4(P) y Vg(P) son las mismas.

2.5.2. Dimension de las potencias del maximal

Proposicion 2.5.1 Si A es una K—dlgebra local finita y m su ideal mazrimal y sea

S; = dimg m? donde Sy = dimg A entonces la sucesion de nimeros,
Sa: Sl>52>--->Sr:ST+1

(1) es estacionaria y su dltimo término es cero.

(2) Si A~ B, entonces Sy = Sp.

Demostracion. (1) Como A es de dimension finita, la sucesion

moOm?D..-DOm’
es finita. Note que m” = m"*! implica que m® = m” para todo s > r ya que multiplicando

por m,

r r+1

m’ =m 2=

:mT'

Ademas, por la Proposicion 2.3.1, existe s tal que m® = 0. En conclusion la sucesion Sy
es estacionaria y su ultimo término es cero.

(2) Sea f: A — B un isomorfismo. Entonces

En efecto, puesto que f(my) = mp,
aemy < a:Zail-'~ai7, con q;; € my
i
& fla)=>_ flow) - flew,) con f(ai;) € mp
i
< fla) e mp.

Por tanto, Sy = Sp. =

En consecuencia,

min{s : m* =0}
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y las dimensiones
S@' = dimR mi y dimR mi/mi“ = SZ — SZ'+1

son invariantes por isomorfia.

2.5.3. Cuadricas.

Si Ay B son K—Aalgebras locales finitas, por la Proposicion 2.3.9, existen Ly y
Lp extensiones finitas de K y existen ideales I y J de Lalx1,...,xn) ¥ LB[Y1, -, Ym)]
respectivamente con I = ({u;,vij}1<icj<n) donde u; = xf - Z?:l aijT; y vij =
vy — Ypoy ijktk, J = ({6 rijh<icj<m) donde ¢ = yf — 30 bijy; v rij =
YiYj — > peq bijkyk, v tales que A = Lylzy,...,x,]/I y B = Lglyi, ..., ym]/J.

Si A~ B entonces my ~mpy A/my ~ B/mp por tanto n =my Lg ~ Lp. Es decir,
si ¢ : A — B es un isomorfismo entonces existe un cuerpo L tal que A = L[z1, ..., z,]/1,
B = Lly1,...,yn]/J v ¢ induce un isomorfismo ¢ : L[xy,...,x,]/T = Lly1,...,ynl/J ¥
|, =7 conT € Aut(L/K). En consecuencia ¢ queda definido por ¢(Z;) = pi (U1, ---» Uy,)
para todo ¢ = 1,---,n. Por la Proposicion 2.3.9, p;(9,,...,7,) = Z?:l cijy; luego
o(T;) = Z;L:1 cijy; donde (¢ij)1<ij<n €s una matriz inversible.

Un isomorfismo de K —élgebras de A en B esta representado por muchos homomorfismos
de L[x1,...,xy] en Ly, ...,yn] vy lo que estamos afirmando es que ¢ esta representado
por uno que es T—semilineal.

En el Ejemplo 2.2.16, el isomorfismo

b: A= MO L p_ HOW

(z3+a2+2) y3+2y2+1)

T — 252 + 1

proviene de un homomorfismo Z/(3)[x] — Z/(3)[y] que no es una transformacion lineal

: : : Z/(3)[z1,72]
en x pero si cambiamos los sistemas de generadores A = !
b & (234222,034+222+221+1,x1 02 +2242)

vy B = Z/(3)[y1,y2]
(¥342y2,93+2y2+y1+1,9192+2y1+1)

entonces ¢ estd asociado al homomorfismo

¢: Z/B)[xr1,x2] —  Z/B)[y1,y2]
T — y1 =2x9+ 1
T2 — y2:2a:2+x1—|—2

Definiciéon 2.5.2 Sea A = L[x1,...,x,]/I, al sistema lineal de formas cuadrdticas de

n e 2 n e e .
L™ generado por {u;,vijhi<icj<n donde u; = x; — ijl aijr; € I y vy = zixy —

Y opeq aijkxk € I o al sistema de cuddricas de P(L™) asociado lo llamamos sistema

lineal asociado al dlgebra.
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Proposicion 2.5.3 A ~ B si y sdlo si los sistemas lineales asociados son proyectiva-

mente equivalentes.

Demostracion. =: Como A ~ B, existe un isomorfismo 7—semilineal ¢ de A en B tal
que p(I) = J y el sistema lineal de formas cuadraticas asociado a A es un sistema de
generadores del ideal I. Como ¢ es isomorfismo, los polinomios {¢(u;), (vij) h<i<j<n
generan a J, por tanto definen una base del sistema lineal de formas cuadraticas asoci-
adas a B. En consecuencia los sistemas son equivalentes.

<: Si los sistemas lineales asociados a A y B son proyectivamente equivalentes, y con
las identificaciones my4 ~ L™ y mp ~ L™ dadas por la Proposicién 2.3.9 se tiene que
existe una proyectividad @ : P(L™) — P(L™) que transforma el sistema generado por
{us, vij hi<icj<n en el sistema {g;, 7i; }1<i<j<n.

Si 1 es un representante de @, @1 : L[x1,...,2,] = Lly1,...,yn] que transforma los
generadores del ideal I en elementos independientes del ideal .J, entonces estos ge-
neran necesariamente a J esto es ¢1(I) = J. De esta forma ¢; induce un isomorfismo

Llz1,...,xn)/I ~ Liy1,...,yn|/J. ®

El criterio de isomorfia de la Proposicién 2.5.3 no es aplicable en general dado que
lleva a comprobar la equivalencia proyectiva de dos sistemas lineales de cuadricas que
estan generadas casi siempre por cuddricas degeneradas y el problema de clasificar estos

sistemas no esta bien resuelto en la literatura.

Si my es el ideal maximal de A, mp es el ideal de B y A ~ B entonces my ~ mp
y en general m’y ~ m';. Ademas si ¢ : A — B es un isomorfismo, por la secciéon 2.1, el
diagrama
mly x my ——m’
i@xw lw

T s ) T
mp X mpy ——mlp

es conmutativo, es decir, p(u; - uz) = @(u;) - (uz). Luego el producto como forma

bilineal es invariante.

Sir < sy?2r<o(my)=o(mpg) <r-+s entonces el producto induce una forma

bilineal para esto veamos que

¢ my/mé xm/msy — m¥

(a+m¥,d +m%) — ad

esta bien definida. Sea (a + b+ m%,d’ + b + m%) € m’;/m% x m’, /m% con b,b' € m%
entonces ¢((a +b+m5,a’ +0 +m%)) = (a+b)(d +V) = ad’ + al/ + a'b = ad’ pues
ab’,a'b € m¥.

Si A y B son isomorfos entonces las dos formas bilineales asociadas al producto son
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equivalentes.
Componiendo con los elementos de (mz{”)* tenemos para cada algebra A y cada par de

enteros r y s con 2r < o(my) < r + s, un sistema lineal de cuédricas en m’;/m?,

¢
/X w fmy ——e my e K

con ¢ € (m¥)*.

2.6. Infinitas R—algebras locales de dimensién 6

Proposicion 2.6.1 Sean o € R y

A, = Rz, y, 2]

{Ao}acr es una familia de R—dlgebras locales de dimension 6 con o(m,) = 3, base
como R—espacio B = {1,%,7%,9,7%,Z} y tal que para todos o, 3 € R, a # 3, excepto

para un nimero finito, A, 2% Ag.

Demostraciéon. Como o(m,) = 3, podemos considerar la forma bilineal asociada al
producto en m,/m?2,

¢ my/m2 x my/m2 — m2.

{%,9,Z} conT =F+m2, J =y+m2 y 2 =z+m2 es base de m,/m2. Note que ¢(z,7) =
2, 0(3,9) =72+ 7%, 6(7,2) = 7%, 6(1,7) =7, ¢(§.7) =0y 6(2,2) =7° + ap”. Por
tanto el haz de formas cuadraticas asociada al producto en m,/m?2 estd generado por

11 1 010
gi=11 0 0 |yge=|1120
1 01 0 0 b
0 0 01 0 1 1 0
Como qflqz = 1 0 -1 1 1 0 = 0 1 —a |, su polinomio
0 -1 1 0 0 « -1 -1 «

z) = 2% — (o + 2)2® + (o + 1)z — a. Observe que las raices del

—

caracteristico es p,
polinomio dependen de 'y p,(x) no tiene raices multiples, més atin, un cambio variable
lineal no puede llevar un polinomio caracteristico p,(x) en otro polinomio caracteristico
pg(z), o # . Por tanto para todos o, B € R, a # 3, Ay 2 Ag. ®

Observacion 2.6.2 Se puede construir una familia infinita de R—dlgebras no isomor-

fas de dimension mayor que 6 y con orden de mazimal o(my) = 3. Por ejemplo, la
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familia de R—dlgebras locales de dimension 7y o(my) = 3, {Aa}acr con

Rz, y, z, w]

Aa - )
(;U3,y3,w2 - $2 - y2,z2 - $2 - Oéy2,l'y - LL‘2 - yQ,ZL‘Z - $2,yz,ww,yw,zw)

contiene infinitas R—dlgebras no isomorfas.

2.7. Clasificaciéon de las R—algebras reales locales finitas en

dimensién baja.

Clasificamos en esta secciéon las R—algebras reales locales finitas hasta dimension
cinco y que son de tipo real. Por facilidad en la notacion, en las R—algebras, no tomamos

las clases en las bases del maximal.

2.7.1. R-—Algebras locales finitas reales de dimensiéon 1, 2 y 3.

(1) Si dimg A = 1, entonces o(m) = 1 y por tanto A es un cuerpo. Como A es una
R—algebra, A ~ R.

(2) Sidimg A = 2, entonces o(m) = 2 y por tanto existe x € m tal que z # 0y 2% = 0.
Por la Proposicion 2.3.5(2), se tiene que {1,z} es base de A y
Riz]

A:@.

(3) Si dimg A = 3, entonces 1 < o(m) < 3 y tenemos dos casos:

(3.1) Si o(m) = 3, entonces existe z € m tal que 22 # 0 y 23 = 0. Por la Proposiciéon
2.3.5(2), se tiene que {1, z,2?} es base de A y
Rlz]

Azﬁ.

(3.2) Si o(m) = 2, entonces para todo x € m, 22 = 0 y por la Proposiciéon 2.3.21, para

todos z,y € m, zy = 0. Como dimgm = 2, existen z,y € m tales que {z,y} es

base de m. En consecuencia
Rz, y]

(z,9)*

A~

En conclusién, salvo isomorfismos, para dimgp A = 3 se tiene

R
A= 103) L=y
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Note que las dos R—4algebras no son isomorfas pues el orden del ideal maximal de A;

es o(my) = 3 y el orden del ideal maximal de Az es o(my) = 2.

2.7.2.

R—algebras locales finitas reales de dimensién 4.

Si dimg A = 4, entonces 1 < o(m) < 4 y tenemos tres casos:

(1)

(2.1)

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.2)

Si o(m) = 4, entonces existe € m tal que 2> # 0 y 2* = 0. Por la Proposicion
2.3.5(2), {1, 2,22 2%} es base de A y por tanto

[z]

()

7

A~

~—

Si o(m) = 3, entonces para todo z € m, 3 = 0 y por la Proposiciéon 2.3.21 para
todos =,y € m, 22y = 0. Ademas, existe z € m tal que 22 # 0, luego z y 22
son linealmente independientes y puesto que dimg m = 3, existe y € m tal que

{x,2% y} es base de m. Tenemos dos casos:
Si 2y = 0, como y? € m, existen a, b, c € R tales que y> = azx + bx? + cy.
Multiplicando por ¥, 0 = y3 = azy + bx?y + cy? = cy? entonces ¢ = 0, si y% # 0.
Multiplicando por z, 0 = zy? = ax? pero x> # 0 entonces a = 0. Por tanto

y? = b
Tenemos tres casos:

Sib >0, sea v = Vbzx, entonces vy = vVbxy = 0, v = bz? = y? y como {z, 22, y}

es base de m, {7,7%,y} es base de m . En consecuencia

R[v, 9]

A~ .
(v3,72 — y%,vy)

Si b <0, sea vy = +/—bx, entonces vy = 0, 72 = —bx? = —y? y {7,72%,y} es base

de m. En COHSGCUGHCia
R[v,y]

T (vt )

Si b= 0, entonces zy = y?> =0y {z,22,y} es base de m. Por tanto

Rz, y|

A ——————.
(2%, 4%, zy)

Si zy # 0, como xy € m, entonces existen a, b, ¢ € R tales que xy = ax + bx? + cy.
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Multiplicando por z, 0 = 2%y = az? + cxy = azx? + c(ax + bx? + cy) = acx + (a +

be)z? + c?y entonces ac = a +be = ¢ = 0 esto es a = ¢ = 0. Por tanto zy = bz? y
z(y —bx) =0.

Sea v = y — bx entonces 1y = 0 y {x, 22~} es base de m. Luego estamos en el
caso (2.1).

(3) Si o(m) = 2, entonces para todo # € m, 22 = 0 y por la Proposicién 2.3.21, para

todos z,y € m, xy = 0. Ademas, como dimg m = 3, existen x,y, z € m tales que

{x,y,2} es base de m y cumple que 2% = 3?> = 22 = 2y = 2z = yz = 0. En
consecuencia R
4~ Rlzy 2]
(2,y,2)?

En dimg A = 4, hemos encontrado cinco R—éalgebras locales finitas. Vamos a ver

que ningun par de estas R—algebras son isomorfas. Sean

R[] Rz, y] Rz, y]
A= gy = I 4 ,
T Y 2T (@bt ay) 0 (282 — 2 ay)
4, - Rlz.y] 4 — Rlz.y, 2]
@Rty T w2

Note que el orden del maximal de las R—é&lgebras A; y As son o(my) =4y o(mz) = 2
respectivamente. Mientras que las otras tres R—algebras tienen orden del maximal igual

a 3. Por tanto Ay 22 Ay, Ay % Az, A1 Z Ay, Ay 2 As, Ag £ A5, A3 £ As y Ay 22 As.

Para mostrar que Ay 2 Az, Ag Z Ay y As 2 Ay vamos a estudiar los elementos de
cuadrado cero de las R—algebras As, Az y A4. Sean o € Ag, B € Ag y v € Ay entonces

o? = (a1z + bya? 4 c1y)? = afa®
B? = (agz + bax? + coy)? = a32? + 3y? = (a3 + c3)x?

v? = (asx + b3a? + c3y)? = a3x® + 3y* = (a3 — c3)x?.

Observe que a =0 si ysélosia; =0, B2 =0siysolosiag =cy =0y~ =0siy solo
si a3 = c3. Entonces {a € Az : a® = 0} es un R—espacio vectorial de dimensién 2 y
{B € Az : 32 = 0} es un R—espacio vectorial de dimension 1. Ademas {y € A4 : v2 = 0}
es la cuddrica que consiste en un par de planos distintos que pasan por el origen de
coordenadas. Por tanto Ay % Ag, Ay Z Ay y As Z Ay

En conclusién, si dimg A = 4, salvo isomorfismos, A es

Rlz] Rlz, y] Rlz, y] R[z, y] o Rlz,y, 2]
(%) (2% 92%,2y) (23,22 —y2ay)’ (23,22 + 42 xy) (z,y,2)?
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Observe que
R[v,9] Rz, y]

(7%,0%)  (2%,2% + 92, 2y)

Pues es un isomorfismo de R—espacios vectoriales siendo y = x+yy d =a —vy, y
la matriz asociada al cambio de bases tiene determinante distinto de cero. Ademés se
cumple la tabla de multiplicacion ya que 72 = 6% =22 + > =0y vd = 2% — 9% = 222

2.7.3. R-—algebras locales finitas reales de dimensién 5.

Si dimg A = 5, entonces 1 < o(m) < 5 y tenemos cuatro casos:

(1) Si o(m) = 5, entonces existe * € m tal que x* # 0 y 2% = 0. Por la Proposicion
2.3.5(2), {1, 2,22 23,21} es base de A y por tanto

7
&

A~ )
(2

~—

(2) Si o(m) = 4, entonces para todo x € m, x* = 0 y por la Proposicién 2.3.21 para
todos z,y € m, 23y = 2%y?> = 0. Ademas existe z € m tal que 2> # 0 luego z,
22 y x2 son linealmente independientes. Como dimg m = 4, existe y € m tal que

{z,22, 23, y} es base de m y tenemos dos casos:
(2.1) Si xy = 0, como 32, y> € m, entonces existen a;, b;, ¢;,d; € R, i = 1,2, tales que
Y =azt+bz’+eazd+diy vy yP = acx +bor? + ez’ + doy.

Luego 0 = 2%y? = a12® y 0 = 2%y® = ag2® pero 23 # 0 por tanto a; = ag = 0. De

la misma forma, 0 = zy? = byz3 y 0 = 29> = byx? entonces by = by = 0. Asi
V=cl+diy v yP=cox® + doy.

Note que ¥ = d1y? = di(c12® + d1y) = crdiz® + d2y = cox® + day entonces

Cy = 01d1 y dg = d%

Tenemos dos casos:

(2.1.1) Si y? # 0, entonces do = d; = c3 = 0 ya que 0 = y* = doy®. Luego 3> = 0 y

y? = cra®.

Sea v = /c1x por tanto v* = c12® = y?, y® =y = 0y {7,7*,7°,y} es base de
m. En consecuencia
Ry, y]

A~ .
(Y43 — % vy)
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Note que 3 no aparece como generador del ideal m puesto que y3 esta generado
por 73 — yQ. En efecto, como 73 — y2 em, 73y — y3 € m y por tanto y3 € mya
que 73y cm.

(2.1.2) Si y? = 0, entonces
4~ Rlz.yl
(@t yhay)
(2.2) Sixy # 0y 2%y = 0, como zy € m, entonces existen a, b, c,d € R tales que
zy = ax + bz + ca® + dy.

Multiplicando por 22, 0 = 23y = ax® pero 23 # 0 entonces a = 0. Multiplicando
por z, 0 = 2%y = b3 + dry = b3 + d(bz? + cx® + dy) = bdx?® + (b + cd)x3 + d?y
entonces bd =b+cd=d>=0estoesb=d=0. Asi zy = ca® y

z(y — cx?) = 0.
Sea v = y — cx? entonces 2y = 0 y {z,22, 23,7} es base de m. Luego estamos en
el caso (2.1).

(2.3) Si 2%y # 0, como z2y € m, existen a, b, ¢,d € R tales que 2%y = az+bx?+cz3+dy.
Multiplicando por 22, 0 = zty = az® + d2?y = ax® + d(azx + bx® + cx® + dy)
entonces ad = bd = a+cd = d*> = 0 esto es a = d = 0. Luego 2y = bz + ca®.
Multiplicando por x, 0 = 23y = ba? entonces b = 0. Asi 2%y = ca® y

22(y — cx) = 0.

Sea v = y — cx entonces 22y = 0y {z,22%, 23,7} es base de m. Luego estamos en
el caso (2.2).

(3) Si o(m) = 3, entonces para todo x € m, 23 = 0. Por la Proposicién 2.3.21, para
todos x,y € m, 2%y = 0, y para todos z,y,z € m, zyz = 0.
Ademas como o(m) = 3, existe € m tal que 22 # 0 luego = y 22 son linealmente
independientes, y puesto que dimgpm > 2, existe y € m tal que z,2% y y son
linealmente independientes. Tenemos dos casos:

(3.1) Siy? no depende linealmente de z, 22 y y, como dimg m = 4, entonces {z, 2%, y, y*}
es base de m y tenemos dos casos:

(3.1.1) Si zy = 0 entonces

Rz, y]

A ————.
(@, 4%, zy)
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(3.1.2) Sixy # 0, como zy € m, existen a,b, ¢,d € R tales que zy = ax + bz? + cy + dy?.
Multiplicando por z, 0 = 2%y = az? + cxy = az® + clax + bx® + cy + dy?) =
acz + (a+bc)x? + c*y+ edy? entonces ac = a+bc = c? = cd = 0 esto es a = ¢ = 0.
Asi
zy = ba® + dy?.
Note que el producto bd es invariante a cambios de productos por constantes de
2 v y. Ademas observe que si b = 0 entonces zy = dy® vy
y(r — dy) = 0.
Sea v = = — dy entonces vy = 0, v = x? — 2dxy + d*y® = 2 — 2d°%y? + d*y? =
2?2 — d*y? y por tanto {v,7?%,y,y*} es base de m. En consecuencia estamos en el
caso (3.1.1). Si d = 0, por simetria con y, tenemos el mismo razonamiento. Asi
b£0yd#0.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b > 0, porque podemos cambiar
2
x por —z y y por —y. Por tanto 0 = ba? +dy? —xy = (\/E — ﬁy) + (d — ﬁ) 12
y tenemos que
(=g = ()
Observe que ﬁ —d > 0siysoélosibd < i. Tenemos tres casos:

(3.1.2.1) Si bd < i, sean v, = Vb — z%/gy y Yy = \/4% — dy, entonces 72 = 73. Note
que {v1,72,73, 7172} es base de m. En efecto, v1v2 = (\/Bx — 2%/Ey) 1_4ibdy =
\/154bdmy _ \/12134bdy2 _ b\/12—4bdx2 i (de_li\b/1_4bdy2~ Por tanto

1
Y2 B 0 0 l_ﬁbd 0 x?
% 0 0 0 L—d y
by/1—4bd (2bd—1)/1—4bd 2
Y172 0 5 0 —_—r Y
. . . . . (1—4bd)>?
y la matriz cambio de base tiene determinante igual a “~—g=— # 0.
En consecuencia
A~ R[Vla 72]
(’Yig)v ’Yg)v ’Y% - ’73)
Note que Riviel o Ryl Gt ¢ = MEryy=71-—"7
(Wsni—rs) — @ty 172 1772
(3.1.2.2) Si bd > %, sean 1 = Vbr — Q%/By Y Y2 = 4/d— ﬁy, entonces 77 = —73.
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Note que 7172 = (Vor — 2%/53/) 4bil;1y _ \/4bzd—1xy _ \/4zg—1y2 _ b\/412)d—1x2 +
% VAbd=1,2 v de igual forma que en el caso (3.1.2.1), {71, 72,75, 71172} es base
de m. En consecuencia

A~ R[y1,72]

(V73,71 +13)

(3.1.2.3) Sibd = %, sean v, = Vbxr y 2 = Q%/Ey, entonces 2y1y2 = xy = b332—|—ﬁy2 =242

v {71,72,72,73} es base de m. En consecuencia

A~ R[y1,72]

T (B2 )’
172,71 T V3 Y172

(3.2) Para todo y € m linealmente independiente de x y 2% se cumple que 3? depende

linealmente de z, z? y y. Como y es linealmente independiente de z y 22, entonces

y + x es linealmente independiente de z y z2. Ademas
(y+2)* = y* + 20y + 2

depende linealmente de z, 2% v y si y solo si zy depende linealmente de z, 22 y

y. Por tanto existen a1, as, a3 € R tales que
_ 2
Ty = a1T + asx” + asy (2.5)
y como y? depende linealmente de z, 2% y y, existen by, ba, b3 € R tales que

y? = by + box® + byy. (2.6)

Multiplicando por z, en la Ecuacion (2.5), 0 = a12% + azzy = a12? + ag(a1z +
azx? + azy) = ajazx + (ay + agaz)x? + a%y. Entonces aijas = a1 + asasz = a% =0
esto es a3 = a; = 0y 2y = azx?. Multiplicando por y, en la Ecuaciéon (2.6),
0 = byxy + b3y? = by (asw?) +bz(byx + bax® + bsy) = bibzx + (agby + babz)x? +b§y..
Entonces b1bg = asby + bobg = b% =0estoesbs =0 =0y y2 = box2.

En conclusién, para todos z,y € m tales que x, 2% y y son linealmente independi-

entes v y? depende linealmente de z, 22 v y, existen as, by € R tales que

ry =apz® y  y? = by

Como dimgm = 4, existe z € m linealmente independiente de z, 22 y y. En
particular z es linealmente independiente de = y 2? luego, por hipétesis del caso

(3.2), 22 depende linealmente de x, 22 y z. Por simetria con y, existen co,ds € R
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tales que

Tz = cox’ y 22 = dya®.

Por otra parte, como 43+ 2 es linealmente independiente de z, 2% y v, y también

linealmente independiente de x,z? y z, entonces
(z+y+2)2=a?+y> + 22+ 20y + 222 + 2y2.

depende linealmente de z, 22 y y, y también depende linealmente de z, 22 v z. En
particular, y? + 22 4+ 2yz depende linealmente de z,2? y vy, y también depende
linealmente de z,2% y z. Por tanto yz depende linealmente de z y 2. Luego
existen 1,72 € R tales que yz = rax + rox2. Como 0 = TYz = r1x2, se tiene que
r1=0y

Yz = rox.

En los casos xy = agz? y 2z = cox? factorizamos x, luego z(y — asz) = 0 y
2(2 — coz) = 0. Llamando ¥ = y — asz y 2’ = 2z — cax tenemos que {x, 22y, 2’}

es base de m. Ademés,

(v')? = y% — 2aszy + a32? = box? — 2a32% + 32 = (by — ad)x

(2/)? = 22 — 2cox2 + c3a? = dox® — 2322 + 3a? = (do — ¢3)x?
! !

Y2 = (y — asx)(z — cox) = yz — agxz — cawy + azcax® = (r2 — agco)x

2
2

Sean a = by — a3, b= dy — c3 y ¢ = 2 — asco. Entonces (y)? = az?, ()2 =b2? y

y'2' = ca®. En conclusion, cambiando 3’ por y y 2’ por z, existen a,b,c € R tales

que
2 _ qr2

22 = ba?

yz = ca’

zy=x2=0
Tenemos los casos siguientes:

2

(3.2.1) Sia=b=rc=0, entonces y?> = 22 =y =22 = yz = 0y {z,2%,y, 2} es base de

m. Luego

A Rz, y, 2]

('r37 y2’ 2:2? l‘y’ xz? yz) .
(3.2.2) Sia# 0y b=c=0, entonces tenemos dos casos:

1a >0, sea v = y/ax, entonces v* = ax” = y~, z© = vyy = vz = yz = U y como
3.2.2.1) Si 0 t 2 2 2 22 0
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{x,22,y, 2} es base de m, {,72,y, 2} es base de m. En consecuencia
R[v,9, 2]
A g :
(3, 9% = 7%, 2%, vy, 72, yz)
(3.2.2.2) Sia <0, sea v = /—ax, entonces 72 = —az? = —y%, 22 =qy=72=yz=0y
{7,7%,y, 2} es base de m. En consecuencia
N R[v,9, 2]
(3 y% +9% 2%, 7y, 72, y2)
(323) Sic#0ya=b=0,sea~y= %y, entonces vz = %yz =22 4% = c%y2 =0,
Ty = %xy =0,22=22=0y {x,mQ,% z} es base de m. En consecuencia
A~ Rz, ~, 2]
B ('137’727 Z2,.TU’}/,.CL'Z,’)/Z - .%'2) ‘
(3.2.4) Sia#0,b+# 0y c=0, tenemos cuatro casos:
3.24.1)Sia >0y b >0, sean v, = yaxr y 72 = /2%, entonces 77 = ax® = 3,
b 1
7 =az® = §2° =93 vy my =y =12 = 0. Ademés {11,77, 9,72} es base de
m y en consecuencia
R['Yl,y,')@]
Az o 5 3 :
(Y% =975 — V1 NY Y, M2)
3.242) Sia >0yb <0, sean v, = yar y vo = /—2%z, entonces 72 = azx? = 3,
b 7
M =ar® =12 = =3 y iy = yre = N2 = 0. Ademés {71,77,y,72} es base
de m y en consecuencia
Rv1, ¥, 7]
Az o 5 3 :
(7, ¥% =173 + 4 MY Y2, M2)
Note que esta R—algebra es isomorfa a la del caso (3.2.3). Es decir
R[xf\f Y } ~ R[:p,y,z} ] — l — l
(x377%_x2:’7§+112’:;717172:7172) - ($37y2?221ry7mz7y2_m2) 51end0 = 2Z+y Y2 = 2Z—y.
(3.243) Sia<0yb>0,seay =+—ary v = /—32, entonces V¢ = —az? = —y?,

Vi =—az? = %22 =73 y 1y = yy2 = 7172 = 0. Ademas {y1,77,y,72} es base

de m y en consecuencia

~ R[717y772] )
(V3,92 + 3,78 — vy vz e)

Note que esta R—algebra es isomorfa a la del caso (3.2.4.2).
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(3244) Sia<0yb<0,seay =+—aryy = \/%z, entonces v? = —az? = —y?,
77 = —ax? = =422 = =3 y ny = yy2 = 172 = 0. Ademaés {y1,77,y, 72} es
base de m y en consecuencia
~ Rh/lv Y, 72]
(77, 9% + 97,78 + 97 Y, a2, M)
Note que tomando vy =x—y+2, o=+ 2 vy 73 =y — T,
R[v1, 72, 73] N Rz, y, 2]
(7,73 + %75 H e s evs) (@892, 22wy, vz, g2 — 22)
(3.2.5) Sia#0,c#0yb=0,seany; = %y Yy =z—12y, 2en‘conces Y1y2 = %y(z— Ly) =
Yz =4y =07 = 52 y o3 = (2 - fy)? = — 5. Ademés {z,2%, 1,72} es
base de m, luego estamos en el caso (3.2.4).
(3.2.6) Sia #0,b+# 0y c#0, entonces podemos hacer un cambio de los elementos de la

base y y z por otros con producto cero. En efecto, sean r1, 19, 1, 52 € R tales que

Y1 =Ty S22y Y2 =Ty 4 S22,
Note que

0 = 7y =(riy+s12)(roy + s22) = riray? + (risg + ros1)yz + $1892°

= (riroa+ (r182 + ros1)c + Slsgb)$2 = (r1(rea + s2¢) + s1(r2c + szb)):pQ

—r9c — S9b  r9a + soc

- '750>

. Ty 81
Sir; = —(rec+s2b), s1 = rea+sec y
T2 S2 T2 52

entonces y; v 2 son dos elementos linealmente independientes tales que el con-

junto {z,2%,71,72} es base de m y 172 = 0. Luego estamos en el caso (3.2.4).

Si o(m) = 2, entonces para todo € m, 2 = 0 y por la Proposiciéon 2.3.21 para
todos x,y € m, xy = 0. Puesto que dimg m = 4, existen x,y, z,w € m tales que
{z,y, z,w} es base para m y cumple que zy = 2z = zw = yz = yw = zw = 0. En

consecuencia
Rz, y, 2z, w]

A~
($7 y? Z7 w)2

En conclusién si dimg A = 5, salvo isomorfismos, A es
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om) | A

5 R[z] /().
A1 =Rz, yl/ (=", 9, zy), Ay = R[z, y] /(2?27 — y?, zy). (¥)
A =Rlz,y]/ (2,97, zy), A2 = Rlz, )/ (2,57, 2° + y?),
Az = Rlz,y]/ (2%, v, 2% + y? — 22y), Ay = Rz, y, 2]/ (2%, 9%, 2%, 2y, 22, y2),
As = Rz, y, 2]/ (23, y% — 22, 2%, 2y, 22, y2),
Ag = R, y, 2](x3, 9 + 22, 22, 2y, 2, y2),
A7 =Rz, y, 2]/ (23, 9%, 2%, 2y, 2, yz — 22),
Ag = Rz, y, 2]/ (23, 9% — 2%, 2% — 2%, vy, 22,y2). (*F)

2 Rlz,y, 2, w]/(x,y, z,w)>.

()

(**)

Note que A1 Z Ay ya que si a € A1 y 8 € As entonces

o? = (a7 + 122 + c12° + dyy)? = a?2® + 2a1 by 23
B? = (agx + box? + cox® + doy)? = adx? + d3y? + 2asbea® = a3x® + (d3 + 2azbs)z?

Luego a? = 0 siy solo si a? = 2a1by =0 estoesa; =0y {a € A : a? =0} es un
R—espacio vectorial de dimension 3. Ademas, 3% = 0 siy solo si a3 = d3+2azby = 0
es decir ag = dy = 0. Luego {8 € Ay : 32 = 0} es un R—espacio vectorial de

dimensioén 2.

Vamos a ver que ningin par de éstas R—élgebras son isomorfas. Observe que las
R—4lgebras Aj, Ay y Az no son isomorfas a las otras ya que o(m?) = o(m3) =
o(m3) = 2 pues mi = (z2,5%), mj = m3 = (2%, 2y) y o(m}) = o(m) = o(mf) =

o(m2) = o(m2) = 1 ya que mJ = m2 = m2 = mZ = m3 = (?).

A1 2 Ayyaquesia,B€ A1y 0=a?+ 3% = (a12+b12? +cry + di1y?)? + (azx +
boz? + coy + doy?)? = (a2 + a3)z? + (3 + c3)y? entonces af + a3 =0y i +c3 =0
esto es a1 = ao = ¢ = ¢ = 0. Muy distinto sucede en la R—algebra As donde

existe una suma nula de cuadrados de elementos distintos de cero.

Veamos que Ag 2 As. Como o(mg) = o(mg) = 3, podemos considerar las matrices
asociadas al producto en ma/m3 y ms/m2 respectivamente. Consideremos {Z, 4},

T=x+miyy=y+m3, base de my/miy {Z,7}, 7 =2 +miy §=y+m3, base

9 , 1 0 01
de mg/m3. Las matrices del producto son P = 0 . y Py = L o
1 0 0 1
para mp/m3, vy Q1 = < 0 1 > y Qy = ( - ) para m3/m3. Los haces
de cuadricas de mg/m3 y ms/m? no son proyectivamente equivalentes ya que los

0 1

) son imaginarios dados por A2 +1 =0y

valores propios de P lp, =
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0

los de Ql_ng = ( 1

> son reales dados por (A +1)? = 0. Asi Ay % As.

Por otra parte, la dimensiéon del R—espacio vectorial de los elementos de cuadrado
cero de la R—algebra Ay es tres, As es dos y de la R—algebra Ag es uno. En efecto,
sean o € Ay, B € A5 y v € Ag,

a? = (a1z + 12 + c1y + d12)? = a?2?
B?% = (agx + box? + coy + do2)? = a32® + 3y = (a3 + c3)a?
72 = (agz + bgz? + c3y + d3z)? = a32? + c2y? + d32% = (a3 + 3 + d3)2?

Entonces o2 = 0siysolosia; =0, 32 =0siysélosiag=co =0, y72=0siy

s6lo si ag = c3 = dg = 0.

El conjunto de elementos de cuadrado cero de la R—algebra Ag es la cuadrica que
consiste en un par de planos distintos que pasan por el origen de coordenadas pues
si a € Ag, entonces 0 = a? = (ax + bx? + cy + dz)? = a2? + Py? = (a® — )22

2

Luego, a® = ¢? y ésta es la ecuacion de la cuadrica.

Por 1ltimo, el conjunto de elementos de cuadrado cero de la R—algebra A7 es una
cuadrica que consiste en un cono pues si a € A7 entonces 0 = o? = (az + bz? +
cy+dz)? = a®2? +2cdyz = (a4 2cd)x?. Luego, a® +2cd = 0 y ésta es la ecuacion

del cono.

Con todo lo anterior concluimos que las ocho R—é&lgebras de arriba no son iso-

morfas entre si.

2.8. Clasificacion de las R—algebras finitas

En la tabla siguiente se resumen las R—éalgebras finitas hasta la dimensiéon 5. Hace-
mos la clasificaciéon segin su dimensiéon como R—espacio vectorial y luego, separadas
por una linea, aparecen las R-algebras locales y las no locales.

Dentro de las locales listamos dos R—algebras mas que las encontradas en la seccién

2.7 pues corresponden a las R—algebras finitas locales de tipo complejo, % ~Cy
Rzl  C[2]
(z®+1)2 = (&°)°
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dim ‘ A

1 |R

2 | Rizl/(#), Rlz)/(z? + 1) = C
Rlz]/(z? —1) R x R

3 | Rlz]/(=®), Rz, yl/(z,y)%

Rlz]/(z(z? — 1)) * R xR x R, R[z]/(x(2®> + 1)) ~ R x C,
R[z]/(a?(z — 1)) ~ R x R[z]/(z?).

4 | Rz]/(z), Rla,yl/ (2%, 4, zy), Rlz, y)/ (2%, 2% — %, zy),

Rlz,y]/ (2, 2% + y*, zy), Rla,y, 2]/ (2, y, Z) Rlz]/((2? +1)*) ~ C[£]/(z?),
Riz]/((#2 - 2)(z? = 1)) R x R x R x R, Rz]/(23(z — 1)) ~ R x R[z]/(23),
Rz]/(z(z = 1)(2? + 1)) * R x R x C, Rlz]/(2*(2? — 1)) R x R x Rz]/(2?),
Rz]/(a*(z — 1)) = Rlz]/(2?) x R[z]/(2?), R[z]/((2* + 1)((z = 1)* + 1)) = C x C,
Rlz]/(2?(2? 4+ 1)) ~ C x R[z]/(z?).

5 | Ris)/(2%), iz, 2, 0]/ (2,9, 2 )2, Rlz, gl (&, 4% 2), Rl ]/ (@, 2° — o2, zy),
Rlz,y]/(2*,y°, zy), Rlz, y](2%, %, 2 + y), Rz, y]/(ﬂf3 y?, 1 + y? — 2xy),
R, 21/ (22,2 22, 02), Bl 31/ 0002 0%, 2, 00),
Rz, y, 2]/ (23, y? + 22, 2* xy r2,y2), Rlo,y, 2]/ (23,92, 22, vy, 22, y2 — 22),
Rlz,y, 2] (23, 4% — 22, 2% — 22, 2y, 22,92),

Rlz]/(z(z? —2)(z®2 — 1)) * R x R x R x R x R,

Rz]/(z(z? —1)(22 +1)) *C xR x R x R,

Rlz]/(22(z + 1)(2? — 1)) = R x R x R x R[z]/(?),
R[z]/(22(z + 1)(2? + 1)) = R x C x R[]/ (z?),

Rlz]/(22(z + 1)%(z + 2)) = Rla]/(s%) x Rlz]/(z2) x R,

Riz]/(z(z2 +1)((x —1)2+1)) ~C x C x R,

R[z]/(2%(2® — 1)) = R[z]/(2?) x R x R, Rlz]/(a* (2 — 1)) = R[z]/(z?) x R,
Rlz]/(2*(z — 1)%) = R[z]/(2?) x Rlz]/(2?), Rlz]/(2*(2? + 1)) ~ R[z]/(2”) x C,
R[z]/(z(2® +1)%) = R x C[2]/(2%).
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Capitulo

Recta proyectiva sobre un anillo

3.1. Submoédulos monégenos de un R—moédulo libre de ran-

go 2

Sean R un anillo y M un R—modulo libre de rango 2.
Iniciamos la seccién estudiando condiciones para Aa = 0 con A € Ry a € M, pero
previamente observemos que si S es el conjunto de no divisores de cerode Ry R = S™'R
es el anillo total de cocientes de R, entonces el R—moédulo M se extiende a un R—modulo
libre M = S7'M. M es un R—modulo libre de rango 2 y M se identifica con un

subconjunto de M con la aplicacién

iv: M —

-3 =

m +—

Note que ij; es inyectiva. En efecto, si B = {u1,us} es base de M como R—modulo,
m = auj;+busy % = 0 entonces existe A € S tal que Am = 0 pero Am = Aaui + Abus
y como A es no divisor de cero, a = b =0 esto es m = 0.

Ademas, si B = {u1,us2} es base de M como R—modulo, B' = {ips(w1),ip(uz)} es
base de M como R—moédulo y si ¢p : M — R? es el isomorfismo de R—modulos que

asocia a todo elemento de M sus coordenadas en B entonces el diagrama

M -2, R2?

li[w \LiR2

M Py’ §2

es conmutativo.
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Definiciéon 3.1.1 Sean B = {u1,us} una base de M y a,b € M. Si a = aju; + asus

y b =biui + baus, definimos el producto exterior relativo a la base B como,

ay a2

alApg b=
b by by

= aiby — asb; € R.

Cuando no haya confusion en ello suprimimos la mencion de la base.
Propiedades:

(1) Ap es bilineal y alternada, en particular, aAb=—-bAayaAa=0.

(2) Si B = {v1,v2} es otra base de M, entonces

aAg b= (aAp b)(v1 Ag v2). (3.1)

(3) B’ = {wvy,va} es base de M siy solo si v Ag v2 € R*.
En efecto, =: Como B = {u1,us} y B’ = {v1,v2} son bases de M, aplicando la
Ecuacion (3.1) para w1 y ug, tenemos que 1 = uj Ag ug = (u1 Agr uz)(vi Ag v2).
Luego, v Ag v2 € R*.

ayp az

b1 bo

-1
la matriz a es inversible. Si a e — , entonces
bi  be bi  be 1 P2

u] = q1v] + vy y ugy = [S1v] + Pove. Ahora, como {ug,us} es una base de M

<: Sean v1 = aju1 +asug y vo = biug +bous. Como vy Agvo = € R*,

entonces v1 y vg generan a M. Y puesto que dim M = 2, entonces {v1,va} es
base de M.

En consecuencia, si a,b € M, las formulas
(1) angb=0.
(2) a Ag b es divisor de cero.
(3) a Ag b no es divisor de cero.
(4) aAp b € R*.
son independientes de la base B elegida.

Proposicion 3.1.2 Sean M y N R—mddulos libres de rango 2 y B una base de M. Si

w: M — N es un isomorfismo de R—mddulos, entonces para todos a,b € M,

(@ Ap b) = p(a) Ayp) p(b) = (det p)(w(a) Ap (b)).
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Demostracion. Sean B = {u1, us} una base de M, a = ajuj +agus y b = byui +bous,
entonces p(a) = ajp(uy) + azp(u2) y @(b) = bip(uy) + bap(uz) por tanto (a Ag b) =
p(a) Np(n) ©(b).

Aplicando la Ecuacion 3.1 y como det ¢ = p(u1) Aym) p(u2) se tiene que (a) Ay(s)
p(b) = (¢(a) As (b)) (p(u1) Ay p(u2)) = (det p)(p(a) Az (b)) m

Definicién 3.1.3 Diremos que un elemento a € M es:

(1) complementable si existe b € M tal que {a,b} es una base de M como R—mddulo

libre.

(2) simplificable si eziste A € R no divisor de cero y u € M complementable tal que

a=)\u.
(8) débilmente simplificable si existe A € R yu € M complementable tal que a = \u.

(4) libre Aa = 0 implica que X\ = 0.

Observe que si un elemento es complementable entonces es simplificable, y si es
simplificable es débilmente simplificable y también libre. Ademés, si denotamos por
L(S) el R—submodulo generado por S, a es complementable si y solo si L({a}) es
submoédulo libre de M y sumando directo de M, y a es libre si y solo si L({a}) es
submodulo libre de M.

Ejemplo 3.1.4 (1) Sean R = Z[z] y M = R%. Observe que: (2,3) € M es comple-
mentable porque {(2,3),(1,1)} es una base de M. (2x,3x) € M es simplificable ya que
(2,3) es complementable y x € R es no divisor de cero. (2,2) € M es libre pero no es
simplificable ni complementable.

(2) Si R = K|x,y] con K cuerpo, (z,y) € R? es libre pero no es débilmente simplificable
(y por tanto tampoco simplificable ni complementable).

(3) Si R =17/(6) entonces (2,2) € R? no es libre.

Si R es un anillo total de cocientes, entonces elemento simplificable en M equivale a
elemento complementable en M ya que los no divisores de cero de R son inversibles. En
consecuencia, si R no es cuerpo, existen en M elementos no simplificables y por tanto
R no es un anillo de Hermite en la terminologia de Kaplansky.

Para Kaplansky un anillo es de Hermite si todos los elementos de R? son simplificables.
Kaplansky prueba que todo anillo de Hermite segtin su definicién lo es con la que
utilizamos en esta memoria, ver [12, Teorema 3.7|. El reciproco, como vimos antes, no

es cierto.
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En general, a € M es simplificable si y sélo si a es complementable en M como
R—modulo. Usando el producto exterior es inmediato que, a es complementable si y

sOlo si existe b tal que a Ab € R* y esto equivale a que existe b € M tal que a Ab = 1.

Lema 3.1.5 Si R es una K—dlgebra local finita con ideal maximalm, M es un R—mddulo

libre de rango 2 y a € M, son equivalentes

1. a es complementable.
2. a es libre.

3. a¢mhM.

Demostracion. (1)=-(2): Inmediato por definicion.

(2)=(3): Sean a € mM y o(m) = r, por la proposicion 2.6.1, existe un o € m tal que
a™ 1t #£0.

Para todo a € mM, a = 2;1 Bie; con B; € my e; € M entonces o la =
Zle o™ 1Bie; y o1 € m” luego o713, = 0 y por tanto o 'a = 0. En conse-
cuencia a no es libre.

(8)=(1): Sean B = {u1,us} una base de M y a = aju; + asus. Si @ no es com-
plementable entonces o y as no son inversibles ya que si «q es inversible, a A us =
a1(u; Agug) = a1 y {a,us} es base de M y si g es inversible lo es {u1,a}. Por tanto

aj,ao EmyacemM. m

Proposicion 3.1.6 Si R es una K—dlgebra finita y M es un R—mddulo libre de rango

2, a € M es complementable si y sdlo si a es libre.

Demostraciéon. Si R es una K —algebra finita, por la proposiciéon 2.2.2, R ~ R; @
-+ @ Ry con R, algebra local finita para todo ¢ = 1,...,7. Sea M un R—modulo
libre de rango 2, M ~ R®@ Ryseam € R® R, m = ((a1, - ,ar), (b1, - ,b.)) es
complementable en R @ R si existe n = ((s1,--+,8;), (t1, - ,t,)) € R® R tal que

ap b ar b
mAn = Lo N € R*.
S1 tl Sy tr
a; b
Pero esto equivale a que | tl € R} para todo i = 1,--- ,r lo cual equivale a que
Si b

(a;, b;) es complementable en R; y por el Lema 3.1.5, (a;, b;) es libre en R; es decir si

Ai(aq, b)) = (0,0) entonces A\; = 0 para todo i. Por tanto

()\17... ’)\T)((ah... ,Gr)7<bl,"' ,br>) — ((/\1661,"' 7)\7"@7")7()\1[717"' 7)\Tbr))
= ((07... ,0)7(0’... 70))

entonces (A,--+ ,A\,) =(0,---,0). m
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Corolario 3.1.7 5i R es una K—dlgebra finita, M es un R—mddulo libre de rango 2 y

a € M entonces a o bien es complementable o bien existe A € R, A # 0, tal que Aa = 0.
Estudiamos ahora las relaciones entre a,b € M segtn los valores de a A b.
Teorema 3.1.8 Sea M un R—mddulo libre de rango 2. Para todos a,b,c € M se tiene

(anb)e+ (cNha)b+ (bAc)a=0.

Demostracion. Sean B = {u1, uz} una base de M y a = ajuq +aguz, b = byui +bous
y € = ciu1+coug. Entonces (aAgb)c+(cAga)b+(bAge)a = ((arur +asus) Ag (biug +
bauz))(crur +couz) + ((crur +couz) A (a1u1 +azusz)) (brut +bauz) + ((brut +bauz) Ap
(cru1 +coug))(aru +agug) = (a1by —agby)(ui Agug)(crug +cous) + (cras — c2aq) (ug A
u2)(brut + baug) + (bica — bacr)(ur Ap u2)(arur + aguz) = ((arb — azby)cr + (cra —
c2a1)by + (b1ca —bacy)ar)ur + ((arba — agby )ca + (craz — caar )by + (bica — bacy Jaz)us = 0.
[

Proposicion 3.1.9 Si B = {uj,us} es una base de M entonces para todo a € M,

a = (a Ag uz)uy + (u1 A a)us.

Demostracion. Aplicando el Teorema 3.1.8 a uj,u2,a se tiene que (u; Ag uz)a +

(a Ag up)uz + (u2 A a)u; = 0. Entonces a = (a Ag u2)us + (u1 Az a)uz. =
Proposicion 3.1.10 Si B = {u1,us} es una base de M y a Ag b=\, entonces
(1) Aui = (u1 Ab)a + (a Auy)bd.
(2) Aug = (u2 Ab)a + (a A usz)b.

Demostraciéon. Aplicando el Teorema 3.1.8 a u1,a,b y a ug,a,b se tiene que (a A
blu; = (aANup)b+ (u1 Ab)ay (aAb)uy = (a Au2)b+ (uz Ab)a. =

Proposiciéon 3.1.11 Con las notaciones anteriores,

1. aNb =0 siy sdlo si para todo ¢, (c Ab)a+ (a Ae)b =0 y esto equivale a que
existe ¢ complementable tal que (¢ Ab)a + (a A c)b= 0.

2. Si a es complementable, entonces a ANb =0 si y sélo si b= Aa.

3. Si a es simplificable, entonces a AN b = 0 si y sélo si existe p no divisor de cero

con ub = Aa.
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4. Sia yb son complementables, entonces a ANb =0 si y sélo si b= Aa con A € R*.

5. Si a es complementable y b es simplificable, entonces a Nb =0 si y sdlo si b= la

con \ no divisor de cero.

6. a ANb = X\ es divisor de cero si y sdlo si existe u # 0 tal que para todo ¢ €
M, p(e ANb)a + pla A e)b = 0 y esto equivale a que existe ;1 # 0 y eziste ¢
complementable tal que p(e A b)a+ p(a A e)b=0.

7. aANb= X\ es no divisor de cero si y sdlo si para todo ¢ complementable, (c ANb)a +

(a A €)b es simplificable.

8. a ANb= X es inversible si y solo si {a,b} es base de M.

Demostracién. 1. Inmediato por el Teorema 3.1.8.

2. Como a es complementable, existe a’ € M tal que B = {a,a’} es base de M. Por 1,
b= (aNgad)b=(bAgad)a.

3. Como a es simplificable, existen a’ € M complementable y u € R no divisor de cero
tal que a = pa’ y por ser @’ complementable, existe a” € M tal que B = {a’,a”} es
base de M. Por 1, ub = pu(b Az a”)a’ = (b Ag a”)a.

4. Por 2, a = aby b= fa entonces a = ab = afia 'y (1 — af)a = 0 pero a es libre
luego 1 = a3 es decir a € R*.

5. Por 2, b= MAa y por 3, A es no divisor de cero.

6. Como a Ab = X es divisor de cero, existe 0 # p € R tal que Ay = 0 y por el Teorema
3.1.8, para todo ¢ € M, pu(ec Ab)a + p(a A e)b = Auec = 0.

7. Por el Teorema 3.1.8, para todo ¢ € M, A\¢ = (¢ Ab)a + (a A ¢)b y por hipétesis
a Ab = X\ es no divisor de cero y ¢ complementable luego (c A b)a + (a A ¢)b es
simplificable.

8. Inmediato por la propiedad & del producto exterior. m

Observe que si R es un anillo total de cocientes, a Ab = A no divisor de cero implica

que a A b es inversible en R y por tanto {a, b} es base de M.

Proposicion 3.1.12 Sean a,b € M. anb es divisor de cero si y sélo si existen o, f € R
tales que (o, B) # (0,0) y aa + b = 0.

Demostracion. =: Como A = a A b es divisor de cero, existe pu # 0 tal que Ay = 0
y por la proposicion 3.1.10, 0 = pdu; = p(ug Ab)a + pla Au)b y 0 = pluy =
pu(ug Ab)a + u(a A ug)b. Si alguno de los términos w3 Ab, a Auy, ug Ab o aAwugyes
distinto de cero, se verifica el resultado y, si todos son cero entonces por la proposicion
3.1.9, pa = p(a Ag uz)uy + p(ug Az a)uz = 0 luego se tiene el resultado.

<:Siaa+pb=0y (a,3) # (0,0), entonces 0 = (va + Bb) Ab = a(a A b). Por tanto,
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si a #£ 0 se tiene que a A b es un divisor de cero, y si @« = 0 entonces 5 # 0y fb =0

luego f(a Ab) =a A Bb=a A0 =0. En consecuencia, a A b es un divisor de cero. m

Vamos a estudiar propiedades de los submédulos monoégenos de M, estos submodu-
los no son necesariamente libres y aunque sean libres no son necesariamente sumando
directos de M.

Definicion 3.1.13 Sea M un R—mddulo libre de rango 2. Si a € M y My, My son

submddulos mondgenos de M, llamamos
1. I(a) ={aNb:be M}.
2. I(My)={bAc:be M, y ce€ M}.

3. I(MlMQ)Z{b/\CIbEMl Y CEMQ}.

Proposicion 3.1.14 1. I(a), I(My) y I(M1M>) son ideales de R independientes de

la base elegida para definir el producto exterior.

2. Si M es libre y {a} es una base de My entonces I(M;) = I(a).

Demostracion. 1. Sin dificultad se prueba que I(a), I(M;) y I(M;Ms) son ideales de
R y veamos que son independientes de la base elegida para definir el producto exterior.
Sean B = {u1,us} y B’ = {v1,v2} bases de M, como aAzb = (aAp' b)(vi Agv2), para
todo a,b € M, entonces {aAgb:be M} ={arp [(viAgv2)b]:be M} ={aAsb :
beM}, {bAgc:beM; vy ce M} ={bAg [(viAgv2)c]:be My y ce M} =
{bAg ' :beM y deM} y {bAgc:be My y ce€ My} ={bAz [(v1 Agv2)c]:
beM y ce My} ={bAg c:be M y c € M}

2. Como a € M; entonces I(a) C I(M;y)y I(M;) C I(a) yaquesi bAc € I(Mj), como
b € M; entonces b= a con A € RluegobAc=XaAc=aAI€l(a). B

Proposicion 3.1.15 Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. My y My son libres, y si ay es base de My y az es base de My entonces {a1,as}
es base de M.

2. I(MyM;) = R.

3. My + My, =M.

Proposicion 3.1.16 Sea a € M. Entonces a es simplificable si y sdlo si I(a) estd

generado por un no divisor de cero.
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Demostracion. =: Si a es simplificable, entonces a = A\b con b complementable y A
no divisor de cero, luego b se puede completar a una base {b,b'} y a = A\b + 0b’. En
consecuencia, I(a) = L(A).

<:8iI(a) = L(\) con A € R no divisor de cero, y si @ = ajuj + asus entonces el ideal
generado por a; y ag, L(a1,a2) = L(A). Ademas como A € L(aj,az) entonces existen
a1, a9 € R tales que A = aja;+agas pero aja;+agas = agAby+agAby = A(agby +asbs)
entonces A(1 — a1b; — agbe) = 0. Como A es no divisor de cero, 1 — a1b; — aebe = 0 esto
es a1b) — avby = 1 luego existe b = L((b1,b2)) complementable tal que a = A\b y a es

simplificable. m

Definicion 3.1.17 Sean M un R—mddulo libre de rango 2. Un submddulo A de M se

llama complementable si estd generado por a € M complementable.

Para cada a € M, el submodulo L(a) es mondgeno y si @ = Ab con A € R*, entonces
L(a) = L(b) pero el reciproco no es cierto. Por ejemplo, sea R = %,

que y(z,y) = (zy,y%), y(ay,y*) = (2y°,y°) = (z,y) y L(z,y) = L(zy,y*) pero y ¢ R*.
Sin embargo si nos limitamos a elementos complementables y submoédulos libres suman-

note

do directo, la correspondencia es biunivoca.
Proposicion 3.1.18 Sea M un R—mddulo libre de rango 2.

1. Si B C M es un submddulo libre de rango 1, B es complementable si y sélo si B

es sumando directo de M.

2. Si B es mondgeno, B es complementable si y sdlo si existe C' mondgeno con

M=Ba&C.

3. Sia,be M son libres y L(a) = L(b) entonces a = Ab con A € R*.

Demostracion. 1. =: Como B es complementable, existe b € M complementable tal
que B = L(b). Ademas existe ¢ € M tal que {b, c} es base de M, entonces C = L(c)
es tal que B+C =M y BNC = {0}. Asi, B es sumando directo de M.
<: Sea {u,v} una base de M. Como B = L(b) es sumando directo de M, existe B’
tal que M = B + B’ y como b € M existen ay,as € R tales que b = aju + asv pero
u,v € M entonces existen 31,82 € R tales que u = b+ b] y v = f2b + bl con
1, b5 € B. Luego, b = a1(B1b + b)) + az(B2b + by) = (a11 + az2f2)b + a1b) + azbs y
b(1 — a181 — azB2) = ayb) + agbl pero b(1 — 181 — asfs) € B, a1b) + asby, € B’y
BN B’ ={0}. Entonces b(1 — a1 81 — asfl2) = 0, como b es libre, a1 51 + azf2 = 1 esto
es I(b) = R y por tanto b es complementable.
2. =: Como B es complementable, existe b € M complementable tal que B = L(b).

Ademas existe ¢ € M tal que {b, c} es base de M, entonces C' = L(¢) es monogeno tal
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que B+C=MyBNnC={0}. Asi, B&C = M.
<: Sean b es un generador de B, ¢ un generador de C'y {u, v} una base de M. Como
M = B & C, existen a1, a9, 81,82 € R tales que u = a1b+ asc 'y v = 31b+ Bac. Por

tanto
[e5Ne)

1 B2

Como u A v es inversible, b A ¢ es inversible y {b, ¢} es base de M.

uNv= bAe.

3. Existen «, 8 € R tales que a = aby b = fa entonces a = afa es decir (1—af)a =0

y como a es libre, 1 — af = 0. Por tanto a € R*. m

Sean A C M un R—submodulo y B = {u;, u2} una base de M. Se pueden construir

las proyecciones

T A — R y Ty : A — R

auy +bus — a au; +bus — b

Veamos que 71(A) y m2(A) son ideales de R. Sean z,y € m(A), existen z,w € R
tales que zui + zug, yui +wug € A, m1(xu; + zu2) = x y m1(yur +wug) = y. Entonces
r+y = m(xu; + zu2) + mi(yur + wuz) = m((z + y)ur + (z + w)uz) € m(A) y si
k € R, kx = kmi(zuq + zug) = m1(kzuy + kzug) € m1(A).

En consecuencia 71 (A) es ideal de R y, por simetria en la prueba, ma(A) es ideal de R.

Proposicion 3.1.19 (1) Parai= 1,2, mi(A) depende de la base elegida en M.
(2) I1(A) = w1 (A) + ma2(A).
(3) A es mondgeno si y sdlo si m(A) y ma(A) son principales.
(4) A es complementable si y solo si R = I(A).

(5) Si A es complementable entonces m1(A) Nwa(A) = m(A)ma(A).

Demostracion. (1) Sean B; una base de M y Bs la base de M que se obtiene al
intercambiar las columnas de la base Bj. Entonces en la base Bo tenemos imégenes
distintas para 71 (A) y ma(A) que las de la base B;. Por tanto m;(A), ¢ = 1,2, depende
de la base elegida.

(2) Sea a = auj + buy € A entonces mi(a) = a y m2(a) =b. Como I(a) = {a1a+ azb:
a1,0 € R}, 2 = aja+agb € I(a) es equivalente a que z = aga+ agb € m1(A) +m2(A).
(8) Si A es monobgeno, entonces existe @ = auj + buy € A tal que A = L(a). Como
Aaug + bug) = Aaug + A\bug para todo A € R, A = L(a) es equivalente a que 71 (A) =
L(a) y m(4) = L(b).

(4) Es consecuencia de la Proposicion 3.1.14.
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(5) Veamos primero que 71(A) N me(A) C m(A)m2(A). Como A = L(au; + bus) es
complementable, por el item 3, m1(A) = l(a) y m(A) = L(b). Sea = € m(A) Nma(A)
entonces z = aa 'y = = b con o, € R. Luego aa — b =01y (a,b) A (B,a) =0 en
consecuencia (3, a) = p(a,b) con p € R. Entonces = pa y = = b = pab € (a)(b).
Ahora veamos que 1 (A)ma(A) C 71 (A) Ne(A). Sea ab € w1 (A)ma(A), sia € m(A) y
b € ma(A) entonces ab € m(A) y ab € m(A) ya que m(A) y m2(A) son ideales de R.
En consecuencia, ab € m1(A) Nma(A4). m

El reciproco del item 5 de la Proposiciéon 3.1.19 no es cierto, por ejemplo, sean
R=1Zz] vy a=(2,7) € R? Entonces m(2,z) N7m2(2,7) = L(2)N L(x) = L(2z) y

(2,z) € R? no es complementable.

No todo submoédulo de un moédulo libre de rango 2 se puede generar con 2 o menos

elementos.

Ejemplo 3.1.20 Sean A un submddulo de M = R? y m;(A) una de las proyecciones.
mi(A) es un ideal de R y si A = L((a1,a2),(b1,b2)), entonces mi(A) = L(ai, b;). En
particular, si A es mondgeno, m;i(A) lo es también.

Sean R = Z[x], M = R?> y A = L((2,0),(x,0),(0,1)) submddulo de M. A es un
submaddulo con tres generadores que no se puede generar con menos de tres elementos.
En efecto, m(A) no es mondgeno pues estd generado por 2 y x, y por tanto A no es
mondgeno. Veamos ahora que para todos u,v € A, A # L(u,v).

Sean a,b € A generadores, a = (a1,a2) y b = (b1, b2). Como (2,0),(x,0),(0,1) € A,
(2,0) = aja+asb, (2,0) = fra+ B2b y (0,1) = y1a+y2b con ai, ag, b1, B2, 71,72 € R.
Observe que (x,0) Na = as(bAa) = zay y (£,0) Ab = aj(a A b) = xay entonces
zlai(a Ab), z|lag(b A a) y tenemos dos casos:

(i) Si z 1 (a Ab) entonces x|y y z|ag luego vy = xa, g = xady con o,y € Ry
z(1,0) = zala + zahb. Por tanto (1,0) = ofja + ahb € A, lo cual es absurdo.

(i1) Si z|(a A b), como (2,0) ANa = B2(bAa) = 2az y (2,0) Ab = B1(a Ab) = 2bs
entonces x|2as y x|2bs luego x|as y x|be. Por otra parte, (0,1)Na =vy3(bAa)=—ay y
(0,1) Ab =~1(aAb) = —by entonces z|ay y z|b1. En consecuencia, a; = xal, as = xadl,
by = aby, by = xbly con a,ay, b, by € Ry, a = za’ = z(a},dy) y b= ab = z(b],bh).
Asi, (0,1) = y1zad + vob’ lo cual es absurdo.

En conclusion A no admite dos generadores. De la misma forma se pueden construir
ejemplos de submddulos con un nimero finito de generadores que no se pueden generar

con menos elementos.

Ademas, incluso si A C M es un submodulo libre de rango 1 no necesariamente
existe B C M tal que A @ B = M. Por ejemplo,

Ejemplo 3.1.21 Sean R =7, M =72 y A = L((2,4)).
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El hecho de que A y B sean submoédulos complementarios de M de rango 1 no
implica que A y B sean complementarios entre si o iguales como sucede si R es un
cuerpo, incluso A y B pueden tener un complementario comin, ser distintos y no ser

complementarios el uno del otro.

Ejemplo 3.1.22 1. En M =72 L((4,1)) y L((2,1)) son complementarios de L((1,0))

pero

1
) ‘ =2, luego L((4,1)) y L((2,1)) no son complementarios entre si.

2. Sean R =R[x]/(x3 —x) y M = R?. L(Z,1-7) y L(T,1+7) son complementarios
de L(—1—7,%) y L(—1 4+ Z, %) respectivamente, y no son complementarios entre
T 1—=
14+
@ -1 (z,1-7) = (@ - 1)(7,1 +7).

st ya que = 272, pero tienen un elemento simplificable en comin,

3.2. Rectas proyectivas

Sean R un anillo y M un R—modulo libre de rango 2. Definimos

PL(M)={A : A es submédulo monégeno y complementable de M}.

Todo generador de A € IP’}%(M ) se llama un representante de A. En particular, si
M = R? entonces un submoédulo monégeno A de M es complementable si admite una
base complementable, por tanto los submoédulos complementables de R? se corresponden
con las clases de pares complementables (a, b) modulo la relacion (a,b) ~ (¢,d) < I\ €
R* tal que (a,b) = A(¢,d). Al submodulo generado por (a, b) lo representamos por [a, ]
y cada generador de este modulo, es decir, cada par (¢,d) con (¢,d) = A(a,b) y A € R*

se llama un representante de |a, b].

Sea {u1,us} una base de M, observemos que la aplicacion

p: PR(R?) - Pr(M)
[al, ag] — A

a = aju] + asus

es biyectiva. Veamos que ¢ es inyectiva. Si a y b son dos representantes de A entonces
existe A € R* tal que b = Aa pero a = ajui + asus con aij,as € Ry b = da =
AMajug +agug) = byug+boug con by, by € R. Como {ug,us} es una base de M, by = Aay
y ba = Aag es decir (b1, b2) y (a1,a2) son representantes de [a1,as]. ¢ es sobreyectiva
porque para todo A = L(a) € PL(M), existe [a1, az] € PL(R?) con a = aju; + agus y
tal que p(la1,az2]) = L(a) = A.
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Esta biyeccién permite sustituir PL(M) por PL(R?) = PL.

Proposicion 3.2.1 5@ S es el conjunto de no divisores de cero de R y consideramos

M = S7'M, el R—mddulo asociado a M, entonces la correspondencia
_)
|_>
es una aplicacion inyectiva.

La demostracion de la Proposiciéon 3.2.1 se basa en el lema siguiente.

Lema 3.2.2 Sean B y C dos R-submddulos complementables de M tales que B N C

contiene algin elemento simplificable entonces B = C.

Demostracion. Sean {b} y {c} bases de B y C respectivamente. Si m € BN C es
simplificable entonces m = Ab con A no divisor de cero porque si A fuera divisor de
cero existiria 0 # 8 € R tal que A = 0y Bm = 0, lo cual es absurdo porque m es
simplificable y por tanto libre. De la misma forma, m = pc con p no divisor de cero.
Note que 0 = mAm = AbA uc = A\u(bAc) pero Ay p son no divisores de cero entonces
bAc=0.Como by cson complementables, por la Proposicién 3.1.11, existe v € R*

tal que ¢ = vb. En consecuencia B=C. m

Demostracion. (de la Proposiciéon 3.2.1)

(1) ¢ esta bien definida pues para todo A complementable, p(A) estd univocamente
determinado y es complementable porque si {a} es una base de A, existe a’ tal que
{a,a’} es base de M como R—mddulo entonces {a,a’} es base de M como R—moédulo
y ¢(A) es complementable.

(2) Veamos que ¢ es inyectiva. Sean B,C € PL(M), {b} y {c} bases de By C como
R—médulos respectivamente. Como {b} es bases de B, {c} es base de C'y p(B) = ¢(C),
existe & € R~ tal que b = ae, por ser « inversible en R*, a=%conr,s €Sy existe
s’ tal que s'(sb — rc) = 0 entonces s'sb = s're con §', s, no divisores de cero esto es

BN C tiene es un elemento simplificable, por el Lema 3.2.2, B=C. =n

Observacion 3.2.3 (1) La aplicacion ¢ de la Proposicion 3.2.1 no es sobreyectiva.
Por ejemplo, consideremos el dominio R = Z[z] entonces ¥ = Q(z) es un cuerpo.
Note que (2,z) es complementable en ¥ pero veamos que L(2,x) no proviene de
ningiin submddulo complementable en R%. Sea A el Q(z)—submddulo generado por
(2,z), si A = p(A), entonces existe (a(z),b(r)) € R? tal que (a(x),b(z)) = a(2, )
con o = % € Q(x) es decir q(x),p(z) € Z[x] son distintos de cero y no tienen
factores comunes.

Como (a(x),b(z)) = %(2@) entonces a(x)q(z) = 2p(x) y b(x)q(z) = xp(x)
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luego 2|a(xz)q(x). Si 2|q(x) se tiene que 2|xzp(x) y como 2 t x, 2|p(x) lo cual es
absurdo, ast que 2|a(x). Por la misma razon anterior x|b(x).

Ezisten a/(x),b' (x) € R tales que a(x) = 2d'(x) y b(x) = zb/(x), como (a(x),b(z))
2d'(z) b/ (x)
c(lr) d(x)
es, 2d' (z)d(xz) — zb/(x)e(x) =1 y por tanto 1 € ({2, x}Z[x]) lo cual es absurdo.

es complementable existe (c(x),d(z)) € R? tal que = 1. Esto

(2) Si R es un dominio, el Lema 3.2.2 significa que, si B y C' son submddulos com-
plementables de M tales que BN C # {0} entonces B = C. Este enunciado no es
vdlido si R no es un dominio, por ejemplo, en R = 7./(6), L(2,3) y L(1,0) son
complementables y L(2,3) N L(1,0) # {(0,0)} porque (4,0) € L(2,3)NL(1,0) pero
L(2,3) # L(1,0) ya que (1,0) ¢ L(2,3).

3.3. Puntos fuertemente independientes en P},
Definiciéon 3.3.1 Sean A, B € PL(M). A= L(a) y B = L(b). Diremos que

1. A y B son fuertemente independientes si a AN'b € R*.
2. A y B son independientes si a ANb € R es no divisor de cero.

3. A y B son dependientes sia ANb € R es divisor de cero.

Observacion 3.3.2 1. Las definiciones anteriores son independientes de las bases
elegidas de A y B respectivamente y de la base de M que usamos para construir

el producto exterior.
2. A y B son fuertemente independientes si y sdlo si {a,b} es base de M.

3. A y B son fuertemente independientes si y solo si A y B son fuertemente inde-

pendientes en M.

4. Ay B son fuertemente dependientes siy solo si existen o, 5 € R tales que (a, 5) #
(0,0) y aa + b =0.

5. Si R es un anillo total de cocientes, para todos A, B € IP’}Q(M), A y B son fuerte-

mente independientes o son dependientes.

Definicién 3.3.3 Diremos que tres puntos A, B,C € IP’}%(M) forman una referencia si
los conjuntos {A, B}, {A,C}, {B,C} son fuertemente independientes.

Proposicion 3.3.4 Sean A = L(a), B= L(b) y B = L(c). Son equivalentes:
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(1) {A,B,C} es una referencia.

(2) Ay B son fuertemente independientes y existen y1,v2 € R* tales que
(c1,¢2) = 71(a1, a2) + 72(b1, ba).

(3) Ay B son fuertemente independientes y existen representantes de los tres puntos

tales que
(c1,c2) = (a1, a2) + (b1, ba).

Demostracion. (1) = (2) Puesto que {A, B,C} es una referencia, {A, B}, {B,C}
y {A,C} son fuertemente independientes y como {a,b}, {a,c} y {b,c} son base de
M, existen v1,72,71,7, € R tales que (c1,c2) = vi(ai,a2) + v2(b1,b2) vy (ai,a2) =
71 (b1, b2) + ¥4 (c1, c2). Entonces

(c1,¢2) = (MY +72) (b1, b2) + Mvs(c1,c2) & My +72=0, 1175 = 1.

Luego =1 es inversible y, por simetria en la prueba, v es inversible.

(2) = (1) Por hipotesis, ¢ = y1a + 72b con 71,72 € R* entonces a A ¢ = y3(a A b)
y bAec = vi(a Ab) pero v1,72,a ANb € R* luego {A,C} y {B,C} son fuertemente
independientes.

(2) < (3) Inmediato. m

En consecuencia de la Proposicion 3.3.4 tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.3.5 Sean {A, B,C} una referencia de PL(M), A = L(a) = L(a') y
B=L(b)=L(V). SiC = L(a+b) = L(a’+b') entonces existe \ € R* tal que a’ = \a
y b = \b.

Demostracién. Existen o, 3 € R* tales que @’ = aa, b’ = Bb y existe A € R* tal que
a’ + b = \a+ b) entonces A(a + b) = aa + b luego (A — a)a + (A — )b = 0. Como
aybsonbase, \=a=05.n

Definicién 3.3.6 Sea {A, B,C} una referencia de PL(M) con {a,b} base de M. Se
llama base normalizada asociada a la referencia si A = L(a), B= L(b) yC = L(a+Db).

Observe que la Proposicion 3.3.5 establece que toda referencia tiene una base asocia-

da y ésta es tnica salvo producto por unidades.

Proposicién 3.3.7 Si {A, B,C} es una referencia de PL(M) y D € PL(M), entonces
existe [v1,72] € Pk tinico tal que si {a,b} es una base de M asociada a la referencia,
D = L(y1a + 2b).
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Demostracion. Si D = L(d), como {a,b} es una base de M, d = y1a + 72b con
71,72 € R y por tanto existe [y1,72] € Pk tal que D = L(vy1a + 72b). Para comprobar
la unicidad, consideremos {a’,b'} otra base normalizada de M y D = L(d'), por la
Proposicion 3.3.5, existe A € R* tal que @’ = Aa y b = \b, y existen 71,7, € R*
tales que d' = ~a’ + ¥4b’' y como existe p € R* tal que d = ud entonces d =
piiAa + b = y1a 4+ b luego (1 — pm Y A)a + (v2 — p15A)b = 0 y por
tanto y1 = pu YA y 72 = pT 94\ es decir [y1,92) = [V],74]. ®

Observemos que la Proposicion 3.3.7 significa que cada referencia R = {A, B,C}

induce una aplicacién

o PR(M) - Pk
D — (Y1, 2]
D = L(via + 2b)

con {a, b} base normalizada asociada a R.

Definiciéon 3.3.8 px(D) se llama coordenadas de D en la referencia R.

3.4. Razén doble y cuaternas armoénicas
Sean R un anillo donde 2 € R* y M un R—mddulo libre de rango 2.

Definiciéon 3.4.1 Si A = L(a),B = L(b),C = L(c),D = L(d) son cuatro puntos de
PL(M), diremos que son compatibles si existe (o, B) € R? — {(0,0)} tal que

afanc)(bAd)—Band)(bre)=0

donde A se toma en una base arbitraria. En estas condiciones {p(a, ) : p € R*} se
llama razon doble de A, B, C, D.

Observacion 3.4.2 (1) La definicion de ser compatibles no depende de la base elegi-
da ni de los representantes de los puntos. En efecto, sean {a'},{b'},{c'},{d'} otras
bases de los submddulos A, B, C, D respectivamente. Entonces existen o/, 3',+',d" €
R* tales que @’ = d’a, b = 3'b, d =+'c yd = dd.

Luego, a(a’ AN ) (W' Ad') - B(a/ Ad)(B'AN) = ad'y' (ane)B'd(bAd) — B’ (an
d) By (bAe)=dByd(aaNebAd—BandbAc)=0.

Si cambiamos la base B por B’ para calcular el producto exterior, por la ecuacion
3.1, se tiene que la definicion de ser compatible en la nueva base difiere de la

anterior en producto por una unidad y por tanto no depende de la base elegida.
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(2) El cambio de representantes y el cambio de base supone representar («, 3) por un

elemento inversible.

(8) La condicion de ser compatibles es independiente del orden de los puntos, lo que
varia es el par («, ). Los posibles valores de (a,3) mddulo unidades, cuando
varia el orden de los puntos, son (o, B), (B,a), (o —B,a), (6—a,B), (ac,aa— ) y
(8,8 —a). Por ejemplo, si [A, B;C, D] = (a, B) entonces [A,C; B, D] = (o, e — 3)
ya que a(a Ab)(cNd) — (a—B)and)(cANb) =alaAb)(cANd)—aland)(cA
b) + Bland)(cAb) = alaAb)(cnd)—alaAnd)(eAb) —alaNe)(bAd) =
a((a ANb)e — (aNd)e— (a ANe)b) Ad = 0 la dltima igualdad se tiene porque
(anb)c+ (eNa)b+ (bAc)a=0.

Proposicién 3.4.3 Si {A, B,C} es una referencia de PL(M) entonces [A, B;C, D] =
(a, B) donde [a, B] son las coordenadas de D en la referencia {A, B, C'}.

Demostracion. Inmediato por la Definicién 3.3.8. =

Proposicion 3.4.4 Si tres de los cuatro puntos A, B,C, D son fuertemente independi-
entes dos a dos entonces [A, B; C, D] € PL(R?) donde |«, 8] son las coordenadas de D
en la referencia {A, B,C}.

Demostraciéon. Los puntos A, B, C, D siempre se pueden reordenar de tal forma que
{A, B,C'} sea una referencia y por la Proposicion 3.4.3, [«, 8] son las coordenadas de
D en la referencia {A, B,C}. =

Proposiciéon 3.4.5 La razoén doble es invariante por isomorfismos.

Demostraciéon. Inmediato porque es igual a cambiar los representantes de los puntos.
|

Definicién 3.4.6 [A, B;C, D] es una cuaterna armonica, 6 A, B y C, D estdn armadni-
camente separados, ¢ D es el cuarto armonico de A, B, C, si eligiendo bases {a}, {b},{c},
{d} de A, B, C, D respectivamente, se cumple que A, B, C, D son compatibles y [A, B; C, D]
=(1,-1) es decir (aNe)(bAd)+ (aAnd)(bAc)=0.

Observacion 3.4.7 (1) La definicion de cuaterna armdnica no depende de la eleccion

de las bases ni de los representantes de los puntos.

(2) La relacion de estar armonicamente separados no depende del orden de los pares de
puntos, y es simétrica. Es decir, si [A, B;C, D] es una cuaterna armonica entonces
[C,D;A,B| =[B,A;C,D] = [A, B;C, D]. En efecto, (aNc)(bAd)+(and)(bAc) =
(ecANa)({dAb)+ (ecAb)(dAra) = (bAc)aAnd)+ (bAd)(aAce). De igual
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forma, [D,C;A,B] =[A,B;D,C)=[C,D;B,A] = [D,C;B,A] = [B,A; D,C] =
[A, B; C, D].

(3) Sea {A, B,C} una referencia. [A, B; C, D] es una cuaterna armdnica si y solo si

D tiene coordenadas [1,—1] en la base asociada a la referencia.

Sean A, B,C,X € Pk y {a},{b},{c},{z} bases de A, B,C, X respectivamente. Si
[A, B;C, X] es una cuaterna armonica, (a Ac)(bAx)+ (aANx)(bAc)= ((aNec)b+
(bAc)a) N =0. Seav = (aAc)b+ (bAc)a, entonces

vAz=0. (3.2)

Proposicion 3.4.8 Sea R un anillo.

1. Si v es complementable, entonces v ANx =0 si y sdlo si x = \v.

2. Siv es complementable, entonces x = Av, A € R* si y sdlo si x es complementable.

Demostraciéon. Inmediato por la Proposiciéon 3.1.11. =

Proposicion 3.4.9 Sea R un anillo. Si v € Rw con w complementable entonces v A

x = 0 tiene solucion dnica x € IP’};E complementable si y solo st v es simplificable.

Demostracion. =: Supongamos que v = Aw, con A divisor de cero y w comple-
mentable. Existe w’ € R? tal que {w,w’} es una base de R? y existe 0 # u € R tal
que puA = 0. Puesto que v Ax = Mw Ax = 0, entonces € = w o * = w + pw' son
soluciones no proporcionales. Por tanto la soluciéon de v A & = 0 no es tnica, lo cual es
absurdo.

<: Por hipétesis, v = Aw con A no divisor de cero, como v Ax = 0 entonces AwAx =0

pero A es no divisor de cero luego w A = 0 y por tanto [z] = [w]. =

En general, si entre A, B,C € P} no hay dos fuertemente independientes entonces
puede no existir X € P}, el cuarto armoénico de A, B, C, o puede existir mas de un

punto con esta propiedad.

Ejemplo 3.4.10 (1) Sea R = Z[x,y| y supongamos que A = [2,1], B = [z,1],C =

[y,1] € IP’}%. Veamos que no es posible encontrar X = [a,f] € P}{, el cuarto
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armdnico de A, B,C. En efecto, [A, B; C, X| es una cuaterna armonica si

0 = aNecbAhz+arnxzbhe=2—-y)(fr—a)+ (260—a)(z—y)
= 20x —2a — PBry+ ay + 20x — 2By — axr + ay
= —a2-2y+2)+ [4r —xy — 2y).

Luego o =4x —xy — 2y, B =2 — 2y + x y no es posible escribir el par («, B)
como el producto de un inversible de R por (1,—1) es decir no existe un submddulo

complementable X tal que [A, B;C, X| es una cuaterna armdnica.

(2) Sea R = Z/(6) y tomemos A = [2,1],B = [4,1],C = [0,1] € PL. Encontrar
X =[a,B] € P}? tal que [A, B; C, X] sea una cuaterna armdnica tiene mds de una

solucion. En efecto,
O=aNcbhxz+ahxbNhc=2(40—a)+4(28 —a) =40.

Luego tomando las parejas a =1, =0 ya =1, f =3 se tienen dos submaddulos
complementables distintos X1 = [1,0], Xo = [1,3] € P} tales que [A, B;C, X],

1= 1,2, son cuaternas armaonicas.

Proposicion 3.4.11 Sea R un dominio de factorizacion iunica. Entre A, B,C € IP’}ﬁ2
existen dos puntos distintos si y solo si exviste X € IP)}% unico complementable tal que

[A, B; C, X] es una cuaterna armdnica.
Demostraciéon. Como R es un dominio de factorizacién tnica, para todos s,t € R,
(s,t) € R* es complementable < mcd(s,t) = 1.

Por la Proposicion 3.4.9, dados A, B,C € IP’}% la existencia de X € IP’}% dnico comple-
mentable tal que v A = 0 es equivalente a que v = Aw con A no divisor de cero y
w complementable. Como R es un dominio de factorizacion tnica, R es un dominio de
ideales principales y para todo v = (a,b) € R?, v = a(d’,V') con a = med(a,b) y (a’, V)

complementable. m

Proposiciéon 3.4.12 Sea 2 € R*. A,B € }P’}% son independientes si y sdlo si existe

X e ]P’}% inico complementable tal que [A, A; B, X] es una cuaterna armoénica.

Demostracion. =: [A, A; B, X| es una cuaterna armonica si tomando bases a, b, x de

A, B, X respectivamente,

vAx=0 con v=2(aAb)a
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donde 2 y a A b son no divisores de cero ya que A, B € }P’};L. son independientes. Por tanto
v =2(aAb)a tiene la forma v = Aa con A no divisor de cero y @ complementable. Por
la Proposicion 3.4.9 existe X tinico complementable que satisface v Ax =0 y X = A.
<: Por la Proposicién 3.4.9, si v Ax = 0 tiene solucién tinica complementable entonces
v=2aAblayvAa=2aAb)(aNa)=0.Portanto w = a y a A b es no divisor
de cero ya que si @ A b es divisor de cero, v A & = 0 tiene mas de una solucién. En

consecuencia A y B son independientes. m

Corolario 3.4.13 Sea 2 € R*. Si entre A, B, C existen dos que sean fuertemente inde-
pendientes, entonces existe X € P}% unico complementable tal que [A, B;C, X] es una

cuaterna armonica.

Por la Proposiciéon 3.4.12, observe que el reciproco del Corolario 3.4.13 no se cumple.

Definicion 3.4.14 Sea
o: P — Ph

una correspondencia biunivoca. La biyeccion o se llama propia si para todos A, B,C, D
tales que [A, B; C, D] es una cuaterna arménica se cumple que [0(A),o(B);o(C),o(D)]

es una cuaterna armonica.

Proposicion 3.4.15 Sean R un dominio de factorizacion unica y o una corresponden-
cia propia. Si entre A, B,C € P}, hay dos distintos entonces entre {o(A),c(B),c(C)}

existen dos distintos.

Demostracion. Por la Proposicion 3.4.11, si entre { A, B, C'} hay dos distintos entonces
existe X € P} tnico tal que [A, B;C, X] es una cuaterna arménica. Como o conser-
va cuaternas armonicas entonces [0(A),o(B);0(C),0(X)] es una cuaterna armoénica y

nuevamente por la Proposicion 3.4.11 entre {o(A), o(B),o(C)} existen dos distintos. m

Proposicion 3.4.16 Sean 2 € R*, A,B € IP’}ﬁ2 y o una correspondencia propia. Si

{A, B} son independientes entonces {o(A),o(B)} son independientes.

Demostracion. Si A y B son independientes entonces a A b es no divisor de cero.
Por la Proposiciéon 3.4.12 existe X € IP)}{ tnico complementable tal que [A, A; B, X] es
una cuaterna armoénica. Como o es biunivoca y conserva cuaternas armonicas, existe
Y € P} tnico complementable tal que [0(A),0(A);0(B),Y] es una cuaterna arménica.

Luego, por la Proposicion 3.4.12, {o(A),c(B)} son independientes. m

Proposicion 3.4.17 Sean R un anillo total de cocientes, 2 € R*, A,B € IP’}% Yy o una
correspondencia propia. Si {A, B} son fuertemente independientes entonces {o(A),o(B)}

son fuertemente independientes.
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Demostraciéon. En un anillo total de cocientes los elementos no divisores de cero
coinciden con los elementos inversibles, por tanto { A, B} son fuertemente independientes

si y solo si {A, B} son independientes y se aplica la Proposicion 3.4.16. m

Proposicion 3.4.18 Sean R un anillo total de cocientes, 2 € R* y o una aplicacion

propia. Si {A, B,C} es una referencia entonces {o(A),o(B),c(C)} es una referencia.

Demostracion. {A, B, C} es una referencia si {A, B}, {A,C}, {B, C} son fuertemente
independientes. Por la Proposicion 3.4.17, {o(A),o(B)}, {0(A4),0(C)}, {o(B),o(C)}
son fuertemente independientes. En consecuencia {o(A),o(B),o(C)} es una referencia.

Lema 3.4.19 Para todo o, 8 € R, a # +f3, donde 2 € R*, se tiene que
(1) [[1,al, (1, 81;[0,1], [1, %52)]
(2) [[1,0], 1, af;[0,1], [1, 5]]
(3) (L, 0], [1, 8);[1,0], [a + B, 2a5]]

forman, cuaternas armonicas.

Demostracion. El calculo es directo, por ejemplo, [[1, o, [1, A]; [0, 1], [1, QQLE]] = (1, a)A
(0,1) (1, 8) A (L, %52) + (L) A (L 57) (LB)A(0,1) = 2578 + P52 = 0. m

Teorema 3.4.20 Sea R un anillo total de cocientes y 2 € R*. o es una correspondencia
propia si y solo si existe T € Aut(R) y un isomorfismo T—semilineal ¢ entre los espacios
vectoriales asociados, tal que o = [p]. Esto es, existen 7 € Aut(R) y M € GLy(R) tal

ooy - () (100),

Demostracion. <: Inmediato.

que

=: Sean o una correspondencia propia y R = {A, B, C'} una referencia de ]P’}%, por la
Proposicion 3.4.18, sabemos que R’ = {o(A),o(B),0(C)} es también una referencia.
Para cada z € R, llamo X := [1,z] € Pk y 0(X) := [y1,y2]. Veamos que y; es inversible.
En efecto, = (1,x) hace parte de una base, luego tomamos {(1,x), (0,1)} como base
de R?. Por la Proposiciéon 3.4.17, {o([1,2]),0([0,1])}={[y1,2],[0,1]} son fuertemente
independientes, entonces

Yy Y2

=y € R*
0 1 Y1

por tanto,
U(X) = [y1>y2] = [17y]
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La forma de construir el automorfismo es la siguiente: definimos la correspondencia

T es una aplicacién biunivoca que transforma el cero en el cero y el uno en uno. En

efecto, 7 es inyectiva pues para x1,z9 € R,
o([l,z1]) = o([L,22]) & [L7(z1)] =[1,7(x2)] & 7(x1) =7(32)

y como ¢ es inyectiva entonces x1; = xo. T es sobreyectiva ya que o también lo es.

7 es un automorfismo de anillos. Para probar que 7 transforma suma en suma necesi-
ay=1 (o)
2) = T2 -

Por el Lema 3.4.19, en la referencia R,

tamos ver primero que 7(

[[1’ O]’ [17 a]; [Oa 1]7 [17 5“

es una cuaterna armonica y como ¢ conserva cuaternas armoénicas entonces

o([1,0]), o([L, a])s ([0, 1)), o([1, 5 )

es una cuaterna armonica. Ahora bien, o([1,0]) = [1,0], o([0,1]) = [0,1], o([1,q]) =
[Lr(@)]y o([1,3]) = [1,7(5)], luego 0 = (1,0) A (0,1) (L, 7(a)) A (L,7(5)) + (1,0) A
(1,7(5)) (1,7(a)) A (0,1). Entonces

Veamos ahora que 7(a + ) = 7(a) + 7(8). Si a = f, es inmediato por el apartado

anterior. Si a # 3, por el Lema 3.4.19, en la referencia R,

1,0l [1,8:0.11, 11, 57

es una cuaterna armonica y por tanto

[o([1, al), o([1, B]); o ([0, 1]), o ([1,

es una cuaterna armonica y en la referencia R’tenemos que 0 = (1, 7(a))A(0, 1) (1, 7(8))A
(Lm(52)) + (L, m()) A (L, 7(%55)) (1,7(8)) A (0,1). Entonces

T(a—f—ﬁ) _ 7(a) +7(B)
2 2 ’
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pero T(QT—W) = w luego

T(a+ 8) =71(a) + 7(B).

Para probar que 7 transforma producto en producto, necesitamos ver primero resultado

adicional 7(a?) = (7(a))?. En efecto, por el Lema 3.4.19, para a # —f3
([, o, [1, B8] [1, 0], [a + 5, 2a3]]
es una cuaterna armonica entonces en particular para f =1—ay a # %, se tiene que
([0, [1,1 = a; [1,0], [1,2a(1 — )]

es una cuaterna armonica y como ¢ conserva cuaternas armonicas, en la referencia R’
tenemos que

[1, ()], [1,7(1 = @)]; [1, 0], [1, 7(2(1 — )]

es una cuaterna arménica. Como 7(3) = 3 entonces para o # 3 se tiene que 7(a) # 3 ya

que 7 es inyectiva. Ademas 7(1—a) = 1—7(a) luego [[1, 7()], [1, 7(1—a)]; [1, 0], [1, 7(2c(1—
a))]] = [[1,7()],[1,1 = 7(a)]; [1, 0], [1, 7(2a(1 — ))]] es una cuaterna armoénica y por
tanto

T(2a(1 — @) = 27(a)(1 — 7(v))

De donde se deduce que T(oﬂ) = (T(a))Q, también se cumple que T((%)2) _ (T(%))Q
Ahora bien (1(a+3))? = 7((a+ B)?) entonces (7(a))? +27(a)7(8) + (7(8))? = 7
27(a)7(B) + 7(8?) y por tanto

r(aB) = 7(a)7(8).

Luego, 7 es un automorfismo de anillos. En consecuencia tomando el punto X = [a1, ag]
en la referencia {A, B,C} y si ag = 0 entonces X = A = [1,0] y o(X) = A’ tiene

también coordenadas [1,0], y si ao # 0 entonces X = [51,1] con lo cual

o 7(a1)

)1 =1

a9 T(Oég)

o(X) = [r(
Luego la aplicacién 7—semilineal ¢ que tiene matriz

(1)

respecto de las bases normalizadas asociadas a las referencias {A, B,C} y {A', B',C"}

verifica que [p] = 0. Y queda probado el teorema. m
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Proposicion 3.4.21 El automorfismo 7 del teorema 3.4.20 no depende de la eleccion
de {A,B,C} en Pl

Demostracion. Elijamos dos referencias en IP}%, {Ay, Ag, A3}, {B1, B2, B3} y llamamos
o(4A;) = A, y o(B;) = B.. Si P € P} tiene coordenadas [x1, z2), [t1, t2] en las referencias
{41, As, A3} y {Bi, B2, Bs} respectivamente y o(P) tiene coordenadas [y1, y2], [21, 22]
en las referencias {A}, A5, A4} y {B], By, B5} respectivamente, se verifica que si los

automorfismos asociados a ¢ en las dos parejas de referencias son 71 y 79 entonces
[y1,y2] = olz1, 22] = [11(21), 71 (22)]

[21, 22] = ot1, t2] = [2(t1), T2(t2)]-

Por otra parte, por las férmulas de cambio de referencia en P}% tenemos que

p(tl):M(x1>. (3.3)
tg T2

Aplicando también las formulas de cambio de referencia en IP’}% en sentido contrario a

pl =N ). (3.4)
Y2 22
Ahora, aplicando 73 a la ecuacién 3.3 y sustituyendo las y y las z en 3.4 se obtiene
t
() Ta(t1) (M) T2(z1)
T2 (tg) T2 ($2)
. T1(x1) _N To(t1)
T1 (.7}2) T2 (tQ)
sustituyendo y agrupando los factores de proporcionalidad

mi(z1) | o(xy)
A ( ne) ) _q ( e ) 39

con A = A([z1,x2]) variable segun el punto y Q@ = N7(M). Como 71 y T2 son auto-

o(P), se tiene

b
morfismos, 7(1) = (1) =1 y 71(0) = (0) = 0. Sea Q = ¢ J ) entonces,
c
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sustituyendo en 3.5 para los puntos [1,0], [0, 1] y [1, 1], tenemos que

m1(y1) ) _ ( To(y1) ) donde
71(y2) 72(y2)

= = 7—1(7) = 7—2(7)) v Y1,Y2 € R.

Por tanto, 1y = . =
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