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INTRODUCCION

La base de la justificacidén de nuestro trabajo, que se presenta en la seccién siguiente, es que

nos proponemos presentar en él las relaciones, supuestamente desconocidas, entre la matematica y

la musica, sin embargo si preguntamos a personas de una cultura media muchas de ellas nos diran

que hay relaciones evidentes entre ambas, pero si profundizamos veremos que se refieren al uso de

la aritmética en la medida de los compases, a la musica de las esferas y a otras generalidades que no

dicen nada ni de la musica ni de las matematicas.

No obstante las matematicas estan presentes en la masica en sus aspectos esenciales.

Las matematicas son parte esencial en la teoria fisica del sonido, su generacion en los
distintos instrumentos y su transmision (Acustica).

Las matematicas estan en la base del lenguaje musical.

Las matematicas intervienen en la composicion musical y no solamente en la forma méas
obvia de proporcionar simetrias, pautas, o periodicidades, en la misica moderna hay una
gran cantidad de estadistica matematica e incluso tiene cabida algunos conceptos
enormemente abstractos de algebra.

Las matematicas han aparecido en la estética y también en la teoria de la musica como
elemento cuantificador de la calidad.

Por u(ltimo, sefialemos que recientemente las letras de canciones con contenido
matematico, sean de naturaleza critica o destinadas a la ensefianza estan teniendo

bastante repercusion.

Los puntos anteriores reflejan una guia de la parte tedrica de nuestro trabajo, que los

recogera con la Unica excepcion del relativo a la estética que preferimos tocar en esta introduccion a

modo de contraejemplo.



G. David Birkhoff (1884-1994) fue uno de los matematicos méas notables de su generacion.
Es famoso por sus aportaciones a la resolucion del problema de los cuatro colores, por su
revolucionaria concepcion de los sistemas dinamicos que le permitio obtener importantes resultados
en el problema de los tres cuerpos. Trabajo con éxito en muchos campos de las matematicas desde
la teoria de nimeros a la teoria ergddica y se le debe desde una axiomatica original de la geometria

métrica hasta la teoria matematica de los agujeros negros.

También Birkhoff entré en filosofia de la ciencia, su interpretacion de la Teoria de Galois
como teoria de la ambigiiedad esta en la base de la muy actual Teoria de Galois de ecuaciones
diferenciales. Sin embargo podriamos decir de €l lo mismo que Hector Berlioz decia de la octava

sinfonia de Beethoven: También Homero a veces dormitaba.

En 1932 Birkhoff public6 una teoria matematica de la estética en la que proponia un método
matematico para determinar el valor estético de un objeto. Para Birkhoff en cada objeto artistico hay

dos factores importantes (Lluis-Puebla, ; Matematicas en la Mdsica?, 1998):

- Un factor subjetivo que es el esfuerzo que supone para el observador apreciar las
cualidades estéticas del objeto

- Un factor objetivo que consiste en la armonia, simetria, orden y otras cualidades que se
consideran necesarias para que el objeto proporcione una experiencia estética, a la
medida de este factor la representa por O

- Entonces la medida estética del objeto es el cociente de ambas cantidades: M = O/C

Naturalmente Birkhoff precisa después la determinacion de estas cantidades, pero a priori y
vista la evolucion del arte, su propuesta no parece muy razonable. Tuvo seguidores que llevaron al
extremo, y también al absurdo, su teoria, entre ellos el Dr. Pritchard cuyo tratado Apreciar la
poesia, es el sujeto de una escena memorable en la pelicula EI club de los poetas muertos, escena
gue nos permite pasar sin mas comentarios de esta presencia de las matematicas en el arte en

general y en la masica en particular.

\Volviendo a nuestra afirmacion inicial de que tradicionalmente se ha considerado que las
matematicas y la mdsica estdn intimamente relacionadas, destaguemos que segun Gardner, el
fundador de la teoria de inteligencias multiples, las personas que estdn mas dotadas para las
matematicas se muestran frecuentemente interesadas en la musica. Hablamos de interés y no de

habilidad. Probablemente sea Leibniz el que explica este hecho cuando define la musica como: El
5



arte de contar sin saber que se estd contando. Cabe la posibilidad de que el buen matematico
perciba de modo inconsciente pautas y relaciones que no estan al alcance de personas menos

entrenadas.

Por el contrario, a los musicos no le les atribuye un especial interés por las matematicas,
aunque desde la noche de los tiempos el lenguaje musical utiliza la matematica para su
comprension. Antiguas civilizaciones como los chinos, egipcios y mesopotamicos estudiaron los
principios matematicos del sonido. En Grecia, los pitagoricos fueron los primeros que investigaron
las escalas musicales en términos de proporcionalidad numérica. Los pitagdricos dividieron la
ciencia Matematica en cuatro secciones: aritmética, geometria, astronomia y musica, que
constituian la esencia del conocimiento. Su doctrina principal era: “Toda naturaleza consiste en

armonia que brota de los nimeros”.

Los pitagdricos relacionaron los intervalos musicales con las distancias que separan los
planetas y astros: por ejemplo, un tono estaria relacionado con la distancia entre la Tierra y la Luna,
un intervalo de quinta se relacionaria con la distancia entre la Tierra y el Sol. La teoria no tiene
soporte cientifico, pero de la misma manera que la luna y el sol regulan fenémenos naturales como
las mareas de enorme repercusion en la vida humana, puede haber impreso en nuestros genes la

capacidad de diferenciar matices relacionados con su actividad gravitatoria.

Sefialemos que musica y matematicas, comparten una serie de propiedades que son las que

intentaremos poner de manifiesto a lo largo de este trabajo.

- Ambas son lenguajes universales: esta es la propiedad fundamental y la mas excepcional
que comparten musica y matematicas.

- Son lenguajes abstractos: cada uno de estos lenguajes tiene su propia notacion y no puede
ser comprendido por los no iniciados.

- La teoria de ondas juega un papel prioritario en la percepcién de la musica y esta teoria se
puede analizar mateméaticamente.

- Ambas buscan la belleza: tanto los musicos como los matematicos puros buscan la belleza

de sus creaciones.

Y seflalemos también que hay una diferencia esencial entre ambas, las matematicas no son
para espectadores, tienen un lenguaje que si no se domina, no se entiende en absoluto, Sylvester se

preguntaba en 1864 (LIluis-Puebla, ; Matematicas en la Musica?, 1998):
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¢No sera la masica la matematica del sentimiento? ¢{No sera la matematica la musica de la

razon? ¢No tendran ambas el mismo alma?

Para Emilio Lluis-Puebla notable matematico mexicano especialista en K-teoria y magnifico
concertista profesional de piano:
La matematica es una de las Bellas Artes, la mas pura entre ellas, que ademas tiene el don

de ser la mas precisa de las Ciencias.



JUSTIFICACION DEL TEMA ELEGIDO

En la ensefianza, tanto elemental como media, una vez que se alcanza la etapa en la que se
separan los bloques de materias, lengua, sociales, naturales, matematicas etc., cada area funciona de
manera totalmente independiente y nunca se trata de poner de manifiesto las interconexiones entre
ellas. Este hecho es especialmente grave en el caso de las matematicas, puesto que contribuye
eficazmente a fomentar la opinion, ya muy extendida, de que las matematicas no tienen aplicacion

en la vida real, son muy abstractas y no se sabe muy bien para qué sirven.

Los matemaéticos profesionales tampoco somos conscientes muchas veces de la utilidad, el
interés y la belleza de las matematicas, nuestra formacion es excesivamente técnica, especializada y
sobre todo exclusivamente matematica, ya que los planes de estudio raramente contienen

asignaturas que no sean de naturaleza estrictamente matematica.

Nuestro trabajo no se propone remediar esta situacion, eso es algo que queda fuera de
nuestro alcance, y de los limites de un trabajo de fin de master, nos proponemos simplemente
romper una lanza en defensa de la multidisciplinariedad. Somos conscientes de que las
matematicas, tanto como lenguaje como en su papel instrumental, estan presentes en casi todas las
actividades humanas y pretendemos ponerlo de manifiesto tomando una actividad artistica tan

alejada, aparentemente, de las matematicas como es la musica.

Intentaremos mostrar que este alejamiento no es real, que las matematicas estan presentes en
la musica, y no solo en la fisica de la masica o en el lenguaje musical, estan presentes en la creacién
musical. Asi, en la idea de transmitir al alumnado algunas de las multiples relaciones existentes
entre las matematicas y otras actividades humanas, queremos presentar un proyecto diferente que
trata de romper esquemas y luchar contra la monotonia. Queremos probar que se pueden y se deben
abrir vias de colaboracién entre los diferentes seminarios de un centro docente. Y eso queremos

hacerlo sin olvidar la belleza de las matematicas.



Los profesores debemos ser conscientes de la utilidad y el interés de lo que explicamos,
pero sobre todo debemos sentirnos entusiasmarnos con nuestra materia. Solo asi lograremos la

atencion de nuestros alumnos.

No olvidemos que el trabajo de un profesor es fundamentalmente formar a sus alumnos,
pero hoy en dia su papel no puede limitarse a “ensefiar” unos conocimientos. El profesor debe
promover el desarrollo cognitivo y personal de sus alumnos mediante actividades que,
aprovechando la gran cantidad de informacién disponible les exijan un procesamiento activo e
interdisciplinario de la misma. Este proceso de promocion de las capacidades del alumno no puede

disociarse del de ensefiar.

Los movimientos sociales tienen caracter pendular y tras un largo periodo de métodos de
ensefianza basados exclusivamente la clase magistral y la posicion autoritaria del profesor, hemos
entrado en el extremo del profesor Unicamente mediador y eso ante la complejidad y diversidad del

quehacer matematico es dificil de defender.

Sin embargo, es bien cierto que los medios existentes permiten una atencion cada vez mas
personalizada a los alumnos, alejandonos de la clase magistral, exigen colaboracion con otros
colegas (superando el tradicional aislamiento, fruto de la organizacion de los centros y los planes
de estudio) y posibilitan mantener una actitud investigadora en las aulas. En ese espiritu tratamos
de proponer actividades complementarias que requieran al alumno un pensamiento independiente y
fomenten su capacidad de enfrentarse a problemas complejos de solucidn no concluyente, que son

los comunes en la vida real.

L. Tébar Belmonte, en el libro de ensayos: El perfil del profesor mediador (Aula XXI,
Santillana, Madrid 2003) expone una serie de rasgos fundamentales del profesor, entre los que

destacamos:

o Fomentar el logro de aprendizajes significativos, transferibles.

e Fomentar la busqueda de la novedad: curiosidad intelectual, originalidad. pensamiento
convergente.

« Potenciar el sentimiento de capacidad: autoimagen, interés por alcanzar nuevas metas.

o Compartir las experiencias de aprendizaje con los alumnos: discusion reflexiva, fomento de

la empatia del grupo.



Nuestra propuesta va esencialmente en esa linea, presentamos una serie de relaciones entre
dos campos aparentemente alejados, Mdusica y Matematicas, que prueban que ese presunto
alejamiento no es real. Las matematicas estan en el lenguaje de la musica, en su base fisica, y en

determinados casos aparecen incluso en la composicién musical.

Pretendemos que los alumnos completen sus conocimientos musicales, para ello
colaboraremos con el seminario de musica, que discutan la base fisica de la masica y que entiendan
en qué manera las matematica tienen una capacidad para descubrir y producir pautas, que puede
colaborar de modo importante con el arte.
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ASPECTOS FORMALES

81 — Fisica de la musica. Cualidades fisicas del sonido.

El sonido es un movimiento ondulatorio que se propaga en un medio material, generalmente
el aire y es susceptible de impresionar el, 6rgano del oido. Las ondas sonoras son longitudinales ya
que las ondas sonoras se originan mediante el movimiento vibratorio de un cuerpo en contacto con
el aire y su propagacion tiene la misma direccion que la vibracion que la produce. Desde el punto de
vista fisico, son cualidades basicas del sonido: intensidad, tono y timbre. Y no podemos olvidar un

parametro no estrictamente fisico y de especial interés en la musica la sensacion sonora.
Intensidad

La intensidad de un sonido que percibimos y que nos permite interpretarlo como fuerte o
débil, esta relacionada con la amplitud de la onda sonora correspondiente. Se trata de una magnitud
gue nos indica cuanta energia esta siendo transportada por la onda. Se define formalmente como la
energia que atraviesa por segundo, a la unidad de superficie dispuesta perpendicularmente a la
direccion de propagacion. Se expresa en W/m?.

INTENSIDAD

mayor amplifud= mads fuerte
menor ampiitud= rnas suave

A LA AAAAAAAAAAAAAA

s AT
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La energia transportada por la onda es proporcional al cuadrado de su amplitud. Por
ejemplo, si la amplitud de un sonido es tres veces superior a la de otro, su intensidad sera nueve
veces mayor. Depende de la fuerza de la ejecucion del sonido y de la distancia del receptor de la

fuente sonora, de hecho es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al receptor.

Tono o altura

El tono de un sonido depende directamente de la frecuencia, permite clasificar los sonidos
en agudos o altos, los de frecuencia alta y en graves o bajos los de baja frecuencia.
ALTURA

Moy frecusnoio= frids oo
FOEICY FacLanicit= s orov:

A AR A A LA AR AL AR AL AR TR AL LA S
Ty Ty T Ty W Ty U

C LN N N
SN NS NS

La unidad de medida de la frecuencia es el hercio, que es una vibracién por segundo. Una
cuerda que vibra cuanto mas oscilaciones da, mayor sera su frecuencia musical y més aguda seré la
nota musical resultante. Es la que determina el nombre de las notas. Aquellos sonidos cuyas

frecuencias son maltiplos de la de otro, se dice que son sus arménicos:

=21 _ fundam:lenltaf

w ler. armémico
ha= L — = ——= 2do. armdmico
M= ()L e Jer. amimico
e = & L.
hs = (2/5) L w@@‘é '-H“\-huf___f Sto. armémico
he = (1/3) L gﬁgéj = H____y,/"‘ﬁ'qx’ 6to. armémico

l? = (24"?) L @@“@'é - /Fj\:‘\_y.r 7mo. armomico




El oido humano es capaz de percibir vibraciones con frecuencias en un rango de entre 20 y
20.000 Hz. Para ordenar las alturas relativas de los sonidos, en 1939 se determiné el diapason
normal la como tono de referencia cuyo valor es 440 Hz, aunque este valor es una convencién, y en
segun las épocas y lugares puede variar. Hay que tener en cuenta que dos notas cuya frecuencia sean
441Hz y 882Hz estan afinadas entre si en relacién de octava aunque no correspondan con el la
oficial y si fueran por ejemplo 441Hz y 884Hz no estarian afinadas en relacion de octava pero el

oido reconoceria una octava no afinada.
Timbre
Esta cualidad nos permite distinguir sonidos producidos por diferentes instrumentos aunque

estén a mismo tono e intensidad. Cada instrumento tiene su propio timbre, incluso la voz de cada

individuo, lo cual nos permite distinguir a las personas cuando hablan.

Diapason Flauta

Vocal "a" (voz)

Clarinete Bajo (voz)

Oboe Vocal "o" (voz)

Fourier prob6 que “toda onda compleja puede descomponerse en suma de sus armonicos
puros, afectados de la intensidad y de la fase adecuadas”. Es decir, que todo sonido musical, tenga
el timbre que tenga, puede obtenerse sumando un nimero infinito de armoénicos, lo que aunque sea

impracticable de modo exacto, en la practica nos permite obtener buenas aproximaciones.

Sensacion sonora

En lo que se refiere a frecuencia los limites de la audicion son por termino medio de 20 a
13



20.000 hercios y en cuanto a intensidades el limite inferior est4 en torna a los 10" W/cm? y la
sensacion desagradable se sita en 10 W/cm?, pero estos valores dependen de la frecuencia y a

1000 hercios el umbral de audicién esta en 1076 W/cm2.

Se ha comprobado experimentalmente que no existe proporcionalidad entre la intensidad
fisica del sonido y la sensacidn sonora que nos produce. Una ley empirica, la ley de Weber—Fechner,
que relaciona los estimulos con las sensaciones establece que la sensacion es una funcion lineal del

logaritmo de la excitacion.

En nuestro caso, si dos sonidos de intensidades, I,,I; producen sensaciones S,,S;,
podemos escribir:

I
Sl_ SO =a- lOg10 11 —a- loglo IO =a- lOg10 I_
0

Si tomamos como I, la intensidad correspondiente al umbral de audicidn correspondiente a
una frecuencia de 1000 herzios (107® W/cm?), el valor de S, sera cero y para una intensidad I,

(medida en W/cm?) la sensacion sonora sera:

I
S=a-log10 W

Como es un cociente de dos cantidades de la misma magnitud, la sensacion sonora no tiene
unidades. Inicialmente se dio a la constante a el valor uno y se decia que la sensacion se mide en
belios, llamando belio a la sensacion sonora producida cuando la intensidad del sonido es diez
veces la intensidad correspondiente al umbral de audicion, pero como el oido humano percibe
sensaciones mas pequefia, se ha adoptado como unidad el decibelio o décima parte de un belio,

entonces la sensacion sonora es:

S =10.-logqo # decibelios

Sefialemos para terminar que somos mas sordos, es decir nos producen menos sensacion
sonora, para los sonidos graves que para los agudos, por lo que a medida que nos alejamos de un
foco emisor de un sonido complejo (el producido por un conjunto de instrumentos musicales por
ejemplo) el sonido percibido se nos hace mas agudo, al ir dejando de percibir los graves, este hecho

es utilizado frecuentemente por los compositores para dar la sensacion de lejania.

Indiqguemos por Gltimo que la cantidad de energia que ha de transportar la onda para
14



transmitir la sensacion sonora es muy pequefia, se puede calcular la energia sonora emitida en un

concierto sinfénico y comprobar que no bastaria para calentar una taza de café.

82 .- Las escalas musicales. Teoria matematica.

¢Como se presentaria la teoria de las escalas musicales desde un punto de vistas axiomatico?
Siguiendo (Girbau i Bado, 1985) y a J.A. Navarro vamos a ver qué es posible presentar un sistema

de axiomas elegir en los cuales encajan las diferentes escalas musicales.

Antes de nada, vamos a identificar a cada sonido con su frecuencia. EI conjunto de sonidos
serd entonces el de los reales positivos, R*. Pero hay que tener en cuenta que nos es mas dificil
identificar un sonido por si solo que compararlo con otro, esta comparacion significa en términos

matematicos una “distancia” entre ellos. ; Como definir esta distancia?

Supongamos que tenemos 4 sonidos Si, Sz, S3 Y S4 de tal forma que: s1 <s2, s3 < s4,
Diremos que el intervalo musical determinado por s; y s, es igual (tiene la misma longitud) que el

determinado por sz Yy S4Si

Sy 54

S1 S3

y que el primer intervalo es mas corto que el segundo si:
Sz Sy
J— < J—
S1 S3

Si definiéramos la distancia entre s; y s,, como z_z , esta funcion no cumple las propiedades

1

de distancia (d(s;, s;) = 1 # 0 por ejemplo), entonces, y precisamente para que la distancia entre
dos sonidos sea cero si y solo si coinciden, modificaremos nuestra funcion y definiremos la

distancia entre dos sonidos como:
t
d(s,t) =k - |log;|

donde k es una constante positiva que depende de la unidad de medida.

Puede apreciarse que estamos de nuevo y esta vez por razones formales ante la ley de
Weber-Fechner.
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Una escala musical es un subconjunto E del conjunto de frecuencias que cumple las
siguientes propiedades:

A;) Existe una biyeccidn f entre el conjunto de los enteros y E que conserva el orden.

A;)Sis €Eentonces 2-s €E y ~€E.

A los elementos de E los llamamos notas. La propiedad A; nos dice que la escala es
ilimitada tanto por arriba como por abajo y la A, que si una escala contiene una nota, también

contiene a una octava mas alta y a una mas baja.

Si E es una escala musical, podemos definir la siguiente relacién de equivalencia: dos notas
sy tde E son equivalentes (s = t) si existe g entero con:
s=29-t

Proposicion: El conjunto cociente E/= es un conjunto finito.

Demostracién: Sea s; € E. Entre s; y 2 - s; hay un nimero finito de elementos de E (en caso
contrario no se cumpliria A;). Los llamaremos s,, s5 ... s,.. Si tomamos cualquier t € E, se
verifica que t es equivalente a un s; (con i entre 1 y r). En efecto, sea k el menor entero con
s; < 2%.t. Entonces 2¥ -t < 2-s; ya que en caso contrario, 2 -s; < 2% - t, implica que
s; < 2F=1 .t lo cual contradice la eleccion de k. Tenemos pues que s; < 2% -t < 2s; con lo

que 2% -t =s; paraalginientre 1y r.

A las notas de una escala se les asigna un nombre de manera que dos notas equivalentes
llevan el mismo nombre. Por ello podemos abusar del lenguaje y llamar notas a los elementos de
E/=. A veces en la musica se recurre a los subindices para distinguir notas equivalentes (do;, do.s,
d03...).

Escalas equivalentes. Podemos definir una escala dando las frecuencias de cada nota.
Ahora bien, las frecuencias de las notas han ido cambiando con el paso del tiempo. Por ejemplo, el
laz, utilizado para afinar los instrumentos, ha pasado de 404 hercios en 1699 a 435 en 1879 a 440 en
1939. De manera rigurosa, estas escalas son diferentes al contener notas distintas, pero son escalas

equivalentes.

Diremos que dos escalas E' y E’ son equivalentes si existe un k > 0 con E’ = k - E (donde

16



k - E significa el subconjunto de R™ que se obtiene multiplicando por k cada elemento de E’). Como
observacion d(s,t) = d(k - s,k -t) por lo cual dos escalas equivalentes conservan la distancia
entre sus notas. Abusando de nuevo del lenguaje, utilizaremos escala para referirnos a la clase de

equivalencia de escalas.

Con los axiomas A; y A, podemos imaginarnos una infinidad de escalas diferentes. Nos

preguntamos ahora si podriamos acotar mas esta definicion.

Segun la teoria de Fourier, cada sonido de frecuencia s se puede descomponer en sonidos
sinusoidales de frecuencias s,2 - s,3 - s,4 - s ... con menor amplitud cada vez. El sonido sinusoidal
de frecuencia s se llama fundamental, y el resto se Ilaman sus arménicos. No6tese que si s € E

entonces 2s, 4s, 6s, ... € E en virtud de A..

¢Podriamos afiadir los siguientes axiomas para que la escala contenga los primeros
armonicos de cada nota?

As3) (Axioma de Pitadgoras) Sis € E,entonces3-s € E.

A4)Sis € E, entoncesge E.

Los pitag6ricos aun no conociendo la teoria de los armdnicos, estimaban la conveniencia de

incluir estos axiomas en la definicidn de escala.
Teorema: Az, Az Y Azson incompatibles.

Demostracién: Veamos que si £ es un subconjunto de R que cumple A; y Az
entonces no puede cumplir A;. Para cada entero positivo g, denotamos k(q) al mayor

entero positivo tal que 2¥(@ < 349, Se cumple que:

2k(@) « 34 <« 2k(@)+1

es decir:
34
1< K@ <2
Seas € E.Tenemos que:
3.5

S<W<2'S

Cada una de estas tres notas pertenece a E para cada entero positivo g (por los
17



axiomas A, y A3). Ahora bien, si g # q’ tenemos que

34 34
k@ T 2k

Lo cual implica que entre s y 2 - s existen infinitas notas de la escala contradiciendo
A;.

Dadas n frecuencias s; ... s,, designaremos por < s; ... s, > a la minima escala que las
contiene, es decir:

<S8 .5, >={29-s;,conqenteroyi=1..n}

Dada una escala E llamaremos norma de E a la méxima distancia entre dos notas

consecutivas de E.

Dada una frecuencia s y un numero positivo M con M < d(s, 2s) diremos que E es una
escala pitagorica (asociada a s y M) si es de la forma:
E =<s,3s,...,3%9s >

con q siendo el primer entero positivo tal que lanormade < s,3 - s, ...,39 - s > es menor que M.

La eleccion de s no es importante, ya que obtendriamos escalas equivalentes. Por ello,

tomaremos s = 1. Lo que si que determina la escala es la eleccion de M.

Partiendo de la escala pitagorica de 3 notas < 1,3,9 > (hemos supuesto ya que s = 1), los

. ;3.9 . .
representantes de 3y de 9 en el intervalo [1,2] seran 5 Y 5 respectivamente. La escala sera:

<1<9<3<2<
3 7>

donde los puntos suspensivos indican que las notas se repiten multiplicadas por potencias de 2. Si

calculamos las distancias entre las notas sucesivas de esta escala obtenemos:

d (1,%) — k- 1og(§)

(32wl -2
d(1,2) = klog(2)

Tomando k = (log(g))‘1 tenemos que:



d(9 3)—d(3 2)—2442
8,2 - 2, — 4. ™

d(1,2) = 5.884 ...

La eleccion de M hara que nuestra escala pitagdrica sea mas 0 menos espesa. La escala
pitagorica usual se construye con:
9
M=d <1, §> =1
Con ella obtenemos las 7 notas tradicionales

Escala pitagorica cromatica: tomando un 0.56 < M < 1, obtenemos las 12 notas.

Escala temperada: diremos gque una escala es cromatica y temperada, si cumple Az, A,y el
siguiente axioma:

As) la distancia entre dos notas consecutivas es constante.

Sea s una frecuencia. Consideramos las notas:

1 2 11
§,212-5,212 -5,...,212 - §

y las generadas por sus multiplicaciones por potencias de 2. Todas las notas consecutivas estan a la

misma distancia, obtendremos una escala que llamaremos cromatica temperada de 12 notas.

Si E es una escala temperada, y s € E, entonces 3-s € E.Sis € E, la minima distancia
entre 3 - s y un elemento de E es independiente de s. A esta distancia la llamaremos desviacién
pitagorica y la denotaremos con DP(E). Este valor mide el grado de cumplimiento de A; de E. Si
es muy pequefio, aunque 3 - s no pertenezca realmente a la escala, a efectos préacticos es como si

perteneciera.

Vamos ahora a medir la desviacion pitagorica para una escala temperada de n notas:

1 n-1
E, = {s,2ns,...,2n s}. Por comodidad, la unidad de distancia tomada sera tal que
d(s,2-s) =log2
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) , ) ) ) ) . , log2
es decir, k = 1 en la formula de la distancia. La distancia entre dos notas consecutivas sera %. Las

distancias consecutivas estaran distribuidas como: (el O representa la la distancia de s a si mismo)

log 2 0log2 2 -log?2 (n—1)-log2

e ,0, , ) eee) ,log2, ...
n n n n

El sonido de frecuencia 3 - s, que nos esta en nuestra escala, estard a distancia log3 de s.
Entonces DP(E) vendra dado por:

m-log2

donde m es el entero positivo que hace minima esta expresion.
Girbau obtiene la tabla que aparece en la pagina siguiente. En ella se aprecia que:

- De entre las escalas de pocas notas, las que mejor cumplen Az son las de 5y 7 notas.

- Para n =12, la desviacion pitagorica es menor que el resto, lo cual indica que la escala
cromatica temperada de doce notas, que es la usual en el piano, es la que mejor cumple A; de
entre las escalas temperadas de 2 a 13 notas), es decir, 3-s sin estar en E, es como si lo

estuviera.

DP

0.0256
0.0246
0.0256
0.0045
0.0246
0.0041
0.0121
0.0089
0.0045
0.0119
0.0005
0.0092

©| O N| o O & WO N Z

=
o

[N
[N

[E=N
N

[EY
w

Si hiciésemos el célculo para valores de n mas grandes con la esperanza de mejorar
DP(E;;), obtenemos por ejemplo que DP(E,q) = 0.00037. Se calcularon para valores de n hasta

15601, y algunos de los mejores resultaros fueron:
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DP(E,,) = 0.00012
DP(Ess) = 0.000017
DP(Eges) ~ 1077
DP(E;s601) = 1077

83 .- Las escalas musicales. Teoria musical.

Las escalas son la base de los sistemas de organizacion, en orden de altura, de los sonidos;
estdn formadas por una serie de notas consecutivas que se suceden (ascendente o
descendentemente) de forma regular y que se repiten a partir de la octava. De modo que todas las

escalas pueden transponerse, pero sigue siendo la misma escala, solo que desde otra altura

L

Aunque el estudio de la escalas se ha circunscrito dentro del &mbito de la musica tonal, la

realidad es que este sistema solo representa una pequefia parte de la organizacion de sonidos que

han existido y existen. Dichos sistemas pueden ser englobados en dos bloques:
1. Jerarquicos (modal, tonal, etc.) que consideran que entre las notas de la escala que divide
la octava hay unas notas mas importantes que otras a las cuales se les otorga una

polaridad o lo que es o mismo un poder de atraccion.

2. No jerarquicos (dodecafonismo, serialismo, atonal, etc.) las series usadas son de muy

diversa indole dependiendo de la subdivision minima que se use como base; es decir, si

existen o no micro intervalos

La razon de la escala esta en la necesidad de disponer de un numero limitado de notas entre
las infinitas frecuencias existentes que el oido humano puede percibir. Para ello se busca dividir la

gama de frecuencias en intervalos sencillos.
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Esa idea intuitiva de sencillos, difiere con las culturas y las épocas. Inicialmente esa eleccion
fue fruto de la intuicion y la sensibilidad, que tienen que ver con el fenomeno fisico de los
armonicos de un sonido. Méas adelante en el occidente europeo y en el siglo XVIII se comenzé a

sistematizar la eleccion de los intervalos usando ya las bases fisicas del sonido.

Como consecuencia de la diversidad de origenes del proceso histérico de eleccion de
intervalos, nos encontramos ante una enorme diversidad de escalas y formas de hacer musica, la
talla de este trabajo nos permitird solamente hablar de unas pocas de ellas, de entre las que

destacaremos tres:

1. La escala pentafénica, que como su nombre indica consta de 5 notas. Es caracteristica de la
cultura china y mongdlica aunque también usada en muchas otras culturas (africanas,
europeas asiaticas, americanas, etc.). El ejemplo mostrado a continuacion representa la
escala pentafdnica yo, utilizada en los cantos budistas.

A

#\ & g

.

2. La heptatonica o diatonica también Ilamada natural. Esta escala se utiliza desde la Edad

Media en todo el mundo occidental, y es la base de la musica occidental.

{1
1"J
Fuf l_._._
lfl.'\ -
:5 - ¥ ’

Do Re Il Fa ol La Si Do

17T 1T 12T 17 17T 1T 1827

3. La escala dodecafonica o cromatica, que es una ampliacion de la diatonica, de manera que
entre cada dos notas hay un semitono.

)

F 4l
[ Fan
~ 7 . 1

Y e e U0

(@)

¢

En el siguiente esquema comparativo aparecen representadas estas tres escalas por poligonos. El
poligono de la escala cromatica es regular mientras que en las otras dos son poligonos irregulares,

que se corresponde con la asimetria acustica.
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S0Lb
FA 2

S0OL

DO#
Sl h

Las denominaciones do, re, mi, fa, sol, la, si de las notas de la escala diaténica fueron

establecidas por Guido D’Arezzo (990-1058), benedictino al cual atribuimos la invencion del

sistema de solfeo actual. En la siguiente imagen vemos que cada nota toma su nombre de la primera

silaba del himno a San Juan Bautista, compuesto por él.

Ut Queant Laxis (Hymn to St. John the Baptist)

Guido of Arezzo

(circa 991-1033)
0
2
F
1S >
Wﬁ - v
Ut que-ant la - xiss, Re-so-na-re fi-bris, Mi - na
0
7
5 - P — —— e ———
e [ " NI —_——
ges - to - rum, Fa- mu - li o w-o0 - rum, Sol - ve pn| -

%>
-

~— - 7 @
lu -, La-bi-i re - a - tum, Sanc - te  Jo - han- nes.

Traduccion

Para que puedan

exaltar a pleno pulmon

las maravillas

estos siervos tuyos
perdona la falta

de nuestros labios impuros

San Juan.

Aunque no es nuestra intencion hacer la parte musical de nuestro trabajo excesivamente

técnica, necesitamos algunas definiciones para adecuar a la nomenclatura musical algunos de los

conceptos que hemos manejado anteriormente y los que manejaremos de aqui en adelante.
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- Un sistema de afinacion, es cada una de las maneras de elegir los sonidos que utiliza la
musica. Como hemos sefialado en la teoria matematica es un subconjunto de los reales
que contiene las frecuencias usadas en la masica. Se seleccionan unas frecuencias
determinadas y se descartan el resto. Las seleccionadas en el sistema de afinacién se

denominan notas musicales.

- Hay dos tipos de sistemas de afinacion:
1. Afinaciones: Todos los nimeros que aparecen como cociente de una nota y una
nota patron, llamada diapasén, son racionales. En este caso los intervalos entre
notas se dice que son justos.

2. Temperamentos: En este caso aparece como cociente algin numero irracional.

Los intervalos son aproximadamente iguales, ya que en estos casos se varia

levemente la afinacién de algunos de ellos.

Entonces la diferencia entre afinacion y temperamento, esta en que en el primer caso se trata
de conseguir consonancias justas, como es el caso de la afinacion Pitagorica y la afinacion justa, y
en el otro tenemos un compromiso 0 ajuste entre consonancias, adquiriendose ciertas ventajas a
costa de desafinar algunos intervalos (por ejemplo en el temperamento igual ninguna consonancia

es justa pero se puede modular a cualquier tonalidad).

Hay dos tipos de afinaciones (sistemas ciclicos, y regulares) y tres tipos de temperamentos

(iguales, irregulares y mesotonicos) en cuyas definiciones no entraremos.

- En mdasica, un tono, es el mayor de los intervalos entre notas consecutivas de una escala,

mas intuitivamente, es el intervalo musical entre dos teclas adyacentes de un piano.

- Un semitono es cada una de las dos partes (aproximadamente iguales en general y en la
escala temperada exactamente iguales) en que se divide el intervalo de un tono, y es el
menor de los intervalos que se pueden producir entre notas consecutivas de una escala

diatonica. Equivale a la doceava parte de una octava.

A lo largo de la historia, el concepto y la magnitud del semitono se han ido modificando.
Hasta la adopcidn de la escala temperada podian encontrarse al mismo tiempo semitonos diferentes
en un sistema de afinacion dado. Para la realizacion de calculos y comparaciones entre intervalos se

usa como unidad el Cent, que es la centésima parte del semitono temperado por tanto la octava se
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divide en 1.200 Cents. Es importante sefialar que las desviaciones respecto de la afinacion justa que

superan los 3 Cents son apreciables para un buen oido.

La historia de los diferentes sistemas comienza en Grecia, donde aparecen muchas maneras
diferentes de dividir la octava. Las mas importantes son la afinacién Pitagorica, basada en las
quintas justas, el sistema de Aristdgenes, en el que se dividen los intervalos en partes iguales y la

escala propuesta por Ptolomeo con las terceras justas.

3.1.- Sistema musical pitagorico

Los pitagoricos estudiaron la musica a partir de la cuerda de un instrumento llamado
monocordio. Variando la longitud al pulsar la cuerda, obtenian distintos sonidos. A menos longitud,

sonidos mas agudos.

Monocordio

Los pitagoricos compararon estos sonidos de dos en dos en busca de sonidos agradables, y
para ello tomaban divisiones de la cuerda simples. Si pisamos la cuerda en la mitad de su longitud,
obtenemos una relacion 2:1 lo que se corresponde con un intervalo de octava. Si pisamos un punto
situado a un tercio de la longitud total, 3:2 estamos ante un intervalo de quinta. Un intervalo de
cuarta se corresponde con la relacion 4:3. El patrén segun el cual los intervalos de sonidos
relacionados con forma n + 1:n forma sonidos armonicos y agradables. La consonancia de estos
sonidos se reflej6 mas adelante en el Teorema de Tyndall: “cuanto méas simple sea la relacion de

frecuencias de dos sonidos, mas consonante serd el intervalo que forman”.

Como ya hemos sefialado podemos pensar los intervalos como la proporcion entre
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frecuencias de cada nota. Asi, dos notas en un intervalo de quinta, la mas aguda tendra una
frecuencia igual a 3/2 de la frecuencia de la mas grave. Es decir, a partir de un sonido conocido
podemos calcular el resto a la distancia del intervalo que deseemos. Asi pues, teniendo el do inicial,
podemos calcular encadenando frecuencias y cancelando octavas. Este procedimiento sirve por

ejemplo para afinar un piano.

Imaginemos que se parte de la nota do calculamos la quinta ascendente y obtenemos sol.

Podemos seguir asi con el resto de notas del siguiente modo:

fa «do - sol - re - la—-mi- si

Hay que tener en cuenta que la quinta ascendente del sol es el Re de una octava méas aguda,
por lo que habria que rebajar una octava. A esto se le llama “cancelar octavas”. Si continuamos
encadenando quintas llegaremos a los doce sonidos de la escala cromatica y obtendremos el circulo

de quintas:

solp «reb «lap «mip «sip « fa—do—sol>re—la—-mi-si- fat

El circulo de quintas resulta util a la hora de componer armonias y melodias pues representa
las relaciones entre los doce tonos de la escala cromatica y sus respectivas armaduras (sostenido,

bemol y becuadro) y las tonalidades mayores y menores.

4 Mayor g
Do S —
Fa b Sol
—= 1b la 1% s
Sll? = M L
21 enor 2 Re
sal si
%_MIL 3} do faf 34 La"'—_f—EL
a d
4h" ok gy
Sllj | 50'# rdl ]
5p/74 ™ok ) /5y =FE

R-E|p ﬁ:’fﬁ: =]
== soth/raf %

-+

Y3 - L . S -




Para que este circulo fuera perfecto, seria necesario que fa# = sol / pero si tomamos las
proporciones pitagoéricas (es decir, una quinta guarda la proporcién 3:2 y una octava 2:1) esto no es

posible. Si buscamos dos nimeros naturales x e y que cumplan:

3 X
) =2v
6
(para ver cuantas elevaciones a quintas equivalen a elevaciones a octavas) tendrian que cumplir

3x* = 2**Y y esto no se puede dar ya que 3 y 2 son nmeros primos.

La diferencia entre dichas notas, es decir el fa# y el sol domes lo que se

pitagdrica, y vamos a calcular su valor.

Relacion de ]
Nota ) Orden de calculos
frecuencias
do 1 1° Lo tomamos como valor normalizado
re b 256 12°7e p =2+ la b (una quinta por debajo)
243 2
9 3° re = sol * % *% (re esta a una quinta de sol pero para obtener re hay
re -
8 que cancelar una octava)
. 32 . 2 . . .
mi b > 10°mi b = S *si 5 (una quinta por debajo)
. 81 . 3 1 N .
mi e 5°mi = la * S*= (el mi estd a una quinta del la cancelando una octava)
; 4 7°fa= g* do * 2 (el fa esta a una quinta por debajo del do subiendo una
a -
3 octava, 0 equivalentemente esta a una cuarta del do)
a 729 14° fa# = z * % * si (una quinta por encima del si descendiendo una
a —_—
512 octava)
1024 2 . ) .
sol b 39 13°sol b = S*2xre 5 (una quinta por debajo ascendiendo una octava)
3 3 , i
sol 2 2°sol = o * do (el sol esta a una quinta del do)
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la b % 11°la b = %* mi 4 (una quinta por debajo ascendiendo una octava)
27 3 . .
la e 4°la =re * 2 (el la estd a una quinta del re)
Si @ 69 si = mi x> (el si estd a una quinta del mi)
128 2

- 16 Psip = % * fa * 2 (quinta por debajo del fa aumentando una octava o

Si —
9 bien una cuarta por encima del fa)

Do 2 8° Do = 2 = do (el Do esta a una octava del do)

Para hallar el valor de la coma pitagérica, vamos a dividir las frecuencias de fa# y sol b :

_ 729 1024

Vemos pues que la diferencia es algo mas de 1% de octava. A la quinta que forman los

sonidos fa# — re / se le denomina la quinta del lobo pues no es una quinta justa sino que difiere
como hemos visto de una coma pitagorica.

32 Do 3p

Comma 32/ Sl h dE 3/2
pitagérica ;P
La
32 .
" Mi
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Tras estos inconvenientes aritméticos de la afinacion pitagorica, veamos ahora otras formas
de afinacion. Por un lado, la voz humana o los instrumentos de cuerda sin trastes permiten lo que se

denomina como afinacion natural es decir, la que produce mayor consonancia y armonia.

Clasificacion de intervalos

Los intervalos se clasifican en mayores, menores o justos en funcion de la cantidad de
semitonos que contienen. Ejemplo: do —re es un intervalo de segunda mayor pues tiene 2

semitonos y mi — fa es de segunda menor pues tiene 1 semitono.

Intervalo N° de semitonos
Unisono 0

22 menor

22 mayor

32 menor

3% mayor

48 justa

42 aumentada/ 52 disminuida
52 justa

62 menor

62 mayor

72 menor

72 mayor

Octava

OO N O|Ph WIN|F-

[N
o

[
[N

=
N

La inversion de un intervalo es otro intervalo de tal forma que encadenados completa los 12
semitonos de la octava. Es un concepto similar al de los &ngulos complementarios. Por ejemplo la

inversion de una 2° mayor (2 semitonos) seria una 7° menor (10 semitonos).

84. — Utilizacion de elementos matematicos en la composicion musical

4.1.-Transformaciones geométrico-musicales.

Cuando hablamos de transformaciones geométricas en musica, no podemos considerar la

partitura como un plano y aplicarle transformaciones geométricas del plano, eso podria dar lugar a
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absurdos. Por al aplicar simetrias axiales las simétricas de las notas no representarian notas. A veces
algunos compositores, Bach por ejemplo, consideran, no la partitura sino la composicion como un
segmento de una recta y le aplican una simetria respecto a uno de sus extremos. Pero estas

transformaciones globales son poco comunes.

Asi, cuando hablamos de transformaciones geométricas nos referimos a transformaciones
geométricas locales. No vamos a caer en un exceso de formalizacion hablando de topologia, y
cuando digamos transformaciones locales, entendemos que son transformaciones que afectan a
fragmentos de la composicion, y que en el caso de transformaciones que conservan la orientacion se
puede entender también que afectan a fragmentos de la partitura. Tambien sefialaremos que no
vamos a hacer en el exceso de encontrar transformaciones geométricas por todas partes, por
ejemplo la repeticion del estribillo de una cancion se puede entender como una traslacion local, pero

esta claro que en el animo de su compositor no estaba el uso de ese recurso geométrico.

Nuestro punto de vista serd el estudiar la aplicacion intencionada de transformaciones

geométrico-musicales respecto a sonidos y/o a ritmos como una herramienta mas de composicion.

Repetiti . Retroerade Horizontal Glide Reflection
epetition Motive | Vertical Reflecti Inversion and

Motive Horizontal Translation N | Yertical Reflection L .

N — - o *  ® o . Arm'r:mrm;" translation
L B =" At =
ANE".a. | | 1 D) ! )

—— \1——‘3 O S :
1
e —=—==—C—= '
====_== Sa o o @ -
Transposition Transposition l]‘l\’t‘."ISIOI"I _— :Reu;:)grade‘[nvelslon , - "
Horizontal Reflection 180° Rotation Vertical Glide Reflection

Verticle Verticle and

Translation Horizontal Translation Retrograde and

vertical translation

[Imégenes extraidas de (Hart, 2009)]

Por lo que se refiere a las transformaciones geométricas a utilizar, solo tienen sentido los
movimientos, pues seria muy discutible la consideracion de la homotecia en la mdusica
considerandola como ampliacién de la intensidad, y seria muy complicado, y estaria fuera de los
limites de este trabajo, considerar la muasica como un sistema dinamico y entrar en las

transformaciones correspondientes.

Tendriamos que discutir la dimension de la pieza musical. Lo mas normal seria considerarla
como unidimensional, y en este caso los Unicos tipos de transformaciones geométricas serian las

traslaciones y las reflexiones (simetrias centrales). Pero como se aprecia en la figura, al tomar las
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notas musicales con su grafia, caben ciertas transformaciones del plano como giros o simetrias

axiales.

Al considerar las transformaciones como transformaciones locales estamos jugando
simultaneamente con la partitura escrita y con el tiempo, y con ello multiplicamos la variedad de
transformaciones posibles. Veamos algunos ejemplos.

Traslacion.

Traslacion horizontal, se traduce como una traslacion en el tiempo y en este caso podemos

obtener una repeticidén o un canon si tenemos varias voces, como la cancién infantil Frere Jacques o
el conocido Canon de Pachelbel que combina dos tipos de traslacion horizontal (una es el canon y
la otra es la repeticion para la cuarta voz):

A3
-

vent [ e e e e
tl L —
- Pe— . — |
Wiolin 2 oty = = = = — === — " ———
Wiolin 3 | Hm—t5 E ——y—w ¥ s
et i 8
[N
Baes | i e P e e+ Fs—F
15 1'_1..1. e e -J - 1 g e -J - 1 A '.‘.t - 1 s = s  # -' - — 1 N — i
Otro ejemplo notable es el Canon a 2 perpetuus BWV 1075, donde Bach utilizd las
traslaciones para realizar una obra que se puede repetir indefinidamente.
ﬁ 1 1 II 1 1 1 II
1 | - 1 Y - 1 T 1 1 L1 T 1 Y
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Traslacion vertical, se obtiene la misma melodia pero con entonacion mas aguda o mas

grave, dependiendo de si se asciende o se desciende, es decir, cambia la altura absoluta de las notas
de un fragmento conservando las alturas relativas entre ellas. Esto en lenguaje musical se denomina
transporte. Se suele utilizar para cambiar la alturas de un fragmento entero (adaptar a una tesitura
mas comoda por ejemplo), hacer viajar un tema, motivo o marchas armoénicas, en los instrumentos

transpositores. Se puede transportar por medio de intervalos o por medio de las claves.
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(Ejemplo de traslacion vertical o transporte)
Reflexion.

Es la simetria axial del plano, es decir es una transformacion que cambia la orientacion. En
forma intuitiva podriamos decir que invierte la imagen como sucede con los reflejos en los espejos.
En la masica podemos reflejar sobre el eje horizontal y sobre el eje vertical. La combinacion de

ambos resulta ser una rotacion de 180° o lo que es lo mismo una simetria central.

Si reflejamos sobre un eje horizontal, este eje puede estar también en el pentagrama, con lo
que nos daria una simetria en la altura de un acorde. En la melodia final del primer movimiento de

Musica para cuerdas, percusion y celesta (ver Anexol), Béla Bartok utiliza este tipo de reflexion:

P —

a—
e
_ _r_l £ __5: R —— _ﬂ_ﬁ_#_i"_::rj&j M
Ly rJ [ .
FPF |

A parte de reflejar melodias, también podemos considerar simetrias en el tiempo con
respecto al ritmo: (ejemplo: A tempo - accel - decel - a tempo) o con respecto a la intensidad del

sonido (ej: Piano - Forte — Piano).

En el caso de considerar un eje vertical, obtenemos una retrogradacion. Se trata la melodia
original con la secuencia contraria, respetando o no los ritmos. Si se ejecuta una después de la otra

obtenemos un palindromo melédico, como en el siguientes ejemplo.

Haydn en su sinfonia n°47 en sol mayor, introdujo en el tercer movimiento un minueto y un
trio compuestos utilizando reflexiones. Por ello al minuet al rovescio se le denomina también

Palindromo.
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Rotacion

Una rotacion en el pentagrama sélo se puede ser de 180°, no tiene sentido por el momento,
porque no hay que descartar que algiin compositor le dé un significado, escribir partituras con lineas

inclinadas. Seria una composicién de una inversion y una retrogradacion.

La siguiente composicién, Der Spiegel (el espejo) o también llamado Duo de la Mesa, es un
divertimento en Sol mayor para dos violines, atribuido a Mozart. La partitura esta disefiada para que
ambos violinistas puedan ejecutarla a la vez, cada uno leyéndola en sentido contrario. Por ejemplo,
colocando la partitura en una mesa, los dos violinistas se deben colocar enfrentados, en lados
opuestos de la mesa, con la partitura situada entre ambos. De esta forma, comenzando a la vez,
mientras uno interpreta el primer compas, el otro se encuentra ejecutando el ultimo (que para él es
el primero, naturalmente), y cuando el primer violinista avanza hasta el segundo compas, el otro

violinista avanza hasta el penultimo.
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4.2 - NUmero aureo.

El nimero &ureo es un nimero algebraico irracional que posee propiedades interesantes. Su
primera descripcion en la historia se dio como relacion o proporcion entre segmentos de una recta.
Se atribuye a Euclides la definicion siguiente:

Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon cuando la recta entera es al

segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor”

Y el cociente de ambas razones es el niimero adreo.

a b
<& £ O
N .
V—b
a+
145
ath_ % — ¢ 0= %‘f ~ 1,61803398874989...
a

Esta proporcién se encuentra no solo en las figuras geométricas (como en el pentagono),
sino que también en la naturaleza, en el arte (pintura, arquitectura, masica, literatura, escultura,
etc.), en objetos cotidianos (tarjetas de crédito, cajas) y hay mucha literatura respecto a este nimero,
del cual solo queremos tratar algunos aspectos muy concretos que usaremos después en nuestro

trabajo.

En el dibujo del caracol, si tomamos el rectdngulo aureo ABCD y le quitamos el cuadrado
AEFD tenemos que el rectdngulo EBCF es aureo también. Este proceso se repite indefinidamente, y
obtenemos una sucesion de rectangulos aureos encajados que convergen en el vértice O de una

espiral logaritmica.

Centrandonos en la musica, podemos encontrar el nimero aureo de diversas formas. Por un

lado, lo encontramos en la construccién de instrumentos musicales (violines, guitarras, etc.) y por
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otro en las composiciones musicales. Para el analisis de estas obras, hay que tener en cuenta que no
siempre la composicion incluye de forma consciente esta proporcion, ya que es agradable de forma
intuitiva, y que el hecho de buscar proporciones aureas puede hacernos caer en la profecia auto
cumplida. Por otro lado, hablamos siempre de aproximaciones, pues como sucede en la escala

temperada, trabajar con irracionales en la musica implica redondear en la préctica.

A parte de encontrar proporciones aureas, es comun encontrar numeros de la sucesion de

Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34...) definida como una recurrencia:

Jn = fa-1+ Fa—2 conlos dos primeros términos igual a 1.

En esta sucesion, el limite de los cocientes de términos consecutivos, es precisamente el

namero aureo.

Veamos algunos ejemplos de piezas que contienen de algin modo este nimero y mas adelante

analizaremos brevemente uno en concreto.

e Algunas composiciones (por ejemplo de Mozart y de Beethoven) parecen alcanzar el
momento de maxima tension en el momento que se divide la obra en secciones cuyas
extensiones estan en proporcion aurea (de manera aproximada), aunque no sabemos si este

hecho es intencionado.

e Algunas obras de Debussy, parecen estar organizadas segun los nimeros de Fibonacci. Por
ejemplo, en la introduccion del tercer movimiento de su obra La mer, Dialogue du vent et de
la mer, nos encontramos con 55 compases subdivididos en secciones de 21,8,8,5,13

compases de longitud y el compés 34 esta marcado por un golpe de trombones.
e Messiaen y Stockhausen compusieron obras cuyas unidades formales se relacionan con la
seccion aurea. Por ejemplo Stockhausen en su obra Klavierstiick IX organiza las

proporciones ritmicas siguiendo los nimeros de Fibonacci.

e Tool (grupo americano de rock progresivo) en su cancién Lateralus, los versos se

pronuncian de forma que el nimero de silabas son de Fibonacci.
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Proporcién aurea en la obra de Bartok

Béla Bartok (1881-1946) es compositor hangaro que, segun ciertos musicélogos, utilizo

frecuentemente los nimeros de Fibonacci para el disefio de sus composiciones. ElI mismo escribid

que se guiaba de la naturaleza para componer, los valores de las espirales de los girasoles, pifias de

abetos, las flores, animales, y esto se traduce en numeros de Fibonacci posiblemente plasmados en

su obra. Bartok nunca habl6é de su manera de componer, pero estudios posteriores apuntan a que

desarroll6 un método basado en la proporcion aurea para integrar todos los elementos de la musica.

Una obra donde se presume la utilizacion del ndmero aureo es Musica para cuerdas,

percusion y celesta:

1. Fuga inicial, Andante tranquillo (ver ANEXO 1): encontramos 89 compases, nimero de

Fibonacci. (89 contando con la anacrusa que normalmente no se cuenta). Se dividen

mediante la seccion aurea, por un lado, tenemos un crescendo progresivo (desde pp hasta

fff) en el cual se van sumando instrumentos hasta el punto culminante de la obra (en el

compas 55). A continuacion, se da un repliegue y se vuelve hasta llegar a ppp.

Los acontecimientos mas importantes estan marcados por numeros de Fibonacci:

Compaés 1: exposicion del tema en solitario (1 voz)

Compas 5: entrada de la segunda voz

Compas 8: tercera voz

Compaés 13: cuarta voz

Compas 21: primer pedal y aparicion del primer episodio

Compas 34: primera entrada percusion (timbales) e indicacion "sin sordina™
Compaés 55-57: Punto culminante del movimiento fff. Aqui tenemos un desfase
de compases. Considerando los compases 55, 56 y 57 como el conjunto 55,
volvemos a obtener nimeros de Fibonacci. (finaliza el crecimiento)

Compas 70 (57 + 13): indicacion "con sordina" (comienza el repliegue)

Compaés 78 (57 + 21): entra por primera vez la celesta

Compaés 89: Final

Un analisis esquematico de la aparicién de proporciones aureas y nimeros de Fibonacci lo

podemos encontrar en el Anexo 2, o en la siguiente imagen:
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punt culminant

compas 55 - 57

percussio celesta
34 78 \s 89
compas

P21 13 ] 2 21 1z [P
1 1 1
H 13 I 21 H ,

34 70 : [Imagen extraida de (Pous

sense sordina amb sordina Soler, 2003)]

PP o PPP

55 compas 89

Cabe destacar que ante este hecho, existe una controversia acerca de si realmente Bartok utilizo
conscientemente los nimeros de Fibonacci y sobre si realmente son nimeros de Fibonacci ya que

otros anélisis apuntan a los nimeros de Lucas. Sin duda esto es interesante y puede constituir un

trabajo de investigacion.

2. Tercer movimiento Adagio: comienza con una progresion ritmica palindromica en la que el

mismo “fa” es tocado por el xil6fono en grupos de 1, 1, 2, 3,5, 8,5, 3, 2, 1, 1:

_ 11 2 3 5 8 5 3 2 1 1)
ABAgIS =R ce rubato allarg. - -
. e @ gggggggng_gg oo pe PP PP 2 @ 'y )
N Y I
Xylophone ﬁ £ = e s = i
1y
mf’ P =
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85. — Composicion con técnicas matematicas

Los algoritmos han sido utilizados desde hace mucho tiempo para componer musica.
Algunos, que no tienen una inmediata relevancia musical, son usados como un modelo creativo e
inspiracion para la musica, como los fractales, los modelos estadisticos, gréaficos de censos, sistemas

de coordenadas geograficas, el campo magnético, la frecuencia de las olas del mar, etc.

5.1 .- Composiciones con Variables Aleatorias Discretas

A finales del siglo XVIII y principios del XIX se hicieron populares los pasatiempos
musicales consistentes en generar obras musicales sencillas, en los cuales destacaban los que
utilizaban dados. Este tipo de juegos son los precursores de lo que mas adelante se denominara
musica algoritmica. Kirnberger publico en 1757 el primero de los juegos que sistematizan la
composicion musical, para que cualquier persona generase sus propias piezas. Mozart y Hadyn
también participaron en este pasatiempo. Vamos a explicar en qué consiste el mas famoso de ellos,

atribuido a Mozart cuando tenia 21 afios.

Juego de dados de W.A. Mozart (Das Musikalisches Wiirfelspiel)

Para componer con el juego de dados de Mozart se utilizan dos dados. Se compone un vals
formado por un minueto y un trio. Mozart explico el juego y lo hizo en los idiomas mas utilizados

en su época.

El juego consta de una coleccion de 176 compases ya compuestos, dos tablas y dos dados.
La primera tabla sirve para construir el minueto formados por 16 compases. Para saber qué compas
escoger, se lanzan 2 dados 16 veces y la suma de estos indica la fila de cada tirada. Por ejemplo, si
en la segunda tirada sacamos {4,3} entonces nuestro segundo compas del minueto sera el 157 (fila

7, columna 2). Para el trio, se realiza la misma operacion pero con un solo dado.
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Ahora cabe preguntarse cuantas combinaciones distintas podemos obtener.

Dodecafonismo

El dodecafonismo es una forma de mdsica atonal, es decir, las 12 notas (dodeca es doce en

griego) son equivalentes en cuanto a la importancia, no hay una jerarquia como sucede en la musica

tonal. Su fundador fue el compositor austriaco austriaco Arnold Schonberg en 1921. Por un lado

busca unificar el fa sostenido y el sol bemol toméandolos como equivalentes, que hasta entonces

mantenian identidades separadas. Por otro lado cada referencia a un sonido incluye a su clase, es
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decir cada vez que se habla del do se habla del do de cualquier octava, donde cualquier do es

representante de dicha clase. Esto implica 12 clases de equivalencia de los sonidos.

Para no jerarquizar unas notas frente a otras, se desarrollaron diversas técnicas: por ejemplo,
pre asignar a todas el mismo valor relativo y organizando la musica para que cada nota (clase)

aparezca aproximadamente el mismo nimero de veces.

e Serialismo: Se trata de una técnica de composicion musical con origenes en el
dodecafonismo. Tiene un sentido mas amplio que este, pues no solo abarca a la altura de las
notas como ocurre en el dodecafonismo, sino que también se puede aplicar el principio

serial a otros parametros como el ritmo, la intensidad sonora, la dinamica o el timbre.

e Serialismo dodecafdnico: ElI método consiste en establecer un orden para las doce notas de

la escala cromatica, llamado original y denotado por (O). A continuacion se retrograda la
serie, es decir, las notas escritas de manera inversa. A esta nueva serie se la llama Retrdgrada
(R). Luego, tenemos la inversion (1) que consiste en invertir la direccion
(ascendente/descendente) de cada intervalo de nuestra serie. (Ejemplo, una cuarta
ascendente se convierte en una cuarta descendente). Por ultimo, se realiza la inversion
retrograda (R1) que como vimos es equivalente a un giro de 180°. Aqui podemos ver un

ejemplo de lo anteriormente descrito:

Original (O)

4 1
I 1 I M I I P N |

be
o T H P ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6 7 g 9 10 11 12

A Retrogrado de la inverslién (RT) |
r Y

| T I

Una vez que tenemos nuestros cuatro elementos generadores, el compositor los puede

utilizar adaptandolos a sus necesidades expresivas.
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LETRAS

Las letras de canciones con contenidos relacionados con las mateméticas son cada vez méas
populares, hay infinidad de paginas web destinadas a exponer canciones con contenidos
matematicos, y su estudio y clasificacion harian demasiado largo este trabajo. Pero dada la cantidad

de material existente seria interesante hacer un estudio socioldgico sobre el tema.

En una primera aproximacion se observa que hay cuatro tipos de canciones:

1. Canciones de tipo didactico destinadas a facilitar la ensefianza de las matematicas,
especialmente a los mas pequefios.

2. Canciones de tipo critico con letras matematicas que enfatizan determinados puntos del
formalismo matematico, con la intencion ludica.

3. Canciones que utilizan de modo incidental términos matematicos.

4. Canciones compuestas usando técnicas matematicas.

Aqui nos limitamos a reproducir algunas de las muchas existentes del segunda tipo, para

poner de manifiesto que como tema de trabajo el estudio de estas canciones tiene interés.

Una de las mas conocidas es aquiella de Les Luthiers, en la que habla del Teorema de Thales
(Luthiers, 1971):

Mundstock: Johann Sebastian Mastropiero dedic6 su divertimento matematico, op. 48, el "Teorema de Thales", a la
condesa Shortshot, con quien viviera un apasionado romance varias veces, en una carta en la que le dice: "Condesa,
nuestro amor se rige por el Teorema de Thales: cuando estamos horizontales y paralelos, las transversales de la pasion
nos atraviesan y nuestros segmentos correspondientes resultan maravillosamente proporcionales”. El cuarteto vocal
"Les freres luthiers" interpreta: "Teorema de Thales" op. 48, de Johann Sebastian Mastropiero. Son sus movimientos:
Introduccion, Enunciazione in tempo di menuetto, Hipotesis agitatta, Tesis, Desmostrazione, ma non troppo, Finale
presto con tutti.

Si tres 0 més paralelas, si tres 0 mas parale-le-le-las
Si tres 0 mas paralelas, si tres 0 mas parale-le-le-las
Son cortadas por dos transversales

Son cortadas por dos transversales

Si tres 0 mas parale-le-le-las
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Son cortadas, son cortadas

Dos segmentos de una de estas, dos segmentos cualesquiera
Dos segmentos de una de estas son proporcionales
a los dos segmentos correspondientes de la otra.

a paralelaab,

b paralela a c,

a paralela a b, paralela a c, paralelaad

OPesaPQ

MN esa NT

OPesaPQcomo MN esaNT

a paralelaab,

b paralelaac

OPesaPQcomo MN esaNT

La bisectriz yo trazaré y a cuatro planos intersectaré
Una igualdad yo encontraré: OP mas PQ es igual a ST
Usaré la hipotenusa

Ay no te compliques, nadie la usa

Trazaré, pues, un cateto

Yo no me meto, yo no me meto.

Tridngulo, tetrdgono, pentagono, hexagono,
heptagono, octégono, son todos poligonos

Seno, coseno, tangente y secante,

y la cosecante, y la cotangente

Thales, Thales de Mileto

Thales, Thales de Mileto

Que es lo que queriamos demostrar.

Quesque loque loque queri queri amos

demos demos demostrar.

También nos podemos encontrar con versiones de canciones famosas cambiando la letra

original por letras con contentido matematico, como sucede con la cancién de | will survive, que se
transforma en | will derive (MindofMatthew, 2008):

At first | was afraid, what could the answer be?

It said given this position find velocity.

So | tried to work it out but | knew that | was wrong.

| struggled; I cried, “The problem shouldn’t take this
long!” | tried to think, control my nerve ...

It’s evident that speed’s tangential to that time—position
curve.

This problem would be mine

If I just knew that tangent line

But what to do? Show me a sign!

So | thought back: do calculus,

Way back to Newton and to Leibniz

And to problems just like this.

And just like that when I had given up all hope

| said nope.

here’s just one way to find that slope —

And so now I, | will derive!

Find the derivative of x’s position with respect to time.
It’s as easy as can be —

Primero tuve miedo, ¢;cual podia ser la respuesta?
Decia “dada esta posicion, encuentra la velocidad”.
Yo intenté resolverlo, pero sabia que lo hacia mal
Luché, lloré, “jel problema no puede ser tan largo!”
Intenté pensar, controlar mis nervios...

Es evidente que la velocidad es tangente a la curva
posicién-tiempo.

Este problema tenia que ser mio,

Si solo conociera esa recta tangente...

Pero ¢qué hacer? jDame una sefial!

Entonces pensé: utiliza el calculo.

Busca en el libro a Newton y a Leibniz

y otros problemas parecidos.

Y cuando habia perdido toda la esperanza,

Dije jNo!

Solo hay una forma de encontrar esa “férmula”.
Entonces, jDerivaré!

Encontraré la derivada de la posicion x respecto del
tiempo.
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Just have to take dx/dt —
I will derive, I will derive, hey hey!

And then | went ahead to the second part

But as I looked at it | wasn’t quite sure how to start:
It was asking for the time at which velocity was at a
maximum.

And | was thinking, “Woe is me!”

But then | thought, “This much I know:

| gotta find acceleration, set it equal to zero.

Now if only knew what the function was for it ...

I guess I’m gonna have to solve for it some way.”

Mas facil no puede ser, sélo hace falta hacer dx/dt
Derivaré, derivaré, jhey hey!

Y entonces segui y vi la segunda parte,

Pero cuando la vi no estaba seguro de cdmo empezar:
Preguntaba por el tiempo en el cual la velocidad estaba
en un maximo.

Y yo ya pensaba... jesto es mio!

Pero entonces pensé: Esto es todo lo que sé,

tengo que encontrar la aceleracién e igualarla a cero.
Ahora bien, si s6lo supiera para que sirve la funcién...
Creo que voy a tener que resolverla de alguna manera.

Thomas Anrew Lehrer (1928- ?) es un cantautor matematico que ha escrito varias canciones
matematicas de caracter Iidico como: The Professor’s Song, The derivative song, There’s a Delta
for every Epsilon, The New Math, That’s Mathematics entre otras. Un ejemplo seria The derivative
song (Leher, 1951):

Tomas una funcion de x, y la llamas y,

Tome cualquier x-nada que le importa a probar,

Usted hace un pequefio cambio y lo llaman x delta,

El cambio correspondiente en y es lo que encuentras
después,

Y luego tomas el cociente ahora cautelosamente
Envias delta x a cero, y creo que veras

lo que el limite nos da, si nuestro trabajo esta correcto,
Es lo que llamamos dy / dx,

Es sélo dy / dx.

You take a function of x and you call it y,

Take any x-nought that you care to try,

You make a little change and call it delta x,

The corresponding change in y is what you find nex’,
And then you take the quotient and now carefully
Send delta x to zero, and | think you'll see

That what the limit gives us, if our work all checks,
Is what we call dy/dx,

It's just dy/dx.

1+1=11 (TheSingingNerd, 2013) donde nos explica que 1+1 puede ser 11 si tomamos

modulo 3.

1+1is11

1+1is11 mod 3

but what the heck is mod 3?

There are three options when you divide by 3
Only 3 remainders that we can see

Just 3 groups for every integer

11 is 2. This could not be stranger

l1+lesll

1+1es1lmod3

pero qué diablos es mod 3 ?

Hay tres opciones cuando se divide por 3
Sélo 3 restos podemos ver

solo 3 grupos para cada entero

11 es 2. Esto no podria ser mas raro
Unless you know modular math A menos que sepamos aritmética modular
1+1is1l

1+1is11 mod?9

but what the heck is mod 9?

l1+1es1l
1+1es1lmod9
pero qué diablos es mod 9 ?

En aritmética modular
Los niimeros se envuelven

In modular math
The numbers wrap around
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There are 9 numbers mod 9 to be found
2 and 11 mod 9 are congruent
they are in the same set. See -- you can do it!

This is just modular math

We use modular math

When we use a clock

10 + 5 = 3. This should be no shock
Mod 12 is for months and hours

It's not hard, you need no powers

But you gotta know modular math
And now you know modular math

Hay 9 nimeros mod 9 que hay que buscar
2y 11 mod 9 son congruentes
estan en el mismo conjunto . Mira- ti puedes hacerlo!

Esto es sblo aritmética modular

Utilizamos aritmética modular

Cuando usamos un reloj

10 + 5 = 3. Esto no deberia ser ninguna sorpresa
Mod 12 es para meses y horas

No es dificil, no necesitas ningln poder

ahora que ya sabes aritmética modular

Calculus Rhapsody (WordGospel09's channel, 2009)

Is this x defined?

Is f continuous?

How do you find out?

You can use the limit process.

Approach from both sides,
The left and the right and meet.
Im a just a limit, defined analytically

Functions continuous,
Theres no holes,

No sharp points,

Or asymptotes.

Any way this graph goes
It is differentiable for me for me.

All year, in Calculus
We’ve learned so many things
About which we are going to sing

We can find derivatives
And integrals
And the area enclosed between two curves.

Y prime oooh

Is the derivative of y

Y equals x to the n, dy/dx
Equals n times x to the n-1.

Other applications

Of derivatives apply

If y is divided or multiplied

You use the quotient and product rules

And dont you forget
To do the dance

Also oooh (dont forget the chain rule)
Before you are done,
You gotta remember to multiply by the chain

I need to find the area under a curve
Integrate! Integrate! You can use the integration

Se define esta x?

Es F continua?

¢ Como te enteraste?

Puede utilizar el proceso de limite.

Acércate a ambos lados,
La izquierda y la derecha y se encuentran.
Solo soy solo limite, definido analiticamente

Funciones continuas,
No hay agujeros,

No hay puntos picudos,
O asintotas.

De todos modos este grafico va
Es diferenciable para mi para mi.

Todos los afios, en Célculo
Hemos aprendido tantas cosas
Acerca de lo que vamos a cantar

Podemos encontrar derivados
E integrales
Y el 4rea encerrada entre dos curvas.

Y prima

Es la derivada de y

Y igual axalan, dy/dx
Es igual a n veces x a lan-1.

Otras aplicaciones

De derivadas

Siy es dividida o multiplicada

Usa las normas de productos y de cocientes

Y no se olvida
Para hacer la danza

También (no te olvides de la regla de la cadena)
Antes de que haya terminado,
Tienes que recordar que multiplicar por la cadena

Necesito encontrar el area bajo una curva
Integrar! Integrar! Puedes utilizar la integracion
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about:blank

Raise exponent by one multiply the reciprocal
Plus a constant

Add a constant

Add a constant labeled C

(Labeled C-ee-ee-ee-ee)

Im just a constant

Nobody loves me.

Hes just a constant

Might as well just call it C

Never forget to add the constant C

Can you find the area between f and g
In-te-grate f and then integrate g

(then subtract)

To revolve around the y-axis

(integrate)

outer radius squared minus inner radius squared
(multiplied)

multiplied by pi

(multiply)

Pi tastes real good with whipped cream!

Mama-Mia, Mama-Mia

Mama-Mia let me go.

Pre-calculus did not help me to prepare for Calculus, for
Calculus, help me!

So you think you can find out the limit of y?

So you think youll find zero and have it defined
Oh baby cant define that point baby

Its undefined

Goes to positive and negative infinity

Oooh. Oooh yeah, oooh yeah.
Differentiation

Anyone can see

Any mere equation

It is differentiable for me.

Eleve el exponente por uno multiplicar el reciproco
Ademaés de una constante

Afade una constante

Afade una constante etiquetada C

(llamada C)

Soy solo justo una constante

Nadie me quiere.

Es sélo una constante

Puedes llamarla también C

Nunca te olvides de afiadir la constante C

¢Puedes encontrar el area entre fy g

Integra f y luego integra g

(Luego restar)

Para girar en torno al eje y

(Integrar)

radio exterior cuadrado menos radio interior cuadrado
(Multiplicado)

multiplicado por pi

(Multiplicar)

Pi tiene buen sabor con crema batida!

Mama-Mia, Mama-Mia

Mama-Mia déjame ir

Pre-célculo no me ayudo a prepararme para Calculo,
ayldame!

Asi que piensas que puedes encontrar el limite de y?
Asi que piensas que vas a encontrarar cero y tenerlo
definido

No puedo definir ese puntito

esta indefinido

Tiende a infinito positivo y negativo

Diferenciacion
Cualquiera puede ver
Cualquier mera ecuacién
Es diferenciable para mi.
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ASPECTOS DIDACTICOS

Como hemos visto en los apartados anteriores, las matematicas y la musica estan
relacionadas de modo que el alumnado de la ESO o Bachiller pueden entender y apreciar. Por ello,
deberiamos aprovechar este hecho y tenerlo en mente como recurso didactico. Hay maneras

diversas de presentar estas relaciones y muchas ya se estan implementando en el aula.

Este trabajo que exponemos aqui como prueba de que lo que proponemos es perfectamente
realizable, es un trabajo de tres alumnos de la ESO (Camarero Linares, Martin Villacasillas, &
Minguez Monedero, 2014). Todos ellos tocan algun instrumento musical. Pretenden mostrar que las
matematicas y la musica tienen puntos en comun a pesar de ser disciplinas aparentemente
diferentes. Lo primero que hicieron fue buscar un problema matematico con contenido musical que
fuera abordable desde sus conocimientos, lo cual no fue sencillo. Gracias a ello descubrieron
muchas conexiones interesantes aunque algunas contenian matematicas avanzadas para ellos y otras
requerian de mas formacion musical. Al final optaron por la composicién aleatoria de Mozart, y se
centraron en el juego de dados para componer. Plantearon la siguiente pregunta: “¢Sabia Mozart

Matematicas?”.

Tras hacer una introduccién contextual y explicacion de la dinamica del juego plantearon su
principal objetivo: como consigue Mozart que los minuetos suenen bien dada la aleatoriedad de los

dados.

La primera observacion fue la disposicién de los nimeros en la tabla. Pensaron que se
trataba de una obra ya compuesta, pero al tocarlos en orden se dieron cuenta de que de ese modo no
sonaba bien. Tras hacer varios andlisis, dedujeron que los nimeros estaban asi dispuestos para dar

un aspecto mas aleatorio.

A continuacién realizaron un estudio exhaustivo de los 176 compases: disposicion en el
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minueto y en el trio, probabilidades de salir, tonalidades, grado, etc. Descubrieron que en cada
columna cada compas tenia la misma tonalidad y grado, lo cual explica que salga lo que salga, la

composicidn va a sonar bien. Los grados seguian un patron simétrico.

Otro objeto de estudio fue la existencia de compases repetidos. Los clasificaron en 13 clases
(donde cada clase contiene compases iguales salvo en la primera que estan todos los compases sin
repeticion) y estudiaron el nimero de veces que aparece cada compas y se dieron cuenta de que hay
129 compases distintos. Una curiosidad es que el compas central del minueto, columna 8, siempre
es el mismo y algo similar ocurre en la columna 16, el dltimo compas del minueto, salvo si los
dados suman 11, el resultado nos lleva a un mismo compaés. El resto de compases repetidos estan

repartidos siempre en las columnas 1,2, 13 y 14 y tienen asignada la misma probabilidad Esto

Compas Posicion en el minueto Suma
Clase | Cantidad | ] 3 /4|5 (6|7 8|9 (10|11 |12 |13|14 |15 |16
117 | 3 11 |11 |11 |11 |11 11 |11 |11 | 11 11 | 1
1 1)1 11
11
1|1 1)1 3
10

TN
AR WORAPWO PR oPRRP

= =
~jo(solBinjalg

A
B
C
D
E
F
G
H
|
J
K
L
M
d

eriva en que no es casual esta organizacion de los compases.

| Colores segun la probabilidad (-36): 23

Después de realizar calculo de probabilidades, y concluir sobre el ingenio de Mozart, los
alumnos disefiaron sus propios métodos para componer, inspirdndose en el hacer de Mozart aunque
afiadiendo otras ideas. No solo se contentaron con componer sino que también grabaron cada
compas y simularon unos resultados siguiendo 5 meétodos (aleatorio clasico, libre, simétrica, con
repeticion y Steinway). De esta manera aplicaron los conocimientos masicos y matematicos para

crear sus propias canciones.

Este trabajo es un modelo de tarea a realizar, hay muchas obras musicales, como hemos
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visto en las lineas anteriores, susceptibles de un estudio matematico con herramientas elementales.
Estos estudios también pueden incitar a grupos selectos de estudiantes brillantes a realizar un

trabajo con resultados visibles exteriores a las matematicas empleando técnicas matematicas.

Otros trabajos que han realizado alumnos de institutos han sido los treball de recerca que
consisten en una investigacion acerca de una materia o de varias, y se hacen en Catalufia al final del
bachiller. Algunos de estos trabajos vemos que han tenido como tematica las matematicas y la

musica. (Pous Soler, 2003)

Ensayos de este tipo reflejan no solo el hecho de la aplicabilidad real de las relaciones de la

musica y las matematicas en la educacidn, sino del interés que estas suscitan en el alumnado.

Propuesta de actividades

La variedad de actividades que se pueden realizar en el aula es muy amplia, y por ello vamos
a presentar solo una pequeria muestra de propuestas de actividades, factibles de implementar en el
aula, en coordinacion con el departamento de musica y/o de fisica y siempre teniendo en cuenta una

adaptacion a cada contexto.

e Calcular la duracion de una obra o de un fragmento

o Utilizar las escalas para el concepto de logaritmo

e Investigar acerca de la sucesion de Fibonacci en la masica

e Calcular la energia transmitida por los instrumentos de diferentes tipos de concierto
e Qué significa la potencia de un altavoz

e Umbrales de audicion

e Resonancias. ¢Puede matar una resonancia?

e Por qué rompe el sonido un cristal.

e CoOmo afecta a la masica el tamafio de la sala y la situacion de los instrumentos

e Efectos sonoros que simulan alejamientos

A continuacion, veremos un esquema de tres propuestas de actividades para realizar en

colaboracién con el departamento de mdsica.
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Propuesta de actividad 1: Fracciones y ritmo musical a través del domind

Miguel de Guzman, relaciona al juego y la ensefianza de las matematicas mediante el
siguiente pensamiento:

El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de la matematica. Si los

matematicos de todos los tiempos se la han pasado tan bien jugando y han disfrutado tanto

contemplando su juego y su ciencia, ¢por qué no tratar de aprender la matematica a traves

del juego y de la belleza?

Objetivos:
e Introducir conocimientos musicales y experimentar mediante la manipulacion los elementos

musicales: ritmos de las notas y de los silencios.
e Reconocer la capacidad de las fracciones para expresar relaciones
e Aprender relacion de equivalencia de las fracciones

e Relacionar la musica con las matematicas

Contenidos:
e Figuras musicales (silencios, notas, puntillo)

e Fracciones simples y equivalencias.

Nivel:

e Por el contenido esta actividad puede realizarse en 1° 0 2° de la ESO, aunque también puede

servir como recurso didactico para atenciéon a la diversidad o como plan complementario.

Metodologia: Breve explicacion de los ritmos musicales, en coordinacion con el profesor de
musica. Repaso de los diferentes simbolos (notas, silencios, puntillo) con sus valores. Se les

entregara las siguientes tablas [Imagenes extraidas de (Liern Carrion, 2011)]:

Redonda Blanca Negra Corchea Semicorchea Fusa Semifusa
N =] el el JLE AL B R
oas o=l o=f o=t b Do At A=
lensios)-we=l mnl 3=l qul ¥l ¥=1 #__L
il == =3 =5 I~ ! w7 64 |
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Tradicional | o, = n+c:] J =dt J g_:ﬁ_pf -H.:P+-h e
.

Fracciones | o, =]+ 1

En grupos de cuatro construiran su propio * (| ] ¢ (e ] <) = ]%) 2(e]00)
domind de 28 piezas teniendo en cuenta el patron z [ [ «] o [« |* ) w(* [0 (][0 ]
de modelo tradicional: 3 [ |* ] 10[. |] 17 [ .|:.3 u [: :|:.:]

o SR O AR G R I AN R
o O I G N I R N e N RN
N N G P S RN A R RN
O I GO O B AR

En vez de los valores del 0 al 6 del domind, tendran que crear grupos de 8 equivalentes a 7

. . . . 3 - ,
valores de fracciones previamente asignados. Ejemplo: para el valor 5+ un grupo equivalente seria: 3

. . . . 3 . .
corcheas unidas, el silencio de negra con puntillo, el valor 5 unanegray un silencio de corchea, 6

semicorcheas unidas...

A continuacion crearan las fichas de dominé con papel. Esto es una muestra de lo que podria

resultar:
(— - . - -\
Domind con notas y fracciones
' ™ i ™ r ™ ' ™ 4 ™ r " ' "
"
g @ 1/72+1/8 1/2 1/4+1/8 ’ ")
. A . = A S B A .
' b T N N Y d N F N [ 5 B i
1/8 Y D : 1/8 \ in+174] | [Imagen extraida de (Liern
] RN,
\ N ] - A Carrion, 2011)]
[ N 5 d o d -
\\ N \ F N g N\ . v, \ r,
' N ' ™ r N ' N '8 N ' N F N
I ; N
1/4 1/8+1/8 e o v & 1/2+1/8 e
N N
. J o 12 e 1/4 5 2 )
\ F . W A N A\ F A g N g\ A
i N ' ™ i ™ i N i ™ 4 N i T
38 vasis| | 499 | |vaeus| | 12 J? 112
o £ [ l\ 1"2 [ J ‘\ [~ - o -k'l I‘rz
%\ r, % r, N, r L F N . N, F, \, F,
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Una vez construido su doming, los alumnos podran jugar unas partidas, y opcionalmente

pegar el resultado de su partida en una cartulina para exponerlo en los pasillos del instituto:

[Fotografia tomada de un instituto de Valladolid]

Propuesta de actividad 2: Media aritmética, armoénica y geométrica a través de relaciones

entre notas de la octava.

Objetivos:
e Conocer la escala pitagdrica y la escala temperada
e Practicar los diferentes tipos de medias
e Utilizar el uso del redondeo en un caso real

e Relacionar la musica con las matematicas

Contenidos:
e Escalas musicales
e Frecuencias de las notas
e Redondeo, sistema decimal

e Proporcionalidad
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Nivel:

e Por el contenido esta actividad puede realizarse en 1° 0 2° de la ESO

Metodologia: Se explicara la actividad brevemente. Se trabajara en grupos de 2, el cual escogera
una octava de entre las proporcionadas por unas tablas. Ciertos grupos de alumnos recibiran
frecuencias de la escala pitagérica y otros de la escala temperada del piano. También se les

proporcionard la siguiente tabla:

Nombre del intervalo | Valor | Tipo de proporcion | Formula
. 3 b
Quinta — Aritmética at
2 2
4 2ab
Cuarta - Arménica a
3 a+b
2 Vah
Octava T Geométrica ab
Tono 9 Aritmétlica (a + b)?
8 Armonica 4ab

Tendran que utilizar estas formulas y averiguar mediante el redondeo cual es la nota
resultante. Una vez obtenida esa nota, tendran que calcular el cociente de esa nota con la nota de la
octava mas baja para ver si se corresponde con el valor esperado. Luego habré una puesta en comun

y comparacion de ambas escalas.

Propuesta de actividad 3: transformaciones métricas y la musica

Con esta actividad se pretende aplicar las transformaciones geométricas a la musica. Se trata
de unas actividades para hacer después de haber visto las transformaciones geométricas como un

ejemplo maés.

Objetivos:
e Consolidar conceptos matematicos a través de elementos musicales

e Relacionar la musica con las matematicas

e Aplicar las transformaciones geométricas a una situacion concreta
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e Reconocer transformaciones geométricas en contextos diversos

Contenidos:
e Figuras musicales (representacion de las notas en el pentagrama)

e Trasformaciones geométricas

Nivel:

Por el contenido esta actividad puede realizarse en 3° 0 4° de la ESO, aunque también puede

servir como recurso didactico para atencion a la diversidad o como plan complementario.

Metodologia: En coordinacion con el departamento de musica, se recordard a los alumnos los
conceptos de la musica que utilizaremos en las actividades. Se entregara a los alumnos una ficha,
para que la resuelvan de manera individual, con varias actividades del estilo a las que proponemos a

continuacion.

1.- ¢Que transfromacion geométrica puedes identificar en el siguiente fragmento musical?

i

2.- Completa el pentagrama de modo que aparezca una con una reflexién sobre el eje vertical.

iI—F—'
-

3.- Tratar de identificar transformaciones geométricas en una partitura dada. (Habria que seleccionar

una partitura acorde a sus conocimientos musicales).

2 | -
ﬂifg rrE P rra e (Pl fripasirfeoia

1
L T ¥ ¥ I 1 T

[Béla Bartok, Mikrokosmos, Six Unison Melodies]
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ANEXOS

ANEXO 1: MUSICA PARA CUERDAS, PERCUSION Y CELESTA, I.
Andante tranquillo, BELA BARTOK

Musik fur Saiteninstrumente,
Schlagzeug und Celesta (in 4 satzen)

Musique pour instruments a cordes,
percussion et célesta (en 4 parties)

Auffiihrungsrecht vorbehalten
Droits dexéeution résertés I
-

Andante tranquillo, & ca 116-112 Bela Bartok
con sord. . ‘ __—-‘T—“ ‘L .
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ANEXO I1: ANALISIS DE LARRY SOLOMON, 1973

Bartok: Music for String Instraments, Percussion and Celeste I Fugue
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- x .
= Viped
I1V? x#' Ay ==
twisting § ==
@ T X N\o
' A . _ = | strings alone g 1
el ¢ > = ] __":' 4 L ale -
g = I i8]
= =g s 211N end
5 = T vy
I. Exposition ElIL I11. a2 IV. stretto hass VI imversion| VIsirvetto VI | IX.x stretio
sfrings alone ‘Z| episode canon crese - climhs [jsurge] descends & canon §+8i | all eniries
o %" wmoen onA  rall
g 4 mp i Hr f mf| e nLz2vie rp ppp
1.2 1,2 Via Eb ped | strings alone
X
Bb ped - 2 o .
¢ » | strings |
con sord
L2Via X
|
xy Ve | L2 Vie
L all strings con sord %z V1 "
: }
tempo: J1=114 Jﬂ=123 =108
bar: 5 8 13 21 26 34 38 78 82 88
time in minutes: 1 2 3 4 5
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