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INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

RESUMEN

La situaciones de incertidumbre involucran fenémenos cuyo aspecto mds importan-
te es la variablidad; para acometer su andlisis, nuestras intuiciones innatas son torpes y las
estrategias que se siguen de las mismas conducen muchas veces a error. No obstante, anali -
zar estas situaciones en orden a formar juicios, tomar decisiones y ejecutar acciones es parte
del desarrollo personal insoslayable de todo ciudadano, dado que la variabilidad es omni-
presente y la informacion, por razones diversas, nunca es completa. Es, por tanto, una res-
ponsabilidad del formador de la totalidad de la ciudadania, es decir, el docente de ensefian -
za secundaria — sobre todo en su periodo obligatorio- , ayudar a construir las estrategias
adecuadas a tales efectos, corrigiendo asimismo los errores primeros sobre la materia, inna-
tos o inculcados social o culturalmente. Lo que diferencia a los niimeros, objetos mateméti-
cos abstractos, de los datos, descripciones cuantitativas de los objetos de las ciencias factua-
les y razén de ser de la estadistica, es el contexto, cuya fuente puede ser la historia, las infor-
maciones de los medios, los estudios sociales o econémicos, los experimentos cientificos,
los diversos aspectos de la vida cotidiana, o incluso la misma historia de los datos (su reco-
leccién, transmision, organizacion, etc.) El andlisis de este contexto desde diversas metodo-
logias es absolutamente necesario para comprender las caracteristicas del fenémeno al que
responden y para enunciar tesis sobre el mismo y sus propiedades, en orden a facilitar las
antedichas estrategias de juicio, decision y accién.

Por todo ello, en el presente trabajo se han escogido tépicos relacionados con situaciones
de incertidumbre extractados de fuentes diversas (desde la simple cotidianeidad del alumno,
pasando por informaciones procedentes de los medios de masas, conclusiones de estudios
cientificos, hechos registrados por la historia, tesis sobre fenémenos sociales, politicos y eco-
némicos, etc. ) pero siempre en referencia a un contexto o relato que les es propio en cada
caso, en vistas a dotar a las actividades correspondientes de relevancia para el alumno y sus
intereses, actuales y futuros. Asimismo, en cada actividad se trata de poner de relieve la utili-
dad, y, en muchos casos, la necesidad de emplear los instrumentos que nos brinda la teoria
de la probabilidad y la estadistica, sobre todo desde sus aspectos descriptivos, pero sin ob-
viar los matematicos, para entender el mundo que nos rodea; sirviéndonos, ademas, del ca-
racter preciso y el rigor l6gico que ofrecen las anteriores disciplinas (y las matematicas en su
conjunto) para despertar en el alumno el espiritu critico, para hacerle mas reflexivo y analiti -
co, en definitiva para desarrollarle como ciudadano consciente y activo.
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INTRODUCCION

stamos rodeados de fen6menos sometidos a variabilidad e incertidumbre: hoy hace sol,

mafiana puede llover, pasado mafiana, nevar. Mis parientes, mis amigos, los transetntes
que veo por la calle son de diversas alturas, pesos, color de ojos y cantidad de ingresos; y no por
ello concluyo que son entes categdéricamente distintos, ontolégicamente aislados, sino que
constituyen diversas ocurrencias de una misma clase de objetos, esto es, seres humanos, y a su
vez juzgo que sus diferencias son una muestra de la variabilidad intrinseca a la especie (si se en-
contrase a un hombre con alas, deberiamos, o bien determinar que el individuo es de una espe-
cie distinta — es decir, que constituye un fenémeno distinto al hecho de “ser humano”- o am-
pliar nuestra definicién del fenémeno “ser humano” para incluir esta clase concreta de variacion
— tener alas— dentro del rango de variabilidad asumible de la especie). Desde los albores del
pensamiento filosofico-cientifico se ha tratado de dar cuenta de las distintas clases de entes, ob-
jetos, representaciones, sucesos, procesos, fendmenos en fin (aunque llamarles de cada una de
estas maneras ya tiene implicaciones filoséficas en las que no podemos abundar), pero no de la
variabilidad dentro de cada fenémeno?, la cual, por su caracter azaroso o aleatorio, se consider6
durante mucho tiempo fuera del alcance del conocimiento, o, més bien, del conocimiento res-
petable (filosofico o cientifico). La ortodoxia filosofica, y en primer lugar Parménides (quien ne-
gaba la diversidad de los seres, e incluso la realidad de ningtin proceso de cambio), al que sigui6
Platén (para el cual las diversas variaciones respecto de un prototipo o “idea” eran mera apa-
riencia) y mads tarde Aristételes, estimaban la variabilidad de la naturaleza como asunto objeto
de opinién (doxa) y no de verdadero conocimiento (episteme). Los fendmenos aleatorios, es de-
cir, los menos ordenados y mds variables de todos, entre los que incluian tanto los juegos de azar
como el auge y caida de los imperios, pasaban directamente a ser asunto de la Diosa Fortuna, es
decir, de tahtres, adivinos o sofistas como algunos partidarios de la indivisibilidad tltima de la
materia y, posteriormente, los epictireos, quienes (segtin la ortodoxia, claro) sostenian la absur-
da tesis de que la materia se habia formado por colisiones casuales, fortuitas, de &tomos [14].

Tal postura prevalece hasta bien entrada la era moderna (segin los canones de los histo -
riadores) ya se considere como obra fundacional de la teoria de la probabilidad la obra de
Cardano, De Ludo Aleae, o la bastante posterior correspondencia entre dos “diletantes” y un
jugador, (Pascal, Fermat y el caballero de Mere). Unos comienzos tan tardios, junto con un
desarrollo posterior bastante problematico, de una disciplina que versa sobre una propie-
dad de los fen6menos tan generalizada, tan evidente, y, en muchos casos, tan decisiva para
la vida de muchas personas como es la variabilidad y el azar, junto con la humana - y a me-
nudo, imperiosa— necesidad de actuar en circunstancias dominadas en todo o en parte por

1 Utilizaremos de ahora en adelante el significado operativo, o, mas bien, sobreentendido, que se otorga a la voz “fe-
némeno” en la mayor parte de los textos cientificos, es decir: lo realmente dado o acaecido, considerado indepen-
diente del hecho de ser observado, conocido, definido o comunicado por un sujeto, aunque tal concepto incluya por
si mismo varias hipétesis de principio que atin son materia de discusién en filosofia y en algunas campos cientifi-
cos, como la mecéanica cuantica.
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la incertidumbire, la casi cotidiana tarea de adjudicar, calcular y decidir sobre la probabili-
dad de determinados sucesos (;Deberia cultivar trigo o centeno? ;O vender mis tierras e in-
vertir en la Compafia de los Mares del Sur?) constituye uno de los enigmas de la historia de
la ciencia (o de la matematica), sobre la que se han propuesto diversas conjeturas [30][14],
entre las cuales se hace referencia a la resistencia opuesta por un modo de pensamiento de -
terminista, impuesto por necesidades filos6ficas en el mundo antiguo y consagrado por el
cristianismo (vid. p.104) y por tanto, refractario al mismo concepto de azar o casualidad por
principio. En apoyo de esta idea, y aduciendo el siguiente texto de quien, en cierto modo,
representa el punto final del proceso de mteorizacién matemaética rigurosa de la teoria de la
probabilidad, es decir, A. N. Kolmogorov [33]:

Pero si de un proceso real abstraemos sus aspectos esenciales, nos quedamos con un cierto residuo
que debemos considerar aleatorio. [...| Muy pocos fenémenos susceptibles de tratamiento matemdtico
dejan, cuando la teoria es comprada con la observacion, de mostrar la influencia de factores aleato-
rios ignorados. Este es mds o menos el estado de cosas en la teoria del movimiento planetario bajo la
fuerza de la gravedad: la distancia entre planetas es tan grande en comparacion con su tamafio que
su idealizacion como puntos materiales es casi perfectamente satisfactoria; el espacio en el que se
mueven contine una materia tan dispersa que su resistencia al movimiento es casi infinitamente pe-
quefia; las masas de los planetas son tan grandes que la presion de la luz apenas juega un papel en
su movimiento. Estas circuntancias excepcionales explican el hecho de que la solucién matemdtica
para el movimiento de un sistema de n puntos materiales, cuyos estados se describen mediante 6"
pardmetros que solo tiene en cuenta la fuerza de la gravedad, se conforma tan bien con las observa -
ciones de los movimeintos de los planetas.

concluimos que el pensamiento determinista quiza estaba él mismo determinado por los
instrumentos matematicos de la época, los cuales a su vez pudieron tener origen en el ini -
co fenémeno al alcance de la observaciéon en época cldsica que se ajustaba al estdndar de-
terminista, esto es: los movimientos planetarios. La tinica aplicacion cientifica de la geome-
tria antigua era la astronomia, y ello hasta tal punto que matematico y astronomo eran tér-
minos casi sinébnimos, por lo menos en la época de Copérnico: y no hay que olvidar que los
Principia Mathematica contienen casi exclusivamente demostraciones geométricas, y que
Newton s6lo recurre al cdlculo infinitesimal inventado por él mismo (o, como €I lo llamaba,
método de las fluxiones) cuando no le queda mds remedio, casi como una construcciéon ad
hoc en apoyo de su teoria [32]

Este cambio de mentalidad, si bien lento y problemaético, tuvo que tener necesariamente
lugar cuando las ciencias factuales comenzaron a considerar fenémenos demasiado com-
plicados, demasiado variables como para encajar en los antiguos moldes deterministas. No
obstante, en cierto modo el desarrollo tedrico — y practico— de las disciplinas cuyo tema
principal es determinar el juicio y la accién en contextos de incertidumbre siguié un camino
paralelo, y controvertido, respecto de las ciencias matematicas y fisicas. ;Hasta qué punto
esta distancia, s6lo acortada muy modernamente, influy6 en el desarrollo teérico de los pro-
blemas relacionados con la aleatoriedad, llegando a determinar los distintos papeles de las
disciplinas que estudian la incertidumbre, como son la teoria de la probabilidad, la estadis-
tica matematica e inferencial? ;Hasta qué punto este hecho tiene influencia sobre la didacti-
ca de estas materias, o sobre el lugar que ocupan en los diversos curriculos de matematicas
en enseflanazas medias?
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La respuesta a los anteriores interrogantes daria cuenta de las razones historicas de ser
del peso social y econémico de las disciplinas resefiadas, y por ende de su peso en los dive-
sos planes de estudio de ensefianzas medias, (hablando por el momento en términos trans-
nacionales), y quizd més importante atn, del enfoque de los contenidos correspondientes a
aquéllas dentro del drea de las matemadticas en secundaria. Pero la razones histéricas no
agotan la cuestion. Aunque se deja entrever en los anteriores parrafos, sefialamos ahora que
el mismo ntcleo de la idea del azar (o aleatoriedad) muestra caracteristicas singulares, de
caracter epistemologico, que no solo han influido en la historia de los anteriores saberes,
sino que influyen decisivamente en el papel social actual que desempefian, y sobre todo, en
su aprendizaje: lo cierto es que nuestra misma intuicién de lo aleatorio es problematica y
proclive al error, como veremos, sobre todo gracias a la obra cldsica de Kahneman y Tversky
[29], vy a la gran cantidad de problemas, falacias y paradojas a las que ha dado lugar el tema
general del azar, la variabilidad, y la incertidumbre, hasta el punto de producir casi un su-
bgénero propio dentro de la literatura, tanto matematica (vid. [22], [16]) como de psicologia
cognitiva (vid. supra [29] y [6]) (0 epistemologia, como la prefieren considerar algunos estu-
diosos, entre ellos, Piaget ) Este seria pues, el segundo punto a considerar en la presente in-
troduccion.

Finalmente, el tercer elemento que ha configurado el papel de los distintos discursos,
teorias, técnicas y profesiones relacionadas con la aleatoriedad es la sobreabundancia de
datos, la cual, aunque tiene antecedentes historicos claros [23], nunca ha sido tan predomi-
nante en la historia como en su periodo actual, debido al desarrollo galopante de la infor -
maticay las telecomunicaciones y la generalizacion de su uso a todo el espectro social, feno-
menos que parten de la segunda mitad del siglo XX y que crecen exponencialmente hasta la
actualidad, y que ha ido forjando paulatinamente las técnicas propias y la misma profesion
del estadisitico como analista de datos, mas que como tedrico de una rama matematica
aplicada o experto en disefo de experimentacién cientifica. La apariciéon de titulaciones su-
periores de estadistica no necesariamente englobadas como especialidad matemaética ha
ido pareja a la creacion y desarrollo del estadistico como profesional liberal, cuya principal
funcioén es el tratamiento de datos, por delante de su papel como teérico de la probabilidad
o la estadistica matematica [45] [10] [36]. Como consecuencia, tanto los tedricos de la di-
déctica de la estadistica, como los responsables de los marcos teéricos del informe PISA, lle-
gando incluso hasta la tiltima reforma de la ley de educacion (LOMCE) ha adjudicado un pa-
pel cada vez mayor a los “datos” y sus herramientas de andlisis entre los principios bésicos
de la ensefanza del bloque que nos ocupa.

Estos tres elementos de juicio que hemos expuesto y que inmediatamente desarrollare-
mos constituyen los principios que nos encaminaron a la eleccién y elaboracion del presen -
te trabajo, el cual seguird las bases que aqui adelantamos para el lector impaciente:

12)Las areas del curriculo de matematicas de ensefianza secundaria correspondientes a
probabilidad y estadistica pueden desplazar su centro de gravedad desde sus aspectos
mads tedricos, y sus aplicaciones algoritmicas mas bdsicas, hacia las técnicas de repre -
sentacion, andlisis y valoracion de datos o de las organizaciones y representaciones de
los mismos, en orden a formar juicios, tomar decisiones y ejecutar acciones de interés
efectivo para el educando, sobre todo en la fase obligatoria (ESO) de aquellas ense-
fanzas. No tanto la resolucién de problemas numéricos o simbélicos como la aten-
cion, la capacidad de formular hip6tesis, emitir juicios y, en su caso, definir estrategias
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de accién conforman valores civicos en la educacién del alumno y posterior desarro-
llo personal como adulto.

22)Es el contexto el que da significado a los datos, y no s6lo eso: también el que despierta
el interés y el aprecio por la practica de su andlisis. Este contexto puede ser mds o me-
nos cercano a la cotidianeidad del alumno: sus fuentes pueden ser directas, o proce-
dentes de los medios de masas con los que tiene fuerte contacto, pero también pue-
den escogerse de temadticas de interés social, econémico, cientifico y/o histérico. En
todo caso los datos deben detentar alguna clase de relevancia en un acaecimiento fac-
tual, y no s6lo ocupar un lugar inserto en un sistema abstracto, l6gico-simbdlico o
matematico.

Y que se justificardn una vez se hayan discutido los principios en los que se basan: cosa que
haremos inmediatamente.
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Apuntes histdricos

Ante todo, seria bueno empezar considerando el origen independiente de las dos partes de
esa pareja de hecho (o matrimonio morgandtico, segtin cudl sea la parte preguntada) que
son la probabilidad y la estadistica. Que su unién no es, de todas formas, contingente o casual
en si misma, hablan, aunque sea a reganadientes, los mismos tedricos de ambos campos. Por
ejemplo, en el clasico de William Feller (vid. [17], p. 21) se habla, desde las primeras paginas, de
probabilidad estadistica, aunque el término es en su caso, casi un sinénimo de probabilidad fre-
cuentista u objetiva frente al -y en contra de- concepto intuitivo, relacionado con el “razona-
miento inductivo’, que lleva a “juicios como el de “Pablo es probablemente un hombre feliz” o
“Este libro probablemente serd un fracaso””. De modo parecido habla Kolmogorov [33]: tras es-
tablecer que la “ley de la probabilidad” depende de la “Ley estadistica”’ segtin la cual determina-
do fené6meno experimentado un cierto niimero de veces muestra unas frecuencias que van
acercandose a un cierto valor p (que denominamos como probabilidad) a medida que el ni-
mero de experimentos es mayor, de lo que se concluye que:

Dado que no se puede dudar que las leyes estadisticas son de gran importancia, volvemos a la cues-
tion de los métodos de estudiarla. Primeramente uno piensa en una manera de proceder completa-
mente empirica. Puesto que la ley [funcién] de probabilidad se muestra solo en procesos en masa, es
natural pensar que para descubrir esa ley debemos ejecutar un experimento en masa.

Tal idea, de todas formas, es solo parcialmente correcta. Tan pronto como hemos establecido ciertas
leyes de probabilidad mediante experimentacion, podemos proceder a deducir nuevas leyes de la pro-
babilidad por medios l6gicos o mediante cdlculo, bajo ciertos supuestos generales.

lo cual viene a confirmar que la teoria ortodoxa o “frecuentista”’ de la probabilidad busca sus
raices, no en la intuicién, la induccién o la subjetividad, sino en un hecho estadistico em-
pirico. No fueron éstos, sin embargo, los comienzos de la teoria de la probabilidad. los pri-
meros tedricos de la misma eran, desde Pascal a Pierre Simon Laplace, estrictos determinis-
tas que no hubieran reconocido la aleatoriedad de los fenémenos variables como un hecho,
y a los cuales escapaba la verdad empirica de la ley de los grandes nimeros (expresion de
Poisson, ya en 1835). Su nocion de la probabilidad, denominada por algunos historiadores
cldsica, era directamente dependiente de la ignorancia del sujeto conocedor, no del caracter
aleatorio del suceso, que los deterministas negaban. De ahi que, si un sistema es capaz de
asumir un namero de estados posibles, ante la ignorancia de un investigador racional — es
decir, carente de prejuicios a favor o en contra del acaecimeinto de un suceso- acerca de
cudl de ellos se da de hecho, siempre que “no haya nada que nos induzca a pensar que uno
de los estados es mas probable que otro”, esos distintos estados posibles tienen las mismas
oportunidades de acaecer, es decir, se pueden considerar equiprobables!. Luego si un suceso

1 Esta concepcion, si bien parte del grado de conocimiento del sujeto y no del caracter aleatorio del fenémeno en si,
podria llamarse “subjetiva” — pese a que nacié en un contexto en que la “racionalidad” (del investigador) se toma-
ba como un hecho objetivo- , pero el término se presta a confusién, puesto que se usa mas bien para designar otras
interpretaciones, entre ellas la bayesiana— la cual se basa, no en la eleccién aprioristica, “racional” de la probabili-



INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

A investigado, y por definicién n estados implican A, siendo m el niimero de estados posi-
bles, entonces tenemos la regla de Laplace:

P(A)= 1n _ estados que implican suceso A _ casos favorables
m estados posibles casos posibles

que mantuvo su predominancia en la teoria de la probabilidad durante aproximadamente
un siglo desde la publicacion en 1812 de su Théorie analytique des probabilités; hasta Ma-
rkov (1912)[21] sigue enuncidndola de esta manera. Y de esta manera sigue estudidndose en
secundaria, aplicada a una clase particular, sencilla, pero muy restringida, de experimentos
formados por sucesos equiprobables. No obstante, algunos autores [20] [23]sostienen que,
anteriormente a Laplace, e incluso el mismo Laplace, mantenian posturas incoherentes so-
bre la cuestion, fueran cuales fueran sus matemadticas y sus declaraciones filoséficas:

Los matemdticos que trataron de medir estas probabilidades de alguna manera no arbitraria llegaron
a encontrar tres métodos: probabilidades iguales basadas en simetrias fisicas; frecuencias observadas
de sucesos; y grados de certeza o creencia subjetivos;la primera casaba bien con los artefactos propios
de los juegos de azar, como monedas o dados, pero poco mds; los sequndos dependian de la recolec-
cion de estadisticas bajo supuestos de estabilidad a largo plazo;y los terceros se hacian eco
de la prictica legal al uso, de contabilizar en diversas proporciones los grados de certeza hasta llegar
a la evidencia.

Los probabilistas de tiempos posteriores ven estas tres respuestas a la cuestion “ ;Qué es lo que mi-
den las probabilidades?” como bastante distintas. [...] En particular, una clara frontera divide aho-
ra los dos primeros significados “objetivos” de probabilidad, que corresponde a estados del mundo, y
el tercer sentido “subjetivo”, que corresponde a estados de la mente. Y sin embargo, los probabilistas
cldsicos usaban “probabilidad” para significar estos tres sentidos, pasando de uno a otro con una
despreocupacion que descoloca a sus sucesores, mds despejados.

;Estamos seguros de que en las aulas de secundaria, pese a la preocupacion por la forma y la
aplicacion correcta de algoritmos, no se deja al alumno a oscuras sobre esta misma cues-
tion? El hecho de que las interpretaciones bayesianas no alcancen estas ensefianazas no sig-
nifica que el mismo alumno, arrastrado por el ambiguo significado de la voz “probable” en
su uso comun, no acabe por confundir los conceptos de probabilidad objetiva y subjetiva,
sobre todo cuando se le obliga a “navegar” conceptualmente entre los dos mares vecinos,
afines, (y a veces no bien avenidos) pero no coincidentes de la probabilidad y la estadistica.
Pero pasemos a observar la relacion desde el otro extremo (el de la estadistica), donde
también se observan unos comienzos independientes y un desarrollo paralelo, pero diverso,
que transcurre durante largo tiempo desde que el comerciante John Graunt, en 1662, s6lo
ocho anos después de la primera carta de Pascal a Fermat sobre el famoso problema de los
puntos propuesto por De Mere, sélo cinco desde la publicacién del primer tratado impreso
sobre probabilidad2 por parte de Huygens, fundara la estadistica inferencial mediante la pu-
blicacién de sus tablas de mortalidad3, construidas sobre la estimacién aproximada de que

dad de un suceso, sino en la induccién limitada sobre un conjunto de las observaciones disponibles y la asignaciéon
de una probabilidad a posteriori en funcién del conocimeinto que estos aportan (también los bayesianos reniegan
del término “subjetivo”, prefiriendo la categoria “epistemolégico”)

2 De ratiociniis in ludo aleae ( Sobre el calculo en juegos de azar) donde no se mencionaba el término “probabilidad”,
sino que se usaba el concepto de “esperanza” (matematica), mas tarde relegado por la teoria probabilistica, pero re-
cogido por la estadistica matematica.

3 Natural and Political Observations Made upon the Bills of Mortality, obra que le sirvi6 para ingresar en la Royal Society,
frente a la oposicién de la mayoria de miembros de la misma; al fin y al cabo, era un simple mercero.
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la misma proporcién de muertes antes de la edad de seis afios tenian lugar cada década, es-
timacion basada en los boletines de mortalidad (Bills of mortality) londinenses: es decir, ba-
sada en una serie de muestreos (desde 1629) de la poblacién de Londres. Ya desde le primer
momento se aprecia la diferencia de propdsito: préctico, concreto, factual, predictivo de
Graunt (alertar sobre posibles rebrotes de la peste) frente a las consideraciones teérico-aca-
démicas de los “fil6sofos” — hoy diriamos “intelectuales”~ Pascal y Fermat, o los matemati-
cos Leibniz, Huygens, Bernoulli, etc. Graunt confesaba sin ambajes su condicién de iletrado
en matemadticas, y apenas nada fuera de simple aritmética hay en su obra; Jakob Bernoulli,
en su Ars Conjectandi* (1713), por el contrario, declara la ilustrada intencién de mostrar a los
hombres, mediante el célculo, que en realidad es el ejercicio de la pura razén, donde se en-
cuentran sus verdaderos intereses: es decir, lo que él llama “arte de conjeturar” es en esencia
lo que hoy se conoce como teoria de la decision racional ante incertidumbre.Y sin embargo,
en €l incluye su famoso teorema fundacional, el primero en relacionar probabilidad, —que
Bernoulli mismo entendia como grado de certeza— , con frecuencia; su misma formulacién
es clasica y sabidisima: tomada una urna con una cierta cantidad de bolas, de las cuales una
proporcién p tiene una caracteristica singular (por ejemplo, el color), y de la cual se retira
con reemplazo N veces una bola, se da que a medida que N es mayor, la Probabilidad P de
que la proporcién m/N de bolas singulares (coloreadas) entre el nlimero de ensayos se igua-
le a la proporcién efectiva p de bolas coloreadas en la urna se acerca maés a la certeza, de
modo que en el limite (N—o0) la probabilidad se hace total (1)5. El hallazgo conceptual es re-
volucionario, teniendo en cuenta el contexto intelectual de los philosophes y las propias
ideas sobre la probabilidad de Bernoulli. No mucho después, en la 22 edicién de la otra gran
obra tedrica sobre probabilidad hasta Laplace, Doctrine of Chances de De Moivre (1738), se
realiza otro hallazgo fundamental de la estadistica matemadtica: la primera enunciacién —
habra que esperar hasta Laplace para que lo demuestre y para que amplie su alcance- del
mads tarde llamado (por Poisson) Teorema Central del Limite, que relaciona matemadtica-
mente, no empiricamente como Graunt, los parametros de la distribucion de la muestra
(que sigue una binomial en De Moivre, ampliada a la normal por Laplace) con los de la dis -
tribucién de la poblacién correspondiente mediante aproximaciéon dada por una distribu-
cién normale.

Podria esperarse que, desde el momento en que se establecid esta relacion fundamental,
estadistica y teoria de la probabilidad quedarian irrevocablemente unidas. Lejos de ello, am-
bas se desarrollaron bajo premisas heterogéneas, y sus caminos tardan mucho en encon-
trarse. Durante todo el siglo XVIII se consideraba a la estadistica (y de ahi su nombre) como
equivalente a “aritmética politica”, y se relacionaba con la teoria de la probabilidad sélo in-
directamente, en la medida en que aquella decia ofrecer instrumentos acerca de toma de
decisiones “racionales”, las cuales podian convertirse en prescripciones de caracter politico.
No obstante, los mismos estadisticos, si bien cada vez mads atentos a las cantidades y la me-
dicién y menos a sacar conclusiones politicas, dieron de lado a la teoria de la probabilidad
durante todo el siglo XVIII — por lo menos— debido principalmente a que la estadistica se
consideraba a si misma una disciplina objetiva y ahistérica, hiperpositivista, basada en “pu-

4 Arte de conjeturar, un titulo que le acerca bastante al campo subjetivo, si bien sobre la base de una intersubjetividad
de la razén, al menos entre los hombres “ilustrados”.
5 La expresion analitica segun el criterio actual es:

LiggP(‘p—m/ng):l Ve>0

6 El resultado fue generalizado para todo tipo de distribucion poblacional por Lindeberg y Lévy (independientemente)
en los afios 20 del siglo pasado. Para una exposicién del Teorema de de Moivre, vid. [12], p. 198, por ejemplo.
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ros hechos”, mientras que la teoria de la probabilidad era contemplada como un ejercicio de
especulacion tedrica, y no s6lo eso: como una teoria antagénica, ya que su objeto de estudio
era el azar o chance (hasta Laplace, la teoria de la probabilidad todavia era la Doctrine of
Chances), lo cual iba en contra de todos los descubrimientos estadisticos de la época, que
venian a demostrar exactamente lo contrario: no el azar, sino la regularidad, una regulari-
dad tanto més perfecta cuanto mayor es el nimero de datos recogidos, era la base de los fe-
némenos variables y la razén de ser de la recogida y ordenamiento de datos estadisticos.
Baste para ello mencionar los titulos de las obras respectivas de John Arbuthnot: Una prue-
ba de la Divina Providencia tomada de la regularidad constante observada en el nacimiento
de ambos sexos (1710); y Johann Peter Stismilch: El Orden Divino en las circunstancias del
sexo, el nacimiento, la muerte y la reproduccién humanas (1741)7, ambos te6logos “natura-
les” y precursores de la demografia, y cuyo interés fundamental en la regularidad de los fe -
némenos observados, como las tasas de mortalidad, nacimientos, casamientos, suicidios,
etc. consistia en probar mediante su recogida que, bajo la apariencia aleatoria, se escondia
un orden cdésmico promovido a instancias de la divinidad, un orden negador, en tltima ins-
tancia, de la casualidad, azar o alatoriedad. Que la obra de Bernoulli, De Moivre y la poste-
rior reformulacién general de Laplace (que incluia la probabilidad condicional y el Teorema
de Bayes, entendido “racionalmente”) venian a darles, efectivamente, la razén, parece no ha-
ber hecho mella en los estadisticos profesionales hasta la década de los 30 del siglo XIX.

Lo cierto es que la estadistica del siglo XIX ignoraba casi completamente la inferencia pu-
ramente probabilistica (matemética), es decir, no extraia conclusiones sobre una poblacion
mediante el anélisis de muestras de la misma. En las raras ocasiones en las que iba mas alla
de la recogida de extensas cantidades de datos (casi siempre mediante censos, cuanto mas
completos, mejor), lo que practicaron asiduamente fue la inferencia de las causas de la re-
gularidades que observaban. Pronto descubrieron que una nacioén podia ser descrita y dife-
renciada de otra por un namero no muy grande de variables que mostraban frecuencias re-
lativamente estables, de acuerdo a categorias tales como las tasas de criminalidad, suicidio
o matrimonios. Estas regularidades eran “los hechos” sobre los que se podia fundar alguna
clase de conocimiento; su objeto, ademas, se present6 pronto como algo més fundamental
todavia que el “estado” que habia dado nombre a la disciplina “estadistica”, pasando a ser la
“sociedad”. El individuo era, si bien no completamente aleatorio en sus actos y naturaleza,
demasiado variable al fin y al cabo; las sociedades, en cambio, eran suficientemente estables
como para ser estudiadas. Se hacia alusion episédicamente a una version muy vaga de la ley
de los grandes nimeros, en el sentido primordial de Bernoulli, pero esa era toda la relacién
de la estadistica con la probabilidad hasta el segundo cuarto del siglo XIX[20].

Por otra parte, el descubrimiento de que incluso actos considerados hasta el momento
como puros exponentes de irracionalidad, y del arbitrio del azar, como los crimenes violen -
tos o las revoluciones politicas, eran no obstante regulares en su camportamiento como
agregados estadisticos llevo a la creencia de que, al igual que en la mecdnica celeste, no ha-
bia lugar en el universo para la casualidad, sino que el orden imperaba por doquier: solo era
cuestion de empefio buscar las leyes que gobernaban ese orden: Quételet, en 1831, trat6 de
fundar la por €l lamada Fisica Social basandose en tales consideraciones. Su concepto cen-
tral, I'homme moyen (el hombre medio), y no el hombre racional de la teoria probabilistica

7 Respectivamente, An Argument for Divine Providence Taken from the Constant Regularity Observed in the Birth of Both
Sexes, y Die gottliche Ordnung in den Verinderungen des menschlichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode und der For-
tpflanzung desselben
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clasica (todavia muy relacionada con la teoria de la decisién; hasta el mismo Laplace escri-
bié que: “el cdlculo de probabilidades no era mds que el sentido comtin expresado en nime-
ros”)era el prototipo de la especie, y la piedra angular sobre la que se basaria la nueva cien -
cia. Si bien sus esperanzas se vieron frustradas, no es menos cierto que Maxwell y Boltz-
mann, requeridos en defensa de su termodindmica , adujeron los mismos argumentos y
pruebas de Quételet — entre otros— como ejemplos de que el comportamiento aleatorio de
una masa de millones de particulas es mucho més estable y su conocimento mucho mas se-
guro que aquél que se pueda construir sobre particulas individuales consideradas por sepa-
rado [20] [23] .

Curiosamente, fueron las implicaciones morales y politicas de las ideas de Quételet y sus
seguidores las que atrajeron, por vez primera, los recursos de la teoria de la probabilidad a la
disciplina estadistica. Algunos consideraban que bajo las ideas de Quételet sobre “leyes so-
ciales” se encontraba un fatalismo que negaba la libertad humana; otros, que la existencia
de estas leyes irresponsabilizaba, en cierta medida, al individuo: muchos objetaban que la
variabilidad era, a pesar de todo, més definitoria del comportamiento humano que las sim-
ples medias. Uno de aquéllos, el aleman Wilhelm Lexis, fue de los primeros en estudiar
exhaustivamente la dispersion de los datos; su pretension primera fue la de buscar los “es-
quemas de probabilidad” de las conductas sociales. Posteriormente realiz6 uno de los pri-
meros andlisis serios de varianza. El planteamiento era el siguiente: si las leyes sociales eran
verdaremente alguna cosa, entonces, al estudiar series temporales de ciertas variables im-
portantes, las desviaciones respecto de las frecuencias medias reflejadas deberian deberse
completamente al azar, es decir, deberian ser aleatorias. Su primer ensayo, acerca del sexo
de los recién nacidos, dio resultado positivo: ahora bien, esto era un hecho natural, mas que
social. Inmediatamente probé otro niimero de variables “morales” (suicidios, crimenes,ma-
trimonios, etc.) y encontr6 que las fluctuaciones de las series eran mucho mayores que las
que cabia esperar solamente del azar: 1o cual result6 en el abandono de la idea de “leyes so-
ciales” ahistoricas, y, de manera mas importante a nuestro asunto: incluy6 el andlisis de la
dispersién como elemento esencial de la estadistica y la teoria de la probabilidad como he-
rramienta mediante la cual contrastar hipétesis.

A los efectos de la estadistica, més que de la investigacion social, atiin no hemos hablado
del mayor mérito de Quételet. No hay que olvidar que algunas de sus aportaciones son para
el campo de la astronomia, ciencia que fue a estudiar a Paris en 1823. Alli aprendi6 que se
utilizaba cierta férmula para calcular la distribucion de los errores respecto de los valores
verdaderos en mediciones astronémicas. La férmula en cuestion era:

1

f(x)=—7=-e
NG
esto es, la hoy conocida como funcién de densidad de probabilidad de la distribucion nor-
mal estdndar (normal con media 0 y varianza 1), que, como ya hemos visto, introdujo De
Moivre por primera vez en referencia a la distribucién de muestras de una poblacién con
distribucién binomial. No obstante, quien la popularizé fue el omnipresente Gauss, tras ha-
berla deducido por su cuenta, de una forma mdas o menos heuristica, del método de mini-
mos cuadrados? para el célculo de errores en mediciones astrondmicas, es decir, no inme-
diatamente relacionado con asuntos probabilisticos (relacién que forjé més tarde Laplace,

8 Cuya invencién se disputa con Legendre, quien publicé (y nombré) el método en un anexo de sus Nouvelles Métho-
des pour la determination des orbites des cométes (1805), es decir, antes que Gauss (1809)
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en 1812). Pues bien, Quételet, que concebia su hombre medio como una forma original,
como un tipo (distinto para cada nacion, eso si) respecto del cual las deméas manifestaciones
individuales eran desviaciones, no tard6 en relacionar la por entonces llamada curva de
errores® con la distribucién de las frecuencias de sus tablas sobre mortalidad, nacimientos,
criminalidad, etc., relaciéon que estableci6 en 1844. La estadistica matemdtica estaba, en
cierto modo, fundada desde ese mismo momento.

Pero tuvo que ser Galton quien recogiera la idea y expandiese sus aplicaciones a todo
tipo de mediciones (algunas considerablemente extravagantes). Galton estaba primordial-
mente interesado en la eugenesia, y sus ideas sociales partian de cierta interpretacion per -
sonal (y ciertamente aristocratica) de la teoria de la evolucion recién enunciada por su pri-
mo, Charles Darwin. Ello no le impidi6 tomar la idea de Quételet, aunque ddndole un sesgo
peculiar: para él, el hombre medio no era un prototipo, sino simplemente, la clase mas
abundante de individuos. En su obra El Genio Hereditario'® (un titulo que por si mismo lo
dice todo) sostiene que (tomado de [20], p. ):

Lo escaso de la capacidad para asumir el mando, junto con la vasta abundancia de la mediocridad,
no es accidental, sino que sigue la ley de la necesidad propia de estas cuestiones [trad. propia].

Galton asumi6 que todas la cualidades humanas, imaginables e inimaginales, se hallaban
distribuidas a través de la especie seglin curvas normales propias. Hombre de una envidia-
ble capacidad para el entusiasmo, aunque de un gusto algo dudoso para la metéfora, llego a
escribir de la distribucién normal que “los antiguos griegos la hubieran personificado y dei-
ficado, sila hubieran conocido”.

Pero lo que nos importa es su aplicacion de los instrumentos matematicos a la inferencia
estadistica, dentro del campo de la biologia evolutiva —en su variante eugenésica— , camino
que seguirdn muchos otros de sus sucesores, desde Pearson hasta Fisher. Tras tentativas di-
versas, fue el primero en abordar cuestiones de correlacion entre variables por medios pro-
babilisticos: en concreto, la determinaciéon de rectas de “regresion”!! (a la mediocridad, su
nombre completo original), que en realidad podria llamarse “convergencia a la media” ya
que su proposito era relacionar cada valor de la variable escogida como independiente (o
explicativa) con la media de todos los valores de la variable dependiente (o respuesta) que se
corresponden con aquél. Representados sobre una gréfica, estos valores medios se acerca-
ban a la forma de una recta!? para una cantidad tan grande de variables asi conjugadas, que
el mismo Galton dio el atrevido salto conceptual de pensar que sus rectas de regresion no se
aplicaban s6lo a los indices bioldgicos o las caracteristicas herediatrias de las especies, sino
que podian emplearse para relacionar cualquier par de variables en cualquier campo de es-
tudio. Y su visién tuvo éxito, en un primer momento: multiples disciplinas rebosaban de fa-
rragos de datos sin analizar, y las solas cifras parecian cada vez mds insuficientes: era preciso
indagar sobre las posibles relaciones de cada categoria recogida. Asi, campos tan dispares

9 Maés tarde “ley normal”, para después pasar a ser la curva de campana o campana de Gauss (a despecho de De
Moivre y Legendre) (vid. [20], p. 53)

10 Hereditary Genius: an Inquiry into its laws and consequences (1869)

11 Por razones de precedencia logica y facilidad didéctica, suelen presentarse en primer ugar el concepto de correla-
cién entre variables y después los métodos para hallar rectas de regresién (sobre el modelo lineal simple); pero el
desarrollo histérico de los conceptos fue a la inversa. Los coeficientes de correlacién en su forma actual se los deme-
bemos a Pearson, alumno y sucesor de Galton.

12 En su obra Natural Inheritance (Herencia Natural), 1889. La linea de regresion se determina mediante el método
gaussiano (o Legendriano) de los minimos cuadrados. No nos detenemos en el particular por razones de espacio.
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como la sociologia, economia, medicina, agricultura, etc. comenzaron a utilizar los métodos
promovidos por Galton en vistas a formalizar matematicamente sus disciplinas.

Pero, quiza se pregunte el lector, mientras tanto, ;Qué hacian los probabilistas?

Desde que la obra monumental de Laplace instituyera los principios ya vistos, junto con
algunas adiciones de Poisson en sus Investigaciones sobre la Probabilidad en los Juicios'3,
continuistas desde el punto de vista de la interpretacion “epistemolégica” de la decision ra-
cional (y que fueron durisimamente criticados; es la época de Cauchy y el nuevo énfasis en
el rigor de la conceptualizacién matemadtica), se vieron en un callejon sin salida: o mejor di-
cho, con una tnica salida: la interpretacién frecuentista, conducente a la estadistica mate-
matica. La vision cldsica recibi6 el oprobioso mote de “subjetiva’, y con la definitiva quiebra
de la confianza en la razon ilustrada, tal y como estaba planteada como teoria de la decisi6n
basada en grados de creencia, se convirtiéo muy pronto en inaceptable desde el punto de vis-
ta matematico y filosé6fico. Por otra parte, el modelo basado en la regla de Laplace para suce-
sos equiprobables demostré tener aplicaciones severamente restringidas (casi exclusiva-
mente en juegos de azar). S6lo el método de los minimos cuadrados y sus implicaciones so-
brevivieron, como ya se ha dicho, para que la estadistica matematica se fundara sobre su
base. En la segunda mitad del siglo XIX la teoria de la probabilidad atraviesa un hiato, miti-
gado tan solo por la escuela de probabilistas rusos de S. Petersburgo apadrinada por Cheb-
yshev. No obstante, en esta escuela se forjaron los cimientos de la que acabaria renaciendo
como teoria matemadtica aceptable: primero, con el nuevo enfoque sobre los procesos esto-
casticos con las cadenas de Markov (1912), pasando por otras muchas aportaciones, como la
del mismo Chebyshev, Bernstein, Liapunov, Kinchine, hasta la llegada de la trascendental
axiomatizacion de la probabilidad llevada a cabo por A.N. Kolmogorov en 1933, antes de la
cual la teoria de la probabilidad ocupaba una tenebrosa tierra de nadie entre las matemati-
cas y la filosofia, pero sin pertenecer a ninguna de las dos. Tras esta fundamental aporta-
cién, que puso “en el mapa” de las matematicas a la teoria de la probabilidad, proscrita des-
de hacia casi un siglo, y ayudada por las nuevas concepciones en fisica (termodindmica es-
tadistica, movimientos brownianos, mecénica cudntica) que concedieron a la probabilidad ,
no un papel meramente ancilar, sino un lugar en el centro mismo de la teoria (segtn algu-
nos, de la misma realidad), la teoria de la probabilidad avanzada recibié un impulso espec-
tacular y un crecimiento exponencial consecuente: pero considerar estos progresos esta cla-
ramente fuera de los objetivos del presente trabajo y del curriculo de secundaria.

Asi pues, solo nos queda proseguir con la estadistica, que ademads de inferencial, se hacia
cada vez mdas matemadtica con la generacion siguiente a la de Galton: Edgeworth, Karl Pear-
son, Yule. En concreto, Karl Pearson desarroll6 y “matematiz6” el concepto de correlacion ya
implicito en las rectas de regresion investigadas por Galton, de quien fue sucesor directo y
primer ocupante de una “catedra de eugenesia” fundado con parte de la herencia de Galton
en la Universidad de Londres, sobre cuya base Pearson fundé el primer departamento ex-
clusivamente dedicado a la estadistica aplicada. Aunque sus intereses estaban del lado de
las aplicaciones (sobre todo a la biologia), puede considerarse a Pearson como el verdadero
fundador de la estadistica matematica: fue él quien estableci6 las bases conceptuales (pro-
babilisitcas) de la inferencia paramétrica: estimacion por el método de los momentos, defi-
nicién por medio de pardmetros de los modelos de distribucién poblacional, coeficiente r
de correlacion, clasificacion y generalizacion de las distintas funciones correspondientes a

13 Rerecherchés sur la probabilite des jugements, 1837

11
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modelos ttiles para la inferencia, el primer acercamiento al concepto de p-valor, test de
ajuste a los modelos de distribucién (chi-cuadrado), entre otros. La posicion central de Pear-
son en la disciplina y su amplio espectro de intereses le llevaron a prefigurar, en cierto
modo, el disefio de experimentos; fue él quien apoy6 y ayudé a la formalizacién matematica
de la distribucion t de Student, hallada por Gosset para resolver el problema de inferencia
en base a muestras pequefias, un problema de planteamiento y ejecuciéon de experimentos,
ademads de andlisis de datos.

Pero el verdadero fundador, por derecho propio, del campo del disefio de experimentos
aleatorios fue Ronald Aylmer Fisher, cuya labor en estadistica da comienzo en 1912, y trans-
curre sobre los hitos que constituyeron sus obras Métodos estadisticos para investigadores, y
El disefio de experimentos'4. En ellos se definen las caracteristicas esenciales y los métodos a
llevar a cabo para la experimentacion de fenémenos no deterministas tal como ain se ob-
servan hoy en dia: formacién aleatoria de grupos de experimentacién y control, eliminacién
de factores de influencia, experimentos dobles ciegos, y test de significacion (mediante el
hallazgo del p-valor — introducido por Pearson— en orden a confirmar o refutar la hipétesis
inicial o nula). Su obra parte de las consideraciones practicas de la ejecucién de experimen -
tos o estudios observacionales, y de intereses cientificos (agricultura, biologia evolutiva, ge-
nética, etc. contempladas de nuevo desde el punto de vista eugenésico), en funcién de los
cuales aborda las matemadticas. Su obra constituye, por tanto, otro giro “aplicado” de la esta -
distica inferencial, que se acentta con las posteriores correcciones de sus tesis elaboradas
por Neyman y E. S. Pearson, quienes introdujeron — corrigiendo la concepcién de Fisher—
la estimacion por intervalos de confianza y de una nueva concepcion del contraste de hip6-
tesis (errores de tipo I y II, potencia de contraste)!s. Sobre estos tltimos desarrollos de la in-
ferencia (paramétrica) cabe comentar el hecho, de consecuencias para la educacion estadis-
tica— y no solo en ensefianzas medias— que Gigerenzer et. al. [20] designan como “modelo
hibrido” de la ensefianza de estadistica; segtin esta vision, ambas escuelas “objetivas”, la de
Fisher y la de Neyman-Pearson, conformadas en torno a procedimientos distintos (test de
significacién en un caso, intervalos de confianza y estudio de la potencia de contraste en el
otro) responden también a presupuestos inferenciales heterogéneos, — con consecuencias
sobre la misma actividad cientifica, graves segtin algunos, teniendo en cuenta que la conva-
lidacién de muchos experimentos depende decisivamente de la eleccién de uno de los mo-
delos de contrastacion a debate— y, en el fondo, incompatibles, cosa que no se refleja en los
textos introductorios de estadistica en secundaria (y, seglin nuestra experiencia, tampoco en
muchos de los correspondientes a los primeros cursos universitarios). ;Es esto hilar dema-
siado fino en el contexto de la educacién secundaria? Es posible: maxime teniendo en cuen-
ta que el modelo de Neyman-Pearson parece haberse impuesto definitivamente en el curri-
culo de ensefianzas medias (segin la LOMCE[3]): no obstante, no es poco probable que,
dada la inercia del profesorado y de los textos escolares existentes, amén de la volatilidad de
los diversos planes de estudios de ensenanzas medias espafioles, el alumno se encuentre
con ambas concepciones. Posteriormente, segiin su eleccidon universitaria, puede tener que
ver con ambos al mismo tiempo; por lo cual, podria ser interesante, mas que la eleccion de

14 Statistical Methods for Research Workers (1925), y The design of experiments (1935)

15 El desarrollo paralelo y contemporaneo de la escuela “subjetiva”, o inferencia Bayesiana (Jefferys, Savage, De fine-
tti, et al.)basada en la eleccién del modelo de distribucién poblacional condicionada a la informacién disponible (limi-
tada) sobre esa poblacién, y que en los tltimos tiempos ha pasado de ser una postura mas o menos “herética” a co-
brar un gran auge en determinadas ciencias humans y aplicadas (economia, epidemiologia, sociologia, psicologia)
no se trata en el presente trabajo, dado que el curriculo de ensefianza secundaria (y no escasa parte de la universita-
ria)no lo abarca (por ahora).
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principio entre uno y otro, proponer el planteamiento y discusién de ambos puntos de vista
inferenciales en las mismas aulas, asociados a las diferentes aplicaciones de los mismos, y a
los distintos resultados arrojados.

Valga este comentario, en el cual quizd nos hemos extendido demasiado, como excusa
para detenernos en este punto y sefialar que este cardcter hibrido recorre el tratamiento cu-
rricular del “bloque” entero de probabilidad y estadistica (Gltimamente reformado como
“estadistica y probabilidad”, y no por accidente). Que estos apuntes no pretenden ser ni
exhaustivos ni especialmente ltacidos, sino mds bien expresivos de las relaciones problema-
ticas existentes entre las dos ramas de estudio tan comiinmente aparejadas, y no obstante
tan disimiles en muchos sentidos, como deciamos al comienzo del capitulo. Que esta diver-
gencia ha afectado y afecta a la ensefianza de estas materias en secundaria a lo largo de los
diversos planes de estudio, lo ha constatado el autor mismo de estas lineas, por observacion
personal y por testimonios ajenos: perteneciente a la generacion de la EGB, el BUP y el COU,
recuerda perfectamente (sin necesidad de analizar los contenido en la ley misma : {Tan facil -
mente transgredidos y mutilados en la practica!) que, todavia en la fase obligatoria (EGB)
comenzaba a estudiarse combinatoria, aplicada a problemas de contaje exclusivamente, sin
ninguna referencia a la probabilidad. Posteriormente, en BUB, en la opcién A llamada cienti-
fico técnica (Matemadticas I), no volvi6 a saber nada de la materia, estando los contenidos
casi completamente absortos en el andlisis, con algo de geometria analitica y algebra, para,
después, en COU, tratar somerisimamente, casi a las puertas de selectividad, conceptos pri-
mordiales, bésicos de probabilidad, como la regla de Laplace, la definicién de probabilidad
condicionada y el teorema de Bayes; por supuesto, absolutamente nada de estadistica, que
solo llegaban a conocer (también tarde, también a trasmano) en COU los alumnos que esco-
gian Matematicas II (correspondientes a las opciones C:ciencias sociales y D:
humanisitca/linguistica), ya que en esos itinerarios las matemadticas eran opcionales. De for-
ma y manera que una gran parte de los alumnos ni siquiera rozaban la estadistica, quedan -
do para los de las opciones A y B (esta dltima, Biosanitaria) una farrago deslavazado de teo-
ria de la probabilidad. El lector interesado puede comprobar que las experiencias relatadas
se deducen directamente delos contenidos curriculares del plan correspondiente (LGE [1],y
sus respectivos desarrollos para educacion General Bésica y Bachillerato)

La tan denostada LOGSE [2] puso, no obstante, a la estadistica en el mapa curricular de
forma mas seria, y las posteriores reformas no han hecho sino acentuar su presencia, hasta
esta ultima ley de inminente aplicacion, cuyos contenidos para 22 de Bachillerato en la op-
ciéon de ciencias sociales, al menos en principio, podrian corresponderse con los del co-
mienzo de un semestre universitario. No obstante, el desfase en su introduccién y formali-
zacion curricular con las otras ramas clésicas del curriculo de matematicas como el dlgebra,
el andlisis, la geometria sintética y analitica, etc. es apreciable. ;A qué puede ser debido este
hecho?

Por un lado, la disciplina misma de la teoria de la probabilidad ha tenido, si se compara
con el de otras dreas matematicas, un desarrollo tardio y accidentado, sometido a contin-
gencias varias presentadas por el contexto social, ideolégico y moral de su época, asi como
por el estado de desarrollo de disciplinas en primera instancia ajenas a la misma, como la
estadistica primitiva (no inferencial), las ciencias sociales, la biologia y posteriormente, los
avances “posclasicos” de la fisica; lo que ha provocado paréntesis profundos en la definicién
de su objeto, junto a profundos “cambios de rumbo” en su fundamentacién como teoria
matemadtica, por no decir nada de sus implicaciones filoséficas, ain muy discutidas. Sus di-
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ficultades comienzan desde el simple hecho de ser aceptada como drea matematica valida:
que esta aceptacion no siguié inmediatamente a la publicacién por parte de Kolmogorov de
su axiomatica lo averiguamos en el clasico de Feller (por ejemplo), el cual, en la primera fra -
se del primer parrafo del prélogo a su segunda edicién en inglés, (1967) declara (vid. [17],
p. 7):

Cuando se concibié este libro por primera vez (hace mds de 25 afios), habia pocos matemdticos,
fuera de la Unién Soviética, que reconocian la teoria de las probabilidades como rama legiti-
ma de las matemdticas. El panorama era limitado, y al trabajar con problemas individuales se so-
lia llegar a complicaciones increibles. Debido a estas circunstancias, el libro no se escribié |...] sino
con la esperanza de atraer atencion sobre aspectos de la probabilidad poco conocidos, de forjar vincu-
los entre varias de sus partes, de desarrollar métodos unificados y de indicar aplicaciones potencia-
les. Debido al interés cada vez mayor por la teoria de las probabilidades, el libro encontré muchos
lectores inesperados fuera de las disciplinas matemiticas.

Los planes de ensenanza, que son los dltimos en recoger los cambios programéticos de
las ciencias, los subsiguientes estudios en la teoria didactica correspondiente, etc. por razo-
nes evidentes, todavia se resentian, en nuestra opinion, del efecto de esta tardia incorpora-
cion de la probabilidad al corpus mathematicum, del mismo modo que cierto miembro nue-
vo de un club tiene que sufrir durante algiin tiempo el “vacio” contra él practicado por mu-
cho exponentes de la “vieja guardia”, de los campos matemadticos clésicos.

Asimismo, las aplicaciones de la teoria de la probabilidad gue no tienen que ver con la es-
tadistica (nos permitimos enfatizar el anterior subrayado), no son inmediatas en la mayor
parte de las ciencias por si mismas, sino s6lo en unas muy concretas especialidades, a me-
nudo solo para cierta clase restringida de problemas. De tal modo que su ensefianza fuera
de un contexto estadistico parecia fitil, o cuando menos, irrelevante respecto, por poner el
caso, el andlisis o el dlgebra lineal, de aplicacién directa en ciencias e ingenierias. La tinica
forma de encontrar acogida en las ensefianzas medias era vincularla con la estadistica, al
menos la estadistica matematica. Pero si ese era més menos el status de la teorfa de la pro -
babilidad, ;qué decir de la estadistica matemadtica? Para muchos, probabilistas incluidos, no
es sino una rama aplicada del andlisis, y no de las més interesantes (vid. el comentario de
David Aldous referido por Moore en [10], p. 803). De la estadistica inferencial, ya no habia ni
que hablar, pues no pertenecia a las mateméticas de ninguna de las maneras. De hecho, al
menos en Espafia, tenia problemas para consitutirse como disciplina independiente. Eran
consideradas como herramientas ancilares multiusos: asi se ensefiaban en las carreras de
humanidades, o ciencias sociales, en biologia, medicina, economia, etc. En esto el caso es-
panol también es significativo de un cierto retraso del contexto internacional: no obstante,
este hecho ha cambiado profundamente, debido a las causas que se expondran en la Gltima
parte de la introduccién, y que tienen que ver con el contexto actual cientifico y tecnolégico,
y que ha determinado el mismo estatus profesional (al menos, en los paises punteros en
ciencia y tecnologia) del estadistico. Por el momento, en relacién a la exposiciéon anterior,
puede afirmarse que la obra que parte de Galton y culmina con Fischer y sus émulos dio un
impulso inusitado a toda clase de experimentacién en contextos no deterministas. Ello no
podia sino acrecentar la importancia de la labor del estadistico, como teérico y como profe -
sional independiente, en multitud de ciencias humanas como las antes resefiadas, y en las
cada vez mds importantes aplicaciones en ingenieria (optimizacion, control de calidad, etc.)
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Que ello requeria una independencia y seguridad profesional para el estadistico lo sefiala el
mismo Fisher [18]:
Cuando se llama al estadistico una vez concluido el experimento, se actiia como cuando se llama al
médico forense; lo maximo que podrd hacer el estadistico serd indicar la causa de la muerte [del ex-
perimento][trad. propia]

Las necesidades de las ciencias sociales y biomédicas, y de las industrias afines, elevaron el
papel del estadistico como figura profesional, e influyeron en el disefio de los estudios co-
rrespondientes: no obstante, el paso decisivo de la estadistica matematica e inferencial cla-
sica al andlisis exploratorio de datos, la inferencia no paramétrica, la estadistica descriptiva,
la utilizacién preferente de estadisticos robustos, etc. y, sobre todo, su decisiva influencia en
la didactica y en la ensefianza préctica de la estadistica, vendrd dada por un cambio todavia
mads fundamental que atin estd en proceso a dia de hoy, y que dejamos para la tercera parte
de la introduccién. Pero antes debemos pasar a exponer las dificultades cognitivo-episte-
mologicas relacionadas con la incertidumbre, que incluye conceptos probabilisticos y esta-
disticos, y que, aunque pueden deducirse a su vez de lo conflictivo del desarrollo de ambas
teorias expuesto anteriormente (problemas en la interpretacién de la probabilidad condi-
cional, confusion entre frecuencia y probabilidad, erréneo entendimiento de la ley de los
grandes numeros, percepciones distorsionadas de la dispersion de una distribucion, etc.)
creemos que merecen una exposicién aparte, por su cardcter intrinsecamente cognitivo,
mas que histérico, por su general extension a toda clase de indivuduos, educados matemaéti-
camente o no, y, mds importante que nada, su sistematica desatenciéon desde el punto de
vista de la ensefianza préctica, que no de la didactica.
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Dificultades cognitivas

Veremos en una de las actividades propuestas que, lejos de resultar demasiado intuiti-
vas —como a menudo se consideran las cuestiones de la disciplina desde ciertas altu-
ras— grandes intelectos (D'Alembert, Leibniz, etc.) han hallado su peculiar talén de Aquiles
matemadtico en problemas probabilisticos de desarmante simplicidad (vid. infra, pp. 103,
131). Sin embargo es de sefialar en descargo de D'Alembert que se detecta en sus textos una
beligerancia efectiva (constatada por la historia) contra la misma idea de fundar una ciencia
sobre el azar que pudo hacerle perder el norte. No es el caso de lo que sigue a continuacién.

En primer lugar cabe considerar los estudios, pertenecientes al campo de la psicologia
cognitiva desde elpunto de vista filogenético: esto es, las que buscan en los primeros esta-
dios del desarrollo intelectual del nifio la raiz de las posteriores confusiones (o errores
aprendidos, como sotiene uno de los autores). Siguiendo a Batanero [6]*, encontramos las
tomas de postura principales en los autores siguientes:

-Piaget e Inhelder: Segtin su punto de vista, el nifio (es decir, antes del periodo de las
operaciones formales, que los autores estiman da comienzo aproximadamente a los
11 afios) no estd dotado de intuiciones primeras correctas sobre el azar o la probabili -
dad. En primer lugar, no diferencian bien las situaciones deterministas de las aleato -
rias. El nifio, en la etapa preoperacional (2-7 afios) no entiende bien que una combi-
nacion de diversas causas puede dar lugar a un resultado imprevisible, el cual ademas
no puede ser revertido haciendo operar estas mismas causas en sentido contrario. Ba-
tanero parece tener razon al sefialar que los mismos autores parecen tener una idea
muy determinista del azar, entendido como tal el efecto incontrolable de un niimero
dexcesivo de causas — idea andloga ala de la ilustracion— , de las cuales solo puede
calcularse la cantidad de estados posibles a los que pueden dar lugar. Sea como fuere,
(lo que abogaria, indirectamente, por la tesis del fallo intuitivo en probabilidad, ;Por
parte de los mismos analistas de estos errrores!), como el nifio no posee una intuiciéon
precisa de la combinatoria subestima el niimero de estados posibles y confia siempre
en a reversibilidad de un desorden creado por causas externas. Si esto no sucede, atri-
buira la causa del hecho a una instancia exterior, del mismo modo que, para el hom-
bre primitivo, todo fenémeno estaba dirigido, determinado, por la divinidad (o una di-
vinidad conreta para cada tipo de fenémeno)y no habia lugar para el azar; hasta la
suerte era asunto de los dioses. En el periodo de las operaciones concretas (7-11 afios),
aunque comienza aentenderse la irreversibilidad de los fenémenos debidos a cadenas
causales, sigue sin comprenderse la independencia (o la dependencia) entre fenéme-
nos, lo que da lugar a especulaciones sobre causas bastante arbitrarias. Segtin estos
autores, solo en elperiodo de operaciones formales, tras los 11 afos de edad, comien -

1 Nos hubiera gustado, como en elresto de casos, haber consultado las fuentes primarias y realizar citas de primera
mano: no obstante, nos ha sido imposible encontrar las obras de los autores que la autora describe.
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za a formarse la idea de cédlculo combinatorio, y con la idea de que sélo el conjunto de
estados posibles es manejable desde el punto de vista teérico.

Asimismo realizaron experimentos para detectar la intuicién de la ley de los grandes
nldmero en nifios; se les pidié a los mismos que sefialasen sobre un papel cuadricula-
do en qué lugar caerian las gotas de lluvia asumiendo que el papel es un suelo embal-
dosado. Los nifios de edad mas temprana disponen las gotas de modo sistematico, re-
llenando cada vez una baldosa: s6lo a medida que la edad va aumentando las disposi-
ciones se vuelven mds irregulares, aunque generalmente no los suficientemente irre-
gulares: hay periodos més cortos en estados con el mismo nimero de gotas en cada
baldosa de lo que cabria esperar de una distribucion aleatoria (en este caso, de Pois-
son). Se podria objetar a estos autores que la generalidad de los adultos tampoco po-
seen una idea “natural” de la ley de los grandes ntimeros, como veremos més adelan-
te.

-Fischbein: Frente a estos autores se coloca Fischbein, para quien las intuiciones bési -

cas del infante sobre probabilidad son aproximadamente adecuadas, pero pueden
echarse a perder sin una eduacién consecuente con la existencia de fen6menos alea-
torios. Seglin este autor, la educacion, y quizé la misma cultura (occidental) adolecen
de un cierto sesgo determinista que la investigacion especializada en materia depro-
babilidad no atentia en el ciudadano no experto. Para empezar, el nino menor de 7
anos es capaz de discriminar la probabilidad de sacar una bola de determinado color
con los ojos cerrados en una urna con més casos favorable que en otra con menos,
siempre que el nimero sea pequefio. Esta capacidad no debe desatenderse, o la cultu-
ra en la que estd inmerso le condoicionarfian a buscar causas a toos los efectos, y a
formarse una idea de la mala o la buena suerte, la cual, segtin este autor, no es funda-
mental en el hombre, sino creada, derivada. De igual manera comprobé que el nifio se
adapta a un fenémeno que marca frecuencias relativas marcadas, y que esta opera-
ci6on mejora a medida que crece, aunque en mayor medida cuanto mads cotidiano es el
fendmeno y mds consecuencias prilacticas tiene para el sujeto.

Seglin este autor, la educacién probabilistica en el nifio es factible: se puede incluso
promover la intuicién de la convergencia a la distribucion normal (teorema central del
limite) con esquemas simplificados. Por ejemplo, pare este autor el famoso Quincux
de Galton, es decir, el dispositivo que distribuye bolas en casilleros segtin una distri-
bucién normal, por el simple expediente de arrojarlas sobre un plano dotado de unos
vastagos cuyos intersticios tienen la misma probabilidad de ser recorridos por las bo-
las es, debido a su mecdnica, conceptualmente complicado para los nifios: pero se
puede optar por simplificaciones como los canales propuestos por Green?!:

| 1 1
) KO/\ mﬁ
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Fuente: [6]

1 Esquemas tomados de [6]
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De los cuales, como se comprobarg, el de la izquierda ofrece casillas de salida equi-
probables, pero no asi los otros dos: discutir con el alumno (Y comprobar mediante
un artilugio sencillo) que, por ejemplo, en el esquema central la casilla de salida nt-
mero dos recibird el mismo nimero de bolas que las casillas 1 y 3 juntas desde la eta-
pa preoperacional (antes de los 7 afios) es factible para nuestro autor, y fomentara que
posteriores equivocos no tengan lugar en el adulto. Caso contrario, cuando social-
mente haya “aprendido” a considerar todos los sucesos como determinados, debera
desaprender estas nociones para construir el conocimiento verdadero en su lugar.

Mas sea cual sea el origen — innato o aprendido— de estos fallos de la intuicion de fen6-
menos aleatorios, lo cierto es que son muy abundantes y estdn generalizados al conjunto de
la poblacién, incluida aquella que posee formacion superior e incluso formacién estadisti-
ca: el andlisis detenido y el cdlculo la eliminan, pero las reacciones instantdneas en contex-
tos cotidianos y con informacién limitada demuestran poseer los mismos sesgos en toda
clase de indivduos. Los ya cldsicos Kahneman y Tversky [29] realizan una taxonomia
exhaustiva de estos fallos, o, mdas bien, de las heuristicas seguidas que conducen a tales fa-
llos, agrupados en categorias generales, que pasaremos a repasar someramente:

- Representatividad: Segtin estos autores, bajo esta categoria incluyen todas las heurisi-
tcas (sesgadas) que concurren cuando se trata de evaluar la pertenencia de cierto ob-
jeto o suceso a una clase determianda; en otras palabras, la clase de errores que se co-
meten cuano se pregunta: ;Qué probabilidades hay de que el objeto i pertenezca a la
case A? Los autores detectan que el grado de representatividad: es decir, la facilidad
con la que se mustra a la imaginacion la informacién pfrecida influye decisivamente
en las respuestas a la anterior pregunta. En preguntas sobre personas se detecta un
sesgo en las respuestas que responde a un estereotipo cultural, cuya “representativi-
dad” es mayor que optras consideraciones; por ejemplo, cuando, en base a la descrip-
cién de un individuo, se pide a los sujetos respondentes que evalien la probabilidad
de que pertenezca a una serie de profesiones determinadas. La fuerza del estereotipo
es tal que, pese a probablemente la experiencia del sujeto no le ha informado en nin-
gln sentido sobre el particular, seguird juzgando que una persona “timida, ordenaday
pasiva” ostenta una probabilidad mayor de ser “bibliotecario” a ser “granjero” o “piloto
de avidn”. Hasta aqui los autores solo han detectado la fuerza de la ideologia cultural
subyacente; lo interesante viene cuando los sujetos son a la vez informados de las fre-
cuencias relativas de cada pofesion en relacion a la poblacién a la que pertenecen:
pues bien, se demuestra que esta nueva informacién no provoca que los sujetos cons-
truyan una probabilidad a priori o inicial en base a esos datos; el sesgo del estereotipo
se mantiene. Los autores denominan al fenémeno con la etiqueta de “insensibilidad al
efecto de la probabilidad a priori”. No es la tinica de tales subclases. También se anali -
zan casos correspondientes a “insensibilidad al tamafio muestral”, consistentes en
juzgar igual probabilidad en la medida de un resultado, sin tener en cuenta el tamafio
de la muestra del que resulta: por ejemplo, se plantea a los sujetos la pregunta: En una
ciudad hay dos hospitales, uno mds grande que el otro; de manera que el niimero de
nacimientos es mayor en el més grande; imaginese que se registran los dias en los
que el nimero de nacimientos correspondientes a un sexo frente al otro es mayor del
60%. ;Cudl de los hospitales registrard un ntimero mayor de entradas de esa clase?;
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efectivamente, la variabilidad serd mayor en el hospital pequeno, dado que una dife-
rencia mds grande entre los datos en mds probable en una muestra pequefia; no obs-
tante, esta no fue la respuesta de la mayoria de los sujetos a estudio, que se dejaron
guiar por el tamano de los hospitales como informacién mas facilmente “reprsenta-
ble” y dieron mayoritariamente la respuesta errénea.

Bajo la denominacion “Ley de los pequefios nimeros” los autores detectan otra va-
riante de las falacias provocada por los juicios basados en representatividad: es decir,
que se juzgue més probable una secuencia de resultados de la forma (con C= caray X=
cruz): CXCCXC que CCCXXX o CXXXXX, deduciéndolo de que la representatividad de
los dos resultados C y X, es la misma. Este error es la base de la falacia del jugador,
consistente en otorgar mayores probabilidades , digamos, a C, tras una racha de repe-
ticiones de X: A XXXXXXX debe seguirle C con una probabilidad cada vez mayor.

Provocada por esta clase de heuristica descritas se producen diversas consecuen-
cias, entre ellas, la ilusiéon de validez. Los sujetos muestran una gran confianza en sus
juicios basados en representatividad, sobre todo en los personales: el estereotipo an-
teriormente descrito sobre el bibliotecario es tremendamente fuerte, y capaz de resis-
tir grandes dosis de informacién objetiva que se suministren al sujeto. Por otra parte,
toda informacién que confirme el primer juicio, aunque sea redundante o esté corre-
latada con la misma (con lo cual, no es verdadera informacién) serd tomada por el su-
jeto como fuentes de apoyo de su primera intuicién. Muy al contrario de lo que nos
dice la estadistica, en el sentido de que fuentes de informacién independientes o va-
riables no correlatadas con las primeras que apoyen una afirmacién aseguran el grado
de confiabilidad de la hipoétesis primera. En dependencia de ello tiene lugar lo que
suele llamarse la “falacia de la regresion”: por ejemplo, cuando se consideran los resul-
tados académicos de diversos estudiantes sometidos a una serie de exdmenes: si se se-
lecciona un grupo de alumnos por su buen resultado en el primer examen y se com-
paran sus resultados con los del segundo, la comparacién suele ser decepcionante: en
realidad, si se toma el grupo de peores calificaciones en el primer examen, general-
mente se observard una mejoria (de media) en el segundo. Ello se debe a que los resul -
tados extremos tiene que ver en mayor grado con la desviacion de la variable “resulta-
dos de la prueba”’que con el verdadero “nivel académico medio” de cada alumno. No
obstante, esta relacion no llega a ser percibida por los sujetos, ya que una gran parte
de contextos no se prestan a ser analizados de este modo (intuitivamnete, se entien-
de); y cuando se percibe el efecto de la regresion, (que no la causa estadistica del mis-
mo), suele explicarse en base a causas es pureas de caracter especulativo. Esta atribu -
cién a causas irrelevantes puede tener efectos muy perniciosos: por ejemplo, en el-
campo de la educacion, siguiendo el caso anterior; el profesor puede escoger dentro
del conjunto de incidencia que acompanan a la realizacién de los exdmenes alguna
que sea totalmente causal, y no obstante, tomarse como correlatada: por ejemplo,
practicar una clase de exdmenes de una clase o de otra: premiar al alumno o castigar -
le, etc. alguna de estas variables puede ser tomada como la causa y crear uno de los
juicios erréneos que puede echar a perder la docencia de ese curso.

- Disponibilidad: Cuando se evalta la frecuencia determinada a la ocurrencia de una

propiedad en un objeto o suceso (pertenencia del mismo a una clase)o se adjudica un
valor de probabilidad consecuente a esa frecuencia estimada, la mayor parte de los
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sujetos atribuyen una frecuencia o probabilidad mayor a un suceso que puede se més
facilmente “convocado” mentalmente: a diferencia de la heuristica considerada ante-
riormente, la ahora considrada depende de la facilidad de calculo o de ocurrencia de
un objeto cuantitativo, no de la representacion imaginativa de una clase de objetos o
sucesos. Esta disponibilidad de ejemplos convocables cuantitativamente pueden te-
ner que ver con varias caracteristicas: la familiaridad del sujeto con los objetos en
cuestion es una de ellas. Por ejempo, al ser presentada una lista de personalidades pt -
blicas conocidas a un sujeto, de tal manera que las mds conocidas para él pertenezcan
a uno de los exos, al ser preguntado por la frecuencia en la que se le han mostrado el
sujeto decidird sobre la base de los individuos que mejor recurda e indicard como més
frecuente el sexo correspondiente, aunque en realidad la muestra esté igualmente re-
partida a este respecto.

Esta peculiar heuristica tiene gran incidencia en la percepcién del riesgo; el conoci-
miento de que varios parientes o amigos han sufrido un ataque al corazén predispone
a suponer una probabilidad mayor a tal clase de eventos que la que se adjuducaria en
caso de no conocer tales ejemplos. Asimismo, la percepcion de la probabilidad de su-
frir un accidente de trafico aumenta acorde al nimero de accidentes contemplados
efectivamente por el sujeto. Pero donde se ve més claramente el sesgo provocado por
esta estrategia intuitiva es en aquellas situaciones en las que alguna clase de cédlculo o
ejercicio de imaginacion cuantitativa tienen lugar; asi, puede pedirse al sujeto que
evalte la frecuencia en la que la letra r sea la inicial de una palabra, frente a la frecuen-
cia de que sea la tercera letra. En Inglés, la frecuencia es mayor en el tiltimo caso, pero
al ser mds sencillo traer a la memoria las palabras segin su inicial que segtn su terce-
ra letra, la mayoria de los sujetos sefialaban la frecuencia equivocada. Asimismo una
par de caracteristicas pueden ir frecuentemente correlatadas segun el juicio de mu-
chos sujetos, simplemente porque saltan a la vista mas facilmente que otras.

- Ajuste y anclaje: A menudo se estima una probabilidad mediante una primera aproxi-
macion inducida, la cual realiza en la mente una suerte de “anclaje” que hace que el
sujeto, ante una mayor informacién, no sea capaz de corregir del todo su primera
asuncion, la cual arrastra la respuesta final a valores cercanos a la misma. Digamos
que se pregunta a los sujetos cudl es, por ejemplo, la proporcién racial de los estados
unidos, o el porcentaje de poblacién mundial asidtica. En primer lugar se les dice una
cifra aleatoria entre 0 y 100, y se pregunta si el valor verdadero es mayor o menor que
el ofrecido. Tras la respuesta, se les pide una estimacién mas exacta. Pues bien, una
gran cantidad de sujetos respondian con cifras que se aproximaban mads a la sugerida,
no importaba cudl fuese el valor verdadero de lo preguntado; una sugerencia de una

cifra baja provocaba respuestas generalmente bajas, y viceversa.

Otro experimento preguntaba a un grupo de sujetos por el resultado, mediante cal-
culo mental en un breve espacio de tiempo, de la siguiente multiplicacion:
1x2x3x4x5x6x7x8
mientras que a otro grupo se preguntaba por una estimacién rapida de esta otra:
8x7x6x5x4x3x2x1
Los del primer grupo hicieron una estimacién sensiblemente inferior a la emitida por
los del segundo.
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En el campo de la intuicién probabilistica se dan abundantes ejemplos de esta clase
de estrategia mental equivocada: por ejemplo, en la consideracion de la probabilidad
en procesos que los autores dividen en independientes, conjuntivos y disyuntivos. El
experimento consiste en comparar composiciones de sucesos que presenten probabi-
lidades similares y comprobar cudnto se diferencia de la percepcién intuitiva en cada
caso. El experimento estd citado dpor los autores de Bar-Hillel. Dénse tres distintas
combinaciones de sucesos: 1) Sucesos independientes: extraer ua bola de determina-
do color de una bolsa con la mitad de las bolas de ese mismo color. 2) Combinaci6én
conjuntiva de sucesos: extraer (con reemplazao) siete veces consecutivamente una
bola de un color determinado de una bolsa con bolas repartidas al 90 % con ese color;
3) Combinacién de sucesos disyuntivos: extraer al menos una vez en siete intentos
una bola de determinado color de una bolsa cuya proporcién de bolas de tal color fue-
ra del 10%. Pues bien, en el primer caso, la probabilidad es del 50%; en el segundo, es
de (0,9)"-100 =~ 48%; en el tercero, [1- (0,9)7]-100 ~ 52%. Pues bien, ofrecidos los tres
procedimientos a la apuesta por parte de los sujetos, la mayor parte escogi6 la combi -
nacién conjuntiva; la disyuntiva, cuya probabilidad es menor, fue escogida en tdltimo
lugar. Este fallo en la estrategia de decisién también tiene repercusiones en planea-
miento de proyectos o el disefio de procesos industriales. Generalmente el reultado
buscado es producto de una combinacién de muchos sucesos, todos de una probabi-
lidad alta; pero la factibilidad del proyecto (o la fiabilidad del proceso) eran sistemati-
camente sobrevaloradas debido a su conjuntividad.

El trabajo que hemos resumido continta con un anélisis més pormenorizado de diferentes
topicos relacionados con la primera clasificacion junto a la descripcion de experimentos
para valorar su incidencia y escala. Aqui basta con haber referido lo suficiente como para
apoyar nuestro enunciado, acerca de la particular dificultad, desde el plano cognitivo, que
los tépicos diversos de probabilidad y estadistica presentan al ptblico, y por ello al estu-
diante de secundaria. Una dificultad que no depende del grado de atencién, ni de la capaci-
dad para manejar l6gicamente entidades abstractas, es decir, para realizar operaciones for -
males, ni de su visién espacial, como la de otras ramas de la matematica incluidas en el cu-
rriculo de secundaria, sino de dificultades intrinsecas a la materia de estudio, que no es
equivoca en su definicién (aunque histéricamente, como hemos visto, este punto ha tarda-
do mucho tiempo en resolverse), pero que, aunque aprentemente los problemas que pre-
senta son de facil representacién mental, asi como de relativamente sencilla exposicion lin-
giiistica, y aunque las nociones estudiadas tienen una contraprestacion directa en fenéme-
nos facilmente observables por el alumno - como la extracccién de bolas de una urna o la
tirada consecutiva de dados- , esta facilidad, como decimos, es superficial; ya sea innata,
ya aprendida, nuestra percepcién de las posibilidades es torpe, mucho mas que nuestra in-
tuicién numeérica o espacial.

;Como afecta la cuestion a la ensefianza de la materia? En el sentido siguiente: es preciso
realizar un esfuerzo, adicional respecto de otra ramas matematicas, de fijacién de heuristi-
cas adecuadas. Para ello, trabajos como el estudiado tratan de detectar en la raiz y de encon-
trar los puntos comunes a los diversos errores encontrados, para, mediante el andlisis del
funcionamiento de las intuiciones y estrategias que llevaron al error, ser capaces de corre-
girlas. De lo que se deduce que, en la ensefianza de la probabilidad y estadistica, el énfasis
en los procesos de célculo y el enfoque dirigido a la resolucién de problemas deberia dar
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paso (o considerar como paso previo) la deteccion de falacias y malentendidos probabilisti-
cos, y la comprension profunda de las implicaciones de los mismos. De una manera infor-
mal, aunque en nuestra opinion, exacta, y desde un punto de vista cercano a la ensefianza
elemental practica, Kai Lai Chung [9] hace el siguiente comentario:

Muchos principiantes encuentran dificiles los problemas de probabilidad y combinatoria porque han
sido habituados en otros cursos elementales de matemidticas a problemas de tipo “receta”, tales
como: “resolver la ecuacion x*-5x+10=0" o “derivar (quizd dos veces) la funcién xe™”, etc. Tales
problemas pueden resolverse sin mds que aprender de memoria ciertas reglas; apenas es necesario
pensar por cuenta propia. Evidentemente, también hay en combinatoria problemas de este tipo [...]
hay, por ejemplo, una famosa férmula para resolver el problema “de la mesa redonda”2 :  ;De cudn-
tas maneras distintas se pueden sentar a una mesa redonda 8 personas?” Conociéndola se puede re-
solver el problema sin saber qué significa aqui la palabra “distintas”, lo cual es el meollo del proble-
ma. Ahora bien, basta una pequefia variacion para ponernos en dificultades. La verdad es, y es una
verdad de Perogrullo, que la comprension profunda del problema no puede sustituirse por nada.”

Por nuestra parte constatamos la realidad de la situacion reflejada en el parrafo anterior: e
incidimos en que la dificultad de este y otros problemas relacionados con la incertidumbre
dependen de lo inapropiado de nuestras intuiciones primeras. Una intuiciones que, por
cierto, persistirdn en el alumno que no se especialice en esta rama de las matemadticas si no
se practica un ejercicio sistemético de desvelarlas y corregirlas en las aulas de ensefianza
obligatoria hasta la adultez, influyendo de manera perjudicial en su capacidad para el juicio
y la acciéon ante situaciones de incertidumbre: esto es, la inmensa mayor parte de las deci-
siones que afectan a la vida de un sujeto.

2 El que escribe estas lineas ha visto (y deplorado) la tal ecuacién en un libro de texto de secundaria, fabricada ad hoc
para uso exclusivo en problemas de mesas redondas, y a la que presume una gran niimero de potenciales aplicacio-
nes en negociaciones de convenios colectivos, tertulias radiofénicas, organizacion de bautizos, bodas y comuniones,
etc.
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Datos y mds datos

Hemos visto ya una muy somera — y parcial- aproximacion histérica al estado actual
de las disciplinas de probabilidad y estadistica, comunes denominaciones del bloque
del curriculo considerado. En nuestras primeras paginas no realizamos esta clédsica distin-
cion, sino que preferimos inopinadamente términos como “azar”, “fenémeno aleatorio”, “si-
tuaciones de incertidumbre”, etc. No era s6lo por afdn de generalidad, sino porque el desa-
rrollo moderno de las anteiores disciplinas ha trastocado varias nociones cldsicas y ha for-
mado nuevos agrupamientos. Los responsables del informe PISA, en su dltima edicién com -
pleta (2012)(vid. [38], p. 19) consideran problemas en cuatro bloques tematicos de los cua-
les el dltimo se denomina “Incertidumbre y Datos”. Una nota nos informa, ademas, de que
la inclusién de la palabra “datos” es una novedad de la tal edicion. De la incertidumbre y sus
distintos abordajes respecto de la teoria de la probabilidad — y su rama correspondiente de
teoria de la decision— vy la estadistica matemadtica e inferencial, con respecto a la ensefianza
en educacion secundaria, se ha tratado desde una pespectiva histérica en paginas previas.
Abordaremos ahora este otro aspecto en relacion a la ensefianaza, y a la vez dependiente en
gran parte de la historia reciente y de la situacién tecnolégica, econémica y social de la in-
mediata actualidad: los datos.

Ya se han expuesto los origenes y desarrollo diversos de la probabilidad y la estadistica
matemadtica e inferencial, y las influencias mutuas que ambas sufrieron en los momentos en
que se han producido intersecciones mds o menos profundas y constantes entre los dos mo-
dos de estudiar lo casual. Recapitulando: la teoria de la probabilidad, nacida como teoria del
juicio y la decision racional declin6, en buena parte por indefinicién de su objeto y por las
dificultades epistemolégicas y filoséficas que suscitaba. La suposicién de equiprobabilidad
Laplaciana vegetd, en una especie de limbo desde el cual ni resultaba fértil te6ricamente, ni
encontraba aplicaciones en otras disciplinas que motivasen su desarrollo, salvo en proble-
mas derivados de juegos de azar. Las probabilidad condicionada y el teorema de Bayes re-
formulado por Laplace esperaban su turno, que llegaria en el siglo XX, para que filosofia, 16 -
gicay, también parte de la estadistica la interpretaran de modo que se relacionase con la in -
duccién 16gica, el criterio de validez de las hipodtesis cientificas y la perspectiva bayesiana de
la inferencia?, provocando vivos debates que atin persisten y una escuela alternativa de esta-
disticos frente a la ortodoxia frecuentista, aunque de cada vez mayor aceptacion.Tan sélo el
enfoque que unia probabilidades con frecuencias realmente observadas de sucesos derivo
en un campo de estudio vivaz, la estadistica inferencial, y solo en relacién con la estadistica
empirica (o positiva), aunque por medio de algunas partes estrictamente matematicas de la
obra de Bernoulli, los resultados sobre muestras de De Moivre, los estudios sobre error de
mediciones basados en Legendre y popularizados (o quizd inventados) por Gauss y la for-
mulacién matematica de su distribucién, mediante técnicas en un primer momento heuris-

1Una de las razones de que indiquemos que se peca de parcialidad en la introduccién histérica es la desatencion
consciente de estos conceptos, debida a su ausencia de los curriculos de matematicas d ensefianzas medias.
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ticas y analiticas, (como el método de los momentos y el de minimos cuadrados), como
principales aportaciones se convirtid, en manos de Galton y Pearson principalmente, en es-
tadistica matemditica.

Nos detuvimos en el momento en que R. A. Fisher extendia el campo de la estadistica
desde la inferencia (paramétrica) respecto de un conjunto de datos observacionales al dise-
fo estadistico de experimentos, tinico viable para fendmenos que presentan gran variabili-
dad y efectos de reducida magnitud (y complicada medicién). No obstante, tras la segunda
guerra mundial tuvieron lugar profundos cambios sociales y econémicos que hicieron pasar
el andlisis de datos a un primer plano. Primeramente, la eclosién y exponencial aumento de
la influencia de los medios de comunicacién de masa, paralela a la nueva sociedad de con-
sumo que se comenzaria a fraguar tras la guerra mundial. Uno de sus efectos en relacion a
nuestro asunto fue la democratizacion de la estadistica. Si bien Mark Twain, a comienzos de
siglo ya peroraba contra su abundancia y sus perjuicios, hay que entender que ni él ni aque -
llos para los que escribia eran todavia las masas, sino la clase media, entendida al modo die-
ciochesco; muy distinta de la middle class que se considera actualmente. La obra sintomati-
ca de Huff [28] muestra hasta qué punto su extension era un hecho cotidiano ya en los afios
cincuenta. De lo que no da cuenta Huff es que las mismas masas estaban siendo considera-
das como datos, no solo como sus consumidores, pero desde un punto de vista mas amplio
que el de los primeros estadisticos, que era el punto de vista del estado, politico. En una so-
ciedad de consumo, necesariamente las técnicas de mercado requieren de datos, y de intru-
mentos de anélisis de los mismos, en orden a orientar la produccidn y la venta.

Pero este es solo uno de los aspectos del uso, ya ni matemadtico ni cientifico, sino mera-
mente industrial de la estadistica. En la logica de la produccion y la venta, la investigacion
de modelos es secundaria: lo que se requiere son instrumentos de juicio y accién, de toma
de decisiones ;Qué fabricar, cuantas unidades, a quién vendérselo, de qué manera maximi-
zaré el nimero de compradores? estos son los interrogantes para los cuales los modelos cla-
sicos se mostraban inoperantes o farragosos. A la légica de la industria no le interesa tanto
averiguar el modelo que sigue la distribucién de una o varias variables, ni mucho menos la
inferencia causal al modo de la ciencia, sino la realizacion de predicciones, entre otros aspec-
tos, en apoyo de la toma de decisiones, en muchos casos costosas y/o irreversibles; en fu-
cion de ello, la economia financiera fue pronto dvido reclamo de tales instrumentos.

Otros campos con mayor enjundia tedrica provocaron en algunos estadisticos el cambio
de enfoque del anélisis y estudio de modelos hacia el andlisis, y muy pronto la exploracion
de datos. Por ejemplo, en el campo de la bioestadistica: en el estudio estadistico clasico las
tablas de las que se partia tenian unos listados ingentes de muestras en referencia a una po-
cas variables: las especiales condiciones de las ciencias biol6gico-sanitarias — incluyendo
medicina, farmacologia, genética, etc.— provocaban la situacién contraria: un nimero limi-
tado de individuos y una cantidad ingente de variables consideradas por cada individuo. En
esta clase de andlisis se desarrollaron técnicas matemadticas de anadlisis cierto, pero que no
hubieran podido resultar ttiles sin la participacion de la otra caracteristica fundamental de
esta fase histérica conducente al estado actual de cosas, y que es: la apariciéon y expansion
de la informaética y sus consecuencias para la computacion y el tratamiento de datos. No
obstante, la temdtica de andlisis multivariante queda tan lejos de los contenidos de ense-
fianza secundaria que no la trataremos aqui. Aunque la emergencia de las nuevas tecnolo-
gias informdticas, y mds tarde las nuevas técnicas de telecomunicaciones, vienen al caso al
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respecto del estudio del campo de la exploracion de datos, que repasaremos a continua-
cion[45]:

Este libro es sobre andlisis exploratorio de datos, sobre mirar los datos para ver qué es lo que quieren
decir. Se concentra sobre todo en aritmética sencilla y grificos ficiles de dibujar. Considera cual-
quier apariencia que hallamos reconocido como descripciones parciales, y trata de mirar debajo en
busca de nueva inspiracion. Le concierne la apriencia, no la confirmacion.[trad. propia]

He aqui el casi primer parrafo del prefacio de la obra fundacional de Tukey, Exploratory
Data Analysis (1977), y que, como si dijéramos, invent6 todos los instrumentos gréficos mo-
dernos de estadistica descriptiva orientada al anélisis, més que a la representacién de los
datos: los diagramas de tallos y hojas, de caja y bigotes, la utilizaciéon preeminente de los es-
tadisticos robustos como la mediana los cuartiles y los percentiles (la descripcién mediante
5 valores de la distribucién de los datos). El tono de intencién didéactica es mds que evidente.
Un poco mas adelante se puede leer:

El andlisis exploratorio de datos es un trabajo de detectives; trabajo de detective numérico; o trabajo
de detective cuantitativo; o trabajo de detective grdifico.

Un detective investigando un crimen necesita herramientas y conocimiento. Si no tiene polvo de de-
teccion de huellas dactilares, no podrd encontrar esas huellas. Si no conoce dénde es mds probable
que el criminal haya puesto los dedos, no sabrd buscar en los lugares adecuados. Es el propdsito de
este libro proveer algo de ambos.

Estos parrafos de tintes tan naif indicarian, en primer lugar, una intencion clara de introdu-
cir sus contenidos en capas mds amplias del ptiblico que el estadistico profesional o el scho-
lar (universitario), hasta entonces el destinatario de esta clase de obras. Y, en segundo lugar
una intencién preeminentemente practica: los datos dicen cosas, maés all4, o, mejor dicho,
dicen cosas antes de su transformacion en objetos matematicos. En un tono igualmente
desenfadado, Persi Diaconis [15] escribe:

El andlisis exploratorio de datos buscan revelar la estructura, o hallar descripciones sencillas, en los
datos. Cualquier biisqueda de estructura es un ritual azaroso que puede aproximarse al pensa-
miento mdgico, a menos que permitamos la posibilidad de que la estructura revelada pueda haber
surgido por azar. Incluso asi, la investigacion exploratoria, cuando estd controlada adecuada-
mente y equilibrada con propiedad por mds métodos de estadistica cldsica, ha sido un im-
portante contribuyente al progreso cientifico. [...]

La estadistica matemitica cldsica [...] busca interpretar los patrones como fluctuaciones aleatorias.
En su formulacién mds rigida, decidimos sobre los modelos e hipdtesis antes de ver los datos.
Después calculamos estimaciones y llevamos a cabo nuestros tests sobre nuestros presupuestos. La
estadistica cldsica nos ofrece un antidoto para algunos de los problemas del pensamiento miagico. No
obstante, como descripcion de lo que un cientifico real hace cuando se enfrenta a una real, rica base
de datos, parece tan lejana al sunto como un ritual primitivo.]...]

En cierto sentido la estadistica cldsica facilita el pensamiento mdgico: algunas veces la “persona con
los datos” mira al “estadistico” como alquien que le ofrecerd todas las respuestas y despejard todas
las incertidumbres, exactamente como el primitivo hombre de la tribu mira al chamdn local como a
quien practica los rituales adecuados y hace que se retire la enfermedad. Tukey (1969) discute el uso
de la estadistica cldsica como una suerte de ritual de santificacion.
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Se echa de ver en el anterior texto, si se coteja con la evolucién de los curriculos y de los tex-
tos de secundaria, la influencia que opiniones como éstas han tenido sobre la confeccién de
los curriculos de ensenanzas medias, no solo en la presencia esencial de la estadistica des-
criptiva, sino en lo referente al orden de presentacion de los contenidos; asi, en primer lugar
se realiza la ensefianza de la estadistica descriptiva, previamente a la teoria de la probabili-
dad y la estadistica matematica e inferencial.

Otro aspecto importante a destacar es su caracterizacion, un tanto beligerante, de los
métodos estadisticos clasicos, entendidos en su version mdas formal, como un proceso opa-
co, en cierta forma ajeno a la practica real de la experimentacién: una suerte de caja negra
donde se introducen los datos y se recogen los resultados, pero en el cual el mecanismo
conceptual - la maquinaria en el interior de la caja— es desconocido, y casi mistico, para el
no especialista. Sea o no exagerada, veremos como estas posturas han determinado, no solo
el papel social y cientifico del estadistico en la actualidad, sino las reflexiones sobre la ense-
fianza de la disciplina, con un nuevo enfoque no exclusivamente matematico.

;Se huabrian impuesto la utilizacion de estos criterios, el planteamiento y las herramien-
tas descriptivas sin el positivo apoyo de los ordenadores, que pueden realizar operaciones
con ingentes cantidades de datos en meros instantes, ademds de ofrecer la posibilidad de
construir representaciones gréficas basadas en cualquier grupo de premisas de investiga-
cién con la sola variaciéon de unos pocos pardmetros de algin software especializado? Una
pregunta tan extensa solo puede ser retérica. En realidad sucedié una retroalimentacion
mutua: fueron las primeras computadoras las que posibilitaron los primeros andlisis explo-
ratorios, y aquellos impusieron la introduccion de las nuevas tecnologias en la labor del es-
tadistico, y en la ensefianza de la estadistica.

Finalmente todas estas influencias — la formacion de una figura profesional del estadisti-
co como profesional liberal de una disciplina independiente, las necesidades practicas de la
industria, las finanzas y los estados de analisis de bases de datos cada vez mads abultadas, la
aparicion de las nuevas tecnologias, la generalizacion de los métodos gréficos y la utiliza -
cion de estadisticos robustos— desembocaron en las nuevas perspectivas de educacion es-
tadistica; a este respecto, es central la figura de David S. Moore, cuyos articulos (uno de
ellos, en colaboracién con Cobb)[10] [36] son rotundos al respecto, y no solo eso; también
centrales: incluso los marcos tedricos PISA 2012 incluyen, en apoyo a su inclusion la voz “da-
tos”, junto a la “incertidumbre”, (que catalogan uno de los cuatro grupos temadticos de pro-
blemas demostrativos de la adquisicion de competencias bésicas en educacion obligatoria)
los anteriores articulos, donde se pueden leer declaraciones como las siguientes [10]:

¢Como difiere el pensamiento estadistico del pensamiento matemdtico? ;Cudl es el papel de las mate-
mdticas en la estadistica?Si se purga a la estadistica de su contenido matemdtico, ;Qué sustancia
intelectual queda?]...]

[...] el foco diltimo del pensamiento matemadtico son los patrones abstractos: El contexto es parte de
los detalles irrelevantes que deben ser hervidos, separados mediante destilacion en el fuego de la abs-
traccion en orden a revelar el previamente escondido cristal de pura estructura. En Matemdticas,
el contexto oscurece la estructura. Como en matemiticas, el andlisis de datos también busca pa-
trones, pero en tiltmo extremo, en andlisis de datos, si los patrones tienen significado y si tienen va-
lor, depende de como estén entrelazados con los hilos complementarios de la historia, el relato al
que pertenecen a los datos. En andlisis de datos, el contexto provee de significado.[trad. pro-

pia]
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Esta postura militante acerca del papel de las matematicas para el estadistico resulta, en
parte, reflejo de la separacion definitiva entre teoria de la probabilidad y estadistica, habien-
do protagonizado la primera una expansién sin precedentes desde Kolmogorov y gracias a
la fisica cudntica, y otras ramas de las matemadticas como la teoria de juegos, teoria de la
computacion y de la comunicacidn, etc. cuya aparicién y fomento fueron propiciadas, asi-
mismo, por el avance de la informatica, las nuevas técnicas de predicciéon en economia y es-
tudio de mercados, etc. Otros autores afines también constatan esta separacion en perspec-
tivas, obejetivos y metodologia; por ejemplo, leemos en [20], p. 110 y ss.:

Los métodos que el estadistico usa son matemdticos y abstractos. Pero no proceden de una sola idea,
sino de una red de ideas interconectadas. La mayoria, pero no todos, usa el concepto de probabilidad.
Muchos, pero no la mayoria, usan el concepto de modelo estadisitico. Sin embargo, estos dos concep-
tos, probabilidad y modelo, son centrales en la red de conocimientos del estadistico, desde
el mismo momento en que los métodos que no los usan, como el andlisis exploratorio de datos y los
test estadisticos no paramétricos, a menudo son definidos precisamente por el hecho de que no los
usan.[...]

El concepto de modelo estadistico fue introducido por Fisher, pero no lo definié formalmente; no es-
taba interesado en la matemdtica abstracta, sino que usé un acercamiento conceptual mds bien in-
tuitivo.[...] Fue Harald Cramér quien, entre 1930 y 1950, meditando sobre la ciencia estadistica tal
y como se concebia enlos paises anglosajones —basada en la tradicion mds empirica y experimental—
y el rigor matemidtico de la teoria de la probabilidad propia de la Europa Continental. Intenté unifi-
car estas dos tradiciones en su libro de 1946 Métodos Matemdticos de Estadistica [12]. Esta
unificacion nunca fue completa, y uno todavia encuentra la teoria de la probabilidad trabajando
en los departamntos de matemdticas, mientras que los estadisticos, que aplican sus resultados en in-
ferencia, tiene sus propias unidades. Caracteristico de ello es la escision, en 1973, de la publicacién
Annals in Mathematical Statistics (Anales de Estadistica Matematica) en Annals of Statisti-
¢s (Anales de Estadistica) y Annals of Probability Theory (Anales de la Teoria de la Proba-
bilidad) [trad. propia]

Sin duda los autores reflejan una situaciéon mds bien perteneciente al mundo anglosajon,
donde el estadistico tiene un campo de actividad mas abierto (debido a la potencia y necesi-
dades de la gran industria alli localizada), no estrictamente coincidente con el académico,
como ha sido el caso del continente europeo hasta hace relativamente poco. No obstante el
hecho tiene gran influencia en la estadistica en general, dada la hegemonia desde el punto
de vista de la investigacion y la publicacién cientifica de los Estados Unidos, y en su did4cti-
ca en particular, incluyendo los estudios de organizaciones internacionales como la OCDE,
responsable de las pruebas PISA, o incluso las directivas europeas sobre los curriculos de
ensefianza obligatoria, que afectan a las leyes de educacién del entorno europeo (como la
LOMCE). Moore también da cuenta de esta especie de “cisma” entre probabilidad y estadis-
tica en [10], p. 803:

[...]Jpero aunque la estadistica no puede prosperar sin matemdticas, la reciproca no es cierta. Que la
estadisitca no es una parte necesaria de la formacion de un matemdtico estd impicito en la declara-
cién por parte del eminente probabilista David Aldous en la que dice que él “estd interesado en las
aplicaciones de la probabilidad a todos los campos excepto la estadistica”[trad. propia]

El reflejo de esta situacion en la didactica estadistica es claro, si se observa el creciente papel
en los curriculos de las leyes sucesivas, donde la estadisitica descriptiva e inferencial gana
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cada vez mds contenido, mientras que la teoria de la probabilidad se va aligerando, por
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ejemplo, en la parte de combinatoria (bastante dificultosa para el alumno de secundaria).

En particular, lo que Moore y la escuela de la nueva didéctica en estadistica, asumida de he-
cho por los més recientes planes de estudio para ensefianza secundaria, internacionales y
espafioles [3], y de derecho por los responsables de los marcos teéricos de la prueba PISA
[38] — como se desprende de su lectura sobre nuestro asunto particular— se deduce de las

siguientes directrices expuestas en [36], u otras de caracter anélogo:

Mas datos y conceptos: Los primeros cursos deberian ofrecer experiencia trabajando con plantea-
mientos de problemas reales. Deberian concentrarse en aquellas cosas que no pueden (al menos toda-
via [1997]) automatizarse, tales como interpretacion de grificos, estrategias efectivas de exploracion
de datos, diagnésticos bdsicos como preliminares de la inferencia, y el significado conceptual del “p-
valor”, “confianza”, y “significancia estadistica”. [...] acometer un razonamiento de inferencia es
mds importante que cudntos procedimientos individuales toquemos|...]

Enfatizar los conceptos estadisticos: “La estadistica tiene su propia substancia, sus pro-
pios conceptos distintivos y modos de razonar. Estos deberian ser el corazén de la ense-
flanza de estadistica a principiantes a todos los niveles de sofisticacién matematica”. [...]
A un estudiante que sale de su primer curso de estadistica sin apreciar la diferencia entre observa-
cién y experimentacion, y la importancia de los experimentos aleatorios comparativos, por ejemplo,
se le ha engafiado.

Automatizar el cilculo y la representacién grafica: Quizi después de un ejemplo corto hecho a
mano por motivos pedagogicos, las medias y las desviaciones estdandar son botones en una calculado-
ra y los diagramas de puntos con lineas de regresién son items en el menii de un software. La auto-
matizacion del cdlculo es un asunto controvertido entre los matemdticos; pero es mucho menos con-
trovertido entrelos estadisticos, puesto que refleja la prictica real de nustra disciplina.[trad. propia]

Todo lo cual nos conduce, finalmente, a la justificacién del presente trabajo.
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Conclusiones y Justificacion del trabajo

En paginas precedentes adelantamos las que habrian de ser las conclusiones en las que
nos hemos apoyado para acometer la redaccion de este trabajo, de un modo quiza no
muy coherente desde el punto de vista légico formal, — ya que primero habria que haber
fundamentado bien esas bases— pero con la intencién de dotar nuestro discurso de un
marco previo Util sobre el cual ubicar los diferentes enunciados expuestos. Volvemos a expo-
nerlas a continuacion, para después pasar a demostrar cdmo se siguen de los puntos consi-
derados en los apartados previos de esta introduccion:

12)Las areas del curriculo de matematicas de ensefianza secundaria correspondientes a
probabilidad y estadistica pueden desplazar su centro de gravedad desde sus aspectos
mads tedricos, y sus aplicaciones algoritmicas més bdsicas, hacia las técnicas de repre -
sentacion, andlisis y valoracion de datos o de las organizaciones y representaciones de
los mismos, en orden a formar juicios, tomar decisiones y ejecutar acciones de interés
efectivo para el educando, sobre todo en la fase obligatoria (ESO) de aquellas ense-
fianzas. No tanto la resoluciéon de problemas numéricos o simbélicos como la aten-
cion, la capacidad de formular hipétesis, emitir juicios y, en su caso, definir estrategias
de accion conforman valores civicos en la educacion del alumno y posterior desarro-
llo personal como adulto.

22)Es el contexto el que da significado a los datos, y no s6lo eso: también el que despierta
el interés y el aprecio por la practica de su andlisis. Este contexto puede ser mds o me-
nos cercano a la cotidianeidad del alumno: sus fuentes ser pueden directas, o proce-
dentes de los medios de masas con los que tiene fuerte contacto, pero también pue-
den escogerse de temadticas de interés social, econémico, cientifico y/o histérico. En
todo caso los datos deben detentar alguna clase de relevancia en un acaecimiento fac-
tual, y no sélo ocupar un lugar inserto en un sistema abstracto, l6gico-simbélico o
matematico.

Respecto del punto 1°): un propdsito explicito en los planes de estudio de ensefianza secun -
darioas obligatoria (ESO), y la misma existencia y forma de aplicacion de las pruebas PISA,
cuyo reconocimiento e influencia internacionales son indiscutibles, consiste en el fomento
de las competencias. Abundantemente descritas e interdependientes, resulta un poco més
dificil buscar el propdsito implicito en las que se basa su definicion, que tratan de responder
a los siguientes interrogantes: ;Cudl debe ser el nivel de formacién matemdtica minimo que
debe poseer un ciudadano, sea cual sea la orientacion que elija para su carrera profesional y
su desarrollo personal? ;Cudl debe ser el enfoque de esta formacién minima, esto es, qué
posibilidades de efectiva realizacién en la cotidianeidad, en la practica de labores no neces-
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ariamente cientificas, en la toma de decisiones vitales, brinda la formacién matemética con-
siderada?

No en vano las pruebas PISA se realizan a la edad estimada en la que los paises desarro-
llados suelen dar por concluida la fase de escolarizacién obligatoria: de nuevo, implicita -
mente este hecho nos dice que la preocupacién principal de los responsables de tal informe
es el total de la ciudadania, no solo aquella que orientard su desarrollo intelectual y su labor
profesional hacia las ciencias intrinsecamente matemadticas o para las cuales las matemaéti-
cas son una parte decisiva y fundamental. En los planes de estudio se refleja esta distincion
claramente al dividirse la misma introduccién, antecedentes y definiciones bésicas en dos
partes diferentes, una correspondiente a la ensfianza obligatoria y otra al bachillerato. El su-
puesto subyacente principal, es, por supuesto que para la ESO deben definirse las caracte-
risticas que para una gran proporcion de la poblacién seran el tiltimo contacto con la educa-
cion matemadtica (al menos, formal); mientras que el bachillerato definird unos contenidos
cuyo propdsito serd preparar al alumno para estudios superiores.

La ensefianza en ESO debe tener, por tanto, un caracter autocontenido en respuesta a
unos objetivos minimos predefinidos. En cambio, la ensefianza de Bachillerato deberia tener
un cricter propedéutico, es decir, preparatorio para distinos grados de desarrollo previsibles:
por lo cual deberia ser més versétil y abierto, pero también més concentrado en las materias
desde el punto de vista formal, puesto que el alumno se resentird de la falta de formalidad
no bien acuda a un centro de ensefianza superior. Que estas distinciones sean efectivamen -
te logradas constituye en buena medida, el éxito o el fracaso de los planes de estudio respec-
tivos.

En respuesta a estos requerimientos, el trabajo presente se enfoca en mayor grado a la
perspectiva antes descrita sobre educacion obligatoria, con la intencién de formar compe-
tencias que sean al mismo tiempo bésicas, transversales y ttiles para el ciudadano no espe-
cialista en matematicas o en estadistica: en este sentido, no solo se ha acudido preferente-
mente a fuentes en estrecho contacto con el comun de la ciudadania (y, a veces, del mismo
profesional estadistico), sino también en busca de asuntos que tengan verdadera relevancia
para la vida del ciudadano: la incertidumbre es omnipresente, y los medios de abordarla que
posee la ciudadania son escasos y en buena parte, conducentes a error, como hemos tratado
de ilustral en el capitulo previo acerca de dificultades cognitivas. Grupos de interés politico
y econdmico conocen estas deficiencias y tratan sistemdticamente de aprovecharlas; espe-
ramos, con los ejercicios propuestos, que este punto sea puesto de relieve en las aulas de en-
seflanza obligatoria y, al mismo tiempo, brindar herramientas tanto de caracter matematico
como de andlisis exploratorio de los datos — en lo posible, uniendo los dos enfoques— para
la evaluacién de situaciones y la formacion de juicios sobre la informacion (los datos), asi
como la toma de decisiones subsiguiente, mas que para la realizacién de cédlculo simbélico o
numeérico o la resolucién de problemas derivados de definiciones exclusivamente matema-
ticas.

Respecto del punto 2°): Hemos comprobado ya que los avances modernos de la teoria de
la probabilidad rebasan, con mucho, el nivel de la ensefianza secundaria. Luego, el peso co-
rrepondiente a los resultados que contribuyen a la construccién de la estadistica mateméti -
ca debe ser mayor, indiscutiblemente en ESO, de manera un tanto menos preponderante en
bachillerato.. Es por ello que la temdtica escogida y el enfoque de los temas de probabilidad
deben, sin por ello quedar desnaturalizados, orientarse a la disciplina de la estadistica (ma-
temadtica). Pero otro tanto cabe decir de esta ultima disciplina: la ensefianza de sus objetos y
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relaciones no puede ser el centro de la ensefianza de la estadistica en su nivel méas bdsico:
son los datos, y el contexto de estos datos, lo que debe constituir el centro de la ensefianza
estadisitica en ESO; en Bachillerato, dado su caréter preparatorio y en base a que se supone
que la educacién obligatoria ha configurado el esquema inicial de la disciplina, y en aten-
cion a los alumnos cuya formacién posterior transcurra por el camino cientifico-técnico?,
pueden ofrecerse contenidos més formales. Pero solo en el supueesto de que estos son pos-
teriores a la introduccién de contenidos de andlisis y descripcidon de datos cuyo valor depen-
de del interés del contexto real del que proceden.

Debido a ello se han tomado, en las actividades constituyentes del presente trabajo, el
punto de vista preferentemente contextual resefiado por Moore: mds alld de que los ejem-
plos para las actividades estén tomados de los medios de comunicacion, de informes cienti-
ficos o técnicos, o de la misma historia de la matematica, el hilo conductor que los une es
que responden a un relato que da carécter, significacion y relevancia a los datos presenta-
dos y a los problemas propuestos. Es decir: no se han fabricado los datos para ilustrar tal o
cual objeto o procedimiento de cardcter probabilistico o estadistico, sino que se ha acudido
en busca de datos, de forma que se consigan los siguientes objetivos: que porporcionen una
materia interesante de reflexién, no solo matematica, al alumno; que sean relevantes, es de-
cir, que respondan a problemas reales — y a veces serios— a los que la sociedad en su con-
junto, y junto ella el alumno y posterior adulto, deben saber enfrentarse.

1 En este sentido, resulta chocante comprobar que en los nuevos curriculos de LOMCE se incluye la axiomética de
Kolmogorov en el bachillerato correspondiente de Ciencias Sociales. Por este y otros detalles que muestran cierta
incoherencia en la eleccion de los contenidos, prefrimos seguir un punto de vista independiente de los mismos, y
mds atento a los principios y objetivos en los que dice pretender inspirarse, asi como en la filosofia general expresa
en los marcos tedrico del la prueba PISA, que el mismo ministerio de educacién publica; sobreentendemos que sus
principios generales son, por tanto, asumidos como propios por la administracién publica espafiola.
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TOPICOS Y ACTIVIDADES

Nota Preliminar

La serie de actividades que se proponen a continuacién no responden a una or-
denancion sistematica, exhaustiva, de los contenidos del curriculo de ensefianza
secundaria. En primer lugar, porque la organizaciéon del mismo es amplimante
redundante, por motivos did4cticos; en segundo, porque resulta a veces incohe-
rente con los principos que dice observar; y en tercer lugar, porque en depen-
dencia de los planes de estudio en sus realizaciones concretas — como su histo-
ria refleja desde 1990- , resultan extremadamente voldtiles, no asi sus princi-
pios, en los que hemos preferido fijarnos en términos muy generales. Otra de las
razones bésicas de su configuracion es la heterogeneidad de las fuentes de las
que se alimenta; si hubiéramos dado preferencia a criterios de ordenacion y sis-
tematicidad, habriamos debido desechar capitulos interesantes (a nuestro modo
de ver) e incluir en cambio otros de cardcter mas rutinario o prosaico. Una orde-
nancién consecuente habria puesto de relieve en mayor grado los “huecos” en el
tratamiento de contenidos, asi que, antes de tomar la decisién de un Mendelei-
ev, que construy6 su tabla periédica de los elementos quimicos teniendo en
cuenta los “huecos” correspondientes a elementos atin no descubiertos en la
época de su confeccion- tal era su confianza en su teoria— hemos preferido se-
guir un hilo conductor més cercano al del ensayo, mas, si se nos permite decirlo,
literario, en el que concepciones mas o menos subjetivas de la disposicion de los
elementos ayuda a su construccién del conjunto como un todo, en cierta mane-
ra, narrativo.

Y si se diera el caso de que mis explicaciones no resultaran convincentes, pode-
mos adin aducir un dltimo argumento: el trabajo presente tiene por tema los fe-
némenos aleatorios, el azar. ;De qué manera mejor organizar su contenido que
siguiendo un criterio igualmente azaroso?
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Problemas de muestreo

Un rasgo importante de la educacion matematica, o, mejor dicho, de la educacion en gene-
ral, consiste en fomentar el espiritu critico. Sobre este particular, la ensenanza de la esta-
distica puede desempenar un papel fundamental, dada su omnipresencia en medios de comu-
nicacion, asi como su uso abusivo o tendencioso, como ya sefialamos. Ahora bien, la estadistica
consiste en el andlisis de los datos; sucede que hay aspectos de los datos que no son estrictamen-
te matemdticos. ;Debemos renunciar a elaborar metodologias de ensefianza que contemplen
estos aspectos? Segun el curriculum de ESO y de Bachillerato (CC. SS.) [4], entre los criterios de
evaluacion, se encuentra, en formulaciones muy similares por curso, lo siguiente:

1. Utilizar el vocabulario adecuado para la descripcion de situaciones relacionadas con el azar y la es-
tadistica, analizando e interpretando informaciones que aparecen en los medios de comunicacion.

El caso es que los medios rebosan de informaciones cuyo enunciado es cuantitativo y
que se pueden — y se deben— criticar desde un punto de vista cualitativo, dado que el su-
puestamente objetivo dato numérico central de la noticia se ha obtenido mediante un mé-
todo susceptible de incluir en sus resultados diversos tipos de factores de influencia.

El método de la estadistica inferencial consiste en inducir propiedades de un conjunto de
objetos (poblacidn) a partir de porciones mds pequefias (muestras) de tal conjunto. Para
que las propiedades de la muestra y de la poblacion sean comparables es preciso que la
muestra sea lo suficientemente grande?, pero, sobre todo, que sea verdaderamente represen-
tativa, lo cual necesita de algtn tipo de aleatoriedad en el mecanismo de seleccién; sélo asi
puede evitarse la presencia de sesgos. Veamos unos ejemplos:

Encuestas de participacion voluntaria

Uno de los errores de muestreo mas frecuentes e insidiosos: un periédico, un partido po-
litico, un colectivo defensor de tal o cual causa o tal o cual ley, etc. convoca una encuesta de
opinién, por medio de llamadas telefénicas, correo electrénico o convencional, o, dltima-
mente, convocando una encuesta en su pagina web, a la cual el encuestado accede volunta-
riamente. Nos remitiremos al siguiente comentario en [35] :

El problema principal de las encuestas de participacion voluntaria [Call-In Polls] es que los partici-
pantes estdn completamente autoseleccionados: sélo esas personas que ven u oyen ese programa de
radio o television, o leen ese periddico, puede estar incluidas. Por afiadidura, la gente que se toman
la molestia de participar son, frecuentemente, muy diferentes de los que no. Eso es porque los que

2 El margen de error no aumenta para un grado de confianza dado si la muestra se hace mayor que determinada
cantidad, por muy grande que sea la poblacién, siempre que esta sea de un tamario 100 veces superior a la muestra.
Vvid. [37]
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participan estdn normalmente mds interesados por el tema o tienen sentimientos mds fuertes sobre
éLl.]

Otro gran problema es que estas encuestas estin abiertas a la manipulacion de cualquier indivi-
duo o grupo que tengan intereses en el asunto. Sin limite en el niimero de llamadas, la gente puede
realizar miltiples participaciones, y ciertos grupos pueden organizar operacions mds sofisticadas
para inundar las lineas telefonicas con llamadas en apoyo de su punto de vista.]...]

Aungue los que tienen alguna formacion en la investigacion por sondeos saben que estas encues-
tas de acceso voluntario no deben tomarse en serio, muchos miembros del piiblico no hacen la distin -
cién entre estas pseudoencuestas y las de verdad. De hecho, las pseudoencuestas pueden ser vistas
incorrectamente como mds creibles que las encuestas reales porque a menudo ofrecen cifras de parti-
cipacion mucho mds grandes.[traduccién propial]

Deberia resultar obvio que de esta manera se introduce un factor de influencia que destruye
cualquier viso de aleatoriedad, y por tanto cualquier parecido de la muestra con la pobla-
cién. No obstante, su uso sigue estando bastante extendido, como se verd en las actividades.

ACTIVIDADES

1°) En la pagina web http://elpais.com/encuestas/ [consultado Mayo 2015] se muestran una
serie de encuestas propuestas a los lectores por el periodico El Pais. Abre una cualquiera de
ellas y adjunta una imagen del cuestionario y otra de los resultados.

E I PAI S PORTADA INTERNACIONAL

Debate del estado de la naciéon 2015

24 FEB 2013 CET

YOTACION RESULTADOS 28025 respuestas

¢ Quién crees que ha ganado el debate del estado de
la nacion?

Mariano Rajoy
Pedro Sanchez

Ns/Nc

YOTAR Yer resultados =

Encuestas: Debate del Estado de la Nacion.Votacion [recurso en linea] (24 Feb. 2015)
[cons. Mayo 2015]El Pais (edicién digital). Disponible en:
http:/ /elpais.com /encuestas /html/2015/02 /24 /1424799658.html
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EI 1 PAIS PORTADA INTERNACIONAL POL

Debate del estado de la nacion 2015

24 FEB 2013 CET

YOTACION RESULTADOS = 25023 respuestas

¢Quién crees que ha ganado el debate del estado de
la nacion?

Mariano Rajoy

B 2 2.36%

Pedro Sanchez
A O SO SO aE EF 9.24%

Ns/MC
B 8.395%

+ ‘otacidn

Encuestas: Debate del Estado de la Nacion.Resultados[recurso en linea][consultado 20
Mayo 2015)El Pais (edicién digital). Disponible en:
http://elpais.com/encuestas /html1/2015/02 /24 /1424799658.html

a) A primera vista, éTe parecen los resultados fiables?éPor que?

b) éCrees que las "28028 respuestas” son suficientes para constituir una muestra
representativa de la poblacion Espaniola? éEs este criterio suficiente para saber si un
muestreo es representativo?

¢) Investiga la metodologia de la encuesta: éPuede producir muestras verdaderamente
representativas? éPor qué?

a) Con esta pregunta se tratard de averiguar qué conceptos bésicos sobre muestreo
tiene el alumno (aunque probablemente también se recibird una respuesta partidis-
ta por su parte, dependiendo de la notica elegida)

b) Como este es uno de los argumentos que se sostienen para intentar dar validez a esta
clase de encuestas, resulta una buena ocasién para introducir una primer método de
estimacion paralelo o previo a la teoria, a saber, que, para un nivel de confianza del
95%?3 , la verdad sobre la poblacién (en este caso, cada proporcidn p de votos sobre el
total) estard dentro de un intervalo de valores cuyo "radio" serd, en proporcion res-

pecto del valor del parametro, r=1/vn (vid.[37], pp.42-48) , siendo n el tamario de
la muestra, es decir:

3 laférmula r=1/n es una simplificacién del llamado margen de error para una proporcién, y que suele expresar-

se como iﬂfw ‘Z,, ,donde z,, =1.96 para 1-2=0,95 (95% de nivel de confianza) y p=1 /2 > p(l-p) es maximo.
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[1 Que si repitiésemos 100 veces esta misma encuesta con este mismo método de
muestreo, entonces, 95 de cada 100 veces, —

= los valores de los porcentajes reales p de la poblacién (pardmetros), estarian
dentro de un intervalo de "centro" el valor de los porcentajes estimados (estadis-
ticos), en nuestro caso, Prajoy = 22,38%psanchez =69,24% y de "radio" un valor igual a
r=1/+/n, siendo n=28028 de donde r~0,6 % —

= los valores reales de las proporciones buscadas tienen una probabilidad del 95%
de estar tan cerca como un 0,6% por arriba y por abajo (+0,6%) del valor estimado.

Una exposicién como la anterior deberia llevar al alumno a pensar que la encuesta es
fiable, después de todo, pero resulta que es jTodo lo contrario! Nada infunde mas res-
petabilidad a un discurso (mediatico, politico, y, en ocasiones, también pretendida-
mente cientifico) que el ropaje de las matematicas: cifras, porcentajes, indices, preci-
sion hasta el cuarto decimal... el truco es tremendamente efectivo — no hay més que
atender un poco a la prensa, escrita, radiada, televisiva, o en red)- , y por eso debe-
mos sacar al alumno del error, en primer lugar, inculcando que la forma matematica
no siempre encierra contenido matematico.

;Es el tamafio de la muestra, por tanto, adecuado para medir lo que se propone? Lo
es, ciertamente, pero ;Es este un criterio suficiente? En absoluto. El tamafio de la
muestra influye en la anchura del intervalo alrededor del estadistico, no en la calidad
del estadistico mismo; si éste padece de un sesgo, el hecho dependera del método de
muestreo, es decir, dependera de si este método es capaz de producir muestras ver-
daderamente representativas+.

c) La encuesta tiene un sesgo sistemdtico, debido a las razones expuestas mads arriba [35].

2°) Fijate en la nota al pie de los resultados de la noticia que hayas escogido y adjunta la
imagen: analiza el texto (por lo demads, bastante vago) éPodrias explicar en mayor deta -
lle lo que quiere decir?

Esta encuesta no es cientifica, responde kan sdlo a las respuestas de los lectores que
desean exponer sU opinian,

Para reforzar ideas, convendria incidir en que la clave del parrafo son las palabras “lec-
tores” y “desean”; esto es, que la muestra estd autoseleccionada por lo menos de dos
maneras:
- Primera, porque la muestra estd escogida entre los lectores del peri6dico en cues-
tién; luego no es una muestra aleatoria de la poblacién que nos interesa (y que se su-
pone que son todos los espafioles en edad electoral).
- Segunda, que de entre la primera seleccion, s6lo aquellos que han deseado respon
der lo han hecho: es decir, es otra seleccion no aleatoria dentro de la primera.

4 El estudio de técnicas de muestreo alternativas al aleatorio simple (vid. infra) no pertenece al curriculo de ensefianza
secundaria.
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Encuestas basadas en muestreos de conveniencia

En el anterior caso explordbamos las caracteristicas no aleatorias de las muestras conse -
guidas mediante acceso o participacion voluntarios; pero no son éstos, ni mucho menos, los
tnicos ejemplos de seleccion sesgada. Si las anteriores constitutian el ejemplo maés claro de
autoseleccién, en lo que sigue veremos que, a menudo, la muestra esté seleccionada de prin-
cipio por el encuestador.

Tomar muestras aleatorias simples para estudios basados en encuestas es caro, dificil o
decididamente impracticable: por ello, se utilizan determinados métodos de muestreo mas
sofisticados [40]: por otra parte hay métodos, como el de estratificacion, que consiguen
muestras mds representativas que la simplemente aleatoria. No obstante, ya sea por como-
didad, por economia, por negligencia o, sencillamente, por ocultar los intereses de la parte
que finacia o publica determinados resultados, a menudo esta selecciéon no obedece a un
criterio probabilisticamente vélido (en el cual, cualquier miembro de la poblacién tiene las
mismas probabilidades de pertenecer a la muestra), sino, como se suele denominar, a la
conveniencia — palabra que, pese a ser técnica, encierra una divertida ambigiiedad— , que
suele interpretarse cortésmente como la facilidad de acceso del investigador a los datos. Por
ejemplo, el caso del encuestador que se aposenta en un mercado al aire libre o en una esta-
cion de tren para realizar su cuestionario electoral, ;Puede esperar que su muestra sea re-
presentativa del total de la poblacidon con derecho a voto? Evidentemente no, ya que la clase
de personas que con mas frecuencia acuden a mercados al aire libre o a estaciones de tren
son una muestra seleccionada, sesgada hacia cierto tipo socioeconémico, de género, de
edad...Igualmente la encuesta a domicilio no concertada de antemano, o con revisita por au-
sencial40][41], sino la que se conforma a partir de las respuestas obtenidas puerta a puerta:
efectivamente, dependiendo del tramo horario en que se realice la encuesta, se estara privi-
legiando a cierto grupo social u a otro: si la encuesta se realiza, digamos, a media manana,
se obtendrd una mayor proporciéon de personas paradas, jubiladas, amas de casa, etc. pero
veamos algun ejemplo que demuestra que el pensamiento estadistico — o el andlisis critico
de datos en general, si se prefiere- debe saber trascender las tablas llenas de variables y de
frecuencias, y empezar siempre por preguntarse acerca de la procedencia de esos datos.

El Barémetros del Centro de Investigaciones Socioldgicas (CIS)¢ es uno de los recursos
mas expuestos a la luz de la prensa, consistente en un estudio estadistico de periodicidad
mensual (excepto Agosto) basado en encuestas cuyo propdsito es la medicién del “estado de
la opinion ptiblica del momento’, con lo cual cabe razonar que uno de sus pocos resultados
cuantitativos que responden a categorias no especulativas — y la razén principal del interés
de los medios por él- es la intencién de voto. Suele dispensérsele un trato mejor que a la
mayor parte de los sondeos y una respetabilidad mayor que a la del resto de sondeos, quiza
por el hecho de que, al ser un organismo auténomo pero de cardcter administrativo?, se su-
pone que cuenta con mas medios y mejores datos a su disposicion.

No obstante lo cual, o quizd debido a ello, — las voces criticas suelen aparecer con mas

5 http://www.cis.es/cis/opencm /ES/11 barometros/index.jsp [consultado Mayo 2015]

6 http://www.cis.es/cis/opencms/ES/index.html [consultado Mayo 2015]
7 Cuyo func1onam1ento estd regulado por ley: Real Decreto 1526/ 1990, de 8 de noviembre [consultado Mayo 2015]



http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/Legislacion/RD_1526-1990.pdf
http://www.cis.es/cis/opencms/ES/index.html
http://www.cis.es/cis/opencm/ES/11_barometros/index.jsp
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frecuencia en las entidades serias— podemos leer el siguiente extracto®:

Siguiendo a H. Lawrence Ross (1963), se entiende por inaccesibilidad la imposibilidad de contac-
tar con un posible entrevistado porque el portero fisico de un inmueble impide la entrada al edificio
de viviendas. También puede ocurrir que una persona que contesta a la llamada del entrevistador no
desea recibir explicaciones sobre el motivo de su visita; y también, y muy importante, porque la au-
sencia del domicilio por motivos laborales, de ocio, etc., es un problema cada vez mds habitual. Todo
ello favorece el aumento de la tasa de no respuesta y, con ello, la probabilidad de introdu -
cir sesgos que desvirtiien la calidad de los datos obtenidos. [...]

El problema principal de este porcentaje de ausencias es que se estd dando mayor probabilidad de
ser elegidas a aquellas personas que estin en casa cuando el entrevistador realiza su trabajo, como
pensionistas, jubilados, amas de casa, estudiantes, etc. Sanchez Carrion (2000) sostiene que «el uso
de las sustituciones debe hacerse de manera controlada, teniendo en cuenta que la teoria del mues-
treo no las justifica, maxime si para cada entrevista hay que hacer seis o mds contactos (sustitucio-
nes)». Las tres cuartas partes de las entrevistas se hacen entre las 12 y las 20 horas, y 2 de cada 10
durante el fin de semana. Estos son los dias y las horas en los que aumenta la probabilidad de encon -
trar en el hogar a todos los colectivos que deben estar representados en la muestra. En algunos casos
hay ciertas cuotas para las que es necesario emplear tres horas hasta completar el sexo y la edad bus-
cada.

Diaz de Rada (2000) sefiala que la mejor estrategia para solucionar el problema de las ausencias
prolongadas del hogar es incrementar el niimero de visitas. Pero ;qué ocurre cuando la duracién del
trabajo de campo es de seis dias y en ese espacio de tiempo no es posible volver a visitar el hogar?
El muestreo por cuotas no contempla la revisita para solucionar el problema de las
ausencias y, finalizado el trabajo de campo, el niimero de entrevistas conseguidas y disefiadas
es prdcticamente el mismo. Se completa la muestra a costa de «barrer» pricticamente en su
totalidad las secciones electorales. ;Estamos sobrerrepresentando a aquellas personas que es-
tdn siempre en casa, como sostienen Sdinchez Carrion (2000), Jesiis Alderete (1996) y
otros autores?

ACTIVIDADES

1°) Visita la pagina http://www.cis.es/cis/opencm/ES/11_barometros/indexjsp y abre el enla-
ce correspondiente (inf) a “metodologia” http:/www.cis.es/cis/export/sites/default/-

Archivos/Notasdelnvestigacion/NI004 MetodologiaBarometros Informe.pdf [consultado
Mayo 2015] Relacionado con tus conocimientos actuales en estadistica®,

a) éHay algun parrafo que te resulte familiar? Adjunta una imagen.

b) éPuedes explicar por qué? Es decir, éQué conceptos que conozcas aparecen en ese pa-
rrafo?

¢) Sabrias comprobar, con tus conocimientos actuales, si los valores expresados para esos
conceptos son correctos?

8 A. Nuriez Villuendas, Incidencias de la entrevista personal en la investigacion mediante encuesta, Reis(CIS) [revista en
linea] (2005) [cons. Mayo 2015] 109/05 pp. 219-236. Disponible en: http://www.reis.cis.es/REIS/PDF/REIS 109
091168259907774.pdf

9 Vid. [37]



http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/NotasdeInvestigacion/NI004_MetodologiaBarometros_Informe.pdf
http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/NotasdeInvestigacion/NI004_MetodologiaBarometros_Informe.pdf
http://www.cis.es/cis/opencm/ES/11_barometros/index.jsp
http://www.reis.cis.es/REIS/PDF/REIS_109_091168259907774.pdf
http://www.reis.cis.es/REIS/PDF/REIS_109_091168259907774.pdf
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d) El texto en cuestion, éEs suficientemente explicito respecto de la metodologia utiliza-
da? éTe queda alguna duda de como se ha realizado efectivamente la encuesta tras su
lectura?

a) Suponiendo que el alumno ha realizado las actividades anteriores, es de suponer que
extractard el siguiente parrafo?©:

- El error de muestreo, bajo el supuesto de muestreo aleatorio simple, se sitda en +
1,9% para el conjunto de la muestra, para un nivel de confianza del 95,5% [dos sigmas)
y la situacidn mas desfavorable (P=Q).

b) En €l aparecen el margen de error o “error de muestreo”, y también se menciona el
grado o nivel de confianza: ademads, el valor de 95,5% es muy similar al manejado an-
teriormente.

c) Para comprobar lo pedido es necesario — como senalard algtin alumno avispado- un
dato que no aparece en el parrafo en cuestion, esto es, el tamano de la muestra, (que
no es dificil de encontrar en el documento) n=2500. Entonces, aplicandor=1/+/n ,te-
nemos quer= 1/ \2500 =0,02 =2%=1,9%para un nivel de confianza muy similar:
95% ~95,5%.

d) La mayor parte de los alumnos respoderia que si, que es incluso exhaustiva, fijAndose
sobre todo en este parrafo!!:

- Procedimiento de muestreo polietdpico, estratificado por conglomerados, con
seleccién de las unidades primarias de muestreo (municipios) y de las unidades
secundarias (secciones) de forma aleatoria proporcional, y de las unidades dltimas
(individuos) por rutas aleatorias y cuotas de sexo y edad. Los estratos se han formado
por el cruce de las 17 comunidades auténomas con el tamafio de habitat dividido en
siete categorias: menor o igual a 2.000 habitantes; de 2.001 a 10.000; de 10.001 a
50.000; de 50.001 a 100.000; de 100.001 a 400.000; de 400.001 a 1.000.000; y mas de
1.000.000 de habitantes.

Llegado este momento, es cuando el profesor debe sefialar la humilde frasecilla que re-
sume todo el trabajo de campo!2:

- Encuesta personal realizada en hogares.

Muy bien, pero...;Cudl es realmente el individuo objetivo (parte de la muestra), segtin el
texto, es decir, el disefio de la encuesta? ;Un individuo determinado al que se va a visi-
tar? ;El primero que abra la puerta? ;Se ha seleccionado un individuo en particular o un
domicilio? Y si se ha seleccionado un individuo, ;Se ha concertado una cita previa? ;Se
vuelve al dia siguiente si no se ha conseguido contactar con é1? Y si, finalmente, no se
consigue, se elige otro individuo objetivo? ;Y qué sucede si finalmente, el individuo se
presenta pero se niega a contestar a una o a todas las preguntas?

10 Centro de Investigaciones Socioldgicas, Nota de investigacion sobre la metodologia general de los barémetros mensuales
del centro de investigaciones socioldgicas.[recurso en linea] Disponible en [consultado Mayo 2015]: http://www.cis.es/
cis/export/sites /default/-Archivos /Notasdelnvestigacion/NI1004 MetodologiaBarometros Informe.pdf

11 vid. 9

12 vid. 9


http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/NotasdeInvestigacion/NI004_MetodologiaBarometros_Informe.pdf
http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/NotasdeInvestigacion/NI004_MetodologiaBarometros_Informe.pdf
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Todas estas dudas y més deben plantearse al alumno en orden a que reflexione por sus
propios medios, y a que, ante cualquier clase de discurso, no se deje apabullar en un
primer momento por la terminologia técnica y sepa conservar la suficiente distancia in -
telectual como para ser capaz de elaborar un andlisis critico, incluso en una situacién en
que no se poseen fodas las herramientas para examinar todos los elementos de un dis-
curso.

2) Visita la pagina http:/www.cis.es/cis/opencm/ES/11_barometros/indexjsp, abre uno

cualquiera de los barometros y localiza la ficha técnica.

a) Adjunta el texto correspondiente al epigrafe “Procedimiento de muestreo”

b) Comprueba, segun tus conocimientos, si el margen de error expresado es correcto.

¢) Visita la pagina correspondiente a la metodologia de la EPA (Encuesta de Poblacion
Activa) en http://www.ine.es/daco/daco48/notaepa.htm [cons. Mayo 2015] y abre el fichero
correspondiente a “descripcion de la encuesta”. Localiza los capitulos denominados
“Diseno de la muestra” y “Calidad de las estimaciones”éCudl es la diferencia prin-
cipal que, a primera vista, puedes establecer entre estos capitulos vy el epigrafe anterior-
mente adjuntado (“procedimiento de muestreo”) del barometro del CIS? Indicacion: no
es preciso leerlo entero, ni tan siquiera entender todos sus puntos: solo basta considerar
la extension de ambos textos.

d) Dentro de el capitulo “Calidad de las estimaciones” (EPA) localiza el epigrafe 9.2
“Errores ajenos al muestreo”. Aparte de la extension, éSe puede deducir del epigrafe
adjuntado en a) que se cumplen las condiciones del que ahora estamos estudiando?
éCual de los dos estudios te parece mads fiable y por queé? éA qué puede deberse, si existe,
la diferencia en definicion y fiabilidad de ambos estudios?

a) El texto que se pide es el siguiente!3:

Procedimiento de muestreo:

Polietapico, estratificado por conglomerados, con seleccion de las unidades primarias de muestreo
(municipios) y de las unidades secundarias (secciones) de forma aleatoria proporcional, y de las
unidades Glfimas (individuos) por rutas aleatorias y cuotas de sexo y edad.

Los estratos se han formado por el cruce de las 17 comunidades autonomas, con el tamafio de
habitat, dividido en 7 categorias: menor o igual a 2.000 habitantes; de 2.001 a 10.000; de 10.001 a
50.000; de 50.001 a 100.000; de 100.001 a 400.000; de 400.001 a 1.000.000, y mas de 1.000.000
de habitantes.

Los cuestionarios se han aplicado mediante entrevista personal en los domicilios.

Error muestral:

Para un nivel de confianza del 95,5% (dos sigmas), y P = Q, el error real es de +2,0% para el
conjunto de la muestra y en el supuesto de muestreo aleatorio simple.

b) Procedimiento anélogo al descrito en la actividad anterior 1.c)

13 Centro de Investigaciones Socioldgicas, Estudio CIS n® 3045.Barémetro de Noviembre[2014].Ficha Técnica [recurso en
linea] Disponible en [consultado Mayo 2015]: http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos

Marginales /3040 3059 /3045/FT3045.pdf



http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/Marginales/3040_3059/3045/FT3045.pdf
http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/Marginales/3040_3059/3045/FT3045.pdf
http://www.cis.es/cis/export/sites/default/-Archivos/Marginales/3040_3059/3045/FT3045.pdf
http://www.ine.es/daco/daco43/notaepa.htm
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TOPICOS Y ACTIVIDADES 45

¢) Aunque hacemos hincapié en la extension, en realidad lo que se deberia poner de
manifiesto ante el alumno es que lo que realmente importa es la definicion: en el
caso de la EPA es muy considerable, mientras que la definicién del barémetro del CIS
es minima; y lo que es peor, es fallida, da lugar a ambigiiedad, como se expresard en
el siguiente apartado. (adjuntamos extracto de la EPA para comodidad del lector!4)

8.1

Generalmente se calcula para ambos sexos y
para cada uno de ellos por separado. Los
intervalos de edad suelen ser quiquenales o
decenales.

- Tasa especifica potencial de actividad.

La tasa especifica potencial de actividad pa-
ra un intervalo de edad determinado es el
cociente entre la poblacién el potencial de
activos (activos + activos potenciales) de
esas edades y la poblacién correspondiente
al intervalo.

Disefio de la muestra

La Encuesta de Poblacion Activa es una in-
vestigacion estadistica de tipo continuo en-
marcada dentro del disefio de la Encuesta
General de Poblacidn, modelo utilizado por el
INE como marco para las encuestas dirigidas
a los hogares. Los aspectos mads importan-
tes del disefio son:

TIPO DE MUESTREQ. ESTRATIFICACION

El tipo de muestreo utilizado es un muestreo
bietapico con estratificacion de las unidades
de primera etapa.

Las unidades de primera etapa estdn consti-
tuidas por las secciones censales. Las uni-
dades de segunda etapa son las viviendas
familiares principales y los alojamientos fijos
(chabolas, cuevas, etc.).

Dentro de las unidades de segunda etapa no
se realiza submuestreo alguno, recogiéndose
informacion de todas las personas que ten-
gan su residencia habitual en las mismas.

Las secciones censales se estratifican aten-
diendo a un doble criterio:

Criterio geogréfico (de estratificacién):

Las secciones se agrupan en estratos de
acuerdo con la provincia y el tipo de munici-
pio (segun importancia demografica) al que
pertenecen.

Criterio socioecondomico (de subestratifica-
cién):

8.2

8.3

8.4

Dentro de cada estrato geografico las sec-
ciones censales se agrupan en subestratos
atendiendo a la categoria socioecondmica de
los hogares ubicados en la seccidn.

TAMANO DE LA MUESTRA. AFIJACION

El tamarfio de la muestra actual es de 3.484
secciones, investigandose un nimero teérico
de 18 viviendas por seccion. La muestra
final se eleva a unas 65.000 viviendas al
trimestre.

La distribucion de secciones por provincias
se ha realizado utilizando una afijacién de
compromiso entre la uniforme y la propor-
cional. Dentro de cada provincia la fijacion
entre estratos se ha basado en la proporcio-
nal.

SELECCION DE LA MUESTRA

La seleccion de la muestra se ha realizado
de tal forma que dentro de cada estrato
cualquier vivienda tenga la misma probabili-
dad de ser seleccionada, es decir, se obten-
gan muestras autoponderadas. Para ello las
secciones se seleccionan con probabilidad
proporcional al nimero de viviendas familia-
res existentes en las mismas, de acuerdo
con los datos del ultimo Censo o Padrén.
Dentro de cada seccién se seleccionan las
viviendas mediante la aplicacion de un
muestreo sistematico con arranque aleatorio.

DISTRIBUCION DE LA MUESTRA EN EL TIEM-
PO. TURNOS DE ROTACION

Cada periodo de encuesta dura un trimestre,
estando la muestra distribuida uniformemen-
te a lo largo de él, por lo que cada una de
las secciones es visitada en una de las 13
semanas del trimestre.

La totalidad de la muestra estd dividida en
tres submuestras mensuales independientes,
representativas cada una de ellas de to-da la
poblacién.

En los sucesivos trimestres, la muestra de
secciones permanece invariable. Sin embar-

14 Instituto Nacional de Estadistica, EPA. Descripcién de la Encuesta [recurso en linea] Disponible en [consultado
Mayo 2015]: http://www.ine.es /epa02 /descripcion%20encuesta.pdf



http://www.ine.es/epa02/descripcion%20encuesta.pdf
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go, con objeto de evitar el cansancio en las
familias que colaboran, la muestra de vi-
viendas se renueva parcialmente en una
sexta parte.

A estos efectos, la muestra total de seccio-
nes se encuentra dividida en seis grupos,
que denominamos turnos de rotaciéon reno-
vandose cada trimestre las viviendas de las
secciones que pertenecen a un determinado
turno.

Por tanto una vivienda seleccionada perma-
nece en la muestra y es entrevistada a lo
largo de seis trimestres consecutivos.

ESTIMADORES

Se utilizan estimadores de razén, tomando
como variable auxiliar las Proyecciones De-
mograficas de Poblacién elaboradas cada
trimestre por el INE.

A partir del primer trimestre de 2002, se
aplican a los estimadores técnicas de repon-
deracion con objeto de ajustar las estima-
ciones obtenidas a partir de la muestra, a la
informacion procedente de fuentes externas.

Esta técnica consiste en modificar los facto-
res de elevacion originales deducidos del
disefio, de acuerdo a las siguientes condi-
ciones: en primer lugar, la poblacién de 16 y
méas afios estimada por sexo y grupo de
edad en cada comunidad auténoma y esa
misma poblacién en cada provincia, deben
coincidir, en ambos casos, con los corres-
pondientes efectivos de las proyecciones de
poblacién, es decir, las cifras de poblacién
estimadas coinciden con las reales. En se-
gundo lugar, debe verificarse que la varia-
cion de los factores de elevacién repondera-
dos respecto a los factores originales dedu-
cidos del disefio sea minima.

Calidad de las estimaciones

Las estimaciones de toda encuesta realizada
por muestreo vienen afectadas por dos tipos
de errores:

a) Errores de muestreo

9.1

b) Errores ajenos al muestreo

Los errores de muestreo aparecen como
consecuencia de la utilizacidon de una parte
de la poblacion para estimar caracteristicas
de todo el conjunto poblacional. En general,
a medida que aumenta el tamafo de la
muestra disminuye el error de muestreo,
aunque también influyen en él las caracteris-
ticas del disefio y la naturaleza de la variable
investigada.

Los errores ajenos al muestreo incluyen to-
da una serie de errores que se producen en
las distintas fases de realizaciéon de una en-
cuesta, desde el disefio del cuestionario
hasta la publicacién de los resultados fina-
les, (definiciones deficientes, errores en el
marco, falta de respuesta en las unidades
informantes, errores de codificacién y gra-
bacion, etc.).

ERRORES DE MUESTREO

Un buen indicador del error de muestreo de
un estimador es su desviacién tipica.

En la Encuesta de Poblacion Activa para el
célculo del error de muestreo de una deter-
minada caracteristica se utiliza el método de
las semimuestras reiteradas.

La férmula que permite estimar el error de
muestreo es:
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siendo:

r = el niumero de reiteraciones utilizado

X, = la estimacién obtenida con la i-ésima
reiteracién aplicando el mismo proceso de
estimacién que para la muestra completa

~

X = la estimacién obtenida con la muestra
completa

Cada reiteracion es una submuestra formada
por un nimero de secciones equivalente al
B0 por ciento de la muestra total. Se utilizan
en la EPA 40 reiteraciones que se han for-
mado emparejando las secciones dentro de
cada estrato y asignando aleatoriamente en
cada par la primera seccién a 20 reiteracio-
nes y la segunda a las 20 restantes. De esta
forma cada seccidn figura en la mitad de las
reiteraciones.

En las tablas aparece el coeficiente de varia-
cién en porcentaje, cuya expresion es:

)~ D(X)

=—-100
X

El error de muestreo nos proporciona un
intervalo numérico en el que existe una cier-
ta confianza, medida en términos de proba-
bilidad, de contener al verdadero va-lor de la
caracteristica estimada. El interva-lo de con-
fianza mas utilizado es el comprendido entre
la estimacién menos dos veces el error de
muestreo y la estimacién mas dos veces el
error de muestreo. Este intervalo tiene una
confianza del 95% de encontrar en él al
valor verdadero que se estd estimando.

Toda estimacién con un error de muestreo
elevado debe ser tomada con reservas; aun-
que debe ser el usuario el que, de acuerdo
con el grado de fiabilidad que precise, de-
termine si un dato con un cierto error de
muestreo le es Util o no para la to-ma de
decisiones.

ERRORES AJENOS AL MUESTREO

En este grupo se incluyen todos los errores
que no se producen como consecuencia de
la utilizacién de muestras para la estimacién
de una determinada caracteristica.

9.2.

9.2.

En la EPA se realiza un estudio de la falta de
respuesta originada por las negativas de las
unidades informantes, asi como de los erro-
res de cobertura y contenido.

1 Falta de respuesta

En caso de falta de respuesta parcial (faltan
algunos datos de la persona encuestada) se
realiza una imputacién automatica. La falta
de respuesta total (vivienda encuestable que
no ha podido encuestarse por ausencia,
negativa o por ser inaccesible en el mo-
mento de la entrevista) recibe un tratamien-
to distinto segln se trate de la primera en-
trevista o de una posterior.

En primera entrevista las viviendas ausentes
y las inaccesibles son visitadas nuevamente
hasta conseguir la informacién. Si la vivien-
da sigue siendo inaccesible o la familia sigue
ausente se vuelve a visitar al trimestre si-
guiente.

Las negativas en primera entrevista se susti-
tuyen aleatoriamente por otras viviendas de
la misma seccidén. Si la negativa se produce
en segunda o sucesivas entrevistas no se
sustituye, aunque si se vuelve a visitar los
trimestres posteriores, por si hubiera habido
un cambio de actitud o el grupo humano
fuera otro distinto.

Las viviendas no encuestables (destinadas a
fines distintos a los de vivienda familiar,
vacias y de temporada) se visitan los trimes-
tres posteriores por si han pasado a ser
encuestables.

El tratamiento de la falta de respuesta total
en entrevistas posteriores a la primera con-
siste en repetir los datos de la vivienda ob-
tenidos en el trimestre anterior. Esta impu-
tacién se realiza s6lo la primera vez que se
produce la incidencia.

2 Errores de cobertura y contenido

- Errores de cobertura: son los originados
por la omisién o inclusion errénea de unida-
des en la encuesta.

- Errores de contenido: se producen cuan-
do alguna o algunas caracteristicas del en-

trevistado estdn errbneamente recogidas en
el cuestionario.

Para evaluar ambos errores, se realiza una
encuesta de evaluacién consistente en se-
leccionar una submuestra de viviendas en
las que se repite la entrevista. Los datos
obtenidos en la primera entrevista o entre-
vista original (E.O.) se cotejan con los obte-
nidos en la segunda entrevista o entrevista
repetida (E.R.).

A partir de esta comparacion se obtienen
indicadores tanto de la cobertura de perso-
nas y viviendas, como de los errores de
contenido de las caracteristicas mas impor-
tantes analizadas en la encuesta.
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d) De la frase “los cuestionarios se han aplicado mediante entrevista personal en los do -

micilios” en realidad, se puede deducir muy poca cosa. Cabe hacerse todas las pre-
guntas que expresamos en 1.d) y quizd algunas otras més. En cambio, en el epigrafe
correspondiente de la EPA, encontramos una verdadera definicion del método segui-
do en el trabajo de campo, conducente a obtener una muestra de plausible aleatorie-
dad, es decir, no influida:

9.2.1 Falta de respuesta

En caso de falta de respuesta parcial (faltan
algunos datos de la persona encuestada) se
realiza una imputacién automética. La falta
de respuesta total (vivienda encuestable que
no ha podido encuestarse por ausencia,
negativa o por ser inaccesible en el mo-
mento de la entrevista) recibe un tratamien-
to distinto segln se trate de la primera en-
trevista o de una posterior.

En primera entrevista las viviendas ausentes
y las inaccesibles son visitadas nuevamente
hasta conseguir la informacién. Si la vivien-
da sigue siendo inaccesible o la familia sigue
ausente se vuelve a visitar al trimestre si-
guiente.

Las negativas en primera entrevista se susti-
tuyen aleatoriamente por otras viviendas de
la misma seccion. Si la negativa se produce
en segunda o sucesivas entrevistas no se
sustituye, aunque si se vuelve a visitar los
trimestres posteriores, por si hubiera habido
un cambio de actitud o el grupo humano
fuera otro distinto.

Las viviendas no encuestables (destinadas a
fines distintos a los de vivienda familiar,
vacias y de temporada) se visitan los trimes-
tres posteriores por si han pasado a ser
encuestables.

El tratamiento de la falta de respuesta total

en entrevistas posteriores a la primera con-

siste en repetir los datos de la vivienda ob-

tenidos en el trimestre anterior. Esta impu-

tacion se realiza sélo la primera vez que se

produce la incidencia.
Podria decirse en conjunto que la encuesta del CIS es mas basica, més “casera” que la
EPA (también mds barata, probablemente) lo cual quiz4 venga determinado por la
diferencia de medios y supuestos legales de los organismos que las ejecutan: la EPA
no depende del CIS, sino del Instituto Nacional de Estadistica (INE). Otra posible
causa es que la EPA estd armonizada por directiva europea con la ECFT*5(Encuesta
Comunitaria de Fuerza de Trabajo), debiendo ser compatible en metodologia con
esta ultima; esto es, que la EPA cumple requisitos normalizados (de la misma manera
que se cumplen la normas UNE en la industria) y el bar6metro del CIS no tiene esta

obligacion.

15 Instituto Nacional de Estadistica, La EFCT y la EPA [recurso en linea] Disponible en [consultado Mayo 2015]:

http:

www.ine.es/daco/daco42/daco4211/ecft epa.pdf



http://www.ine.es/daco/daco42/daco4211/ecft_epa.pdf
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Media VS. Mediana

Bajo el mismo titulo que el utilizado por Hoaglin, Mosteller y Tukey en [26] comenzamos
el presente capitulo, dedicado a un viejo malentendido; aunque, también, a una vieja
controversia: entre estadistica matematica y descriptiva, entre inferencia paramétrica y no
paramétrica.

Como se sabe, la media (aritmética) o bien,

n
in
i=1

n

X=
con xi cada una de las realizaciones de una variable x, (o cada uno de los valores de un
conjunto de datos, desde el punto de vista mas descriptivo) y n el ntimero de tales datos, es
la medida de centralizacion (o de localizacion, si se prefiere) cldsica sobre la que se ha cons-
truido la estadistica desde sus comienzos (en estrecha dependecia del método de los mo-
mentos), y es la més adecuada si los datos son homogéneos; pero es una medida muy sensi-
ble a los resultados an6malos, ya vengan dados por errores de medicion o por valores atipi-
cos (outliers). La mediana, esto es, un valor tal que es mayor que los valores del 50% de un
conjunto de datos ordenados ordenados de menor a mayor, por contra, es una medida de
centralizacién robusta, esto es, que se ve poco influida por la dispersién de conjuntos pe-
quefios de datos o valores excéntricos, ya se hayan obtenido por error o no.[39]

Ademads, por tener en cuenta sélo el orden de los datos, la mediana se mantiene pese a
que se practiquen transformaciones no lineales sobre los datos, es decir, es posible recupe-
rar su valor del conjunto de datos transformados, cosa que sélo puede hacerse aproximada -
mente con la media. Por razones como estas, entre otras, la mediana es preferida por los es-
tadisticos orientados al andlisis exploratorio de datos y a la inferencia no paramétrica (gene-
ralmente procedentes de los campos de las ciencias aplicadas o del comportamiento, donde
las distribuciones de probabilidad suelen no ser asimilables a las candnicas,y aparte de
mostrarse asimétricas, e intratables en general), llegando a sostenerse que deberian prefe-
rirse siempre en escalas ordinales [42][45]. Pero los estadisticos afines a las disciplinas més
relacionadas con la probabilistica (mecénica estadistica, procesos estocasticos, control de
calidad, etc.) encuentran que, en muchas ocasiones, la mediana es mucho mas dificil de cal-
cular y de tratar matemdticamente que la media, y que ésta dltima cuenta, ademads, con la
ventaja de que puede completarse con la informacion dada por la forma de distribucién de
la variable; y que es esa distribucién de probabilidad correspondiente al fenémeno determi-
nado la que debe investigarse, en vistas a la formalizacion teérica, no empirica, del mismo.
En realidad no son muchos los probabilistas y estadisticos matematicos que se molestan en
tener la mediana en consideracién, o acaso mencionarla, salvo excepciones [12].

Lo que subyace al debate es la diferencia entre la estadistica descriptiva y la probabilisti-
ca[11]: la que se plantea como fin tltimo la obtencién de resultados o predicciones de base
empirica y la que pretende modelizar matemdticamente la totalidad de un fenémeno (ya
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sea fisico, econémico, social...). Esta discusién afecta no sélo al problema que describimos,
sino a la misma personalidad cientifica y/o profesional del estadistico: lo cual también con-
cierne directamente al enfoque del curriculo matemaético correspondiente al bloque de es-
tadistica en enseflanzas medias (vid. supra). Por nuestra parte, en lo que sigue nos atendre -
mos a lo que un alumno de educacién secundaria pueda aprovechar.

La distribucion del ingreso (renta)

No obstante el anterior debate, la vida cotidiana abunda en &mbitos donde es relevante
practicar la distincién entre media y mediana, y en los que, caso de elegir s6lo una entre am -
bas, ésta ultima deberia ser la més tenida en cuenta. El ejemplo maés tipico de distribucién
asimétrica, sobre la cual el conocimiento de la media desnuda puede llevarnos a graves
equivocos, es el de la distribucion de la renta familiar. Se han realizado — y se siguen reali-
zando- multiples intentos de parametrizar la distribucién de rentas familiares segtin deter -
minadas funciones de densidad [13], empiricamente o en orden a contrastar diversos mo-
delos subyacentes hipotéticos, aunque parece que la Distribucién Gamma [8] es la que ma-
yor grado de adhesion consigue, por lo adaptable de su forma y por estar definida en un do-
minio de valores positivos [7]*.

Mas todo esto cae fuera del contenido curricular que afecta al alumno que tenemos en
mente: lo que quizé no esté tan lejos del dominio de su experiencia viene reflejado en el si-
guiente grafico2:

Renta media =|total renta / total poblacién
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Tramos de Base Imponible General declarada en el IRPF ICTlogy.net f§
Espafia, 2008. Ministerio de Economia y Hacienda http://ictlogy.net/sociedadred/?p=417

mas, abajo, el autor del articulo explica:

1 La distribucién de renta familiar presenta, como se verd, la tipica asimetria o sesgo “hacia la derecha” tipico de va-
riables definidas en un dominio acotado inferiormente (en nuestro caso, 0 € de ingreso (renta)

2 Ismael Pefia-Lopez, Clase media, desigualdades, recortes e impuestos para los ricos [entrada de blog] 30 Sept. 2011 [con-
sultado Mayo 2015], en ICTlogy (ictlogy.net). Disponible en: http:/ /ictlogy.net/sociedadred /20110930-clase-media-
desigualdades-recortes-e-impuestos-para-los-ricos /


http://ictlogy.net/sociedadred/20110930-clase-media-desigualdades-recortes-e-impuestos-para-los-ricos/
http://ictlogy.net/sociedadred/20110930-clase-media-desigualdades-recortes-e-impuestos-para-los-ricos/
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Hay algunos niimeros que vale la pena resaltar.

El primero es el valor de la renta media esparfiola, es decir: el total de rentas declaradas dividido por el
total de declarantes. Esa renta media se situé en 2008 en 26.379 € (aproximadamente). Sin embargo,
este dato es engafioso y suele ejemplificarse con el conocido “si yo tengo dos manzanas, y tii no tienes
ninguna manzana, de media tenemos una manzana cada uno”. En realidad, en Espafia vemos que hay
muchisima gente que estd por debajo de la renta media y muy poca que estd por encima. En concreto,
el 80% de la poblacion estd por debajo de la renta media.

Mucho mds realista que el dato anterior es la renta mediana, es decir, cudnto cobra la persona que
tiene a la mitad de la poblacién cobrando mds que ella y la otra mitad menos. Esta renta mediana se si-
tué en Espafia en 2008 en 14.921 €, es decir, la mitad de los espafioles declararon cobrar menos de
14.921 € brutos al afio.

Por si hay algiin escéptico (como el que redacta estas lineas) que no considera los datos fis-
cales fiables a la hora de medir el verdadero ingreso, sobre todo de las rentas mads altas, el
mismo autor ha explicado ya antes:

[...IEsta medida es muy grosera para cuantificar los ingresos de una persona, y su precision
disminuye a medida que las personas tienen mayor proporcion de rentas no provenientes del trabajo
(compensaciones en especie, ingenieria financiera, evasion fiscal, etc.). También quedan fuera personas
sin la obligatoriedad de declarar, normalmente porque sus rentas son demasiado bajas. Sin embargo, el
andlisis, atin (insisto) con sus debilidades, es suficientemente vdlido para la reflexién que queremos
hacer aqui.

A lo que yo afiadiria que, supuesto el caso de que obtuviésemos cifras reales, es de suponer
que la grafica que resultase de las mismas estaria atin mucho mds sesgada a la derecha, de la
media nos daria entonces una impresién mucho més distorsionada del verdadero estado de
cosas. Por otra parte, observando detenidamente la gréfica se parecia que los intervalos a
partir de 30.000€ tiene el doble de amplitud (3.000€), lo que vuelve a suceder al llegar a los
60.000€ (6.000€) y a los 96.000€ (24.000€!")]o que indica que la grafica ya es, en parte, desho-
nesta (0, mas bien, creemos, es la seleccion de los datos por parte de la Agencia Tributaria —

en los cuales se basa la grafica— la que es deshonesta) En las actividades siguientes propon -
dremos a los alumnos que se hagan preguntas sobre una grafica andloga(y contemporanea)
a la anterior, hallada en otro articulo3, y que obvia las explicaciones sobre media y mediana.

ACTIVIDADES

1°) Observa la siguiente grdfica, correspondiente a la distribucion de la renta de los espa-
fioles, realizada sobre la base imponible general declarada en el Impuesto sobre la
Renta de las Personas Fisicas (IRPF) de 2008. Ten en cuenta que:
- El eje de abscisas se ha dividido en intervalos de determinadas cantidades de €.

3 J.I. Conde-Ruiz y J.R. Ramirez, NeG Visual y Bésico. La Distribucion de ln Renta en Esparia segiin los datos oficiales del
IRPF [entrada de blog] 20 Marzo 2012 [consultado Mayo 2015] en (Nada es Gratis) NeG. Un blog de economia casi
siempre en espafiol (nadaesgratis.es). Disponible en: http://nadaesgratis.es /rubio-ramirez /neg-visual-y-basico-la-

distribucion-de-la-renta-segun-la-bases-imponibles-del-irpf



http://nadaesgratis.es/rubio-ramirez/neg-visual-y-basico-la-distribucion-de-la-renta-segun-la-bases-imponibles-del-irpf
http://nadaesgratis.es/rubio-ramirez/neg-visual-y-basico-la-distribucion-de-la-renta-segun-la-bases-imponibles-del-irpf
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- El eje de ordenadas derecho corresponde a la proporcion de la poblacion total que
gana una cantidad entre los valores extremos del intervalo, esto es, la altura de cada
barra.

- El eje de ordenadas izquierdo corresponde al porcentaje de personas (declarantes)
que va acumulandose en el sentido del eje de abscisas: es decir, es el eje de ordenadas
de la linea de color ocre.

Distribucion de la Base Imponible. IRPF 2008
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Fuente:nadaesgmtis.es http:/ /nadaesgratis.es/wp-content/uploads/tabla-neg10.i

a) Se supone que la grafica representa los ingresos brutos de cada espariol que hace la
declaracion de la renta; es decir, “lo que gana” cada espaniol (que gana algo). Calcula
la media aritmeética aproximadamente tomando los valores de la grdfica hasta

600.000€ (recuerda que las barras expresan frecuencias relativas)
b) Observa los “picos” que aprecen en la grafica:
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éA qué crees que son debidos?

¢)Como habras podido observar, a partir de 30.000€ los intervalos duplican su ampli-
tud (pasan de 1.500€ a 3.000€). éVuelve a suceder esto mds veces en la grdfica?
éQué le sucederia al diagrama de barras si lo reformdsemos con intervalos de la mis -
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ma amplitud? ¢Y a la posicion de la media aritmética sobre ella? éQué efecto tendria
tal reforma en la percepcion de la distribucion de renta: que hay mads esparioles que
ganan mds dinero, o que la diferencia entre lo que gana un espariol de los de la 1z -
quierda de la tabla y lo que gana uno de la derecha es mucho mayor?

d) Ahora fijate en la linea de color ocre: éQué medida de localizacion que conozcas pue-
de ubicarse con su ayuda? éCudl es su valor?

e) Entre la media aritmética y el valor anteriormente hallado, éCual crees que refleja
mejor “lo que ganan de media los espatioles”y cual “lo que gana un espariol medio™?
éQué valor te da mads, o mejor informacion sobre la situacion economica de los ciuda-
danos espanioles en su conjunto?

) Si tuvieras que jugarte una cena con un amigo a que una cifra que tu digas estda mads
cerca de lo que gana una persona cualquiera que pasa por la calle (y suponiendo que
os diga la verdad si se lo preguntdis) que la cifra que diga tu amigo, éAlrededor de
qué valor la escogerias: de la media, o de la mediana antes halladas?

a) Como se sabe, la media aritmética X es igual al sumatorio de los productos de los va-
lores de marca de clase (Xi = (x
pondientes:

iin:

P +X; ) /2) por sus frecuencias relativas corres-

isup
X =>"x,-f, =750-0,04+1750-0,03+2750-0,045 +...+0,0003-588000 ~ 26500+ &
i=1

donde € suponemos que serd el error de medida debido al hecho de que la gréfica no
tiene mucha definicion.

b) Los "picos" se deben a que la amplitud de los intervalos se multiplica, en 30.000€ por
2(3.000€), en 60.000€ otra vez por 2 (6.000€), y en 96.000€ por 4 (24.000€)

¢) Si modificdsemos la grafica con intervalos de la misma amplitud, los "picos" desapa-
recerian, la grafica seria mucho mads "larga" y mucho mads sesgada hacia la derecha:
la linea de color ocre, en lugar de presentar ese aumento de pendiente a la altura de
30.000€ seria mucho mads "suave" y "tendida". La media aritmética estaria, relativa-
mente, mucho mas lejos del centro de la gréafica reformada de lo que esta en la grafi-
ca sin modificar. Por supuesto, si modificisemos la grafica en el sentido que se pre-
gunta, podria percibirse que la gran masa de los espafioles gana mucho menos dine-
ro que aquellos que disponen de rentas altas; tal y como estd configurada la grafica
del ejercicio, este hecho estd encubierto o disimulado.

d) La linea de color ocre marca, en su intersecciéon con los valores de las ordenadas, que
reflejan la frecuencia relativa acumulada, los puntos de abscisas que corresponden a
los distintos deciles de poblacién: es decir, donde la linea corta a la horizontal mar-
cada como 0,01 tenemos como abscisa el primer decil, en 0,02 el segundo, etc. Gra-
cias a esa representacion, podemos fijar los valores de la mediana y los cuartiles:

-mediana ~14.250€
- 1¥ Cuartil = 7.500€
- 3 Cuartil = 24.750€
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e) La media aritmética podria definirse con la primera de las expresiones entrecomilla -
das, pero eso s6lo me informa sobre la totalidad de lo que ganan los espafioles toma-
dos en su conjunto y sobre la cifra absoluta de poblacién que gana dinero (o que
hace la declaracion de la renta). Si quiero hacerme una idea sobre lo que gana la pro-
porcién mds representativa de la poblacion, esto es, lo que gana un ciudadano cual-
quiera, tendré que fijarme en la mediana. Luego, si lo que me interesa es conocer el
status econdmico y social de los espafioles, la mediana es més informativa, pues re-
fleja un valor vélido para la mayoria de los espafoles.

f)Aunque es bastante inseguro, escogiendo la mediana se escoge el valor de los ingresos
de la parte mads representativa de la poblacién.

Tasa de Supervivencia

O "La Mediana Tampoco es Suficiente", como quizad también podriamos haber llamado a
este apartado. Ya veremos por qué. Ahora nos ocuparemos del tema al que se refiere concre-
tamente el titulo, que consiste en la esperanza de vida o Tasa de supervivencia (Survival
rate) de los diagnosticados de diversas enfermedades graves sin cura conocida, pero con tra-
tamiento mdas o menos asequible.

El tépico en cuestion pertenece a la familia de problemas de tiempo de espera, que se
prestan a ser modelizados[5] con distribuciones muy parecidas a las del caso anterior4, aun-
que clasicamente suele asociarsele la distribucién exponencial (o exponencial negativa, se-
gun otros autores) o alguna de sus relacionadas5. Y, como en el caso anterior, la mediana da
una mejor informacién desde el punto de vista descriptivos, es decir, acerca del tiempo de
supervivencia de un individuo tras el diagnéstico.

Fig.1 Distribucién Gamma para algunos valores pardmetricos [elab. propia]
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4 A menudo se han propuesto modelos conceptuales para la distribucién de la renta por familias sobre pardametros
basados en tiempos de espera. vid. [13]

5 La distribucién exponencial constituye un caso particular tanto de la Gamma como de la Weibull, por ejemplo.

6 Lo cual no quiere decir que el estudio cientifico de la tasa de supervivencia por cada clase de enfermedad no se
deba realizar por medios paramétricos, a fin de comprender el fenémeno en su totalidad, y no solo desde el punto
de vista del interés inmediatamente informativo.
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Llegados a este punto referiremos un caso peculiar en el que parece — insistimos: pare-
ce— que la mediana tampoco resulta del todo informativa: un caso referido al conocido pa-
leontologo, bidlogo e historiador de la ciencia, amén de famoso divulgador de temas relacio-
nados con la biologia evolutiva? Stephen Jay Gould, referido por él mismos3:

En 1982 supe que sufria de mesotelioma abdominal, un raro y grave caso de ciancer normalmente aso-
ciado a la exposicion al amianto [...]La literatura [médica] no pudo haber sido mds brutal: el mesote-
lioma es una enfermedad incurable, con una mortalidad mediana de ocho meses después de su
descubrimiento.]...]

[...];Qué significa "mortalidad mediana de ocho meses" en lenguaje ordinario? Sospecho que la
mayoria de la gente, sin especial educacion estadistica, leeria esa frase como: "Probablemente habré
muerto en ocho meses”|...]

[...] Pero cualquier bidlogo evolucionista sabe que la variabilidad es la verdadera e irreductible esencia
de la naturaleza. La variabilidad es la dura realidad, no un conjunto de medidas imperfectas de la ten-
dencia central. Las medias y medianas son las abstracciones.

[...JCuando supe lo de la mediana de ocho meses, mi primera reaccion intelectual fue: bueno, la mitad
de la gente vivird mds, asi que cudles son mis probabilidades de estar en esa mitad.|...] Yo poseia todas
las caracteristicas que conferian una probabilidad de vivir mds tiempo: Era joven, mi enfermedad ha-
bia sido reconocida en una fase relativamente temprana, y recibiria el mejor tratamiento médico de la
nacion]...]

Otro detalle técnico me dio un consuelo adicional. Inmediatamente me di cuenta de que la distribucion
de la variabilidad alrededor de la mediana de ocho meses seria casi seguramente lo que los estadisticos
llaman "sesgada hacia la derecha".[...] después de todo, la izquierda de la distribucién ofrece un
irrevocable limite en cero (dado que el mesotelioma sélo puede ser diagnosticado al momento de la
muerte o antes de esta)|...] la distribucion debe de estar sesgada hacia la derecha, y yo necesitaba saber
hasta qué punto se extendia la cola, puesto que habia llegado a la conclusion de que mi perfil favorable
me hacia un buen candidato a esa parte de la curva.

La distribucion estaba, efectivamente, fuertemente sesgada hacia la derecha, con una larga cola (estre-
cha en altura, no obstante) que se extendia varios afios mds alld de la mediana de ocho meses. No vi ra-
z6n por la que no pudiera estar en esa estrecha cola, y lancé un gran suspiro de alivio[traduccién

propia]]

En el postscriptum, Steve Dunn, el administrador de la pagina, refiere el hecho de que el se-
fior Gould sobrevivi6 20 afios a su diagnoéstico de cancer, hasta la edad de 60, es decir, mul-
tiplicando por 30 la famosa mediana de ocho meses, con el curioso afiadido de que su
muerte no fue producida por el cancer original, sino posiblemente por algtin otro, quiza de-
rivado del tratamiento de aquél.

Ahora bien, ;Qué valor exacto tiene este testimonio? De hecho, la pregunta puede hacer-
se mds general: ;Qué valor exacto tiene esta clase de testimonios? Desde una perspectiva es -
tadistica, es decir, cientifica, y que el sefior Gould nos perdone desde donde quiera que va-
yan las almas de los evolucionistas después de la muerte, su valor es nulo. ;Por qué? Porque
un solo caso particular, aunque sea el de un afamado cientifico y reconocido autor, sigue
siendo solamente eso, un caso particular, una anécdota. Sin duda es un hecho disculpable,
dado el cardcter dramdticamente personal con que se presentaron en esta ocasion los datos.
Podemos, asimismo, reconocer la honestidad con que el autor reconoce sus reacciones,
pero eso no debe cegarnos sobre el hecho de que estas reacciones del sefior Gould respecto

7 S.J. Gould, La Estructura de la Teoria de la Evolucién, Tusquets, Barcelona, 2004. Trad. de A. Garcia Leal
8 S.J. Gould, The Median Isn't The Message, [articulo en linea] 31 Mayo 2002 [consultado Mayo 2015], en CancerGuide

(cancerguide.org), S. Dunn (adm.). Disponible en: http://cancerguide.org/median not msg.html


http://cancerguide.org/median_not_msg.html
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de su enfermedad fueron muy poco cientificas. Si el andlisis de datos tiene alguna utilidad,
ésta seria, como minimo, la de rebatir argumentos tales como "pues yo tengo un amigo/fa-
miliar/vecino/ que..." Moore y Notz, por ejemplo, nos previenen contra ello [37] (pp. xvii-x-
viii):
Una anécdota es una historia impactante que permanece en la memoria precisamente porque es impac-
tante. Las anécdotas humanizan un asunto, por lo cual los informativos normalmente empiezan (y a
menudo acaban) con anécdotas. Pero las anécdotas son una base débil para tomar una decision: con
frecuencia dan lugar a equivocos, precisamente porque son impactantes. Pregunta siempre si una de-
claracion estd respaldada por datos, no sélo por una atrayente historia personal |...]
Estamos tentados a afiadir:"Los datos rebaten a los autoproclamados expertos” [...] Si realmente
te interesa un asunto, trata de averiguar qué dicen los datos y si son realmente buenos. Muchos pro-
blemas permanecen sin resolver, pero muchos otros sélo estin irresueltos en las mentes de aquellos a
los que no les preocupa la evidencia. [traduccién propia]

Por otra parte, resulta de interés sefalar un detalle que, aunque alusivo a un tema que
tendremos en consideracion mdés adelante, no quisiéramos dejar del todo de lado en
relacion con lo anterior. Tiene que ver con el siguiente extracto del articulo de Gould:

Yo poseia todas las caracteristicas que conferian una probabilidad de vivir mds tiempo: Era joven, mi
enfermedad habia sido reconocida en una fase relativamente temprana, y recibiria el mejor tratamiento
médico de la nacion

Mais adelante veremos que correlacién no es equivalente, ni mucho menos, a causacion: el
andlisis de regresion es, por propia naturaleza, un acercamiento operativo para establecer
una primera forma de relacionar variables mediante parametros, en orden a ratificar o des-
cartar las hipdtesis (de corto alcance, en general; aunque no en todos los casos) que dieron
pie a un estudio (experimental u observacional) concreto?. O, al menos, asi deberian ser tra-
tadas por todas esas disciplinas que, més o menos aplicadas, mads o menos experimentales,
todavia se consideran a si mismas cientificas!®. De manera que una correlaciéon no pasa
nunca de ser hipotética, y por tanto, estd siempre, como si dijéramos, "bajo sospecha". Sin
la base de un modelo teérico de mayor "altura" epistemolégica, y mucho mdas comprehensi-
vo que aquella que tratamos de confirmar (o lo contrario) con nuestro analisis, el efecto de
una o varias de las llamadas "variables ocultas" podria estar desvirtuando por completo
nuestros resultados, y dando pie al establecimiento de conclusiones falsas.

Por causa de todo lo anterior, nos atrevemos a aventurar una pequefia hip6tesis sobre el
caso Gould, que podria hacerse extensiva al problema general de la tasa de supervivencia de
enfermedades graves, de largo y complicado tratamiento. No sabemos (0 no se nos dice)
qué clase de estadisticas consult6 el sefior Gould; no sabemos si estas incluian considera-
ciones particulares sobre la edad, el sexo, o el grupo humano tratadas por separado. De la
lectura de la frase extractada parece desprenderse que no fue asi: contando con ello, ;Cuéles
son las variables realmente implicadas por los datos que se consultaron? En otras palabras,
3Cudl es la verdadera causa de que la vida de un paciente de céncer se prolongue afios y
afios o0 se consuma en pocos meses? Si volvemos al texto, no tenemos més que parafrasear a
su autor: la edad, la fase mds o menos temprana en que fue diagnosticada la enfermedad, y
la calidad del tratamiento posterior. Supongamos, como hace Gould, que las diferencias en-

9 Con la notable excepcion de las ciencias que se ocupan de procesos estocésticos, y donde la misma variabilidad (y
su correlato matematico, la probabilidad) forma parte del niicleo axiomatico de la teorfa.
10 E.g. vid. M. Bunge, La Investigacién Cientifica: su Estrategia y su Filosofia, (2%d. corr.), Ariel, Barcelona, 1983
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tre sexos y otros definitorios biolégicos son irrelevantes al asunto: las tres categorias que
menciona tienen que ver con una variable fundamental: el status socioeconémico, es decir,
en Ultimo término, los ingresos del paciente.

Las dos tltimas estan claras: se podria hacer alguna objecion a la primera, la edad. Pero
sucede que la edad a la que se es diagnosticado es completamente dependiente de la capaci-
dad de gasto en un pais como los EEUU, (y médxime en 1982) donde la sanidad es casi com-
pletamente privada: donde hay que pagar por cada anélisis, por cada revisién, por cada che-
queo: donde la calidad de los seguros médicos es directamente proporcional a la calidad (en
salario) del puesto de trabajo que se ocupa.

En conclusién: imaginemos que tomamos una grafica como la de las actividades anterio-
res (vid. p.52), y la colocamos al lado de alguna de las graficas de las que probablemente esta
hablando Gould, debidamente escalada, tales como la fig.1 (vid. p. 54) ;Seria descabellado
decir que, en gran parte, ambas estdn representando la misma relacién? ;Es decir, que am-
bas nos indican que la esperanza de vida tras diagnéstico de cancer es directamente propor-
cional - factor de escala mediante— alos ingresos del paciente?

ACTIVIDADES

1°) Lee el texto que se adjunta. [Aqui se incluiria un resumen traducido del texto de
Gould?]

a) éQué concepto estadistico es el eje principal del articulo?éQué tipo de medida es?éQué
otras medidas del mismo tipo conoces?

b) Segun lo que has aprendido, para caracterizar una distribucion hacen falta, al menos,
dos tipos de medidas: éCudl es la que el articulo no menciona?éEse tipo de medida
que no se menciona, no hubiera informado mejor al autor sobre sus verdaderas opcio-
nes?Cual de estas medidas suele acomparniar a la mediana en la descripcion de una
distribucion?

¢) éQué opinion te merece el articulo? éEstas de acuerdo con él? En concreto, comenta la
Jfrase: "la variabilidad es la verdadera e irreductible esencia de la naturaleza. La
variabilidad es la dura realidad, no un conjunto de medidas imperfectas de la
tendencia central. Las medias y medianas son las abstracciones" éNo crees que el
autor habria estado mejor informado sobre la "variabilidad" si hubiera conocido la medi-
da que se preguntaba en el apartado b)?

a) Evidentemente, la mediana, una medida de localizacién (o centralizacién). La otra
medida del mismo tipo que estudia en ESO es la media (aritmética); segtin los libros
de texto que se manejen o el leal entender del profesor, también pueden ensefiarse
las medias geométrica y armoénica.

b) El articulo no menciona ninguna medida de dispersion. Precisamente la "variabili-
dad" que tanto se menciona se trata de cuantificar por este tipo de medidas. La me-
dida que suele acompanarlo es el Rango Intercuartilico (RIC), definido como el inter-
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valo de valores cuyos extremos son el primer y el tercer cuartil, siendo el primer
cuartil un valor tal que es mayor que los valores del 25% de un conjunto de datos or-
denados de menor a mayor, y el tercer cuartil mayor que el 75% de esos mismos da-
tso igualmente dispuestos.

c) Las “historias personales” no deberian suplir el andlisis de datos cientifico, y esto in-

cluye sus instrumentos matemaéticos, como la mediana, que quiza sean mejorables,
pero que resumen el conjunto disponible de datos infinitamente mejor que conside-
rar un sélo dato. La media y la mediana sos abstracciones, si, pero de la misma ma-
nera en que son abstracciones las entidades de las ciencias (duras), como “fuerza’,
“campo electromagnético”, “momento angular”, dependientes en su definicién a su
vez de abstracciones deliberadas: los términos matematicos en los que estan defini-
dos.
Reconocer la variabilidad de la realidad es equivalente a reconocer la “verdad” del fe-
némeno fisico; pero lo cierto es que no somos capaces de comprender, definir, tratar
y utilizar los objetos fenoménicos, tal y como se presentan a nuestra percepcion: s6lo
somos capaces de tratarlos de alguna manera cuando reducimos algunas de sus pro-
piedades a abstracciones matemadticas manejables. Desechar estas “abstracciones”
es desechar la ciencia en bloque: incluidos los tratamientos del cancer, estudiados
por medios estadisticos de forma preponderante. Por otra parte, si hubiera conside-
rado el rango intercuartilico, por ejemplo, o hubiese consultado un diagrama de caja
y bigotes, estas abstracciones le habria informado bastante mejor de sus opciones
que utilizando solo la mediana.

Media, medianay moda

No obstante lo visto anteriormente, existe otro tipo de situaciones en las cuales ni la media
ni la mediana de los datos brutos sirven como indicadores de ninguna tendencia central; es-
tamos pensando en las poblaciones (o muestras) con distribuciones bimodales o0 multimo-
dales. La moda, definida como el valor xmo de la variable aleatoria X que maximiza la funcién
de (masa de) probabilidad si X es discreta, o que hace méaximo el valor de la funcién de den-
sidad de probabilidad para X continua, pasa a asumir dos valores, lo cual provoca que tanto
la media como la mediana asuman valores que no son en modo algunos los de mayor fre-
cuencia relativa (no son los mas tipicos).

Estas distribuciones suelen ser bimodales (dos modas) cuando la distribucién estudiada
es resultante de la agregacion de datos procedentes de dos distribuciones unimodales!!, cu-
yos ejemplos en biologia son numerosos, debido a diversas clases de dimorfismo [8] [34],
sobre todo de cardcter sexual, que se presentan en muchas especies. Como se da el caso de
que el homo sapiens también presenta esta caracteristica, ello nos permite la realizaciéon de
la siguiente actividad.

11 Aunque no siempre: El famoso ejemplo del geyser Old Faithful, en el parque de Yellowstone, en Wyoming, USA,
ofrece una distribucién de frecuencias relativas de tiempos de espera entre erupciones que sigue una distribucién
bimodal al parecer intrinseca. Vid. A. Azzalini y A. W. Bowman, A Look at Some Data on the Old Faithful Geyser [arti-
culo en linea]1990 (pub. en linea por www.jstor.org) [cons. Junio 2015] Applied Statistics, Vol. 39, No. 3, pp. 357-365.
DOI: 10.2307 /2347385 Disponible en [previo registro]: http: / /www.jstor.org/stable /2347385?0rigin=]STOR-pdf


http://www.jstor.org/stable/2347385?origin=JSTOR-pdf
http://www.jstor.org/
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ACTIVIDADES

1°) Divididos en grupos de trabajo, realizad una encuesta para averiguar la altura (metro-

centimetros) de todos los alumnos de vuestro mismo curso que haya en el centro. Reco-
pilad los datos tanto numéricos como de identificacion (nombre y apellidos de cada
alumno) y repartidlos entre todos los alumnos de la clase. Realizad individualmente
un histograma de frecuencias relativas o porcentajes. éQue amplitud de intervalos de
valores de la altura habéis escogido, y en funcion de qué concepto?

La amplitud del intervalo se escoge normalmente en relacién con el nimero de ele-
mentos de la poblacion (o muestra) y del rango o recorrido de los datos (la diferencia
entre el mayor y el menor de los valores observados) Existen algunas reglas empiricas,
tendentes a que el histograma sea efectivamente ilustrativo, para hallar el nliimero de
intervalos en que debe dividirse el rango ; puede escogerse un redondeo del valor v/n
con n el namero de realizaciones de la variables (en este caso, el nimero de alumnos
total), o bien la siguiente tabla ([34], p. 25)

Tamafio de muestra 25 a0 100 200 500
Mimnero da clases (] T ] g 1i]

De modo que si el rango es (cm.) 178-148= 30, para 100 alumnos (30/8= 3,75) tendria-
mos 8 intervalos de 3,75 cm., y segtn la regla de Jn tendriamos 10 intervalos de 3 cm.

Escojamos esta tltima y pongamos por caso que resulta un histograma de la siguiente
manera:

Fig. 2: Histograma de frec. rel. de todo un curso de ESO [elab. propia]
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2°) Observa atentamente el histograma resultado de la encuesta:

a) éEncuentras algo extrana la grafica, a la luz de lo que sabes sobre distribuciones
normales? éComo la describirias?

b) Halla la media y la mediana de la distribucion de frecuencias (relativas). Son sus
valores tipicos? Es decir, si quisieras saber qué altura tiene un alumno cualquiera de
tu curso, éTe serian de utilidad?

¢) Ademas de la media y la mediana, tambien has estudiado (o deberias hacerlo) otra
medida de centralizacion distribuciones. éCual es? Y como se refleja en el histograma
que estamos estudiando?

a) Desde luego, no se parece a las graficas de distibuciones normales que se han visto
hasta el momento en clase: donde deberia estar el méximo, o el “pico” central, ahora
hay un “valle”. Y tampoco parece una distribucién sesgada a la izquierda o a la dere-
cha; ni tan siquiera se podria decir que estd a la vez sesgada a la izquierda y a la dere-
cha, porque entonces los valores en esos lados de la gréfica serian extremos. Lo que
mas bien parece e una distribucién normal, pero con dos “picos” en vez de uno.

b) La media es X= 63,053+100= 163,05 cm., y la mediana Xme= 64+100= 164 cm.!2 Pero
ciertamente no me serian de utilidad, ya que ambos valores caen en los intervalos o
clases del centro que forman el valle, de manera que sé6lo corresponden, respectiva-
mente, al 5% y al 4% de la poblacién total.

c¢) Se supone que también se ha estudiado la moda, y la manera de hallarla. Dado que la
definiciéon de moda incluye los valores localmente méximos, se entiende que la dis-
tribucidon tiene dos modas, Xme1= 155 cm. y Xmo2= 168 cm., valores los cuales estdn in-
cluidos en los intervalos con frecuencia mas alta del anterior histograma

Mujeres Hombres Mujeres Hombres Mujeres Hombres
159 167 159 169 154 167
162 173 164 168 151 172
154 167 152 172 158 166
159 168 158 168 155 168
158 169 157 169 157 174
160 171 151 167 153 169
159 166 156 169 156 166
155 175 162 172 157 167
155 168 155 171 155 164
155 168 160 170 153 176
163 169 151 168 149 170
154 171 157 170 155 172
149 169 155 166 158 167
153 167 154 170 160 166
154 171 154 168
157 170 157 164
155 168 157 171

12 Estos valores se han hallado con datos generados aleatoriamente por mi parte, y que no expongo en detalle (aun-

que se pueden deducir de la fig. 3) por no constituir el punto principal del ejercicio; se supone que el alumno cuen-
ta con datos verdaderos a partir de los cuales ha generado el histograma
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8°) éCual crees que pueda ser la causa de que esta distribucion adopte un forma con dos “pi-
cos”? Dado que los datos que habéis recolectado tienen asociado el nombre de cada alumno,
segregad los datos por sexos y haced un histograma por cada distribucion. éDe qué medida
de centralizacion de la distribucion original estan mds cerca la media de cada una de las
distribuciones actualmente confeccionadas?

En este momento se explicaria al alumno que la distribucién de los alumnos no segre -
gada por sexos constituiria una mezcla de datos no homogéneos, y por lo tanto sus me-
didas de resumen no dan informacién relevante, ni sobre la poblacién total ni sobre
cada una de las subpoblaciones (hombres y mujeres). De manera que siempre es preci-
so analizar los datos disponibles e hipotetizar las razones por las cuales fenémenos na-
turales que sabemos que muestran variaciones que siguen una distribucién normal no
parecen presentar tal distribucion.

Fig. 4y 5: Hist. f. rel. de todo un curso de ESO. Arriba Mujeres: Abajo, Hombres
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Las medias de las distribuciones reflejadas mads arriba son, respectivamente, Xm= 56,51
+ 100= 156,51 cm. Xn= 69,60 + 100= 169,60 cm.; valores mucho mads cercanos a las mo-
das halladas anteriormente que a la media y mediana de la distribucién original.

Boxplot de alturas alumnos

moeres +

hombres +

4°)Con el mobiliario del aula retirado, formad grupos por sexos de forma que, a partir de
145, estéis en un intervalo de 5cm. (es decir, si mides 165 cm. 'y eres hombre, vas en el
grupo de hombres cuya altura es de 165 a 169 c¢m). Una vez formados los grupos, colo-
cadlos ordenados de mayor a menor clase en direccion al eje mas largo del aula. Fina-
lamente, dentro de cada grupo y siguiendo el eje perpendicular al anterior, colocdos
por orden ascendente de manera que el de menor altura dentro de cada grupo quede
mads cerca del eje principal (el que esta formado por la sucesion de grupos). éQué grafico
estadistico hemos formado? Realizad los diagramas de caja de todas las agrupacioones
de datos éEncuentras alguna diferencia esencial entre los diagramas de datos segrega -
dos y la de los conjuntos?

Evidentemente, dos histogramas:
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Fig. 6: Histograma f. rel. alturas de Clase de ESO. Mujeres
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Fig. 7: Histograma f. rel. alturas de Clase de ESO. Hombres
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Los diagramas de caja nos informan, ademads, de que las desviaciones tipicas de los datos
desagregados son mucho menores que la de los conjuntos.

Altura +100 cm.

75

70

65

60

55

50

Diagramas de caja alturas alumnos ESO

Mujeres Hombres Mujeres-Hombres



64

INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

De hijos y percentiles

No hay que olvidar que la mediana, el primer y el tercer cuartiles son respectivamente tam-
bién los percentiles 50, 25 y 75, respectivamente. Ademads, el vocablo “percentil” es casi de uso
comun. La situacién més cotidiana en la que un ciudadano normal se encuentra cuando oye
hablar de percentiles es la consulta del médico: muy especificamente, la del pediatra. Efectiva-
mente, en cada fase del programa cronolégico de visitas a tal especialista que los padres deben
observar, el médico, tras pesar y medir al vastago, suele agregar que en altura se encuentra entre
tal y cual percentil (por ejemplo, entre el 50 y el 85; aunque puede que se decida a ser mds preci-
s0). Generalmente el médico explica amablemente a la pareja, en la medida en que supone que
va a ser entendido, lo que esta medida significa. Que no tiene mucho éxito en la tarea lo de-
muestra la siguiente ilustraciéon “motivacional”13:

www.mipediatraonline.com

http://lwww.mipediatraonline.com/wp-content/uploads/-1/1//images peketippercentiles.png

“La mitad de los nifios sanos estd por debajo de la media” sélo si la media y la mediana coinci-
den: lo cual podria ser el caso (aproximado), pero demuestra que el artista que pergefi6 la ante-
rior postal no ha entendido bien el concepto. Siendo un tema que sirve muy bien para fijar con-
ceptos, en los que la comprobacién en la cotidianeidad del alumno de los objetos matematicos
implicados es muy inmediata, plantearemos las siguientes actividades:

13 J. Garrido Garcia, Tablas de percentiles de la OMS [articulo en linea], 3 Enero 2010 [consultado Junio 2015] en Mi
Pediatra Online, (www.mipediatraonline.com) Disponible en: http://www.mipediatraonline.com/wp-content
uploads/-1/1//images peketippercentiles.pn,
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ACTIVIDADES

1°) Observa la siguiente ilustracion [vid. supra]. éQué conceptos de estadistica se mencionan?
éSe hace un uso de correcto de estos conceptos? éComo redactarias de forma correcta la
[frase o frases que hayas creido que no estan bien expresadas?

Se mencionan los percentiles y la media: medidas que, por cierto, no son homogéneas res-
pecto de su objeto. No se hace un uso estricto del concepto de media, cuando se dice que
“la mitad de los nifios sanos estan por debajo de la media”. La medida que cumple la pro-
piedad que se expresa es la mediana, no la media. Luego, la frase correctamente expresada
deberia rezar como sigue: “La mitad de los nifios sanos estan por debajo de la mediana”.

2°) Observa la grdfica de percentiles de longitud/estatura de nifios (varones) hasta los cinco
anos de la Organizacion Mundial de la Salud+.
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Patrones de crecimiento infantil de la OMS
http://www.who.int/entity/childgrowth/standards/cht lhfa ninos p 0 5.pdf?ua=1 www.who.int

a)Como puedes observar, las abscisas miden la edad y las ordenadas la longitud/estatura.
Cada curva representa una funcion distinta, identificada por un nimero. éQué categoria
crees que identifica este nimero2Por qué otro nombre se conoce la curva central, identifi-
cada con el nimero “507?

14 El siguiente y los demas graficos relacionados estan tomados de Organizacién Mundial de la Salud. Departamen -
to de Nutricién, Patrones de crecimiento infantil [recurso en linea] 2015, [consultado Junio 2015], en

http://www.who.int , OMS. Disponibles en: http://www.who.int/childgrowth/standards/es/
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Una parte bastante olvidada en relaciéon con las competencias bdsicas a desarrollar en
el alumno de ESO tiene que ver con la capacidad, no tanto de deducir o de razonar,
sino de conjeturar y decidir, de una manera controlada, consistente y plausible. Gene-
ralmente, y sobre todo en matemadticas, las cuestiones que se proponen al alumno faci-
litan informacién completa, autocontenida en el enunciado: y este no es el caso, ni de
lejos, en la cotidianeidad a la que el alumno se enfrenta y respecto de la cual se supone
que se han de desarrollar las competencias. Los responsables de PISA si que se han
apercibido del asunto, y las pruebas que realizan cuentan con la capacidad del alumno
para, entre otras cosas, buscar informacion de forma activa y valorarla, lo cual incluye
a menudo plantear hip6tesis sobre la misma informacién (aunque sean de caracter
muy bésico), y valorarlas a fin de tomar un curso de accién. En este sentido, el plantea-
miento de la actividad no incluye toda la informacién; en realidad, la grafica sin otro
contexto que si misma no indica que las curvas corresponden a percentiles. El alumno,
con la guia del profesor, deberia ser capaz de emitir hip6tesis sobre la naturaleza de la
informacién que se le suministra.

En cierto modo, el alumno cuenta con més informacién contextual que la simple grafi-
ca; al fin y al cabo, es de suponer que esta actividad se proponga al mismo tiempo que
el temario correspondiente a estadistica: luego las curvas, probablemente— primera hi-
potesis— reflejen un concepto relacionado. Los valores de las gréficas toman valores
entre 97 y 3; los cuales estdn muy cerca de 100 y 0: por lo tanto, es de suponer — segun-
da hipétesis— que tengan algo que ver con porcentajes. Ahora bien, porcentajes, ;De
qué cosa? La grafica relaciona estaturas con edades: las estatura y edades son atributos
de algo: ;De qué? Si acudimos al titulo, observamos que se refieren a nifios de cero has-
ta cinco afios; luego las cifras corresponden al porcentaje de nifios que, respecto del to-
tal, tiene alguna carécteristica, o algiin conjunto de caracteristicas. ;Cudles? Si escoge-
mos una de las funciones cualquiera,por ejemplo la del 97, vemos que recorre valores
que muestran dos caracteristicas: la estatura y la edad. Luego la grafica en cuestion
puede referirse a que el 97% de los nifios muestran esas dos caracteristicas — tercera hi-
poétesis— , es decir, que el 97% de los nifios miden tantos centimetros cuando tiene
cierto nimero de meses de edad. Pero llegados a este punto hay algo en nuestra hipote-
sis que falla, supuesto que a cada porcentaje le corrresponde una sola combinacién de
valores: sencillamente, porque 97+85+50+15+3= 250+ 100. Supuesto que cada grafica es
una proporcion del total, la suma de todas las proporciones debe dar ese total, y no 2,5
veces un total. ;Como se resuelve esta inconsistencia? Es entonces cuando el alumno
puede recordar parte del temario, cuando se estudiaban las tablas y graficas de fre-
cuencias relativas, y de_frecuencias relativas acumuladas. La tinica solucién plausible es
que el valor de 97 incluya asimismo los valores de las demds curvas. Por lo tanto, la rela-
cién entre la curva y los valores que refleja no es de uno a uno, sino que al 97% le co-
rresponden un conjunto de valores ;Qué valores? Si recordamos las gréficas de frecuen-
cia acumulada, al 97% le corresponderian tanto los determinados por la curva como to-

dos los menores a ese valor, para una abscisa dada. Estrictamente hablando, la curva

97 es el limite superior del drea cuyos puntos, definidos por la combinacién de dos va-
lores (estatura y edad), estdn dentro del porcentaje definido por esa cifra, lo que se pue-

de representar de la manera siguiente:
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Lo cual es aplicable a las demas curvas con los valores 85, 50, etc. ;C6mo se interpreta
esto? Cojamos, por ejemplo, la curva marcada por el 3%. Su determinacioén implica que
aun 3% del total de los nifios (representados por un punto en la gréfica, es decir, por un
par de valores concretos de edad y altura) les corresponde un punto que estd por deba-
jo de esa curva. Asimismo, otro 3% de los nifios estardn por encima de la curva del 97%
;Por qué? Porque por debajo de esa curva estan el 97% de los nifios, ergo, hay un 3% no
considerado que estd por encima.

Todo esto puede parecerle obvio o inmediato al lector. Sin embargo, como ya dijimos,
la operaciéon de hipotetizar sobre una informacién incompleta, relacionar la informa-
cién que se posee y coordinarla hasta hallar el significado de lo que se pregunta es un
ejercicio de construcciéon cognitiva que a menudo se da por supuesto en el alumno y
que no tiene por qué tener lugar, si solo se le presentan problemas autocontenidos y
definiciones precisas. No solo porque en el &mbito de la realidad rara vez va a encontrar
problemas formulados de esta manera, sino porque, cuando los elementos matemati -
cos se presentan como completamente definidos de principio, sin ningtin nexo con si-
tuaciones reales, no contribuyen a generar competencias, si como tales entendemos un
conjunto de estrategias y herramientas destinados a resolver problemas que concier-
nan directamente al alumno, y al adulto en que se convertira.

Por eso mismo, si consideramos el contexto de los datos las explicaciones se vuelven
mads intuitivas. Un valor alto de ordenada significa un nifio més alto, para una edad de-
terminada; un valor pequefio, un nifio bajo para su edad. Si se observa la realidad cir-
cundante, nos daremos cuenta de que, cuanto mds extremos son los valores de estatura
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de un individuo, menor es su nimero. Los individuos especialmente bajos o especial -
mente altos son escasos; la mayor parte de la poblacion posee una altura que se halla a
medio camino entre las estaturas del inviduo mds bajo y el més alto de una poblacién.
Este puede ser el valor medio, si hubiera el mismo ntimero de individuos altos o bajos
respecto a ese valor medio. Como todavia no hemos establecido este hecho, podemos,
sin embargo, realizar la operacion siguiente: cojamos los datos de estatura de todos los
individuos y ordenémolos correlativamente en una fila: entonces, habrd un valor deter -
minado de altura para el cual, si dividiésemos la fila en dos subfilas dsitintas, el 50% de
los individuos estaria en la subfila cuyos miembors muestran estaturas mayores que
ese valor, y otro 50% que estaria en la subfila cuyos miembros miden menos que ese
valor. Ese valor conseguido mediante tal operacién no seria la media, que se calcula su-
mando las alturas de todos los miembros de la fila y dividiéndo esta suma por en nu-
mero de miembros, sino la mediana, que tiene en cuenta el orden de los miembros de
la poblacién respecto de una determianda propiedad cuantitativa. Si antes de realizar
esta operacion hemos dividido a los individuos por su edad, cada par de subfilas subsi-
guiente marcaria un valor de la mediana distinto: lo que podria representarse en una
gréfica con los valores de la mediana (medidos en unidades de longitud/estatura) como
ejes ordenados y los de edad (medidos en unidades de tiempo) como eje de abscisas:
en ese caso, al curva resultante que obtendriamos sria la marcada en la gréfica con el
ntmero 50. Andlogas operaciones, con los porcentajes dela poblacién respectivamente
considerados, nos darian las demds curvas de 15, 85, etc. En términos précticos para
unos progenitores, podriamos decirles que si su véstago estd en la curva del 97 estd en
el percentil 97 (ya que, como hemos visto, la mediana es el percentil 50). Y ademas, sig-
nificaria que el 97% de los nifios (sobre cuyos datos se hayaconfeccionado la grafica: la
que contemplamos parece ser internacional, no s6lo sobre Espafia) miden menos que
el suyo para la edad que tiene en ese momento.

b) Supuesto que hayas identificado el concepto estadistico al que se referia la pregunta an-
terior, sefiala un intervalo de valores de ese concepto que le corresponda a:

1°-Un nifio de 2 arios que mide 85 cm.

2°- Idem, 8 afios y 90 cm.

8°- Idem, 4 asios y 110 cm.

Ademas de observarse, como parece logico, que los valores de estatura crecen a lo largo de
la grafica, éQué otro concepto estadistico observas que aumente con el nimero de afios?

Basta con observar la gréfica y concluir que cada nifio estd entre un par de percentiles:

1°- Entre el percentil 50 y el 15, casi en el 15: es decir, que mds del15% de los nifios de
2 afios de edad miden menos de 85 cm. (si obviamos la discontinuidad de la gréfica,
sin duda un error de representacion)

2¢- Entre el percentil 15y el 3; algo mas del 3% de los nifios de 3 afios son mds bajos
que este nino.

3°- Entre el 97 y el 85; al menos el 15% (85-15) de los nifios de 4 afios son mds altos
que este.
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Se puede observar que la distancia vertical entre estaturas correspondientes a cada per-
centil aumenta en la direccidon positiva del eje de abscisas (de izquierda a derecha): lo
cual quiere decir que no sélo la media/mediana, sino también la variabilidad (o disper-
sion) de las estaturas crece a medida que los nifios tienen més edad. Desde el punto de
vista factual es muy claro: evidentemente todos los nifios nacen con unas dimensiones
bastante parecidas, dependientes de la anatomia de la madre, y las diferencias entre
ellos van aumentando hasta llegar a la edad adulta, donde se da la méxima dispersion
de estaturas entre individuos.

c¢)éPodrias decir, con la sola informacion que suministra la grdfica, si la media para
cada edad esta muy cerca de la mediana? Explica tu respuesta.

Sin saber nada més, podemos decir que la media debe estar muy cerca de la mediana, o
ser coincidentes en la practica, ya que si este no fuera el caso, los puntos de la gréfica
correspondientes a curvas de percentiles simétricos respecto de la mediana mostrarian
una diferencia de valores de estatura (de ordenada) distintos: si, pongamos por caso, la
distribucién estuviera sesgada hacia la derecha, entonces el intervalo de estaturas defi-
nido entre el percentil 50 yel 85 seria mayor que el correspondiente intervalo entre el 50
y el 15; exactamente lo mismo podria decirse del intervalo entre 50 y 97 y entre 50 y 3.
En cambio, se comprueba que la amplitud de esos intervalos es practicamente la mis -
ma, para todas las edades consideradas. Por lo tanto, la distribucion es casi o completa-
mente simétrica: en cuyo caso, media y mediana adquieren valores muy similares (para
cada edad), casi coincidentes.

d) Razonando no solo desde las matematicas, éTe parece que esta grdfica representa
distribuciones muestrales o poblacionales? Dicho en otros términos, éEs fruto de una
operacion de rocgida de datos o de una formalizacion posterior de los datos? Explica tu
respuesta.

Es este un punto en el que conviene insistir, no solo porque provoca muchos equivo-
cos, sino porque una respuesta correcta por parte del alumno demostraria que se han
entendido los conceptos, no solo matemaéticos, sino estadisticos, en el aspecto de la
toma de datos y de su representacion y formalizacion. Si bien un alumno avispado po-
dria intuir que, dada la procedencia de la grafica (la OMS), y que su publicacién tiene
como propasito declarado dar una informacién general sobre el crecimiento infantil,
una informacién para el uso de cualquiera que la consulte, la grafica no puede ser una
simple distribucién muestral producto de uno o varios experimentos (o de una o varias
tomas de datos)a fin de contrastar alguna hipétesis cientifica: al contrario, debe ser la
formalizacion final de una hipétesis, esto es un modelo construido de la realidad gene-
ral considerada. Quiza no sabria expresarlo en estos términos, pero seria interesante
conocer si algiin alumno ha llegado por esta via heuristica a la solucién.

Pero supongamos que no sabemos ni la procedencia ni el propésito de la grafica. ;Po -
demos todavia deducir, aunque sea indirectamente, que no corresponde a la transcrip-
cion gréfica de los datos de un experimento (o de un conjunto de ellos)? Si, si conside -
ramos la variabilidad intrinseca de los datos: estos nunca nos darfa un resultado tan
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pulcro y regular, tan continuo y suave como el reflejado en la grafica. La grafica es, por
tanto, una simplificicacién de los datos, una modelizacién, esta vez si, matematica.

Ahora bien, esta modelizacién no solo se adopta por razones de sencillez o de estética.
Esta una modelizacion basada en las leyes generales de la estadistica, en concreto en la
ley de los grandes nameros, una de cuyas consecuencias determina que en una serie de
ensayos o casos, cuando este nimero es suficientemente grande, la media de sus resul-
tados se acerca cada vez més al valor medio real de la entidad medida. (una demostra-
cion de tal ley estaria fuera de lugar en el contexto de ensefianza secundaria; habria
que exponerlo por analogia con casos sencillos). De ahi que agregando las estimacio-
nes de una serie suficientemente grande de mediciones se compruebe que nos acerca-
mos cada vez mds a un valor ideal, deducido estadisticamente, que corresponde a la
media poblacional. Un valor que, por razones pricticas, nunca nos es enteramente co-
nocido, pero al cual podemos aproximarnos con tanta precision como deseemos. En
cuanto hayamos una medida con la precisién que nosparece adecudada, la utilizamos
para construir un modelo de la realidad (en este caso, una grafica que representa un
modelo de crecimiento infantil entre los 0 y los 5 afios), que no refleja exactamente la
realidad misma, sino que no es 1til porque: es tratable con una sencillez relativa, des-

criptiva y mateméticamente; y porque es de cardcter general: no depende de las cir-
cunstantncias de tal o cual experimento, o serie de experimentos.

e)Por la teoria sabes que un gran nimero de fenomenos naturales, entre ellos la variabili-
dad en estatura de la especie humana, responde bastante bien a una aproximacion me-
diante la curva de distribucion normal o gaussiana. éComo se refleja esto en la grafica?
éComo podriamos saber, deduciéndolo de la misma grifica, que se ha aplicado el modelo
de distribucion normal, y no una distribucion empirica, es decir, una generalizacion de la
informacion de los datos que “se parece” a la distribucion normal?

Longitud/estatura para la edad Nifios @z

Percentiles (Nacimiento a 5 afios) Mundial de la Salud
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En todos los cortes transversales de las curvas (hemos sefialado aquellos que corres-
ponden a edades enteras, pero serviria cualquier corte vertical) se reflejan los percenti-
les correspondientes. Si la distribucién del modelo es normal, cada corte vertical co-
rresponderia a esta grafica:

Fig.8: Distribucion normal. Percentiles 3, 15, 50, 85, 97

3 15 50 85 97

Donde hay que interpretar la cifra de cada percentil como el d&rea comprendida entre la
curva de densidad y el eje horizontal desde -oohasta la vertical definida por cada per-
centil. Si el drea total comprendida entre la curva y eje de abscisas es 1 (el 100%, la pro-
babilidad total) el 4rea entre la curvay el je de abscisas hasta el percentil 97 serd el 97%
de la total; hasta el percentil 85, el 85%, etc. Mds abajo se refleja en 3 dimensiones tal y
como se veria si representdsemos la funcién de densidad de probabilidad en un hipoté-
tico eje z perpendicular al plano de abscisas y ordenadas actual. (El valor en altura, z,
no es ni edad ni estatura, sino frecuencia relativa — probabilidad- de nifios de esa
edad y estatura).

Fig.9 Funciones de densidad de probabilidad para edades enteras




72

INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

Hay un detalle que nos indica en los percentiles que la distribucién es teérica, esto es,
matematica: el hecho de escogerse los percentiles 97 y 3 como extremos. Es de suponer
que un conjunto de datos, por amplio que sea, aunque abarcara toda la poblacién, ten-
dria un extremo inferior y superior, un rango definido. No es de recibo pensar que hay
nifios que a los dos afios miden 2 centimetros, o dos metros de alto. Por lo tanto, consi-
derando datos, podrian incluirse los extremos abslutos, como percentiles 0 y 100 res-
pectivamente. Pero la distribucién normal, por las propiedades analiticas de la funcién
de densidad que le es propia, tiene el eje de las abscisas — el eje donde la probabilidad
es 0— como asintota: es decir, que la funcion tiende a 0 por sus dos extremos, sin llegar
nunca a valer exactamente 0. De ahi que se hayan escogido arbitrariamente los valores
de 3 y 97 como extremos de esta representacion gréfica, lo mismo que se podrian haber
escogido 2 y 98, 0 1y 99; pero no 100 y 0, porque estos se hallan en +ooy - corespectiva-
mente; cosa que no podria suceder en una distribucién empirica,que reflejase frecuen-
cias relativas reales.

Se puede hacer notar al alumno, como hecho curioso que, si bien puede fijarse el do-
mino de la funcién de densidad normal como el de los ntimeros reales positivos, dado
el absurdo de que alguien tenga una estatura negativa, es mucho mas dificultoso en-
contrar un criterio para dar un valor convencional de las x a partir del cual definir como
0 la funcién. De tal forma que la probabilidad, segtin el modelo matemdtico usado, de
que un nino mida dos metros, dos kilémetros o dos afos luz de estatura, es infintesi-
mal, pero no igual a 0. Sucede lo mismo con los modelos de esperanza de vida, asimis-
mo matemadticos: la probabilidad de alcanzar los 1000 afios de edad segtin estos tlti-
mos tampoco es 0, aunque su valor sea del orden de magnitud del radio del electrén, o
aun menores. La dificultad es, no obstante, meramente légica, y afecta, por tanto al ob-
jeto matemadtico constituyente del modelo, no al hecho real: la longitud es un magnitud
definida positiva (ya que no tenemos nocién de que tenga lugar algtin objeto de longi-
tud negativa); en cambio, no hay imposibilidad légica en que un objeto cualquiera ten-
ga una longitud mayor que cualquier valor real que postulemos, y esto incluye al ser
humano también.




Se recordard que en el capitulo dedicado a Problemas de muestreo, al hablar de las encuestas
de participacion voluntaria (vid. p. 39), ya indicamos que el tamafio muestral era esencial
(aunque no suficiente) a la hora de estimar la proporcién de individuos en los que se da cierta
caracteristica dentro de una poblacién dada. Pero ;En qué sentido hace buena la estimaciéon?
Como se puede comprobar en el ejemplo mencionado, en el sentido de dar precisién a la mis-
ma, o, lo que es lo mismo, en el de disminuir el margen de error, que cuantificibamos aproxima-
damente comor=1/+/n 1. En el ejercicio mencionado esta mayor precisién no tenia ningtin
significado, ya que los resultados estaban sesgados de principio por defecto del muestreo. De
hecho, el tamano muestral no tenia tanta influencia como pudiera parecer, puesto que a partir
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El tamaiio (de la muestra) importa

de cierto valor de n, 1/+/n se estabiliza enormemente, como se puede ver en la gréfica:

Fig.10: Margen de error para una proporcion; confianza 1-ol= 0.95 [elab. propia]

Margen de error (%)

Para los valores del tamano de la muestra (n) que se suelen utilizar en encuestas de opinion,
(n>2000), el margen de error disminuye tan lentamente que muy pronto afinar la estimacién re-
sulta prohibitivo en términos de coste (que suele seguir una funcion lineal dependiente de n). Y
sin embargo, a continuacién vamos a exponer un par de casos en los que esa pequeia diferen -
cia vuelve a tomar protagonismo, es decir, a ser imprescindible para analizar los datos adecua-

damente.
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1 Vid. nota 3, p. 39
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Muestras pequeinas

Teniendo en cuenta la gréfica anteriormente expuesta, ;Qué sucederia si la proporcion de in-
dividuos de la poblacién estudiada en los que se presenta la caracteristica que queremos medir
fuese muy pequefia? ;Co6mo comparariamos dos muestras de esta poblacion? Si se constata que
entre un 0.01% y un 0.02% hay una diferencia del 100%, nos interesa tener un instrumento de
mucha precisién (de muy poco error) para evaluar tal diferencia.

Fig.11: Margen de error para una proporcion; Rango entre 0y 3.5% 1-o.= 0.95 [el.pr.]
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Como se comprueba en la gréfica, es necesario recurrir a la escala logaritmica para encontrar un
margen de error de un orden menor que los porcentajes antedichos; y ello a costa de una mues-
tra de tamafo inmenso.

Ahora bien, hagamos por un momento una lectura inversa: el margen de error para la es-
timacién de una proporciéon depende (o, mejor dicho, se deduce), en efecto, de la desviacion
tipica de la distribucién muestral de esa proporciénz. Esto es, si cuanto mas grande es el ta-
mafio n de una muestra menor es el margen de error del estimador de una proporcion, esto
se debe a que la distribucién del estimador de la proporcion es tanto menos dispersa cuanto

2 Si suponemos que p es la proporcién de elementos de un conjunto que tienen determinada caracteristica de inte-
1és, considerando las variable aleatorias X1,X2,... donde Xj=1 si encontramos un elemento de la caracteristica busca-
day Xi=0 en caso contrario, entonces la repeticién del experimento dard como resultado una suma de variables
aleatorias cuya distribucién serd Bi(n,p), siendo n el ntimero de variables (ntimero de intentos). Por el Teorema de
DeMoivre-Laplace (central del limite para binomiales), esa misma suma de variables se distribuira asintéticamente
(n-->w)siguiendo una dist. normal N (np, np(1-p)); tomando una muestra de esa poblacién de variables de tamafio
n, se sabe asimismo (DeMoivre) que la distribucién de su media X serd N(np, p(1-p)). Consideremos p como la
proporcién entre el valor esperado de esa muestra (es decir, el ntimero de veces que se da la caracteristica buscada
en el conjunto de variables de la muestra) y su tamafio n, de manera que X= P-n ; entonces, se verifica que D es un
estimador de p. puesto que E(p)=E(X/n)=E(X)/n=np/n=p y, ademss,

Var(X)=np(l-p)= Var(f) . n) = (aplicando propiedades de la varianza) n* - Var(p) —> Var(p) =
p(-p) _+/Pl1-p)
Jn

de donde la desviaci6n tipica de p=o, =,/=—=
n

#p(l-p) _p(-p)
nz n

, que depende, al igual que el margen de error, devn
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mayor es el tamafio de la muestra tomada para realizar la estimacion.

Es decir, que la distribucion del estimador de una proporcion es tanto mds dispersa cuan-
to menor es el tamafio de la muestra: a continuaciéon consideraremos un ejemplo de la in-
fluencia de estas consideraciones?

Distribucién geogrdfica del cdancer de rifion en USA por condados.
Azul — menor incidencia
Rojo — mayor incidencia

Densidad de poblacién en USA por condados. Datos de 2011

:f: Average population
per square mile

300.0 or more
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Fuente: census.gov US Census Bureau
https://www.census.gov/popest/data/maps/2011/County-Density-11.html

3 H.Wainer, The most dangerous equation [articulo en linea], American Scientist, Mayo-Junio 2007 [consultado Mayo
2015] Vol.95, n°3 p. 249, en American Scientist (sitio en linea), americanscientist.org. Disponible en:
http:/ /www.americanscientist.org/issues /num?2/ 2007 /3 /the-most-dangerous-equation /1


https://www.census.gov/popest/data/maps/2011/County-Density-11.html
http://www.americanscientist.org/include/popup_fullImage.aspx?key=5fHzZ5xPSNZBc3MTZWRyGyfhW7w171KE
http://www.americanscientist.org/issues/num2/%202007/3/the-most-dangerous-equation/1%20
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He aqui la distribucién por condados (counties) del cancer de rifion en Estados Unidos, y
mads abajo la densidad de poblacién de ese mismo pais, también por condados. Si nos fijamos
en las dreas sefialadas en color azul, donde este tipo de cancer tiene menor incidencia, podria-
mos sacar como conclusion, a la vista del gréfico inferior, que menor incidencia corresponde a
menor densidad de poblacion, esto es, a menor urbanizacién: de lo cual se podria inferir que la
vida campestre , debido a la baja contaminacidn, a la alimentacién natural, etc. provoca que
haya menores tasas de este tipo de enfermedad.

Ahora bien, més tarde nos informan de que las dreas sefialadas en color rojo son las que
tienen mayor incidencia de cancer de rifion. Y casualmente coinciden también con zonas de
baja densidad poblacional. Si no nos hubieran informado de las dreas sefialadas en azul,
quiza habriamos llegado a la conclusion de que la zonas campestres, con su mayor indice de
pobreza, y relativo atraso cultural, sumada al aislamiento de los centros médicos importan-
tes han causado esta concentracion de casos en zonas poco pobladas.

;Como explicar esta aparente paradoja? Sencillamente, basta considerar que la poblacién
de cada condado es una muestra aleatoria* de la poblacién total, y que, por tanto, la inci-
dencia, es decir, la proporcion de muertos por esa enfermedad entre un nimero de habitan -
tes dado es un estimador de la proporcién de la poblacién. Entonces, como se expuso mas
arriba, esta estimacion es tanto menos precisa (tiene un margen de error mayor) cuanta me-
nor sea el tamario de la muestra (en este caso, la poblacién de cada condado). Por lo tanto, la
variabilidad o dispersién de una estimacién con n pequefio (condados poco poblados) es
mucho mayor que la de una estimacion con n grande (condados densamente poblados). De
ahi que los resultados sean més extremos en ambas direcciones en los condados con menor
poblacion, lo que es el caso, y de lo que se puede deducir que, en lineas generales, la distri-
bucién real de incidencia del cancer de rifion en USA no esté determinado por ningtn fac-
tor geogréfico. Pero abundemos mads en ello en las actividades.

ACTIVIDADES

1°) Observa atentamente los dos graficos siguientes:

- El primero representa la densidad de poblacion de los USA por condado (medidos en
habitantes por milla cuadrada)

- El segundo representa una extraccion de aquellos condados en los cuales la incidencia
de cierta enfermedad (n° muertes/habitante) es menor (areas coloreadas de azul)

a) éQué caracteristica, a la luz del primer grdfico, puedes decir que tienen la inmensa
mayoria de los condados “azules” del segundo?

b) éQué conclusiones pueden sacarse, que relacionen ambas caracteristicas (baja inci-
dencia de la enfermedad, y la que hallaste en el anterior apartado)

¢) Trata de justificar razones plausbles por las que se da la anterior relacion (la que
existe entre la baja incidencia y la otra caracteristica)

4 Lo cual no es estrictamente cierto: no obstante, como el autor del articulo (vid. nota 3) sefiala, basta ajustar por edad
las poblaciones de los condados respectivos para que la muestra sea asimilable a una aleatoria simple.
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Densidad de poblacién en USA por condados. Datos de 2011
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Fuente: census.gov US Census Bureau
https://www.census.gov/popest/data/maps/2011/County-Density-11.html

Fig. 12: Distribucion geogrdfica del cdncer de rifion en USA por condados.
Azul — menor incidencia

Las tres preguntas se respondieron en nuestra introduccion a las actividades. Sélo son
un paso previo antes de la “sorpresa” de la siguiente actividad.

2°) Ahora presta atencion al grafico a continuacion:Representa en color rojo el conjunto de
los condados que, a diferencia de la anterior actividad, tienen la mayor incidencia de
cierta enfermedad.

a) éQué caracteristica, a la luz del primer grafico de la anterior actividad, puedes de-
cir que tienen la inmensa mayoria de los condados “rojos” del segundo?

b) éA qué sorprendente (teniendo en cuenta la anterior actividad) conclusion puede
llegarse, que relacionen ambas caracteristicas (alta incidencia de la enfermedad, y la


https://www.census.gov/popest/data/maps/2011/County-Density-11.html
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que hallaste en la anterior actividad)

¢) Imagina que no sabes nada de la actividad 1°, ni de su enunciado ni de su respuesta.
Trata de esgrimir razones plausibles por las que pudiera darse la aparente relacion
entre alta incidencia y la caracteristica que se deduce del grafico de densidad de po -
blacion acerca de los condados “rojos’.

Fig. 13: Distribucion geogrdfica del cdncer de rifion en USA por condados.
Rojo— mayor incidencia

Una de las intenciones de la dltima pregunta es que el alumno tome consciencia (aun-
que quizd haya que ponerlo de relieve més claramente) de que ante un conjunto cual-
quiera de datos se puede especular sobre infinitos modos de relacién, y que a menos
que se analicen aquellos de una manera exhaustiva, con criterios claros y cientificos, es
facil caer en el prejuicio, la trivialidad o el pensamiento anal6gico. De manera que hay
que desconfiar de las tesis apresuradas que suelen manejar los medios; unos medios
que, a veces por negligencia y a veces en defensa de su particular agenda politica, se
pueden aventurar tesis, proclamas, profecias o titulares con poco o ningin apoyo en
datos consistentes.

3“) Ahora pasemos a considerar el siguiente grdfico:

- Es un diagrama de ejes coordenados en cuya abscisa se cuantifica la poblacion de
cada condado de USA (no solo de los “azules” 0 “rojos” sino de todos), y en la ordenada
se representan los valores de incidencia de la enfermada antes tratada, en n° de muer -
tes por cada 100.000 Habitantes. Nota que la escala del eje de abscisas es logaritimica,
de modo que a un intervalo de una unidad medida sobre la grifica le corresponde un
intervalo de valores correspondiente a una unidad de potencia de la base expresada (es
decir, la distancia entre 2y 3 medida en la grdfica corresponde a la diferencia de valo-
res entre 10% y 10°)

a)Detecta y compara los valores de incidencia correspondientes a los condados con po-
blacion de 20.000 habs. con los valores de los condados de mas de 1.000.000 habs.
éComo describirias la diferencia que observas?
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Incidencia ajustada a la edad de cdncer de rifion en USA por condados segtin su n° habs.
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S. Freese The most dungerous equation.-Fig.3 Fuente: americanscientist. org

Efectivamente, la diferencia que se observa estd en la variabilidad o dispersién del valor
de la incidencia: mientras que en las poblaciones de 20.000 habs. los valores se encuen -
tran entre 0 y 17/100.000, en las poblaciones de mds de un millé6n de habitantes la dife -
rencia maxima estd entre 3/100.000 y 8/100.000, una diferencia tres veces menor. Si la
poblacion aumenta del millén, la diferencia se estrecha atin mas.

b) éA qué crees que es debida esta diferencia?éPodria tener algo que ver con la (aparen-
te) paradoja mostrada por los graficos (mapas) anteriores?

La gréfica parece indicar que, a menor poblacién, mayor variabilidad o dispersién de
los datos de incidencia en cada condado.

Y si, efectivamente, lo que distingue a los datos de incidencia de los condados menos
poblados no es que su tasa sea minima o0 méaxima, sino que adopta valores extremos en
ambos sentidos. Es decir, lo que distingue tanto a los condados “azules” como “rojos” es
la dispersién de la distribucion de sus tasas de incidencia. Y la gréfica actual indica que
esta dispersion estd estrechamente (e inversamente) relacionada con el nameo de ha-
bitantes.

4°) éPodria considerarse la poblacion de cada condado (al menos, aproximadamente) como
una muestra aleatoria simple de tamario n (el numero de habitantes) de la poblacion
total de los USA? éHay algun concepto estadistico que conozcas cuyos resultados de-


http://www.americanscientist.org/include/popup_fullImage.aspx?key=5fHzZ5xPSNZ1TOPW7YmZqSYRugVmuJi+
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pendan esencialmente del tamafrio de la muestra n?

Una vez que los valores estdn ajustados por edad (después se incidird en la cuestién),
seria bastante plausible, siempre que la caracteristica que queramos investigar de la po-
blacién sea independiente de su situacion geogréfica. Es decir, siempre que los casos
de muerte por la dicha enfermedad estén aleatoriamente distribuidos por toda la geo-
grafia de los EEUU. Se indicard al alumno que solo bajo esa hipdtesis el contenido de la
siguiente actividad puede dar resultados interpretables.

Y si, efectivamente, el alumno sabe algo(o estd apunto de saber en la teoria) acerca de
intervalos de confianza para una proporcién; se puede contar con su conocimiento de
la férmula simplificada & =+1 / Jn para determinar el tamafio de una muestra para un
margen de error determinado (con un nivel de confianza del 95%). No obstante esta
simplificacién es pertinente s6lo en el caso de que la proporcién a estimar no sea ni
muy grande ni muy pequefia, y en este caso, como puede deducirse de la grafica, es del
orden de 5/100000; serd necesario entonces explicar someramente el concepto de in-
tervalo de confianza para una proporciéon. Una vez que se haya introducido, este mis-
mo ejemplo es muy util como ilustracién del mismo. Veamos: para el supuesto de que
cada condado es una muestra aleatoria simple de la poblacién total estadounidense, la
proporcién recogida por cada condado puede considerarse una estimacion de la pro-
porcién en el total de la poblacioén, p.

4°) De la grafica se deduce que el valor de incidencia total en los EEUU de la enfermedad
es aproximadamente 5/100000. Bajo el supuesto del problema anterior, calcula el ra-
dio de un intervalo de confianza al 95% de los condados de 10.000, 100.000 y
1000.000 de habitantes, suponiendo que cada uno estimara P como el anterior valor
supuesto segun la grdfica (6/100000). éHay alguna “clase” de condados cuyo nimero
de habitantes n permita una estimacion adecuada de p?

Aplicando el concepto de intervalo de confianza al 95%, tenemos, para los valores de
n del problema:

n=10000=T, - \/ 0,00005(1-0,00005) ; o5 _ 4 0001386
10000
r - [PU=P), 1—| n=100000=T, - \/ 0,000051-0,00005) ; 95 _ 0000432
n a 100000
0,00005(1—0,00005)
~1000000=>T, - 1,96 =0,0000138
B = \/ 1000000

donde se puede observar que el valor mds pequefo del radio 1, es decir, la estimacion
mads precisa, supone un +27% del valor de la p que hemos supuesto (considerada igual
a la estimada, es decir, en el mejor de los casos). Por lo tanto, ninguna de estas “clases”
de condados nos darfa una estimacién adecuada de la verdadera proporcion; ello se
debe a que el valor de incidencia, p, es muy pequeiio (o el nimero de habitantes, no lo
suficientemente grande)
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Para abundar en el concepto, se podria construir una grafica que expusiera, alrededor
del valor 5/100000, los valores de los radios de los intervalos de confianza resultantes
para cada nimero de habitantes (abscisas) y diversos grados de confianza, quedando:
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| I | I | ]
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population

donde se puede apreciar, no s6lo que nuestra hipdtesis acerca de los condados
como simulaciones de muestras aleatorias simples es muy cercano a la realidad
(en el espacio entre las curvas se aprecia perfectamente que se abarcan el 95% y el
99% respectivamente de los valores de proporcién de incidencia por cada conda-
do), sino que s6lo los condados de cerca de 10.000.000 de habitantes cumplirian
con un margen de variacién de la estimacion aceptable (£10% del valor que se quie-
re medir, 95% de confianza): seria esta clase de estados los que escogeriamos si qui-
siéramos hacer una estimacién més fina$é, pero la grafica nos indica que quiza no
haya suficientes de los mismos como para que la expresion correspondiente del
grado de confianza de un intervalo sea del 95%: esto es, no podemos decir “de
cada 100 simulaciones, 95 nos ofrecerdn una estimacién que estard dentro del in-
tervalo...” porque no hay 100 condados, ni tan siquiera 10, con el nimero de habi -
tantes requerido.

6°) St sabes ingleés habras podido comprobar que las ordenadas esta “ajustadas por edad’.

Aunque no sepas bien en qué consiste este “ajuste’, en qué supones que influye la edad
en la incidencia de la enfermedad? éComo afectaria eso a nuestra afirmacion de que la

6 Explotaremos las dificultades y aparentes paradojas que resultan de estimar efectos de baja incidencia més adelan-
te: vid. La falacia del falso positivo, p. 137
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poblacion de cada condado constituye una muestra aleatoria simple del total de la po-
blacion estadounidense?

Se puede aventurar sin mucho riesgo a equivocarse que, al igual que en Espafia, por
ejemplo, los condados menos poblados corresponden a los menos urbanizados; es de
suponer que la natalidad en ese entorno es baja, y que, por lo tanto , la poblacion esta
mas envejecida que la media total del pais: De esa manera es de suponer que el nimero
de defunciones por habitante en esos entornos, incluidas las de esta clase de céancer, es
mayor que el de un condado con poblacién més joven.

Efectivamente, investigando un poco puede comprobarse facilmente que las estadisti-
cas sobre incidencia de toda clase de enfermedades presentan casi siempre un rétulo
en las ordenadas que especifica que los porcentajes estan corregidos o ajustados por
edad; de manera que, geograficamente (y sigiuiendo otros criterios de seleccion de da-
tos, como el género, a veces la ocupacién, etc.) las muestras no son verdaderamente
aleatorias, dado que las edades de los habitantes no estdn repartidas de forma equitati-
va (aleatoria, equidistribuidad) siguiendo las divisiones adiministrativas del territorio.

7°) No obstante la impresion que hayas podido sacar de las actividades anteriores, real-
mente si_ que hay muchas caracteristicas de la poblacion de un pais cuya distribucion
tiene una razon de ser cultural, socioeconomica, etc. caracteristicas todas que pueden
reflejarse geogrdficamente. Métodos estadisticos mads sofisticados se utilizan para estu-
diarlos, y gran parte de los mismos estriban en técnicas cuyo fin es, precisamente, eli-
minar efectos ilusorios como los estudiados en el caso que nos ocupa. Aunque estos mé-
todos no se estudian en educacion secundaria, éSe te ocurre alguna estrategia que pu-
diera indicarte si la variabilidad antes observada tiene o no que ver con la situacion

geogrdfica?
En esta pregunta, si el alumno no nos sorprende con algin método de su cosecha, se

podria indicar a modo de ejemplo el siguiente: supongamos que tenemos los datos de
esos condados, a lo largo de, digamos, 20 afios, y que el mapa antes expuesto es el re-

sultado de la suma de todos esos datos. Como primer acercamiento, se podrian tomar
esos datos, que suponemos estan fechados, y agruparlos segtin clases cronolégicas, por
ejemplo, en 5 grupos de 4 afios cada uno, y volvemos a realizar, en este caso, 5 gréficas.
Pues bien, si la distribucién de incidencia es verdaderamente aleatoria y no tuviera
nada que ver con la zona geogréfica, en cada grafica se observaria, no obstante, una va-
ribilidad similar: lo que sucederia, empero, es que, observados gréfica a gréfica, los da-
tos no conservarian su regularidad; es decir, que lo mds probable es que un condado
que fuese “azul” en la primera grafica pasara a ser “rojo” en la siguiente, y otra vez azul
en la quinta gréfica, por ejemplo; es decir, si el efecto de los valores extremos depende
solo de la variabilidad de los datos, esta es completamente aleatoria en el tiempo. S6lo
si observdsemos que, regularmente, los condados “azules” son, de forma aproximada,
consistentemente “azules” en las 5 graficas, y lo mismo con los condados “rojos”, enton-

ces si que habria que tomar esta variabilidad en serio como un efecto debido a una
causa operante, y no a la variabilidad de la muestra.
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Como se puede ver en este grdfico

Los medios de comunicacion de masas dependen vitalmente de la imagen (dependencia
que podria decirse que ha seguido una curva exponencial a lo largo del tiempo), hasta el
punto de que la imagen suele a veces sustituir a la noticia, e incluso engendrarla. ;Cudntas
noticias no son, efectivamente, noticias, s6lo porque se dispone de imdgenes mas o menos
impactantes acerca de un suceso que, a fin de cuentas, y por dramdtico que sea, muchas ve -
ces no rebasa lo puramente anecddtico? La imagen no sélo sustituye a la noticia, sino, en
muchos mds casos, al mismo razonamiento — que suele estar bastante oscurecido de parti-
da por la misma escritura propia del medio, intencionadamente o no— .Y en este fenémeno
desempefia un papel muy importante el grafico estadistico.

Si, como sostienen los tedricos de la redaccion periodistica, todavia tiene vigencia la clasi-
ca organizacion de la informacién en forma de pirdmide invertida! (consistente en disponer
la informacién en orden decreciente de importancia o “interés periodistico” desde el titular
hasta el final del articulo, lo cual presupone tacitamente que el lector no pasa de su primer
parrafo), el gréfico estadistico, que combina impacto visual e informaciéon categorica y/o
numérica y que se dispone inmediatamente después del titular, a menudo es la noticia a to-
dos los efectos; es por ello que en el gréfico se debe concentrar la informacion, y también, y
muy a menudo, la desinformacion, segun las intenciones del articulista o la publicacion; su
importancia es asimilable a la del titular, o, cuando menos, al del parrafo introductorio (lead
o intro), del que se llega a decir lo siguiente2:

Hemingway, lef una vez, escribié la 1iltima pigina de Un Adi6s a las Armas dieciséis veces antes
de estar satisfecho. Pero son los comienzos los que dan al escritor de periddicos todos los problemas.
[...] dieciséis intentos de la primera frase o pdrrafo de una noticia no es nada, como demuestran las
cifras de mortalidad de las mismas en los tableros de redaccion ejecutiva. Cualquier esfuerzo para
conseguir un buen comienzo de una noticia merece la pena, porque el lector la dejard de
leer si el escritor fracasa.[trad. propia]

Sin embargo, el grafico estadistico no tenia en origen la finalidad de comunicar un deter-
minado mensaje, como sucede en el periodismo. Nacié con el honrado y sencillo propésito
de resumir y resaltar visualmente la informacién sobre las variables que, expuestas en ta-
blas, resultaban poco expresivas antes de un andlisis detenido. Desde William Playfair (1759-
1823), su introductor, pasando por la fusiéon de estadistica, andlisis y teoria de la probabili -
dad, que, pese a Gauss, las funciones generarices de momentos y la curva normal (entre
otros nombres y descubrimientos), no tuvo lugar hasta finales del siglo XIX [20], y pasando
posteriormente por los fundadores de las modernas técnicas de exploracién de datos, que lo

1 H. Po“ttker, News and its communicative quality: the inverted pyramid—when and why did it appear? [articulo en linea],
2003 (pub. en linea 4 Junio 2010) [consultado Junio 2015] Journalism Studies, 4:4, 501-511, en Taylor & Francis Onli-
ne (www.tandofline.com) . Disponible en[previo registro]: http://dx.doi.org/10.1080/1461670032000136596 DOI:
10.1080/1461670032000136596

2 H. Evans, Essential English for Journalists, Editors and Writers[libro electr6nico], 2° ed, revisada por C. Gillan, Pimlico
(Random House Mondadori), London, 2000
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desarrollaron como instrumento de anélisis propiamente dicho [45], hasta la actualidad en
la disciplina estadistica, esta, la de resumir y resaltar ha sido su principal — aunque, como
decimos, no Unica— funcién dentro de la estadistica [44]. A partir de la 2° Guerra mundial,
los medios de masas, que habian comenzado a conformarse a comienzos de siglo, pasan fi-
nalmente a ser accesibles a la mayor parte del espectro social, lo cual provoca en ellos una
inmensa avidez de contenidos, y, quizd también, de la respetabilidad que otorga lo cuantita-
tivo, en el sentido de que se percibe como anélogo a lo “cientifico”. Es entonces cuando ele-
mentos de la estadistica (indices, porcentajes, estimaciones, medias) comienzan a ser de
uso regular en la prensa escrita — y en el discurso politico, a menudo correlatado con aqué-
lla- , explicando, por ejemplo, el éxito comercial de la obra de Darrel Huff, Cémo mentir con
estadisticas [28](Su primera edicién es de 1954), a dia de hoy ain el mayor best-seller rela-
cionado con la estadistica de todos los tiempos — lo cual dice mucho de la percepcion ciu-
dadana de la disciplina, provocada por esos mismos medios a los que sélo un poco més tar-
de se incorporaria la television, y (ya no tan) tltimamente, los formatos digitales en linea.
Casi desde el primer momento, el periodismo, la publicidad ( y la politica) pasaron de anali-
zar los datos para buscar titulares a escoger los datos y representaciones graficas que dieran
la raz6n a titulares concebidos de antemano.

Se nos dir4, ;Y esto que tiene que ver con la docencia de matematicas? Pues bien, nos per -
mitimos recordar una vez mds que uno de los objetivos que marca el curriculo de la ESO es
el siguiente (vid. supra):

1. Utilizar el vocabulario adecuado para la descripcién de situaciones relacionadas con el
azar y la estadistica, analizando e interpretando informaciones que aparecen en los medios
de comunicacién.

Y ademas reiteramos la afirmacién que acompanaba a la cita anterior en el capitulo co-
rrespondiente, a saber: que en el sentido de desarrollar competencias bésicas generales de
todo ciudadano (no se olvide que la ESO es obligatoria por esa sola razon) el andlisis de la
informacion — estadistica descriptiva gréfica en el caso del presente capitulo- que los me-
dios proporcionan (y que es inmenso) puede tener, deberia tener un peso relativo en el te-
mario de matematicas proporcional a la capacidad de juicio y al nimero y la calidad de ins-
trumentos para la decisién y la accién que otorga.

Noticias ciclotimicas

Empezamos con un ejemplo bastante divertido, sobre (suponemos) los males de abusar
de la subcontratacién que padecen ciertas publicaciones. Otra cosa no podemos pensar
cuando ven la luz articulos de este tipo3, ante los cuales s6lo podemos aventurar que la gra-
fica y el titular han salido de redacciones distintas, o que los miebros del equipo de grafismo
no se hablan con los de la redaccion, o que no existe nada que se parezca a un redactor jefe
o0 ejecutivo en la publicacion en cuestion. Desarrollaremos todo lo que da de si la noticia en
cuestion en las actividades correspondientes.

3 Europa Press, La Venta de viviendas sube el 14% en noviembre y encadena tres meses al alza [articulo en linea], 12 Enero
2015 [consultado Junio 2015]. El Huffington Post (www.huffingtonpost.es) Disponible en:
http: / /www.huffingtonpost.es /2015/01 /12 /compraventa-viviendas n 6454622.html
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ACTIVIDADES

La venta de viviendas sube el 14%
en noviembre vy encadena tres
meses al alza

Compraventa de Viviendas

Datas: INE
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La compraventa de viviendas aurnentd un 14% el pasado mes de noviembre respecto
al mismo mes de 2013, hasta un total de 25.200 operacicnes, debido al fuerte repunte
de las operaciones sobre inmuebles de segunda mano, segiin ha informado este lunes
al Instituto Macional de Estadistica (IMNE).

Este avance interanual es el tercero consecutivo tras los de septiembre v octubre,
cuando la compraventa de viviendas crecid un 13,7% v un 16%, respectivaments,
después de la ligera caida del 1,1% que se experimentd en agosto, mes en <l que se
marcé el minimo del afic con apenas 23.500 operacicnes.

Los datos difundides por el INE corresponden a compraventas inscritas en los
registros de la propiedad procedentes de eserituras publicas realizadas en meses
anteriores al de referencia.

Atendiendo s8lo a los datos mensuales (noviembre de 2014 sobre octubre dal misme
afio], la compraventa de viviendas bajd un 4,8%, su mayor descenso en este mes de
los tiltirmes cineo afios.

wwuw.thehuffingtonpost.es

1°)No leas atentamente esta noticia todavia; simplemente lee el titular y luego observa la
grdfica, teniendo en cuenta que las ordenadas representan “miles de ventas de pisos’.
a)éTe parece que el titular y el grafico estan hablando del mismo asunto? Si tenemos en
cuenta que cada marca del eje de abscisas corresponde a un mes, éTe parece que la ven -
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ta de pisos ha subido en los ultimos tres meses, como afirma el titular?

Si nos fijamos s6lo en el término “subida” y en el gréfico, efectivamente, parece que ha-
blan de cosas completamente distintas. Si después seguimos leyendo “subida del 14%
en noviembre y encadena tres meses al alza” y después observamos la gréfica, sencilla-
mente ya no sabemos qué pensar: las tres tiltimas marcas sefialan una bajada, no un
alza.

b) Imagina que solo tuvieras a tu disposicion la grdfica, sabiendo no obstante cudles
son las variables reflejadas. éCudl seria el titular que escogerias?éSe parece en algo al
titular que realmente tiene la noticia?

Podria titularse algo asi como “Las ventas de pisos en Espafia han bajado un 70% en los
dltimos siete afios”. Siendo muy benévolo, podria interpretarse la secuencia que co-
mienza en Enero de 2014 como un cambio de tendencia hacia una lenta recuperacién y
titular “Ligero repunte en las ventas de pisos en Espafia durante 2014” Por supuesto que
no me fijaria en el infimo tramo de los dltimos tres meses: mds bien lo tomaria como
una fluctuacién local esencialmente azarosa (aleatoria).

2°)Ahora si, puedes leer atentamente la noticia.
a) éTe aclara algo las cosas las dos primeras lineas? éDicen lo mismo que el titular? ¢El
grdfico propuesto es la mejor forma de poner de relieve esas dos lineas?

La acotacién “aumenté un 14% el pasado mes de noviembre respecto al mismo mes de
2013” ya si que parece coincidir con lo que expresa la grafica. No obstante, nos haria fal-
ta aplicar escuadra y cartab6n en la pantalla y tener una calculadora a mano para hallar
el porcentaje, que no aparece reflejado directamente en la grafica. El responsable del ar -
ticulo habria hecho mejor en presentar las tablas de valores en bruto y no haberse mo-
lestado dibujando.

b)Teniendo en cuenta que tanto la grdfica como las dos primeras lineas del articulo
desmienten el titular, éCudl crees ti que ha sido la motivacion del titulador?

Su intencién parece ser la de dar a entender a toda costa que las ventas de pisos suben
en Espafia, ya que el titular, de la forma que estd redactado, no es que sea incompleto,
sino que es completamente erréneo.

3°)Fijate ahora en el ultimo parrafo.
a)éA qué tramo de la grdfica se refiere en primer lugar?éPodrias medirlo sobre ella?
éCrees que este dato es igual de relevante que el titular de la noticia?

Se refiere al pequefio segmento entre las marcas de Octubre y Noviembre de 2014, aun-
que, como dijimos antes, al estar reflejados los datos absolutos, tendriamos que hacer
un célculo aparte para hallar el dato concreto (4,8%) que expresa la noticia.

Este parrafo desmiente por completo el titular de la noticia, y esta vez no graficamente,
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sino explicitamente. En realidad, el dato relevante es el que el titular de la noticia parece
querer expresar — la variacion interanual- pero no es eso lo que hace, tal y como esta
redactado.

Magnitudes absolutas (y porcentajes irrelevantes)

Segun el FMI# China es el pais més rico (PIB PPA%) del mundo. Incluso aunque el dato tenga
significado y utilidad para muchos tipos de anélisis, ;Significa eso que los chinos son los ciuda-
danos més ricos del mundo? Para conocer algo sobre ese particular (con muchas reservas, dada
la siempre desigual distribucién de la renta dentro de cada pais) una primera aproximacion se-
ria averiguar el PIB per cdpita, sencillamente dividiendo por el nimero dehabitantes del pais
considerado. Sencillo, ;Verdad? Pues bien, en la mayor parte de los medios de informacién atin
parecen no haberse percatado de la cuestion: no son raras, ni mucho menos, las noticias que si-
guen manejando magnitudes absolutas e inferir de ellas caracteristicas de la sociedad o la eco-
nomia de un territorio. Cuestion para la cual una magnitud absoluta no sirve de nada. En efecto,
;En qué comunidades auténomas sube mads el paro en cifras absolutas? Evidentemente, en Ma-
drid, Catalufia y Andalucia, siempre: pero por el mero hecho de que son las comunidades con
mayor poblacién (empleada). El dato que nos daria una verdadera informacion del comporta-
miento del paro segin cada territorio seria la tasa de cambio por habitante, como parece obvio.
Aungque si fuera tan obvio es de suponer que no habriamos encontrado el siguiente material:

ACTIVIDADES

1°) Observa atentamente la siguiente graficas:
a) éEncuentras algo incorrecto en ella?

Aqui lo que ma4s salta a la vista son los circulos cuya 4rea expresa la pérdida de votos.
Pero asi como mds adelante veremos noticias donde el error (o la desinformacion) se
encuentra en la escala del objeto elegido para la representacién de la magnitud noticia-
ble, este no es el caso: las pérdidas de votos son realmente proporcionales al drea de los
circulos. El ejemplo propuesto es conveniente en parte por esta razén: quiza el alumno,
acostumbrado a otros enunciados parecidos a los que aqui se proponen, caiga en el
error de buscar defectos en la representacion por analogia. En esta ocasion tendrd que
profundizar un poco maés en el significado, no en la representacién. En realidad, el grafi-
co no sostiene ninguna falsedad: lo que sucede es que la informacién que ofrece es irre-
levante.

b) éA qué puede ser debido que la pérdida de votos sea mayor en las comunidades don -
de asi lo expresa la grafica? éPuede que el hecho obedezca solo a causas politicas? Re-
dactad por grupos un breve parrafo con vuestra opinion sobre el asunto.

4 Segun datos del FMI International Monetary Found. disponibles en [consultado Junio 2015]:
http://www.imf.org/external /data.htm

5 Producto Interior Bruto ajustado a Paridad de Poder Adquisitivo.

6 Josu Mezo, Se pierden mis votos... [Donde se tiene mds votos![articulo en linea] 28 Mayo 2014 [consultado Junio 2015]
en www.malaprensa.com . Disponible en: http:/ /www.malaprensa.com /2014 /05 /se-pierden-mas-votos-donde-se-
tienen.html
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lI.A PERDIDA DEVOTOS DEL PSOE
DIFERENCIA RESPECTO A LAS ELECCIONES EUROPEAS DE 2009

@ Numere devotos que pierde
en cada comunidad ASTURIAS iy PAISVASCO
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Fuente: www. malagrensa. com

La pregunta peca de cierta deslealtad, pero se realiza para después obtener més ficil-
mente un efecto sorpresa. Hay muchas probabilidades de que los alumnos aventuren
hipétesis politicas de lo mds variopinto, si no caen el cuenta del quid de la cuestion. Si
nadie da con la respuesta correcta, podemos pasar a la siguiente actividad:

2°) Ahora observa el grifico siguiente”.

Poblacién inscrita por comunidades y ciudades auténomas (miles)
Datos provisionales. Avance de la Estadistica del Padrén Continuo a 1 de enero 2014

Andalucia 8.393
Cataluia
Madrid, Comunidad de
Comunitat Valenciana
Galicia
Castilla y Leon
Pais Vasco
Canarias
Castilla-La Mancha
Murcia, Region de
Aragon
Balears, llles
Extremadura
Asturias, Principado de
Navarra, Comunidad Foral de
Cantabria
Rioja, La
Ceuta
Melilla

Fuente:wwuw.ine.es

7 Instituto Nacional de Estadistica (INE), Avance de la Estadistica del Padrén Continuo a 1 de enero de 2014. Datos provi-
sionales [recurso en linea], 22 Abril 2014 [consultado Junio 2015] en www.ine.es Disponible en:
http:/ /www.ine.es /prensa/np838.pdf
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a)éEncuentras alguna semejanza entre la grafica de la primera actividad y ésta? Or-
dena en sentido descendente a las comunidades autonomas segun el nimero de votos
perdidospor el PSOE vy después compara esa lista con la presente grifica.

- Madrid Andalucia | 8393
- Cataluiia Cataluia | ] 7.513
- C.Valenciana Madrid, Comunidad de ~ | ] 6.448

- Andalucia Comunitat Valenciana | ] 4.995

- Castilla y Le6n Galica [ 2.748

- Galicia Castillay Leon [ 2493

- Castilla La Mancha Pals Vasco  |r— 2.189

- Pais Vasco Canarias | == 2.102

- Aragon Castila-La Mancha [ 2.076

- Canarias Murcia, Region de [ 1.466

- Asturias Aragon [ 1.325

- Extremadura Balears, lles === 1.102

- Murcia Extremadura === 1.098

- Cantabria Asturias, Principado de  [===3 1.061

- Baleares Navarra, Comunidad Foral de _: 640

- Navarra Cantabria &= 569

- La Rioja Rioja, La |2 319

- Melilla Ceuta 1 85

- Ceuta Melilla ; 84

Si bien se percibe un cierto “baile” de CCAAs entre uno y otro listado (lo que
responderd , probablemente. al fenémeno que en realidad debe tener algiin significado
politico-social) se constata que en términos generales la correspondencia entre ambas
se observa bastante bien. (Sila Gltima gréfica relejara al nimero de votantes del PSOE
en las elecciones anteriores, la correspondencia seria mads fuerte). Lo cual quiere decir
que mediar pérdida de votos en terminos absolutos es solo una manera enrevesada y no
muy exacta de medir qué CCAAs tienen mds o menos habitantes. Para conocer la tasa
de pérdida de votantes es preciso convertir nueos datos absilutos de voto en datos rela-
tivos al ntimero de votantes (o al nimero de votantes del PSOE).

8°) Observa este conjunto de grdficass:
a) Hemos visto que, en muchos casos, si se quiere establecer una comparacion significa -
tiva entre varias clases, es conveniente escoger variables que expresen magnitudes re-
lativas, no absolutas: éSe emplean magnitudes relativas en este caso? éSe puede decir,
por tanto, que el grdfico establece comparaciones significativas (o informativas)?

Una vez mds tratamos de poner en guardia al alumno contra el pensamiento analégico
o el empirismo facil que domina buena parte de la educacién secundaria. Un alumno

8 A. Blanco Escalona, Burgos, Palencia y Valladolid encabezan la riqueza por habitante por su peso industrial [ariculo en li-
nea] 4 Junio 2015 [consultado Junio 2015], en El Norte de Castilla (ed. digital www.elnortedecastilla.es) Disponible en:

alencia-valladolid-encabezan-20150531201822. html
El hallazgo y sugerencia de la inclusién de este articulo son debidos a Alfonso Gordaliza.
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poco atento sin duda sélo se fijaria en que en las gréaficas aparecen porcentajes y con-

Panorama provincial de la economia de Castilla y Ledn
Cuotas de participacion sobre el total de la comunidad

*PIB m » Poblacién “ Sector industrial d Sector servicios n

vA I 22,2« vA I 2 BU VA I 23,5
LE 181x LE 19.4% VA I 06 LE 19,35
U 17.8% U I 14 i LE 15.7% Bl 14.9x
SA I 125 SA I 13.7% PA 96% 1y ] 13,24
PA 7.3% ZA 754 54 A6 PA 1 650
ZA 6.5% Ay 6.7% A ] 5.2% A 6.4%
SE [ PA 6.7% SE A4% SE 6.3%
AV 5.7% SE 6.4% 50 4.4% AV 6,25
th} 3,8% ) 374 AV 3 8y 50 X6
Parados @ Ocupados ;’ " Autbnomos ﬁ » Pensionistas '\"
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A W SE 7.3 ZA 8,8k ZA ) 8.3%
PA 8,2% 24 y 6.7x € 7.2% PA 6.8
AV Bx PA 62% AV G AL AV 6,44
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S0 2 S0 4% S0 4% 50 3.7
FUDNTE: iME / MM STERSO OF EMPLED ¥ SEGURIAD SOOML | DIRCCOKAN GINERAL DEESTADTICA DAMICL SAN MICUTL

Fuente: www.elnortedecastilla.es

cluiria que las proporciones expresada son relevantes: puede que lo sean para segin
qué estimaciones, pero son muy pobres desde el punto de vista informativo, ya que lo
que nos interesa no es comparar la situacion relativa de cada provincia con las demads
segun estas categorias, sino comparar la situacion relativa de los habitantes de cada
provincia segtin cada categoria. No nos interesa saber qué provincia, tomada como ob-
jeto, es mds rica que las demds; nos interesa saber de qué provincia son los habitantes
mas ricos de la comunidad. Asi, segtn las gréficas Valladolid es la provincia con mayor
PIB (mayor riqueza) pero ;No es también la que més habitantes tiene? ;Son los habitan -
tes de Valladolid mas ricos que los del resto de provincias de Castilla y Le6n?

4°) Los grdficos anteriores acompaniaban la siguiente noticia (vid. nota °). Tras leerla dete-
nidamente, reconsidera si las grdficas son realmente informativas y explica en un pa-
rrafo las razones de tu conclusion.

Burgos, Palencia y Valladolid encabezan la
riqueza por habitante por su peso industrial

Concentran el 58% del sector v aportan al PIB Panorama provincial dela economia ce Castilla y Ledn @
de CaSF]:Ha‘ y Leon cinco PUAIOE LS (e il ﬁ Pablacign * Sector industrial ﬂ'ﬂ Sectors
pObl&ClO n VA — 13 VA — . -
i — ok E AW e -
& o e LU LN -
54— : - — B P — - -
" ] Eny 75u i = i
A 5, i ] BT :i [T A
S P Y o 5 1.4 5
u ‘
0 in 50 37 L Ll 0
. ANGEL BLANCO ESCALONA |3 me gusta CRE]]
h L Parados @ Ocupados ;‘ *Autbnomos “’ + Pension
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La provincia mas rica de las nueve que o ]
componen Castilla y Ledn es ;3'
Valladolid;pero solo si setiene en cuenta :

el valor absoluto de su riqueza, es decir, el

volumen de su Producto Interior Bruto (PIB). Si se toma en consideracion el
numero de habitantes, entonces la que posee una economia mas potente
es Burgos; mientras que también Palencia aventaja a la provincia
vallisoletana. Las tres (que son, junto con Ledn, las masindustriales dela
comunidad auténoma) tienen un peso econdmico superior al de su
poblacion en el conjunto de la region.

MAS INFORMACION La reciente publicacién por parte del
INE del PIB par provincias en el afio 2013
- permite no solo conocer al detalle la
estructura productiva de cada una de
ellas, sino también situarlas en un
contexto mas o menos singular. Por ejemplo: los 368.701 burgaleses
censados, que suponen el 14,6% de los habitantes de Castilla y Ledn,
produjeron en el afio de referencia 9.686,9 millones de euros, lo que

representa el 17,9% de la riqueza regional.

Parece que este es el caso, como en el primero que propusimos, en que la noticia y la
grafica se contradicen, con la diferencia de que aqui el articulista es consciente del
asunto e intenta rectificar las graficas por escrito. ;Por qué no se modifican éstas desde
un principio? La descoordinacion entre departamentos parece ser cosa general en la
prensa espafola. El articulo contintia més tarde practicando el mismo ejercicio de re-
forma de las gréficas, pero a nosotros nos basta con que el alumno repare en el primer
parrafo y sepa transmitir su significado con sus propias palabras

Escalas tramposas (o sencillamente torpes)

Aunque ampliamente desvelados desde casi los primeros tiempos de los medios de masas
(vid. [27]128])y bastante risibles por su obviedad (se puede consultar www.malaprensa.com,
lugar de referencia en espafiol de compilacién de esta clase de manipulaciones, entre otras fala-
cias periodisticas), siguen gozando de magnifica salud en medios escritos y audiovisuales. De
entre la gran cantidad de casos disponibles pueden distinguirse los que afectan a graficas carte-
sianas, o a otra clse de pictogramas (diagramas de barras, en forma de tarta, icénicos, etc.) Co-
mencemos con los primeros, con dos variables numeéricas en ejes coordenados.

En la estadistica como disciplina cientifica las escalas de los ejes donde se miden los valores
de cada variable se manipulan frecuentemente por razones metodoldgicas, es decir, en vistas a
encontrar patrones que impliquen alguna clase de orden en los datos (comprimiendo los dia-
gramas de nube de puntos puede distinguirse mejor un determinado modelo de regresion), o
por razones expositivas, esto es, en orden a expresar las relaciones entre los datos de forma més
contundente (una diferencia relativamente pequena, pero importante, se magnifica para darle
resalte). No obstante, estos propésitos puede pervertirse cuando se involucran intereses no
cientificos (comerciales, partidistas, o de otro tipo) o cuando el redactor no tiene un conoci-
miento suficiente de la materia que esta tratando. La escala puede modificarse por aplicaciéon
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arbitraria de la unidad de media el alguno de os ejes (0 en los dos) o por truncamiento de algtin
eje. Aunque es corriente econtrar ambas estrategias combinadas. Veamos ejemplos en las activi-
dades: el inmediatamente inferior se volvi6 casi célebre.

ACTIVIDADES

1°) Observa atentamente el siguiente grdfico®:
a) éEncuentras algo en él que te resulte chocante? Razona tu respuesta.

I'bw'e.es FUENTE: Min redifusion
5.040.222

Paro registrado 2013
rtvees  SIRIACONFLICTO Mueren 29 rebeldes cerca de Damasco en una &

Captura del grafico con la evolucidn del paro registrado emitido en el Telediario 1 de TVE

Fuente: www.eldiario.es

Desde luego: si las cifras son ciertas, el inexistente eje de ordenadas estd claramente
truncado, sin que se refleje tal hecho en ninguna parte, de manera que el valor més bajo
de las y puede ser, aproximadamente, 4.500.000; y no sélo eso, la escala de lo que queda
de este eje estd claramente magnificada para dar a entender una gran diferencia entre
los valores del paro de Febrero y Agosto. Un sencillo célculo arroja que la verdadera va-
riacion del paro es una bajada de un 6,77%; y, sin embargo la impresion visual es que al-
rededor del 90% del paro se ha desvanecido.

b) Si suponemos que la diferencia de valores ordenados en la grdfica es de 500.000,
realiza una grdfica aproximada sin el eje truncado y que tenga las escalas proporcio-
nadas de tal manera que encajen, mds o menos, en las dimensiones del marco de la foto
anterior.

9 [Redaccion], El paro desparece (pero solo en TVE) [articulo en linea], 3 Sept. 2013 [consultado Junio 2015] en El Ras-
treador, [bitdcora alojada en] www.eldiario.es (periédico digital) Disponible en: http://www.eldiario.es/
rastreador/paro-desaparece-solo-TVE 6 171542857.html



http://www.eldiario.es/
http://www.eldiario.es/rastreador/paro-desaparece-solo-TVE_6_171542857.html
http://www.eldiario.es/rastreador/
http://www.eldiario.es/%20rastreador/paro-desaparece-solo-TVE_6_171542857.html
http://www.eldiario.es/

TOPICOS Y ACTIVIDADES 93

Fig.14: Evolucién del paro entre Febrero y Agosto de 2013
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¢) Vuelve a realizar los apartados a) y b) para la siguiente graficare:

- oyl C—
‘u’enezmana fd:ﬁf f

“Television
SERAL EN VWD [RADICWES VTV

CPINION ELECCIONES HAUED CHAVEZ

} ELECCION PRESIDENCIAL 2013 N Gané el hijo de
e e . Chéavez: Nicolas

'FIEENTAJES -~ Maduroesel
- T Presidente Electo

de Venezuela
(+Video)

ELECCIONES

La tendencia es imaversible, sefiald
Tibisay Lucana, presidenta ded ente
comicial f Maduro obtuve 50.66% v
Capriles 49.07% Lsar mas

Hacissdas cusmas
Tkt Gl

Premriams. Mrobis
Maiore y del Pauy

Fuente: wwuw. hulﬁngtongost es

Un ejemplo bastante mds obvio que el anterior, pero que tuvo cierto predicamento en
los medios como ejemplo de cémo no se debe hacer un grafico de barras. Si bien es pre-

10 [Redaccion] Elecciones Venezuela 2013: El grifico de la televisién oficial que favorece a Maduro (FOTOS) [articulo en 1i-
nea]15 Abril 2013 [consultado Junio 2015], en www. huffmgtonpost es (perlodlco digital) Disponible en:
: huffi .



http://www.huffingtonpost.es/
http://www.huffingtonpost.es/2013/04/15/elecciones-venezuela-2013-grafico-television_n_3083484.html
http://www.huffingtonpost.es/
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ciso que apuntemeos que no hemos encontrado esta imagen en la fuente primaria, en
cuyo lugar aparece, en cambio, la siguiente imagen, mucho maés ajustada!:

) :
y 4 ELECCION PRESIDENCIAL 2013

El pueblo decide

P
|
VOTOS

l*ﬁi;u5_333 7.270.403

Nicolas Maduro Moros Henrique Capriles Radonski

Fuente: www.vtv.gob.ve (Venezolana de Television)

En todo caso, la grafica reformada quedaria de la siguiente forma:

Fig.15: Resultados elecciones Venezuela 2013

50.66 49.07

Maduro Capriles

11 Venezolana de Television, Gang el hijo de Chidvez: Nicolds Maduro es el Presidente Electo de Venezuela (+Video) [articulo
en linea] en www.vtv.gob.ve (sitio en linea de Venezolana de Televisién) Disponible en [consultado Junio 2015]:
http:/ /www.vtv.gob.ve/articulos /2013 /04 /14 / gano-el-hijo-de-chavez-nicolas-maduro-es-el-presidente-electo-de-
venezuela-7215.html



http://www.vtv.gob.ve/
http://www.vtv.gob.ve/articulos/2013/04/14/gano-el-hijo-de-chavez-nicolas-maduro-es-el-presidente-electo-de-venezuela-7215.html
http://www.vtv.gob.ve/articulos/2013/04/14/gano-el-hijo-de-chavez-nicolas-maduro-es-el-presidente-electo-de-venezuela-7215.html
http://www.vtv.gob.ve/
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2°) Observa atentamente los siguientes graficos:
a)Comprueba si la informacion numeérica concuerda con la informacion que suminis-
tran los graficos2:

W 0JD en 2014
W VENTA EN QUIOSCO

172.447
EPB[S 167373 153703

157.066 156,758
146800 151.562 150.434

FIAMUNDO 133076 112047 113233 . o0 114153
— 120 197078 108420 108984~

103.632
ABC S L BN Er  es T2 papyg 92699
_\_\__‘_‘_.‘.__-_F.._.__,_,_.——F"'_"‘—‘——._.___‘_‘_"__._'__r
50.000 ' ] 1 |
Enero Febrero Marzo Abril Maya Junio Julio Agosto

m DIFUSION TOTAL

276.259 281166 284621

EL PAIE 267.509 267.082

251.312 244838 242599

155.010 154.767 155427 151.608 153.113
KLEMUNDO 149752 149556 150119

141.133
: 136.026
ABC — 133195 150789 125207 134873 122617 172344

50.000 f ! Ju
Enero Febrern Marzo Abril Mayo Junio Julio Aposto

FUENTE: 0|0 (datos pendientes de certificacidn).

Fuente:wwuw. malagrensa. com

Resulta claro que ha habido por lo menos un truncamiento del eje de ordenadas (inexis-
tente), puesto que las distancias respectivas no expresan adecuadamente las diferencias
numéricas: asi, en la primera gréfica, la diferencia de ventas en quiosco entre El Mundo
y El Pais es numéricamente superior, y sin embargo la distancia entre las curvas es mu-
cho més pequeiia que la distancia entre ABC y el Mundo: exactamente lo mismo se pue-
de decir de la segunda gréfica. De hecho, si se observa con mayor atencion, hay otro
truncamiento, ya que se puede apreciar que el eje de coordenadas comienza en 50.000
en ambos casos, y que la escala estd a todas luces distorsionada, ya que la distancia en-
tre el origen y la primera curva (ABC) no se corresponde tampoco en escala con la dis-
tancia entre esta curva y la inmediatamente superior (El Mundo) — por ejemplo, en la
segunda gréfica, entre 50.000 y 141.133 hay una distancia similar que entre 141.133 y
155.010- . En conclusién la grafica solo respeta el orden de las curvas de ventas.

12 Josu Mezo, Otro Grifico para la Historia [articulo en linea], 25 Septiembre 2014 [consultado Junio 2015] en

www.malaprensa.com Disponible en: http://www.malaprensa.com /2014 /09 /otro-grafico-para-la-historia.html


http://www.malaprensa.com/
http://www.malaprensa.com/2014/09/otro-grafico-para-la-historia.html
http://www.malaprensa.com/
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a)Representa correctamente ambas grdficas con un eje coordenado continuo. Sabiendo que
la noticia original procedia de El Mundo, éCudl crees que ha podido ser la intencion
del autor responsable de la grafica?

Realizamos el ejemplo mas claro, el de la segunda grafica:

Fig. 16
Difusion Periédicos Espafia 2014 (ejemplares vendidos)
300000
250000 —
200000
155010 154767 155427 149752 PP 151608 1501189 153113
150000 — El Mundo
e ——
141133
136026 133195  4997p0 132875 ABC
125207 122617 122344
100000
50000 —
0
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto

Evidentemente, el autor de la grafica pretendia disimular la diferencia entre las ventas
totales de El Mundo y las de El Pais, presentdandolas como similares, cuando lo cierto es
que las ventas de El Mundo oscilan alrededor de un 60% de las de El Pais.

Escalas erréneas (o intencionadas) en pictogramas e iconos

A continuacién expondremos ejemplos de distorsion escalar que afectan a otras formas de
expresion grafica estadistica, cuales son los diversos tipos de pictogramas y otras represen -
taciones icénicas[44]. Algunos de los casos denotan, mds que interés, una falta de entendi-
miento de propiedades geométricas basicas como longitudes, dreas y volimenes bastante
preocupante por parte de los sedicentes “formadores de opinion”.

ACTIVIDADES

1°) Observa la siguiente grafica'® y considera si la informacion visual que se ofrece se co-

13 A. L Gracia, La crisis ha quintuplicado los desahucios en los juzgados en los iiltimos cuatro afios, [articulo en linea] 15
Marzo 2013 [consultado ]umo 2015] El Confidencial (perlochco dlgltal WWW. elconﬁdenmal com ) Dlsponlble en:



http://www.elconfidencial.com/espana/2013-03-15/la-crisis-ha-quintuplicado-los-desahucios-en-los-juzgados-en-los-ultimos-cuatro-anos_198383/
http://www.elconfidencial.com/espana/2013-03-15/la-crisis-ha-quintuplicado-los-desahucios-en-los-juzgados-en-los-ultimos-cuatro-anos_198383/
http://www.elconfidencial.com/

TOPICOS Y ACTIVIDADES 97

rresponde con la numérica. Caso de no ser asi, indica cudl es la razon. éSe te ocurre al-
guna manera de hacer esa comprobacion grdaficamente?

Fuente: wwuw.elconfidencial.com

ASTURIAS
P. VASCD

CANTABRIA NAVARRA

e LA RIOJA
CASTILLA Y LEGN 14903 79699

13.226 GON -
Ll GATALURA

9805

EJECUCIONES
H I POTECAR |AS MADRID

44276

S -
COMUNIDAD ISLAS BALEARES
EXTREMADURA VALENCIANA Fons

CASTILLA
LA MANCHA 16.994 75.699

21.043

MURCIA ISLAS CANARIAS
21.946

ENTRE
2008 Y 2012

http://www.elconfidencial.com/archivos/ec/2013031484mapaespanahipotecas.j

ANDALUCIA 21.275

15857 /81372

DAVID GUTIERREZ

Si se observan las cifras se comprobard que no estdn en la misma proporciéon que las
areas de los circulos a los que corresponden, sino a los didmetros (o radios) de los circu-
los en cuestion. Por lo tanto, los gréficos estdn construidos en base alos cuadrados de la
cifras en cuestion, de manera que no representan la proporcién entre los valors numeéri-
cos. De hecho, lo que sucede es que se sobreestima ampliamente el aumento de ejecu-
ciones hipotecarias, lo cual puede comprobarse en el siguiente grafico:

Fig. 17: Comparacién de dreas

a.819 .

Donde se aprecia que la relacién entre didmetros (radios) es 44276/8619= 5,14

2°)Supongamos que para el caso de Madrid el radio del circulo rojo es la unidad. éCual de -
berta ser el radio del circulo azul para que la grafica fuera realmente representativa de
la proporcion entre las cifras de ejecuciones hipotecarias?

los-ultimos-cuatro-anos 198383/


http://www.elconfidencial.com/archivos/ec/2013031484mapaespanahipotecas.jpg
http://www.elconfidencial.com/
http://www.elconfidencial.com/espana/2013-03-15/la-crisis-ha-quintuplicado-los-desahucios-en-los-juzgados-en-los-ultimos-cuatro-anos_198383/
http://www.elconfidencial.com/espana/2013-03-15/la-crisis-ha-quintuplicado-los-desahucios-en-los-juzgados-en-los-ultimos-cuatro-anos_198383/
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Se puede averiguar la cuestiéon con un sencillo célculo que el infografista no quiso o no

supo hacer:
712 =019 L pe L p- [44276 5 06654514
44276 8619

Fig. 19: Nueva comparacion de dreas

2619 .

2°) Observa la siguiente grafica' y considera si la informacion visual que se ofrece se co-
rresponde con la numérica. Caso de no ser ast, indica cudl es la razon.

Hernan Crespo Neymar
2000 2013

Fernando Torres PRIMERA Cristiano R.
CIFRA DEL <

FICHAJE DE @
NEYMAR

2011

Bale
LOS @in
FICHAJES @
MAS CAROS
@ 2013
Cavani aa Ibrahimovic

2013

2008 2001

Fuente: www.marca.com

14 L. E. Rojo, El fichaje mds caro de la historia [articulo en linea], 25 Febrero 2014 [consultado Junio 2015] Marca (edi-
cién digital www.marca.com/) Disponible en: http:/ /www.marca.com /2014 /02 /25/futbol/equipos/barcelona
1393326271.htm1?a=87b03cc89¢eblaebd4087a899b669d116&t=1393791124



http://www.marca.com/
http://www.marca.com/2014/02/25/futbol/equipos/barcelona/1393326271.html?a=87b03cc89eb1aebd4087a899b669d116&t=1393791124
http://www.marca.com/2014/02/25/futbol/equipos/barcelona/1393326271.html?a=87b03cc89eb1aebd4087a899b669d116&t=1393791124%20
http://www.marca.com/
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En este caso aparecen varias distorsiones: primero, se supone que el origen de coorde -
nadas es el centro del diagrama, pero los valores comienzan en un punto arbitrario. Y
después, y mds importante, no se sabe a qué es proporcional la cantidad reflejada por
cada sector, pero no es ni al drea ni al radio: parece que sencillamente se ha ido afia-
diendo un segmento al radio del sector para indicar que las cantidades van aumentan -
do, pero el resultado final (la comparacion entre el sector con la cifra 57 y el de 117,7) no
tiene ningtn sentido. O bien las 4reas (o siquiera los radios) deberian ser proporciona-
les, pero no: tan sélo sirve para enfatizar un titular.

8°) Observa la siguiente grdficaséSabrias decir en base a ella qué partido gano las eleccio-
nes presidenciales mexicanas del 2000?

Fig. 20

Porcentaje de Votos en la Eleccion Presidencial de
2000

B Vicente Fox Quesada (PAN y
PVEM)

B Francisco Labastida Ochoa [PRI)
Cuauhtémoc Cérdenas Soldrzano
(PRD, PT, CONVERGENCIA y PAS)

B Manuel Camacheo Solis (PCD)

M Porfirio Mufioz Ledo (PARM)

B Gilberto Rincén Gallardo (PDS)

B No Registrados

H MNulos

Presentamos aqui al alumno otro de los posibles equivocos provocados por una mala
eleccion de representacion gréfica: en este caso, los diagramas en forma de tarta, ya de
por si confusos(puesto que la diferencia angular se percibe peor que la longitudinal),
pero en este caso agravado por el uso de la tercera dimension y la perspectiva. Tufte [44]
resulta tajante respecto de la utilzacion de esta clase de graficos:

Las tablas son preferibles a los grificos para muchos conjuntos de datos pequefios. Una tabla es
casi siempre mejor que un diagrama de tarta; la iinica cosa peor que un diagrama de tarta es que
haya varios, puesto que entonces el espectador es forzado a comparar cantidad distorsionadas
dentro y fuera de cada grifico; dada su baja densidad de datos y su fracaso en ordenar niimeros

15 M.A.J. Mejia Montafio, Partidos politicos mexicanos, IFE, tribunal electoral y jurl’dico y elecciones presidenciales [mono-

graﬁa en lmea] en www. monogmtms com Dlspomble en [consultado ]umo 2015]: h m [/ wWww. monograflas com/

artidos-

politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales2.shtml


http://www.monografias.com/trabajos94/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales2.shtml
http://www.monografias.com/trabajos94/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales2.shtml
http://www.monografias.com/%20trabajos94/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales/partidos-politicos-mexicanos-ife-tribunal-electoral-y-juridico-y-elecciones-presidenciales2.shtml%20
http://www.monografias.com/
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a lo largo de una dimension visual, los diagramas de tarta nunca deberian utilizarse. [trad. pro-
pia]

En nuestro caso, el sector inferior aparece mucho més preponderante de lo que es en
realidad, como se comprobaré con la grafica con los porcentajes:

Porcentaje de Votos en la Eleccion Presidencial de
2000

W Vicente Fox Quesada [PAN y
PVEM)

B Francisco Labastida Ochoa (PRI)
Cuauhtémoc Cirdenas Solérzano
(PRD, PT, CONVERGENCIA y PAS)

B Manuel Camacheo Solis (PCD)

W Porfirie Mufioz Ledo (PARM)

B Gilberto Rincén Gallardo (PDS)

M Mo Registrados

M Nulos

M.A.J. Mejia Montano, Partidos politicos mexicanos, IFE, tribunal electoral y juridico, y elecciones presidenciales

Dos sectores (rojo y azul) que parecian equivalentes en drea, representan porcentajes
decisivos, pues dan la victoria (holgada) a Fox frente a Labastida. Lo mismo puede de-
cirse del gréfico siguiente, perteneciente a la misma publicacion:

Porcentaje de Votos en la Eleccion
Presidencial del 2012
2,29%_247% 0,03%
\

M Enrigue Pefia Nieto (PRI-
PVEM)

Andrés Manuel Lépez
Obrador (PRD-PT-MC)

B Josefina Vazguez Mota (PAN)

Gabriel Quadri de la Torre
(PANAL)

B Voto Nulo

Candidatos No Registrados

M.A.J. Mejia Montario, Partidos politicos mexicanos, IFE, tribunal electoral y juridico, y elecciones presidenciales
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Donde se aprecia claramente que el sector amarillo, no s6lo por ser el mds cercano al
espectador, sino por estar mayoritariamente situado en el eje largo de la elipse, aparen-
ta mucha mads area que el sector ubicado en su mayor parte en el eje corto: al ocupar
mucha mads drea de dibujo parece que representa un porcentaje mayor que el sector
rojo, contra lo que nos dicen las cifras respectivas.

4°) Observa la siguiente grdfica'e correspondiente a las ventas de cada marca en miles de
millones de dolares($ billions) y considera si la informacion visual que se ofrece se co-
rresponde con la numérica. Caso de no ser asi, indica cudl es la razon.

Ventas mundiales de Restaurantes de comida rdpida
$41 BILLIOM I8 SALES

40
35
BILLIGINS OF DOLLARS
30
GOP OF AFGHANISTAN
$21 BILLION 25
$4.1 BILLION IN SALES $11.3 BILLION IN SALFS a0
3 BILLIOM 1IN
SR $7.4 BILLION IN SALES _
$8 BILLION IN SALES \ 15
$8.2 BILLION IN SALES

10

5

Fuente: wwuw. eagereyes.org

De forma equivalente al caso de las graficas con circulos, aqui se produce una magnifi-
cacion de los logotipos que no corresponde a la proporcién entre cada conjunto de ci-
fras, al haberse duplicado las dos dimensiones del icono, en lugar de una sola, lo cual
habria dado areas realmente proporcionales, pero habria distorsionado la apriencia de
los logotipos (la solucién 6ptima habria sido multiplicar ambas dimensiones por+/2 ).Lo
que se produce en el grafico representa un incremento cuadrético del drea total, y una
impresiéon visual defectuosa, por tanto. El eje coordenado a la derecha de la imagen no
deja lugar a dudas sobre la operacién que se ha llevado a cabo.

Asi, el icono de McDonalds, que deberia guardar una relaciéon de area con el de Burger
King de 41/11,3 = 3,63, en realidad se encuentra en una relacién de 3,63°= 13,16

4°) Observa la siguiente grafica correspondiente a una comparacion entre la vieja 'y la nue-
va bateria para 1Pad, teniendo la nueva un 70% mas de capacidad que la vieja'r.

16 R. Kosara, Linear vs. Quadratic Change [articulo en linea] 19 Septiembre 2008 [consultado Junio 2015], en

www.eagereyes.org Disponible en: https:/ /eagereyes.org/blog/2008/linear-vs-quadratic-change
17 ]. Diaz, Holy F*ck, the New iPad Has a Gigantic 70-Percent Larger Battery [articulo en linea] 15 Marzo 2012 [consulta-

do Junio 2015] en www.gizmodo.com Disponible en: http://gizmodo.com /5893738 /holy-fck-the-new-ipad-has-a-
gigantic-70-percent-larger-battery



http://gizmodo.com/5893738/holy-fck-the-new-ipad-has-a-gigantic-70-percent-larger-battery
http://gizmodo.com/5893738/holy-fck-the-new-ipad-has-a-gigantic-70-percent-larger-battery
http://www.gizmodo.com/
http://www.eagereyes.org/
https://eagereyes.org/blog/2008/linear-vs-quadratic-change
http://www.eagereyes.org/
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Cconsidera si la informacion visual que se ofrece se corresponde con la numérica. Caso
de no ser ast, indica cudl es la razon.

El efecto anterior se agrava mds atin cuando se comparan dos iconos donde se hallan
representadas las tres dimensiones.

Comparacion entre antigua y nueva bateria para iPad

Fuente: wwuw.gizmodo.com

Aqui la diferencia del 70% deberia implicar una relacién igual entre los volimenes de las
figuras. En cambio, lo que se observa es que la altura del icono correspondiente a la
nueva bateria es 1,7 veces la del viejo; por lo tanto el volumen de la nueva es 1,7°= 4.913
veces el de la antigua; es decir, no un 170% mds, sino un 491,3% més de capacidad.


http://www.gizmodo.com/

TOPICOS Y ACTIVIDADES 103

Los maestros también se equivocan

Probablemente hay pocas cosas mds atractivas para un alumno de ensefianza secundaria,
cuya existencia transcurre en gran medida bajo el escrutinio y posterior juicio de su con-
ducta por parte de sus mayores (padres, profesores, psic6logos, etc.) que comprobar — y sefialar
con el dedo, usualmente- los errores de estos ultimos, algunas veces llegando a resultar imper-
tinentes. No sélo es rebeldia adolescente. En cierta manera, es un alivio para él: por un momen-
to descansa del hecho der ser €l quien es evaluado (y por lo general, también, de estar equivoca-
do, al menos en el drea de las matemadticas). Por esta razon consideramos que los ejemplos que
se expondran pueden resultarle atractivos, pero también instructivos, en varios aspectos: el pri-
mero, tal y como lo formula Chung [9] — en uno de los més verdaderamente didacticos textos
introductorios a la teoria de la probabilidad que conozcamos- de manera muy sencilla®:

Pascal no intenté explicar su métodol...]. Una carta suya posterior parece indicar que volvié a enre-
darse en este mismo punto al tratar el problema para tres jugadores. El principiante no deberia
pues descorazonarse tan pronto: incluso a los grandes maestros del pasado no les resulta-
ban sencillos los razonamientos de este tipo.

Sobre el problema del que se habla se sabrd en pocos parrafos. Ahora indicaremos en qué otro
sentido puede ser instructivo, dado que se propone una cuestiéon de fondo interesante por me-
dio de cada uno de los ejemplos que consideraremos a continuacién. Una cuestiéon que puede
formularse — y se ha formulado- asi: ;Por qué la teoria de la probabilidad tuvo un desarrollo re-
lativamente tardio en relacién a otros campos matematicos? Se han propuesto varias respuestas
a este interrogante (Gigerenzer et al. hacen un buen resumen al comienzo de [20]), mas la que
nos interesa en el texto presente es uno de sus posibles corolarios, es decir, la que tiene que ver
con los aspectos cognitivos del razonamiento probabilistico (estadistico); en otras palabras, la
que se expresa mediante la pregunta: ;Es de alguna manera el pensamiento aplicado a la proba-
bilidad distinto al de otros campos matemadticos? (en orden a responder otra mds restringida
suscitada por el presente capitulo: ;Porqué inteligencias eminentes, a veces destacados mate-
maticos, se han equivocado a lo largo de la historia en cuestiones de probabilidad y estadistica?)
Las fuentes histéricas parecen decantarse todas hacia la vieja, y atin no extinta, controversia en-
tre necesidad (o determinismo) y azar (o casualidad), sefialando que tanto los ge6metras del
mundo antiguo, como los pioneros de las nuevas dlgebra y andlisis de los siglos XVIy XVII, obte-
nian sus conclusiones basdndose en un modo de pensar determinista, heredado de la geometria
sintética, donde los resultados deducidos de teoremas y axiomas (con los cuales se describian
los fenémenos de los que la ciencia se ocupaba) eran necesariamente exactos, un modo de pen-
sar ajeno a la existencia de lo aleatorio, que no dejaba espacio para la variabilidad (que no esta
menos sometido, de todas formas, a sus propias leyes) [23] :

1 Luego de tratar dos de los problemas que mas adelante expondremos; si bien parece no estar muy al tanto — 0 no
muy interesado— en el detalle histérico de algunos asuntos, como la atribucién correcta de la resolucién del pro-
blema expuesto a Pascal, en lugar de a Fermat.
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A lo largo de la Edad de la Razoén, el azar fue considerado supersticion del vulgo. Azar, supersti-
cién, vulgaridad e irrazon eran de la misma clase. El hombre racional, apartando sus ojos de
tales cosas, podia cubrir el caos con un velo de leyes inexorable. El mundo, se decia, puede a
veces parecer azaroso, pero solo porque no conocemos el inevitable funcionamiento de sus fuerzas in-
ternas. En cuanto a la probabilidad (a las que los matemdticos llamaban la doctrina del azar) no
eran mds que la defectuosa pero necesaria herramienta de la gente que sabia demasiado poco.]...]
Pero la erosion del determinismo no es la creacién de desroden e ignorancia, sino al contrario [...]
Hay una paradoja aparente: Cuanto mayor la indeterminacion, mayor el control. Esto es
obvio en las ciencias fisicas. La fisica cudntica da por supuesto que la naturaleza es en la base irre-
ductiblemente estocdstica. Pero precisamente ese descubrimiento ha mejorado inconmensurablemen-
te nuestra capacidad de interferir con y de alterar el curso de la naturaleza.[...]

El determinismo fue subvertido por las leyes del azar. [traduccién propia]

y también en [30] :

[...]Parece que nos vemos arrastrados a la conclusion de que el tardio surgimiento del cilculo de pro-
babilidades es debido a algiin factor mds fundamental: la misma nocién de azar en si mismo, la idea
de ley natural, la posibilidad de que una proposicién puede ser cierta y falsa en determinadas pro-
porciones fijas, todos esos conceptos son hoy en dia en tan gran medida parte de nuestras rutinas co-
munes de pensamiento que quizd olvidamos que no lo eran para nuestros antepasados|...]

[...] Parece haberle costado a la humanidad varios cientos de aiios acostumbrarse a un
mundo en el que algunos eventos sucedian sin causa; o en el que, al menos, extensas dreas
de sucesos eran determinados por una causalidad tan remota que podian ser representados
adecuadamente por un modelo no causal. [traduccién propia]

Ambos textos atribuyen el fen6meno a causas histéricas que determinan los modos de pensa-
miento: pertenecen al estudio de la hoy denominada “historia de las mentalidades”. No obstan-
te, sefialadas fuentes de la psicologia (cognitiva) y de la didactica de la matemaética, como ya he-
mos visto [29] indican que las dificultades de aprendizaje en relacion a la probabilidad y estadis-
tica son o bien intrinsecas a la psique humana (cognitivas — y no exclusivas del periodo de las
ensefnanzas medias o superiores) o bien propias de la misma materia tomada como dominio
particular de conocimiento (epistemolégicas). Apoydandonos en esa misma tesis, intentaremos,
salvando las distancias, mostrar al alumno que sus (posibles) errores no son una noveda histori-
ca, sino que, a veces, los comparte con ilustres figuras de la ciencia .

El Caso Leibniz

Fil6sofo, matematico, y figura preponderante en ambos dominios, coinventor (segun algu-
nos, el verdadero inventor) del calculo infinitesimal [31], tan conocido e influyente como
para que, por proponer un ejemplo infimo, todavia hoy su notacioén para las derivadas en
forma de cocientes de diferenciales y la “s larga” para las integrales sea la mds usada, come -
te, no obstante, el siguiente error de 1° de la ESO, cuando entra a considerar el cdlculo de
probabilidades en sus Opera Omnia publicadas en 1768 (tomado de [22], cap.15):

[...] Por ejemplo, con dos dados, es igualmente probable obtener doce puntos en una tirada que
once; porque ambas pueden conseguirse solamente de una maneral...]

Por supuesto, ni qué decir tiene que hay dos posibles combinaciones de tiradas de dados
(6,5) vy (5,6) cuyo resultado es “once”, y s6lo una (6,6) con la que se obtiene “doce”: por lo cual



TOPICOS Y ACTIVIDADES 105

la probabilidad de sacar “once” es el doble
que la de sacar “doce”; un rasgo tipico del
principiante en combinatoria y probabilidad,
no definir bien el espacio de sucesos, por te-
ner en cuenta solo el resultado final de las ti-
radas y no saber pasar por alto la “falacia con-
mutativa” (el término es propio) consistente
en el siguiente razonamiento: si 6+5 es equi-
valente a 5+6, ambas son solo expresiones de
una sola y misma operacion aritmética, luego
deben contarse solo una vez. Si bien es preciso
senalar, en descargo del errado, que el célculo
de probabilidades estaba por aquél entonces en
panales, o mds bien era un nonato atn (y consi-
tia en poco més que fragmentos de correspon-
dencia entre intelectuales del siglo, Pascal, Fer-
mat, y el caballero de Mere, Huygens, Cavalieri,
y maés tarde entre los Bernouilli y Leibniz, o en-
tre Newton y Samuel Pepys; El Ludo Aleae de

G. W, Leibniz, (1646-1716) C.B.Francke

Cardano no era muy conocido [20] [43]) y que la definicién cldsica de probabilidad no llegaria a
formularse hasta la publicaciéon de la Théorie Analytique des Probabilités de Laplace (1812).
Todhunter ([43], p. 48), no obstante, comenta:

Leibniz nos poporciona asi un ejemplo de la propension al error que parece caracterizar nuestro
asunto. [trad. propia]

El Caso D'Alembert

;Como fue posible que Jean Le Rond D'Alem-
bert, uno de los padres de la fisica y el andlisis ma-
tematico ([25] pp. 81-84), contribuyente decisivo
al célculo de derivadas parciales y de variaciones,
a los principios bésicos de sistemas mecénicos,
miembro de la Academia de las Ciencias de Fran-
cia con solo veinticuatro afios, autor del Traité de
Dynamique, delTraité de l'équilibre et du mouve-
ment des fluides, de investigaciones sobre la pre-
cesion de los equinoccios y el movimiento de nu-
tacion terrestre, de la primera (aunque fallida) de-
mostracién del Teorema Fundamental del Algebra
(los autores franceses a veces lo denominan Tero-
rema de D'Alembert, pese a ello), de la primera re-
sefia acerca del concepto del limite como clave
del célculo infinitesimal[32], ;Cémo fue posible, L
como decimos, que se equivocara de una manera Jean D'Alembert, M. Quentin de la Tour
tan, dirfamos, pueril, y no una, sino dos veces al
enfrentarse a nociones basicas del calculo de probabilidades?
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- Cara o Cruz: D'Alembert, ademds de todo lo reflejado en el parrafo anterior, fue principal
colaborador de Diderot en su celebérrima Enciclopedia (Encyclopédie ou Dictionnaire Rai-
sonné des Sciences, des Arts et des Métiers), en la cual escribi6 el “famoso” (en los anales de la
estadistica) articulo titulado Croix ou Pile (Cara o Cruz), que extractamos a continuaciéon
([122], cap. 12):

[...] Uno se pregunta cudntas probabilidades tiene de sacar [al menos] una cara en dos tiradas su-
cesivas. La respuesta que se encontrard en todos los autores, siguiendo los principios comunes, es la
que sigue: Hay cuatro combinaciones:

Primera tirada. Sequnda tirada
Cara. Cara.
Cruz. Cara.
Cara. Cruz.
Cruz. Cruz.

De estas cuatro combinaciones una sola pierde, y tres ganan; las probabilidades son de tres contra
una'a favor de quien apuesta sacar una cara.[...] De todas formas, ;Es esto correcto? [...] ;No es
necesario reducir a una sola las dos combinaciones que muestran una cara en la primera tirada? Por -
que tan pronto como aparece una sola cara, el juego ha terminado y las sequndas tiradas no cuentan
para nada. Asi que hay solamente tres combinaciones:

Cara, primera tirada.
Cruz, primera tirada. Cara, sequnda tirada.
Cruz, primera tirada. Cruz, sequnda tirada.

De manera que las probabilidades son de dos contra una a favor del jugador]...]

De lo que se olvida D'Alembert es que las combinaciones alternativas que expone no tienen
las mismas probabilidades de suceder, es decir, ya no son equiprobables, y por lo tanto su
suma directa lleva a error, como se verd con mds detalle cuando acometamos las activida-
desz.

- La falacia del jugador: En sus Opuscules Mathematiques, D'Alembert vuelve a errar en
consideracién a uno de los mas clésicos y extendidos mitos de los juegos de azar (tomado de
[22], cap. 13):

1 Es decir, de tres entre cuatro (3/4). D'Alembert utiliza una convencién algo difrente a la formalizacién actual de
probabilidad, y que todavia se usa en el entorno de las apuestas organizadas y los jugadores profesionales.

2 Para no resultar redundantes, y porque su exposicién requeriria mucho espacio, no exponemos el més famoso,
pero a todas luces equivalente problema de los puntos, hallado en la correspondencia entre Pascal y Fermat acerca
de una de las consultas sobre juegos de azar del caballero de Mére, y donde se encuentra mencién a una objecién
por parte de Roberval (que seria el maestro equivocado en cuestion: fue catedratico de matematicas del College Ro-
yal hasta su muerte) sobre la solucién del problema dada por Fermat (pero expuesta por Pascal) que es exactamente
la misma que la de D'Alembert sobre la presunta finalizacion prematura del juego (vid. [22], cap. 4, p. 30). Por cier-
to, més adelante, Pascal mismo se equivoca cuando trata de generalizar el problema para tres jugadores.
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[...] Si un evento ocurre varias veces sucesivamente, por ejemplo, en el juego de cara o cruz, “cara” ha
sucedido tres veces seguidas, ;Es igualmente probable que “cara” o “cruz” sucedan a la cuarta tira-
da?]...] Porque después de todo no es posible, es incluso fisicamente imposible que “cruz” nunca su-
ceda. Por lo tanto, cuantas mds veces sucede “cara”, mds probable es que “cruz” suceda la
proxima vez |[...]

Cualquiera reconocera aqui la famosa “falacia del jugador”, y las, a veces, serias dificultades
con las que se enfrenta el ensefiante a la hora de romper el extremadamente fuerte prejuicio
que la sostiene. De hecho, el mismo D'Alembert insiste en el tépico en su posterior articulo
Doutes et Questions sur le Calcul des Probabilités( [22], cap. 13):

El cdlculo de probabilidades se basa en la asuncién de que todas las diversas combinaciones del mis -
mo efecto son igualmente probables. Por ejemplo, si lanzamos una moneda al aire 100 veces conse-
cutivas, se asume que es igualmente probable que “cara”ocurra cien veces a que las “caras”
y las “cruces” estén mezcladas |...] Los dos casos sin duda son, matemdticamente, igualmente
posibles. Pero esta no es la verdadera dificultad, y los matemdticos mediocres de los que hablaba an-
tes han acometido intitiles esfuerzos en escribir disertaciones larguisimas para probar esta igual po-
sibilidad. Pero uno se debe preguntar si de los dos casos, que son matemdticamente igual de pro-
bables, lo son también fisicamente, teniendo en cuenta el orden natural de las cosas.

Del parrafo en cuestion pueden deducirse mas cosas que el mero desliz de su autor. En pri-
mer lugar, la consideracién de que a la fecha en que fueron escritos ambos articulos (media -
dos del s. XVII) la fisica y las matematicas se hallaban tan interpenetradas que no cabia ape -
nas hacer distincién entre ellas: aqui D'Alembert recurre a argumentos fisicos para rebatir
cuestiones matemadticas, una forma de presentar la argumentién que un siglo después ya
seria inaceptable, pero que en tal momento no daba lugar a interpretacion: tan imbricada
estaba la idea de que las matematicas debian seguir a la realidad fisica. En segundo lugar, da
una demostraciéon indirecta de lo importante que es, a fin de cuentas, la formalizacién pre-
cisa de los elementos constituyentes de teorias matematicas: en la discusion se entremez-
clan sin distincion las perspectivas incompatibles de la probabilidad objetiva (frecuentista)
y subjetiva(bayesiana), y la confusion entre probabilidad y esperanza matemética.

Es de notar el tono polémico utilizado por D'Alembert: los dos articulos no estan escritos
tanto para demostrar sus tesis como para rebatir algunas conclusiones de la incipiente teo -
ria de las probabilidades, y, por ende, negar su caracter de teoria realmente cientifica: abun-
dando en lo expuesto en nuestra introduccion, los textos reflejan la tremenda resistencia
que las mentalidades, incluso aquellas tan indudablemente dotadas y cientificamente
orientadas como las de D'Alembert, oponian a la existencia de una ciencia de lo aleatorio,
que implicase enunciados no deterministas sobre la naturaleza de las cosas, y que, ademads
de explicar en parte el retraso de la formalizacién de la teoria de la probabilidad, puede ser
debida a las distintas capacidades intelectuales involucradas en ambos aspectos de la refle -
xi6n matematica (vid. p. 104), diferencia que deberia ser contemplada a la hora de plantear
la ensefianza de las materias de probabilidad y estadistica de una forma propia y particular,
no exactamente igual que otras 4reas del curriculo matemadtico en ensefianza secundaria.

ACTIVIDADES

1°)Realiza una busqueda rapida en la red sobre Gottfried Wilhelm von Leibniz
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[http:/es.wikipedia.org/wiki/Gottfried Leibniz bastaria para nuestros fines]. Haz un
breve resumen de sus logros matemadticos (no hace falta que entiendas del todo los con -
ceptos implicados).

2°)La autoria del texto siguiente corresponde al matemadtico que has estudiado en la activi-

dad 1°)[vid. p. 104]:

Con dos dados, ES IGUALMENTE PROBABLE OBTENER DOCE PUNTOS EN UNA TIRADA QUE ONCE;
porgue ambas puntuaciones pueden conseguirse solamente de una manera; sin embargo es
TRES VECES mds probable sacar siete; porque ello puede suceder de tres maneras: un seis y un
uno, un cinco y un dos, y un cuatro y un tres; y cada combinacion es tan probable como la
otra.

Teniendo el texto a la vista, contesta a la siguiente pregunta: éEs igualmente probable

sacar 12 puntos en dos tiradas de dados que 11?2 éPor qué? Recuerda que ti eres un

alumno de secundaria y Leibniz fue “El ultimo Genio Universal”.

Hay seis resultados posibles de lanzar un dado, que configuran el llamado Espacio de
Sucesos (con 6 elementos)Q={1,2,3,4,5,6};los sucesos posibles resultantes de realizar
dos lanzamientos de dados serdn el resultado de multiplicar por 6 cada posibilidad an-
terior: Si saco un 1 en la primera tirada, en la segunda tirada tengo seis posibilidades
distintas que combinar con ese resultado: 11, 12, 13... Igualmente sucede con 2, 3, 4, 5,
y 6: luego el espacio de sucesos en caso de dos tiradas tendra 6-6=6°= 36 elementos:

Ly L2 1,3 @€1,4) 1,5 (1,6)
21D (22) 2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
B B2 (33 B4 35 (36)
4,1 42) 4,3) (4,4) 45 (4,6)
5,1) 5,2) (5,3 (B5,4) (5,5 (56)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

De los cuales s6lo uno, (6,6), da como resultado 6+6=12; en cambio, dos de los elemen-
tos, 56 y 65 dan como resultado 5+6=6+5=11; De tal manera que P(12)=P[(6,6)]=1/36;
mientras que P(11)= P[(5,6)]+P[(6,5)]= (1/36)+(1/36)=1/18 —P(11)=2-P(12)

Se podria especular sobre las razones por las que se equivocé Leibniz (y que, segura-
mente, serdn parecidas a las razones por las que se equivocaria un alumno): o bien
consider6 el asunto s6lo desde un punto de vista aritmético y lleg6 a la conclusién de
que si 5+6=6+5, es decir, que si por la propiedad conmutativa de la suma de naturales la
posicion de los sumandos es intercambiable, entonces ambas expresiones represen-
tan una sola operacion; o bien que, en lugar de considerar dos tiradas sucesivas en el
tiempo, crey6 que los dados se tiraban al mismo tiempo, y esto hacia irrelevante el or-
den en que fueran sumados los dados: efectivamente, cuando uno representa los even-
tos como sucesivos en el tiempo, parece claro que, por cada resultado de la primera ti-
rada (y me guardo el dado en el bolsillo) hay otras seis posibilidades distintas en la se-
gunda tirada.
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Para Leibniz en este caso esté claro que los dos dados son idénticos: pero idénticos no
significa indistinguibles, no significa que sean el mismo dado: luego importa que uno
de ellos saque un 5 y el otro un 6, y viceversa. Esto se entiende mejor si, aun suponien -
do que los dados se tiran al mismo tiempo, uno de ellos es rojo y el otro, azul. Es evi-
dente que las probabilidades serian las mismas aunque los dados fueran del mismo co -
lor (y no hubiera manera de saber cudl es cual tras una tirada): pero, habiéndolos pin-
tado, queda claro que el hecho de que el dado rojo saque un 6 y el azul un 5 no es el
mismo suceso que el hecho de que el dado azul saque un 6 y el rojo un 5. En cambio,
queda claro que solo hay un suceso (una posible combinacién) en el cual el dado rojo y
el azul sacan ambos un 6.

3)Imagina que el pasaje anterior de Leibniz aparece en el libro de texto (o en un solucio-

nario que hayas conseguido obtener) éTe preguntarias si lo que dice es cierto? éBusca-
rias algin otro texto para contrastarlo? éO tratarias de resolverlo ti mismo?

La pregunta es, por supuesto, algo retérica y un tanto injusta con el alumno. Lo mismo
un estudiante avanzado de mateméticas, sobre un tema del que no esté muy seguro sin
duda tenderia a hacer caso a la autoridad de un libro de texto, aunque solo fuera por
razones de economia de tiempo o de esfuerzo. No obstante, lo que se busca con esta
pregunta no es avergonzar al alumno, sino indicarle que la autoridad (en matemaéticas
o en cualquier otro 4mbito) no tiene la razén por ser la autoridad; sucede al contrario,
la autoridad es autoridad porque (casi siempre) tiene razén. Y no solo eso: en matema-
ticas, tiene razén porque lo demuestra: no s6lo porque exhibe un catdlogo de aciertos
mds 0 menos extenso.

4°)Supongamos que el solucionario esta equivocado. éLo tirarias inmediatamente a la ba -

sura por inutil? Asimismo, éCrees que el calculo infinitesimal quedaria derogado si se
descubriera que Leibniz se equivoco en el texto anterior? Busca en la red noticias de al-
guien que no se haya equivocado nunca (exceptuando el Papa de Roma en materia de
doctrina cristiana)

Asimismo con esta pregunta se busca derogar, en parte, el mito de la infalibilidad, tan-
to del profesor, de los libros de texto, como de la ciencia en general. El error acompana
cualquier actividad humana, incluida la ciencia. Pero la ciencia estd formada por enun-
ciados que, o bien son perfectamente demostrables en base axiomas, como la mate -
matica, o bien son contrastables en base a determinados fenémenos bien localizados y
definidos (al menos, en ultimo extremo). Debido a lo cual la ciencia, incluida la mate -
madtica3, estd en constante estado de evolucién y constatemente sometida a critica:
siempre es mejorable, o perfectible si se quiere, porque, a diferencia del conocimiento
ordinario, cuenta con criterios de verdad bien definidos (o, en todo caso, infinitamente
maés precisos que cualquier otra clase de discurso). Empleando estos criterios de ver-
dad puede distinguirse entre enunciados verdaderos, erréneos, sin senido o irrelevan-
tes; en todo caso, nunca es la autoridad quien los sostiene. De esta manera la ciencia
puede soportar ocasionalemnte el error, porque es capaz de detectarlo y de corregirse a

3 La preponderancia del idioma inglés en textos cientificos obliga casi a realizar esta distincion, natural en ese idio-

ma, entre mathematics y science, que no existe en castellano y que puede ser objeto de discusion.
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si misma continua y consecuentemente siguiendo criterios validos. En cambio, a la au-
toridad externa, injustificada, le basta equivocarse una vez para verse derogada: tras lo
cual solo dispone de otros medios, no intelectuales, para hacers e respetar.

5°)Realiza una busqueda rapida en la red sobre Jean Le Ronde D Alembert
[http://es.wikipedia.org/wiki/Jean le Rond d%27Alembert bastaria para nuestros
fines]. Haz un breve resumen de sus logros matemadticos (no hace falta que entiendas
del todo los conceptos implicados).

6°)La autoria del texto siguiente corresponde al matemdtico que has estudiado en la acti-
vidad 5°)[vid. p. 106]:

[...] Se pregunta cudntas probabilidades se tiene de sacar una cara en dos tivadas de monedas
sucesivas. La respuesta que se encontrard en todos los autores, siguzendo los principios comu-
nes, es la que signe: Hay cuatro combinaciones:

Primera tivada. Segunda tivada
Cara. Cara.
Cruz. Cara.
Cara. Cruz.
Cruz. Cruz.

De estas cuatro combinaciones una sola pierde, y tres ganan; las probabilidades son de tres en-
tre cuatro a favor del jugador (... De todas formas, Es esto correctof [...] b es necesa-
rio reducir a una sola las dos combinaciones que muestran una cara en la primera tirada?
PORQHE TAN PRONTO COMO APARECE UNA SOLA CARA, ELJUEGO HA TERMINADO Y LAS SEGUN-
DAS TIRADAS NO CUENTAN PARA NADA. Asi que hay solamente tres combinaciones:

Cara, primera tivada.
Craz, primera tirada. Cara, segunda tirada.
Craz, primera tirada. Cruz, segunda tirada.

De manera que las probabilidades son de dos entre tres a favor del jugador|...]

Teniendo el texto a la vista, contesta a la siguiente pregunta: éCudl es la probabilidad
de sacar al menos una cara en dos tiradas de una moneda? éPor qué? Analiza la obje-
cion planteada por D Alembert: éEs correcta? Recuerda que tu eres un alumno de se-
cundaria y D'Alembert es una celebridad matematica.

Efectivamente, el método resefiado por D'Alembert al comienzo del texto es correcto, y
estd bien explicado. Su objecion es, en cambio, errénea, porque los tres sucesos que se
mencionan no son igualmente probables, de manera que sus probabilidades respectivas
no pueden sumarse la manera en que D'Alembert lo hace; comprobémoslo:
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- Es evidente que la probabilidad del primer suceso, “cara en la primera tirada” es la
misma que la de sacar sencillamente “cara”: luego su probabilidad es
P(C1)=P(C)=1/2

- En cambio, la probabilidad del suceso segundo ya no es 1/2; porque el segundo su-
ceso estd compuesto de la ocurrencia de dos sucesos simples, uno en cada tirada,
“sacar cruz en la primera tirada” y “sacar cara en la segunda tirada”, cada uno de los
cuales tiene la misma probabilidad, 1/2; no obstante, su combinacién, asumiendo
que son independientes (es decir, que el resultado de una tirada no influye en el re-
sultado de la otra, como resulta evidente) tiene de probabilidad P(Crl n C2)=
P(Cr1)-P(C2)= (1/2)-(1/2)=1/4; la probabilidad conjunta de los tres sucesos que se in -
dican es, por tanto, (1/2)+(1/4)+(1/4)=3/4, no 2/3.

También es posible considerarlo de otra manera: si observamos el espacio de sucesos de-
finido correctamente por D'Alembert al comienzo del texto,

Primera tirada. Segunda tirada
Cara. Cara.
Cruz. Cara
Cara. Cruz.
Cruz. Cruz.

podemos concluir que cada suceso expresado por cada una de las lineas tiene de proba-
bilidad una entre cuatro, Y4. Ahora bien, el suceso “sacar cara en la primera tirada” tal y
como se expone en la objecién, no es un sélo suceso de esta tabla, sino que incluye dos,
a saber: “Cara. Cara” y “Cara. Cruz”: luego su probabilidad es de (1/4)+(1/4)=1/2; luego la
probabilidad conjunta de los tres sucesos que D'Alemebert sefiala en la objecion es, al
igual que antes, (1/2)+(1/4)+(1/4)=3/4, no 2/3.

7°)La autoria del texto siguiente corresponde al matemadtico que has estudiado en la acti-
vidad 6°)[vid. p. 107]:

[...] S7 an evento ocurre varias veces sucesivamente, por efemplo, en el juego de cara o
cruz, “cara” ha sucedido tres veces seguidas, JEs ignalmente probable que “cara” o
“Cruz” sucedan a la cuarta tirada?(...] Porque despucs de todo no es posible, es incluso

Sisicamente imposible gue “cruz” nunca suceda. Por lo tanto, cuantas mds veces sucede
“cara”, mds probable es gue “cruz” suceda la proxima vez [...]

Teniendo el texto a la vista, contesta a la siguiente pregunta: éLa probabilidad de que,
tras conseguir sacar cuatro caras seguidas en tiradas consecutivas de una moneda, en
la siguiente tirada salga cruz, es mayor que la de que salga otra vez cara? éCual es la
probabilidad exacta? éPor que?

Es claro que la probabilidad de sacar cara en una tirada cualquiera, no importa el nime-
ro de veces que se haya lanzado, sigue siendo de 1/2; siguiendo el ejemplo de D'Alem-
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bert, la combinacién CCCC= Cara, Cara, Cara, Cara es exactamente igual de probable que
la combinacién CCCX= Cara, Cara, Cara, Cruz en ese orden preciso. D'Alembert parece
confundir sucesos cuando elabora su tesis: CCCX es un solo suceso (compuesto); en
cambio, que salga cruz alguna de las veces, que es sobre lo que el autor especula, no es
un solo suceso, sino cuatro, a saber: XCCC, CXCC, CCXC, y CCCX. siendo asi, efectiva-
mente, es mds probable que salga una (sola) cruz en cuatro tiradas a que no salga en nin -
guna. Pero no es asi como el fenémeno que se discute estd definido.

Se hace necesario aqui explicar el concepto de sucesos independientes. Cuando lanza-
mos una moneda, la recogemos y la volvemos a lanzar, lo que haya resultado en la prime-
ra tirada no tiene ninguna influencia sobre las caracteristicas fisicas de la moneda, ni so-
bre las condiciones del entorno en que se practicé el lanzamiento. De manera que lo que
resultara en el primer lanzamiento no tiene ninguna influencia sobre lo que resulte en el
segundo lanzamiento. Ambos sucesos son, por tanto, independientes.

Se puede expresar lo mismo informalmente diciendo que la moneda “no tiene memoria”.
Es evidente que, aunque yo consiguiera, lanzando una moneda el nimero de veces nece-
sario, obtener una “racha” del0 caras, por ejemplo, yo no podria entonces guardarme esa
moneda en el bolsillo a la espera de encontrarme con algiin incauto en un futuro con
quien apostar por que en un lanzamiento salga cruz, basindome en el hecho de que es
mucho (no se sabe cudnto) més probable que en la siguiente tirada de esa moneda salga
cruz: evidentemente, las probabilidades de obtener cara o cruz siguen siendo las mismas.

En esto estriba la falacia del jugador: en creer que, tras una racha de resultados iguales
en un juego de azar (diez veces negro o diez veces impar en una ruleta, por ejemplo), la
siguiente tirada tiene necesariamente mas probabilidades de resultar en el valor alterna-
tivo (rojo o par, en nuestro caso). El equivoco, el defecto cognitivo estriba en que, en el
ejemplo de la ruleta, yo no estoy apostando al conjunto de sucesos que se expresa por la
frase “sale al menos una vez rojo en once tiradas”, que es ciertamente mayor que 1/2 (1-
(1/2)"~0,9995 0 99,95%, concretamente), sino que estoy apostando a que salga rojo en
una sola tirada, y en este caso no importa la historia peculiar de tiradas que haya tenido
la ruleta, que, como la moneda, tampoco tiene memoria.

Como comprobacién de lo incompetente que es nuestra intuicién, incluso en consider-
cion ala longitud de las “rachas” que efectivamente tinene lugar de caras o cruces en una
secuencia aleatoria, se puede dar cuenta de un experimento llevado a cabo por Révész4+
en una clase universitaria; se divide al grupo en dos mitades, y a una de ellas se le enco-
mineda la tarea de arrojar consecutivamente una moneda 200 veces, anotando ordena-
damente los resultados. A la otra mitad, se le encomienda que anote los resultados que
crea mas razonables de una simulacién sobre el experimento que realiza el otro grupo.
Pues bien, los resultados (donde H (head) es “cara” y T (tail) es “cruz”) fueron los siguien -
tes:

Primer grupo:

THHHHTTTTHHHHTHHHHHHHHTTTHHTTHHHHHTTTTTTHHTHHTHHHT

TTHTTHHHHTHTTTHTTTHHTTTTHHHHHHTTTHHTTHHHTHHHHHTTTT

4 M.F. Schilling, The Longest Run of Heads, en The College Mathematical Journal vol. 21, n®3 Mayo 1990
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THTTTHHTTHTTHHTTTHHTTTHHTHHTHHTTTTTHHTHHHHHHTHTHTT
HTHTTHHHTTHHTHTHHHHHHHHTTHTTHHHTHHTTHTTTTTTHHHTHHH

Segundo Grupo:

THTHTTTHTTTTTHTHTTTHTTHHHTHHTHTHTHTTTTHHTTHHTTHHHT
HHHTTHHHTTTHHHTHHHHTTTHTHTHHHHTHTTTHHHTHHTHTTTHHTH
HHTHHHHTTHTHHTHHHTTTHTHHHTHHTTTHHHTTTTHHHTHTHHHHTH

DTHHTTTTHTHTHTTHTHHTTHTTTHTTTTHHHHTHTHHHTTHHHHHTHH

Para alguien que conozca la teoria de la probabilidad pero no sepa a qué grupo corres-
ponden cada una de las anteriores secuencias, le bastaria con observar la longitud de las
rachas de cada una ellas: la secuencia cuyas rachas son mas cortas, corresponde siempre
a la estimacion “razonable” del alumno. Esto es lo que Kahnemann y Tversky, en su taxo -
nomia de intuiciones y heuristicas erréneas sobre conceptos de probabilidad denominan
“Ley de los pequefios nimeros”: Intuitivamente los sujetos asumen que la moneda es
“mads justa” de lo que realmente es, de ahi que las rachas “estimadas” sean més cortas que
las verdaderamente aleatorias.

8°) Investiga y explica en términos de definicion de espacios de sucesos, qué diferencia exis-
te entre las expresiones “que salga cruz al menos una vez en cuatro tiradas”y “que sal-
ga cruz en la cuarta tirada, teniendo en cuenta que ha salido cara en las tres tiradas
anteriores’”. Calcula las probabilidades correspondientes a los sucesos o conjuntos de
sucesos expresados por ambas frases.

Dando por expicado lo anterior, “que salga cruz al menos una vez en cuatro tiradas” esta-
blece el conjunto de sucesos formado por los elementos {CCCX, CCXC, CXCC, XCCC,
CCXX, ...}, es decir, por aquellos elementos formados por la combinacion de sucesos
simples C y X en lo que X aparece entre una y cuatro veces. En cambio, de la expresion
“que salga cruz en la cuarta tirada, teniendo en cuenta que ha salido cara en las tres tira-
das anteriores”, al ser cada resultado de una tirada independiente del anterior, el conjun-
to de sucesos defiinidos por la frase en cuestion es {C,X}, siendo la coletilla que comienza
“teniendo en cuenta que...” irrelevante para la construccién del conjunto de sucesos por
el que se pregunta.

Evidentemente, la probabilidad del suceso X en el segundo caso es 1/2; en el primer caso,
en cambio, es preciso reflexionar més, y darse cuenta de que la expresion “que salga cruz
al menos una vez en cuatro tiradas” es exactamente la complementaria a “que salga cara
en las cuatro tiradas”; si la primera frase se simboliza por A, la segunda seria -A 0 A°(no A
6 el subconjunto complementario de A); si se admite que la probabilidad total, es decir,
del conjunto de todas las combinaciones posibles en cuatro tiradas es 1 (100%), entonces
la probabilidad buscada A serd la total menos la del conjunto complementario de A, es
decir, menos todos los elementos en que los que A no sucede; este subconjunto esté for -
mado por un Unico elemento, CCCC: su probabilidad, por tanto, serd 1 entre el nimero
de combinaciones posibles de sucesos simples C y X, es decir, de todo el espacio de suce-
S0s,
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CCCC,
CXCC,
XCCC
XXCC

es decir, de 1/16; luego la probabilidad del conjunto de todos los elemento que contiene
al menos una X serd el nimero de todos ellos, entre el niimero total de elementos, es de-
cir 15/16; que es igual a 1-(1/16), esto es, la probabilidad total, 1, menos la probabilidad

del suceso contrario a A, 1/16

La diferencia desde el punto de vista del jugador, que, no olvidemos, apuesta por que se
realice la segunda expresion, no la primera, es tan grande como la diferencia entre 1/2

CCCX,
CXCX
XCCX
XXCX

(que es la que realmente le afecta) y 15/16.

CCXC,
CXXC
XCXC
XXXC

CCXX,
CXXX
XCXX
XXXX
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Dependencia e independencia de variables

e ha visto en el capitulo anterior c6mo hasta mentes entrenadas en la disciplina de pensa-

miento matemdtico han sucumbido a percepciones erréneas acerca de los mas bdsicos
conceptos de probabilidad. En concreto, hemos visto como D'Alembert cae en la falacia del ju-
gador (vid. supra, p. 106). Resuminedo lo expuesto en el anterior capitulo, podria decirse que el
ntcleo, el centro de la equivocacién de D'Alemebert cuando escribe:

Porque después de todo no es posible, es incluso fisicamente imposible que “cruz” nunca suceda.
Por lo tanto, cuantas mds veces sucede “cara”, mds probable es que “cruz” suceda la pré-
xima vez [...]

estriba en el hecho de que pone en relacion los sucesos definidos por cada una de las tiradas: es
decir, hace que el resultado de una de las tiradas dependa del resultado de las demas tiradas. En
lenguaje estricto, si consideramos el resultado de una tirada como una variable (con un deter-
minado valor si es “cara” y otro si es “cruz”), entonces, segtin el que escribi6 las lineas preceden-
tes estas variables son dependientes.Y si alguien como €l pudo cometer tal error, ;Cudntos no se-
ran los malentendidos de este tipo que se ven a diario? Veamos algunos ejemplos:

Y ahora a por la nifia: la falacia del hijo (hija) al enésimo intento

El jugador (compulsivo) sencillamente no puede creer que tras una racha de jugadas de ruleta
con resultado “rojo” las probabilidades de que aparezca “negro” en la siguiente tirada sean las
mismas que las de lo contrario. En la obra de Darrel Huff [27] , no tan conocida como la popular
Cémo mentir con estadisticas, se refiere un caso particular que refleja la fuerza de este prejuicio,
0, quiz4, supersticion:

El 18 de Agosto de 1918, en El Casino de Montecarlo, el negro obtuvo un récord histérico apare-
ciendo 26 veces consecutivas. Sin tener en cuenta el limite de apuestas normal en un casino, si un
jugador hubiera apostado 4$ y en la primera de las jugadas y se hubiera levantado justamente en la
tltima, se habria embolsado 268 millones de délares. Lo que en realidad sucedié fue que hubo una
avalancha cercana al pdnico de jugadores por apostar al rojo, que comenzé mds o menos a la altura
de la decimoquinta ronda [...] los jugadores doblaron y triplicaron su apuesta, convencidos de que la
posibilidad de que saliera negro a la vigésima jugada no era ni una entre un millén . Pero al final la
improbable racha habia enriquecido al casino en varios millones de francos.[trad. propia]

;Por qué esto es asi? Porque, desde el punto de vista del jugador, no de la banca, s6lo se puede
apostar al rojo o al negro por cada una de las jugadas: no se puede apostar a que no va a salir
negro 26 veces seguidas, 1o que si seria una apuesta segura (las probabilidades son del orden de
1-1/2%~99,99999%). La banca, en cambio, si que juega siempre al conjunto de todos los resulta-
dos, y cuenta con una ganacia segura de 1/37= 2,7% sobre el total de las apuestas a lo largo de
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todo el tiempo de funcionamiento de la ruleta en cuestién?.

Un ejemplo menos dramdtico — pero mucho mas comtn- se ve encarnado cada vez que
una familia, tras el tercer, el cuarto,... el i-ésimo retofio del mismo sexo, confian, al igual que
D'Alembert, al igual que los jugadores del Casino de Montecarlo, en que las probabilidades
de que el sexo de su i+1-ésimo hijo sea, al fin, distinto.

ACTIVIDADES

1°)Lee atentamente el siguiente articulo?:

Una pareja de EU con 12 hijos varones
vence una probabilidad de 1 en 4,000

Kateri and Jay Schwandt han tenida de farma natural 12 nifios y estan esperanda un hijo mas
que tamhien podria ser varan

- or Jacque Wilson
3K 125 14 0 3 3K
n Facehook | Twittear g+ [7] Firterest Comentarios ﬁ Campartir — Ermail

Las probabilidades de tener un nifio son 1 en 2, pero de tener 12 varones es de 1 en 4,000 (Getty
ImagesiArchiva).

Lo mas importante {CNN) — Ellos tal vez no venzan a la conocida familia Duggar, que tiene

« HWateriy Jay Schwanct
han tenido de forma
niatural 12 hijoz, todos
VErones

19 hijos v contando, pero esta pareja en Estados Unidos tiene su propia
histaria digna de un programa de television.

Kateri y Jay Schwandt, de Michigan, tienen 12 hijos y ninguna hija, todos

concehidos de forma natural, de acuerdo con Defroif Free Press.

La probakilidad es de 1 en
4,000 v adn ezperan el hijo
nimero 13, que setia 1 en
%000

Lee: ; Es posibie tener un bebe a los 94 afios?

Las probabilidades de gue eso ocurra son aproximadamente 1 en 4,000.
De hecho, el androide C-3P0 de Star Wars dice que hay mas

Temas rélacionados probabilidades de pasar con éxito a través de un campo de asteroides
gue igualar la marca de los Schwandt.

El banco de ezperma para

fenios A . ’
Pero eso no es todo. Bl bebe ndmero 13 ya esta en camino y, al menos

Roxana y ks inseminacion  Kateri, esta esperando que sea otro nifio.

intrautering

Las probabilidades de que eso ocurra son de 1 en 8,000

1 En una ruleta clésica, o europea, en la que hay 36 ntimeros, 18 rojos y 18 negros, y en la que es el 0, el 37 digito, (ni
par ni impar, ni rojo ni negro, etc.) el que da la ganancia a la banca.

2 J. Wilson, Una pareja de EU con 12 hijos varones vence una probabilidad de 1 en 4000[articulo en linea] 29 Octubre 2014

[consultado Mayo 2015] CNN Meéxico (edicién digital: www.mexico.cnn.com) Disponible en:http: //mexico.cnn.com

salud /2014 /10/29 /una-pareja-de-eu-con-12-hijos-varones-vence-una-probabilidad-de-1-en-4000
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a) A la vista del articulo, éCual crees que es la probabilidad de que Kateri Schwandt vuel-
va a tener otro hijo varon, teniendo en cuenta que ha tenido doce hijos varones anterior-
mente?

b) éCual es la opinion del articulo al respecto? éEs consistente en sus afirmaciones? Es de-
cir, éHay alguna contradiccion en el mismo texto?

¢) Observa que en el texto siempre se habla de probabilidades genéricas, que se supone son
las misma, cualquiera que sea la pareja, Debatir si serian necesariamente ciertas las afir-
maciones que se realizan si, en vez de referirse a una pareja generica, se dijeran solo de la
pareja protagionista de la noticia en cuestion. Es decir, éEs equivalente decir que “las pro-
babilidades de que una pareja tenga 12 hijos varones es de 1 entre 4000” a decir que “las
probabilidades de que Kateriy Jay Schwandt tengan 12 hijos varones es de 1 entre 400072
éSon necesariamente incompatibles las dos frases entrecomilladas anteriores, o pueden ser
las dos ciertas a la vez?

d) Dando por cierto que la probabilidad de tener 12 hijos varones es de 1 entre 4000,
éCudl es la probabilidad de que, si solo hubiera (en EU, por ejemplo) 4000 familias exacta -
mente con 12 hijos, haya al menos una (en EU, claro estd) que tenga 12 hijos varones?

a) Esta seria una buena ocasién para determinar hasta qué punto el alumno tiene el
prejuicio comin, o es influenciable por la autoridad de un medio escrito (o por la parti-
cular redaccion del enunciado de la actividad). La respuesta correcta es, naturalmente,
1/2 6 0,5 aprox., y a continuacion se trataria de argumentar de forma parecida a como lo
hemos hecho un poco mas arriba, incidiendo en el punto de que tener un hijo o una
hija es a efectos probabilisticos un suceso anélogo al hecho de lanzar una moneda y
comprobar si ha salido cara o cruz; esto es, que el hecho de tener un hijo varén (o mu-
jer) al decimotercer intento es independiente del resultado de los otros doce nacimien-
tos (o lanzamientos de moneda)

b) Segun parece desprenderse del texto (que es considerablemente vago y que, ademds,
es una traducciéon un tanto apresurada del inglés) de los primeros parrafos — de hecho,
casi justamente hasta el final- la opini6én del articulista es que la probabilidad de tener
12 hijos varones es de 1 entre 4000, lo cual es aproximadamente cierto: en realidad, todo
lo que se dice en el articulo es correcto, hasta que llegamos a las dos tltimas frases:

El bebé niimero 13 ya estd en camino, y, al menos Kateri, estd esperando que sea otro nifio.
Las probabilidades de que eso ocurra son de 1 entre 8000.[trad. propia]

Lo que el autor llama “eso” que tiene una probabilidad entre 8000 no es que el pré6ximo
nacimiento sea un varén, sino el suceso bien distinto, compuesto, de haber tenido 13
hijos todos varones. Tal como estd redactada la noticia, la tesis que se sostiene es falsa.

Fijaindonos mds atentamente, en el pie de la foto donde aparece una enfermera con un
bebé, lo que se dice si que es estrictamente cierto:

Las probabilidades de tener un nifio son de una entre dos, pero las de tener 12 varo-
nes es de 1 entre 4000.[trad. propia]

Lo que podria deberse a que el pie de foto y el articulo no son de la misma autoria.
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¢) No, las dos afirmaciones no son estrictamente equivalentes desde el punto de vista
probabilistico, pues bien pudiera ser — como algunas veces se sostiene, siendo atin ma-
teria de controversia— que ciertas parejas tuvieran un propension especial a tener hijos
de uno u otro sexo. Por ejemplo, en el siguiente articulo se sugiere que esta propension
se da exclusivamente en los varones y que ademads, es hereditaria3:

Las probabilidades de que un hombre sea padre de un nifio o de una nifia estin escritos en
sus genes, segiin aprecian ciertas investigaciones.

El andlisis de mds de 900 drboles genealégicos desde 1600 han sugerido la existencia de un
“gen de la paternidad” que determina el sexo del vdstago de un hombre.]...]

My Gellatly dijo que el sistema [supuesto] mantendria el equilibrio entre sexos aproxima
damente como se observa en la realidad [...][trad. propia]

Sin embargo, esto no haria que necesariamente las dos tesis fueran incompatibles; bas-
taria con que esta propension a tener o bien nifilos o bien nifias estuviera igualmente
distribuida, esto es, aleatoriamente distribuida entre todas las parejas con hijos del con-
junto considerado (EU, u otro pais cualquiera). Se podria ademds recordar al alumno
que si este ultimo caso fuera cierto, uno de los signos indicativos de tal suceso seria que
habria mds parejas con s6lo nifios o solo nifias; en términos de juego (y estadistica), las
“rachas” de nifios o nifas serian mas amplias4. Aunque, naturalmente, ambas se com-
pensarian entre si para dar el porcentaje real entre sexos, aproximadamente de 50-50%

d) Si bien la combinatoria estd algo descuidada en el curriculo, deberia ser factible ex-
plicar este ejercicio: se ve claramente que la probabilidad de que haya al menos alguna
familia con 12 hijos varones es igual a la total, 1, menos la probabilidad de que no haya
ninguna familia con 12 hijos varones: la probabilidad de tener doce hijos varones es, su-
puesta independencia de cada nacimiento (1/2)": por tanto, la probabilidad de que no
tener 12 hijos varones es de 1-(1/2)"*= 0,999756: luego, la probabilidad de este suceso en
4000 intentos (familias) sera (0,999756)*"°= 0,3766 ~ 37,7% pero esta probabilidad es la
de que no hay ninguna pareja de las 4000 parejas con 12 hijos varones: de donde la pro-
bablidad de que haya al menos 1 en 4000 es del 62,3%.

El caso de Sally Clark

Hasta ahora hemos visto el caso de la falacia del jugador, consistente en suponer que dos su-

cesos independientes son dependientes. Pues bien, vamos a analizar el caso donde sucede, lo
contrario: dos variables que si dependen una de la otra son tomadas por independientes: des-
pués veremos que a esta primera mala interpretacion se le sumard otra, la que viene a ser llama-
da la falacia del fiscal (prosecutor’s fallacy)s.

3 F. McCrae, Boy or a girl?It's in your genes, dad [articulo en linea] 10 Diciembre 2008 [consultado Mayo 2015], Daily
Mail, en Mail Online (ed. digital: www.dailymail.co.uk) Disponible en: http://www.dailymail.co.uk/sciencetech
article-1093702 / Boy-girl-Its-genes-dad.html ; El articulo original del autor, bastante méas cauto: C. Gellatly, Trends in
Population Sex Ratios May be Explained by Changes in the Frequencies of Polymorphic Alleles of a Sex Ratio Gene [articulo
en linea pub. 10 Dic. 2008][consultado Mayo 2015]Evol Biol (2009) 36:190-200, DOI: 10.1007/511692-008-9046-3

4 Segtin parece, no existen en los tiempos actuales suficientes parejas con un ntimero elevado de hijos (al menos en
los paises donde los datos son fiables) como para realizar un andlisis de esas mencionadas rachas, confirmando o
refutando la tesis de la “propensién”.

5 W.C. Thompson y E.L. Schumann, Interpretation of Statistical Evidence in Criminal Trials: The Prosecutor’s Fallacy and
the DefenseAttorney’s Fallacy [articulo en linea], Law and Human Behavior, Vol. 11, No. 3, 1987 [consultado Mayo
2015] Disponible en [previo registro]: http://www.jstor.org/stable /1393631
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He aqui un buen resumen del caso de Sally Clarke:

Sally Clark trabajaba en 1990 como abogada en un estudio en el centro de Londres. Se casé con
Steve Clark, también abogado, y se mudaron a Manchester. Allf nacié Cristopher, el primer hijo de
la pareja. Fue el 22 de septiembre de 1996. Menos de tres meses después, el 13 de diciembre, Sally
llamé a una ambulancia en un intento desesperado por salvar la vida de su hijo. No alcanzo. Cuan-
do los paramédicos llegaron a su casa, Cristopher ya estaba muerto. Sally era la tinica que estaba
con el nifio en ese momento. Los médicos que revisaron el cuerpo de la criatura no lograron descu-
brir nada significativo y consideraron que la muerte habia sido por causas naturales (hubo incluso
alquna evidencia de una infeccion respiratoria) y ningiin signo de que hubiera habido falta de cuida-
do o atencion por parte de la madre.

El matrimonio Clark volvié a tener otro nifio, Harry, que nacié prematuramente a menos de un
afio de la muerte de Cristopher: el 29 de noviembre de 1997. [...] menos de dos meses mds tarde, el
26 de enero de 1998, Harry murié repentinamente también y, una vez mds, Sally era la tinica perso-
na que estaba con el bebé en su casa en el momento de la muerte.

Esta vez, Sally y su marido fueron enviados a prision, pero mientras él fue absuelto casi inmedia-
tamente, Sally fue acusada del doble homicidio de sus hijos. Aconsejada por sus abogados, Sally
nunca contesto ninguna pregunta, pero siempre sostuvo que era inocente.

En el momento del juicio, los abogados defensores sostuvieron la hipétesis de que los nifios falle-
cieron de lo que se llama Sindrome de Muerte Stibita del Lactante (SMSL), pero el jurado en 1999
la encontré culpable después de una declaracion impactante de un famoso pediatra inglés, coronado
como “caballero” por la reina, Sir Roy Meadow.[...]

Meadow fue un testigo clave para el fiscal, ya que él sabia que los datos que se conocian en ese
momento decian que la probabilidad de que un nifio muriera de SMSL era de uno en 8500 (aproxi-
madamente). Por lo tanto, concluyé Meadow, la probabilidad de que dos nifios murieran de SMSL
en la misma casa debia resultar de la multiplicacion de estos dos niimeros:

(1/8500) x (1/8500) = 1/72.250.000.

Es decir, la probabilidad de que se produjeran dos casos en el mismo nticleo familiar (segiin Mea-
dow) era de uno en casi 73.000.000. Y agrego: eso solamente podria pasar en Gran Bretafia una vez
por siglo. Ese fue el toque final.

Sally Clark fue condenada a prision perpetua.

Resulta evidente que Meadow y el jurado consideraron que ambas muertes eran variables in-
dependientes, y que por tanto la probabilidad del suceso compuesto por las dos era el producto
de las probabilidades respectivas. Pero no tardé en alzarse una voz denunciando el error: El pro-
fesor Greene, presidente de la Royal Statistical Society (RSS) escribi6 una tajante carta a la Cama-
ra de los Lores? al siguiente tenor:

El cilculo que conduce a 1 entre 73 millones es invdlido. Solo seria vdlido si los casos de
SIDS [SMSL] aparecieran de forma independiente dentro de las familias, un supuesto que
necesita ser justificado empiricamente. No sélo tal justificacion empirica no fue provista en el juicio,
sino que hay razones de peso para suponer que tal supuesto es falso. Puede muy bien haber factores
genéticos o ambientales desconocidos que predisponen ciertas familas al SIDS[SMSL], de manera

6 A. Paenza, Sally Clark [articulo en linea], 20 Febrero 2013 [consultado Mayo 2015], Pagina 12 (edicién digital:
www.paginal2.com.ar) Disponible en: http:/ /www.paginal2.com.ar/diario/contratapa/13-214264-2013-02-20.html
7 P. Green, President of the Royal Statistical Society, Letter from the President to the Lord Chancellor regarding the use of
statistical evidence in court cases [recurso en linea], 23 Enero 2002 [consultado Mayo 2015], en www.rss.org.uk (sitio en

linea de la Royal Statistical Society). Disponible en: http://www.rss.org.uk/Images /PDF/influencing-change /rss-
use-statistical-evidence-court-cases-2002.pdf
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http://www.rss.org.uk/Images/PDF/influencing-change/rss-use-statistical-evidence-court-cases-2002.pdf
http://www.rss.org.uk/
http://www.pagina12.com.ar/diario/contratapa/13-214264-2013-02-20.html
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que un segundo caso dentro de la familia resulte ser mucho mds probable de lo que seria en otra fa-
milia, aparentemente similar.[trad. propia]

Entre tanto, el andlisis de independencia de casos de SMSL dentro de las familias ya habia sido
acometido por alguien 7:

La probabilidad de que dos muertes sucesivas en la misma familia sean de SIDS viene dado por:
P=1/1300-x/1300
donde x es el factor de dependencia para la segunda SIDS, estimado mds arriba entre 5y 10

Lo que da un resultado de, en el caso mas desfavorable para la acusada, de 338.000; cifra la cual
también puede parecer una cifra muy baja; y es aqui donde se da la falacia del fiscal. Citaremos
ni més ni menos que a R. A. Fisher, quien expuso el asunto en los términos mas rotundos posi-
bless:

El caso cuya probabilidad es de un millén de millones de millones...contra uno sucede una vez en un
millon de millones de millones... de ocasiones, por mucho que nos sorprenda que nos pase precisa-
mente a nosotros.[trad. propia]

O en otras palabras: no es en absoluto sorprendente — sucede todos los afios — que a alguien le
toque la loteria de navidad; es sorprendente que nos toque precisamente a nosotros (o precisa-
mente a cualquier persona escogida de antemano).Juzgar esta improbabilidad de inocencia en
lugar de la probabilidad de culpabilidad es lo que le lleva a caer en la falacia. Imaginemos que,
por el hecho de que es muy improbable que a Fulano le toque la loteria de Navidad, un fiscal de-
cida encausar a Fulano en base a que la probabilidad de que le haya tocado es tan baja que ne -
cesarimente ha debido cometer un fraude. El fiscal considera que la probabilidad de que el acu-
sado sea inocente es muy baja, cuando lo que estrictamente significa que exista 1 probabilidad
entre 338.000 de dos caso de SMSL en la misma familia es que, de cada 338.000 familias, al me-
nos una al afio ha sufrido la tragedia descrita. El mismo Ray Hill indica la cifra de 650.000 segun-
dos nacimientos al afio en todo el Reino Unido, lo cual quiere decir que, por promedio, aproxi-
madamente 2 casos como el de Sally Clark por afio suceden en UK (vid.?).

Lo que sucede es que Sally Clark solo es una persona determinada desde el punto de vista
del fiscal: pero, en realidad, si estd siendo juzgada no es por ser ella, Sally Clark, persona
concreta sino porque (es decir, posteriormente al hecho de que) en su familia se han dado
los dos casos de SMLM. A todos los efectos, Sally Clark es una persona cualquiera, y, por lo
tanto, a falta de otra evidencia, podria constituir uno de esos 5 casos al afio que el profesor
Hill estimaba.

ACTIVIDADES

1°)Lee atentamente el siguiente articulo:[aqui se insertaria el extracto correspondiente de
A. Paenza de la p. 119]

7 R. Hill, Multiple sudden infant deaths —eoincidence or beyond coincidence? [recurso en linea] 2004 [consultado Mayo-
2015]Pediatric and Perinatal Epidemiology, vol. 18, pp. 320-326. Disponible en: http://www.cse.salford.ac.uk/
staff /RHill/ppe 5601.pdf

8 Citado por K.Mather, Reviews [articulo en linea] Febrero 1973 [cons. Mayo 2015] Heredity 30: 89-91;
doi:10.1038 /hdy.1973.11 Disponible en: http://www.nature.com /hdy/journal/v30/n1/pdf/hdy197311a.pdf
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a)éQue conceptos de probabilidad que hayas estudiado aparecen (aunque no aprezcan de-
nominados explicitamente) en el texto?

b)A la luz de lo que sabes, éTe parece correcto el razonamiento del Dr. Meadow? éPorqué?
¢)éCrees que el verdadero quid de la cuestion es puramente matemdtico, o importan otras
consideraciones? éO quiza seria mejor decir que primero hay que establecer con rigor los
elementos del problema y después pasar al calculo?

d)En tu opinion, éLas matemadticas consisten en calcular o resolver problemas bien plan-
teados, para después calcularlos, o mas bien en plantear bien ciertos problemas?

a)Es de suponer que el alumno ha sido instruido, aunque sea s6lo nominalmente, en los
conceptos de variable estadistica, de suceso asociado al valor de esa variable (el suceso
de que X=3, por ejemplo?), independiente y dependiente. Cada fallecimiento de uno de
los hijos seria uno de estos sucesos, cada uno con una probabilidad asignada, y su pro-
ducto es el medio de conocer la probabilidad conjunta de los dos sucesos, la cual, su-
puesta independencia, es el producto de las probabilidades respectivas.

b)”A la luz de lo que sabes” es una expresion que pretende que, con la ayuda del profe -
sor, el alumno se de cuenta de que en realidad el problema no esta bien planteado; de
hecho, segtn el texto seleccionado, el enunciado estd incompleto: el Dr. Meadow supo-
ne que las variables son independientes, pero eso es algo que no se puede deducir del
resto del texto.

Probablemente seria ttil proponer ejemplos donde la dependencia entre las variables
fuera mds intuitivamente plausible que en el caso analizado. Por ejemplo, ;Es pequefna
la probabilidad de medir més de 2,00 metros de alto y pesar mds de 100 kgs.? Si ambos
sucesos fueran independientes, y digamos, P(>2m.)=0,05 (5%) y P(>100kg.)=0,05 (5%),
entonces la probabilidad conjunta P(>2m N >100 kg.)= P(>2m)-P(>100kg.)= 0,05-0,05=
0,0025 (0,25%); pero se sabe que una gran proporcién de personas que miden mas de
2,00 m. de altura pesan ademads mads de 100 Kg. ya que peso y altura estdn relacionados,
son dependientes. Por lo tanto, P(>2m N >100 kg.) no sera igual a P(>2m)-P(>100kg.),
sino mds bien, muy similar a P(>2m)= 0,05%; en términos de probabilidad condicional,
diriamos que la probabilidad de pesar 100 kg. condicionada a medir 2,00m es muy simi-
lar a 1; luego, por la definicion de probabilidad condicional, P(>2m N>100 kg.) =
P(>100kg.|>2,00m)-P(>2,00m)~ 1-P(>2,00m)

c) En este apartado podria decirse que el entendimiento y la definicién de cada elemen-
to del problema son esenciales. El verdadero quid estriba en si los sucesos “muerte del
primer hijo por SMLM en la familia Clark” y “Muerte del segundo hijo en la familia
Clark” son realmente independientes, cosa que solo el contexto real de los datos puede
suministrarnos. Es este un extremo que recorre los enunciados de todas las actividades
propuestas en el presente trabajo y que caracterizan de modo especial a los problemas
que involucran incertidumbre al nivel de ensefianza secundaria.

9 Hablaremos indistintamente de “sucesos” y de “variables”, asumiendo que podemos llamar al suceso “primer hijo
muere” =(X=0) y al suceso “segundo hijo muere”=(Y=0). Asumiendo que vida y muerte son dicotémicos, X=1 e
Y=1 pueden simbolizar los sucesos en que cadauno de los hijos vive.
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Sobre este punto podria establecerse un debate con el alumno, quien a menudo se pre -
gunta sobre la “utilidad” de los conocimientos que se le imparten. Y entrecomillamos
“utilidad” porque, pese a lo mucho que se le fustiga, el alumno suele considerar un con-
cepto de “utilidad” mucho mds cercano a lo cognitivo de lo que se supone; suelen ser
sus mayores, entre ellos el docente, los que mds insisten en los aspectos pragmatistas
(no pragmaéticos) de la educacion. El alumno suele alegrarse de ser capaz de resolver un
problema genuinamente, no en base al aprovechamiento material mas o menos futuro
de su nueva capacidad. Pero sobre todo, y en esto los partidarios de PISA tienen razon,
le interesan problemas que pueda trasladar a la realidad, (aunque quiza no a su reali-
dad).

d) Aqui nos permitimos, por una vez, ya que el contexto del problema nos lo permite,
plantear una discusién con el alumno sobre la misma docencia de las matematicas. Ge-
neralmente el alumno estima — porque no se le ha mostrado ninguna alternativa— que
las matemadticas, incluyendo la parte de probabilidad y estadistica, son esencialmente
resolucién de problemas: lo cual, aunque sea una perspectiva tremendamente parcial
desde el punto de vista matemadtico, podria ser legitima, considerando la materia desde
los supuestos de la ensefianza secundaria enarbolada por gran parte de la didactica, en-
tre ellos los responsables del informe PISA, y también por las leyes de educacion mas re -
cientes. Pero lo que buena parte del alumnado y la sociedad en general entiende por re-
solucién de problemas en realidad deberia llamarse estrictamente computacion o cal-
culo; a lo sumo de célculo simbdlico o 16gico: lo que puede hacer un software especifico
si se le suministra un input bien configurado y determinado.

Ahora bien, si un software puede hacerlo, ;Por qué razén se estudian matematicas obli-
gatoriamente toda la ESO, a menos que uno vaya a ser programador? La Ginica razén de
ser de la educacién matematica obligatoria es que cultive competencias generales basi-
cas, no especificas y profesionales. Pues bien, creemos que esa competencia general
bésica que otorgan las matematicas es, en primer lugar, la de plantear adecuadamente
los problemas a los que el ciudadano que recibe la ensefianza se enfrente o vaya a en-
frentarse en un futuro!®. A la vez que se intenta plantear el problema, percatarse de que
una buena parte de ellos, (0 quiza todos, diriamos si en la sala solo hubiera matemati-
cos y fisicos tedricos), solo obtendrdn una solucién satisfactoria si se trasponen sus ob-
jetos, propiedades y contexto a elementos, operaciones y relaciones de cardcter mate-
matico. Finalmente, buscar los intrumentos, que el curriculo suministra, para resolver el

problema de aquella manera planteado.

2°) Posteriormente, se descubrio que la probabilidad de que una familia tenga dos casos de
muertes subitas infantiles consecutivas no eran de 1/73.000.000, sino solo de 1/338.000.
[Aqui se insertaria el texto del Pr. Hill] éEn qué cambia eso las cosas?éNo sigue siendo la pro-
babilidad tan baja que la acusada es probablemente culpable? Debatid en grupos el asunto y
redactad vuestras conclusiones brevemente, explicando las razones por las que habéis llegado a
ellas.

10 Y que también pueden ser de indole estrictamente matematica, si el alumno decide hacer de las mismas el centro

de su desarrollo profesional o, por qué no, personal. Piénsese en las aportaciones a la matemaética por parte de ele-
mentos no profesionales, como Neper, Fermat, Pascal, Descartes, Leibniz, Bayes, Galois, Bolyai..
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Siempre es interesante, emulando los trabajos de Khanneman y Tversky [29], compro-
bar cuales son las ideas del alumno sobre asuntos relacionados con la incertidumbre,
entre otras cosas para compararlos con nuestras primeras reacciones ante temaéticas si-
milares (caso de que lo recordemos y seamos lo suficientemente honestos con nosotros
mismos). El simil explicado anteriormente, en que Fulano es imputado por haberle to-
cado la loteria, es bastante intuitivo, en nuestra opinion; no obstante, habria que hacer
una pequefia distincion. Todos sabemos, por ejemplo, que pueden existir razones por
las cuales es ventajoso, desde el punto de vista fiscal (entre otros) comprar décimos de
loteria premiados y aducir que se es el agraciado de los premios correspondientes. Si
cierto individuo declarara que le ha tocado la loteria de navidad cierto nimero de veces
en cierto periodo de tiempo, entonces si que habria razones de peso para pensar que
esto no es cierto. ;Por qué si en este caso y no en el estudiado?

En el caso Clarke, el hecho de que la probabilidad de que sucedieran dos muertes con -
secutivas fuera mds pequena hizo posible y plausible que a una (m4ds bien a 2) pareja le
sucediera eso mismo en el transcurso de un solo afio. Sally Clark seria, en este caso, esa
persona cualquiera, o Fulano, a la que le ha tocado la (siniestra) loteria del doble deceso
familiar. En cambio, en el caso del individuo a quien hacemos referencia, la probabili-
dad de que al guien le toque el gordo de la loteria de navidad, digamos, al menos tres
veces en 10 afios (1 entre 12 billones), es tan pequena que hace implausible que le pue-
da suceder, no a una persona concreta, sino incluso a una persona cualquiera, dentro de
lo posible segiin el nimero de décimos comprados al afio de loteria de navidad espafio-
la, y el nimero de afios considerado. Por otra parte, obra la circunstancia de que ningu -
na otra prueba positiva, salvo la supuesta rareza del acaecimiento de la doble tragedia
familiar podia esgrimirse en contra de Sally Clarke; de hecho, esa era la causa de haber
sido seleccionada para ser juzgada, sin la cual habria debido considerarse una persona
cualquiera, a efectos de la probabilidad; mientras que en el caso del afortunado triple
ganador de la loteria de Navidad existian otras razones de peso para sopechar que prac-
ticaba otras operaciones fraudulentas de blanqueo de dinero; esas otras sospechas son
las que le conviertene en una persona concreta, desde el punto de vista de la probabili-
dad, lo cual hace implausible la “suerte” de la loteria le haya tocado precisamente a él. 11.

11 Se pueden encontrar resultados numéricos sobre este topico y otros afines en A. Gordaliza, La loteria que siempre
toca [articulo en linea], 21 Dic. 2012 [consultado Mayo 2015], El Pais (edicién digital, www.elpais.com ). Disponible
en: http:/ /sociedad.elpais.com /sociedad /2012 /12 /21 /actualidad /1356105096 890961.html



http://sociedad.elpais.com/sociedad/2012/12/21/actualidad/1356105096_890961.html
http://www.elpais.com/
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Probabilidades condicionadas

Pocos conceptos relacionados con la materia provocan tal cantidad de equivocos entre los
alumnos y los no alumnos: ya sea porque el lenguaje ordinario distingue mal entre antece-
dente y consecuente de una proposicion condicional, ya sea por indefinicién (por elipsis de las
condiciones implicitas) de un conjunto de sucesos, lo cierto es que existe una acendrada pro-
pension a:

- Confundir la probabilidad absoluta (o inicial, o a priori) de un suceso A, P(A), y la proba-
bilidad condicional (o final, o a posteriori) de ese mismo suceso A condicionado al acae-
cimiento de otro suceso B, P(A|B).

- Confundir entre probabilidades condicionadas simétricas, o bien entre el antecedente y
el consecuente: es decir, tomar P(A|B) (probabilidad de que suceda A condicionado a
que suceda B) por P(B|A) (probabilidad de que suceda B condicionada a que suceda A)

- Confundir entre probabilidad de que ocurra un suceso condicionado a la ocurrencia de
otro P(A|B) con la probabilidad de que ambos suceso ocurran P(A N B)

En realidad pueden englobarse ambos a la misma clase de error: fallo en la definicion tanto de
sucesos simples como de compuestos, es decir, resultantes de las diversas operaciones logicas
posibles entre ellos. Es este uno de los tramos de la matemética donde mas claramente puede
comprobarse la importancia de una notacién clara y una transcripcion estricta de las proposi-
ciones del lenguaje ordinario a objetos matemaéticos; de hecho, esta tltima es la verdadera difi-
cultad de los problemas derivados de unas definiciones muy sencillas (aunque ofrezcan diver -
sas, complejas e interesantes interpretaciones?, desde el punto de vista matematico, estadistico
y epistemolégico): Efectivamente, si por definicion:
P(A[B) - P(ANB)
P(B)

Es decir, la probabilidad del (acaecimiento del) suceso A condicionada al (acaecimiento del) su-
ceso B es la probabilidad del (ac. del)suceso AN B, o interseccion entre Ay B, es decir, del suce-
so compuesto de que acaezcan conjuntamenteA'y B, dividido por la probabilidad de que acaez-
ca B (la condicién), entonces

_P(ANB)

P(A[B)= _P(ANB) _P(BJA)-P(A)

P(B) P(B| )_ P(A) P(A|B)_ P(B)

1 No entraremos en el aun abierto y candente debate entre los defensores de distintas interpretaciones de la probabi-
lidad (y distintas escuelas de inferencia estadistica) abiertas por el concepto de probabilidad condicional y centra-
das en las distintas lecturas (objetiva o subjetiva, frecuentista o bayesiana) del Teorema de Bayes (1763) (que en rea-
lidad fue generalizado y formalizado por Laplace mucho después, en 1812)[20] y que da lugar a interesantes pro-
blemas ([22] [17], pp. 136-7) y paradojas([16], cap.1)lamentablemente fuera del curriculo de ensefianza secundaria.
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puede obtenerse la expresion mds sencilla que relaciona las probabilidades simétricas P(A|B) y
P(B|A), y que no es nada dificil de aplicar correctamente siempre que los términos estén bien de-
finidos, 1o cual no suele ser el caso, como veremos a continuacion.

Probabilidad condicionada implicita

A menudo se habla — y se escribe- sobre la probabilidad de que suceda determinado
evento, sin especificar que esta probabilidad referida esta condicionada a otro suceso, bien
porque la condicién se da por sabida dentro del contexto de la situacién, bien porque la
condicién es tan necesaria para que la informacién que se da sea relevante, que hacerla ex-
plicita se considera innecesario. Como suele suceder cuando entran en relacion los lengua-
jes ordinario y matematico, pueden producirse divertidos errores como el que sigue2:

Sélo un 13% de las mujeres son directivos en las
empresas esparolas

Una de cada tres compafiias no cuenta con
ninguna mujer entre sus altos cargos, y en el
caso de cotizadas del Ibex, este ratio apenas
llega al 10%

£ JOSE MARIA CAMARERG | MADRID I - |
Las mujeres siguen sin situarse al frente
de las empresas y su lugar en los diversos
s organos de direccion de las compariias

?;;‘y’ continda siendo minoritaria. Asi se desprende del “Mujeres en la Alta

Direccion en Espania”, en el que se refleja que de los 1.735 directivos de
s primer nivel de 147 grandes compaiiias, sélo 234 son mujeres, lo que
supone un 13,4% del total.

Evidentemente, lo que el articulista intentaba expresar sin éxito es que “solo el 13% de los direc-
tivos de las empresas espafolas son mujeres”. Si fuera el caso que sefiala el autor, sin duda el lec-
tor conoceria intimamente o seria familia de al menos una alta directiva de una empresa espa-
fiola, lo cual parece bastante dudoso. Pero sigamos en las actividades.

ACTIVIDADES

1°) Lee el siguiente extracto de noticia. éEncuentras algo sospechoso en la redaccion del ti-
tulo? ¢Es equivalente lo que sostiene el titular y el parrafo posterior?éCudl de las dos
propoosiciones (caso de que no sean equivalentes) crees que es la correcta?

2 .M. Camarero, S6lo un 13% de las mujeres son directivos en las empresas espafiolas [articulo en linea]. Madrid, 21 Enero
2015 [consultado Mayo 2015] El Correo (ed. digital www.elcorreo.com) [via www.malaprensa.com] Disponible en:
http://www.elcorreo.com /bizkaia/economia/empresas/201501/21/solo-mujeres-directivos-empresas-

20150121205156-rc.html


http://www.elcorreo.com/bizkaia/economia/empresas/201501/21/solo-mujeres-directivos-empresas-20150121205156-rc.html
http://www.elcorreo.com/bizkaia/economia/empresas/201501/21/solo-mujeres-directivos-empresas-20150121205156-rc.html
http://www.malaprensa.com/
http://www.elcorreo.com/
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Efectivamente, puede comprobarse que en el primer parrafo (no en la introduccién) el
redactor entiende que la probabilidad o frecuencia relativa (medida en porcentaje) de
“mujeres directivos” debe calcularse entre “directivos”: no es lo mismo decir que el 13%
de las mujeres espafiolas son altas directivas de empresa, a que el 13% de los altos direc-
tivos espafnoles son mujeres. Es interesante insistir frente al alumno en esto, que puede
parecer obvio, pero que ayuda sobremanera a fijar conceptos y, sobre todo, a identificar
bien los elementos del lenguaje que no se hacen explicitos en el uso ordinario, pero si
en el uso matematico (o 16gico). El articulista, por ejemplo, se equivoca al identificar en
el titular la probabilidad (en términos de frecuencia) de ser directivo condicionada a ser
mujer es decir, P(D|M) ,con la probabilidad (frecuencia) de ser mujer condicionada a
ser directivo, es decir, P(M|D); éste ultimo valor es el que es igual al 13%.

2°) Recordaras que un porcentaje es una clase de medida de la frecuencia relativa, en con-
creto fr-100. En la parte de estadistica descriptiva has comenzado representando fre-
cuencias relativas de datos conocidos, y después has pasado a considerar la probabili-
dad asociada cuando has estudiado la distribucion de probabilidad normal. éPuedes
plantear el enunciado que se sostiene en el parrafo, no en el titular, en términos de pro-
babilidad condicional?

Fig. 21: Esquema conjuntista probabilidad condicio-
Ademads de servir de repaso del nada: Mujeres y Directivos

concepto frecuentista de la proba- -
bilidad (el que se ensefia en se- ESPANOLES

cundaria), este es el momento de M(mujeres) H(hombres)
plantear el enunciado correcto en
términos matematicos. Si consi-
deramos el espacio de probabili-
dad total como el conjunto de la
poblacién activa espafola, que
durante el primer trimestre de
2015 (por ejemplo)® es de
22.899.400, entonces, por la regla

de Laplace, y teniendo en cuenta
los valores reflejados en el articu-
lo:

243 1735 P(MnD) 243/22899400
P(MAD)=——"" -— " _ p(M|D)= =
( ) 22899400 ©(P) 22899400 (M[D) P(D) 1735/ 22899400

por cierto, la probabilidad de la que se habla en el titular, es decir, el porcentaje de mu -
jeres espafiolas que son altos directivos es:

=0,14=14%

P(MND) 243/22899400
P(M) 1/2

P(DM)= =0,0000212=0,0021%

3 http://www.ine.es/daco/daco42/daco4211/epa0115.pdf
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Condicién interpretada como causa

El ejemplo anterior puede parecer trivial o inocente, un simple error de redacciéon de un ar -
ticulista demasiado preocupado por acortar el titular. Sin embargo, el error se vuelve mucho
mas usual cuando el planteamiento no es tan evidente. En la vida cotidiana — e incluso en
estudios cientificos, como veremos— a menudo el equivoco se forja cuando trata de descu-
brirse la causa de un determinado fendmeno, o al menos una condicion suficiente del mis-
mo, como se ve en este ejemplo ([24] , p. 112)3:

Considérese el siguiente ejemplo, del Management Focus:

Los resultado de una reciente encuesta a 74 CEO's indica que podria haber una relacién en-
tre la posesioén de una mascota en la infancia y el éxito de una futura carrera. E1 94% de los
CEOs todos ello empleados en compafifas de Fortune 500, tuvieron un perro, un gato, o am-
bos, de jévenes.

[...] Por lo que nosotros sabemos, mds del 94% de los nifios criados en el ambiente del que proceden
los CEOs tiene mascota, en cuyo caso la dependencia podria ser negativa. Puede que el éxito ejecuti-
vo en realidad se halle relacionado con el el hecho de cepillarse los dientes. Probablemente todos los
CEO:s se lavaban los dientes de pequefios, y podemos imaginarnos que la autodisplina que adquirie-
ron les condujo al éxito en los negocios|...]

Chistes aparte, el autor sefiala que no es raro encontrar estas concepciones falsas en deter-
minadas ciencias del hombre:

Los psicélogos no son inmunes a estos errores de juicio. Por ejemplo, Branden (1984) escribe: “No
puedo pensar en un sélo problema psicolégico [...] que no sea rastreable hasta el problema
de pobre autoestima”. [...][pero] La gente podria tener pobre autoestima [precisamente] por-
que tiene problemas psicolégicos [trad. propia]

Ensayemos la proposicion del ejemplo concreto de los CEOs y las mascotas en la actividad
siguiente:

ACTIVIDADES

1°) Lee atentamente la siguiente noticia (vid. supra) éTe parece plausible lo que se defiende
en el texto? Debatidlo por grupos y entregad un parrafo con el resumen de vuestras
conclusiones y los argumentos que os han llevado a ellas.

El propésito de esta actividad es comprobar si el alumno, que ya sabe que esta en clase
de matematicas (y que se estd impartiendo la materia de probabilidad y estadistica) es
capaz de sustraerse a la amplia gama de tesis especulativas y/o esptureas que puede
concitar el texto, y detectar el elemento légico y probabilistico de la cuestién. Por ejem -
plo: puede que un grupo de alumnos emita sus opiniones sobre si el hecho de tener
mascota en la nifiez forja habilidades sociales beneficiosas para un CEO, o si sucede lo

3 Debemos el ejemplo y el planteamineto de la actividad subsiguiente a A. Gordaliza, tutor del presente Trabajo Fin
de Master.
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contrario, es decir, que si has tenido mascota es probable que hayas tenido pocos her -
manos y por tanto la falta de empatia subsiguiente (o cualquier otra especulacién basa-
da en experiencias puntuales o hecho idiosincrésicos culturales, sociales, etc.); y puede
que otro grupo, més avispado, detecte el hecho de que el supuesto antecedente esta
ubicado en el lugar del consecuente, y que si se colocaran en orden inverso ambas par -
tes de la proposiciéon condicional subyacente el enunciado seria mas plausible que el
del texto: es decir, es mas plausible pensar que el hecho de ser CEO (antecedente) impli-
ca haber pertenecido a un estrato social en el cual es mas probable haber tenido una o
mas mascotas en la infancia (consecuente), que la proposicion simétrica que el texto in-
dica.

2°) éSabrias definir la tesis del texto (o su simétrica) en términos de probabilidad condicio-
nal? Puedes suponer, ademds de las cifras dadas en el texto, que hay un CEO por cada
100 habitantes y que el 60% de los adultos han tenido alguna mascota de nifios.

Segiin el enunciado del problema, Fig. 22: Esquema conjuntista probabilidad condicio-

P(CEO)=0,01; P(Mascota)=0,6 y nada: Macotas y CEOs
P(Mascota|CEO)=0,94 esta ultima

es el verdadero quid de la cues- POBLACION

tién. Es conveniente insitir en que MASCOTA=60% NoMASCOTA=40%

no es lo mismo “haber tenido
mascota de nino si se es CEO” a
“ser CEO si se ha tenido mascota
de nifio”. Esta tltima se simboliza-
ria P(CEO|Mascota), e indicaria
(s6lo indicaria) que hay una rela-
cién entre tener mascota de nifio
y el éxito profesional posterior de
adulto. Con los datos a nuestra

disposicién, tenemos:

_ P(MascotanCEO)

- P(CEO)

Por lo tanto, la verdadera probabilidad de ser CEO habiendo tenido mascota de nifio es:

P(MascotanCEO) 0,0094
P(Mascota) B 0,6

P(Mascota|CEO) >P(MNC)=P(M|C)-P(C)=0,94-0,01=0,0094

P(CEO|Mascota )= =0,01567 ~1,57%

Notese que la probabilidad P(CEO|Mascota) suponen un aumento del 57% sobre la
mera probabilidad de ser CEO (P(CEO0)=0,01=1%), lo que podria resultar significativo, si
no fuese porque este incremento no se debe, probablemente, a la circunstancia de ha-
ber tenido mascota, sino, como se dijo antes, a que los CEOs en su infancia estdn ubica-
dos en un contexto social, cultural, urbano, etc. que promueven tanto el hecho de tener
mascota en la infancia como el de ser CEO en la edad adulta.
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El problema de Monty Hall

Exploraremos ahora una de las variantes, probablemente la mds famosa, de un problema
que puede rastrearse hasta la obra de Bertrand Calculs des Probabilités (1889)([22], p. 268)
El problema sigue siendo tan conocido como controvertido, pese a que su resolucién no deja lu-
gar a dudas. El asunto es como sigue, segiin redaccion propia (la original, teatralizada, de Steve
Selvin, en [22], p. 265-6):

En un concurso televisivo, se le plantea al concursante optar por una de tres puer-
tas y llevarse el premio que se esconda detras. Tras una de las puertas hay un coche;
tras cada una de las otras dos puertas, una cabra. Una vez hecha la eleccion, el pre-
sentador del concurso, que sabe qué esconde cada puerta, abre una de ellas, donde
muestra una cabra. Entonces propone al concursante cambiar su primera eleccion
{Cual es la mejor opcidn de llevarse el coche: cambiar de decisiéon o mantenerla?

Probablemente no hay otro enunciado que se pueda proponer en un aula de ensefianza se-
cundaria (o universitaria, si queremos ser justos) que cause mds equivocos, llegando incluso
a suscitar oposiciones enconadas, acompafnadas de reacciones fuertemente emocionales.
Gorroochurn, dentro de la crénica que realiza sobre el planteamiento original del problema
y sus diversos avatares historicos (la propuesta original en sus términos y con el nombre de
Monty Hall data, segtn é€l, de 1975), sefiala que incluso algtin matematico profesional ha
sido burlado por su inocente y sencilla apariencia:

Todavia mds sorprendente es el hecho de que entre aquellos que creyeron el argumento erréneo habia
muchos matemdticos, algunos del mdximo calibre. Paul Erdds fue uno de ellos. Erdds era indiscuti-
blemente el matemdtico mds prolifico de todos los tiempos, con publicaciones en un toda una gama
de campos que incluian combinatoria, teoria de niimeros, andlisis y probabilidad. De todas formas,
el problema de Monty Hall demostré ser una trampa para él[...]. Hoffmann (1998, p.237) recoge los
esfuerzos que la matemitica Laura Vizsonyi tuvo que enfrentar para convencer a Erdds de la solu-
cién correcta del problemal...]

Le dije a Erd@s que la respuesta era cambiar de decision [...] pero, para mi sorpresa, dijo:
“No, eso es imposible. No deberia haber diferencia”.[...] ya habia experimentado que la gen-
te se excita y suele perder la paciencia ante la respuesta [...] tuve que mostrarle el arbol de
decisién que empleo en mi curso de Técnicas Cuantitativas de Administracién|...] Pero todo
fue inttil[...] Una hora después volvié verdaderamente enfadado. “No me has dicho porqué
deberia cambiar de decisién”, dijo “Qué es lo que pasa contigo.” [...] Vazsonyi habia visto
esta reaccién antes en sus estudiantes, pero jamas pensé que la tuviera el matematico mas
prolifico del siglo XX.

El planteamiento clasico del problema se relizard seguidamente, en las actividades. Pero antes,
expongamos el razonamiento de vos Savant (vid. supra), como ejemplo de explicaciéon del mis-
mo ma4s intuitivo que conozcamos:
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Supongamos que hay un millén de puertas, y tii escoges la niimero 1. Entonces el presentador, que
sabe donde estd el premio y que por tanto nunca abrird la puerta correpondiente, abre todas las
puertas excepto la 777.777. Cambiarias tu decision en favor de esa puerta al momento, ;Verdad?

ACTIVIDADES

1°) Supongamos que mafiana se estrena una nuevo miniconcurso televisivo llamado “O ca-
bras o cobras’, consistente en la presentacion al concursante de 3 puertas cerradas
como éstas:

Tras dos de ellas hay sendas cabras, y tras la restante una bolsa con 1.000.000 de €. Por
ejemplo de la siguiente forma:

Aunque no tienen por qué estar dispuestas de esta forma exactamente. Volvamos a las puer-
tas cerradas:
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El presentador nos da a escoger entre
una de ellas: lo que haya detrds pasara a
pertenecernos (se supone que estamos
mads interesados en el millon de euros que
en cualquiera de las cabras). Suponga-
mos que escogemos la que se ha sefialado
con el trazo rojo. Entonces, el presen-
tadornos pregunta: {Esta usted seguro
de su decision? Nosotros le responde-
mos que, naturalmente que si. “éPor qué
clase de individuos sin personalidad nos
ha tomado?” pensamos para nuestros
adentros. Entonces, el presentador, que
sabe en todo momento donde estad el mi-
llon de euros, abre una puerta, descu-
briendo a la cabra que estda detrds.iY
ahora? {Todavia esta seguro de su
decision? {No le gustaria cambiar de
eleccion ahora que aun esta a tiem-
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po? La pregunta, por supuesto, es: éComo tenemos mds probabilidades de ganar el millon
de euros; cambiando de puerta o manteniendo nuestra primera eleccion? Discutidlo en
grupos y redactad un breve parrafo donde reflejéis la opcion que creéis correcta 'y las razo -
nes que os han llevado a tal conviccion (no hace falta una resolucion simbolica, basta que lo

expreséis informalmente).

A prop6sito no hemos indicado la denominacién clésica del problema, pues asi evita-
mos (quizd algo ingenuamente) que puedan consultarlo en alguna fuente externa (in-
ternet) sirviéndose de la referencia del nombre “Monty Hall. Quedamos asi en libertad
de, tras el debate en clase, poder dejarlo como ejercicio a entregar al dia siguiente: con

un poco de suerte, si lo consultan en su casa habremos creado alguna disputa familiar.
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Una vez recogidas las opiniones, seria buena idea que los alumnos expusieran sus pun -
tos de vista y que se debatiera ptiblicamente cada postura, manteniendo el profesor la
neutralidad, a ser posible. Finalmente, tras haber creado la suficiente expectacién, pasa-
riamos a la siguiente actividad:

2°) Imagina que un dia frotas una lampara y aparece un genio al que, lamentablemente, no

se le pueden pedir deseos, pero que asegura que te puede ayudar para que te toque el
gordo de la loteria de Navidad. T ya te has comprado un décimo, pero él te dice: “No
importa. éVes esta lista con todos los numeros de la loteria menos el tuyo? Pues
v0oy a tachar todos los que estan en la lista'y no van a ser el premio gordo.” Después de
tacharlos todos, deja solamente uno, el 00.000. “Ademads, me he tomado la libertad de
comprarlo. Te propongo un trato; te cambio mi nimero por el tuyo. Recuerda, no obs-
tante, que el tuyo también podria ser el numero del gordo. éQué? éNos los cambiamos?”
La pregunta es: éAceptarias el trato del genio? éPor qué? éPodrias explicar el anterior
ejercicio en base al enunciado de éste?

Desde luego, los alumnos aceptardn el trato, y es de esperar que la mayor parte de los
alumnos vean la analogia con el ejercicio de Monty Hall, aunque no es totalmente segu-
ro, dado la fortaleza del prejuicio en contra.

8°) Trata de enunciar el problema en términos de probabilidad condicional y resolverlo

cuantitativamente: basta con hallar el valor concreto de la probabilidad de descubrir el
millon de euros al final del juego si cambias tu primera decision.

En estos casos suele ser conveniente una explicacién mediante un diagrama de arbol:

Escoges Escoges Escoges

e
\\ P

~—

eloquedas | Cambias
—

] .Y 4

Ganas Ganas

Lo

N1
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Donde se observa claramente que la combinacién CAMBIAS y GANAS da como resulta-
do 2 veces el millén de euros y una sola vez la cabra. Por lo tanto, si cambias de decision
tus probabilidades son de 2/3.

Deberiamos comenzar identificando los sucesos y ddndoles un nombre adecuado:

Cal: Elegimos Cabra en el primer intento. (Ca2, idem en el 2° intento)

Eul: Elegimos el millon de euros en el primer momento. (Eu2, idem en el 2° intento)
Sw: Cambiar la 1° decisién; por tanto, -Sw: No cambiar (o persistir) en la 12 decisién

(Sw procede del inglés Switch, y me parece buena eleccidon porque se diferencia mucho
tanto de Ca como de Eu). Tratamos de averiguar la probabilidad P(Eu2|Sw).

- Sabemos que P(Cal)=2/3, P(Eul)=1/3; por otra parte, P(Sw)=P(-Sw)=1/2. Por la defi-
nicioén de probabilidad condicional, tenemos que:
P(Eu2nSw)

P(Eu2|Sw)= p(sw)

Ahora bien, P(Eu2) es la probabilidad de todos los casos en los que hemos conseguido
el millén de euros: entonces P(Eu2 NSw) es la probabilidad de la interseccién entre el
suceso “Elegimos el millén de euros en el 2° intento” y “Cambiamos la 12 decision”,
luego es el suceso (compuesto) en el que ambos hechos tiene lugar; Pero, para que
cambiando de decisién nos toque el premio, tenemos necesariamente que haber es-
cogido la cabra al principio, suceso cuya probabilidad conocemos: como P(Sw)=1/2,
entonces:P(Eu2nSw)=P(CalnSw)=P(Cal)-P(Sw)=2/3-1/2 =1/3y, por tanto,

_¥3_2

P(Eu2|Sw)= 1/2=3
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La falacia del falso positivo

a mal llamada “paradoja del falso positivo”, es una de las variantes mas comunes del tipo

mds general de falacias conocidas como de la “tasa base” o de negligencia de la probabili -
dad a priori. Todos los subtipos son muy ilustrativos sobre hasta qué punto nuestra intuicién
natural de la incertidumbre suele resultar incompetente. Tversky y Kahnemann[29] nos regalan
un ejemplo obtenido — ni m4s ni menos— que entre estudiantes de medicina de Harvard:

Casscell, Schoenberger y Graboys (1978) plantearon a 60 estudiantes y miembros del personal de la
Harvard Medical School la siguiente pregunta:

Si un test para detectar una enfermedad cuya incidencia es de 1/1000 tiene una probabili-
dad de emitir un falso positivo del 5%, ;Qué probabilidades hay de que una persona que ha
recibido un resultado positivo realmente tenga la enfermedad, suponiendo que no saben
uds. nada sobre los sintomas u otros signos de esa persona?

La respuesta mds gQeneralizada, dada por casi la mitad de los participantes, fue 95%. La respuesta
media fue 56%, y solo 11 encuestados dieron la respuesta acertada, es decir, 2%, suponiendo que el
test diagnostica sin error a todos aquellos que si tienen la enfermedad. [traduccién propia]

En nuestro previo anélisis sobre dificultades epistemoldgicas ya analizamos la indencia y las
posibles causas de esta dificultad: resta encontrar ejemplos que resulten expresivos para el
alumnado que se considera.

El cribado por mamografia

Una de las cuestiones donde la importancia de los falsos positivos pasa a primer plano — ge-
nerando una controversia que a la fecha de hoy todavia se mantiene- es el andlisis preventivo
de determinados tipos de cancer, entre los cuales el de mama parece? resultar especialmente
problemético. Un buen nimero de paises introdujeron un programa de revisién anual para
mujeres de edad generalmente superior a 50 aflos2, aunque en algunos paises se iniciaron pro-
gramas también para poblaciones mayores de 40 o de 45. Pero en 2006 comenzaron a aparecer
las primeras voces criticas3 sobre el abuso de las medidas preventivas contra varios tipos de
céncer, el que nos ocupa en particular. Sin embargo, cuando las tesis de Getzsche et al. co-

1 Lamento la ambigiiedad, pero no soy especialista en materia médica.
2]. M® Martin Moreno, El Cédigo Europeo contra el Cincer. Tercera revision (2003): insistiendo y avanzando en la preven-

cion del cincer. Rev Esp Salud Pubhca (Dic. 2003) [consultado Abril 2015]; 77(6):673-679. Disponible en:
&pid=5113 03000600001 &In

3P C. Gratzsche, O. ] Hartling, M Nielsen y] Brodersen, La mamografia como método de cribado para detectar el cincer
de mama, Centro Noérdico Cochrane, 2012 (1°Ed. 2008) [consultado 25 Abril 2015].Traducido por Gloria Cérdoba.

Disponible en: http://www.cochrane.dk/screening /mamografia-es.pdf


http://www.cochrane.dk/screening/mamografia-es.pdf
http://scielo.isciii.es/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1135-57272003000600001&lng=es
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menzaban a constituirse en la posicion més aceptada4, en una fecha muy cercana todavia se
pueden ver noticias como éstas:

EL PAIS
SOCIEDAD

EDUCACION SALUD CIENCIA MEDIO AMBIENTE IGUALDAD CONSUMO COMUNICACION

El cribado reduce las muertes por cancer
de mama un 31%

m n estudio holandés revisa el efecto de 20 afos de pruebas de deteccidn precoz

EMILIO DE BENITO | Madrid | 21 MR 2012 - 12418 GET !

Archivado en:  Investigacion médica ©Oncologia  Cancer mama  Céncer prostata  Cancer mujeres

Diagndstico médico  Céncer  Enfermedades  Especialidades médicas  Medicing  Sanidad

-
-

n p Larealizacion sistematica de pruebas de deteccion precoz del cancer de
v g mama (el llamado cribado) ha reducido las muertes por esta patologia
— en un 31%, segln uninforme gque se ha presentado en el congreso
n europen dedicado & esta patolagia que se celebra en Viena.
Q1| 0 "Comparado con el periodo anterior, de 1986 a 1988, las muertes por
cancer de mama entre mujeres de 55 a 79 afios descendieran en 2009
m ic un 31%", ha dicho Jacques Fracheboud, investigador de |a Erasmus
University Medical Center de Rotterdam (Holanda). "Hemos wisto que ha
hahido un cambio en la tendencia anual. Antes de que comenzaran los
S Imprimir programas de cribado, 1as muertes aumentaban un 0,3% por afo, pero
después se ha producido un descenso del 1,7% anual. Este camhio
tamhien coincide can una reduccion apreciahle en la proparcion de
canceres de mama detectados en un estado avanzado”.

Un poco maés adelante la noticia se refiere a un estudio® donde se puede leer que la noticia
estd basada en conclusiones “demostradas” por una “microsimulaciéon”.

Mrs. Rianne de Gelder [...] dijo a la asistencia que ella y sus colegas habian usado una técnica de
modelado por ordenador llamada microsimulacion [...]

La microsimulacion se realiza para comparar la mortalidad entre pacientes que han recidi-
do sélo tratamiento posterior al cadncer; pacientes que han recibido tratamiento mas mamo-
grafia; y pacientes que no han recibido ninguna de las dos (con datos anteriores a la implan -

4 M. Marzo Castillejo, E. Melts Palazén, B. Bellas Beceiro et al., Recomendaciones para el cribado del cincer de mama con
mamografia en poblacion de riesgo medio. Actualizacion PAPPS 2012, Aten Primaria (Mayo 2012) [consultado 25 Abrll
2015];  44(6):366--367.  Disponible  en: .
recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925

5 E. de Benito, EI cribado reduce las muertes por cincer de mama un 30% [articulo en linea] 21 Marzo 2012, [consultado

25 Abril 2015] Madrid, El Pais (edicién digital) Disponible en: http://sociedad.elpais.com/sociedad /2012/ 03/21/
actualidad /1332328735 675681.html

6 E. Mason, Breast cancer screening and better treatment both help to save significant numbers of lives [articulo en linea] 21
Marzo 2012, [consultado 25 Abril 2015] en EurekAlert!, (eurekalert.org) American Assocciation for the Advancement

of Science, Disponible en: http://www.eurekalert.org/pub releases/2012-03 /eeco-bcs032012.php



http://www.eurekalert.org/pub_releases/2012-03/eeco-bcs032012.php
http://www.eurekalert.org/pub_releases/2012-03/eeco-bcs032012.php
http://sociedad.elpais.com/sociedad/2012/03/21/actualidad/1332328735_675681.html
http://sociedad.elpais.com/sociedad/2012/03/21/actualidad/1332328735_675681.html
http://www.elsevier.es/es-revista-atencion-primaria-27-articulo-recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925
http://www.elsevier.es/es-revista-atencion-primaria-27-articulo-recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925
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tacion del programa de cribado). No obstante, y sin conocimientos especializados sobre el
tema, se puede objetar que el mero hecho de que haya que recurrir a una simulacién indica
que no se cuenta con datos ciertos, y , por muy fina que esta sea, sus resultados muy depen -
dientes de la capacidad del modelo utilizado en la simulacién para reproducir fielmente el
comportamiento del fen6meno en estudio.

Mrs. Gelder dijo: “La efectividad de la mamografia ha sido fuertemente debatida en los tlti-
mos dos afios. Uno de los argumentos que los criticos esgrimen es que, puesto que en la ac-
tualidad los pacientes de cancer de mama pueden ser tratados de forma muy efectiva con
terapia adyuvante?, los beneficios relativos de la mamografia se vuelven cada vez més pe-
quenios. Nuestro estudio muestra que, incluso cuando se administra terapia adyuvante, el
cribado por mamograffa (en edades entre 50 y 75) es altamente efectiva en reducir las
muertes por cancer de mama.|...]

Ademas, si el cribado pudiera practicarse antes de los 50 afios, se podria reducir incluso
mas la muerte por este tipo de céncer, incluso cuando los pacientes estan recibiendo tera-
pia adyuvante...

Hay varios elementos sospechosos en estas declaraciones, como el restringir la materia de
estudio y de juicio exclusivamente a la mortalidad, y exclusivamente a la mortalidad debida
tnicamente al cdncer especifico estudiado: a primera vista parece que es lo riguroso y exacto,
pero Getzsche (vid. 3) nos recuerda el valor del contexto en el andlisis de datos:

Algunos de los tipos de cincer y algunos de los cambios celulares tempranos (carcinoma in situ) que
se encuentran por el cribado crecen tan lentamente que nunca se convertirian en un verdadero cincer.
Muchos de estos “falsos tipos de cincer” detectados en mamografias de cribado incluso habrian des-
aparecido de forma espontinea, si no se hubieran tratado.[...]

Si 2000 mujeres son revisadas regularmente durante 10 afios, 10 mujeres sanas serdn conside-
radas pacientes con cancer y recibirdn tratamiento innecesariamente. A estas mujeres se les
extirpard una parte o toda la mama, y muchas de ellas recibirdn radioterapia y, a veces, qui-
mioterapia. El tratamiento de estas mujeres sanas aumenta su riesgo de morir, por ejemplo,
por enfermedades del corazén y cancer.[...]

[...llas pruebas de deteccién precoz también dan lugar a sobrediagnéstico y sobretratamiento posterior
de mujeres sanas, se extirpard un seno a mds mujeres cuando hay exdamenes de deteccion precoz. Ade-
mds, mds mujeres recibiran radioterapia innecesariamente.|...]

Si la radiografia muestra algo que podria ser el cincer, la mujer debe realizarse exdmenes adiciona-
les. En algunos casos, resulta que lo que se ve en la radiografia era benigno, y que por consiguiente,
era una falsa alarma.

Si 2000 mujeres son revisadas regularmente durante 10 afios, alrededor de 200 mujeres sanas
experimentaran una falsa alarma. La tensién psicolégica hasta que se sabe si existe 0 no un
tipo de cancer puede ser graves. Muchas mujeres experimentan ansiedad, preocupacién, des-
animo, problemas para dormir, cambios en las relaciones con la familia, amigos y conocidos,
y un cambio en el deseo sexual. Esto puede durar meses y, a largo plazo, algunas mujeres se
sienten méas vulnerables acerca de la enfermedad y consultan a un médico con mas frecuencia.

7 Terapia posterior a un tratamiento contra el cancer, con el objeto de evitar reincidencias.
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[...1la informacion sobre los beneficios y perjuicios del cribado mamogrdfico en las invitaciones para
participar en cribados y en los sitios web de asociaciones de cincer y otros grupos de interés es a me-
nudo engafiosa.l...]

Los resultados mds fiables provienen de ensayos en los que las mujeres han sido elegidas al azar para
ser examinadas con la mamografia o no. Alrededor de 600.000 mujeres sanas han participado en estos
ensayos (5). La mitad de los ensayos se han llevado a cabo en Suecia. Una revisién de los ensayos sue-
cos de 1993 mostro que el cribado reduce la mortalidad por cincer de mama en un 29% (6).

Si bien esto parece ser un gran efecto, esto es lo que el 29% significa en realidad. La revision sueca
sefialé que después de 10 aiios de cribado, esta reduccion de la mortalidad era equivalente a
salvar una mujer de cada 1000.

El beneficio de la deteccion es, por lo tanto muy pequefio. La razén de ello es que, en un periodo de
10 afios, sélo 3 mujeres de cada 1000 contraen cincer de mama y mueren a causa del mismo. La re-
duccién absoluta de la mortalidad por cancer de mama fue por lo tanto, sélo del 0,1% (1 de 1000) des -
pués de 10 afios en los estudios suecos. El cribado durante mds de 10 afios podria aumentar el benefi-
cio, pero también aumentaria los perjuicios.

La razén por la que sélo describen un periodo de 10 afios es que no hay datos fiables para periodos
mds largos.[...]

[se practicaron dos revisiones de los datos anteriores, debidas respectivamente a Cochrane y a U.S.
Preventive Services Task Force] estas dos revisiones sistemdticas encontraron un efecto en la mortali-
dad por cincer de mama que fue solo la mitad del efecto reportado en la primera revision sueca de
1993. Esto significa que el cribado regular de 2000 mujeres durante 10 afios es necesario para salvar a
una mujer de morir de cincer de mama. La reduccion absoluta de la mortalidad por cincer de
mama fue por lo tanto, sélo el 0,05%.

Con el cribado mamogrdfico no reduce el riesgo de morir de cincer (incluyendo cincer de mama)
(5). Por lo tanto, parece que las mujeres que se realizan una mamografia no viven mds que las mujeres
que no.

Desde que los ensayos con asignacion al azar se llevaron a cabo, ha habido importantes avances en
el diagnostico y tratamiento. Esto significa que el efecto de la deteccion es menor en la actualidad. De
hecho, recientemente estudios rigurosos sugieren que el cribado ya no es eficaz.

Toda la discusién anterior nos parece digna de ser resefiada, en tanto que refleja una pro-
blemaética real, no hipotética, y en tanto que involucra conceptos y métodos estadisticos ac-
cesibles al estudiante de ESO o Bachillerato.

ACTIVIDADES

1°)De la lectura del articulo siguiente se extracta el dato relativo a la incidencia de casos de
cancer de mama al afio en Espania (datos del 2008): http:/www.elsevier.es/es-revista-
atencion-primaria-27-articulo-recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925 8 éCudl
serd, para Espana, y supuesto constante este indice, la probabilidad de contraer cancer
de mama en un periodo de 10 afios?
Evidentemente, si llamamos C al suceso “contraer cancer de mama”,

10
P(Cm):l—(l—P(C))m=1—{1—%} —0,00608=0,608%

8 Vid. 4


http://www.elsevier.es/es-revista-atencion-primaria-27-articulo-recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925
http://www.elsevier.es/es-revista-atencion-primaria-27-articulo-recomendaciones-el-cribado-del-cancer-90140925
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2°)En el folleto informativo http:/www.cochrane.dk/screening/mamografia-es.pdf ®leemos
que "Si 2000 mujeres son revisadas regularmente durante 10 afios, alrededor de 200
mujeres sanas experimentaran una falsa alarma"

a)éQué sucesos involucra esta declaracion?

b)Teniendo en cuenta el enunciado del ejercicio anterior, éCudntos casos cabe esperar
de mujeres con cancer si se revisan 2000 mujeres?

c)éQué clase de probabilidad se ha cuantificado, y cudl es su valor? éCudl es la
fiablidad del test empleado, respecto de la posibilidad de falsos positivos?

a)C'’= "Padecer cancer de mama; -C'°="No padecer cdncer de mama"; D'°="Ser diag-
nosticada de cdncer de mama al menos una vez en 10 afios"

b) P(C'*)=0,0061—2000-P(C')=2000-0,0061=12,2 = 12mujeres

¢) La probabilidad de que una mujer sea diagnosticada de cancer (probabilidad a poste-
riori) condicionada a que en realidad no padezca cancer (probabilidad a priori)

P(D10|_C10)_ 200

=————=0,1006=0,1=10% luego la fiabilidad del test es F,~90%
2000-12

3°)"Si 2000 mujeres son revisadas regularmente durante 10 afios, 10 mujeres sanas seran
consideradas pacientes con cancer y recibirdn tratamiento innecesariamente" Esta
declaracion hallada en el mismo articulo implica que, tras el primer test, las pacientes
con un primer positivo son sometidas a otra prueba:

a)éCual es la fiabilidad de este ultimo test?
b)éCual es la fiabilidad combinada de las dos pruebas en conjunto?

a)Si llamamos D'= “Ser diagnosticado tras el segundo test” yD'N—-C!°="No padecer
cancer pero haber sido diagnosticada en el primer test”

P(D'|D" n—cl°)=£=0,05=5% —F'=95%
200
b) P(D’ﬂD“’|—C10)=—=0,00503=0,005=0,5% —FNF'=99,5%
2000-12

4°) El cribado mamografico es un procedimiento para detectar el cancer de mama precoz-
mente y asi poder tratarlo con mds eficacia: Se realizan dos test: si una mujer es diag-
nosticada segun el primer test, se espera un plazo de tiempo de 45 dias y se le realiza
un segundo test. El primer test tiene una fiablidad (acumulada tras 10 repeticiones) del
907 para falsos positivos, es decir, que diagnostica la presencia del cancer en mujeres
sanas un 107 de las veces que se practica; El segundo test tiene una fiabilidad andloga
a la anterior del 957%. Asumiendo que la frecuencia anual de incidencia del cancer en
mugjeres espafiolas es C,,=0,061%, y que el test es perfectamente fiable (1007) en cuanto

a falsos negativos,

9 Vid. 3


http://www.cochrane.dk/screening/mamografia-es.pdf

142

INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

a) éCudl es a probabilidad de que una mujer sana reciba un falso positivo en el primer
test, si se revisa anualmente durante 10 afios?

b) éCudl es a probabilidad de que una mujer sana reciba un falso positivo tras los dos

tests, en las mismas circunstancias?

¢) Supongamos que una mujer recibe un resultado positivo en uno de los diez analisis

anuales éCual es la probabilidad de que padezca realmente cancer de mama?

a) Pongamos nombre a los distintos sucesos:

C'"="Contraer cancer de mama a lo largo de 10 afios"

D1="Ser diagnosticada de cdncer de mama en el primer test"

D2="Ser diagnosticada de cancer de mama en el segundo test"

Se nos pideP(D1-C" )y conocemos P(D1|-C'’); se comenzara calculando p(-C'*)

P(-C")=(P(-C))" =(1-0,00061)" =0,99392 — P(C'*)=1-P(-C"")=0,00608

Es decir, la probabilidad de que en un afio cualquiera de los 10 hallamos contraido can-
cer es la probabilidad total (1) menos la probabilidad de que no lo contraigamos ni una
sola vez en esos 10 afos.

Decimos que conocemos P(D1|—Cw)porque — C" implica (o incluye) — C (si estamos
sanos durante los diez afios, lo estamos cada uno de los afios en que se practica el test);
sabemos que es igual a 0,1, luego

P(D1N-C")=P(D1]-C'*)-P(-C'*)=0,1-0,99392=0,099392=0,1=10%

b)Tenemos que averiguar ,P(DZﬂ(Dlﬂ—ClO))Siendo el sucesoD2="Ser diagnosticada
en el segundo test" y sabiendo que P(D2| (D1Nn —C"’)) =0,05

P(D2N(D1N-C'))=P(D2|(DIN-C"))-P(D1N-C'*)=0,05-0,099392 =0,0049696

que es mdas o menos el 0,5%
Ambos puntos pueden expresarse mediante un diagrama de arbol:

0,00497 0,09442 0,00608
P(D2n(D1 N SANA) P(NO D2n(D1 n SANA)) P(DIAG2 N DIAGN.;, n CANCER )

+P(D2|D1N SANAIU)O,OS\ «P(NO D2|D1n SANA,()=0,95 «P(D2|D1n CANCER,)=1

0,099392 0,894528 0,00608
P(D1 n SANA,) P(NO D1 n SANA;) P(D1 n CANCER,()
-P(D1|SANA10)—0,10\ AO D1|SANA;()=0,90 +P(D1|CANCER,()=1
0,99392 0,00608
P(SANA10) P(CANCER10)
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¢) Aqui se nos pide también una probabilidad condicional, pero con las condiciones a
prioriy a posteriori cambiadas: se nos pide P(C1°|D1) (6 P(CANCER,,|D1))
Del gréafico podemos inferir que
P(D1)=P(D1NSANA,,)+P(DINCANCER,, ) =P(DIN-C" )+P(DINC" }=
=0,099392 +0,00608 =0,105472

y, entonces

P(C°ND1)  0,00608
P(Dl)  0,105472

p(cw\m) = =0,057645=6% —>P(—c1°|D1)= 94%

3Qué sucede, por tanto? ;No tenia una fiabilidad del 90% el test (en su conjunto)? Si,
exactamente. Pero, pese a que la fiabilidad parezca razonable, el error de medida provo -
cado (el 10%) no es del mismo orden de magnitud que la incidencia de la enfermedad
analizada, sino aproximadamente 15 veces mayor: en concreto, 0,1/0,0068 veces mayor.
Un buen instrumento de medida deberia tener un error de un orden de magnitud como
minimo inferior a aquello que se quiere medir. Lo que sucede, pues, es que la precision
de nuestro instrumento de medida es muy pobre, y se intenta atenuar el hecho con una
segunda prueba posterior. Pero en un primer momento, la operacién de realizar un test
como el descrito (teniendo en cuenta que se repite 10 veces en 10 afos) es anéloga a la
de intentar coger un s6lo grano de arena fina entre dos dedos.

Probablemente esta actividad es la mds exigente de las que forman parte de nuestra re-
copilacién. Quizéd podria haberse simplificado més el enunciado para hacerlo mas ase-
quible, pero hemos preferido realizar solo una simplificacién minima, por dos razones:
primero, para no desvirtuar completamente el caso real al que hace referencia: es preci-
so que el alumno vea que con medios algo dificiles, pero no inalcanzables por su parte,
puede dar cuenta de un problema muy préximo al problema real. En segundo lugar,
creemos conveniente, al menos de forma esporddica, ampliar el horizonte de la ense-
fnanza de la estadistica y la probabilidad aunque sea a costa de contradecir — puntual-
mente— todo lo dicho hasta ahora en relacién a la ensefianza secundaria de estas disci-
plinas. De forma mads explicita: creemos que el alumno, en su concepcién de las cien-
cias, o sencillamente en su imaginacién, no debe quedarse solo con la idea de que el es-
trecho margen del curriculo abarca toda la probabilidad y estadistica. Debe entrever la
existencia de un campo vasto, valioso y potente de conocimiento, y, por qué no decirlo,
de alto valor estético m4s alld de lo arbitrario o pedante (y la ensefianza secundaria muy
amenudo lo es) que pueda parecerle a veces el temario, aunque quiza no pueda todavia
aprovecharlo. Nos consta que este ejercicio serd dificil para él: quiza seria mejor que el
docente convietiera esta actividad en una clase magistral especial.

Se habla a menudo de la “atencién a la diversidad” en relacion a ESO y Bachillerato. Sin
embargo, la probabilidad y la estadistica, las matematicas de secundaria en su conjunto,
también pueden ser fuente de interés para algunos alumnos: al fin y al cabo, alguno de
ellos serdn matemdticos. Por tanto, hurtar completamente a todos los alumnos de, al
menos, un vistazo casual de mayor alcance sobre su naturaleza y sus métodos puede
perjudicar también a cierta clase de alumnos (que también requieren de “atencion”).
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La paradoja de Simpson

La estadistica es el andlisis de datos en un contexto [37], aunque estos datos sean la mayor
parte de las veces cuantitativos. La importancia de analizar la procedencia y los tratamien-
tos matematicos a los que se ha sometido a los datos, es decir, la importancia de realizar un ané-
lisis cualitativo de los datos nunca debe perderse de vista. En suma, la Estadistica no es una caja
negra procedimental que recibe un determinado input numérico y que, tras aplicar unas deter-
minadas transformaciones obtiene un determinado output igualmente numérico como res-
puesta. En estadistica los ntimeros tiene significado, como en las ciencias factuales. De ello que
los peligros de aplicar férmulas o algoritmos ciegamente abunden, como por ejemplo en el caso
que nos ocupara a continuacion.
De una propiedad aritmética tan sencilla (y ficilmente demostrable)como esta

Aja

B b A+C a+c
Z§ >

E>£ B+D b+d

D d

se sigue uno de los més sorprendentes y elusivos resultados de la estadistica, conocido
como la paradoja de Simpson?, asi nombrada por primera vez por Blythe (1973), aunque fue
estudiada en primer lugar por Pearson, seguido por Yule . Una exposiciéon de un ejemplo de
la paradoja puede ser la que sigue ([22], cap. 30) :

En una universidad 1 dada 200 de cada 1000 varones, y 150 de cada 1000 mujeres estudian econé-
micas.En la universidad 2, 30 de cada 100 varones y 1000 de cada 4000 mujeres estudian econdmi-
cas. Luego en la Universidad 1 20% de hombres y 15% de mugjeres estudian econémicas, y en Univ.
2, el 30% frente al 25%). Sin embargo, cuando las cifras de estudiantes de las dos univrsidades se
combinan resulta que 230 de 1100 hombres (20,9%) y 1150 de 5000 mujeres (23%) estudian econd-
micas. Luego, después de todo, jHay un mayor porcentaje de mujeres estudiando econdmicas que de
hombres![trad. propia]

Como se puede observar, este caso ejemplifica la propiedad aritmética inicial. Es de notar
que Pearson dedica palabras categéricas al problema, en relacién con asuntos de mayor al-
cance afectados por la paradoja en cuestion, esto es, el dilema correlacién-causacion (vid.
supra):

Nos vemos forzados a la conclusion de que una mezcla de grupos heterogéneos, en el que cada uno
de los cuales no muestra en si mismo ninguna correlacién orgdnica, mostrard una mayor o menor
cantidad de correlacién.Esta correlacion deberia llamarse propiamente espiirea, mas, al ser imposible
garantizar la absoluta homogeneidad de ninguna comunidad, nuestros resultados sobre correlacion

1 E.H. Simpson, The Interpretation of Interaction in Contingency Tables [articulo en linea], 1951 (consultado Junio 2015)
Journal RSS Meth. Vol.13, n*2, pp. 238-241 Disponible en [previo registro]: http://wwwjstor.org/stable/2984065?

origin=|STOR-pdf



http://www.jstor.org/stable/2984065?origin=JSTOR-pdf
http://www.jstor.org/stable/2984065?origin=JSTOR-pdf
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serdn siempre susceptibles de error, cuya magnitud no puede ser predicha. A aquellos que persisten
en contemplar la correlacion como causa-efecto, el hecho de que esta correlacion se puede producir
entre dos caracteres incorrelatados, mediante la eleccién de una mezcla artificial de dos razas estre-
chamente similares, puede resultar un golpe muy duro. [trad. propia]

Palabras que no solo hablan en contra del uso abusivo de la estadistica, sino en favor del
constante andlisis cualitativo de los datos. que ningtin software armado con todo el arsenal
matematico disponible podra realizar.

ACTIVIDADES

1°) Lee el siguiente articulo?:
FooTtDal agains

®
Matifutbol
Futbol contra
-:..F. o ,."' A ..'I 1 .' . i ’ l - 3 :_‘.." \ b n

Sk

PRIMERA PARTE

Final d= la Copa Mundial de Clubes de la FIEA 2012, Se han clasificads para
la final que se celebra en Japon el Sport Club Corinthians paulista, campedn

de la Copa Libertadores de Ameérica v 2l Chelsea FC de Londres, campedn
de la Liga de Campeones de la UEFA,

Es &l minuto 89, &l resultade ez de empate a 2 goles, v &l arbitro
acaba de pitar un penalty a favor del Chelsea, El entrenador
Foberto Di Matteo tiene que decidir qué jugador sera el que lancs

la pena maxima. Para ello consulta a su asistente téenico, Steve

| Holland, sobre qué jugador tisne mejores estadisticas en el

" lanzamiento de penaltis.

2H. Lépez Arroyo, Y ahora, ;quién tira el penalti?[articulo en linea] en www.matifutbol.com Disponible en [consultado
Junio 2015]: http://www.matifutbol.com/es/penalti.html [material bajo licencia Creative Commons Atribucién-

Compartirlgual 3.0 Unported http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es AR ] encontrado via A.
Gordaliza.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es_AR
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es_AR
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es_AR
http://www.matifutbol.com/es/penalti.html
http://www.matifutbol.com/
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Steve saca la tabla adjunta, segin la cual este afio, en la Fremier League, Frank Lampard ha
lanzado 18 penaltis v ha marcado 12, mientras que Fernando Torres ha tirado 10 penaltis ¥ sdle
ha marcado 6 [un 66.67% de aciertes de Lampard frente al 60% de Fernando Torres), En
cotnpeticiones internacionales, Lampard ha lanzado 9 penaltis ¥ ha marcade 5 geoles (55,55%)

mientras que Fernando Torres ha lanzado 2 v ha marcade 1 gol (50%).

| Estad-istil:adepenallis lanzados | | FEstatemporada | | Otrastemporadas |}

Frank Lampard 18 | 12 | 66,67 12 11 | 91,67
Fernando Torres 10 | s | e 20 | 18 | s0,00:4
Frank Lampard g 5 | 55,56 4 3 |75,00
Fernando Torres e S BT 11 | 8 | 72,734

't si acudimos a las estadisticas de otras temporadas, los ndmeres también son siempre favorables a
Frank Lampard (91,67% > 90%, 75% > 72,73%).

For tanto, en funcion unicamente de los datos facilitades por su
ayudante, Di Matteo decide que sea Lampard quien lance el penalti,

; Craes que habra tornado la decisién correcta?

a) Preguntamos lo mismo que en el articulo. éCrees que Di Matteo tomo la decision co-
rrecta?éPor qué?

A primera vista parece que si, la decision es correcta, como haremos ver al alumno mos-
trdndole que de las cuatro maneras en que se comparen los porcentajes, la situacion
siempre es favorable a Lampard (sus porcentajes de acierto son mayores que los de To-
rres en todos os casos). Por si quedara alguna duda, podrian incluso sumarse los lanza-
mientos y goles correspondientes a la temporada actual y a las otras, resultando las si-
guiente tabla:

1 Esl:ad-is!idepenaltis lanzados | | Estatemporada | | Otrastemporadas |

Frank Lampard 18 12 | 66,67 12 11 | 91,67
Fernando Torres 10 B 60, 20 18 | 90,

Frank Lampard g 5 | 55,56 4 3 |75,00
Fernando Torres 2w ] s, 11 | 8 | 72734
Frank Lampard 27 17 | 62,96 16 14 |87,50
Fernando Torres 12 | 7 | ss3ad| 31 | 26 | 83,8704

Donde se puede comprobar que, aun realizando la operacion antedicha, los porcentajes
de acierto siguen favoreciendo la eleccién de Lampard sobre Torres.
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b) Las tablas que hemos realizado se denominan en estadistica “tablas de
contingencia’. Tan solo quedaria, a la luz de los datos disponibles, una ultima compro-
bacion éCudl seria? Elabora la tabla de contingencia correspondiente.

Nos quedaria como tltima comprobacién sumar todos los lanzamientos y goles de los
jugadores respectivos, tanto de la presente y otras temporadas, como de las distintas li-
gas, resultando una tabla de contingencia de la siguiente forma:

1 Estadisadepenaﬁis lanzados | | Estatemporada | | Otras temporadas [ | Todas las tem,

Frank Lampard 12 12 | 66,67 12 11 |e1,67 30 23 | 76,67%
Fernando Torres 10 & 60, 20 12 | =0, 30 24 £0,00%
Frank Lampard 3 5 55,555 4 3 |75,00 13 3 61,54%
Fernando Torres 2 i 50, 11 8 72, ?3‘)4 13 g 69,23%
Frank Lampard 27 17 | 62,96 16 14 |87,50 43 31 | 72,09%
Fernando Torres 12 | 7 | ss33d | 31 | 26 | sasrd | a3 | 33 | 76,74%

Como se puede comrpobar, tanto en el resultado total de lanzamientos y goles de todas
las temporadas de las ligas consideradas, como cada suma parcial de todas las tempora-
das de cada liga por separado, esta vez dan ventaja a Torres frente a Lampard. ; Cémo es
posible? Sencillamente sucede esto (vid. supra):

A a

B b A+C a+c
i >

E>£ B+D b+d

D d

Seria preciso explicar al alumno que esta es una propiedad de los nimeros racionales, y
que por tanto es una dificultad matematica, mas que puramente estadistica, de la que
hay que ser consciente al analizar los datos e inferir proposiciones sobre los mismos.
Asimismo, la comprobacién de la homogeneidad de los datos, en tdltima instancia, no
tiene una solucién estrictamente matemdtica, por lo que siempre es necesario explorar
los datos teniendo en cuenta su contexto (qué categorias miden, como se han obtenido
los datos y elaborado sus restimenes, etc.)

Hemos dicho que no tiene una solucién matematica valida para todos los casos, pero
hay modos de prevenirla: desagregando los datos segiin cualquier clase de categoria de
la que tengamos constancia que puedan estar afectando a las variables construyendo
tablas de contingencia, o, como en el ejemplo de la actividad propuesta, también agre-
gando los datos se llega a resultados mds validos que con los desagregados. Ahora bien,
es preciso tener en cuenta, como dice Pearson, que la posibilidad de estar obviando una
variable importante que afecte a las estudiadas subyace a todo tipo de tablas de contin-
gencia, con lo cual la deteccion de asociaciones por correlacion o regresion debe enten-
derse, no como invélidas, sino como paso previo de identificacién y comprobacion del
comportamiento general de un conjunto de variables, a la espera de la formulacién de
un modelo teérico de mayor alcance que el de un experimento particular.
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;Correlacion implica Causalidad?

Ya hemos avanzado en el anterior capitulo algunos de los comentarios suscitados
por la cuestion acerca de si dos variables correlatadas son también (jY en qué
orden!) causa-efecto la una de la otra. Como distincién obvia general podemos decir
que si sabemos que, de dos variables X e Y, X representa a un fen6meno que es causa
del fenémeno representado por Y, entonces X e Y estdn también asociadas (y la
correlacion mide la més sencilla de esas asociaciones ). Pero el enunciado reciproco no
es cierto necesariamente, lo cual es la fuente de todos los problemas; se supone que
analizamos dos variables porque no sabemos si una es causa de la otra, si una explica a
la otra. Si lo supiéramos de antemano no realizariamos nunca ningin andlisis de
correlacion o de regresion. Y de todas formas, el hecho de que dos variables se hallen
asociadas o correlatadas no se puede, sencillamente, obviar: es indicativo de alguna
clase de relacion entre los fenémenos representados por esas variables, aun indirecta.
;Cudl es el estatus logico y epistemoldgico de la correlacién-regresion, pues?

Aunque voces muy autorizadas se han pronunciado al respecto, no solo dentro del
campo de la estadistica — pues la cuestion afecta también en buena medida a los
fundamentos de conceptos como observacion, experimento e incluso causacion,
bastante vapuleado desde el pasado siglo!, aunque mds recientemente rehabilitado—
se pueden exponer ejemplos de mayor valor ilustrativo que las generalizaciones [19] :

Para nifios en edad escolar, la talla del zapato estd fuertemente correlatada con las habilidades
lectoras. Sin embargo, aprender palabras nuevas no hace que tus pies se hagan mds grandes [la
reciproca tampoco es cierta]. En lugar de ello, hay un tercer factor involucrado: la edad. A
medida que los nifios crecen, aprenden a leer mejor y los zapatos se les quedan pequefios. (en
términos estadisticos, la edad es un factor de confusion (confounder).En el ejemplo, el factor de
confusion es fdcil de sefialar. Pero a menudo, esto no es tan ficil. Ademds, el cdlculo del
coeficiente de correlacion no previene contra la accion de terceros factores. La correlacién
mide asociacion. Pero asociacion no es lo mismo que causacién. [trad. propia]

Segln el anterior y otros autores, la existencia de estos factores de confusién o variables
ocultas (lurking variables) afecta decisivamente a los estudios meramente observacionales,
y s6lo pueden controlarse — hasta cierto punto- mediante el ajuste de variables conocidas
que puedan afectar a la relacién: en estudios sobre reeacciones a farmacos, por poner un
caso, se llevan a cabo ajustes por edad, por género, por nivel de ingresos, por grupo racial,

1 Vapuleado desde un punto de vista de orden superior al que se usa comunmente en estadistica, o en las ciencias
factuales; por ejemplo, caundo B. Russell dice: “La ley de la causalidad, como muchas cosas que aceptan los filésofos, es
una reliquia de una era pasada que sobrevive, como la monarquia, porque se cree erréneamente que es inocua.” (On the notion
of cause, 1913) ataca la nocién filoséfica de causa; el cientifico puede, aun de forma operacional, entender que un fe-
némeno representado por la variable X causa otro representado por Y cuando, manteniendo invariantes las demas
condiciones del sistema al que pertenecen ambos fendmenos, a las variaciones de valor de X le siguen variaciones
del valor de Y.
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por entorno cultural, etc. No obstante, no todas las variables en juego tienen por qué ser co -
nocidas. De esta manera los primeros estudios, simplemente observacionales, sobre la posi-
ble relacion causa-efecto entre el tabaquismo y el cdncer de pulmén no eran del todo con-
cluyentes ([19], p. 20):

Algunos epidemidlogos habian encontrado una fuerte asociacion entre fumar y padecer cdncer de
pulmon: los que mds fumaban se veian aquejados de cincer en mayor proporcion que los que
fumaban menos, y estos tiltimos en mayor proporcion que los que no fumaban. Los epidemiélogos
concluyeron que, efectivamente, la asociacion [correlacién] existia porque fumar es causa de
aparicion del cancer de pulmon.Sin embargo, algunos estadisticos —incluyenda a Sir R.A. Fisher—
pensaban que la asociacion podia ser explicada por algiin factor de confusion.

[...] Por ejemplo, supongamos que hay un gen que incrementa el riesgo de padecer cincer de
pulmon. Pues bien, si este gen también fuera responsable de una mayor propension a fumar,
entonces tendriamos un claro factor de confusion. [...]

Es decir, si el gen en cuestion fuera a la vez causa del hecho mismo de fumar y de padecer
cancer de pulmo6n, entonces el s6lo hecho de fumar no provocaria cdncer de pulmén. Una
persona con ese gen podria fumar o no, o dejar de fumar, y ello no influiria en nada en su
propension a padecer cancer de pulmoén.

La idea es muy sutil: un gen que causase el cincer pero que no estuviera relacionada con el hecho de
fumar no seria un factor de confusion, y seria irrelevante a la discusion, porque no daria cuenta de
los hechos: la asociacion entre fumar y padecer cincer. La "hipétesis constitucional” de Fisher
explicaba la asociacion en base a factores de confusion genéticos [no directamente observables]

La tesis de Fisher hubo de ser refutada posteriormente mediante estudios sobre gemelos
(individuos de idéntido patrimonio genético), pero lo que si demuestra hasta qué punto una
variable oculta puede, efectivamente, estar oculta. El tinico remedio para librarse de estas
lurking variables estriba en realizar experimentos bien disefiados mediante muestreo alea-
torio y creacién de grupos de control.([37], p. 88):

El experimento comparativo aleatorio (randomized comparative experiment) es una de las ideas
mds importantes en estadistica. Estd disefiado para permitirnos inferir conclusiones de la forma
causa-efecto.]...]
- La aleatorizacién produce grupos de sujetos que deben ser similares a todos los efectos antes de
que apliquemos el tratamiento.

Es decir, estdn eliminadas todas las posibles variables ocultas, conocidas o desconocidas, por
el hecho de estar igualmente distribuidas entre todos los individuos sujetos a experimenta-
cion.

- El disefio comparativo nos asegura que ninguna influencia fuera de la experimental opera de
igual forma en todos los grupos.

- Por todo ello, una diferencia en la variable respuesta necesariamente ha sido debida a efectos del
tratamiento.

Ello no obstante, por razones précticas y éticas, a menudo no es posible llevar a cabo esta
clase de experimentos, y no queda mas remedio que tratar de controlar las variables que co-
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nozcamos se hallen en juego de un estudio observacional y ajustar los datos debidamente a
las mismas. La evidencia resultante, de todas formas, siempre serd mas debil que la obteni-
da mediante experimentacion bien disefiada.

Llegados a este punto debemos hacer una acotacion: seguimos nuevamente a Moore
[37] [10], en el sentido en que nos parece necesario que el alumno, parte del cual
recibird en 2° de Bachillerato docencia sobre los conceptos de intervalo de confianza, p-
valor y test de hipotesis, conozca al menos en la ensefianza secundaria obligatoria un
planteamiento de los conceptos mds bdésicos de disefio de experimentos (muestreo
aleatorio, tanto del grupo de estudio como del de control, eleccién de las variables, de
los criterios y medios de medicion de las mismas, comparacion de datos, diferencia
significativa, etc.) sin los cuales los contenidos curriculares antes resefiados se
encuentran faltos de su principal razén de ser (como tantas cosas en la ensefianza
media de matemadticas). No hay que olvidar que el germen de tales conceptos se halla
en la obra de R.A. Fisher, no por casualidad titulada Disefio de Experimentos.

ACTIVIDADES
1°) Lee la siguiente tira comica?:
SOLIA CREER QUE LA | |LLEGO DI LINA PARECE QLE ESA
CORRELACION IMPLI- ASIGNATURA DE CLASE TE AYLDO.
CABA CALUSALIDAD. ESTADISTICA Y
DEJE DE CREERLO. Busmo aunzﬁ.

75 159019

http:/les.xkcd.com/strips/correlacion/ Original en http://xkcd.com/552/

a)Explica en tus propios términos qué quiso decir el personaje que habla en ultimo lu-
gar.

Es probable que el alumno esté acostumbrado a un tipo de humor un poco més, diga-
mos, bésico. Pero esto no es necesariamente mala cosa, por que en ese caso se verd obli-
gado a reflexionar sobre lo que se enuncia ;Por qué no estd seguro el personaje de que la
asignatura de estadistica le haya ayudado (o aprovechado)? Por que, si bien su desem-
pefio en estadistica y el hecho de haber recibido una asignatura del tema son variables
correladas, el personaje ya no estd seguro de que ello implique que_la causa de haber
mejorado su conocimiento hayan sido las clases que ha recibido. S6lo reconoce que la

2 Correlacién, en http:/ /es.xked.com/ Disponible en [consultado Junio 2015]: http://es.xked.com /strips/
correlacion/ (Traduccién del original: Correlation, en http://xked.com/ Disponible en [consultado Junio 2015]:

http:/ /xked.com /552 /)Licencia: http:/ /creativecommons.org/licenses /by-nc/2.5/



http://xkcd.com/552/
http://es.xkcd.com/strips/correlacion/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.5/
http://xkcd.com/552/
http://xkcd.com/
http://es.xkcd.com/strips/correlacion/
http://es.xkcd.com/strips/
http://es.xkcd.com/
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correlacion sefala una probabilidad, un “quiza”. Pero, ;Y si ambos sucesos pueden ser
explicados por una variable oculta? Si los estudios son universitarios, por ejemplo, la
asignatura de estadistica ha podido ser elegida por el personaje entre otras muchas op-
cionales, lo cual quiere decir que el tema le interesaba antes de recibir la docencia. ;No
podria ser que fuera este interés por el asunto el que ha causado los dos hechos: el haber
elegido la asignatura y el haber aumentado sus conocimientos en estadistica?

b) éSe te ocurre alguna manera estadistica de que el personaje se asegure de que las cla-
ses de estadistica le ayudaron?

Efectivamente, en lugar de observar una mera correlacion, podria disefiar y ejecutar un
experimento aleatorio comparativo: escogeria una muestra aleatoria de alumnos de ta-
mafo adecuado, de los cuales segregaria un grupo de control que no recibiria el curso.
Después, compararia los resultados de ambos grupos y trataria de encontrar una dife-
rencia estadisticamente significativa (es decir, de la que pudiera decirse que es muy im-
probable que fuera provocada por el azar) en orden a probar la hipétesis de que el gru-
po que recibio las clases ha mejorado sus conocimientos en estadistica respecto al gru-
po que no ha recibido el curso.

2°)Lee el siguiente extracto de noticia3:

P
E?MUNDO Edicidn Bspafia v Versidn Cldsica v

= SECCIONES Salud Sida y hepatitis Cancer Mutrician Biociencia

Efectos beneficiosos

La lactancia materna prolongada
aumenta el cociente intelectual a
largo plazo

EFE » Londres
Actualizado: 18/03/2015 11:00 horas

La lactancia materna prolongada mejora el rendimiento escolar,
aumenta el cocients intelectual en el adulto v se relaciona con unos
ingresos altos en el futuro, segun un informe publicado hoy enla
revista britanica The Lancal.

El estudio, que analizd a un grupo de casi 3 500 personas desde su
nacimiento hasta que cumplieron los treinta afios, muestra la primera
evidencia de gque la lactancia materna durante mas de doce meses
tiene un gran impacto en el desarrollo cognitivo.

3 EFE, La lactancia materna prolongada aumenta el cociente intelectual a largo plazo [articulo en linea], Londres, 18 Marzo

2015 [consultado Junio 2015], EI Mundo. (ed. digital http://www.elmundo.es ) Disponible en:
http://www.elmundo.es/salud /2015/03 /18 /55094cab22601d5a6¢8b458¢.html


http://www.elmundo.es/salud/2015/03/18/55094cab22601d5a6c8b458c.html
http://www.elmundo.es/salud/2015/03/18/55094cab22601d5a6c8b458c.html
http://www.elmundo.es/
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"Bl efecto de la lactancia materna prolongada influye en el desarrallo
cerebraly la inteligencia de los nifios, pero estos efectos persisten
tambien en la edad adulta", sefiald Bernardo Lessa Horta, de la
Universidad Federal de Pelotas, en Erasil.

Sedun el informe, un nifio que reciba lactancia materna un minimo de
un afio conseguira contreinta afios un cocients intelectual mejor,
tendra 0.9 afios méas de escolaridad y cobrara un salario de 93 euros
mas al mes que aguellos gue no reciban la lactancia materna durante
tanto tiempo.

Horta y su equipo analizaron los datos de cerca de 6.000 bebés que
nacieron en el afio 1982 en el municipio brasilefio de Pelotas.

Entre ellos, 3 493 realizaron un test de cociente intelectual a los 30
anos.

Los expertos dividieron a los participantes en Cinco grupos,
basandaose eneltiempo en el gue habian recibido la lactancia
maternay controlaron diez variables sociales v bioldgicas gue pueden
contribuir al incremento del cociente intelectual

Algunos de esos factores son los ingresos familiares, el nivel de
escolarizacidn de los padres, la genética, la edad de la madre y si ha
fumado durante el embarazo, el peso del bebe vy el tipo de parto.

Los autores sefialan gue la leche materna tiene una composicion
nica en la que destacan los acidos grasos de cadena larga, "que son
esenciales para el desarrollo cershral”.

"Hemos encontrado que la lactancia materna prolongada esta
clertamente relacionada con el cociente intelectual en la edad adulta,
lo gue refleja que la cantidad de leche materna consumida juega un
papel importants", dijo Horta,

Sequn Erik Mortensen, de la Universidad de Copenhague, en
Dinamarca, "con la edad, los efectos del desarrollo temprano pusden
diluirse debido a factores ambientales posteriores, o mejorar como
consecuencia de los logros educativos o profesionales”.

Sinembargo, afiade Mortensen, este estudio "sugiers que los efectos
de la lactancia matermna prolongada en el desarrollo cognitivo
persisten en el adulto v son importantes para la salud”.

Los expertos concluyen que este estudio todavia necesita reforzarse
con otras investigaciones futuras que se centren en los efectos a largo
plazo derivadas de la lactancia materna prolongada.
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a) Fijate unicamente en el titular y comparalo con el titulo del estudio al que se refiere
la noticia, que es el siguiente:

“Asociacion entre lactancia e inteligencia, logros educativos e ingresos perso-
nales a la edad de 30 anos. Un estudio de cohorte de nacimientos prospectivo
en Brasils”

éQue diferencias en relacion a conceptos estadisticos y de disefio experimental puedes
sefialar?

En primer lugar, el titular indica claramente que la relacién entre la duracién del perio-
do de lactancia y la inteligencia posterior del adulto de 30 anos es de causa-efecto. Es de-
cir, mantener la lactancia del nifio durante mds tiempo hace al adulto posterior mds in -
teligente. En cambio, el titulo de articulo se conforma con una palabra méas modesta:
“asociacion’. Es decir, que configurados como variables los sucesos “lactancia prolonga-
da” e “inteligencia “ (aunque en el articulo se consideran otras dos m4s, a saber: logros
educativos e ingresos personales), se encuentra que estos se hallan positivamente (y sig-
nificativamente) asociados (ya sea por correlaciéon un otro modelo de regresion)

En segundo lugar, el titulo del articulo define la clase de estudio de que se trata: de
cohorte prospectivo. En la noticia, en cambio, esto no se llega a explicitar.

b) Una vez completada la lectura del articulo, responde a lo siguiente: ¢EL redactor
quiere dar a entender que el estudio es un experimento? éSe deduce del articulo que el
estudio sea realmente un experimento? éPor qué? (Puedes buscar informacion por la
red sobre en qué consiste un “estudio de cohorte prospectivo”)

El articulo, dirigido a un publico general, estd redactado de manera que se quiere dar
respetabilidad cientifica a lo que se afirma, aunque en ningtin momento se llega a decir
que el estudio constituya un experimento. Pero una lectura algo detenida del articulo
nos informa de que este no puede ser el caso, por varias razones:

1°)No se dice nada sobre el método de eleccién de la muestra, que podria no ser
aleatorio.

2°) Aunque la muestra se divide en cinco grupos distintos entre los cuales realizar la
comparacion, con lo cual podria decirse que el periodo de lactancia equivale propor-
cionalemente a diversos grados de “tratamiento” (o exposicion a determinado agen-
te), estos no se han elegido aleatoriamente, sino que se han autoseleccionado:

Los expertos dividieron a los participantes en cinco grupos, basindose en el tiempo en el que ha-
bian recibido la lactancia materna...

4 C.G. Victora, B. Lessa Horta, C. Loret de Mora et al., Association between breastfeeding and intelligence, educational
attainment, and income at 30 years of age: a prospective birth cohort study from Brazil[articulo en linea], Abril 2015 [con-

sultado Junio 2015], The Lancet G. H. Vol. 3, No. 4, e199-e205 en wwuw.thelancet.com Disponible en:

http:/ /www.thelancet.com /journals/langlo /article /PIIS2214-109X%2815%2970002-1/ fulltext DOI: 10.1016 /52214~

109X(15)70002-1


http://www.thelancet.com/journals/langlo/article/PIIS2214-109X(15)70002-1/fulltext
http://www.thelancet.com/
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Del texto asi parece deducirse, y en todo caso parece dificil que las familias de los
participantes se hubieran prestado a acortar o extender el periodo de lactancia a in-
dicacion de los autores del experimento.

3°) Los individuos a los que se ha podido realizar un seguimiento, es decir, aquellos
que finalmente, 30 afios después de su eleccion realizaron el test de inteligencia, son
solo el 3493/6000 del total de la muestra, es decir, el 58,2%. Si tenemos en cuenta que
la falta de respuesta, o dato faltante, es uno de los problemas mayores de esta clase
de estudios, el hecho de que solo se realizaran test de inteligencia (entre otras medi-
ciones) de un porcentaje tan bajo solo puede explicarse por medio de la negativa de
41,8% a realizar el test. Lo cual significa que la muestra esta doblemente autoselec-
cionada.

40) Finalmente, en el articulo se dice:

[los expertos] controlaron diez variables sociales y bioldgicas que pueden contribuir al incre-
mento del cociente intelectual.

este analisis por factores de influencia o confusién no seria necesario si el estudio fuera
un experimento, donde la aleatoriedad de la muestra garantiza, dentro de méargenes
medibles, que tanto estas como otras posibles variables ocultas cualesquiera no estan
interviniendo en los resultados.

De todo ello se puede deducir que el estudio es observacional, lo que implica que sus
conclusiones son mucho mas débiles que aquellas que hubieran resultado de un experi-
mento bien disefiado y ejecutado, y especialmente débiles en lo que refiere a la inferen -
cia de causalidad.

Sin embargo, convendria mencionar frente al alumno que por diversas razones, a me-
nudo esta experimentacion es impracticable, por lo que hay que conformarse con estu-
dios observacionales de este tipo, cuyos resultados deben cumplir, no obstante, ciertas
condiciones generales: la muestra debe tener el tamafio necesario, los datos deben ser
bien ajustados segtin un analisis factorial adecuado (como podria ser este caso, con las
diez variables que se dice se han considerado) y los resultados deben exhibir una aso-
ciacion fuerte (segtin algtin modelo de regresion) que suponga una diferencia estadisti-
camente significativa entre los valores medidos correspondientes a cada grupo analiza-
do.

¢) Ya hemos convenido que se trata de un estudio observacional; no obstante, éSon fia -
bles, dentro de las posibilidades de ese tipo de estudio, las conclusiones a las que se lle-
ga? éPodrias senialar algun punto discutible en la metodologia adoptada, que hiciese
que incluso esa “asociacion” no fuera concluyente? Razona tu respuesta.

Ademads de las mencionadas mads arriba, se podrian objetar una serie de puntos al dise-
fio del estudio, tal y como lo describe el redactor del articulo:

1°) Como se dijo antes, no estd claro si ya de principio la muestra se eligi6 aleatoria-
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mente o era una muestra de conveniencia: para empezar, no sabemos hasta qué
punto el municipio de Pelotas, Brasil, es suficientemente representativo o no para
hacer inferencias sobre el ser humano en general o sobre el mismo Brasil en particu-
lar. Es de suponer que la seleccion se hizo en maternidades de hospital, que es el lu-
gar donde la recoleccién de datos y la concertacion de la partipaciéon en un estudio
es mds viable (tampoco tenemos datos sobre la posible tasa de rechazo de participa-
cion en el estudio dentro de la misma muestra original), pero por eso mismo es posi-
ble que la muestra peque de sesgada desde un momento incluso previo a los que ex-
plicamos en la anterior actividad, ya que hay muchas probabilidades de que, consi-
derando las caracteristicas socioeconémicas de Brasil, mucho nacimientos no ten-
gan lugar en hospitales. O que la eleccion de hospitales, teniendo en cuenta la exten-
sién de la sanidad privada en ese determinado pais, no se haya ponderado como fac-
tor. En Espafia, por ejemplo, es mas facil que cooperen con la universidad los hospi-
tales publicos que los privados; por tanto, si la conveniencia marcaba como objetivo
a los primeros, puede que la muestra esté sesgada en ambos sentidos, los de la po-
blaciu6n no hospitalizada y la de renta més alta que acude a hospitales privados.
Esto podria haberse sefialado desde el principio, pero como el estudio tiene preten-
siones clinicas, no habria resultado de recibo, por razones obvias, titular el articulo
de la forma: La lactancia materna prolongada aumenta el cociente intelectual a largo
plazo de los nifios de clase medias”

2°)Entre los factores de influencia, se habla de la “genética”. Aunque no se presente el
contenido al alumno, de la lectura del articulo original (vid. nota*) se deduce que
esta expresion se refiere a la extraccion por grupo étnico de cada sujeto (esto se pue-
de dejar claro al alumno en un primer momento) Lo cual nos deja la posibilidad de
sefalar un defecto, no en los factores analizados, sino en los que no lo estén; si se
mide el cociente intelectual del sujeto, ;No tiene éste nada que ver con el cociente in-
telectual de los padres, el cual no aparece entre los factores analizados? ;Y no podria
suceder que este cociente intelectual de los progenitores (y no solo su indice de es-
colarizacion y nivel de ingresos, que si se analizan) influyese en la decisiéon de pro-
longar el periodo de lactancia del bebé? Si asi fuera, entonces este hecho, el cociente
intelectual de los prgenitores, explicaria ambas variables analizadas; seria la variable
oculta que explica a las otras dos, y entonces la lactancia mds o menso larga no seria
la causa de un mejor o peor cociente intelectual.

39) Finalmente, se debe hacer notar al alumno que, pese a lo dicho anteriormente, no
es lo mismo “diferencia estadisticamente significativa” que “diferencia significativa” a
secas. La primera se puede medir con suficiente precision mateméaticamente, y ex-
presa que entre los grupos analizados se da una diferencia, efectivamente, que no es
producto del azar, de la dispersion de los datos recogidos; es una diferencia sustanti-
va al fenémeno, no contingente. Pero la ultima depende del contexto de la investiga-
cién, de los aspectos cualitativos de la variable que se quiere medir. Es evidente que

5 En realidad, el mismo cociente de inteligencia ha sido criticado histéricamente por la misma razén: se supone que
debe medir una cualidad innata y, curiosamente — sin importar qué método de medicién se haya adoptado- siem-
pre aparece correlatado positivamente con los ingresos del individuo (o de la familia, si este es menor de edad). En
el caso de este estudio, jIncluso se llega a hacer explicito tal extremo! Algunos de esos factores son los ingresos fami-
liares...
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en fisica una diferencia sustantiva, aunque pequena, es un fenémeno de la misma
importancia cientifica que uno grande: si no fuera asi, no existiria la moderna fisica
de particulas y nos conformariamos con explicar los fen6menos macroscépicos en
los que estd involucrada la materia, cosa que la mecénica clasica ya hacia bastante
bien; pero cuando lo que nos interesa medir es el nivel de ingresos de un individuo o
el tiempo que pasa escolarizado, una diferencia estadisticamente significativa (es de-
cir, no aleatoria) de 0,9 afios de escolaridad o de 98 € al mes entre uno u otro indivi-
duo es muy poco importante, casi despreciable, méxime si se tiene en cuenta que la
primera seleccion de la muestra (vid. supra) ya parecia dejar fuera a las clases menos
pudientes del municipio en cuestions.

d)éSe te ocurre alguna otra variable oculta que el estudio no haya considerado, y que
pudiera provocar, no solo la asociacion (correlacion o regresion) entre variables, sino
que pudiera ser buen candidato a constituirse como causa de la variable respuesta (ni-
vel de ingresos, logros académicos, cociente intelectual?

Se deberia, en este punto, dejar una cierta “carta blanca” al alumno para que exprese sus
opiniones y dudas, sin tratar de coartarle, tanto si lo que sugiere es relevante como si no.
Por nuestra parte creemos que el factor de mayor efecto es la autoselecciéon de los indi-
viduos que realizan el test cuando ya tienen 30 afios, con ese porcentaje de falta de res-
puesta del 41,8%, por lo que deberia especificarse los términos en que este anélisis se
realizé: si habia alguna compensacion econémica, los resultados podrian estar sesgados
hacia la parte de la muestra con menos ingresos; si, por el contrario, el sujeto sabia que
iba a ser preguntado por sus ingresos, puede que el sesgo fuera contrario.

Podria, asimismo, suponerse que en 1982 la estructura familiar del Brasil era méas pa-
triarcal que en la actualidad, y que entonces la madre, al estar fuera del mercado de tra-
bajo, pudiera emplear un mayor tiempo en la lactancia del bebé. De ese modo serian las
familias con problemas econémicos (que ademads suelen ser las que tienen mayor ni-
mero de hijos y, por tanto, menor posibilidad de dedicacién a cada hijo particular) las
que requeririan mds a menudo ingresos extraordinarios, con lo que la madre tendria
una menor disponibilidad para largos periodos de lactancia. De esta manera, lo que
mediria el estudio no seria la influencia del dicho periodo, sino de la extraccién socioe-
condémica de los padres lo que realmente influiria en el posterior desempefio econdémi-
co, académico e intelectual del sujeto.

6 Somos conscientes de que nuestro analisis del estudio en cuestion es, en alta medida, especulativo. Pero el propési-
to didéctico de la actividad no es tanto desarrollar un ejercicio de metandlisis serio y fundamentado, sino provocar
que el alumno especule a su vez, es decir, que se pregunte sobre el cémo y el por qué de los elementos del estudio y
que ejerza el pensamiento critico sobre la informacién que recibe, tanto si esta es de cardcter estadistico o no, tanto
si es cuantitativa o cualitativa. Por otra parte, resulta sumamente improbable que el prestigio académico de Victora,
Horta, et al. salga malparado de un debate producido en un aula de ensefianza secundaria.
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Primero explora tus datos

En el capitulo precedente tratdbamos de mostrar al alumno mediante ejemplos y activi-
dades como una relacion netamente estadistica como la de asociacion entre variables
(por simple correlacion, o segin otro modelo de regresion), id est, una relacion de caracter
matemadtico entre valores numéricos estructurados (datos) puede no ser suficiente para in-
ferir una relacién causal (cuyo dominio ya no es matematico, sino factual- al menos como
hipétesis de trabajo) entre los fenémenos representados por aquellas variables. Se propo-
nian como objeto de discusién, a su vez, las condiciones que hacen plausible la practica de
esta inferencia: el buen disefio de un experimento aleatorio comparativo— o analitico—
provee de razones mas s6lidas de inferencia que un estudio observacional; adema4s, se con-
siderd la posibilidad de paliar (hasta cierto punto) la influencia de variables ocultas median -
te diversos procedimientos, a los que es necesario recurrir dado que muchas veces la reali -
zacion de un experimento comme il faut no estd a disposicion del investigador.

Al mismo tiempo, implicita y explicitamente se defendia una posicién didéctica segin la
cual el andlisis del contexto circunstancial de los datos, junto a la exposicion por parte del
profesor de los principios bdsicos de la investigacion (y de la informacién) estadistica (o
cientifica) podrian integrarse en el curriculo matematico de ESO pensado desde un punto
de vista competencial, ya que conforman en los alumnos de ensefianza secundaria (que
sOlo calcularan coeficientes de correlacion y rectas de regresion en 2° de Bachillerato, si es -
cogen la opcioén de Ciencias Sociales) capacidades de interpretacion y juicio de la informa-
cion decisivas, ademads de una perspectiva mds amplia acerca de las mismas matematicas.

Desde esta posicion, por tanto, continuamos con algunos tépicos en relacion al anélisis
exploratorio de datos [45], que sirvan de complemento (y, en cierta manera, fundamento) a
la estadistica matemadtica. En el anterior capitulo se analizaba la calidad y cualidad de las
variables asociadas: en el presente veremos que la misma morfologia de los valores de estas
variables (los datos), no s6lo contribuye a darles significado, sino que su andlisis es una
prdctica que no se debe soslayar.

El Cuarteto de Anscombe

Asi llamado desde la publicacién del abundantemente citado articulo del autor homoni-
mo?, escrito, por cierto, en defensa del método grafico de andlisis de datos:

Los grificos puede tener varios propdsitos, como: i) ayudarnos a percibir y distinguir aspectos
generales de los datos, ii) permitirnos mirar bajo esos aspectos generales y ver qué mds hay La
mayor parte de las clases de cdlculo estadistico descanasan en suposiciones sobre el comportamiento
de los datos. Estas suposiciones podrian ser falsas, y entonces los cdlculos podrian desorientarnos.

1 F.J. Anscombe, Graphs in Statistical Analysis [articulo en linea] Febrero 1973 [consultado Junio 2015] en American
Statician, Vol. 27, n°®l, pp. 17-21 Disponible en [previo registro]: http://wwwjstor.org/stable/2682899?

origin=|STOR-pdf
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Debemos siempre tratar de comprobar si las suposiciones son razonablemente correctas; y si son
falsas, debemos ser capaces de percibir de qué manera son falsas. Los grificos son muy valiosos para
estos propésitos [trad. propia].

Siguiendo en parte estas consignas propondremos la siguiente actividad, cuyos ejemplos estan
tomados de ese mismo articulo.

ACTIVIDADES

1°) Halla las medias y desviaciones tipicas de cada variable, y la covarianza y coeficiente
de correlacion de cada par de variables; halla también la recta de regresion (de y sobre
x), todos correspondientes a las cuatro siguientes agrupaciones de datos (usando solo la
calculadora):

I II I v

10.0  8.04 | 10.0 | 9.14 | 10.0 | 7.46 | 8.0 | 6.58
80 695 | 80 814 | 80 | 6.77 | 8.0 | 576
13.0 | 7.58 | 13.0 ' 8.74 | 13.0 12.74 | 8.0 | 7.71
9.0 881 | 90 877 |90 | 7.11 | 80 8.84
11.0 833 | 11.0 | 9.26 | 11.0 @ 7.81 8.0 8.47
14.0 996 | 14.0 | 8.10 | 140 | 8.84 | 8.0 @ 7.04
6.0 | 724 | 6.0 6.13 | 6.0 6.08 | 8.0 | 525
40 | 426 | 40 3.10 | 40 539 |19.0 12.50
12.0 10.84 | 12.0 | 9.13 | 12.0 | 8.15 | 8.0 | 5.56
70 482 |70 726 | 70 @642 | 8.0 | 7.91
50 568 | 50 474 | 50 573 | 80 | 6.89

Los valores son los siguientes, iguales para I, II, Ill y IV
-‘Media x: X=9.0
‘Mediay: y=7.5
-Desviacion tipicax: Sx =3.317
-Desviacion tipicay: S, =2.032

-Covarianza xy: S,y =5.501

S
.Coeficiente de correlacién: r = —"—=0,816

X Oy
-Ecuacién de la recta de regresion: y= 3+0,5x
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2°) A la vista de los resultados, éDirias que los cuatro grupos de datos se comportan de ma -
nera muy similar? éDirias que proceden del mismo estudio? éEstan asociadas, segun tu
criterio, las dos variables en los cuatro casos?

Preguntas mas o menos retéricas que pueden hacerse al vuelo: aunque efectivamente,
como resimenes estadisticos estdn incluidas las medias, las desviaciones tipicas y la co-
varianza (necesarias para calcular el coeficiente de correlacion) y la recta de regresion
con un r bastante alto. Observadas sin mucho ahinco, podria decirse en términos gen-
reales que podrian proceder del mismo estudio y quie, efectivamente, x e y estdn positi-
vamente asociados segtin una ley lineal simple.

8°) Representa cada agrupacion de datos en un diagrama de puntos, junto con la recta de
regresion en cada uno de ellos [aqui podria indicarse al alumno que utilizara una hoja
de calculo]

Fig. 23: Cuarteto de Anscombe I

I.-Regresion y sobre x
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10

Fig. 23: Cuarteto de Anscombe II

I.-Regresion y sobre x
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Fig. 23: Cuarteto de Anscombe III

III.-Regresion y sobre x
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Fig. 23: Cuarteto de Anscombe IV
IV.-Regresion y sobre x
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a) Sefiala en lenguaje comun cudles son las diferencias que encuentras entre las nubes
de puntos de los cuatro grupos éPareen ahora resultados del mismo estudio?

Las del primero tiene la forma usual de una toma de datos entre dos variables relaciona-
das linealmente, con forma elipsoidal inclinada. La segunda ofrece el aspecto de una
curva exactamente cuadrética. La tercera es, una vez mds exactamente lineal excepto
por uno de los valores, que provoca que la recta de regresion se halle desplazada respec-
to de la que tendria, muy fuertemente lineal, si no existiera ese valor. Finalmente, la
cuarta presenta un aspecto muy extraflo para cualquier proceso, solo observamos la y
bédsicamente en un valor de x. Entre esta x y la otra que solo da lugar a una observacion
el espacio estd vacio. La regresion estd dominada por la altima observacién: Salga don -
de salga, pasard por ella.
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b) éHay alguna de estas grdficas en las que parezca adecuado hablar de asociacion en-
tre variables? éDe entre ellas, cudles responden a un modelo de regresion lineal sim-
ple? &Y cual de ellas parece responder a la ecuacion de regresion hallada en el ejercicio
1°? Trata de describir qué clase de procesos o experimentos han dado como resultados
los valores de las cuatro grdficas.

Las tres primeras parecen mostrar, ciertamente, alguna clase de asociacién entre varia-
bles. Sélo la primera y la tercera pueden responder a un modelo de regresion lineal sim-
ple; la segunda muestra una fuerte asociacién, pero segin una curva polinémica. Por
otra parte, la tercera muestra un valor an6malo que merece ser investigado, ya que los
demds responden muy estrechamente al modelo lineal (aunque con una ecuaciéon de
recta de regresion distinta a la que se obtiene teniendo en cuenta esta anomalia).

La descripcioén se solicita del alumno, una vez més, porque en un andlisis exploratorio
de datos se hace imprescindible especular (controladamente) sobre la razén de ser de la
morfologia del diagrama de puntos y de sus posibles ajustes. De tal manera los resulta-
dos anémalos u otros accidentes que no responden, o responden solo parcialmente a
los modelos previstos (que siempre se tiene en mente cuando se realiza un estudio)
pueden ser estimados y controlados en una siguiente toma de datos.

Asi, la primera de las gréficas parece ser resultado de una toma de datos coherente, en-
tre dos variables con cierta asociacion. La segunda nos muestra claramente que no hay
un modelo lineal subyacente, con lo cual considerar la correlacién como un buen des-
criptor de la relacién entre variables nos lleva a error. Es preciso ensayar alguna otra cla-
se de modelo de regresion no lineal: las variables, por tanto, estardn relacionadas por al-
guna clase de ley, (muy determinista), pero no lineal - quizd cuadrética. La tercera,
como ya hemos dicho, indica una relacién muy fuerte, si hacemos obvia la observacién
atipica: seria preciso averiguar si procede de algun error de mediciéon o transcripcion de
datos, o, en caso contrario, hipotetizar alguna razén de ser de la anomalia: quiza el mo-
delo lineal (previsto o no) no sea exactamente erréneo, sino sencillamente incompleto.
Por ultimo, la cuarta gréfica responde claramente a una mala eleccién de variables de
estudio: el dominio de la variable independiente es ridiculamente estrecho y desequili-
brado: es bdsicamente un problema de una sola variable, la y.

El Caso de las “Papeletas Mariposa” (Elecciones Gore-Bush 2000 en Palm Beach, FL)

En el caso anterior ya se ha indicado que las observaciones atipicas dentro de un grupo de da-
tos no deberian (como tantas veces sucede) obviarse o descartarse como errores 0 meros acci-
dentes. Un andlisis de datos consecuente debe investigar precisamente estas anomalias y tratar
de averiguar su origen. En el caso que vamos a exponer a continuacion, de hecho, la importan -
cia del andlisis recae precisamente en el resultado atipico, y no en la norma de la distribucién.

En las elecciones presidenciales estadounidenses del afio 2000, en las que figuraban como
candidatos principales AL Gore y George W. Bush, fueron unas de las més refiidas confrontacio-
nes electorales de la historia del pais. En este contexto, se produjo una profunda controversia —
que llegé a los tribunales— sobre los sistemas de votacion y el recuento de votos en ciertas cir-
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cunscripciones clave. Uno de los condados bajo interdicto fue Palm Beach, Florida, donde se
produjeron resultados electorales anémalos. Las sospechas se centraron en su bastante peculiar

sistema de votacion, concretamente en la papeleta de votacion, o “papeleta mariposa” (butterfly
ballot)2:

Papeleta electoral durante las elecciones del 2000, condado de Palm Beach
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Fuente: G. Adams, Voting Iregularities in Palm Beach, Florida

Como se puede observar, la papeleta puede inducir a error: mientras que para el candidato
republicano (George W. Bush) la indicacion no tiene pérdida por estar ubicada en la posicién su-
perior, y su marca en primer lugar, para votar por el candidato demdocrata (Al Gore) es preciso
discriminar entre el lugar que ocupa en el listado de candidatos (el 2°) y la posicién de la marca,
indicada por la flecha (la 32). Entre el partido demdcrata y el republicano se reparten el 99% de
los votos, con lo cual la atencién de la inmensa mayoria de los votantes se centra en el lado iz-
quierdo de la papeleta, sin preocuparse de las opciones de la derecha. La comprobacién de que,

en efecto, este peculiar disefio indujo a error a un gran nimero de votantes se desarrollara en la
siguiente actividad.

ACTIVIDADES

1°) Las elecciones presidenciales entre George W. Bush y Al Gore en el ario 2000 fueron,
ademas de muy refiidas, objeto de controversia publica, en parte debido al voto en uno
de los condados que dieron la victoria a Bush, el de Palm Beach, Florida. Aqui (vid.

2 La imagen siguiente y las correspondientes en las actividades, G. Adams, Voting Iregularities in Palm Beach, Florida
[articulo en linea], 2001 [consultado Junio 2015], en CHANCE (ASA), vol. 14 n°1 pp. 22-23. (pub. en linea en
www.amstat.org) Disponible en: http:/ /www.amstat.org/misc/VotinglrregularitiesArticle.pdf


http://www.amstat.org/misc/VotingIrregularitiesArticle.pdf
http://www.amstat.org/
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supra) se muestran las instrucciones para rellenarla. éQué casilla corresponde al par-
tido republicano y cuadl al democrata? Comenta brevemente si has encontrado alguna
dificultad en averiguar la respuesta a la anterior pregunta debido a alguna caracteris-
tica del disefio de la papeleta.

Al partido republicano le corresponde la casilla 3, y al demdcrata la 5. No obstante, es
preciso prestar atencion a la papeleta para encontrar la correspondencia. En un primer
momento puede suponerse que el orden de presentacion de las candidaturas por escri-
to corresponde al orden descendente de las casillas, de manera que, aunque el voto re-
publicano esta claro, el voto demdcrata podria realizarse por error a favor del candidato
del Partido Reformista de Pat Buchanan, cuya casilla estd en 2° lugar (en orden descen-
dente) en lugar de la correspondiente, que estd en 3 lugar.

2°)Observa la siguiente grdfica de distribucion de votos por condado correspondiente al
partido reformista de Pat Buchanan. Cada estado viene representado por un punto yel
eje de abscisas corresponde a su numero de votantes éEncuentras alguna anomalia?
Imagina que no has hecho la primera actividad. éA qué crees que corresponderia esa
resuktado en Palm Beach? Si llegaras a la conclusion de que es un error o un efecto de
la mera variabilidad intrinseca a cualquier recogida de datos, éDescartarias esa obser-
vacion o investigarias sobre un origen alternativo a tus primeras suposiciones?

& Palm Beach
County

Votes for Buchanan
[+
=
(=]

1000 L
L e

540 L .. L
R
g 1} 100,000 200,000 300,000 400,000 500,000 00,000 00,000
Total Votes Cast

Decididamente, si se descarta el error en transcripcion o recogida de datos, el resultado
en Palm Beach, incluso a primera vista, no puede ser fruto de la mera variabilidad. Debe
haber alguna razén subyacente a esa observaciéon. Con lo cual, no seria prudente des-
cartarla en un primer momento, sino realizar algunas pesquisas para averiguar su razén
de ser. Alguna linea de investigacion podria llevarnos a considerar el disefio de las pape-
letas electorales del condado en cuestion, y llevarnos a formular la hipétesis provisional
de que, efectivamente, es la ubicacion equiivoca de casillas en la misma la que ha dado
lugar a este resultado anémalo.



166 INCERTIDUMBRE Y CONTEXTO

8°) Durante tus averiguaciones sobre el asunto confirmas que en Palm Beach hay un nime-
ro desusado de votantes afiliados al partido reformista éSeria suficiente esta conside-
racion para explicar la observacion atipica? éSe te ocurre alguna manera de contras-
tar la nueva hipotesis resultante de esta informacion?
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Como hipétesis alternativa, parece bastante razonable; una anomalia explicaria a la
otra. Pero es muy diferente si se representan y exploran los datos: la grafica muestra
que, si bien puede haber una correlaciéon positiva entre niimero de afiliados y nimero
de votos al partido en cuestién en los demads condados, esta relacién se dispara una vez
mas en el caso de Palm Beach; si esa observacion fuera consitente con las demds, el par -
tido reformista habria tenido alrededor de 1000 votos, y no 3500, como aparece en el
diagrama de puntos. Por lo tanto, esta hip6tesis sigue teniendo un apoyo mas débil que
nuestra hip6tesis inicial.

4°)Otra averiguacion que realizas es que Pat Buchanan se afilio ¢l mismo al partido refor-
mista en un breve plazo anterior a las elecciones, aproximadamente de un afio: éPo-
dria suceder que Pat Buchanan tuviera alguna clase de apoyo personal localizado en
Palm Beach, y que fuera este apoyo el que hubiera alzado el numero de votantes del
partido reformista, que hasta las elecciones del 2000 no contaba con él entre sus filas?
éSe te ocurre alguna manera de contrastar esta hipotesis?

Efectivamente, podria ser plausible: quiza hiciera una campafa intensiva en ese conda-
do, o fuera la cabeza de algtiin grupo comercial o empresarial localizado en Palm Beach,
lo cual también le habria dado apoyo personal. Una manera de contrastar esto es com-
probar alguna otra eleccién en la que Pat Buchanan hubiera sido candidato por otro
partido que no fuera el reformista, y comprobar si este apoyo personal no tenia nada
que ver con su afiliacién. Pero como se puede comprobar en el diagrama de puntos si-
guiente, que refleja una comparacién entre los votos recibidos en las elecciones prima-
rias del partido republicano en 1996 (fecha en la que Buchanan pertenecia a este parti-
do) y los recibidos en 2000 como miembro del reformista, se sigue observando otra vez
una anomalia: los votos por Buchanan en 1996 (abscisas) reflejan otra vezque son lige -
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rammente correlatados segtin el niimero de votantes del condado, pero asimismo no
existe tal correlacion entre el nimero de votos en 2000 con los de 1996; de otra forma, la
abscisa correspondiente de Palm Beqach estaria mucho mads ala derecha, y el punto re-
presentado en la grafica podria encajar perfectamente en la misma recta de regresion li-
neal que los demds condados. Como este no es el caso, la observacién atipica queda
otra vez sin explicar segin esta tltima hipétesis.
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Con lo cual, nuestra hipétesis incial sigue siendo la mas plausible.

5°) Pongamos que se te han acabado los recursos de documentacion o de imaginacion y no
se te ocurre ninguna otra hipotesis alternativa a la inicial éSe te ocurre, no obstante,
alguna linea de investigacion que diera un apoyo mas solido a la primera hipotesis?

Como no queremos ser desleales con el alumno, pasaremos rdpidamente a exponer (si-
guiendo el articulo que hemos referenciado en la nota 2) que, si nuestra hipétesis incial
incluia un posible error en la eleccién del orden de las casillas entre Gore y Buchanan
seria razonable suponer un error similar entre otras casillas igualmente susceptibles de
ser confundidas. por ejemplo, si en las elecciones del 2000 el partido Socialista (siguien-
te en el orden de especificacion de partidos), y al que le corresponde la 4° casilla, hubie-
ra recibido una cantidad inusual de votos respecto al partido que se halla a su izquierda
en 4° lugar segun el texto, tendriamos un fenémeno equivalente al que hemos hipoteti-

zado inicialmente. Entonces deberiamos representar mediante un diagrama de puntos
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la relacién de votos entre ambos partidos y ver si el resultado en Palm Beach es también
atipico, con la condicién adicional de serlo favorablemente al partido socialista, con lo
cual la equivalencia entre los errores quedaria confirmada. Pues bien, esto es exacta-
mente lo que sucede. Mientras que la relacion entre votantes del partido socialista y el
verde es mds o menos proporcional en el resto de los condados, en el caso de Palm
Beach los socialistas reciben una cantidad atipica de votos con respecto a los verdes.
Con lo cual queda, no confirmada, pero si mucho més asegurada sobre bases maés fir -
mes nuestra primera hipétesis, la cual, de todas formas, no estd completamente demos-
trada. Los datos sugieren que estamos en lo cierto con nuestro primer aserto, pero,
como sabemos de los anteriores casos, puede haber variables desconocidas que expli-

quen todos estos fenémenos.

En todo caso, lo que indican los datos es que el asunto merece una investigacién pro-
funda, por medios estadisticos u otros mds directos. Y otra cosa: que, sin los procedi-
meintos de naturaleza estadistica, la aplicacién sistematica estado a estado y condado a
condado de cada tipo de papeleta seria poco menos que inviable. Cuando la naturaleza
y la cantidad de los datos es en principio inmanejable, entonces es cuando la estadisitca
se convierte en una herramienta imprescindible en la investigacion, lo cual incluye no
solo la politica, sino muchas otras ramas del concoimiento: medicina, farmacologia,
biologia, sociologia, psicologia, economia, geologia, antropologia, etc.

Si bien hay que decir que en este caso la atipicidad de los datos es tan alta, que corre-
mos el riesgo de comportarnos como cierto profesor de matemaéticas de secundaria
que, al contemplar un diagrama de dispersion de talla-peso de unos alumnos de institu-
to y encontrar que uno de ellos pesa 70kg. y mide 6 metros de alto, se sorprenda de no
haber visto nunca a tal individuo rondando por los pasillos...
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