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Resumen

En este trabajo de investigacion se aborda el andlisis de un problema meca-
nocuantico novedoso con interés en el estudio de materiales bidimensionales con
ciertas aplicaciones tecnoldgicas (grafeno y aislantes topolégicos). Matemdaticamente
también tiene interés, porque se resuelven ecuaciones en derivadas parciales para
sistemas de dos dimensiones con una variedad unidimensional.

El nicleo del estudio consiste en resolver las ecuaciones de Schrodinger y Dirac
para un potencial singular con simetria radial del tipo

V(r)=Ad(r —ro).

Ha sido resuelto para A < 0, hallando los estados ligados relativistas y no relativis-
tas. En el caso no relativista también se han encontrado los estados de scattering y
desfasajes, imprescindibles para calcular magnitudes fisicas de interés y con aplica-
ciones adicionales a la teoria cuantica de campos.

Ademas se ha tratado de generalizar, de manera original, los resultados para los
estados ligados del caso no relativista cuando existen n singularidades semejantes.

Por lo tanto este texto presenta un estudio transversal aplicando las técnicas ma-
tematicas del Grado, a un problema de interés en mecanica cuantica, teoria cuantica
de campos y fisica de materiales.






Capitulo 1

Introduccion

“God made the bulk; surfaces were invented by the devil.”

W. Pauli.

1.1. Motivacion

Durante gran parte del s. XX la teoria cuantica fue desarrollada con el objetivo
de explicar la estructura elemental de la materia, asi como sus interacciones funda-
mentales. Este exitoso desarrollo alcanzé su culminacién en el 2012 con la medicion
directa del boson de Higgs en el Gran Colisionador de Hadrones (LHC). Sin embar-
go, desde finales de la década de los 90 el gran desarrollo de la fisica experimental en
la nanoescala ha permitido el estudio de sistemas cuyo comportamiento es puramen-
te cuantico, con un tamano tipico de unos cuantos nanémentros. En especial, cabe
resaltar el desarrollo experimental que ha permitido el crecimiento de grafeno [1], los
aislante topoldgicos [2], [3] y otros metamateriales planares, asi como otros sistemas
cuanticos macroscopicos de gran importancia para el desarrollo de la computacion
cuantica. La viabilidad experimental y tecnologica de estos prometedores sistemas
cuanticos requiere de un esfuerzo tedrico y matemaético para el desarrollo del forma-
lismo cuantico que se adapte a estos.

Desde un punto de vista tedrico estos sistemas tan prometedores para el desarrollo
tecnologico de las décadas venideras son descritos por la mecanica cuantica y la teoria
cudntica de campos confinada a espacios de dimensién baja (2D y 1D) en presencia
de bordes y contornos. Es por ello que el desarrollo de la fisica cuantica definida
sobre este tipo de espacios tiene un gran interés cientifico. Los efectos cuanticos que
producen la presencia de bordes, fronteras, y contornos son muchos, pero de todos
ellos el efecto puramente cuantico mas importante a escala nanométrica es el efecto
Casimir (descubierto teéricamente por H. B. G Casimir [4]).

Desde el ano 2009 el grupo de Fisica matemadtica de la Universidad de Valladolid
ha realizado un amplio estudio de los sistemas que involucran potenciales singulares
en una dimensién para situaciones no relativistas [5], [6]-[8]. De forma natural pa-
rece que la forma de continuar con este estudio es trasladar estos potenciales a los
sistemas de dos dimensiones, tanto para la mecanica cuantica no relativista como
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para la relativista. En este sentido, el presente trabajo es pionero y abre una linea de
trabajo que enlaza con las aplicaciones de este tipo de técnicas al estudio de mate-
riales bidimensionales de interés tecnolégico, en especial el grafeno y los materiales
relacionados.

1.2. Objetivos

Este texto se presenta como una introduccion académica y formal al estudio de
un tipo concreto de sistemas cudnticos en dos dimensiones. Se pretende hallar los
estados ligados y de scattering para sistemas bidimensionales cuando los potenciales
son singulares, centrandonos en aquellos que involucren §(r) y dejando a un lado la
posible generalizacién en los que también aparece su derivada, ¢'(r), para futuros
trabajos. Los estados ligados se buscaran en el marco de la mecanica cuantica no
relativista y relativista, habiendo analizado también el scattering en la primera de
ellas.

Por ultimo destacar que este trabajo sirve para la familariciacién con este tipo
de funciones generalizadas que han suscitado cierto interés en los tltimos anos.

1.3. Esquema de trabajo

En el Capitulo 2 se aborda el célculo de los posibles estados ligados para confi-
guraciones con uno y dos anillos en posiciones (concéntricas) arbitrarias, es decir:

Vr)=Ad(r —ro), V(r)=A16(r—r1) + Ay 0(r — ).

Las soluciones a los valores de la energia vienen en términos de sendas ecuaciones
trascendentes que se analizan con detalle. Tras este estudio, en el Capitulo 3 se
plantea una generalizacién para la ecuacién trascendente que nos proporcionaria los
valores de energia admisibles en nuestro sistema cuando exiten n € N singulari-
dades de deltas de Dirac concéntricas, con radios arbitrarios, a lo largo del plano.
Los resultados no son del todo satisfactorios ya que este desarrollo presenta cierta
complejidad.

La busqueda de estados ligados en la situacién relativista para particulas de
spin 1/2 se estudia en el Capitulo 4. Este andlisis tiene cierta originalidad ya que
se dan las expresiones en dos dimensiones para los estados ligados con el potencial
Coulombiano y se analiza

Vr)=Aod(r —rop),

potencial del que no han sido encontrados los estados ligados en la bibliografia. De
nuevo para éste ultimo nos aparece una ecuacion trascendente que se analiza de
forma cualitativa.

Para el dltimo capitulo, se estudian los desfasajes y las funciones de onda dis-
persadas para un potencial similar al primero del Capitulo 2. Finalmente se da una
pequena introduccién a las posibles aplicaciones de estos resultados en el efecto
Casimir.
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Los tres apéndices que aparecen al final del trabajo tienen la siguiente utilidad.
El Apéndice A resume las propiedades mas importantes y las mas usadas de las
funciones de Bessel, tanto las usuales como las modificadas, ya que estas aparecen
constantemente a los largo del texto debido a la simetria radial que presentan nues-
tros potenciales. En el Apéndice B se dan los determinantes y los coeficientes que nos
ayudan a encontrar la ecuacion trascendente general que se estudia en el Capitulo
3. Se colocan asi por dos motivos:

e Son expresiones extensas que no conviene mezclar con nuestro analisis.

e El hecho de agruparlas puede ser conveniente para una optima comparacion
entre las distintas configuraciones con diferentes anillos.

Finalmente el ultimo apéndice incluye ciertas demostraciones que suelen obviarse en
los textos pero que pueden ser de cierta utilidad para comprender con mas detalle
el estudio y sutilezas que presentan estos potenciales.

1.4. Desarrollos futuros

A corto plazo, y vistos los resultados de este estudio, se plantean dos caminos
por los que continuar:

1. Proseguir con el andlisis de mas anillos en el caso relativista para particulas
de spin 1/2, analizando también los estados de scattering.

2. Adentrarnos en la teoria cuantica de campos, QFT, efectuando el calculo de
las fluctuaciones cuanticas de vacio entre dos discos.

A la vista de los resultados que se vayan obteniendo de ambos, se vera cual puede
ser el camino maés fructifero para nuestros propositos.






Capitulo 2

Caso no relativista: uno y dos
anillos

En este capitulo vamos a presentar la resolucion de la ecuacién de Schrodinger en
el plano para hallar los estados ligados de un sistema fisico descrito por potenciales
radiales singulares, en un anillo de radio ry y en dos anillos de radios ry y 3.

2.1. Un anzllo

Veamos de forma detallada como podemos encontrar los estados ligados para
nuestros potenciales. Supongamos primero que el potencial tiene la siguiente forma:

V(r)=Ad(r —ro), con A<O0, r:=|F|, 1r>0. (2.1)

Elegimos A < 0 para que el potencial sea atractivo en cierta regién y poder asi tener
estados ligados. Si A > 0 solo habria estados de scattering. Este potencial esta re-
presentado de forma esquematica en la Figura 2.1, donde vemos que esencialmente
tenemos una circunferencia de deltas de Dirac.

X

Figura 2.1: Potencial V(r) = Ad(r — ro).
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Por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger a resolver es

h2 IP(rt)
—Q—Vﬂ}( t) + Ad(r —ro) (7, t) = ih o

(2.2)

Debido a la simetria radial que presenta el problema, planteamos el cambio de va-
riable a coordenadas polares, con lo que la ecuacion (2.2) adopta la siguiente forma:

RE (10yp(rt)  O%P(r,t) 1 0%p(rt) Lo OU(Tt)
_%(F o o2 T o )+A5(T_T°W(T’t)_m at

(2.3)

2.1.1. Dependencia temporal y angular

Para resolver esta ecuacion diferencial usamos el método de separacion de varia-
bles, i.e., suponemos que la funcién de onda es del tipo

P(r,0,t) = R(r)©(0) T'(t).

Si lo introducimos en (2.3) y multiplicamos a ambos miembros por 1/ (r,0,t) ob-
tenemos:

- h_2 1 1 dR(r) | &R(r) 1 1 &6()

Ry dr R0 @ e e | 0T
_ih dT()
CT() dt (24)

Teniendo en cuenta la dependencia funcional de cada miembro! en la ecuacién an-
terior, aparece la primera constante de separacién que coincide con la energia (au-
tovalor de nuestro hamiltoniano). Por ello:

14T

La parte temporal tiene facil solucién ya que se trata de una ecuacion diferencial
lineal de primer orden homogénea

T(t) = T(to) e Et-t0)/M, (2.6)

Podemos hacer lo mismo con la parte angular multiplicando el miembro izquierdo
de (2.4) por 72. Si agrupamos llegamos a

_h2r2 (1 1 dR(r) 1 d*R(r)

- 2 2 B
r R(r) dr +R(r) dr? ) Er+ Ar=o(r —mo)

2m
R 1 d*e(
() (2.7)
" 2m @(9) do?
'En (2.4) tenemos F(r,0) = G(t). Si aplicamos d; en ambos miembros obtenemos G’(t) = 0,

siendo G(t) = Cte = F(r, ) la solucién a esta ecuacién diferencial.



2.1. UN ANILLO 7

De nuevo con la dependencia funcional en cada miembro de (2.7) obtenemos

d*0(0) 2m
—H el ew) =, (2.8)

donde C es la segunda constante de separacién. Las soluciones de (2.8) dependen
de esta constante y se agrupan en las siguientes situaciones:
19 +aze si 2mCy/R? = (2 > 0,
0(0) = a0 + as, si 2mCy/R* =0, (2.9)

a1’ +aze™ i 2mCy/h? = —(? <0,
con ¢ € R. Ademas, por periodicidad se debe cumplir
O(0) = O(0 + 2m). (2.10)

Veamos si es posible que se cumpla esta condicién en los tres casos planteados en
(2.9).

e Al llevar (2.10) a la primera situacién de (2.9) se tiene

BZ (0+2m) £(0+2m)

a; + aqge” = a1e'? + aye 9. (2.11)

Pasando todo a uno de los miembros y sacando factor comun en cada sumando
are’? (™" — 1) + age ¥ (e — 1) = 0. (2.12)

Si ahora usamos la Proposicion C.1.1 del Apéndice C llegamos a que:

{ a (62” — 1) = 0.

as (6_2” — 1) =0. (2.13)

La tnica forma de que este sistema tenga solucién no trivial?> se consigue
exigiendo

(62“ — 1) = (e’QM — 1) = 0.

Con ambas ecuaciones obtenemos ¢ = 0, por tanto, concluimos que las con-
diciones 2mCy/h? = (> > 0 y cumplimiento de la periodicidad (2.10) son
incompatibles.

e En el segundo caso, £ = 0, la condicién de periodicidad se cumple si y solo si
a; = 0, siendo ay arbitrario.

e Finalmente, si seguimos el mismo procedimiento para 2mCy/h? = —(? | tene-
mos
et O42m) | o o=ib(042m) _  il0 | —ite (2.14)

2La forma trivial a; = as = 0 nos darfa una funcién de onda idénticamente nula, algo que carece
de interés fisico.
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Esto nos lleva a
0160 (¢ — 1) + ayei (770 — 1) = 0. (2.15)

De nuevo, si hacemos uso de la Proposicion C.1.1:

ai (em” — 1) =0.

_ 2.16

{ as (e7mf —1) = 0. (2.16)

Ahora esta condicién no es incompatible con la periodicidad si ¢ € Z \ {0},
donde el caso ¢ = 0 ha sido excluido por haber sido ya analizado.

Asi, los casos compatibles con la periodicidad son ¢ € Z, y la parte angular nos
queda

O(f) x ¢, con l € Z. (2.17)

Para finalizar, comentamos dos caracteristicas importantes sobre ¢. Es conocido
que la solucién de la parte angular de la ecuacion de Schrodinger para un potencial
central en un sistema tridimensional, con ejemplo arquetipico el electrén del ato-
mo de hidrégeno sometido al potencial Coulombiano, viene dada por los arménicos
esféricos

Y™ (0, ) oc P(cos(6)) ™7, (2.18)

donde P;*(z) son las funciones asociadas de Legendre definidas en la Seccion 11.10
de [9]. Esto no es mas que una generalizacién de nuestro resultado ya que si en (2.18)
hacemos @ = /2 para situarnos en el plano ecuatorial (ver Figura 2.2) la solucién
nos queda proporcional a e™¥. Por evitar posibles confusiones aclaramos que los
angulos 6, ¢ de (2.18) son los habituales de coordenadas esféricas, por tanto ¢ es el
equivalente de # en las coordenadas polares que estamos manejando nosotros.

Figura 2.2: Notacién usada para los dngulos de coordenadas esféricas.

Por lo tanto, ¢ nos determina el valor del momento angular de nuestra particula.
A lo largo del desarrollo de este capitulo y en el Capitulo /4 cuando resolvamos de
forma gréafica nuestras ecuaciones trascendentes para la energia, nos vamos a centrar
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en los valores del momento angular positivo. Esto esta justificado si tenemos en
cuenta las relaciones de las funciones de Bessel para indice entero [10]:

Ig(fL‘) = I_g(l')7 Kg(l‘) = K_g(l’), e, (219)

por lo que un andlisis para enteros negativos no es necesario.

2.1.2. Parte radial

Si anadimos la nueva notacién para la segunda constante de separacion, la funcion
radial descrita por la ecuacion (2.7) queda

—(?h?

R*r? (1 1 dR(r) 1 d*R(r)
— - —Er?+ Ar*§(r — o) = 2.20
2m (r R(r) dr R(r) dr? ) ot Aro(r = o) m (2.20)
Para simplificar vamos a realizar el cambio de variable
r=px, con a:= 1o, (2.21)
5
Asi la ecuacién (2.20) se convierte en
@PR(r) 1 dR(r) |2m(—E) ¢\ 2mA
— — d(px — R(r) = 0.
dr? (Bz) dr h? + B * h? (B = a)| R(r)
Haciendo uso de la regla de la cadena
dR(r) _ drxdR(r) _ 1dR(r)
dr dr de B dx ’
R(r) d (dR(r)\ _1d (dR(r)\ _ idQR(r)
ar2 dr\ dr ) Bdx \ dr ) B2 da?’
y con la siguiente simplificacién® R(z) = R(Bx), llegamos a
PR(z) 1dR(z) |[2m(=E)82 [(¢\> 2mAp?
- - - —9 — R(z) = 0.
dx? x dx h? * x * h? (Bl —a))| R(z)

Nos centramos en los términos que aparecen en el corchete. Si consultamos el segundo
capitulo de [9], dedicado al estudio de las distribuciones, encontramos la siguiente
propiedad de la delta de Dirac

1
B(x—a)) = m&x —a). (2.22)
Ahora definimos k? := 2m(—FE)3?/h* con k* > 0 ya que estamos admitiendo que la
energia de nuestros estados es negativa (estados ligados). Asi, tenemos

PR(z)  1dR(x) |, ()" 2mAp _
— + P [k + (E) + W{S(m —a)| R(z) =0. (2.23)

3Este es un pequeiio abuso de la notacién ya que al hacer el cambio de variable la forma funcional
de R en general cambia.
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Observamos que (2.23) guarda una estrecha relacién con la ecuacién modificada de

Bessel
d*y(z) n ldy(z) [1 4 (g) ] y(z) = 0. (2.24)

dz? z dx

Para asemejarlas usamos la libertad que nos proporciona el cambio de variable al no
haber fijado atin el valor de 3. Elegimos éste de forma que k? = 1, es decir

h
8= Neoer) > 0. (2.25)

Notese que la raiz del denominador esta bien definida. Ademas § > 0 por lo que
18] = By (2.23) se convierte en

@R(z) 1dR(x) 0\’
e i R (E) Foole—a)) ) =0 220
donde hemos definido YmAp
m

Con estos cambios, la dnica diferencia entre (2.24) y (2.26) reside en el término
ad(z — a) que es nulo excepto para x = a. Esto nos hace distinguir las dos regiones

rel & 0<zx<a,

rell & a<ux,

mostradas en la Figura 2.3 para resolver la ecuacién diferencial (2.26). Observemos
que en cada una de éstas la ecuacién (2.26) se reduce a la ecuacién modificada de
Bessel (2.24), que sera la que tenemos que resolver.

Figura 2.3: Regiones cuando existe un anillo.

Algunas propiedades de las llamadas funciones de Bessel modificadas estan des-
critas en el Apéndice A, pero por ahora nos interesa que la soluciéon general de la
ecuacion (2.24) es

Ye(z) = Arlo(w) + A Ko(2),

con Iy(z) y K,(x) las funciones modificadas de Bessel de primera y segunda especie,
respectivamente. Por lo tanto la solucién general de (2.26) en las regiones I y 11

cly(x)+cdK(x), si zel.
Ry(z) = (2.28)
cHIp(x) + A Ky(x), si xell.
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A continuacién, pasamos a determinar los coeficientes {c, cl, cl! ¢k} buscando
la solucion més general que sea fisicamente aceptable. Esto nos lleva a exigir tres
condiciones sobre la funcién de onda: finitud, continuidad y evaluacion de la discon-
tinuidad en la derivada, las cuales vamos a analizar con detalle. Una justificacion
concisa de estas restricciones a la funcién de onda se puede encontrar en [11].

Para finalizar comentamos que se podria realizar el cambio de funcién incognita
U(x) := /xR(x) en (2.26) para eliminar la derivada primera y asemejar mas nuestra
ecuaciéon a una de Schrodinger tipica unidimensional, pero esto no sera necesario para
nuestros propoésitos.

Finitud

Un requisito fundamental es que la densidad de probabilidad sea finita

/ dx dy [(2,t))* = 1. (2.29)
R2

Nuestra ecuacion estd expresada en funcién de las coordenadas polares, por ello ha-
cemos uso del teorema de cambio de variable. Si tenemos en cuenta que el jacobiano®
del cambio de coordenadas cartesianas a polares es r:

/ dr d0 v\ (r, 0, )% = 1. (2.30)
RQ

Como ¢(r,0,t) = R(r)O(0)T'(t), si usamos el teorema de Fubini® para poder separar
la integral, (2.30) pasa a

|T(t0)\2/0 IO /Ooo drr |R()2 = 1. (2.31)

La tnica integral que puede presentar posibles problemas de divergencia es la radial,
que con el cambio de variable independiente se transforma en

/OOO drr|R(r)|? /OOO dz x| R(z)|2. (2.32)

No hemos detallado las constantes multiplicativas que resultan al aplicar de nuevo
el teorema de cambio de variable ya que una de las integrales de (2.32) diverge si
y solo si lo hace la otra. Debido al comportamiento asintdtico de las funciones de
Bessel modificadas (ver Apéndice A) se puede demostrar que

[y de x|l (x)]? =00, si e NU{0},
(2.33)
J; dz x| Ky(z)]> = o0, si ¢ eN,

4Dada una aplicacién diferenciable - para nuestro caso ésta es la que da el cambio de coordenadas
f(r,0) = (rcos(8),rsin(f))- el jacobiano se define como:
Jf(x) = det(f'(x))
5Las hipétesis de este teorema se verifican ya que por exigencias fisicas nuestra funcién de onda
debe ser continua, por tanto integrable.
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donde con | 1y /, ;7 hemos denotado la integracién sobre las regiones I'y I1. Asf las
soluciones que cumplen la condicién de finitud son

cly(z), si wel.
Ry(r) = (2.34)
cHKy(z), si zell.

Continuidad

Veamos por qué en nuestro caso la funciéon de onda debe de ser continua y esta
condicién no debe cumplirse para su derivada. Cuando trabajamos con potenciales
singulares como®

d(x —mx9) y (x—x0),
las condiciones fisicas (ver capitulo 5 de [11]) que exigen la continuidad de la fun-

ciéon de onda y su derivada dejan de cumplirse en ciertos puntos. Para ilustrarlo
imaginemos que tenemos el siguiente potencial

V(z) = Mo(z — x1) + Xad'(x — 22). (2.35)
La ecuacion (2.26) pasaria a

d’R(z)  1dR(x)
dz? T dx

1+ (g) + Mo(x —x1) + Xod' (x — 22) | R(xz) =0. (2.36)

Vamos a probar que R(z) y R'(x) no pueden ser continuas en zy y xp, respecti-
vamente. Razonaremos por reduccién al absurdo, asi que supongamos que R(z) es
continua en 5. Entonces todos los sumandos de (2.36) serian finitos en este punto
salvo \yd'(z — x3), por lo que esta ecuacién no puede estar igualada a cero, que es
finito”. De manera andloga con R'(x) en z;. La tnica forma de compensar §(x — 1)
y &' (x — x2) se consigue admitiendo discontinuidades en la funcién R(x) y/o R'(x)

En la Proposicion C.2.1 se prueba como dentro del marco de la teoria de distribu-
ciones la derivada de una funcién discontinua (salto finito) estd definida y, evaluada
en el punto de discontinuidad, es proporcional a la delta de Dirac. Asi, con una dis-
continuidad de R(x) en x5 podemos compensar ¢'(x—x2) ya que R"(z2) o §'(z—x2).
Si existe una discontinuidad finita de R'(z) en x; compensamos d(z — x1).

Retomando nuestro problema, el coeficiente Ay de (2.35) es nulo por lo que R(x)
debe de ser continua y R'(x) ha de presentar una discontinuidad en a. La continuidad
en en este ultimo punto de R(z) implica

cly(a) = AT Ky(a). (2.37)

6Con ¢'(z) denotamos la derivada, en el sentido de las distribuciones, de la delta de Dirac §(x).
"Hemos llegado a un absurdo, la hipétesis de partida no es valida
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Evaluacion de la discontinuidad en la derivada

Para evaluar el salto que necesariamente presenta R'(x) en a integramos (2.26)
en un entorno de a. Si tenemos en cuenta la linealidad de la integral

atn dQR(x) atn 1 dR(x) a+n
/a dx s +/a dx; . —/a dx

-n -n -n

k* + (é) 2 +ad(z —a)| R(x) = 0.

(2.38)

Analizamos cada término por separado:

a+n 2
° / dxd R<I)

2
—n dx

Sabemos que, si se cumplen las condiciones de integrabilidad, la primitiva de

la derivada de una funcién, %diy), es la funcién sin derivar, por tanto
“  d?R(x) dR(a+n) dR(a—n)
d = — . 2.39
/a—n T da? dx dx (2:39)
Si hacemos 7 arbitrariamente pequeno
., dR(a+mn) dR(a—mn) dR(zx) dR(x), _
1 — = - 2.40
o0 dr dx dx (a”) dx (a7, (240)

siendo el ultimo el salto de la derivada en el punto de discontinuidad a.
a+n
o / dx ad(xr — a).
a—n
Usando las propiedades de la delta de Dirac (ver [9]):
a+n
- / drad(x — a)R(z) = —aR(a). (2.41)
a—n

e Resto de términos.

Por ultimo es sencillo comprobar que los sumandos restantes se anulan (las
técnicas descritas pueden consultarse en la referencia [12]). Vamos a hacer uso
del Corolario C.1.3, por lo que buscamos que las funciones a integrar sean
continuas. Esto se cumple salvo para

a+mn
/ dxldR_(m)’ (2.42)
a—n r dx

cuyo integrando no es continuo en a. Esto se puede evitar haciendo uso de la
identidad de Chasles

a+n a a+mn
/ dxl—dR(m) :/ da:l—dR(x) +/ dxl—dR(z). (2.43)
a a—mn a

—n Tz dx xz dx T dx

Asi, ya podemos aplicar® el Corolario C.1.3y ver que el resto de términos en
(2.38) se anulan al hacer n — 0.

8En realidad existe un punto, a, donde la funcién no es continua. Este es un conjunto de medida
nula por lo que el valor de la integral no se ve alterado.
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Entonces, el salto viene dado por

di;@ (a¥) - diix) (a7) = aR(a) = acll(a) = acl K(a). (2.44)

2.1.3. Estados ligados

Si agrupamos los resultados (2.34), (2.37), (2.44) y usamos las relaciones de
recurrencia para las funciones modificadas de Bessel (A.13) y (A.14) que aparecen
en el Apéndice A, obtenemos:

clla) — ' Ky(a) = 0, (2.45)

Ky K I I
—Cél . l(a)—;- e+1(a) —c{ 0 1(a)‘5 e+1(a) —OéC{[g(a) = 0. (2_46)

Estas dos tltimas igualdades forman un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo
cuyas incégnitas son ¢! y clf. En virtud del teorema de Rouché-Frobenius, si quere-
mos evitar la solucién trivial (nula) debemos exigir que el determinante de la matriz
de coeficientes sea cero.

[g(a) —Kg((l)
a (a _1(a S(a) | = 0. 2.47
hq();h+()+ahm)lﬂ <>;K@<> (2.47)

Desarrollando el determinante y usando las relaciones (A.13), (A.14) (A.15) y (A.16),
obtenemos la siguiente ecuacién trascendente para la energia:
1
I(@)Ki(a) = —— (2.48)

aa
Notemos que el producto a a es independiente de la energia e igual a

2Amry
TR

aa <0, pues A<O. (2.49)

El comportamiento del producto de las funciones de Bessel modificadas se muestra

en la Figura 2.4. La dependencia con la energia surge al expresar a en funcion de 3
(a = ro/pB) cuya dependencia con E viene dada por (2.25). Con esto, el argumento
de las funciones de Bessel queda

a=CvV—FE,
con C :=v2mry/h.

Conteo del numero de estados

Para la aplicacién de nuestro desarrollo a ciertas situaciones de interés conviene
realizar un conteo del nimero de estados admisibles para los posibles valores de /,
fijada una configuracién®. Con este fin enunciamos las siguientes propiedades:

9Al establecer una configuracién determinamos el valor de —ﬁ.
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0.6
0.5}

0.4} I1 K1

i b K>
0.3}

, — kK3

0.2 — L Ki
—  — 1
0.1f

1....1....1.nnnln""Energl'a

-20 -15 -10 -5 0

Figura 2.4: Iy(a)Ky(a) para distintos indices. En este caso C' = 1.

Propiedad 1. Cuando la energia es préxima a cero, el producto Iy(a)K,(a) tiende
al/2¢.

Comprobémoslo. El comportamiento asintético de I,(z) y K,(z) cuando el argu-
mento se aproxima a cero se muestra en la Seccion A.2.4 del Apéndice A. Para los
valores de ¢ de nuestro problema

Ip(z) ~ (g)e ﬁ,

Ko(z) ~ "8 (E)f

2 \2
Si evaluamos el producto, en orden cero obtemos:
()
Ii(x)K ~—_— 2.50
Y si hacemos uso de la relacién de recurrencia para la funcién gammal?
L+1)=1(T(), (2.51)
llegamos al resultado que queriamos probar
) 1
glclir(l) L(z)Ki(x) = 57 (2.52)

Propiedad 2. Cuando la energia, en valor absoluto, toma valores arbitrariamente
altos, el producto I,(a)Ky(a) es aproximadamente 0.

Si seguimos un procedimiento similar al de la Propiedad 1, pero ahora con (A.20) y
(A.21), tenemos:

(&
@)~
Ki(x) ~ L

V2z

10Esta relacién es intuitiva si se tiene en cuenta que la funcion gamma generaliza el factorial.
Para mads detalles sobre esta funcién se puede consultar el Capitulo 1 de [9)].
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Con ello, al evaluar el limite:

, e VT
Ih_)rgo Iy(2)Ky(z) = xh_>nolo 9y 0. (2.53)
Propiedad 3. El producto I,(a)K,(a) es estrictamente creciente si E € (—o0,0].
Para ver ésto seria necesario evaluar la derivada y comprobar que

dlg(a)Kg(a)
dFE

Esto requiere un procedimiento matematico méas extenso que podria descentrarnos
de nuestra problema, por lo que nos conformamos con comprobar que se cumple
para los distintos valores de £ en el rango de energias representado en la Figura 2.4.

Con estas propiedades somos capaces de dar cuenta del nimero de estados ligados
para los distintos valores del momento angular /.

>0 VE € (—00,0].

Proposicion 2.1.1 Numero de estados.
Definiendo B := —1/«a, el nimero de estados ligados admisibles viene dado por la
siguiente funcion definida a trozos:

0, si  B>1/2
NI(B): 1
{ﬁ

(2.54)
J, si 0<B<1/2,

donde con |y| denotamos la parte entera de y.
Demostraciéon Distinguimos los dos casos:

e B>1/2.
Como hemos dicho, Iy(a)K,(a) es una funcién estrictamente creciente en nues-
tro intervalo de energias (Propiedad 3) y el maximo valor se alcanza en el
origen para ¢ = 1, siendo éste 1/2. Si B > 1/2 tenemos la situacién mostrada
en la Figura 2.5, donde es imposible que el miembro izquierdo de la ecuacién
(2.48) sea igual al miembro derecho (recta morada), ya que las curvas no se
cortan. Asi, con esta configuraciéon, el nimero de estados ligados es cero.

e 0<B<1/2.
La nueva situacién estd ilustrada en la Figura 2.6. Ahora, la ecuacién (2.48)
si tiene solucién para distintos valores del momento angular, y haciendo uso
de las propiedades enunciadas vemos que el valor 1/2 ¢ es el que determina el
niumero de estados ligados. Basicamente si

1
B R
720

no pueden existir estados ligados con valor del momento angular ¢'. El valor
maximo vendra dado cuando se de la igualdad
1

B =
QEIm(uL”

(2.55)
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Figura 2.5: Configuracién en la que no existen estados ligados por ser B = 0,7 > 1/2 (recta
horizontal morada). Las otras curvas representan el producto I;(a)K,(a) para diversos
valores de ¢: 1 (naranja), 2 (verde), 3 (azul), 4 (rojo).

que nos lleva a
oot
max 2 B7
Pero en nuestro caso ¢ € Z, por lo que tomamos la parte entera

(2.56)

Cnaw = {%J . (2.57)

"“"“""""""-Energia
-20 -15 -10 -5 0

Figura 2.6: Configuracion en la que si existen estados ligados por ser B = 0,2 < 1/2 (recta
horizontal morada). Las otras curvas representan el producto I;(a)K,(a) para diversos
valores de ¢: 1 (naranja), 2 (verde), 3 (azul), 4 (rojo).

2.1.4. Consecuencias fisicas

Ya hemos detallado como se obtienen el niimero de estados ligados, veamos las
implicaciones fisicas de este resultado. Nuestra configuracion queda determinada por



18 CAPITULO 2. CASO NO RELATIVISTA: UNO Y DOS ANILLOS

los tres parametros: m, A,y ro. En esta parte de la seccién analizaremos cudles son
las modificaciones sobre nuestros estados ligados al variar éstos. Nos centramos en
dos caracteristicas de nuestro espectro de energia:

1. Numero de estados ligados para distintos valores de /.
2. Valor de la energia para éstos.

Antes de realizar este analisis enunciamos una de las caracteristicas mas importantes
de nuestro potencial:

Dado un valor del momento angular, existe un unico estado ligado, si es que existe.

Esto se puede justificar sin mas que tener en cuenta que una funcién estrictamente
creciente, Iy(a)K,(a), es inyectiva y razonando por reduccién al absurdo. Suponga-
mos que existen dos estados ligados para distintos valores de la energia F y Es. Por
sencillez definimos

f(E) := L(a(E))Ke(a(E))

y teniendo en cuenta (2.48) este hecho se traduce en

f(E1) = f(E2) = B,

con lo que
f(EL) = [f(E).

Pero al ser nuestra funcién inyectiva
El = E27

hecho que se contradice con nuestra suposicion de la existencia de dos estados ligados
(absurdo)!. Finalmente, si B > 1/2 ¢ no pueden existir estados ligados para ese valor
del momento angular, como comprobamos en la seccién anterior.

Ahora si, analicemos como cambian las propiedades de nuestros estados ligados
al variar los parametros. Por simplicidad escogemos un sistema de unidades en el
que h = 1. Expresamos la dependencia explicita de (2.48) con m, A, y ro:

1
2Amnry

I,(V2mroV—E)K,(V2mroV/—E) = (2.58)

En primer lugar tenemos en cuenta que la amplitud de la delta de Dirac solo
aparece en el miembro derecho de (2.58) por lo que no afecta a la forma de nuestras
curvas. Cuanto menor sea el valor de A (mayor el de |A|) més cercano a cero serd

1

B————
2Amry’

11Se podria argumentar que pueden existir dos estados ligados siendo doblemente degenerados,
i.e., By = FE5. Para ello la ecuacién Iy(a(E))K¢(a(E)) — B = 0 deberia presentar raices dobles, algo
que no ocurre.
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y si tenemos en cuenta (2.54), aumenta el nimero de estados ligados. Es decir, al ir
aumentando la amplitud de la delta, estados que no eran fisicamente aceptables por
tener un momento angular demasiado elevado, pasan a serlo.

En segundo lugar veamos que ocurre cuando variamos el valor de la masa o del
radio. Consideramos estos dos a la vez ya que por (2.58) juegan un papel similar,
salvo que en el argumento de las funciones aparece \/m y no m, como ocurre con
el radio. El hecho de aumentar cualquiera de ellos hace también disminuir el valor
de B, pero a diferencia del caso anterior también cambian los argumentos de las
funciones. Esto puede hacer variar el espectro de energia.

0.8

X=1
X=2
04}
— X=4
— X=8
0.2}
-20 -15 -10 -5 ‘ 0 Energia

Figura 2.7: I (a) K1 (a), donde se ha elegido /mro =1 y £ = 1, representado curvas para
distinto X.

Supongamos que tenemos una configuracién definida por {A; my o1} y otra por
{A2maro2}. Ambas estdn relacionadas por:

Al = A2, X\/ miTo,1 = A/MaTp,2, (2-59)

donde X es un parametro adimensional.

Vamos a comparar distintas configuraciones'? en funcién de X. En la Figura 2.7
se puede ver como el hecho de ir aumentando el coeficiente \/mry que multiplica a
V2¢/=F hace que aumente la curvatura de estas funciones.

Asi, por el miembro de izquierdo de (2.58) al aumentar la masa o el radio hace-
mos que los estados tiendan a tener una energia més préoxima a cero. Sin embargo,
por el miembro derecho disminuye el valor de B lo que provocaria energias mas ale-
jadas de cero. Tenemos, por tanto, dos contribuciones que van en sentidos opuestos.
Realizamos un sencillo célculo para ver si alguna de ellas predomina.

En la Figura 2.8 hemos representado, para un valor dado del momento angular,
distintas configuraciones variando solo el radio. Y de forma andloga con la masa
en la Figura 2.9. De ambas sacamos la misma conclusiéon. El hecho de aumentar
cualquiera de estos factores hace que los posibles estados ligados tengan una energia
que va siendo cada vez mas negativa.

12Nétese que /mrg aparece en el argumento de la funciones de Bessel.
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Figura 2.8: I1(a)Ki(a) y B, donde con el mismo color se representa las configuraciones
con el mismo radio. En este caso: 791 = 2,5 (naranja), ro2 = 4 (azul), ro3 = 9 (verde).

0.6

0.5f

0.2f

o1f

""""""""""_Energia
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

Figura 2.9: I (a)K;(a) y B, donde con un mismo color se representa las configuraciones
con de igual masa. En este caso: m; = 2,5 (naranja), mo = 4 (naranja), mg = 7 (naranja).

Para finalizar vamos a comentar brevemente cémo nuestro modelo sigue una ley
entrépica similar a la planteada por Hawking [13] para un agujero negro. En nuestro
caso, hemos obtenido que el nimero de estados ligados es proporcional a la longitud
de la circunferencia en la que se encuenta la singularidad, L, ya que

1
Ni(B) x 5 xax 27rg = L. (2.60)

Esta, en dos dimensiones, es el equivalente a la superficie tridimensional, por lo que
el anillo dard lugar, en el &mbito de la teoria cudntica de campos [14], a una ley de
entropia de superficie proporcional al area, tal y como ocurre en el agujero negro

Sy o A (2.61)
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2.2. Dos anzllos

Una vez hemos expuesto de forma detallada cémo obtener los estados ligados con
un potencial singular como el de la Seccion 2.1 , podemos analizar una situacion mas
compleja en la que en el potencial existen dos circunferencias singulares de deltas
de Dirac para radios diferentes. Gran parte de los resultados del capitulo anterior
pueden ser usados para analizar el cambio que produce el segundo anillo sobre el
espectro de energia.

2.2.1. Ecuacién trascendente para la energia

En esta nueva situacién el potencial es
Vi(r)=A16(r—ri)+ Ay d(r —ra), (2.62)

donde los radios 1 y 7o son en principio arbitrarios y, sin pérdida de generalidad,
suponemos que r; < ry. Para facilitar una visualizacién del problema se ha repre-
sentado éste en la Figura 2.10 .

V(x,y)

Figura 2.10: Potencial V(r) = A1 6(r —r1) + A26(r — r2). Aqui A1, A2 < 0.

Con esto, la ecuacion de Schrodinger a resolver es

2 —
- 2h—m V2(F ) + (AL 0(r —11) + As 8(r — 13)) (7, t) = zh% (2.63)

La nueva configuracion sigue presentando simetria radial y esto conduce a que la

parte angular y temporal sean idénticas a las halladas en la seccion anterior. Asi, el
potencial solo afecta a la parte radial (ver (2.26)) y ahora tenemos

d*R(x) N 1dR(x)
dx? r dz

K + (5) + a10(z — a1) + ax0(z —az) | R(x) =0, (2.64)

con

i 2 .
a; :=% v o= Ai%ﬁ, i=1,2. (2.65)
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La solucion general de esta ecuacion es la misma que para un anillo, aunque ahora
tenemos distintas condiciones para determinar los coeficientes. En primer lugar en
esta situacion distinguimos las tres regiones mostradas en la Figura 2.11.

1 I I

aj dz

X

Figura 2.11: Regiones cuando existen dos anillos.

Con los mismos razonamientos de finitud que ya manejamos en el caso de un
anillo, llegamos a

cy(z), si xwel
Re(z) = A I(zx) + A Ky(z), si xell (2.66)
Ky (), si xelll.

Si ahora exigimos continuidad en z = aq, as:

cly(ay) — c'Iy(ar) — A Ky(a)) = 0. (2.67)
cIi(ag) + A Ky(ag) — A Ky(ay) = 0. (2.68)

La discontinuidad de la derivada debe ser evaluada en a; y aq. Al integrar (2.64) en
el intervalo (a1 —n,a; + 1) y después hacer n — 0:

dR(z)
dx

dR(x)

7(%_) =a1R(a1) = aycl I(ay). (2.69)

(af) —

Repetimos el proceso en el intervalo (ay — 1, as + 1) y obtenemos

dR(x) dR(x)
dx (a7) = dx

(a3) = asR(ay) = ancl’ Ky(as). (2.70)

Usando las relaciones (A.13) y (A.14) que cumplen las ecuaciones modificadas de
Bessel para simplificar (2.69) y (2.70) se obtiene:

rKea(ar) + Ko (aq) ;o dea(an) + I (an)
—Cy - (01 -G )
2 2

(el — Cm)Ke—1(a2) + Kea(az)  prlea(as) + Len(as)
2 2 ) 1 2

—arciIi(ar) = 0.

— apes Ky(ay) =0.

Anadiendo a éstas dos tultimas las condiciones de continuidad (2.67) y (2.68) llegamos
de nuevo a un sistema de ecuaciones algebraicas lineal y homogéneo, pero en este
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caso con cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas, {c!, cll, bl cli1}:

leg(al) — c1 ]g(al) — 02 Kg(al) =0. (2.71)
C{IIK<(12) + CélKg(ag) — céan(aQ) =0. (2.72)
K, K I, I
—cél ¢ 1(a1)42— era(a) — (c{ — C{I) ¢ 1(a1)j2L eri(a) — alcllg(al) 0. (2.73)
K, K I, I
(I — A e-1(az) + Koy (az) _ A1 1(a2) + ey (az) — el Ky (ay) = 0. (2.74)

2 ! 2

La ecuacién secular se obtiene exigiendo que el determinante de la matriz de coefi-
cientes'® sea nulo, usando el mismo argumentario que en la Seccion 2.1. Realizando
diversas simplificaciones en el determinante e igualando a cero obtenemos la siguiente
ecuacion trascendente para la energia:

26m[a1A1]g(a1)K4(a1)(2a2A25mIg(a2)Kg(a2) + h2) + a2A2h2]g(a2)K4(a2)
—2a1a2A1A2@m]g(a1)QKg(ag)Q] + h4 =0 (275)

Por razones que explicaremos en el siguiente capitulo es conveniente expresar (2.75)
como un polinomio en

Rt 4 2mBR* (a1 Ay T(a1) Ko(ay) + agAsIy(as) Ko(as)]
+4m?Braras A1 Ao Ty (ar) Ky(az) [ Ip(as) Ko(ay) — I(a1) Ke(az)] = 0. (2.76)

2.2.2. Estados ligados

Si comparamos (2.48) y (2.76) vemos que la ecuacién que nos proporciona los es-
tados ligados es notablemente méas compleja . Para poder realizar un andlisis similar
al de la Seccion 2.1.4 en primer lugar deshacemos el cambio (2.65) en (2.76)

o ot (5 ) 0 () et () 1 (5 )| 277
() ) 155 (7))

De esta tultima ecuacion vemos que, al igual que en el caso de un anillo, la energia
solo aparece, a través de [ (2.25), en los argumentos de las funciones de Bessel.
Introducimos los parametros adimensionales x, y x4 para tener una ecuacion similar

a (2.48)

To = T, T1, Ay =14 Ay, x, > 1, x4 > 0. (2.78)
Y llevandolo' a (2.77)
(I (a1) Ky (a1) + 2 w4y (a2) Ky (az)] (2.79)
—H"A2:U:U[I(a)K(a)[[(a)K(a) Iy (aq) Ky (ag)] = _—hz
1AL 7T alle(a1) Ky lag) e (az) Ky (ay ¢ (ar) K (a2 S A

13Ver Apéndice B.
En (2.77) hemos explicitado la dependencia de los argumentos con la energfa, 3, ahora volvemos
a poner a1 y as por comodidad.
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Nos vuelve a aparecer una expresion en la que el miembro izquierdo depende de la
energia (en los argumentos de las funciones de Bessel modificadas) y el otro miembro
es una constante que viene determinada por las caracteristicas de nuestra primera
circunferencia de deltas y la masa.

Finalmente, observemos que si en (2.79) imponemos 24 = 0, recuperamos (2.48),
el resultado hallado para un anillo en la seccién precedente. Analicemos ahora la
ecuacién (2.79) que nos da los estados ligados de este sistema fisico.

Comportamiento en el origen

Cuando existe un tnico anillo hemos demostrado que el conteo de estados viene
determinado, basicamente, por el valor de I; (a) K, (a) cuando la energia es nula. Al
anadir otra singularidad vamos a comprobar que no es tan facil evaluar el nimero
de estados.

Por simplicidad, también elegimos un sistema de unidades en el que A = 1.
Si resolvemos el limite cuando la energia tiende a cero, i.e. aj, as — 0, en (2.79)

obtenemos
—AymrizaxiT + Aimriz gz, + Lx gz, + 0

202

En primer lugar, si x4 = 0 en la ecuacién anterior el inico sumando del numera-

dor distinto de cero es el iltimo, por lo que volvemos al caso de un anillo (1/2¢). El

problema en este nuevo caso reside en que el comportamiento en el origen no solo

viene determinada por el valor del momento angular, sino que también depende de
la configuracion, es decir, de las caracteristicas de los dos anillos y la masa.

(2.80)

Aparicion de mas de un estado ligado

Cuando en nuestra configuracién solo hay un anillo ya demostramos que existe
un unico estado ligado para un valor concreto del momento angular. Es interesante
comprobar como el hecho de incluir un nuevo anillo provoca la existencia de mas de
un estado ligado en ciertas situaciones. Por comodidad, definimos:

fg(E, g) = [Ig ((11> Kg (CLl) + x, J?A[g (CLQ) Kz (az)]
+r1A2ma,. xa [ (a1) Ky (ag) [ (a2) K¢ (a1) — 1 (a1) K¢ (ag)]
—1

By i = ———
2 2m7’1A1

(2.81)
Siendo f3(E, {) = By la ecuacién (2.76)'.

Podemos empezar visualizando como influye el radio de la segunda circunferencia.
En la Figura 2.12 se ha fijado el valor del radio del primer anillo, las dos amplitudes

de las deltas y la masa de la particula sometida a nuestro potencial. De ésta podemos
sacar dos conclusiones fundamentales:

1. Con nuestra configuraciéon, no existe mas de un estado ligado para ambos
valores del momento angular.

15Salvo por h, que cambia con el nuevo sistema de unidades que hemos elegido.
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B =1
W -5
M B

-5
-10 Energia

Figura 2.12: f3(E,1), f2(F,5) y Ba. Con nuestro sistema de unidades, m = 1, r; =
1, Ay = —1, 24 = 1.

2. Aunque para ¢ = 1 existen estados ligados en el rango considerado, no ocurre
lo mismo para ¢ = 5. Para este tdltimo hasta que no se alcanza x, ~ 4 no
aparecen los estados fisicamente aceptables, en cierto modo similar al caso de
una circunferencia, ya que los valores de £ mayor admitian solucién solo cuando
lo habian hecho los valores menores.

Pero resulta mas interesantes analizar las diferencias con el primer caso. El com-
portamiento en el origen estd descrito por (2.80) y ahora admite valores negativos
para una configuraciéon adecuada. De forma intuitiva podemos pensar que esto puede
provocar cambios en la curvatura de fo(F, () tal que la funcién deje de ser estricta-
mente creciente, como lo era para un anillo. Asi podria aparecer mas de un estado
ligado. En la Figura 2.13 hemos representado fo(F,1), con una configuracién de-
terminada. Si nos fijamos en los valores que determinan ésta, solo la amplitud As
que pasa a ser diez veces mds negativa, cambia con respecto al caso anterior (Figura
2.12). Para hallar el nimero de estados'® primero tenemos en cuenta que en todas

3.0

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Energia

Figura 2.13: f3(E,1) para distintos valores de z,. Con nuestro sistema de unidades,
m=1 r=1 A1 =-1, x4 =10

16 A diferencia con el andlisis en un anillo, aqui nos centramos en un momento angular y vemos
cuantos estados ligados pueden existir.
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las situaciones representadas se cumple
lim fo(E,£) =0 (2.82)
E——oco

Viendo la Figura 2.13 podriamos pensar que existen configuraciones con tres estados
ligados (imaginemos que By = 1,7y ro = 477). Sin embargo, esto no es tan sencillo ya
que si fijamos unos ciertos parametros que determinen nuestra configuracion, fijamos
el valor de By, y tras un exhaustivo analisis no se han encontrado configuraciones en
las que existan, para un cierto z,., tres estados ligados. Es decir, no se ha encontrado
una situacion como la que se muestra en la Figura 2.1/ donde se muestran dos de
éstos. El tercero necesariamente se encuentra a energias menores por el resultado
(2.82). Aun asi, si que podemos encontrar dos estados ligados. Si aumentamos la

1.05+

L ! ! ! ! L ! ! ! ! L ! ! ! ! L ! ! ! ! Energia
-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00

Figura 2.14: fo(F,¢) y By = 1,1, donde se generarian tres estados ligados.

masa con respecto a situaciones anteriores encontramos un estado en el rango de
energias de la Figura 2.15 y otro para energias menores.

0.8 L
I X=2
0.6 L R —
L r=
— X=4

— B

041+

) | Energia
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

Figura 2.15: fo(F,¢) y B2 = 0,42. Las configuraciones con z, = 3 y x, = 4 tienen dos
estados ligados. Con nuestro sistema de unidades, m =12, r1 =1, Ay =—-1, x4 =5

Las conclusiones que podemos extraer de nuestro analisis son que existen simi-
litudes entre los estados ligados para uno y dos anillos, aunque las diferencias son
mas importantes ya que ya ahora puede aparecer mas de un estado ligado.



Capitulo 3

Caso no relativista: n antllos

Este capitulo esta dedicado a la busqueda de la ecuacién trascendente para la
energia cuando en el potencial existan n circunferencias de deltas de Dirac colocadas
de forma arbitraria. Cuando n es suficientemente grande los calculos para resolver
numéricamente la ecuacién secular se pueden volver computacionalmente pesados,
aun asi tiene un interés especial ver el patron que sigue la ecuacién al ir anadiendo
anillos.

3.1. Condiciones para una regién arbitraria

Supongamos que tenemos un potencial del tipo:
V(T):ZAZ'(S(T_”)> A <0, 1 <riga (3.1)
i=1

Si seguimos un procedimiento similar al del capitulo anterior nos encontramos con
n + 1 regiones. Trataremos de encontrar las condiciones de continuidad y del salto
finito de la discontinuidad en un punto m-ésimo intermedio, es decir, m # 1,n.
Este punto tiene la peculiaridad de que la parte radial de la funcién de onda en las
regiones a su izquierda y derecha tiene la forma

M Iy(z) + A Ky(z), st x €M,
R(z) = : (32)
M (x) + T Ky (2), sioxe M +1,
donde con M hemos denotamos la regiéon m-ésima. En esta situacion intermedia las
dos regiones vecinas tienen los dos sumandos, ya que ninguno se elimina por finitud,

una circunstancia que no habia surgido hasta ahora. La condiciéon de continuidad en
Ay = T/ B 108 da

Ci\/[]g(am) + céng(am) — ciwﬂlg(am) — cé\/[HKg(am) =0. (3.3)
Y evaluando el salto finito de la discontinuidad

Kffl(am) + KE 1(am> [g,1<am) + IE 1(am)
(e — et - Kenlon) _ o1 _ ey feca(on) ¥ 1o

—a (M Ii(an) + ) Ky(an)) = 0. (3.4)

27
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Estas las usaremos de forma general, ya que para una configuracion con n anillos
tenemos 2n ecuaciones y 2n — 4 vienen asi descritas. Hemos descartado el primer
punto, a; y el dltimo, a,, que nos dan las 4 restantes, pero éstos no son mas que un
caso particular de (3.3) y (3.4). En efecto, cuando estamos evaluando el primer punto
no tenemos mds que hacer ¢} =0y civ 1 =0 en el dltimo'. Aunque asf podriamos
continuar, en la ultima singularidad conviene introducir una pequena modificacién

para (3.4). El término final es

— (N Iy(ap) + Y Ko(ay)) = —anR(ay), (3.5)
pero por la exigencia de continuidad tenemos

— o (N Ii(an) + Y Kylan)) = T K (ay,). (3.6)

El miembro derecho de (3.6) tiene un sumando menos y esto simplificard nuestras
expresiones.

3.2. Tres anillos

Para tratar de establecer una recurrencia en la ecuacion que nos da los estados
ligados para n anillos necesitamos, como minimo, la expresién para tres circunferen-
cias de deltas de Dirac como se representa en la Figura 3.1.

V(x.y)

Figura 3.1: Potencial V (r) = ZAid(r —ri)con A; <0, i=1,2,3.
i=1

Asi, con el potencial

V(r)=A410(r—ry) 4+ A20(r —ry) + A3 (r — 13), (3.7)

1Con N + 1 nos referimos a la regién (n+1)-ésima.
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y haciendo uso de las ecuaciones (3.3) y (3.4) llegamos a un sistema homogéneo con
6 ecuaciones y 6 incognitas.

C{Ig(al) — c{llg(al) - cglKg(al) =0

11 Ke1(a1) + Keyi(ar) 1 ande1(ar) + Ippq(an)
—Ca B — (g —c1') 9

C{Ilﬁ(am) + CélKﬁ(am) - C{Hlé(am) - céan(am) =0

— amc{Ig(al) =0

Ké—l(am)+KZ l(am) Ié—l(am)+IZ l(am)
e = ety lom) - Klam) _ o _ gy T (o) Do

_am(cillé(am) + CélKﬁ(am))

=0
c{HIg(am) + céan(am)) — céVKg(am) =0

(el — Cév)Kffl(am) + Koy (am) i1 Le—1(am) + Loy 1(am)

5 - 5 — ot Ky(am) =0

El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema se puede consultar en
la expresién (B.4) del Apéndice B. Desarrollando el determinante por la primera
columna y simplificando encontramos la siguiente expresién, que mostramos como
un polinomio en 3, o 2m/f, igualado a cero:

—n°—  2mpB) A ALK, + ay Ayl Ky + asAslsKs)
+ (2mB)? Rla AL (e Ao Ky® + azAsK3?) — a1 A1 Ko (ap As I Ko
+a3Asl3K3) + asaz As AL K3 (1, K3 — I3K5)]
+ (2mB)? aragaz A Ay Asl Ks(I, Ky — I Ko) (I, Ky — I3K,) = 0, (3.8)

donde se usa la notacion
Ii = ]g(ai)7 Kz = Kg(az), (39)

igual que en el Apéndice B.

3.3. Busqueda de la férmula de recurrencia

Viendo que ciertos patrones se repiten en las ecuaciones trascendentes para la
energia al ir anadir anillos en posiciones arbitrarias, puede ser interesante intentar
buscar una relacién general que nos dé esta ecuacién. Usando la notacién de (B.1)
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agrupamos lo obtenido hasta ahora:

1 amllo :
2mpBa1 A1 K1 + h? = 0.

2 anillos :
h4 + 2mﬁh2(a1A1[1K1 + a2A2]2K2) + (21715)2&1&2141142]1[(2([2[{1 — IlKQ) = 0.

3 anillos :
—h% — (2mpBh?) (a1 A1 1 K1 + as As Iy Ko + a3 A3I3K3)
+(2mB)? h* (a1A11? (a2 A2 K2? + azAsKs?) — a1 A1 K1 (a2 A2 [, Ko + agA3IsKs)
+agazAsAsla K3(1o K3 — I3K5))
+(2m,8)3 aragaz A1 As Ash Ks(Io Ky — 1K) (1o K3 — I3Ky) = 0.

En primer lugar, el hecho de que las expresiones estén igualadas a cero presenta
cierta ambigiiedad. Por ejemplo, si multiplicamos la expresion de 3 anillos por —1
todos los coeficientes se ven alterados por el signo menos, pero las soluciones quedan
intactas. Esto puede complicar de manera innecesaria la busqueda de la féormula,
por ello adoptamos el siguiente convenio.

Convenio: Sabemos que la expresién del determinante cuando existen n anillos se
pueden expresar como un polinomio en [ de la forma:

Qu(B) =D B (3.10)
=0

Como vemos el nimero de anillos determina el grado del polinomio. La expresién
que fija los valores de los estados ligados es

@n(B) = 0. (3.11)

El hecho de multiplicar ambos miembros por? 1/, no afecta a estos valores, asi que
elegimos como expresion para la energia

1 " N i " .
5 @n(8) = > =1 Y i =0, (3.12)
o i=0 " i=1

ZVamos a ver que Ag, o k%", por lo tanto distinto de cero.
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Adaptamos las expresiones anteriores a este nuevo convenio

1 anillo :

2m
1+ FﬁalAlIlKl =0.

2 anillos :
2mp3
72

mp3

2
1+ 2

2
(a1A1[1K1 + a2A2[2K2> — < > a1a2A1A2I1K2(11K2 — IQKl) = 0.

3 anillos :
2mp

L+ ?(&1141[1}(1 + agAs s Ko + a3 A3l K3)

2mB\ >

- (h25> (a1A1I12 ((12142K22 + (13A3K32) - (IlAlIlKl(agAQIQKQ + CL3A3[3K3)

+azaz Az A3ls K3(Io K3 — I3K2))
2mp 3
— <h2> CL1(12&3A1A2A3]1K3(12K1 — IlKQ)(IQKg — IgKQ) = 0

Con este cambio vemos que realmente podemos poner estas expresiones como un
polinomio en z, siendo z := 2mf3/h?. Con tan solo tres anillos se pueden intuir las
relaciones de recurrencia para algin coeficiente.

Proposicion 3.3.1 Primer y ultimo coeficiente.

Sea P,(z) =1+ Y1, cinz' el polinomio que, igualado a cero, determina el espectro
de estados ligados cuando existen n anillos con radios arbitrarios. Entonces,

Ciln — ZCI,ZA,LLK,L (313)
=1
n n—1
Con = (_1)n+1HaiAi[1KnH([jKj+l_Ij+1Kj)' (3.14)
i=1 j=1

Demostracion En primer lugar comprobamos que las relaciones anteriores se cum-
plen para uno, dos y tres anillos. La idea para demostrar (3.13) y (3.14) es la misma
y nos vamos a centrar en la segunda. En busca de la maxima simplicidad vamos a
realizar la prueba para dos anillos y no para n. Esto esta justificado ya que con dos
se ve de forma concisa la base de la demostracién y con n usariamos esa misma base,
pero la notacién y el formalismo podrian camuflarla.

Partimos de (B.3) y tenemos en cuenta que estamos buscando el coeficiente ¢y 5.
Es decir, vamos a descartar aquellos sumandos en los que sea imposible que aparezca

ﬁQ
oL -1 —K; 0
—I 0T wmpAL LI KGHKS 0
2 h? 2 2
0 I, K, —K,
0 —l ol Kg Ky Ky —K§ 2mpAK,
2 2 2 h?
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Las técnicas y la notacién usadas para esta demostracion estan detalladas y conve-
nientemente demostradas en el capitulo dedicado a determinantes de [15]. Desarro-
llamos el determinante por la primera columna ya que junto con la iltima es la que
contiene la mayor cantidad de ceros. Si denotamos por |M;;| el menor complemen-
tario 77 de la matriz de coeficientes

1 —QmﬂAJl) M. (3.15)

Py(B) = I| M| — <§<_Il - If) - 72

Para nuestro determinante |M;;| no puede depender de % al igual que |Msyy|, v
dependen como maximo de . Por ello el tnico término que puede presentar la

dependencia con (2 es
2m5A1[1

Moyq]. 3.16
A (3.16)
Continuamos con el menor
-1 —K; 0
| Moy | = I K, —K5 ) (3.17)

-1y = Iy) YK; +K5) Y-k, — Ky)— 2k

Este lo desarrollamos por la tltima columna, teniendo en cuenta que ahora solo los
términos que contengan (3 van a ser relevantes. Asi, el inico sumando que contribuye
es

QmﬁAgKQ
_T

- —K;
Iy K

ZMBAQKQ
N

L K
I, K,

2mpBA K
= %([1[(2 —IQKI).

El hecho de que el determinante sea una aplicacién multilineal para las columnas
conduce a la primera igualdad. Llevando este resultado a (3.16)

2mp
72

(2771,5141[1 ) QmﬁAQKQ

2
72 72 ) AlAgllKg(IlKg—IgKl). (318)

(L Ky— LK) = (

Esta udltima expresién coincide con (3.14) salvo por el factor —ajas. Este apare-
ce cuando se multiplica a toda la ecuacion para normalizarla, i.e., que el término
independiente sea uno. Para la prueba del primer coeficiente se procede de mane-
ra similar, aunque en este caso se excluyen aquellos términos que puedan contener
potencias mayores que uno.

3.3.1. Coeficientes intermedios

Si queremos hallar la ecuacién trascendente para la energia ya conocemos cémo
son el término independiente, primer y ultimo coeficiente. Veamos qué relacion cum-
plen el resto de coeficientes. Con las configuraciones expuestas hasta ahora el tinico
coeficiente desconocido es

Co3 = —CL1A1]12 (a2A2K22 + CL3A3K32) + (11A1]1K1 ((IQAQIQKQ + a3A3[3K3)
—a2a3A2A3[2K3(]2K3 — Ig[(z)7 (319)
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que con nuestra notacion corresponde al segundo coeficiente del caso en el que existen
tres anillos. Inspeccionando éste podemos intuir la siguiente estructura:

3
Co3 = a1A1]12 <_ Z CLZAZKZQ) —+ CL1A1]1K1 (6/172) + 0/272, (320)
=2

con ¢} , denotamos el primer coeficiente de una configuracién en la que existen dos
anillos, aunque ahora el primero en 75 y el segundo en r3. De alguna manera al estar
este coeficiente multiplicado por a1 A;11 K7 ya se tiene en cuenta la contribucion de
la primera singularidad y ¢} , engloba las dos 1ltimas. Igual con ¢, ,, este es el dltimo
coeficiente para una configuracion con dos anillos, situados ahora en ry y r3.

Vamos a plantear la estructura mas natural que vislumbramos con este coeficien-
te y después veremos si nuestras predicciones se cumplen cuando tenemos cuatro
anillos. Esta es

Cop = a1A1[12 (- ZazAsz2> —+ G1A1[1K1 (Cll,n—l) + Cl2,n—1' (321)
1=2

Para hallar los coeficientes de los cuatro anillos usamos las ecuaciones (3.3) y (3.4),
teniendo en cuenta las modificaciones para el primer y iltimo anillo. La matriz del
determinante a resolver en este caso es 8 X 8 por lo que el nimero de sumandos
que van apareciendo crece de manera considerable. Aun asi, usando (A.13), (A.14)
(A.15) y (A.16) obtenemos las expresiones para ci 4, Ca 4, C3.4, C44 qUe aparecen en la
Seccion B.2 del Apéndice B.

En primer lugar observamos que c; 4 y ¢44 cumplen la Proposicién 3.3.1. Veamos
si debemos introducir alguna correccién en (3.21) para que cg4 también la cumpla

4
coqs = aAL* <— Z aiAiKi2> + a1 A1 Ko (a0 Ao s Ko + asAs I3 K 4+ ag Ayl Ky)

i—2
—a3a4 As Ay L3 Ky (I3 Ky — [1K3) + agAs Iy Ko (asAsls Ks + ag Ayl Ky)
_a2A2]22 (a3A3K32 + CL4A4K42) s (322)

que podemos expresar

4
Coq = a1A1]12 (— ZGZA1K12> + alAllel(C/L:;) — 0/273. (323)

=2

Debemos modificar (3.21) ya que en el iltimo sumando hay un signo menos que no
coincide. Proponemos

Cop = a1A1[12 <— Z alAZKf) + a1A1]1K1 (Ci,n—l) + (_1)n+10/27n_1' (324)
=2

Esta nueva configuracion nos brinda la oportunidad de analizar un nuevo tipo de
coeficiente, c34. Comprobemos si éste tiene una estructura similar a la de los coefi-
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cientes cg,,,. Haciendo uso del listado de coeficientes del Apéndice B

6374 = a1A1[12[—a4A4I4K4(a2A2K22 + G3A3K32) + ClgAg[gKg(a4A4K42 — a2A2K22)
+CL2A2[2K2(CL3A3K32 + a4A4K42)]

+G1A1]1K1[—GQAzfQQ(G3A3K32 + G4A4K42)
+a2A2]2K2(a3A3]3K3 + CL4A4[4K4) + a3a4A3A413K4([4K3 — 13K4)]

+asazays AsAs Ayl Ky (I, Ky — I3Ky) (13K, — 1,K3). (3.25)
Salvo ciertos matices la estructura se repite y se puede poner como
s = aAP[] — ai AV K (dyg) + (chg)- (3.26)
Los matices estdn encerrados en el término que multiplica a a; A1,

—ag Ay Ky (a2 Ao Ko® + a3 A3K3?) 4 a3 Asl3K3(ag Ay Ky — as AsKo?)
+agAsy Ko(az A3 K3® + as Ay Ky?).

De forma mas compacta

4 4 . .

i=2 =25 7=l

Con las cuatro configuraciones analizadas hemos conseguido determinar de forma
total algunos coeficientes e intuir la estructura del resto. Aun asi, parece que care-
cemos de la informacion necesaria que nos permitiria determinar de forma univoca
el polinomio P,(). Anadimos un anillo més a la situacién anterior y usando las
mismas relaciones de recurrencia obtenemos los coeficientes listados en el Apéndice
B.

Los resultados de la Proposicion 3.3.1 se siguen cumpliendo por lo que nos fijamos
en cy 5. Simplificando la expresion que aparece en el Apéndice B

n

Co5 = CL1A1]12 <— Z CLZAZKZQ) + CL1A1]1K1 (6/174) +

=2

azAsIy® <— Z aiAiKi2) + ay As I Ko(c) ) — a5 As Ks* (a3 Asl3* + asAs1y®)

=3

+a3a4A3A4]3K4(I4K3 - 13K4) + CL5A5I5K5(CL3A3[3K3 + CL4A4]4K4). (328)

Antes de continuar aclaramos, por si pudiera crear confusién, qué entendemos por
¢} 5. Imaginemos que estamos analizando el coeficiente ¢;,, con ¢ < n. Si al desarro-
llarlo nos aparece c;-m con m necesariamente menor que n, este hard referencia al
coeficiente de m anillos con radios r,_ma1, Tnem+1, - T'n- EN NUEStTO caso 0'173 apa-
reciendo en la expresion de cy 5 es el mismo coeficiente que ¢; 3 pero ahora los radios

pasan de 11,72, 73 & 13,74, 5.
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Nos faltan de identificar los tres ultimos sumandos de (3.28). Teniendo en cuenta
los resultados anteriores podriamos esperar que estos tres sumandos fueran, tras
cambiar los tres dltimos radios, del tipo cy5_2. Sin embargo, parece que ahora hay
que realizar algtin cambio adicional. Comparamos la estructura de ambos, agrupando
los sumandos que guardan cierta relacién:

CL1A1]12 (CL2A2K22 + CL3A3K32) ..... —CL5A5K52(CL3A3]32 + CL4A4I42),
—CLlAlflKl(agAQIQKQ + CL3A3]3K3) ..... CL5A5I5K5(CL3A3]3K3 + CL4A4I4K4),
—|—a2a3A2A3]2K3(]2K3 - ]3K2) ..... —(I3CL4A3A4]3K4(13K4 - I4K3).

Inspeccionando vemos que para pasar de la izquierda a la derecha debemos realizar
el cambio
1—5, 2—4 [I—-K y K-—=I,

con un cambio de signo en toda la expresion. Nos aparece por tanto una situacion
nueva que no se asemeja a las estructura que surgia hasta ahora, aunque podemos
argumentar de forma intuitiva cémo aparece este término.

Fijémonos en los determinantes de la Seccion B.1 , estos presentan cierta simetria
entre el lado izquierdo, donde predominan las funciones de Bessel de primera especie
y el derecho donde lo hacen las de segunda. Podria ser que este término surja de
la parte derecha de la matriz, donde un cambio entre el papel de I por K parece
razonable, al igual que un cambio en el nimero de las columnas, de la primera a la
ultima, de la segunda a la pentltima, etc.

Pasamos a c3 5. Vamos a comprobar como este se rige de forma analoga a como lo
hacia c3 4. En efecto, comparando las expresiones de los determinantes obtenemos:

5 4 . .
ZazAz]sz< Z uajAij)

2
c35 = amAL i
i=2 j=2#i

+ G1A1[1K1(0/2,4) + (03,4)'

Salvo por el signo menos que mulptiplicaba a a1 A;1;K; en c34, la estructura es la
misma, por lo que podriamos proponer

n n—1 . .

=2 =2, 17
H=D)" s ALK (Eyyy) + () (3.29)

2
C3n = a1 Ay

Si comparamos con la estructura para cy,,

n

Cop = CL1A1[12 (— Z CLZAZKZQ) + (IlAlIlKl (Cll,n—l) + (—1)n+10/27n_1,

=2
vemos que se repite un cierto formato

ij = a1A1[12 [] :l: (llAlllKl(C, ) + (C/‘ ), (330)

7—1,n—1 7,n—1

con j < n. Para finalizar mencionamos que se han realizado los cédlculos para seis
anillos obteniéndose los siguientes resultados:
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e Se sigue verificando la Proposicion 3.3.1.
e La estructura (3.30) se cumple.

Aunque la estructura se mantiene, los detalles finos cambian. Para proseguir de-
beriamos analizar alguna situacion con mas anillos pero ésto no es sencillo. Recor-
demos la definicién de determinante [15]

det(M) = Z i(U)alg(l) A25(2)---Ano(n); (3.31)

O'GSn

siendo a;; el elemento ¢ j de matriz cuadrada M € M, (R), i(co) el indice de la
permutacién y S, el grupo de permutaciones de n elementos. Este grupo contiene
n! componentes® por lo que nos apareceran n! términos al calcular el determinante.
El crecimiento con n es considerable, como se muestra en la Figura 3.2.

Sumandos
6x10°

s 479001600
5x10 .

4x108
3x10°8
2x108

3628800

1x108 790 40320

- n
2 4 6 8 10 12

Figura 3.2: Nimero de sumandos para el determinante de una matriz cuadrada.

Por tanto la posibilidad de analizar mas situaciones resulta ciertamente compli-
cada. Ademds para una situacién con n anillos la matriz es de orden 2n y el hecho
de que existan ceros en gran parte de las columnas (ver Apéndice B) no simplifica
suficiente éstos como para que el programa de calculo Mathematica pueda llevar a
cabo las simplificaciones oportunas.

3El ndmero de posibles configuraciones distintas cambiando el orden.



Capitulo 4

Caso relativista de spin 1/2

En este capitulo nos centramos en buscar los estados ligados para dos potenciales
centrales dentro del marco de la mecédnica cuédntica relativista: Coulomb y V(r) =
A0 (r —rp), este ulitmo habiendo sido ya analizado en el contexto no relativista. La
motivacién para analizar éstos es doble.

En primer lugar, aunque el potencial de Coulomb esta profundamente estudiado
[16], las expresiones que suelen aparecer en la literatura son para el caso tridimensio-
nal. Como ya se ha indicado nos interesan las aplicaciones en el estudio de materiales
bidimensionales, por lo que conviene dar las expresiones en este caso. Por otro lado,
no se ha encontrado resuelto el segundo potencial para particulas relativistas de spin
1/2, descritas por la ecuacién de Dirac, asi que es interesante dar un primer andlisis
en el que se podra profundizar en trabajos posteriores.

4.1. Resolucion ecuaciéon de Dirac para un poten-
cial central en dos dimensiones

En primer lugar vamos a plantear la ecuacion de Dirac para un potencial genérico
con las restricciones a que el potencial escalar sea central y el potencial vector
nulo, en otras palabras, no consideramos la presencia de campos magnéticos. La
ecuacion de Dirac independiente del tiempo, teniendo en cuenta que trabajamos en
dos dimensiones y que, por comodidad, elegimos el sistema de unidades tal que A = 1
yc=1,es

[V (r) + Bm + a1 Py + ao PyJih(T) = E(), (4.1)
donde aq, g, B son las matrices de Dirac que cumplen las relaciones de anticonmu-
tacion:

{ai, oz} = 20,5, {ai, B} =0, 52 =1 (4.2)
Un conjunto de matrices que cumplen estas relaciones son:

o= (0 w) o=(0 ). (4.3

donde o; son las matrices de Pauli:

N T G N

37
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Introduciendo éstas en (4.1) obtenemos:

(P —iPy)s + Yo(m + eV (r)) o
(Py +1iPy)hs + 1 (m + eV (r)) _ g (o (4.5)
(Pr = iPy) i + 1ha(eV (r) —m) Uy | '
(Py +1iPy)o + Y3(eV(r) —m) 13
Para resolver esta ecuacién diferencial proponemos la siguiente solucién®
Wo(r,0) == g(r)e™?, Pi(r, 0) == g(r)e"‘me, (4.6)
Ua(r,0) = f(r)e™, a(r,0) = f(r)e™”. (4.7)

Sabemos que en mecanica cudntica relativista el momento se puede expresar de
manera analoga a como lo hacemos en mecanica cudntica ordinaria, por ello

=

P=—iV,
es decir
P, =—i0, y P,= —i0,.

Tenemos un potencial central por lo que en la situacion relativista también conviene
realizar un cambio de variable para expresar el operador momento en funcion de las
coordenadas polares. Sabemos que este cambio estd dado por

x(r,0) = r cosb, (4.8)
y(r,0) = r sind, (4.9)

y a modo de ejemplo vamos a ver como cambia 0,. Los resultados a los que vamos
a recurrir para este fin, basicamente la regla de la cadena en varias variables, se
pueden consultar en [17]. La funcién que vamos a derivar con respecto a x es

Y(r(z,y),0(z,y))

Si tenemos en cuenta la regla de la cadena

Outp(r(x,y), 0(x,y)) = Our O,1)(r,0) + 020 Opt)(r, 0) (4.10)
Haciendo uso de (4.8)

in 6
0,1 = cos, 8I9:—Sm
r
Por tanto
0
P, =—i (cos@@r _ sin 89) (4.11)
y si se repite el mismo procedimiento para P,
0
P, =—i (sin@@r 4 89) (4.12)

IEsta propuesta es compatible con el método de separacién de variables.
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Asi (4.5) pasa a:
ie' sV (na f (r) + (1))

—emlg(r) (B —m — eV (r)) — .
et (n2+1) (712{0( ) - rf (7")) o emleg(r)(E Cm 6V(T>) - (_), (4 13)
_emgef(r) (E +m— BV(T’)) . +ei(n1—1)0 (nlg(r) + ’l“g/(T)) B '
0 (gg(r) /() T

— el f(r)(E+m — eV (r))

r

Si queremos que el método de separacién de variables sea aplicable se debe cumplir,
ng :no—f—l, Ng =Nqp — 17 (414)

ya que asi podemos sacar factor comun a las exponenciales en cada elemento de
la matriz y separar la parte angular de la radial. Como cada ecuacién de (4.13)
estd multiplicada por una exponencial compleja, e igualada a cero, podemos simpli-
ficar éstas, obteniendo

r(g(r)(=E+m+eV(r)) —if'(r)) —i(no +1)f(r)
i(m = 1) f(r) +7r(g(r)(=E+m+eV(r)) —if'(r))
rf(r)(E+m—eV(r)) +i(mg(r) +rg'(r))
i(nog(r) —rg'(r)) —rf(r)(E+m—eV(r))
Analizamos este sistema de ecuaciones. Si a la primera ecuacién le restamos la se-
gunda obtenemos:

Il
=1

(4.15)

— =0 & (:=n9=—n, (4.16)

ya que f(r) no puede ser la funcién idénticamente nula. Ademds, si exigimos la
condicién de periodicidad?

U(r,0) = o(r, 0 + 2m),
obtenemos ¢ € Z. Con esto, nuestro sistema pasa a

r(g(r)(=E+m+eV(r)) =i f(r) —i(l+1)f(r)
(=L=1)f(r)+7r(g(r)(=E+m+eV(r)) —if(r))
—r f(r)(E+m—eV(r)) —i(rg(r) —Lg(r))
i(lg(r)—rg'(r)) —rf(r)(E+m—eV(r)
Vemos que la primera ecuacion es igual a la segunda y lo mismo ocurre con la

tercera y la cuarta. Por ello, nuestro sistema se reduce al siguiente par de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

( r(g(r)(=E+m+eV(r)) —if'(r) =it +1)f(r) )
i(bg(r) —rg'(r)) —rf(r)(E+m —eV(r))

2Igual que en el caso no relativista.

Il
=1

(4.17)

= 0. (4.18)
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Estas son dos ecuaciones diferenciales lineales de primer orden®. Para resolverlas
introducimos los siguientes cambios de funciones incognita:

Je(r):=iv/r f(r), ge(r):==+/rg(r), (4.19)

con lo que

—(20+ 1) fo(r) = 2r (ge(r) (a2 — V() + fs(r) \ _ =
( (20 + 1)ge(r) + 2r ( fe(r)(ar — eV (1)) — gi(r)) ) =0, (420)

donde hemos definido oy := m + E y as := m — E. El tratamiento general concluye
aqui ya que para poder avanzar necesitamos dar una forma explicita al potencial.
Empezaremos con el potencial Coulombiano, finalizando con el mismo potencial
singular de la Seccion 2.1.

4.1.1. Potencial Coulombiano

Supongamos un potencial del tipo:

V(r) = - con v > 0. (4.21)

)
er

Si llevamos éste a (4.20) y realizamos el cambio de variable x := /ajas r obtenemos:

pos 953
G'(w) — 242 — F(a) (| /2 + 2) =0, (4.22)

T

donde hemos usado la siguiente notacion:

1
F(z) = folr), G(x) :=ge(r) vy k:=L+ 3 (4.23)
Para resolver este sistema de forma sencilla analizamos el comportamiento asintético
de las soluciones.

e 1 « 00: Descartando los términos que para x suficientemente grande no con-
tribuyen y definiendo? Fi,(x) como la solucién F(z) de (4.22) para valores
arbitrariamente altos de z, nuestro sistema a resolver es:

Fi () — /a2 Guol2)

Clo(@) = /8 Fuola)

Si de la primera ecuacion de (4.24) despejamos G () y lo introducimos en la
segunda llegamos a una ecuacién analiticamente resoluble para Fi(x):

F'(z) — Foo() = 0. (4.25)

=0. (4.24)

Cuya solucidn, tras exigir finitud, es proporcional a e™*. Si usamos este resul-

tado en la primera ecuacién de (4.24) obtenemos que también G (x) o< e7*.

3N6tese la diferencia con el Seccidn 2.1 donde nos aparecia una tinica ecuacién diferencial lineal
de segundo orden.
“De forma anéloga para G (z).
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e z « (: Ahora debemos resolver

Fye) + ST )

x = 0. (4.26)
() - F0) l Fy(a)

Si seguimos el mismo procedimiento que en el caso x «~ oo obtenemos una
ecuacién de Euler para Fy(x):

T F (x) + 2 Fy(x) + Fo(z) (v — k%) = 0. (4.27)

Realizando el cambio de variable x = e* y descartando las soluciones diver-
gentes de esta ecuacion, encontramos

Fo(z), Go(z) ox z?, (4.28)

con s := \/k% — 2.

Por lo tanto como solucién a (4.22) proponemos la siguiente serie de potencias:

xr)=e “2° Z a;x’, G(z) = e *z° Z bix', (4.29)
i=0 i=0

donde se ha tenido en cuenta los términos dominantes para x «~ 0 y z «~ co. La serie
determinard el comportamiento intermedio. Si introducimos (4.29) en la primera
ecuacion de (4.22),

CL()(k? + S) + b()’)/ + Z CL’j ((lj(k + S) — CLj_l + jaj + ’)/bj — %bj—l) = O (430)
V 1

=1

Tenemos una serie de potencias igualada a la serie idénticamente nula, si hacemos
uso del principio de identidad cada coeficiente de la serie debe ser nulo, por lo tanto:

k+ .
bo=—"""ao,  ajlk+j+s)—a; 1 %bj,l +7b; =0. (4.31)
1

Y

Podriamos repetir este proceso introduciendo (4.29) en la segunda ecuacién de (4.22)
pero es mas sencillo darse cuenta de que estas ecuaciones son estructuralmente idénti-
cas salvo por los siguientes cambios:

vy — =, k— —k, 1/042 1/ 1 a; — b; by — a;.
631

Asi, llevando este cambio a (4.31):

—k+s . [
agp — ~ bo, b](—k +] + S) —0j—1— a—laj,l —a; = 0. (432)
2

El problema de (4.31) y (4.32) es que las relaciones de recurrencia estan acopladas, es
decir, los coeficientes a; aparecen en la relaciéon de b; y viceversa. Para desacoplarlas
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multiplicamos la segunda ecuacién de (4.31) por /%L y al resultado le restamos la

segunda de (4.32), obteniendo:
0 (v+ /2 0+ )+ )

Y/ arthk—J—s

by = — (4.33)

Finalmente llevando (4.33) a (4.31) llegamos a la siguiente relacién de recurrencia
para los coeficientes de la serie de F(x),

%(w,/ﬂ(kﬂ'ﬂ—n)
(05] [6%) 1
7,/%+k—j—5+1
a.
J 2@ . (4.34)
a;_
-1 7<7+,/a—1(/€+j+s))
- = th+j+s
631 .
Yy —tk—j—s
Qo

Teniendo en cuenta los sumandos dominantes cuando j es suficientemente grande
en (4.34) vemos que el cociente tiende a 2/j. Asi, a; resultar ser

2aj_1 226Lj_2 2j
(lj = " = XX —'
j iG =1
Conviene recordar que el desarrollo en serie de Taylor en torno a cero de la expo-
nencial es

(4.35)

o
=25
=0 J°
con lo que F(x) se comportarfa como e “z°e*” = xe”. Esto no es fisicamente acep-

table por la finitud de la densidad de probabilidad. Para eliminar esta divergencia
debemos truncar la serie, es decir, eliminar todos los sumandos por encima de un
cierto j. Supongamos que existe un numero natural ny tal que a,, = 0, que teniendo
en cuenta (4.34) implica

\/Z:?<7+\/Z:;(k+no+3_1)> . (4.36)

Yo thk—nog—s+1

Como a1 = m+ E y as = m — E, podemos despejar la energia de esta tltima
ecuacion

= . (4.37)

Al contrario que en los casos analizados hasta ahora, obtenemos una expresion
analitica® para la energia. También existe una solucién con energia negativa para
(4.36) que corresponde a antimateria.

®Nos referimos a que no es una ecuacién trascendente.
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4.1.2. Potencial V(r)= A (r—ry)

Pasamos a determinar los estados ligados para un potencial singular similar al
empleado en el caso de Schrodinger. Teniendo en cuenta (4.18) debemos resolver el
siguiente sistema:

( —(204 1) fo(r) — 2r (ge(r) (—ag — € Ad (r —19)) + f1(7))
(20 + 1) ge(r) + 2r ( fe(r)(ar — eAd (r — 19)) — gy(r))

Aligual que en el caso no relativista nos surgen dos regiones. Supongamos que r # 7
entonces (4.38) pasa a

( =20+ 1) fu(r) = 2r (=ge(r) ag + fi(r)) ) _q (4.39)
(20+ 1)ge(r) + 2r ( fo(r)ar — gi(r))

Despejando g¢(r) de la primera e introduciéndolo en la segunda llegamos a

) = 0. (4.38)

kE(k+1
¢ (r) = folr) (061042 + Mk 1) 2 )) =0. (4.40)
Haciendo el siguiente cambio de variable y de funcién incégnita:
1
— J/rF — 4.41
for) = VrE(z), v Vo (4.41)
obtenemos la ecuacién de Bessel modificada
F £42)”
F/'(z) + M — Fy(z) (@ +1]=0. (4.42)
x x
Ya sabemos que la solucién general a esta ecuacion es
F(z) =M1 (x) + MoK, (x), (4.43)

donde I;(z), Ky(z) son las funciones de Bessel modificadas de primera y segunda
especie. Tras exigir finitud, al igual que en la Seccion 2.1 , obtenemos como solucién

AT Iu?z (,/0410421") , st <Ty,
fe(r) = (4.44)
Ao/T K% (w/OélOégT’) , St 1T >,

Para obtener gy(r) no tenemos que resolver la ecuacién diferencial de nuevo. Si
llevamos (4.44) a la primera ecuacién de (4.26) y usamos las relaciones (A.13) y

(A.14):
( \ 21/ 0y ]g (\/041CY27“)

1 2@2\/F )

9e(r) = (4.45)

\ —2ry/aq Ké (,/alozgr)
2

\ 20‘2\/F ’

st r <7,

st > 719
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Como vemos este problema es similar al de la Seccion 2.1 aunque con matices. Ahora
tenemos una ecuacion diferencial del primer orden en lugar de una de segundo, por
lo que la discontinuidad debe aparecer en la funcién y no en la derivada. La forma
de evaluarla es la misma que se ha usado anteriormente; integramos en el intervalo
(ro — e,70 + ¢) las dos ecuaciones de (4.38). Al hacer € — 0 tenemos

ff(/’ﬁg) . fz(ra) . Aegﬂ(r(—]i-) ;94(7’0_) _ O, (4.46)

folrg) + fi(rg)
2

ge(rg) — ge(rg ) + Ae =0. (4.47)

Aqui nos aparece una situacién nueva con respecto a la evaluacién de la discontinui-
dad en el caso no relativista. Tenemos

[ ot =routo),

0—E€

con y(r) = fo(r), ge(r) y el problema reside en que y(r) es una funcién discontinua.
Ante esta disyuntiva usaremos el procedimiento usual, el que siguen los autores de
18] v bl i

Ye(rg ) + yelrg
5(T’—T0)y(7“) — ( 0) ; ( 0)

Notamos que para puntos donde la funcion es continua recuperamos el comporta-
miento habitual de la delta de Dirac. Si introducimos (4.44) y (4.45) en (4.46) y
(4.47) obtenemos un sistema lineal y homogéneo en A; y Ag:

Aey/roJaras I (arasr) ]

20&2

d(r —ro). (4.48)

A [—\/ﬁ [HT2 (\/0410427”0) -

Aey/roy/onag K¢ (\/OZIO-/QTO)_
+A2 |10 Ke2 (vonagrg) + 5 ) =0
2 2
1 Toy/ Q102 I, 1Ty |
| S ey T () - LY W)
65)]
1 Toy/ 102 K. V A102T ¢ ]
+)\2 5146\/7“_0 KHT2 (\/0610627'0) — \/_ 2 ( ) = 0.
05)]

Para que la solucién no sea trivial de nuevo debemos exigir que el determinante de la
matriz de coeficientes de este sistema sea nulo. Esto nos lleva a la siguiente ecuacién
trascendente para la energia:

_A2@2 —|—4+4A6 To (alfg (ZL’E) K% ([EE) — O[QIHTH (JIE> KnTH (.Z‘E)) = O, (449)

donde xp = /ajas rg. Al incluir potenciales singulares dejamos de tener ecuaciones
analiticamente resolubles® por ello si queremos hallar las soluciones de esta ecuacién

5Como sf tenemos con el potencial coulombiano.
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o
of /=0
z =
2:’ — /=2
1" — — 13
L —_— BD1
1w v w1 Energia
0.5 1.0 15 2.0
al

Figura 4.1: fP(F, () para distintos valores de £. Con nuestro sistema de unidades, m =
2, ro=1, e=—-1, A=—1.

debemos recurrir a métodos gréficos y/o numéricos. Para usar estos métodos de
forma adecuada definimos:

A?e? —4

(B, 0) = arle (7p) K (rp) — aglee (25) Kep (zp), By = 4Aery

con lo que (4.49) es equivalente a fP(FE,¢) = BP. Como en el resto de casos, nos
aparece una funcion que depende de la energia, como una combinacién de funciones
de Bessel modificadas de primera y segunda especie, igualada a un parametro inde-
pendiente de la energia, que queda determinado por la configuracion. Sin embargo,
ahora la energia no solo aparece dentro de los argumentos de las funciones de Bessel
como en el caso no relativista.

Resolucién grafica

Seguimos el procedimiento habitual, representamos f2(F, /) en distintas confi-
guraciones y analizamos cémo los pardmetros modifican el espectro. Para la primera
situacién (Figura 4.1) no tenemos estados ligados ya que BP no corta a fP(E,¢)
para ningun valor de ¢. Por razonamientos fisicos podriamos pensar que aumentado
la intensidad de la delta (pozo) conseguiriamos estados ligados. En la Figura 4.2 he-

25
20f /=0
=1

15
/ — =2
1.0F — =3
— BP,

0.5

0I5| P -110- P .1|5. e -210Energl'a

Figura 4.2: fP(F, () para distintos valores de £. Con nuestro sistema de unidades, m =
2, ro=1,e=-1, A= -5.
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40
35F
3.0f =0
25[
20F

15

1.0/
T M L P T L M P L T P 1
1

2 4 6 8

Energia

Figura 4.3: fP(F, () para distintos valores de £. Con nuestro sistema de unidades, m =
10, ro=1, e=—-1, A= —5.

mos multiplicado por cinco la amplitud viendo que ya aparecen estados para ciertos
valores del momento angular.
De forma matematica es facil ver por qué al aumentar la amplitud de la delta
. . 2,2
nos han aparecido estados ligados. Sabemos que BY = ‘2 T :j, pero fP(E,{) con
nuestros parametros es positivo por lo que como minimo

A%’ >4 & A<—ﬁ,
(&

siendo A < —4 en nuestro caso. Es importante notar que f2(F,f) no depende de A.
La masa m de la particula no aparece en el miembro derecho de (4.49) pero si en
el izquierdo. Si aumentamos la masa de forma considerable en la situacion en la que
existen estados ligados notamos (Figura 4.4) que el valor de la energia del estado
ligado tiende a concentrarse en un punto para los distintos valores del momento
angular, es decir, el aumento de la masa provoca una degeneracion en energia.
Finalmente analizamos como es la dependencia con el radio. Se ha aumentado
cinco veces el valor de éste (Figura 4.3) y, al igual que en caso relativista, se observa
que los efectos que provocan la masa y el radio son, cualitativamente, los mismos.

0.7

0.6
=0
05
=1
04
— =2
0.3 — /=3
0.2F — BP,
0.1/
e 1w L Energia
0.5 1.0 15 2.

Figura 4.4: fP(F, () para distintos valores de £. Con nuestro sistema de unidades, m =
2, r9o=5 e=—-1, A= -5.



Capitulo 5

Scattering no relativista: un anzllo

Finalizamos nuestro trabajo con un capitulo dedicado a la dispersién por un
potencial singular. En primer lugar se detalla el calculo explicito de los desfasajes
creados por el potencial singular con A > 0 y después se explica como éstos pueden
servir para calcular la energia de vacio, efecto Casimir, entre dos discos. De nuevo,
estos cédlculos no se han encontrado en otras referencias, de ahi que se iniciara este
estudio, aun por concluir.

5.1. Calculo de los desfasajes

Podemos resolver el mismo problema que en el primer capitulo pero ahora centrando-
nos en los estados que descartamos alli, aquellos de energia positiva. Al buscar es-
tados de scattering nuestro potencial (Figura 5.1) debe ser

V(r)=Ad(r—ry), con A>0, r:=|F|, ro>0. (5.1)

Figura 5.1: Potencial V(r) = Ad(r — ro).
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Por tanto la ecuacién de Schrodinger

h? (T, t
~ 5 V2 (7, t) + AS(r — o) (7, t) = ik %’) (5.2)
Teniendo en cuenta el procedimiento seguido en la Seccion 2.1 la condicién de E > 0
se impone al resolver la parte radial, por ello la parte angular y temporal quedan

invariantes'. La ecuacién (2.23) con E > 0 se puede expresar como

d(z—a)| R(x)=0. (5.3)

dz> "z dx h2 T 2| 5]

PR(x) | 1dR() , [2mﬂ2E - <e>2+ 2m A 2

De nuevo elegimos [ tal que la ecuacién diferencial pase a ser una de la que conoce-
mos las soluciones. La ecuacién de Bessel para indice ¢ es

ddy;? L) | [1 . (£> ] y(z) = 0. (5.4)

z dx T

En [9] se demuestra, haciendo uso del método de Frobenius, que la solucién gene-
ral de esta ecuacion diferencial lineal de segundo orden se puede poner como una
combinacién lineal de las funciones de Bessel de primera y segunda especie (o de
Neumann)

yg(l’) = /\JJg(.I‘) + /\ng(l‘) (55)
Si elegimos
h
= >0, 5.6
B T (5.6)

la ecuacién (5.3) pasa a

d*R(z) N 1dR(z)
dx? x dx

_|_

1 (§)2+a5(x—a)

con a :=2m A 8/h%. La situacién es completamente andloga a la de un anillo, donde
llegamos a la ecuacién (2.26). La unica diferencia esta en que la ecuacién diferencial
pasa de ser una modificada de Bessel a una usual de Bessel. Si distinguimos entre
las dos regiones mostradas en la Figura 2.3 la solucién general se puede expresar
como

R(z) = 0. (5.7)

cJ(z) +dYe(x), si zel,
Ry(x) = (5.8)
cHJy(x) + Y, (), si ze€ll
El comportamiento de la funciéon de Bessel de segunda especie diverge en el origen
(ver Seccidn A.1) por lo que la solucién que cumple las condiciones de finitud es

cl Jo(z), si rel,
Ry(z) = (5.9)
A Jp(x) + AYy(z), si zell.

1Siguen siendo la particularizacién de los arménicos esféricos para el caso bidimensional.
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Para mayor simplicidad en los célculos venideros escribimos esta ecuacién como
Jo(z), sio xel,
Ry(z) = (5.10)
AJy(x)+ BYy(x) si zell,
siendo N una constante de normalizaciéon. Como nuestro potencial singular es el
mismo que en el Capitulo 2 la parte radial de la funciéon debe de ser continua y

presentar una discontinuidad de salto finito en a. La condicién de continuidad en
este punto se traduce en

Jg(a) = AJ@(CL) + B}/g(a) (5.11)
Y siguiendo el mismo procedimiento para evaluar el salto finito de la discontinuidad

d]fzgsx) (@) — dR(x) (a”) = aR(a), (5.12)

dz
que teniendo en cuenta (5.10):

A (JH(a) - M) +B (n_l(a) - M) __Uzedida) g @) (5.3)

a a a

Por tanto tenemos un sistema algebraico de dos ecuaciones lineales cuyas incégnitas
son Ay B. Este sistema es no homogéneo por lo que no serd necesario que se anule
el determinante de la matriz de coeficientes. Si recordamos los resultados anteriores,
esta condicién nos restringia los valores de la energia a un cierto espectro discreto.
En forma matricial el sistema es

(e i 1) 3)- o o)

Ji(a) Yi(a) B Ji(a)

(5.14)
Cuando buscabamos estados ligados no nos interesaba resolver el sistema. Sin em-
bargo, aqui la informacién relevante, por ejemplo el calculo del phase shift, se halla
con ayuda de estos coeficientes. En primer lugar nos aseguramos de que la matriz

cuadrada 2 x 2 (@) Wi(a)
Jo(a Yi(a
(me— L Yo~ = ) 519
Jo(a) Yi(a)
es invertible. Resolvemos el determinante haciendo uso de las relaciones de recurren-
cia para las funciones de Bessel (Seccion A.1 del Apéndice A) y obtenemos

- 2o (5.16)
Jo(a) Yi(a)

yes

Por lo que se cumple la condicién necesaria y suficiente [15] para que la matriz sea
invertible. Asi, (5.14) se puede expresar de la forma

<A):<QJM‘E¥2”%@‘%@>(”A@_Q:@£@>,

B Ji(a) Yi(a) Ji(a) "
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que tras un poco de algebra se reduce a

aray(a)Yy(a)

( g ) -1 amadi(o)? : (5.17)
2

Antes de seguir vamos a explicar la idea basica del método de las ondas parciales
(partial waves). Para méas detalles se puede consultar el Capitulo 8 de [19]. Debido
a la simetria radial que presenta nuestro potencial se cumple

[H,L] =0, (5.18)

es decir, las funciones de onda se pueden caracterizar de forma simultanea por su
valor del momento angular y la energia. Implicitamente esto lo hemos comprobado
con nuestro desarrollo al aplicar el método de separaciéon de variables, donde ¢ surge
con la parte angular, y nuestra funciéon de onda solucién puede ser escrita como

Yre(r, 0,t). (5.19)

La energfa y el momento angular son buenos nimeros cudnticos®. Esto nos per-
mite proponer como solucién a nuestro sistema una superposiciéon de ondas con
estos numeros cudnticos bien definidos (spherical waves) y se demuestra que para
r suficientemente grande la diferencia de fase entre la onda saliente -tras atravesar
el potencial- y la entrante sufre un desplazamiento adicional cuando existe un po-
tencial V(r). Es decir, este phase shift causado por el potencial radial es la tnica
modificacién que debemos tener en cuenta en el comportamiento asintético de las
funciones de onda con respecto a la situacion libre.

En [20] encontramos que para el scattering bidimensional basta con evaluar el
cociente B/A ya que
tan o, = —B/A. (5.20)

Con los coeficientes A y B de (5.17), obtenemos que el potencial singular V (r) =
Ad(r —ry) crea el siguiente desplazamiento de fase:

raaJy(a)?

rnaady(a)Yy(a) — 2 (5:21)

tand, =

De la ecuacion anterior destacamos que el denominador puede anularse. Se puede
probar que el producto Jy,(a)Yz(a) estd acotado superiormente, por lo que para de-
terminados sistemas fisicos éste se anulara. En la Figura 5.2 no se observan estas
divergencias pero si en la sitauacion fisica que representa la Figura 5.5.

2Formalmente, existen funciones de onda que son autovectores del hamiltoniano y del operador
L,.
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Energia

— /=0
— =1
— =2

(=3

Figura 5.2: Representamos d; en un sistema de unidades en el que h = 1, ademés: m = 1,
o = 1, A=1.

/\/ .

— =
_*5 -~ Energia — /=2
—— / (=3

— 11—

Figura 5.3: Representamos d; en un sistema de unidades en el que h = 1, ademas:m = 1,
ro =1, A = 10.

5.2. Efecto Casimir

Desde el descubrimiento tedrico del efecto Casimir y su posterior comprobacion
experimental se han desarrollado una enorme cantidad de trabajos tedricos y expe-
rimentales [21]. En particular, la referencia [22] muestra cémo la fuerza de Casmir
entre dos objetos de forma arbitraria puede ser descrita mediante la teoria de scat-
tering de la mecdnica cudntica no relativista, y las referencias [23]-[25] muestran
cémo objetos de diversos materiales y propiedades pueden ser descritos con poten-
ciales singulares (o también extensiones autoadjuntas). Es por ello que una de las
aplicaciones inmediatas del trabajo desarrollado en esta memoria es el estudio de la
fuerza de Casmir entre dos discos representados por potenciales delta como modelo
simplificado de la fuerza de van der Waals entre impurezas en laminas de materiales
bidimensionales.

Por tanto, una vez realizado el calculo de la secciéon anterior, el procedimiento
a seguir para realizar un estudio detallado de las fluctuaciones de vacio entre estos
dos materiales es el siguiente:

e Para calcular la energia de Casimir entre los dos discos tenemos en cuenta la
férmula TGTG [26]

Ec x /dw Indet(1 — T4 Go T Gy), (5.22)



52 CAPITULO 5. SCATTERING NO RELATIVISTA: UN ANILLO

donde Ty y T son los operadores de Lippmann-Schwinger para el disco A y
B y Gy la funcién de Green.

e Para llevar a cabo esta integral es conveniente usar una base adecuada (ver
Capitulo 10 de [21]), aqui es donde usamos las funciones de onda de scattering
calculadas en la Seccion 5.1.

e Finalmente, para hallar la fuerza de Casimir [21] basta con evaluar la derivada
con respecto a la distancia entre los dos objetos de (5.22) ya que

_ dEc
da

Fo= (5.23)

Como se ha comentado anteriormente, este texto presenta una introduccion a
la investigacion en diversos aspectos y este tultimo, dentro del marco de la teoria
cudntica de campos (QFT), es uno de los que puede proporcionar resultados mas
interesantes.



Apéndice A

Propiedades fundamentales de las
funciones de Bessel

Para mas detalles sobre las funciones de Bessel de las que se dan en este apéndice
se pueden consultar tanto [9] como [10].

A.1. Funciones de Bessel

A.1.1. Definiciones

Definicién A.1.1 Funciones de Bessel de primera especie Jy(x).

Jo(x) = @)ekz:o k!r(/(:)u 1) (%) ’ (A1)

donde T'(2) es la funcion gamma.

A partir de Jy(z) podemos definir la funcién de Bessel segunda especie.
Definicién A.1.2 Funciones de Bessel de sequnda especie. Yy(x).

coslm Jo(x) — J_4(x)

sin({) ‘
Notese que para € € Z el denominador se anula. En estos casos la funcion se calcula
como el limite tendiendo a tal entero.

Yi(z) = (A.2)

A.1.2. Propiedades

e Estas son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial
lineal de segundo orden conocida como ecuaciéon de Bessel

d*y(x) N 1dy(z) N (1 - i_2> y(z) =0, (A.3)

da? r dx

con ¢ € R.
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Jn(x)

1.0t

o.sz— W)

oo — di(x)

i S — (%)

0.2; \ \ /’>Q< J3(x)
\\// . 1 Ja(x)
[ 2 6 \/ &/\ 10

-0.2f / N

ol

Figura A.1: Funciones de Bessel modificadas de primera especie.

e El comportamiento de Jy(x) para distintos indices se muestra en la Figura A.3.

e El comportamiento de Yy(x) para distintos indices se muestra en la Figura A.J

Yn(x)
0.5 l

\ \ / )

\_><‘>&_;/ 0 — Yo(x)
-05 — Y
1.0 — Y2(x)
-15 / Y3(x)
20 Ya(x)
25}
30t

Figura A.2: Funciones de Bessel modificadas de segunda especie.

A.1.3. Relaciones de recurrencia

Las relaciones entre la derivada de la funciones de Bessel y las propias funciones
con distinto indice son

dJo(z) _ Jo1(z) = Joa (@)
dv 2 ’ (A4)
dY(z) Yia(z) — Ye+1(l’)'

dz 2
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Y las de la funcion con sus dos indices vecinos:

r(Jo1(x) + Joga(2))

Jo(z) = 57 : (A.6)
S/Z(x) — 37(Yz+1($)2‘£ }/Z—l(x)) (A 7)

A.1.4. Comportamiento asintético

Para descartar ciertas soluciones por finitud se puede ver en [10] que, para nues-
tros valores del indice, en el origen:

22T

Yi(z) ~ - - (>0 (A.8)
2t r
Yiz) ~ —2esml e, (A.9)
e

En la Seccion 10.3.4 de [9] se muestra el comportamiento en el infinito y tanto

, . .. 1
Jo(x) como Yy(x) presentan un caracter oscilante y decrecimiento con —.

\/E
A.2. Funciones de Bessel modificadas

A.2.1. Definiciones

Definicién A.2.1 Funciones de Bessel modificadas de primera especie Ij(x).

Ii(z) = (in <Z_2>k (A.10)
¢ 2) & KI(k+(+1) '
donde I'(2) es la funcion gamma.

A partir de I,(x) podemos definir la funcién modificada de Bessel de segunda especie.

Definicién A.2.2 Funciones de Bessel modificadas de sequnda especie. Ky(x).

m1_y(z) — Ii(z)

K(x) = 2 sin({m)

(A.11)

Notese que para ¢ € 7 el denominador se anula. En estos caso la funcion se calcula
como el limite tendiendo a tal entero.

A.2.2. Propiedades

Enunciamos algunas de las propiedades mas relevantes para nuestro estudio de
las funciones I,(x) y Ky(z).
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e Eistas son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial
lineal de segundo orden conocida como ecuaciéon modificada de Bessel

d*y(x) n ldy(z) (1 n f;) y(z) =0, (A.12)

dx? r dx

con ¢ € R.

e El comportamiento de Iy(x) para distintos indices se muestra en la Figura A.3.

In(x)

— h(x)
— h(x)
— h(x)
k(x)
l(x)
— I5(x)

1 2 3 4 5

Figura A.3: Funciones de Bessel modificadas de primera especie.

e El comportamiento de K,(z) para distintos indices se muestra en la Figura
A4

Kn(x)

— Ko(x)
— Ki(x)
— Kz(x)
Ks(x)
Ka(x)
— Ks(x)

L L L L L n 1 ‘ n 1 1 T | X
0 1 2 3 4 5

Figura A.4: Funciones de Bessel modificadas de segunda especie.
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A.2.3. Relaciones de recurrencia

Las relaciones entre la derivada de la funciones de Bessel modificadas y las propias
funciones con distinto indice son

d]g(x) Ig_l(l‘) + ]g.H(l’)
= Al
T 5 , (A.13)
ng(.T) _ _Kg,l(x) + Kg+1<x> (A 14)
dx 2 ' '
Y las de la funcion con sus dos indices vecinos:
x(ly_1(x) — Lpq(x
]g(ZL‘) _ ( L 1( )2€ g+1( ))’ (A15>
o(Kpq(x) — Kp_q(x
o) = WBeale) = Kioio) N

A.2.4. Comportamiento asintético

Para calcular el numero de estados ligados que aparecen en las distintas configu-
raciones nos va a ser de gran utilidad el comportamiento asintotico de las funciones
modificadas de Bessel en el origen y en el infinito que presentamos a continuacién.
Para detalles adicionales se puede consultar la Seccion 10.30 de [10].

e z —0
(g) £+ con #—1,-2,-3... (A.17)
Ky(z) ~ # <§> con >0 (A.18)
Ko(x) ~ —In(x) (A.19)

® I — OO
Lz) ~ ;M (A.20)
Ki(z) ~ %e*w (A.21)

Notese que para el comportamiento en el infinito es el mismo para cualquier valor
del indice.






Apéndice B
Expresiones para distintos anillos

En este apéndice agruparemos todos los resultados para diferentes configura-
ciones de anillos con tal de simplificar la comparacion entre los distintos casos y
asi poder encontrar la relacién de recurrencia deseada.

Las expresiones que aparecen son en general bastante extensas por ello conviene
usar una notaciéon que elimine ciertas redudancias y economice al méximo el espacio.
NOTACION:

]i = ]g(ai), Kz = Kg(ai)
I = I (), K= I (a;)
]i_ = Ig_l((li), Ki_ = Ig_l(a,i) (Bl)

Para no tener que separar los determinantes algunas de las siguientes paginas
apareceran en formato apaisado. En primer lugar mostramos los determinantes para
situaciones con 1, 2 y 3 anillos.
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Apéndice C

Resultados utiles

C.1. General.

Proposiciéon C.1.1 Sea A € C\{0}. Entonces las dos funciones de variable real
{6)\17 6—)@}
son linealmente independientes.

Demostracion Dada la definicién de independencia lineal planteamos la siguiente
combinacion lineal igualada a cero

e + pge N = 0. (C.1)

Si multiplicamos a ambos miembros por e*®

€ + iy = 0, (C.2)
y seguidamente derivamos con respecto a x
2Ap1€* = 0. (C.3)

Debido a las propiedades de la exponencial y que A # 0, necesariamente se debe
cumplir

H1 = 0, (04)

y llevédndolo a (C.2) concluimos
Asi, la independencia lineal queda probada.

Teorema C.1.2 Teorema de la media.
Sean f,g : [a,b] = R con f continua, g integrable tal que g(x) > 0 Vz € [a,b].
Entonces eziste ¢ € [a,b] con

[ dof@ @)= 1) [ degla) ()
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Corolario C.1.3 Sea f una funcion continua, entonces:

b
h’n}] drf(x) =0. (C.7)

Demostracién Vamos a aplicar el Teorema C.1.2. En este caso g(z) =1 > 0, por
consiguiente

b b
[ dot@) = 1) [ de=p@(o - o) (©8)

Si evaluamos el limite
b
lim | daf(z) = h’rr}) fle)(b—a)=0. (C.9)
a—r

a=b J,

C.2. Distribuciones.

Esta proposicion puede ser ilustrativa para ver como la teoria de distribuciones
nos permite generalizar el concepto de derivada y evitar problemas de definiciéon de
funciones.

Proposiciéon C.2.1 Sea f(x) una funcion que presenta una discontinuidad de salto
finito en xg
filz) si oz < xg
flx) = (C.10)

fo(z) si x> xg
La derivada, en el sentido de las distribuciones, es
f'(x) = [falwo) = frlwo)lo(x — o) + fi(x) H (= + x0) + f5(x) H (z — zo)
siendo H(x) la funcién de Heaviside definida como

1 s2 >0,
H(x)_{ 0 si x<0. (C11)

Demostraciéon En primer lugar veamos que esta funcién no admite derivada en el
punto xq en el sentido usual.

f(zo +h) — f(xo) filwo + 1) — fi(zo) _ dfi

1i =1 = 0 A2
hggl— h hETol— h dx (%) (C.12)
Pero al evaluar la derivada por la derecha
B) — _
lim f(xo +h) — f(wo) — lm fo(wo) f1($0)7 (C.13)
h—0t+ h—0t+ h

ésta diverge ya que fa(xg) — fi(xo) es el salto que presenta la funcién en ese punto,
finito y distinto de cero. Por tanto al no coincidir ambos limites laterales la derivada
no existe.
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En el sentido de las distribuciones esta derivada si existe y para demostrarlo
tenemos en cuenta el siguiente resultado

dH (z — xo)
— = d(x — x0). (C.14)
Si expresamos f(z) como!
f(@) = fi(@)H(=(z — x0)) + f2(x)H (z — o) (C.15)

Si ahora derivamos y tenemos en cuenta que g(z)d(x — xo) = g(zo)d(x — xp):
f'w) = fil@)H(=z+x0) + fr(@) H (= + w0) + fo(x) H(x — 20) + fo(w) H'(x — x0)
= [falwo) = f1(w0)]o(z — xo) + fi(2) H (=2 + m0) + fo(z) H (2 — o).

IEsta funcién coincide con la funcién de partida salvo en un punto, z. La diferencia entre
ambas es un conjunto de medida nula por lo que son formalmente idénticas.
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