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Emilio tiene pocos conocimientos, pero los que tiene son verdade-
ramente suyos; no sabe nada a medias. En el pequeno nimero de
cosas que sabe y que sabe bien, la mas importante es que hay mu-
chas que ignora y que puede llegar a saber un dia, muchas mas que
otros hombres saben y que €l no sabrd en la vida, y una infinidad de
otras que ningun hombre llegard a saber jamds. Tiene un espiritu
universal, no por las luces sino por la forma de adquirirlas; un espi-
ritu abierto, inteligente, dispuesto a todo y, como dijo Montaigne, si
no instruido, por lo menos instruible. Me basta con que sepa encon-
trar el para qué de todo lo que hace y el porqué de todo lo que cree.
Pues una vez mds mi objetivo no es darle la ciencia, sino ensenarle
a adquirirla cuando la necesite, hacerle estimar exactamente lo que
vale y hacerle amar la verdad por encima de todo. Con este método
se avanza poco, pero nunca se ve uno forzado a retroceder.

J. J. ROUSSEAU, Emilio o de la educacién, libro III
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Resumen

Esta investigacion estd centrada en la comprensién de procesos infinitos asociados

a la integral definida.

La revisién bibliografica realizada evidencia un escaso ntimero de investigaciones
con estudiantes del grado en Matemaéticas centradas en este topico y en el papel
de la comprension de procesos infinitos en la comprensién de la integral definida.
Por ello, el objetivo principal de esta tesis es detectar y caracterizar diferentes
niveles de comprensién tanto de procesos infinitos que subyacen al concepto de
integral definida como del propio concepto de integral definida y analizar la posi-
ble implicacion entre las dos comprensiones. Esto nos dara la oportunidad de te-
ner un mejor conocimiento acerca de como comprenden los estudiantes estos con-
ceptos, y poder aportar vias alternativas de aproximacion a la comprensién en el

avance de planteamientos de nuevas trayectorias de aprendizaje.

A partir del estudio epistemoldgico se ha constatado que muchos de los elementos
importantes del contexto matematico de la integral definida han venido siendo
eliminados en el proceso de formalizaciéon de la misma, lo cual se ha corroborado
en el posterior tratamiento curricular, ya que las definiciones existentes de inte-
gral definida (Riemann, Darboux y via de funciones escalonadas) tienen escasas
semejanzas con las ideas que dieron origen al concepto, en las cuales, a diferencia
de los antiguos, reposa el concepto de limite, que permite formalizar los procesos
infinitos implicitos en el método de exhaucion. También se evidencié que no hay
consenso general sobre la manera de abordar un primer curso de Analisis Mate-

matico.

En la fase empirica del estudio han participado estudiantes del grado en Matema-
ticas de cuatro universidades distintas (un total de 168 estudiantes) y de distintos
cursos a partir del segundo. Todos los estudiantes ya habian cursado el bloque de

contenidos correspondientes a los cursos de Analisis Matematico I y II.



El estudio se desarroll6 con datos obtenidos de dos cuestionarios, dos encuestas y

dos entrevistas semiestructuradas.

Se ha establecido una definicién de proceso infinito como resultado del estudio
exploratorio en el que participaron 13 investigadores en Didactica de las Mateméa-
ticas, 2 profesoras de las asignaturas de Analisis Mateméatico I y II y sus alumnos.
Tras una revision exhaustiva de la literatura se ha elaborado una lista de dificul-
tades asociadas a la comprensiéon de procesos infinitos y de la propia integral defi-
nida. Se amplié esta lista con un estudio en el que participaron 87 alumnos. A
partir de esta relacion de obstaculos se ha caracterizado la comprension de los
objetos de estudio a través de categorias de comprension que integran las ideas de
dificultad /obstéculo y se han contextualizado en el marco de la teoria de actos de
comprensién de Sierpinska. A partir de este constructo, siguiendo una pauta es-
tandarizada, se ha elaborado el cuestionario final, el cual fue cumplimentado por

76 estudiantes.

Las valoraciones numéricas de las respuestas del cuestionario han sido la base
para realizar andlisis de tipo cuantitativo y también cualitativo (andlisis descrip-
tivo; analisis correlacional; analisis cualitativo sobre obstaculos asociados que pos-
teriormente son descritos en términos de categorias de comprension; analisis esta-
distico implicativo; andlisis de similaridad). Dicho andlisis ha permitido encontrar
elementos de comprension relacionados con los procesos infinitos que inciden en
elementos de comprensién vinculados a la integral definida. El anélisis de simila-
ridad permitié identificar ocho niveles de obstaculos que a su vez evidenciaron
algunas trayectorias de aprendizaje de la integral definida indicando la manera en
la que una mera comprensién procedimental de los conceptos de procesos infinitos
no es suficiente para superar las demandas cognitivas generadas cuando se intenta
comprender cabalmente el concepto de integral definida. Ademas, se han confir-
mado y perfilado caracteristicas de las categorias de comprension de integral defi-
nida y los procesos infinitos. Diversos actos de comprensién relacionados con los

procesos infinitos influyen en actos inherentes a la comprension del concepto de



integral definida. También se han identificado algunas correspondencias entre esos

elementos que permiten distinguir diversos niveles de implicacién.

El analisis de la entrevista del estudiante participante ha evidenciado que aun
para estudiantes universitarios de grado en Matematicas la intuicién tiene una
marcada presencia en la resoluciéon de algunos problemas relacionados con los
procesos infinitos. Los alumnos pese a tener conocimientos previos de distintos
conceptos formales relacionados con los procesos infinitos siguen poniendo de ma-
nifiesto dificultades intrinsecas a las contradicciones internas de los modelos intui-

tivos.

La tesis doctoral termina con la redaccién de las conclusiones, las aportaciones de

la misma y los nuevos problemas de investigaciéon que se han abierto en ésta.
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Capitulo 0. Introduccién

“Un naturalista que no hubiera estudiado nunca al elefante sino con el microsco-
plo, jcreeria conocer suficientemente a este animal? Pues bien, en matemdaticas
ocurre algo andlogo. El logico descompone, por decirlo asi, cada demostracion en
un nimero muy grande de operaciones elementales; cuando se hayan examinado
estas operaciones, unas después de otras, y se haya comprobado que cada una de
ellas es correcta, ;se creerd haber comprendido el verdadero sentido de la demos-
tracion? jAsimismo, se habrd comprendido cuando, por un esfuerzo de memoria,
nos hayamos capacitado para repetirla, reproduciendo todas esas operaciones ele-
mentales en el mismo orden en que las habia colocado el inventor? Evidentemen-
te, no; todavia no poseeremos la realidad completa,; ese no sé qué que hace la uni-
dad de la demostracion, se nos escapara totalmente.”

Henri Poincaré

0.1 Motivacion y planteamiento general de esta investigacién

Es natural que el sentimiento de dominar completamente un campo del conoci-
miento, de sentirse cémodo y tranquilo en el tratamiento de los temas, sea una de
las razones para escribir sobre él. Sin embargo este no es el caso de esta tesis. Una
razéon de peso que tuve para elegir el tema es mi propia historia personal. Mi en-
cuentro con el tema del infinito en matematicas es uno de los hitos de mi vida
intelectual en dos sentidos. Por una parte, desde ninos el infinito es un tema que
estimula la imaginacién, el debate y produce cierta sensaciéon de vértigo (al en-

frentar dos espejos, mientras jugamos con ellos, jse producen realmente un ntme-




Introduccion

ro infinito de iméagenes reflejadas? De no ser asi jcudntas son en realidad?). Por
otra parte, ya en la universidad, descubrir que las matemaéticas habian logrado
domesticar el infinito hasta convertirlo en una de sus herramientas me parecié un
éxito formidable. Pero una cosa era el éxito de las mateméticas como ente abs-
tracto y otra mi proceso particular de conquista del tema. Las definiciones, que
adelantan algunos pasos de lo que seran las demostraciones, son muy ingeniosas
pero, en principio, no de una gran evidencia intuitiva. El estudio, linea por linea,
de las demostraciones, es satisfactorio. La dificultad radica en el momento de in-
tentar hacer una mirada de conjunto, un enfoque holistico, un resumen mental de
estas. Mi construccion personal, la huella que debe dejar en mi intelecto el haber
realizado el proceso y que posteriormente me permita realizar un aporte, un cam-
bio de enfoque, un trabajo auténomo. Me explico con un ejemplo: al leer la anéc-
dota de Gauss cuando, atun nino, calculé la suma de los 100 primeros nimeros
naturales senti una gran conmociéon: Gauss no se habia aplicado presuroso a reali-
zar las 99 sumas pedidas sino que habia exigido su ingenio hasta hacerlo producir
esa bella y breve solucién. El esfuerzo mental le habia permitido librarse de un
trabajo largo y tedioso y hacer una contribucién a las matematicas (el método ya
habfa sido descubierto por los griegos pero Gauss no lo conocia). Su idea, si bien
muy ingeniosa, puede ser facilmente entendida en su totalidad. Ademés tiene una
valiosa moraleja: no debemos detenernos al lograr la solucion de un problema,
una vez hecho esto debemos continuar la bisqueda de una soluciéon 6ptima. De
hecho, en apariencia, el reto no era interesante, pero la resistencia de Gauss a
realizar una tarea tan larga y mondtona activo su creatividad y con ello dio una
de las primeras muestras de su genio. Esto como consecuencia de una decision y
autoconfianza, la decisiéon de buscar una solucién alternativa y la confianza en sus

capacidades y conocimientos.

Sin embargo mi contacto con las ideas que subyacen en los procesos infinitos no
tuvo efectos parecidos. No me dejé mucho méas que la constante admiraciéon por el
genio de quienes consolidaron la teoria. No hubo moraleja. No senti tanta con-

fianza y familiaridad con el tema como para ensayar algin enfoque, alguna varia-
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cion. Las matematicas no son un dogma, se han ido construyendo mediante éxitos
de inteligencias, métodos y trabajos superiores y su practica, por lo tanto, debe
estimular la inteligencia y fortalecer el ingenio. Su estudio debe tener como fruto
intelectual una gran plasticidad mental y no el efecto contrario: la rigidez, propia
del dogma. Pero yo tuve que conformarme con asimilar la teoria tal como me ha-
bia sido presentada. Esto conllevaba una ironia: Gauss con poco trabajo me habia
dado mucho, en tanto que mi gran esfuerzo asimilando el infinito me habia dejado
pocos frutos. Esta afirmacién no debe ser asumida exclusivamente en un sentido
negativo, el infinito no se deja asir tan facilmente, no devela todos sus misterios
de una vez por todas. Como una buena pelicula o un buen libro no se agota en un
primer contacto. Es fascinante. Estd presente en las paradojas de Zenén y en la

Biblioteca de Babel de Borges.

Han pasado los afios y mi experiencia se ha enriquecido con la catedra y con los
estudios de postgrado (los menciono porque a medida que se asciende hacia el
doctorado va apareciendo un cambio de metodologia del proceso de ensefianza-
aprendizaje que privilegia cada vez mas el aprendizaje personal y el pensamiento
autonomo. Esto hace inevitable revisitar y replantear etapas anteriores del propio
aprendizaje). Cuento ademés con el apoyo integral de mi director en el doble as-
pecto de un interés compartido por el tema asi como con su capacidad y generosi-
dad intelectual. No obstante, un interés estrictamente personal (o bipersonal en
este caso) por un tema no es razén suficiente para dedicarle el tiempo y el esfuer-
zo de una tesis de doctorado. Muchas de las dificultades que tuve (o por lo menos
dificultades anélogas) en la apropiacién del tema contintian vigentes. Sobre este
punto el trabajo de campo no deja dudas. Por otra parte, el papel de la integral
definida es de suma importancia por si mismo y por su funciéon en la soluciéon de
ecuaciones diferenciales que modelan una gran cantidad de fenémenos de nuestra

realidad.
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Intentar precisar dificultades que se presentan a la hora de asimilar los conceptos
y métodos que subyacen al de integral definida, asi como sus causas y eventuales

soluciones es uno de los propositos de este trabajo.

Los objetos matematicos adquieren su carta de nacionalidad mediante las defini-
ciones. La definicién hace la diferencia entre una intuicién y la precisiéon de un
concepto. La mayoria de los estudiantes tiene, por ejemplo, la intuiciéon del angulo
recto por su familiaridad con el cuadrado o con los ejes del plano cartesiano. Por
otra parte responden a la pregunta de qué es un angulo recto afirmando que es
aquel que mide 90° o que es el formado por dos rectas perpendiculares. No son
conscientes, sin embargo, de que en realidad no tienen definicion alguna. Para
evidenciarlo basta con preguntar qué es un grado o qué son rectas perpendicula-
respara que lleguen pronto a una definicién circular, a uno de los bucles de Godel.
Lo tnico que los haria tomar conciencia de la carencia de significado de sus su-
puestas definiciones seria que se enfrentaran a una demostracion que implique un
angulo recto ya que, si son honestos, no sabrian qué hacer con su definicion. Los
instrumentos que apoyan este trabajo han buscado, entre otras cosas, determinar
el impacto que carencias conceptuales de este tipo tienen en el fracaso de la cons-

truccién de los conceptos de procesos infinitos, integral definida y su relacién.

Considero muy iluminadora en cuanto a precisar un fallo metodolégico en la in-
troduccién de conceptos matemaéticos la siguiente cita de Poincaré: “;Es posible
entender una teoria si desde el primer momento se le da la forma definitiva que
impone una légica rigurosa, sin mencionar para nada el camino por el que ha lle-
gado a adoptar esta forma? No, realmente no es posible entenderla, incluso resul-
ta imposible retenerla si no es de memoria.” Aclaro que considero verdadera la
cita desde un punto de vista estadistico, esto es, se cumple en la mayoria de los
casos, no obstante esta consideracion no afecta su valor en la fundamentacién de
un trabajo de esta naturaleza. Esta posicion de Poincaré es una constante en su
pensamiento. Otra afirmacién suya acerca de la manera como se deben ensefiar

los conceptos en matematicas es la siguiente: “Reflexionar sobre la mejor manera
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de hacer penetrar las nociones nuevas en los cerebros virgenes, es al mismo tiem-
po reflexionar sobre la manera en que estas nociones han sido adquiridas por
nuestros antepasados y por consiguiente sobre su verdadero origen, es decir, en el
fondo, sobre su verdadera naturaleza.” En la parte histérica vemos como el con-
cepto de integral definida ha sido conquistado a pulso empleando muy ingeniosas
construcciones para cada tipo de integral, avanzando cada vez més hacia resulta-
dos més generales. Todo esto a la vez que la complejidad de los célculos disminuia

gradualmente.

Como senalé antes, con el ejemplo del concepto de angulo recto, en muchos casos
coexisten la idea intuitiva, pero imprecisa, del concepto, con una definicién en
apariencia rigurosa pero que realmente no describe el concepto o, simplemente,
una definicién realmente rigurosa, memorizada por el estudiante, pero que éste no
puede asimilar porque descansa sobre definiciones previas que a su vez tampoco
domina. Los estudiantes que no pueden realizar cabalmente una demostracion se
ubican, de forma continua, en un rango que va de quienes comprenden correcta-
mente tanto la hipdtesis como la tesis pero son incapaces (por falta de dominio de
las técnicas demostrativas en un campo particular de las matematicas o, simple-
mente, porque no les lleg6 la inspiracién) de construir la cadena de implicaciones
que los lleven de la una a la otra, hasta aquellos que no tienen una correcta com-
prension de los conceptos que contienen. Un factor de tipo cultural que no permi-
te que los estudiantes, por si mismos, determinen su ubicacion en este espectro de
posibilidades es que, de forma tacita, no se considera grave operar entes matema-
ticos que no han sido realmente asimilados. En un texto de Salvat (1973), que
tiene ya méas de 40 afios, pero cuya actualidad sigue vigente, encontramos la si-
guiente cita: “Nos encontramos con la paraddjica situacion de que el maestro ex-
plica abstracciones como “f(x) = sen(x)no es inyectiva” y los alumnos, mientras

« Senx __ sen,,

tanto, efectian insensatos calculos, bien concretos, como . .Por qué

cosx cos

después de casi medio siglo nos seguimos encontrando con estos tipos de confusio-

nes? ;Qué funcién intelectual puede cumplir un conocimiento tan distorsionado?
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;,Cudl ha sido el destino de todos los estudios y politicas sobre ensenanza de la
matematica durante todos estos anos? ;Se deberian implementar cambios de fon-
do como convertir las matematicas, a partir de cierto grado, en una materia elec-
tiva de tal forma que sélo la cursen aquellos que sientan inclinaciéon y gusto por
su estudio? Y aun cuando para quienes sienten motivacién por estudiarla, como
es el caso de los participantes de este estudio (estudiantes de grado en Mateméti-

cas) jpor qué persiste este tipo de situaciones?

Aunque no tenemos una respuesta absoluta para estos interrogantes, lo que po-
demos aportar como primer (y a nuestro modo de ver el mas importante) paso a
cualquier propuesta para solucionar este tipo de situaciones que son comunes en
todos los niveles de la ensenanza-aprendizaje de las matematicas, es estudiar la
comprension que tienen los estudiantes de esos objetos matematicos y detectar
elementos que se relacionen con esa comprension para lograr optimizarla. La in-
vestigacion estudia dos constructos: la comprensién que tienen los estudiantes de
la integral definida y de procesos infinitos que subyacen al concepto de integral

definida o que siendo previos en los curriculos influyen en su comprension.

0.2 Objetivos de esta investigacion

Orton (1980, 1983a, 1983b) fue pionero en el estudio de la comprensién de los
conceptos relacionados con el cédlculo infinitesimal y desde entonces han sido mu-
chas las investigaciones que se han desarrollado con relacién a conceptos inheren-
tes a esta rama de las Matematicas, particularmente las tltimas dos décadas han
sido prolificas. Sin embargo, en lo que se refiere al concepto de integral definida,
los estudios se han centrado principalmente en niveles de bachillerato, y, a nivel
universitario, se han realizado mayormente en el contexto de funciones que satis-
facen el Teorema Fundamental del Calculo Integral, y con enfoques fisicos. Es

nuestro interés, al igual que el de Orton y los distintos investigadores que sefiala-
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remos en los antecedentes, a través de este estudio, estrechar la brecha conceptual
(de ser posible eliminarla) que impide que nuestros estudiantes comprendan algu-

nos conceptos matematicos.

El presente estudio ha sido llevado a cabo en varios grupos del grado de Matema-
ticas de distintas universidades. En esos grupos, escogidos por disponibilidad, la
docencia planificada e implementada por los docentes no tuvo ningun tipo de in-

tervencién ni sugerencia alguna por parte del equipo investigador.

El bloque de contenidos en los que se centra este estudio corresponde al Anélisis
Matematico puesto que es el area en el que se introducen y desarrollan los con-
ceptos que son objeto de esta investigacion: la integral definida y procesos infini-

tos que subyacen, que estan asociados, a este concepto.

Nuestra hipodtesis principal es que uno de esos posibles elementos asociados a la
comprension del concepto de integral definida estéd relacionado con la comprension
de procesos infinitos que subyacen al concepto. De este modo, el objetivo princi-

pal de esta tesis doctoral es el siguiente:

OP: Detectar y caracterizar diferentes niveles de comprensiéon tanto de procesos
infinitos que subyacen al concepto de integral definida como del propio concepto

de integral definida y analizar la posible implicacién entre las dos comprensiones.

El objetivo principal esta recogido en cuatro objetivos especificos que se derivan y

a la vez orientan la presente investigacion:

e Analizar el desarrollo epistemologico de la integral desde la perspectiva de
los procesos infinitos y distintas conceptualizaciones de la misma con el
proposito de establecer conexiones con el curriculo actual y fundamentar el

estudio.
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e Averiguar el tipo de obstaculos propios de los procesos infinitos que se ac-
tivan al resolver problemas relacionados con el concepto de integral defini-
da y caracterizar la comprension del concepto de integral definida y la
comprension de procesos infinitos subyacentes al concepto.

e Determinar si existealguna relacion entre la comprensién de procesos infini-
tos que subyacen al concepto de integral definida y la comprension de la
integral definida y, en caso de que exista, caracterizarla.

e Averiguar cudles concepciones del concepto de proceso infinito subyacen en

la manera en la que los estudiantes razonan problemas que lo invocan.

El instrumento principal de los que disponemos para realizar este andlisis es un
cuestionario que se aplicé a los estudiantes participantes. Para la elaboracion de
este instrumento especifico de analisis de la comprensién de los conceptos que son
objeto de estudio, se ha tomado como punto de partida una lista de obstaculos
asociados a dichos conceptos, resultado de un estudio previo que se presenta en el
quinto capitulo de esta tesis doctoral, y cuya sintesis aparece en(Cuida & Ortega,

en prensa).

La informacién obtenida con este cuestionario se complementa con el andlisis de
una entrevista que indaga las concepciones que tiene el estudiante sobrelos con-
ceptos de integral definida y proceso infinito. También inquiere sobre la relacion

de estas con las ideas y razonamientos utilizados en la solucién del cuestionario.

En todas las universidades el bloque analizado se corresponde principalmente con
los siguientes temas genéricos de Analisis Matematico: Generalidades de conjuntos
numeéricos, sucesiones de numeros reales, funciones de variable real. Limites y
continuidad, funciones de variable real. Célculo diferencial, series de niumeros
reales, calculo de primitivas, integral de Riemann, integrales impropias, que se

describen con mas detalle en el segundo subapartado del capitulo 1.
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El anélisis de la informacion recopilada con el instrumento se inicia con un anali-
sis primario de tipo descriptivo y correlacional y un andalisis descriptivo general de
las respuestas. Luego, se evalian estos resultados desde el marco de los actos de
comprension de Sierpinska (1990). Posteriormente, se analiza la implicacién entre
los obstéculos relacionados con procesos infinitos y los que tienen que ver con la
integral definida, emergentes de las respuestas para perfilar las caracteristicas y la
relacién entre unos y otros a través del andlisis estadistico implicativo. (Régis
Gras, Suzuki, Guillet, & Spagnolo, 2008). Por ultimo, esta implicacién se presenta
en términos de categorias de comprensién que caracterizan la relacion entre las

comprensiones de nuestros objetos de estudio.

Ademas de lo ya descrito, se han realizado anélisis especificos de problemas con-
cretos relacionados con algunos procesos infinitos, considerados de especial interés
por una parte, porque han sido objeto de estudio en investigaciones previas en
otros contextos, y, por otra, porque en el ambito de la integral definida han am-
pliado el conocimiento de posibles conexiones entre la comprension de los dos

conceptos.

0.3 Estructura de la memoria de tesis doctoral

La memoria de tesis doctoral se estructura en un total de siete capitulos, ademaés
del presente, el capitulo 0 (Introduccién) y las referencias bibliogréaficas. Asimismo
se adjunta un disco compacto (CD-ROM) que contiene una serie de Anexos con
informacién de diversa indole, relacionada con los datos recogidos (transcripciones
de entrevistas, cuestionarios, tablas de datos) y varias muestras de anélisis desa-

rrollados.

A partir de este momento, después de escribir, en cursiva, el titulo de cada capi-
tulo presentamos un breve resumen del mismo para dar una visién general de su

proposito y contenido.
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El capitulo 1, “Objeto de estudio” se compone de dos apartados. En el primero de
ellos se asienta la base epistemolégica que nos permite explicar algunos de los
elementos importantes del contexto mateméatico de la integral definida que han
venido siendo eliminados en el proceso de formalizaciéon de la misma ademés de
hacer evidente el nivel de profundidad del concepto en su dialéctica con los proce-
sos infinitos que intervinieron en su desarrollo.Por otra parte, en el analisis curri-
cular ademas de evidenciar la ausencia manifiesta de los elementos a los que nos
referimosanteriormente, se hace un anélisis conceptual de la integral definida en
algunos libros de texto y se estudian los procesos infinitos que subyacen al modo
en que se define el concepto en cada uno de ellos.Artigue (1994, 2008) destaca la
importancia de realizar un buen analisis previo al diseno y desarrollo de la inves-

tigacion en lo que se refiere a estos dos aspectos.

El capitulo 2, “Marco teorico” tiene como finalidad principal presentar el marco
de comprensién para el analisis de los instrumentos que se han elaborado en esta
investigacion. En este capitulo se establecen las bases tedricas sobre las que des-
cansan investigaciones desarrolladas hasta el momento, en torno a las nociones de
integral definida y de procesos infinitos, compiladas en su mayoria en el capitulo
3; previo a esto, se abordan las perspectivas mas significativas respecto a la idea
de Pensamiento Matematico Avanzado, ya que tanto los procesos infinitos como
la integral definida se sitiian en sus aspectos mas abstractos en este tipo de pen-
samiento. A lo largo de este segundo capitulo se recorre el ambito de nociones
como imagen conceptual, obstaculos epistemoldgicos, dificultades, errores y otras
relacionadas con estructuras cognitivas (objetos, procesos y conceptos). Poste-
riormente se estudian marcos tedricos de comprension con caracteristicas especifi-
cas pero no excluyentes, con elementos comunes, algunos de los cuales se conside-
ran en diversos momentos de la investigacion. Fijamos finalmente el “Modelo de

comprensién de Sierpinska” como marco tedrico para la presente investigacion.
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

En el capitulo 3, “Antecedentes’ se presentan los aspectos y resultados de traba-
jos relevantes para este estudio, realizados en el emergente campo de la Educa-
cién matematica a nivel Universitario. Se han revisado las aportaciones en torno a
las dificultades y obstaculos que tienen los estudiantes para comprender los con-
ceptos: integral definida, proceso infinito y el Teorema Fundamental del Célculo

Integral.

En el capitulo 4,“Antecedentes metodologicos’ estd dividido en dos partes bien
diferenciadas. En la primera de ellas se establece una conceptualizacién de proceso
infinito, a partir de un estudio exploratorio que, ademas de servir como punto de
partida para el desarrollo posterior del trabajo de tesis proporcioné varias claves
iniciales y direccion6 al equipo investigador en la bisqueda de herramientas de
investigaciéon que han permitido estructurar una base sobre la cual sustentar el
propio desarrollo del estudio. Esta definicién supone uno de los aportes de esta
tesis doctoral. En la segunda parte se trata de completar una relacion de obstacu-
los de comprension ligados al concepto de integral definida y a procesos infinitos
que subyacen a este concepto: limite, series, sucesiones, variacion infinita (inter-
dependencia de las variables en un conjunto infinito), elecciéon de particiones en
un intervalo y variacion funcional en los extremos de funciones reales de variable
real. Para ello, se revisa de manera extensiva los antecedentes y se describe una
primera relacién de obstaculos ya descubiertos y que aparecen en la literatura vy,
una segunda que ha surgido del andlisis de las respuestas de los estudiantes a un
cuestionario ad hoc. Esta relacion ampliada permite en el capitulo 5 definir el

constructo que da significacién a la comprensién delos conceptos estudiados.

En el capitulo 5, “Metodologia”, aparecen sintetizados todos los elementos rela-
cionados con los aspectos metodologicos utilizados en este trabajo. El él se reco-
gen las pautas seguidas para el disefio del cuestionario y entrevista, incluyendo los

detalles de su validacién, aplicacién y posterior andlisis.

En el capitulo 6, “Andlisis de los resultados’ se presenta el estudio cuantitativo y

correlacional de los resultados y la descripcion de los obstaculos emergentes de las
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diferentes categorias de comprensién (identificacién, discriminacién, generaliza-
cién y sistematizacion) asociadas al concepto de integral definida y asociadas a los
procesos infinitos registrados en las respuestas del cuestionario. Asi mismo se ha
considerado la influencia de los elementos de comprension de los procesos infinitos
en la comprension del concepto de integral definida emergentes de las respuestas
para perfilar las caracteristicas y la relacién entre unos y otros a través del anéli-
sis estadistico implicativo. Cada uno de estos elementos nos ofrece la oportunidad
de profundizar en aspectos concretos de los conceptos y, a la vez establecer vincu-
los entre ellos. El analisis ha permitido establecer que si existe relacion entre la
comprensién de procesos infinitos subyacentes a la integral definida y la del pro-
pio concepto de integral definida. También se ha logrado determinar un tipo de
relacion implicativa que guardan elementos de comprensién de ambos conceptos y
se han detectado distintos niveles de implicacién. El capitulo se cierra con el desa-
rrollo y analisis de la entrevista realizada a uno de los estudiantes participantes.
El objetivo fundamental de la entrevista fue profundizar en razonamientos que
subyacen a las respuestas del cuestionario en relacién al conocimiento que se mo-
viliza, e indagar las concepciones de integral definida y proceso infinito que los

sustentan.

Finalmente en el capitulo 7, “ Conclusiones, aportaciones, fortalezas, dificultades y
perspectivas’ se recogen los resultados mas destacados de la investigacion. Ello
dara paso al establecimiento de ciertas orientaciones didacticas asi como a algu-
nas perspectivas para futuras investigaciones encaminadas a desarrollar aspectos

destacados sobre los que se dirige el presente estudio.

En el siguiente esquema (Figura 0.1) puede visualizarse la estructura que ha sus-
tentado la elaboracion de esta memoria de tesis doctoral. Igualmente, en la Figura
0.2 se recogen los procedimientos en torno a los cuales han girado los momentos
principales de esta investigacion, organizados en un esquema que se ha estructu-

rado en tres fases.
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

PLANTEAMIENTO INICIAL

Ausencia de investigaciones en Didactica de la Matemdtica que estudien el papel de la
comprensién de procesos infinitos asociados a la Integral Definida

Antecedentes sobre la
comprension de la Integral
Definida

Estudio Referencias sobre la
Epistemolégico comprension Matemaitica

OBJETIVO PRINCIPAL

Detectar y caracterizar diferentes niveles de comprension tanto de procesos infinitos que
subyacen al concepto de integral definida como del propio concepto de integral definida y
analizar la posible implicacién entre las dos comprensiones.

Identificacion de obsticulos

Conceptualizacion de asociados a procesos infinitos Contexto de la
Proceso Infinito que subyacen al concepto de investigaciéon
Integral definida

CARACTERIZACION DE LA COMPRENSION DE PROCESOS
INFINITOS Y DE LA COMPRENSION DE INTEGRAL DEFINIDA
EN EL MARCO DE SIERPINSKA

DESARROLLO DEL ANALISIS EN EL CONTEXTO DE CARACTERIZACION

Descril;:cidén de los Analisis Analisis Entrevista

resultados P(]l' s . o

categorias de cualltatl\:o so!)re Estac'llstllco sobre procesos
procesos infinitos Implicativo infinitos

comprension

Relacion implicativa entre la comprension de la integral definida y la
comprension de procesos que subyacen al concepto y relaciones de similaridad

CONCLUSIONES DE LA INVESTIGACION

Figura 0.1 Esquema para visualizar la estructura de esta tesis doctoral.

13



Introduccion

FASES DE LA INVESTIGACION
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Figura 0.2 Esquema para visualizar las fases globales de esta investigacion.
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Capitulo 1. Objeto de estudio

Como todas las ciencias, las matematicas han llegado a su estado actual gracias a
un proceso de continua evolucion en el que aportes de diversas fuentes la han ido
fortaleciendo hasta llegar a la construccion sélida que conocemos en la actualidad
(proceso que continuard, esperamos, a la par que los de las demés ciencias). La
construccién del objeto matematico actual obedece a las més refinadas reglas del
rigor légico que se han conquistado. En razén a ello puede presentarse de tal ma-
nera que guarde escasas semejanzas con el objeto original, del cual procede, y gra-
cias al cual llega a ser lo que es luego de que este haya evolucionado. Gauss resu-
me este hecho con su famosa afirmacién de que “cuando se finaliza un noble
edificio no deben quedar visibles los andamios’. La ausencia de estos andamios no
es echada en falta por los habitantes del noble edificio, pero si lo puede ser por
aquellos arquitectos en potencia que quieren emplear la edificaciéon como una ins-

piracién para sus construcciones futuras.

En algunos casos la obra acabada presenta vestigios de las etapas de evolucion.
Esto ocurre porque, a diferencia de otros que a la postre resultan accesorios, algu-
nos elementos tienen la fortuna de ser capitales para la obra final y por tal razén
no son prescindibles. No es facil, sin embargo, con solo contemplar la obra acaba-
da, reconstruir los momentos cruciales en los que razones de fondo decidieron qué
se eliminaba y qué se conservaba. Es funcién de la historia de las matematicas
llamar la atenciéon sobre los elementos y momentos determinantes de la concep-

cién y evolucién de los conceptos. Sin embargo, a diferencia de los procesos axio-
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Objeto de estudio

maticos de la matematica, la historia de la misma tiene un fuerte elemento subje-
tivo. En el prélogo de su libro Kline (2012) afirma “El objetivo seguido es el de
presentar las ideas centrales, poniendo un énfasis especial en aquellas corrientes
de desarrollo que se han mostrado como las més importantes a lo largo de los
principales periodos de la historia de la matematica, y que han ejercido una in-
fluencia destacada orientandole y dandole forma a la actividad matematica poste-
rior.” (p.13). Cuando algtin objeto ideado hace siglos perdura en la actualidad es
facil afirmar que “ejercié una influencia en la actividad posterior . No es igual de
facil hacerlo cuando el objeto, como los indivisibles de Cavalieri, florece, influye
momentaneamente y luego desaparece. Tampoco es facil ver como las ideas de un
genio despiertan la creatividad en otro. Es el caso de Fermat reconociendo su gra-
titud a Arquimedes por haberle mostrado el uso de las progresiones geométricas,
lo que le permitié cuadrar parabolas e hipérbolas generalizadas. El trabajo de Ar-
quimedes estuvo a la vista de muchos durante dos mil afos y solo Fermat fue

capaz de hacer una generalizacion de este y demostrarla.

Este trabajo busca estudiar algunas causas de las dificultades que se presentan a
la hora de entender los procesos infinitos que subyacen al concepto de integral
definida. Estas son de diversa naturaleza. Algunas son exclusivas del tema, en
tanto que otras trascienden a campos mas amplios de la matematica. Esperamos
que esta breve revision histérica ilumine algunos de estos aspectos. Uno, en parti-
cular, nos parece muy importante. El calculo combina conceptos profundos, cuya
asimilacién no es inmediata, con operaciones de tipo mecanico que es posible lle-
gar a dominar mas facilmente. Esta caracteristica se fue acentuando a medida que
los trabajos de los diversos autores iban desbrozando el camino. Se evidencia que
se trata con conceptos complejos en el hecho de que su consolidacién requirio el
concurso de muchos y grandes hombres de ciencia, que comenzaron enfrentando
retos de naturaleza puramente geométrica y terminaron desarrollando una de las
mas poderosas herramientas de la ciencia. Citando nuevamente a Klein “Justa-
mente después de la adopcion del concepto de funcién vino el calculo, el cual, jun-

to con la geometria euclidiana, son la mayor creacién de todas las matematicas.”
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

(Ibidem, p.452). De manera paralela a esta profundizacién conceptual, el trabajo
de estos grandes matemaéaticos iba haciendo cada vez mas simples los calculos.
Simplificacién que termina con el teorema fundamental del calculo de Newton y
Leibniz, a proposito del cual, en cita que aparece mas adelante, James Stewart
afirma que convirtié en rutinarios calculos que antes requerian capacidades de
genio. Esta simplificacién de los célculos no coincide con una facilidad en la com-
prension a fondo de las ideas que los sustentan. También citado mas adelante
E.T. Bell dird que el calculo no era facil para Newton ni para Weierstrass, que
solo es facil para quienes lo entienden con demasiada facilidad. Tenemos aqui otra
paradoja. Para los matematicos que empleaban el céalculo, incluido Newton, éste
era una poderosa herramienta cuyo uso era relativamente claro. Sin embargo,
eran conscientes de que no descansaba sobre unas bases tan sélidas como la geo-
metria de Euclides. Lo que hacia falta era, por lo tanto, una construccién basada
en definiciones, axiomas y demostraciones que lo sustentaran. Cuando se hizo tal
construccién los matematicos debieron respirar tranquilos al ver que por fin se
habian consolidado los fundamentos de esta herramienta que habian aprovechado
ya de manera tan fructifera. Este proceso histérico no siempre es vivido por el
estudiante quien, en ocasiones, entra en contacto con el concepto matematico di-
rectamente por medio de la definiciéon formal, circunstancia propia de los estudios
de grado universitario del titulo Mateméaticas en Espana, los cuales se describen
en la segunda parte de este capitulo. El estudiante es instruido con demostracio-
nes formales acerca de la construccion de un objeto que, en ocasiones, no ha podi-
do conocer previamente de forma intuitiva. Ademas, las analogias, justificaciones
y ejemplos, con los que se busca afianzar su comprensién, en ocasiones, como se
evidencio en el trabajo de campo, ahogan en detalles los elementos esenciales de la
definicién y se confunden con esta. Las definiciones en matematicas, lo mismo que
los aforismos en filosofia, no deben ser un punto de partida sino de llegada. “ Pien-
so, luego existo” es una frase completamente vacia tomada fuera de contexto. Lo
propio puede ocurrir en matematicas con una frase que comience asi: “Ve >

0,35 > 0/...” Se pretende por una parte, que la revision histérica incluya algunos
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de los elementos importantes del contexto matematico de la integral definida que
han venido siendo eliminados en el proceso de formalizacién de la misma y, como
ya se dijo, hacer evidente el nivel de profundidad del concepto. Por otra parte, en
el analisis curricular ademaés de evidenciar la ausencia manifiesta de los elementos
a los que nos referimos, se hace un analisis conceptual de la integral definida en
algunos libros de texto y se estudian los procesos infinitos que subyacen al modo

en que se define el concepto en cada uno de ellos.

1.1 Procesos infinitos en la integral definida. Una historia ad hoc

Grecia

“En la historia de la civilizacion los griegos alcanzaron una posicion preeminente,
v en la historia de la matematica su época fue una de las mas brillantes. A pesar
de que tomaron muchos elementos prestados de las civilizaciones vecinas, los grie-
gos edificaron una civilizacion y una cultura originales, de las mdas impresionantes
de toda la historia de la humanidad, la que mas ha influido en el desarrollo de la
cultura occidental moderna, y que fue decisiva en la fundamentacion de la mate-
madtica tal como la entendemos hoy. Uno de los grandes problemas de la historia
de la cultura es el de dar cuenta de la brillantez y de la creatividad de los anti-
guos griegos.”

Morris Kline

La historia del célculo integral es extensa y fascinante. Como muchos elementos
de nuestra cultura, que tuvieron su origen en la antigua Grecia, las matematicas
estaban mas entrelazadas con otros campos del conocimiento de lo que lo estan en
la actualidad. La principal razén de ello es el alto nivel de especializacién que han
alcanzado las matematicas, asi como también los otros campos del conocimiento.

Esta realidad tiene obviamente elementos positivos pero también negativos. Den-

18



Procesos infinitos inherentes a la integral definida

tro de estos ultimos es de resaltar la pérdida de una visién holisticalcuya impor-
tancia no siempre es valorada en su justa dimension. El estudio de la historia nos
permite revivir esta refrescante época de las conquistas a pulso de ingenio. Aun-
que no tienen que ver con el tema que nos ocupa intentar no prestar atencién a
Arquimedes trisecando el dngulo gracias a la libertad que se permitié de hacer
marcas en la regla o, a Newton haciendo pasar por un prisma un rayo de luz de
un solo color que ya habia separado con otro prisma, es una tarea imposible. Sus

ingenios hicieron aportes a varios campos y a la vez que se alimentaban de ellos.

La etimologia de la palabra filosofia, amor a la sabiduria, tenia entre los griegos
un significado literal: se amaba la sabiduria, se la buscaba, existia un continuo e
inacabado proceso de acercamiento a ella. La naturaleza inalcanzable de la sabi-
duria no era motivo alguno de frustraciéon, al contrario, su caracter perfectible
hacia de la practica de la filosofia un ejercicio estimulante y siempre renovado.
Una manera de resumir este espiritu de la indagacion griega la encontramos en el
aforismo del escritor checo Vaclav Havel “Acércate a quienes buscan la verdad,
huye de los que ya la encontraron”. Los objetos de la matematica y el método de
las demostraciones deductivas propio de esta, hacian que su conocimiento formara
parte del programa de estudios de los futuros filésofos. Se llegaba a su conoci-
miento exclusivamente por medio de la razon y la légica. La primera persona que
se designa con el calificativo de filosofo es Tales de Mileto. El requisito que llend
para ser digno de tal designacion fue el haber abandonado cualquier tipo de expli-

caciéon mitica a favor del uso de una construccién de base puramente racional.

El método para lograr este tipo de conocimiento tenia una base muy atractiva: la
sencillez. Todo proceso debia partir de unos elementos faciles de comprender y, a

partir de ellos, gradualmente se iba conquistando la complejidad, que siempre iba

! La definicién de holismo de Maria Moliner difiere un tanto de la RAE, como considero la primera més adecuada, la cito:

“Doctrina filoséfica segun la cual la realidad debe ser considerada como un todo en el que las partes estan interrelacionadas entre
si'y carecen de sentido por si mismas.”
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a estar conectada con sus raices por un intangible hilo de Ariadna que le permiti-
ria, a quien se aventurase por esta senda de descubrimiento, en cualquier momen-

to de confusion, volver sobre sus pasos hacia terreno firme.

En geometria esta deseada sencillez se concretd en los cinco postulados de los que
parte la construccién de los Elementos de Euclides. Su correlato en el mundo fisi-
co lo constituian la regla y el compas. Uno de los intereses que guiaron el desarro-
llo de la geometria fue el estudio de las areas. Los pitagéricos afirmaban que todo
es numero. Por nimero entendian los ntimeros enteros y sus razones. Segun la
leyenda, ahogaron a Hipaso de Metaponto cuando este descubrié que V2 era no
era un numero racional. Como aclara el profesor Campos (2006) esto significaba
que V2 no era un nimero, ya que hasta ese momento se suponia que todos los
fenémenos del universo eran representables en niimeros enteros y sus razones. La
afirmacién V2es un nidmero irracional adquiere significado de manera posterior.
Esto lleva a los griegos a desarrollar un algebra geométrica como consecuencia de
la, en ese momento, superioridad de la geometria sobre la aritmética. V2 era un
objeto simple en geometria (la diagonal de un cuadrado de lado 1) en tanto que
no tenia una representacion en el campo de los nimeros. Los griegos abandonan
temporalmente la idea de asignar un nimero como area de una superficie y en
cambio buscan construir figuras con igual area que una figura dada. El fin ideal
de este proceso era la construccion, mediante el uso exclusivo de la regla y el
compas, de un cuadrado de area igual al de una figura dada. El problema de esta
construcciéon recibié el nombre de cuadratura. La proposicion 35 del libro I de los
Flementos afirma que los paralelogramos que tienen la misma base y estan entre
las mismas paralelas tienen areas iguales. La bella demostraciéon parte de dos
tridngulos congruentes que se intersectan, a los que se quitan y agregan regiones
comunes, hasta llegar a los dos paralelogramos, estableciendo de esta forma la
igualdad de sus areas. Este proceso permite a Euclides demostrar la proposicion
1.47, el famoso teorema de Pitdgoras, exclusivamente mediante transformaciones y

equivalencias de este tipo.
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La cuadratura de un poligono es, siguiendo a Euclides, facil de realizar. Primero

se descompone el poligono en n tridngulos Ty, Ty, ... , T (Figura 1.1).

T

Figura 1.1 Descomposicién de un poligono enntriangulos.

Luego se construye un rectangulo cuya area sea igual a la suma de las areas de los

tridngulos y, finalmente, un cuadrado de area igual a la del rectangulo.

Euclides dedica algunas de las proposiciones de sus FElementos a construcciones
que permiten llevar a cabo cada uno de estos pasos. Su proposicion 1.42 dice
“Construir en un angulo rectilineo dado un paralelogramo igual a un triangulo
dado’. En otras palabras, se tienen un tridngulo y un angulo dados (Figura 1.2)
La proposicién pide, y la demostracién ilustra como construir un paralelogramo
de érea igual a la del tridngulo y con uno de sus angulos igual al angulo dado

(Figura 1.3).
£

©

Figura 1.2 Tridngulo de 4rea A y dngulo recti- Figura 1.3 Paralelogramo de 4rea Ay dngulo 6 igual a

lineof dados. de la Figura 1.2.

La proposicion 1.44 dice “Aplicar a una recta dada en un angulo rectilineo dado,
un paralelogramo igual a un triangulo dado”. Esta proposicion equivale a la ante-

rior con un elemento adicional. Se tienen ahora el tridangulo, el dngulo y un seg-

21



Objeto de estudio

mento (Figura 1.4) Se debe construir, como antes, un paralelogramo de area igual
a la del triangulo, que tenga ademés uno de sus angulos y uno de sus lados igua-

les a los dados (Figura 1.5).

PSS

Figura 1.4 4, L'y 6 dados. L es la longitud del seg- Figura 1.5 Paralelogramo con 4rea A, un an-

mento. gulo @y un ladode longitud L.

Finalmente la proposicién 1.45 dice “Construir en un angulo rectilineo dado, un
paralelogramo igual a una figura rectilinea dada’. Se tiene entonces un poligono
(Figura 1.1) y un angulo (que por conveniencia asumimos recto), se debe cons-
truir un paralelogramo de igual area que el poligono y con un angulo igual al da-
do. Después de triangular el poligono (Figura 1.1), empleamos la construccion
proporcionada en .42 y obtenemos un rectangulo de area igual a la de T;. Poste-
riormente, siguiendo 1.44, se consigue un segundo rectangulo de area igual a T, y
con un lado igual a uno de los lados verticales del ya construido, el cual se adosa
al anterior. Mediante la aplicacién reiterada del iltimo paso, construimos rectan-
gulos de areas iguales a las de los tridngulos T, Ty, T, , con uno de sus lados igual
a uno de los lados verticales del anterior y adosado a este. Obtenemos asi un rec-

tangulo de area igual a la del poligono dado Figura 1.6.

T 1> 13 T,

Figura 1.6 Rectangulo de igual érea que el poligono dado en la Figura 1.1.

22



Procesos infinitos inherentes a la integral definida

Finalmente Euclides en II.14 nos ensena a cuadrar el rectangulo (Figura 1.7). Da-
do el rectangulo ABCD prolénguese AB. En esta prolongaciéon téomese el punto F
de tal manera que BC = BF. Sea G el punto medio de AF. Con centro en G trace-
se una semicircunferencia de radio AG. Prolénguese CB y sea H la interseccién de
esta prolongacion con la semicircunferencia. El cuadrado construido sobre el lado
BH tiene area igual a la del rectangulo ABCD. En efecto, llamemos a a GH, b a
GB y ¢ a BH entonces AG = GF = a ya que son radios de la semicircunferencia. El
area de ABCD es igual a AB * BC este producto, teniendo en cuenta lo mencionado
anteriormente, es igual a (a + b)(a — b) = a? — b? = ¢? esta tltima igualdad co-

mo consecuencia del teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo GHB.

H
a C
A G B F -E
b
D C

Figura 1.7 Cuadratura del rectdngulo, de acuerdo con la proposicién II.14.

Esta conquista del espiritu griego los llevo a dar el siguiente paso natural. Siendo
la suya una geometria de la regla y el compas, y habiendo cuadrado cualquier
poligono, figura trazada mediante el uso de la regla, faltaba la cuadratura del
circulo, figura fruto del uso del compas. Esta construccion, como se sabe, resultd
imposible. Sin embargo su historia estd relacionada con el tema que nos ocupa.
Arquimedes logra cuadrar el segmento de parabola con un proceso similar al se-
guido antes para cuadrar un poligono. Sin embargo, esta construccién, asi como la
que lleva a la determinacién del area del circulo, implica la intervencién de un
nimero Infinito de triangulos u otros poligonos, en lo que resulta ser un proceso

de generalizacion del de triangulacién. Podria pensarse que la razén de requerir
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Objeto de estudio

este numero infinito es el hecho de que, a diferencia de los poligonos, tanto la cir-
cunferencia como la parabola no estan formadas por segmentos de recta. Sin em-
bargo, Hipécrates de Quios logra la cuadratura de la lnula, figura limitada por
arcos de circunferencia, de la siguiente manera (Figura 1.8). Sean A el centro de
la circunferencia y AB y AC radios perpendiculares, sea E el punto medio de CB.
Se traza una semicircunferencia con centro en E y que pase por B. La lunula (fi-
gura sombreada de laFigura 1.8) tiene la misma &rea que el triangulo ABC. La
verificacion es sencilla: sea r el radio AB, entonces el area de un cuarto del circulo

V2r , ., nr?
- bor lo tanto su area también es -

2
es %. Ademas el radio del semicirculo es
Si de ambos, el semicirculo y el cuarto de circulo quitamos la interseccién queda,
por un lado la linula y por el otro el tridngulo ABC, con lo que estas dos figuras

tienen la misma area.

Figura 1.8 Cuadratura de la ldnula.
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

El proceso que lleva a entender el trabajo de Arquimedes pasa por los trabajos de
Eudoxo que aparecen contenidos en los Elementos. En particular su método de

exhaucién’del que se servird y que es un antepasado lejano del calculo integral.

La proposicién X.1 “Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una
magnitud mayor que la de su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que
su mitad y asi sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la mag-
nitud menor dada” contiene en el “y asi sucesivamente” la base del método de
exhaucién y el germen de los procesos infinitos. Si se expresa en lenguaje moderno

se tiene: dados A, € y s tal que %< s <1, al quitar de A una fracciéon igual a s

queda A(1l—s), si del resto se quita de nuevo una fraccién igual a s queda
A(1 —5s)? y asi en general. Entonces, para algin paso n se tendrd A(1 —s)? < ¢ .

Lo que equivale, en notaciéon de limites, a
limA(1—-s)"=0
n—oo

A pesar de su alusion al infinito Euclides hace la demostracién en tres pasos que

resumen lo esencial del proceso, se resume la idea de la demostraciéon (Figura 1.9).

3
B C D g A= BE
— £ . £, €, F

Figura 1.9 Aproximacién al método de exhaucién.

Sea A = BE. Algtin miltiplo de € serd mayor que A (Euclides asume F = 3¢ > A).
Toémese D en A tal que DE sea mayor que la mitad de A. Tomese C en BD tal que

CD sea mayor que la mitad de BD. Se repite el proceso hasta que los dos segmen-

2“Hay que advertir que el nombre de “método de exhaucién” no lo usaron los griegos, sino que es una desafortunada inven-
cién moderna introducida en el siglos XVII por Gregoire de St. Vincent (1584, 1667), pero se ha hecho de uso tan gene-

ralizado que nosotros también lo utilizaremos” (Boyer, 2001, p.129).
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tos tengan el mismo numero de subdivisiones. Ahora se quita, de derecha a iz-
quierda, una subdivision de cada segmento. De A se quita DE y de F se quita un
segmento de longitude. Como F > A y de F se quité un segmento menor que su
mitad y de A uno mayor que su mitad asi BD < 2¢e. Luego se quitan CD y otro
segmento de longitud € de F. Como BD < 2¢ y del primero se quité un segmento

mayor que su mitad y del segundo uno igual a su mitad se tiene BC < €. Q.E.D.

La existencia de un multiplo de € que supera a A es garantizado por un axioma
que Arquimedes atribuye a Eudoxo, pero que actualmente se conoce como axioma

de Arquimedes (Kline, 2012, p.118).

Esta proposicion permite justificar el proceso de “agotar” el circulo inscribiendo
en él un cuadrado y, acto seguido, bisecar los arcos correspondientes a los cuatro
lados para asi obtener los vértices de un octégono. Ahora sobre el octégono se
repite el proceso de bisecar arcos para construir un poligono regular de 16 lados y
asi sucesivamente. La proposicion permite afirmar que dado cualquier € > 0 existe
un paso en las sucesivas construcciones de poligonos regulares inscritos de tal ma-
nera que la diferencia entre el area del circulo y la del tltimo poligono construido
sea menor que €. En efecto (Figura 1.10), en el primer paso se extrae el cuadrado
inscrito, cuya area es igual a la mitad del circunscrito y, por lo tanto, mayor que
la mitad del area del circulo. En los sucesivos pasos siguientes se extrae un trian-
gulo por cada uno de los lados del poligono regular construido en el paso anterior.
El rectangulo KOPM contiene una ilustracion de un caso tipico. El area del trian-
gulo extraido es la mitad de la del rectangulo y, en consecuencia, mayor que la
mitad del area del segmento circular contenido en el rectangulo. Por lo tanto se
cumplen las condiciones de la proposicién X.1 y siempre serd posible construir un

poligono de area tan cercana a la del circulo como se quiera.

Aunque mas arriba se dijo que esta proposicién equivale al limite

lim A(1—-s)"=0
n—oo
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

el cual involucra al infinito, no por ello debe pensarse que los griegos consideraban
en el proceso de construccion de poligonos una cantidad infinita de pasos. Siempre

se llega a la condicion deseada en un nimero finito de pasos.

Figura 1.10 Primer paso en el método de exhaucién.

La presencia del infinito en ciertas expresiones matematicas leidas a la ligera

tiende a causar confusién. Piénsese en la serie de Leibniz

=1-=+

W =
U] =
|
N -
+
Ol

s
4
que se escribe de otra manera como
=2 0
4 Li2n+1
Expresion cuyo significado exacto es

b
T z -n"
— = |llm [ —
4 bowla2n+1
n=0
Estas dos ultimas expresiones conteniendo el infinito. Sin embargo, técnicamente

fim O =L
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si, y s6lo si, Ve > 0 3IM tal que si x > M entonces |f(x) — L| < &. Siendo M finito,
parece que en la definicién desaparece el infinito. ;Dénde estd? A pesar de que, en
efecto, M es finito, su existencia estda garantizada sélo mediante la presencia de un

conjunto infinito.

Empleando el criterio para las series alternadas del propio Leibniz encontramos
que para obtener m con una exactitud de 6 decimales (lo que equivale a un € =
0.000001), la que emplea la mayoria de las calculadoras comerciales, es necesario

sumar mas de cinco millones de términos de la serie de Leibniz.

Dudas parecidas surgen al considerar las demostraciones por inducciéon que con
su, en apariencia, poco ambicioso paso inductivo, pretenden demostrar propieda-
des sobre todo N, nuestro primer conjunto infinito. ;La explicacién? A pesar de
ser N un conjunto infinito, sus elementos son finitos, y por lo tanto es posible lle-

gar a cada uno de ellos partiendo de 1 y sumando 1 un ntimero finito de veces.

Antes de continuar con nuestra exploracién historica de las cuadraturas comenta-

remos algunos elementos de la relacién entre areas y la integral definida.

El concepto de area es un vehiculo mediante el cual se concreta el mas abstracto
de integral definida. En otras palabras, el area es una representacion del concepto
mas abstracto de integral. Sin embargo, desde una perspectiva historica, esta
afirmacion debe ser puesta cuidadosamente en contexto, ya que podriamos estar
tentados a afirmar que durante muchos afios el area fue la tnica representacion.
Sin embargo se podria refutar diciendo que un objeto no puede ser una represen-
taciéon de un concepto que aun no existe. Una manera de verlo seria decir que al
concepto de integral definida toma cuerpo cuando, precisamente, logra liberarse
del concepto restrictivo de area. De hecho, si la existencia de la integral se justifi-
cara exclusivamente en el cdlculo de areas (y de voliimenes, al aumentar una di-
mension) no seria el objeto matematico tan importante que es. Seria, simplemen-
te, un ejemplo de arte por el arte. Por alguna razén los griegos, por motivos

puramente estéticos, concentraron su atencién en objetos abstractos que, poste-
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Procesos infinitos inherentes a la integral definida

riormente, demostraron poseer una utilidad en el mundo practico, como es tam-

bién el caso de las secciones cénicas. Volvamos a los tiempos de Arquimedes.

Como ya se dijo, Arquimedes logré la cuadratura del segmento parabdlico me-
diante un proceso de triangulacién que involucra un nimero infinito de triangu-

los. Veamos algunos de los preliminares y la demostracion.

En primer lugar, se tiene un enunciado que determina la propiedad fundamental

de la parabola (Figura 1.11).

La paréabola es el conjunto de puntos P tales que su distancia a un punto fijo (F),
llamado foco, es igual a su distancia a una recta fija, llama directriz. Se tiene en-

tonces que FP = PB,PC = PB —2a y que FC =VT.

La propiedad 1: VT? = 4aPT se deduce aplicando el

teorema de Pitagoras y las igualdades menciona-
das.
FP? = FC? + PC?
PB? =VT? + (PB — 2a)?
PB? =VT? + PB? — 4aPB + 4a?
Figura 1.11 Propiedad fundamental VT? = 4a(PB — A)
de una parsbola. VT? = 4aPT

El procedimiento anterior es practicamente idéntico a lo que se hace actualmente
al calcular la ecuacion de la pardbola en coordenadas cartesianas. Ahora veamos
un resultado mucho maés interesante. La siguiente proposicion justifica un método

para la construccion de la tangente a una parabola.

En la Figura 1.12 sean L el eje y V el vértice de una parabola. Sea, ademéas, A un
punto cualquiera de la parabola diferente de V. Se traza una perpendicular de A a
L, esta determina el punto B. Sea C en L de tal manera que VC = VB. Entonces

la recta CA es tangente a la pardbola en A.
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La Figura 1.13 ilustra la demostracién que procede por contradiccién. Suponga-
mos que CA corta a la pardbola en D. Sea G un punto arbitrario en AD. Se traza
por G una perpendicular a L, ésta determina los puntos F y E en L y en la para-

bola. Los triangulos CBA y CFG son semejantes, entonces se tiene

FG _FC
BA  BC
De donde
FG? FC?
BA?2  B(2

Ademas, como FE > FG

FE? . FG* FC?
BA2~ BA?  BC(C?

/ /

Figura 1.12 Método para construir la tangente a Figura 1.13 Prueba por contradicciéon de que CA

una parabola. es efectivamente tangente.

Como A y E son puntos de la pardbola la propiedad 1 implica que FE? = kFV y
que BA? = kBV. Reemplazando estas igualdades en la expresién anterior y simpli-

ficando se tiene,

FV  FC?
—_— > R
BV = BC?
Lo que, multiplicando numerador y denominador del término de la izquierda,

equivale a

4->I<VC>|<FV>FC2
4xVC +BV ~ BC?
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De donde

4*VC*FV>4*VC*BV
FC? BC?

Por otra parte BC = 2BV entonces BC? = 4 * BV? = 4 x VC * BV, reemplazando en

la expresion anterior se tiene

4xVC xFV
—_—

FC? 1

En consecuencia 4 * VC * FV > FC?. Teniendo en cuenta que FC = FV + VC esta

ultima desigualdad constituye una contradiccion®.

La siguiente proposicién (Figura 1.14), enuncia un hecho notable, si G es el punto
medio de la cuerda y M es la interseccién de la recta que pasa por G y es paralela
al eje de la parabola, entonces, la recta que pasa por M y es paralela a la cuerda

es, a la vez, tangente a la parabola.

(F,kF?)

(E, kE?)

/1

Figura 1.14 Recta paralela a la cuerda M y tangente a la parabola.

3Ya que tiene la forma 4xy > (x +y)?. Entonces 4xy > x2 + 2xy + y2, de donde 0> x2 —2xy +y%. Que equivale a
(x—y)*<o.
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La demostracion se hace con las técnicas actuales de la geometria analitica y el

algebra. Como G es punto medio, entonces su abscisa (que es la misma de M) es

2 2_rp2
G , entonces M = (ﬂ,k (ﬂ) ), ademas m = XD = k(F +E).
2 2 2 F-E

Asi la ecuacion de la recta paralela toma la forma,
y=k(F+E)x+Db'

y como pasa por M

F + E\* F+E
k (—) —k(F+E)—=+b
2 2
Entonces
b (F + E)Z
B 2
De donde

F + E\?
y=k(F+E)x—k (T)

Resolvemos ahora el sistema de la parabola y la recta, obteniendo la ecuacién

F + E\?
x> —(F+E)x+ (T) =0

La cual tiene discriminante 0, lo cual confirma que la recta y = mx + b’ es tan-

gente a la pardbola y = kx?2.

Hasta ahora hemos trabajado con unos tacitos ejes ortogonales. La siguiente pro-

posicion generaliza la propiedad 1 al caso de “ejes oblicuos”.

En la Figura 1.15, sean B y C puntos cualesquiera sobre la parabola. Si el seg-

mento que los une se desplaza hacia abajo de forma paralela, el ultimo punto de
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contacto serd V en donde, ademaés, el segmento desplazado serd tangente a la pa-
rabola. Sea A el punto medio de BC y D la interseccion del segmento que pasa por
C y es paralelo a AV con la tangente. E es un punto arbitrario entre V y D. F es
la interseccion del segmento que pasa por E y es paralelo a AV. Entonces,

EF _VE?
DC VD2

Directriz

Directriz /

Figura 1.15 Desplazamiento de puntos de la pa- Figura 1.16 Recta paralela al segmento BCy tan-

rabola “ejes oblicuos”. gente a la parédbola.

En el caso particular de que BC sea paralelo a la directriz este enunciado es con-
secuencia inmediata de la propiedad 1, pues se tiene,

VE* 4aEF _EF
VD2 4aDC DC

La demostracion sigue la Figura 1.16 en donde G es el vértice de la pardbola y O
es la interseccion del eje de la parabola con la tangente. Por el resultado anterior

JG = GO = y.

Entonces VM = LN = IK = y. Sean x;, =GM =]V, x, =GN =]JL y x3 =GK =
JI. Entonces, por la propiedad 1, x = kMV = ky x5 = kFN y x% = kCK. Los

triangulos O]V, FLV y CIV son semejantes, entonces
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2
Jo EL DI 2y 23 2x

WV VL VI x, x  k
De donde
kEL = 2x,VL = 2x1 (x5 — x4)
y
kDI = 2x,VI = 2x;(x3 — x1)
Ademas,
E_FN—LN—EL_%—%—EL_x%—xlz—kEL
DC  CK—IK—-DI x_x_ 5 x5—x}—kDI
kK ok
Entonces

EF x5 —x{—2x,(x; — %) (% —x)® VI?
DC  x%—x?—2x;(x3—x;) (x3—x)2 VI?

Como los triangulos VEL y VDI son semejantes se tiene

VL B VE
VI VD
De donde
VI? _ VE?
VIZ VD2
Para finalmente concluir que
EF _ VE?
DC VD2

Después de este, un tanto pesado, estudio de los preliminares de la construccion
de Arquimedes, pasemos a conocerla. El enunciado de la proposicién es el siguien-
te (Figura 1.17): sea A el punto medio de BC, y sea D la interseccién de la recta
que pasa por A y es paralela al eje de la pardbola, con la pardbola. Entonces el

area del segmento de pardbola BCD es igual a s del area del triangulo BCD. La

demostracién comienza estudiando laFigura 1.18.
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C
C
A
B

D 1]

E
Figura 1.17 Cuadratura de la pardbola. Primer Figura 1.18 Cuadratura de la pardbola construc-

paso de Arquimedes. cién recursiva.

El procedimiento empleado por Arquimedes es eminentemente recursivo. De la
misma forma que en la Figura 1.17se inscribe el tridngulo CDB en el segmento de
parabola CDB. Arquimedes inscribe en los segmentos CGD y DG'B los triangulos

CGD y DG'B.

Demuestra que las adreas combinadas de estos dos tltimos tridngulos equivalen a
una cuarta parte del area del tridngulo BCD. Repite la inscripcién de tridngulos
(ahora 4) en los segmentos definidos por las cuerdas CG,GD,DG’ y G’'B. Continta

este proceso ad infinitum y obtiene una serie geométrica de razén , due suma y

llega asi al resultado. Los detalles a continuacién:

Se traza por D una paralela a BC que, como se sabe, también es tangente a la pa-
rabola. Se unen B y C con D. Sean ] y J' los puntos medios de AC y BA respecti-
vamente. Se trazan por B,],] y C paralelas a AD. Las intersecciones de estas rec-
tas con la tangente, con la parabola y con los segmentos BD y DC determinan los
puntos E',F,F,E, G, G, H y Hrespectivamente. Por ser F punto medio de DE y F]
paralela con EC,H es punto medio de F]. Por otra parte

FG _ DF?
EC DE2

1
4
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de donde se tiene que EC = 4FG. Pero como JCEF es un paralelogramo EC =
F], y asi FJ] = 4FG. Por lo tanto FH = 2FG. Lo que equivale a que JH = 2HG.
Los tridngulos JHD y HGD tienen la misma altura mientras que la base del prime-
ro es el doble de la del segundo, asi que A(AJHD) = 2A(AHGD), en donde A
denota el area. En la misma situacién estan los triangulos JHC y HGC, en conse-
cuencia, A(AJHC) = 2A(AHGC). Sumando estds dos igualdades se tiene
A(AJCD) = 2A(ACGD). Ademas A(AJCD) = A(AAJD) 'y por lo que
A(AACD) = 4A(ACGD). Un razonamiento andlogo lleva a  concluir
que A(ABAD) = 4A(ABDG’). Sumando las dos tultimas igualdades se llega a que
A(ABCD) = 4(A(ACGD) + A(ABDG’)). Al inscribir ahora 4 tridngulos como se
indic6 arriba se llega a que las areas de combinadas de estos equivalen a una
cuarta parte de la suma de las areas de los triangulos CDG y DG’B, y por tanto a
1—16 del area del triangulo BCD. Entonces el area del segmento parabdlico BCD:
Jl(ABCD)-(l +1+i+i+---)
4 42 43

Suma esta Ultima serie empleando un recurso geométrico (Figura 1.19).

=
A&

14

i

Figura 1.19 Representacion grafica de la serie geométrica de razon¥%.

La grafica insinta el resultado %+:;2+:;3+ .= 2, de donde cancelando la A y

sumando 1 a ambos lados se obtienei =1+ 1 + iz + % + -
3 4 42 4

Resultado con el que termina la demostracion.

36



Procesos infinitos inherentes a la integral definida

Realmente Arquimedes es mas moderno en su tratamiento de la suma de la serie.
Emplea, como se hace ahora, un resto. Lo cual le evita acudir al infinito. Vamos
ahora a hacer un hibrido entre pasado y presente revisando la construcciéon que
sobre el trabajo de Arquimedes hace Apostol (1965)en su Calculus. Esto nos per-

mitird ver de una manera limpia la esencia y el rigor de Arquimedes.

Apostol deduce la féormula de la suma de los n primeros cuadrados empleando, de
forma disimulada, sumas telescépicas. Sin embargo, estas fueron inventadas por
Leibniz quien las emple6 para resolver un problema que como reto le habia plan-
teado Huygens en 1672 (Terré, 2001, p.344): calcular la suma de los inversos de
todos los niimeros triangulares. Las sumas telescépicas logran mucho mas, permi-
ten emplear un algoritmo recursivo para deducir férmulas para sumas de la forma
1% + 2% + ...+ n* para k entero positivo. También se emplean para demostrar el

Teorema Fundamental del Calculo. Mostraremos una deduccion de Arquimedes.

Debemos a los pitagéricos ademas de las palabras filosofia y matematicas, el estu-
dio de los ntimeros figurados. Por ejemplo, la suma 1 + 2 + 3 + 4 puede repre-
sentarse como en la Figura 1.20. La cual es completada con una disposicién idén-
tica, pero invertida, para obtener un arreglo rectangular (Figura 1.21) que

permite hacer facilmente la suma.

®

© (0] 0] 0] 0]
e e

(0] (0] e 0] 0]
@ @ @

(0] (0] © © 0]

Figura 1.20 Ndmeros figurados. Figura 1.21 Arreglo rectangular con nimeros

figurados.

n(n+1)

Enestecasol+2+3+4=%5.Engenerall+2+3+...+n= >
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Mediante una idea similar es posible encontrar una férmula para 12 + 22 + 32 +
-+ + n?(Burton, 2011, p.100), sin embargo, veamos una deduccién del propio Ar-

quimedes (Ibidem, p.104).

Partiendo de la igualdad n? =[k+ (n—k)]? = k? + 2k(n— k) + (n — k)?. To-
mando k = 1,2,3,...,n—1 se tienen las igualdades
n?=12+4+2+x1(n—-1) + (n — 1)?

n?=22+4+2%2(n—2)+ (n—2)>

n2=m-1)2%+2(n-1(1)+ 12
Sumando todas estas ecuaciones ademas de la ecuacién 2n? = 2n?, se llega a

(n+Dn?2=2(12+22+324+-+n>)+2(1(n -1 +2(n-2)+-+ (m—11)(1)

(k—1)k

Por otrapartede 1 + 2 + 3 + .. + k—1= se obtiene

k?—k=214+2+3+-+(k—1))
Tomando k = 2,3, ...,n se tienen las igualdades
12-1=0
22-2=2(1)

32-3=2(1+2)

nf—-n=21+2+-+Mm-1))
Que sumadas producen
12422 4+3° 4+ 4n*-1-2——n=
=21n-D+2n—-2)+--+(n-1D1 (2)
Reemplazando (2) en (1)

(m+1n? =312 +22+32+-+n?)—(1+2+-+n)
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Lo que lleva a

_ (n+ 1)n? +n(n+ 1)

12 22 32 2
+224+3%2+ -+ 3 c

Para concluir que

_nn+1)(2n+1)

12422432+ 4+n? <

n® n?
=3tz )

N

De (*) es claro que
3

n
?<12+22+32+---+n2

Restando n? ambos lados de (*) también se obtiene

n® n?
12+22+32+---+(n—1)2=?—7+ (**)

NE

n2

. . n n .
Ahora bien si n > lentonces n? >n y — =35> < ¥, por tanto, puede concluirse

de (**) que
3

n
12+22+32+---+(n—1)2<?

En resumen
n3
124224324+ +(n—1)>2 <3< 12+ 224324+ -+ n? (xx%)

Veamos entonces el trabajo de Apostol.

La idea es calcular el area bajo la curva de la parabola y = x? entre 0 y b (Figura
1.22). Arquimedes demostrdé que esta area es igual a un tercio de la del rectdngulo
en que esta inscrita. Para ello se divide el intervalo [a, A] en n segmentos todos de

igual longitud %. Luego se construyen sobre estos, rectangulos cuya altura es igual

a la altura minima (Figura 1.23) o maxima (Figura 1.24) de la parabola sobre ese
segmento. El area del segmento parabédlico A estarda comprendida, por tanto, entre
la suma de las dreas de los rectangulos interiores (Figura 1.23) y la de los exterio-

res (Figura 1.24). El intervalo [a, b] se divide en n segmentos de igual longitud
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b 2b nb , . .
cuyos extremos son 0,;,7,...,7 = p. Las alturas de los rectangulos interiores

corresponden a las ordenadas de los extremos izquierdos de cada rectangulo y las

de los rectangulos exteriores a las de los extremos derechos. En otras palabras la

L. , : : (k—=1)b\? .- b .

altura del k-ésimo rectangulo interior es (T) . Que multiplicada por - longi-
3

tud de la base, da (k — 1)2% como valor de su area. De manera andloga el area

- , . b3
del k-ésimo rectangulo exterior es k? =

b? 7
0 x b Figura 1.23 Rectangulos de igual Figura 1.24 Rectangulos de igual
Figura 1.22 Curva de la pa-

base y altura el minimo del subin- base y altura el méximo del
rébolay = x”. tervalo. subintervalo.
2 2 2 2y b®
Sea, S,=01°+2°+3 +---+n)§

Y s, la suma de los n rectdngulos interiores, entonces

b3
Sp = (12+22+32+---+(n—1)2)$

3
En otras palabras, si multiplicamos (***) por % y tenemos en cuenta las dos

ecuaciones anteriores, se tiene

b3

s <—=< 8,

n3

, b3 .o ,
Para todo n = 1. Arquimedes demuestra ahora que 5 s el inico niimero que sa-

tisface estas desigualdades y como también se tiene s, < A < §,,, necesariamente

b3

A=23
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Para hacer esto tltimo se suma n? a ambos lados de la desigualdad izquierda de

(***) y se obtiene

3
n
iﬁ+22+3ﬁ+m+n2<§4m2

3
Se multiplica ahora por b3 y se obtiene

n3
b3 b3
Sp<—+—
"T3 ' n

De manera aniloga restando n? a ambos lados de la desigualdad derecha de (***)

- b3 .
y multiplicando por 5 se obtiene

b® b3
3T S

Entonces, como s, < A < §,,, necesariamente

b® b3 b3 b3
——— <A< —+—
3 n 3 + n

. b3 b3 . .
Si suponemos A > ~ » entonces A— 5> Oen a desigualdad de la derecha se tiene

b3 b3
A— 3 < Y
De donde se llega a
b3
n<A_b_3

Para todo n. Lo cual es obviamente falso para

b3
b3
A=73

n>

. b3 . [
La suposicion 4 < 5 conduce a una contradicciéon analoga. Por lo tanto, necesa-

riamente
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Objeto de estudio

A esta brillante demostracién, sin embargo, opone Apostol una objecién moderna.
Arquimedes nos lleva de la mano, y con brillantez nos convence de que el area del

/1 1 , , . .
segmento parabdlico es en efecto 3 del area del rectangulo que lo circunscribe.

Pero hemos llegado hasta aqui jsin una definicién de area! Una definiciéon que de-
be garantizar la certeza de las asunciones que se hicieron de manera tacita: que si
una regién contiene a otra su “area” es mayor o igual que la de la contenida. O
que el “area” de una regién es igual a la suma de las de las regiones disjuntas en
las que se haya dividido. De hecho, Euclides en las 23 definiciones del libro I de
los Elementos no dedica ninguna al concepto de area. La primera alusion a este
concepto la hace en el enunciado de la proposicion 35: “Los paralelogramos que
2

estan sobre la misma base y entre las mismas paralelas son iguales entre si” en

donde iguales entre si quiere decir que tienen areas iguales.

En su libro Matematica elemental desde un punto de vista superior Félix Klein
afirma: “La diferencia esencial entre este método y el moderno radica en el hecho
de que asume tacitamente como evidente la existencia de un niimero que mide el
area, mientras que el calculo infinitesimal moderno rechaza aceptar esta evidencia
intuitiva pero recurre al concepto abstracto de limite y define a este valor como el

limite de los valores de las areas de los poligonos inscritos.” (Klein, 2006, p.293).

FEl renacimiento

El estilo matemaético del Renacimiento hasta el siglo XIX se resume muy bien en

este parrafo de Pedro Gonzalez Urbaneja:

A partir del Renacimiento la matemética empieza a presentar una inflexion respecto a la
clasica griega. El paradigma formal y demostrativo que impuso la filosofia platénica en los
Elementos de Euclides y deméas obras clasicas evoluciona bajo el principio de que lo que
importa es la consecucién de nuevos resultados, aunque sea sin expresion rigurosa. Se im-
pone el lema “primero inventar, después demostrar”. Bajo el nuevo enfoque se trata de
crear y descubrir més que de expresar axiomatica y apodicticamente.”

(Gonzélez, 2008, p.299)
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Cavalieri

Consecuente con esta filosofia Cavalieri enuncia su famoso principio y lo usa con
éxito para encontrar resultados como el volumen de la esfera. Su principio dice:
“Se dan dos cuerpos solidos y un plano. Supongamos que todo plano paralelo al
plano dado que interseca a uno de los cuerpos, interseca también al otro y se ob-
tienen secciones transversales con areas iguales. Fntonces los cuerpos tienen el

mismo volumen.”. La Figura 1.25 ilustra el enunciado.

Figura 1.25 Principio de Cavalieri.

La forma de emplear este principio para calcular el volumen de la esfera, conoci-
dos el del cono y el del cilindro, obedece a una aguda observacion: el area de una
secciéon de un hemisferio de radio r es igual a la de un cilindro de radio y altura

r menos un cono de igual radio y altura (Figura 1.26).

Figura 1.26 Principio de Cavalieri para calcular el volumen de la esfera.
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Objeto de estudio

La comprobacién se hace de manera sencilla (Figura 1.27).

Figura 1.27 Secciones transversales del cilindro, cono y esfera de la Figura 1.26

En el cilindro menos el cono el area de la secciéon en forma de corona esta dada
por m(R? — (R — h)?) en tanto que en la semiesfera el drea de la seccién circular
es mr? pero, como consecuencia del teorema de Pitagoras,r?> = R2—(R—h)? |y
por lo tanto es licito emplear el principio de Cavalieri. El volumen V de la semi-

esfera es igual a la del cilindro menos el cono, esto es

1 2
V =mur3 —;m’3 = gm‘3.

Roberval

Empleando en los indivisibles de Cavalieri en versiéon bidimensional, Roberval

logra cuadrar la cicloide. Para ello procede de la siguiente forma (Figura 1.28).

B C
ke L
;
= 2r
F G H
D
A ™

Figura 1.28 Roberval. Cuadratura de la cicloide.
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Sea AHC media cicloide. Se traza por H una perpendicular al didmetro AB. Sean
F y G las intersecciones de la perpendicular con la circunferencia generatriz y el
didmetro AB respectivamente. Sea I, también sobre la perpendicular, tal que
HI = FG. El lugar geométrico descrito por el punto I a medida que el punto G se
desplaza de A a B es la curva AIC. Por la forma como estd construida la curva
AIC vy, segin el principio de Cavalieri, el area de la region AHCI es igual a la mi-
tad del area del circulo. Se tiene también el rectangulo ABCD cuya base es mr y
cuya altura es 2r, su 4rea es, por tanto, 2mr? que es dos veces el area del circulo.
Ademés Roberval hace la muy interesante observacion de que la curva AIC divide
al rectangulo en dos partes iguales. Con lo cual el area de la regiéon AICD es igual

a la del circulo y, por tanto, el area total de la cicloide es tres veces la del circulo.

Queda por demostrar que, en efecto, la curva AIC divide al rectangulo en dos par-
tes iguales. Para ello Roberval se vale nuevamente del principio de Cavalieri afir-
mando que si CLL = AG entonces KL = GI. La demostracion sigue laFigura 1.29.

Como CL = AG, entonces KO = 0I. Ademas HO = FO’ = r. Por ultimo, los
angulos FKO' y HIO son rectos, por lo tanto los tridangulos FKO'y HIO son con-
gruentes. Entonces también son congruentes los angulos HOI y KO'F que se de-
signan por 8. GI = AM , pero AM es igual al arco HM y HM = r6. Con lo que
Gl =rf8. Por otra parte KL = ND = AD- AN = nir—(mr—6)r =r6. Con lo
que, en efecto,KL = GI.

B
. __C
Ferm N SN A
k. L
-
&)
ll 1
E * 0 - © 2r
I B N
st
D
A I r M

Figura 1.29 La curva AIC divide al rectdngulo en dos partes iguales.
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La sencillez de los célculos contrasta, sin embargo, con la carencia de rigor. El

profesor Roger L. Cooke comenta al respecto:

No obstante, este método para encontrar areas y voltimenes estaba sujeto a objeciones.
Por ejemplo, el volumen de cada secciéon plana de una figura es cero; jcémo es posible re-
unir una coleccién de ceros para obtener algo que no es cero? Ademés, jpor qué el método
no funciona en una dimensién? Considere las secciones de un tridngulo rectangulo parale-
las a uno de sus catetos. Cada secciéon corta a la hipotenusa y al otro cateto en figuras
congruentes; a saber, en un punto a cada uno. Sin embargo, la hipotenusa y el otro cateto
no miden lo mismo. Objeciones como ésta eran preocupantes. Los resultados obtenidos con
estos métodos fueron espectaculares. No obstante, los mateméaticos prefirieron aceptarlos
como un acto de fe, seguir usdndolos e intentar construir sus fundamentos mas tarde, jus-
to como en un arbol cuando la raiz y las ramas crecen al mismo tiempo.

(Zill & Warren, 2011, p.XXIII)

Fermat

Fermat logra un gran avance demostrando que

p+q
a P ap/q+1 a g
xP/ldx = =
fo p/q+1 P
q

Donde p/q > 0. Lo hace empleando una muy ingeniosa particién que emplea una

progresién geométrica. En  Gonzalez(2008, p.329), se lee la cita de Fermat:

Arquimedes solo empled progresiones geométricas para la cuadratura de la pardbola; en
sus otras comparaciones entre cantidades heterogéneas se restringié a progresiones aritmé-
ticas. jSeria asi porque encontrara que la progresién geométrica sirviera menos a la cua-
dratura? ;O quiza es que el artificio particular del que se sirvié Arquimedes para cuadrar
con esta progresion la primera pardbola puede dificilmente aplicarse a las otras? Cualquie-
ra que sea la razén, yo he probado que la progresién geométrica es muy util para las cua-
draturas y deseo presentar a los geémetras actuales mi invencién, que permite cuadrar por
un método absolutamente similar, tanto parabolas como hipérbolas®.

4 Fermat se refiere aqui a parabolas e hipérbolas generalizadas, esto es, de la forma y = xP/? e y = x™/9(p/q > 0) respec-

tivamente.
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y= xP/4

Tn+l &, r a=Ty

Figura 1.30 Rectangulos de altura “y”.

Veamos el trabajo de Fermat (Figura 1.30). C<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>