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INTRODUCTION

These notes deal with the study of Linear Systems of Ordinary Differential Equa-
tions (ODEs) with formal meromorphic coeficientes, both in the real or the complex
context. More precisely, systems of the form

Y' = A(x)Y, (1)

where Y = (y1, ..., yn) is a vector of n variables and A(x) is a square n X n matrix
whose entries are formal meromorphic power series in the variable  with coefficients
in K=R or C.

We assume that the system is singular at x = 0, i.e., that at least an entry of
A(x) has a pole at x = 0 and we write

Ax) =

:L‘Q+1(A0 +ZEA1 + - "),
where A; is a constant matrix, Ay # 0 and ¢ > 0, which is called the Poincaré rank
of the system. It will be useful for us also to consider the radiality index which is
the minimum between ¢ and the first k£ such that every matrix Ay, Ay, ..., Ax_1 is a
scalar multiple of the identity matrix.

We treat two topics, very different in nature but related.

First topic: Turritin’s Procedure.- A classical result, stated in modern terms
by Turritin in ([11], Theorem I in page 42). Established in the complex case, it as-
serts, in big lines, that the system can be reduced to a simpler canonical form
(essentially that all matrices A; for 0 < j < ¢ above are diagonal, we call this
form a Ramis-Sibuya form as we explain in chapter 3) by means of certain trans-
formations, which do not modify the essential nature of solutions of the system (1).
Such transformations consists in linear changes of the variable Y with polynomial
coefficients in the x-variable, together with ramifications in the z-variable. Since
these transformations only contribute to algebraic manipulations of the system, no
convergence conditions for the entries of the matrix A(z) are needed and the result
can be formulated in the formal setting.

Turritin’s Theorem has been revisited several times in the literature, for ins-
tance in Wasow [10], Balser [1] or Barkatou-Pfliigen [2], which concerns also with
effectiveness of the procedure.



A part of these notes is devoted to make a revision of Turritin’s result following
mainly the procedure given by Wasow. There are several reasons to justify this
revision and to put in value our contribution to this topic here:

= First, in Wasow’s proof, the main final arguments concerning the induction on
the dimension and the Poincaré rank is perhaps not sufficiently clarified: the
Poincaré rank drops as long as we do not need to make a ramification of the
x-variable, but it increases after ramifications. We clarify in chapter 3 all the
details concerning this induction hypothesis.

= Concerning the effectiveness of the result: due to the algebraic nature of the
transformations, it is natural to ask if the procedure to obtain a canonical
form for the system (1) is finitely determined, i.e., if only finitely many matrix
coefficients Ay, ..., Ax are involved in the procedure. We prove that this is true,
obtaining an explicit bound N with depends only on the dimension n and the
Poincaré rank. In fact N =nqg — (n — 1)k.

= A general real version of Turritin’s result has not been treated yet, as far as
we know. We establish and we prove such a real version in Chapter 4. The
procedure in the complex case does not restrict necessarily without modifi-
cation to the case of real coefficients. The difficulty is the possible existence
of complex non real eigenvalues of the first non-radial coefficient matrix Ay.
We overcome this difficulty by using a result (Proposition 4.2.2.) that shows
that, in this situation, a polynomial linear change of variables produces a new
system where all coefficient matrices, up to the order as big as we need, are
what we call C-matrices: matrices written in 2 x 2 blocks of the form

a —b

b a '
In this situation, a truncation of the original system (with real coefficients) can
be associated to a system with complex coefficients (with half the dimension

of the original one). The complex Turritin’s procedure of this last systems
extends, in this case, to a real Turritin’s process of the original system.

s The transformations used in Wasow’s proof, called shearing transformations,
can be interpreted geometrically as blow-ups of the space of variables (z,Y)
with smooth centers contained in the hyperplane z = 0. Combining this ob-
servation with the finite determinacy and effectiveness mentioned above, and
using resolution of singularities, Turritin’s result appears as a relevant tool



for describing the dynamics of vector fields, or non-linear differential equa-
tions along an invariant formal curve C'. An example of this relevancy can be
seen in the paper [4], which contains a description of the relative behaviour of
trajectories of real three dimensional vector fields (related to two-dimensional
systems, i.e. Y = (y1,42)).

At the present time, at least two papers (in progress), use Turritin’s result
(real or complex). The first one (authors: Cano, LeGal, Sanz) deals with the
existence of trajectories which are asymptotic to a given invariant formal curve
of a real vector field in any dimension. The second one (authors: Lépez, Ribén,
Sanz, Vivas) deals with existence of stable manifolds of a germ of holomorphic
diffeomorphism at 0 € C" composed of orbits asymptotic to a given formal
invariant curve. We hope that the content of these notes may contribute to
the complete achievement of those papers.

Second topic: Constructibility of the dichotomy interlaced/separated
for two-dimensional linear real systems of meromorphic ODEFEs.- This
second topic, treated in chapter 5, is the most original part of the thesis. The content
of this chapter has been already published in [9], a collaboration of the author of
these notes and the advisor of the thesis. Let us explain it here in big lines.

In the first topic, we do not enter in the study of the possible “solutions” of the
system (1). Since all the transformation used produces algebraic manipulations of the
matrix of the system, the formal setting, without any condition on the convergence
of the entries of A(x), was a genuine context. This second topic deals with the
study of “geometric” solutions = +— Y (z) (so we assume that the entries of A(z)
are convergent meromorphic series) but restricted to the two-dimensional case Y =
(y1,y2) and with real coefficients (although we consider more generally the case of
a linear non-autonomous system). More precisely, we deal with systems of the form

Y' = A(z)Y + B, Y = ( z; ) (2)

where A(z) is a 2 x 2 matrix and B(z) is a 2-dimensional column vector, both with
entries in the field K = R({z}) of real meromorphic (convergent) series.

In what follows, a solution of the system (5.1) will be a map = — Y (z) € R?
defined and of class C! on a right neighborhood (0, €) of 0 that satisfies the equation;
that is, so that 4 (z) = A(2)Y (z) + B(z) for any z € (0,). (An analogous study
can be made for solutions defined in a left neighborhood of 0). Assuming that z = 0



is a singular point of the system (i.e. some of the entries of A or B has a pole at
x = 0), we are interested in the asymptotic behavior of solutions when z goes to 0.

More precisely, we are interested in the relative asymptotic behavior of two such
solutions and, particularly, in the concepts of linking and separation of solutions
which come from the concepts of “spiralement” and “enlacement” introduced in
3, 4] for trajectories of three-dimensional vector fields.

Roughly speaking, two different solutions Y (z) and Z(z) are said to be asympto-
tically interlaced (resp. separated) if the vector Y (z) — Z(x) of R? spirals around the
origin (resp. it has a well defined limit direction) when x goes to 0. It is not hard to
see (we recall below a proof) that, given a system (5.1), either any pair of solutions
is asymptotically interlaced or any pair of solutions is separated, thus allowing to
say, correspondingly, that the system is interlaced or separated. Another remark is
that a system as in (5.1) is interlaced or separated iff it is so for its homogenized
system (the system consisting on the same coefficient matrix A but with B = 0).

The question now is to determine criteria that permit to know if a given system
is interlaced or separated. In the paper [6], this problem is treated in the more
general setting where the entries of the coefficient matrix A and those of the vector
B belong to a Hardy field H. By definition, a Hardy field is a subfield of the ring
of germs at x = 0 of differentiable real functions on a right interval (0,¢) which
is closed by taking the derivative with respect to z. This concept captures some
of the good finiteness properties that we have for real analytic functions: non-zero
elements in H have finitely many zeros, they have a limit in R U {400, —0o} when
x — 0, L’Hopital’s rule hold for elements of H, H is a totally ordered field by f < ¢
iff f(x) < g(z) for any z in a right neighborhood of 0, etc. (see [5] for an extensive
exposition of the theory of Hardy fields, or [7] for a recent summary). The main

c d
Hardy field H is separated if and only if the associated Riccati equation

y=c’+(a—dy—b (3)

result in [6] is that a system as in (5.1) with matrix coefficient A = ( a b > in a

has a solution x — y(z) € R defined for every z in a right neighborhood of x = 0.
Moreover, in that case, the extension of the field H of coefficients by the family of
all solutions of the system (their germs at x = 0) is again a Hardy field.

The result thus provides a criterium for a system to be interlaced or separated
in terms of the Riccati equation of the system. However, this criterium, being com-
pletely general for any Hardy field, is far from being constructive. Restricting to our
special case where the field of coefficients is H = K = R({z}), the general question
now is:



Can we expect a constructive criterium for deciding the dichotomy in-
terlaced /separated for linear ODEs with real meromorphic coefficients?

In chapter 5, we present just the first results obtained so far devoted to the task
of finding what kind of “constructiveness” can we hope for such a criterium.

Before stating the results, let us fix some useful notation. First, as we have
mentioned, for distinguishing between interlaced or separated systems we can restrict
ourselves to homogenized ones. The whole family of such systems will be identified
with K* by the natural identification

Y =AY «— A= ( a b ) e K"
c d
Denote by S (resp. Z) the family of separated (resp. interlaced) systems, so that we
have the partition K* = SUZ. For any ¢ > 0, let F7 be the family of systems with
Poincaré rank not greater than ¢ and denote by F¢ = §? U Z9 the corresponding
partition into separated and interlaced systems. An element A € F? will be written
as

A = p—(a+D) Z 2 A;
=0

% %) Given an
¢ dj
integer m > 0, we will speak of the m-truncation of the system A to refer to the

vector

where each A; is a matrix with real entries, denoted by A; =

Jn(A) = (Ao, A1, ..., Ap) = (a0, bo, - . ., Cony i) € REMHD, (4)

The first result about constructiveness of the criterium for the dichotomy inter-
lacing/separation is developed in section 5.3. and can be stated as follows

2q+2)

Theorem 1 For any q > 0, there ewists a semi-algebraic set ¥, C R4 such

that a system A € F9 belongs to S if and only if Jog41(A) € X

We recall that, by definition, a semi-algebraic set of R™ is a finite union of sets of

the form
{xeR": P(x) =0,Q1(x) >0,...,Q,.(x) >0}

where P,Q; € R[Xy, ..., X,,] are real polynomials in n variables.
This result appears already in the cited reference [6]. It establishes constructi-
veness for deciding interlacing/separation for systems with bounded Poincaré rank
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in terms of semi-algebricity of a finite jet of the Taylor expansion of the entries of
the coefficient matrix of the system. In other words, we can state: for any ¢ there
exists a finite algorithm, which uses only the operations of R as an ordered field,
whose input is a vector of real numbers corresponding to a finite Taylor expansion
of a system A in F? and whose output is the answer to the question of whether the
system is interlaced or separated.

Of course, the proof of Theorem 1 makes use of Turritin’s Theorem. The bound
2q + 1 for the sufficient truncation of the system that determines the dichotomy
interlaced /separated is related to the bound (N(n,q, k) = ng— (n — 1)k) stablished
in chapter 3 for the sufficient jet to achieve a Turritin’s procedure of the original
system.

Our next objective is to look for such a constructive criterium or finite algorithm
in terms of the entries of the matrix as elements of the Hardy field K = R({z}),
instead of their Taylor expansions. In order to formulate more precisely this objec-
tive, let us say that a subset of K™ is K-semialgebraic in K™ if it is a finite union
of sets of the form

{xe K": P(x)=0,Q:1(x) >0,...,Q,(x) >0}

where P,Q; € K[X;,...,X,] (recall that we have defined the order in K as a > 0 iff
a(z) > 0 for any = in a right neighborhood of 0).

In the section 5.4. we prove that there not exists any such constructive criterium.
More precisely,

Theorem 2 For any q > 1, neither S C K* nor I9 C K* is K-semialgebraic in
K*.

Using the fact that F¢ C K* is K-semialgebraic, we obtain

Corollary 3 Neither the set S of separated systems nor the set L of interlaced ones
is K -semialgebraic in K*.

The above negative results motivate our third objective: the search of construc-
tive criteria by using other operations of the Hardy field K besides the ones corres-
ponding to an ordered field. The first natural such operation is the derivative. Ac-
cordingly to this, we will say that a subset 2 C K™ is K -differentially-semialgebraic
(or (K, d)-semialgebraic for short) if it is a finite union of subsets of the form

{xe K": P(x,x',x",..) =0,Q:1(x,x',x",..) > 0,...,Q,(x,x,x",...) > 0}

6



where P,Q; € K < X >= K[X, XM X® ] are differential polynomials in n
variables (i.e., any X () denotes a vector of n indeterminates) and x’, x”, etc. denotes
the vector of successive derivatives of the components of x.

In section 5.5, we prove that, if we allow to take derivatives, a constructive
criterium for deciding the dichotomy interlacing/separation exists for systems with
bounded Poincaré rank. More precisely,

Theorem 4 For any ¢ > 0, both 8 and I? are (K, d)-semialgebraic subsets of K*.

Finally, the next natural question is to know wether the use of the operation of
taking derivatives suffices in order to obtain a constructive criterium for the whole
family of systems, i.e. with no bound on the Poincaré rank. We claim that the answer
to this question is negative, although at the present time, we have not a fully detailed
proof of it. In more precise terms, we can announce

Claim. (Yet unproved) Neither the set S nor I is a (K, d)-semialgebraic subset
of K*.
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Capitulo 1

Repaso de algunos resultados de
Algebra Lineal

En este apartado recordamos definiciones y resultados basicos de algebra lineal
como son los autovalores y autovectores asi, las formas de Jordan o los divisores
elementales de una matriz. También introduciremos notaciones que usaremos a lo
largo de la memoria.

En la 1ltima seccién recogemos unos resultados técnicos, menos conocidos, que
nos seran utiles para el tratamiento de los sistemas lineales de ecuaciones diferen-
ciales en los préximos capitulos.

1.1. Matrices de Jordan

Sea K un cuerpo. Denotamos por M, ,,(K) el K-espacio vectorial de matrices
de tamano n x m con coeficientes en el cuerpo K. Cuando n = m hablamos de
matrices cuadradas de tamano n y consideramos M,, ,(K) como una K-algebra con
el producto usual de matrices. Denotamos por I, la matriz identidad, elemento
neutro de este algebra.

Dados ny,ng,...,n,, € Ns; y dadas, para cada (i,j) € {1,2,...,r}? matrices
Cij € My, n,;(K), la matriz cuadrada de tamafo n x n, donde n = n; +ny + ... +n,
dada por

Oll 012 e Clr
A= 021 C(22 027"
Orl Cr2 e Crr
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diremos que es una matriz cuadrada por bloques (si es necesario diremos mas
recisamente por bloques (ni,noq,...,n, escribiremos
) Y Y

Si Cy; = 0 siempre que ¢ # j, se dird que A es diagonal por bloques. En este caso
denotaremos

A=C11®Cu @ - ®Cy 6 A=diag(Cr1,Ca,...,Cp).

Si C;; = 0 siempre que ¢ < j se dird que A es triangular inferior por bloques.

Nétese que si tenemos dos matrices A = Blog(C;;), B = Blog(D;;) por bloques
(n1,...,n,), entonces AB = Bloq(C;;D;;). También, el producto de matrices diago-
nales por bloques (respectivamente triangular por bloques) es diagonal por bloques
(respectivamente triangular por bloques).

Definicién 1.1.1 Una matriz J € M,,,,(K) es un bloque de Jordan (asociado
al autovalor o y de tamano n) si es de la forma

a 1.0 0 -+ 0
0O ol 0O -+ 0
J=J(a,n) = € M, ,(K).
000 - a 1
000 0 - «
Un bloque de Jordan asociado al autovalor « = 0 se llama matriz deslizante

(shifting matrix en inglés). Una matriz de Jordan es una matriz diagonal por
bloques de la forma
J=L® LD D,

donde cada J; es un bloque de Jordan.

1.2. Autovalores y polinomios caracteristicos

Definicién 1.2.1 Dadas dos matrices A,B € M, ,(K) diremos que A y B son
matrices conjugadas si y sélo si existe P matriz inversible tal que A = PBP~!.

Definicién 1.2.2 Dada una matriz cuadrada A € M, ,(K) no nula diremos que v,
vector no nulo, es un autovector de A si existe o € K tal que Av = av. Al valor
a lo llamaremos autovalor de la matriz A.

11



Los autovalores de A son precisamente las raices del polinomio
Ps(\) =det(A— \I) € K[,

llamado polinomio caracteristico de la matriz A. Si A y B son matrices conju-
gadas, entonces Pa(\) = Pp(A).

Ejemplo 1.2.3

Sean
010 .0 0 1 0 0
0 0 1 .0 0 0 1 0
A= y B =
000 ...1 o 0 0 ... 1
000 ... 0 ay Qo Gz ... Qy

con al menos un a; distinto de cero. Entonces A no es conjugada a B. El polinomio
caracteristico de A es P4(\) = (=A)". Por otro lado, sea j € {1,2,...,n} tal
que a; # 0y tal que a1 = ag = --- = a;_1 = 0. Si j = n, entonces Pg(\) =
(@, —A)(=A)""1. Si j < n calculando el determinante por adjuntos de la columna n-
ésima, obtenemos Pg(\) = (a, —A)(=A\)""" 4 P()), donde el orden de P()\) < n—1,
por lo tanto los polinomios caracteristicos de A y de B no son iguales, entonces no
son matrices conjugadas.

Teorema 1.2.4 (Forma normal de Jordan). Supongamos que el polinomio carac-
teristico de A descompone en factores lineales de la forma siguiente

Pa(N) =TIy (o; — N7, a; € K,

(por ejemplo si K es algebraicamente cerrado). Entonces por cada j existen matri-
ces de Jordan Jj1, Jja, ..., Jjm; asociadas al autovalor o y de tamanos njy, ..., Mjm,
respectivamente, con nji +mnjo+ -+ njy,, = 1; tales que A es conjugada a la matriz
de Jordan

J=Inu® @ Jim @1 @ D Ji,. (1.1)

La matriz (1.1) se llama la forma normal de Jordan de la matriz A.

En la situacién anterior, si a; # o} cuando j # j', r; es la multiplicidad
del autovalor «;. Tanto las multiplicidades de autovalores, como los tamanos de las
matrices de Jordan Jj; del teorema anterior son los mismos para matrices conjugadas,
es decir, si A y B son dos matrices cuadradas conjugadas y la forma normal de

12



Jordan para cada una de ellas es Jy4 = Jﬁ Q- D Jf‘mA D Jﬁ Q- D J;;A y
1 1
Jp=JB @ @ JleB oJEo---@ JlﬁB entonces para cada J{} existen k, [ tal que
1 l

J{} = JB y para cada JE existen i, j tal que J5 = Jf}.

De hecho, cuando K es algebraicamente cerrado, dos matrices cuadradas A, B son
conjugadas si y solo si tienen los mismos autovalores con las mismas multiplicidades
y los mismos tamanos de las matrices J;; (salvo reordenacién). Es decir, la forma
normal de Jordan de una matriz esta bien definida, salvo reordenacién de los bloques

de Jordan.
Ejemplo 1.2.5

Sea C' = Blog(C;;) una matriz triangular inferior por bloques, entonces C' tiene los
mismos autovalores con las mismas multiplicidades que la matriz

E=C1®Cxu@®- - &C

ya que ambas tienen el mismo polinomio caracteristico. Sin embargo, las formas
de Jordan de C'y E no tienen porqué ser necesariamente iguales (C', F no son
necesariamente conjugadas). Por ejemplo,

(20 _
C—(]2 ]2>YE—IQ@[2

no son conjugadas y ambas tienen los mismos autovalores con las mismas multipli-
cidades.

Lemma 1.2.6 Supongamos que K es un cuerpo algebraicamente cerrado y sea A €
Mo (K) con un dnico autovalor oo € K. Entonces el nimero de blogues en la forma
normal de Jordan de A es igual a la dimension del nicleo de la matriz A — ol,.

Demostracion .- Como K es un cuerpo algebraicamente cerrado por el Teore-
ma 1.2.4 existe una matriz P inversible tal que PAP~! = J siendo J una matriz en
forma normal de Jordan de A. Por otro lado

P(A—al,)P ' =PAP' —al, = J - al,

y como A — al, tiene el un tnico autovalor que es cero entonces tenemos que
P(A—al,)P! es de la forma

PA—-al ) )P'=H oH, & @ H,

13



donde las H; son matrices deslizantes. Si cada H; tiene dimensién n;, considerando
el menor compuesto por las columnas que ocupan las posiciones

s—1 s—1 s
2,3,...,nl,n1+2,n1—1—3,...,711—|—n2,...,2ni+2,Zni—|—3,...,2ni
i=1 i=1 i=1

y las filas que ocupan las posiciones

s

-1 s—1 s
1,2,...,n1—1,n1+1,n1+2,...,n1+n2—1,...,Zni,2ni—|—1,...,2ni—1
1 i=1 i=1

i=

obtenemos la matriz identidad I,_,, por lo que el rango de A — al, es al menos
n — s. Por otro lado, como las s columnas que ocupan las posiciones

s—1
1,n1+1,n1+n2+1,...,2m+1
i=1

son nulas el nicleo tiene dimension al menos s y, por lo tanto, exactamente s, que
es igual al nimero de bloques de Jordan. O

1.3. Autovalores y formas de Jordan de matrices
reales

En este apartado recordamos cémo escribir la forma de Jordan de una matriz
cuadrada con coeficientes reales, donde el polinomio caracteristico, siendo todas las
raices complejas, puede no tener todas las raices reales (puede no descomponer en
R[A] como producto de factores lineales).

Definicién 1.3.1 Sea J € Mouxon(R) una matriz cuadrada de tamano 2n con
coeficientes reales. Sea o = a + ib € C un niumero complejo. y @ = a — ib su
conjugado. Diremos que J es un bloque de Jordan real asociado al autovalor o
(6@), siJ es diagonal por bloques (2,2, ...,2), J = Blog(Jj;) donde, paraj =1,...,n,

Jij = ( Z _ab ), para j = 1,...n—1, Jjix1 = Iy y Jji = 0 para todos j, k tales
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que k # 7+ 1. Es decir, escrita en la forma

a -b|1 0 0 010 0
b al|0 1 0 0110 0
0 0]a -b 0 010 0
0 0]b a 0 010 0
J =
0 010 0 a -b|1 0
0 010 0 b a|0 1
0o 010 0 0 0]a -
0 010 0 0 0]b a

Proposicién 1.3.2 Sea M € M, »,(R) una matriz cuadrada con entradas en el
cuerpo real. Sean «q, 01, Qp, Oy A1, ..., Ag las distintas raices del polinomio carac-
teristico Py (X) de M, donde cada o es un numero complejo no real, @; es su
congugado y cada \; es un numero real (cumpliendo a; # oy, o # jr, N\j # Ay
para j # j'). Entonces M es conjugada a una matriz de la forma

J1 @ @i, DI D D S, DQ11 D DQuyy, D Qo1 D D Qg

donde, para cada pareja u,v de indices en tal escritura, J,, es un bloque de Jordan
real asociado al autovalor no real cv,, de tamanos ny1, Ny2, - - ., Nym, , CON Nyt + Ny +
o+ Ny, tgual a la multiplicidad de o, (6 de @, como raiz de Pp(N)), y Quy €S
un bloque de Jordan asociado al autovalor real \,.

1.4. Divisores elementales y factores invariantes

Sea A € M,,»,(K). Supongamos que el polinomio caracteristico de A descom-
pone en factores lineales. La forma de Jordan de A va a determinar unos polinomios
en K[)], invariantes por conjugacion, que tienen un gran interés: los divisores ele-
mentales y los factores invariantes.

Sabemos, por el Teorema 1.2.4, que A es conjugada a una matriz diagonal por
bloques cuyos bloques son bloques de Jordan, como en (1.1), matriz de Jordan, y
que dos de tales matrices de Jordan son conjugadas si y solo si tienen los mismos
bloques salvo ordenacién. Sea J una tal forma de Jordan de A, escrita como

J:Jl@Jz@"‘@JS,SSTL
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con
Jk = Oék[k + Hk

donde Hj, es una shifting matriz. Si P4(\) es el polinomio caracteristico de A este
también lo es de J, ya que los polinomios caracteristicos son invariantes por conju-
gacion.

El polinomio caracteristico de la matriz J, al ser una matriz diagonal por bloques
es igual al producto de los polinomios caracteristicos de los bloques J; de J, es decir,

PA(A) =[] Pr (V).

Por otro lado claramente tenemos que
Pi() = (o = A"

donde n;, es el orden de J,.. Esto implica que los aj son los autovalores de A.
Notese que los niimeros n, no tienen por que ser las multiplicidades de los autovalores
g va que el mismo autovalor puede aparecer en diferentes bloques Jj.

Definicién 1.4.1 Los polinomios Py _(\) son llamados los divisores elementales
de A en el cuerpo K.

Ahora vamos a introducir lo que llamaremos factores invariantes de la matriz
A. Para cada autovalor o; de A, elegimos un divisor elemental de mayor grado,
(Oé]' — )\)Tj .

El producto de estos divisores elementales es el polinomio x;(A), que llamaremos

el primer factor invariante de A, con lo que el primer factor invariante sera (o —
A ag — A)2 - (g — A)™.
Ahora eliminamos los factores (a; — A)"@ para j = 1,...,s de la lista de divisores
elementales y repetimos el proceso con el resto de divisores elementales de A, de
esta forma obtenemos el segundo factor invariante de A, y2(A), etc (en el caso
de que para algin autovalor no haya mas divisores elementales correspondientes,
pondremos 1 como factor). El nimero ¢t de factores invariantes no constantes de A
que asi se obtienen es menor o igual al niimero s de bloques de Jordan, o el niimero
de divisores elementales, con lo que completamos la lista con el polinomio constante
1 hasta n. Resumiendo:

Definicién 1.4.2 La secuencia de n polinomios

Xl()\>7x2()\)7 s 7Xt()\)7 17 17 ceey 1

son llamados los factores invariantes de la matriz A.
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Noétese que cada polinomio en la secuencia es un factor del polinomio que le precede.

Definicién 1.4.3 El primer factor invariante x1(\) es llamado el polinomio mini-
mo de A.

La propiedad principal del polinomio minimo, es que es el polinomio Q(\) de
grado minimo y ménico que anula a la matriz A, esto es, tal que Q(A) = 0.

1.5. Matrices de polinomios y calculo de factores
invariantes

Una matriz polindémica es cualquier matriz M(\) € M, x,,(K[)\]) cuadrada de
tamano n cuyas entradas son polinomios en A\ con coeficientes en un cuerpo K.

Definicién 1.5.1 Cada una de estas operaciones se dird que son transformacio-
nes elementales de M()\):

1. Multiplicar una fila o una columna por un elemento de K distinto de cero.

2. Reemplazar un vector v(A) fila (o columna) de M(X) por v(A)+b(A)w(\) donde
b(A) es un polinomio en A y w(\) es otro vector fila (o columna) de M(N).

3. Intercambiar dos filas (o dos columnas).

Es facil ver que la transformacién inversa de una transformacién elemental es
también elemental.

Definicion 1.5.2 Dos matrices polinomicas se dice que son equivalentes si una
se obtiene de la otra por medio de transformaciones elementales. Esta definicion
establece una relacion de equivalencia entre matrices de polinomios.

Un resultado importante que queremos destacar aqui es el siguiente

Teorema 1.5.3 Toda matriz polinomica es equivalente a una matriz polindmica
diagonal.

Demostracion .- Tenemos que transformar una matriz polinémica M (X) = (P;;(X)),
por medio de transformaciones elementales, en una matriz polinémica diagonal. Pa-
ra ello seguiremos los siguientes pasos:

Sean i, jo tal que P, # 0 y el grado de P, j, es menor o igual que el grado P,
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para todo i,j € {1,2,...,n} si P; # 0. Entonces hacemos las transformaciones
elementales de intercambio de filas y columnas para colocar el polinomio P, ;, en la
primera fila y primera columna, es decir, intercambio de la primera fila por la fila i
y primera columna por la columna jg.

Posteriormente eliminamos la parte de grado mayor o igual de la columna 1 y las
filas 2,3, ...,n por medio de la transformacion de reemplazo y también eliminamos
la parte de grado mayor o igual de la fila 1 y columnas 2, 3,...,n por medio de la
transformacién de reemplazo. Notese que el elemento de menor grado distinto de
cero ahora estd, o bien, en la fila 1, o bien, en la columna 1 y ademas el grado es
menor que el grado de P j,, por lo tanto podemos repetir este proceso hasta hacer
ceros en la fila 1 y columnas 2,3,...,n y el la columna 1 y filas 2,3, ..., n.

Ahora consideramos la matriz cuadrada de orden n — 1 compuesta por las columnas
2,3,...,n vy filas 2,3,...,n y repetimos el proceso anterior para hacer ceros en la
primera fila y columnas 2,3,...,n — 1 y primera columna y filas 2,3,...,n — 1 de
la nueva matriz. Notese que estas transformaciones realizadas en la matriz original
no modifican los elementos de la primera fila y primera columna.

Finalmente seguimos este procedimiento para las matrices de orden n—2,n—3, ..., 1.
O

Dada una matriz polinémica M (A), sea diag(Q1(N), ..., @Q,(A\)) una matriz po-
linémica diagonal equivalente a M (\). Entonces los polinomios );(A) son tnicos
salvo reordenacion y multiplicacion por constantes.

Definicién 1.5.4 Si los polinomios Qj(\) son normalizados con el coeficiente prin-
cipal a uno, diremos que esos polinomios son los polinomios invariantes de

M()N).

Los factores invariantes de una matriz con coeficientes en un cuerpo K cuyo
polinomio caracteristico descompone en factores lineales pueden calcularse usando
equivalencias entre matrices polinémicas a través del siguiente resultado:

Teorema 1.5.5 Los polinomios invariantes de A— X son precisamente los factores
invariantes de A.

Ejemplo 1.5.6
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Sea A = H una matriz deslizante de orden n. Queremos calcular los factores inva-
riantes de H. Ponemos

-2 1 0 0 0

0 =X 1 0 0
H -\ =

0O 0 0 ... =x 1

o 0 0 ... 0 =A

Comenzamos multiplicando la columna n-ésima por A y sumandoselo a la columna
n — 1, posteiormente multiplicamos la columna n — 1 por A y lo sumamos a la
columna n — 2 y continuamos este proceso hasta llegar a la primera columna. Al
finalizar obtenemos la siguiente matriz:

0 1 0 .0 0
0 0 1 .0 0
0 0 0 .0 1
R S N s R
Posteriormente multiplicamos cada fila j-ésima, j = 1,2,...,n — 1 por A"/ y lo

sumamos a la ultima fila y finalmente multiplicamos la primera columna por —1 y
la colocamos en la ultima columna. Entonces obtenemos

diag(1,1,...,1,\").

Entonces, los factores invariantes de H son los polinomios A", 1, ..., 1.
Proponemos a continuacion otra forma de calcular los factores invariantes de una
matriz, segin establece el siguiente resultado (Ver [10] pag. 92).

Teorema 1.5.7 Sea A € M, x,(C) cuyo polinomio caracteristico descompone en
producto de factores lineales. Para cada j = 1,2, ...,n, Denotamos por d;(\) = d;,(\)
el polinomio maonico que es maximo comun divisor de todos los menores 7 X j de la
matriz polinomica A — \1,,. Sea también dy = 1. Entonces los cocientes

Gjr(N) 1.2...

] = 1,4, .,Tl—l
dn—j(A)

son polinomios y son los factores invariantes de A.

Definicién 1.5.8 Sea A una matriz cuadrada de orden n con un unico autovalor A
definimos v;(A) como el grado del polinomio d;(\).
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Como consecuencia del Teorema anterior, los grados de los polinomios d;(\) en
la definicién anterior son invariantes por conjugacién. Es decir, si P una matriz
. . _ -1

inversible de orden n entonces v, (A) = v;(P~'AP).

1.6. Algunos lemas técnicos

En este epigrafe vamos a enunciar y probar algunos lemas técnicos sobre matrices
y ecuaciones matriciales que seran utilizados en los capitulos siguientes.

El primero es un lema sobre soluciones de una ecuaciéon matricial que es la clave
para hacer una separacién de variables en un sistema lineal de EDOs cuando hay
varios autovalores (“Splitting Lemma”, ver seccién 2.4.1 méas abajo).

Los siguientes resultados son mas particulares de la demostracion que en esta
memoria proponemos sobre el proceso de Turritin y que sigue las lineas de Wasow.
En ellos se hace uso de matrices de una forma particular que definimos mas abajo
como “matriz especial”.

Lemma 1.6.1 Sea K un cuerpo. Sean A € M, ,(K),B € M, n(K) matrices
cuadradas con coeficientes en K. Consideremos la ecuacion matricial

AX -XB=0

en la incognita X € M, ,(K). Entonces:

(i) Si A, B tienen algin autovalor comin en K, exiten soluciones X € M, m(K)
no nulas de la ecuacion.

(ii) Reciprocamente, si las matrices A, B no tienen autovalores en comin en K
(clausura algebraica de K), entonces la tnica matriz X € My, ,(K) solucién de la
ecuacion anterior es la matriz nula.

Demostracion .- Supongamos que A y B tienen el autovalor A\g en comun. En-
tonces la traspuesta BT también tiene el autovalor \y. Sean v,w autovectores de
A, BT, respectivamente, asociados al autovalor \g. Si escribimos v, w como vectores

columna, tenemos
Av = v, BTw = \w

La segunda ecuacién implica que w? B = Aw?. Se comprueba que la matriz X =
vw? es no nula, de tamafio n X m y que satisface la ecuacion.

Reciprocamente supongamos que A y B no tienen autovalores en comun. Sea X
una matriz n X m solucién de la ecuacién, veamos que X = 0. Sea w un autovector
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de la matriz B correspondiente a un autovalor \yg. Multiplicando la ecuacién a la
derecha por w tenemos
AXw — A Xw =0

Como Ag no es un autovalor de A tenemos que Xw = 0. Si B tiene m autovecto-
res linealmente independienteses, es decir si B es diagonalizable, entonces X = 0.
En cualquier caso existe un conjunto de m autovectores generalizados linealmente
independientes de B (por ejemplo las columnas de una matriz que conjuga B a su
forma normal de Jordan).

Esto puede ser caracterizado por la propiedad de que si A es un autovalor de B
y w su correspondiente autovector generalizado entonces

(B—=X)P=0
para algtin entero positivo p.

Nétese que si X es una solucién de AX — XB = 0, entonces, para cada A € K
y cada p > 0 se tiene
(A= M,)PX = X(B — \,,,)*.

Si A € K es un autovalor de B y w es un autovector generalizado tal que B—\I)Pw =
0 para p > 0 (que dependera de w), tenemos

(A—M,)PXw=0.

Como A no es un autovalor de A, la matriz (A— AI,)P no es singular, por lo tanto Xw
debe ser cero. Entonces la ecuacién Xz = 0 para z es satisfecha por m autovecto-
res generalizados linealmente independientes de B, lo cual s6lo es posible si X = 0. [J

Definicién 1.6.2 Sea A € M,,,,(K) y elijamos r nimeros naturales n; con 1 <
ny < ng <---<n, <n. Diremos que es espectal si las unicas entradas no nulas de
A pueden estar unicamente en las filas que ocupan las posiciones ny, ...,n,. Cuando
n = ny, hablaremos simplemente de matriz especial.

Lemma 1.6.3 Dadas H,T" matrices deslizantes de tamanos h,t respectivamente y
dada una matriz A de tamano h X t, existe una matriz X de tamarno h Xt de modo
que HX — XT + A es especial (h-especial).
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Demostracion .- Para probar el lema, nos planteamos la ecuacién
HX — XT =M,

donde M es una matriz de h filas y ¢ columnas con las primeras h — 1 filas vec-
tores constantes dados y la ultima fila son variables aq,as,...,a;. Veamos que
Q1,Qo,...,a; pueden ser determinados tnicamente de tal forma que la ecuacién
HX — XT = M para la matriz X h-por-t tiene solucion. Esto probara el lema. Sea
X = (z;5). Entonces

Xo1 T2z T23 - T 0 Z11 T12 T L1t—1
T31 T3z T3z T3t 0 x9 Tog Ty
HX — XT = . _
Th1 Th2 Th3 - Tht 0 Th-11 Tp—12 “*+ Th-1t-1
0 0 0 ce 0 0 Th1 Tho ce Tht—1

Comenzamos resolviendo las ecuaciones escalares por la primera columna por susti-
tucién. Si M = (my;) con (4,75) € {1,...,h} x {1,...,t} tenemos que z,111 = mj;
para j = 1,2,...,h — 1 con lo que hemos elegimos de forma tunica xs1, 31, ..., T
para que verifiquen las ecuaciones. Esto determina de forma tnica las h — 1 ultimas
entradas en la segunda columna de X7 ya que son las variables que acabamos de
calcular.

Continuamos con las entradas xs3s, T4, ..., e en la segunda columna de HX,
estas entradas son determinadas de forma tnica por z;12 = mj s + ;1 para j =
2,3,...,h — 1 ya que las variables z;; se determinaron de forma tnica en el paso
anterior.

Continuando con este procedimiento podemos resolver todas las entradas que
estdan en la diagonal y debajo de ella, excepto para la iltima fila en la que hay
valores numéricos que determinan los valores de aq, a, . .., ay.

Continuamos eligiendo 11, 12, . . . , £1;_1 arbitrariamente, determinando con ello
el resto de valores de la primera fila de HX. Esto determina las entradas restantes
de la segunda fila de X7, cuya informacion es utilizada para determinar las entradas
de la segunda fila de H X. Podemos continuar con el proceso hasta determinar todas
las variables. O

Proponemos ahora un segundo lema técnico.

Lemma 1.6.4 Sea A una matriz de orden n con un unico autovalor o y tal que
A = Bloq(A;j) es una matriz triangular inferior por bloques (ny, ...,ns), tal que los
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bloques diagonales de A — ad,, son de la forma
Ay —al,, = H + T,

con H; matrices deslizantes y T; matrices especiales cuadradas de tamano n;. En-
tonces A—al, es conjugada de una matriz Blog(B;;) triangular inferior por bloques
(del mismo tamano que A), con B;; = H; para todo i =1,2,...,s.

Demostracion .- A — al, tiene un tnico autovalor y este es cero y como
S
det(A— al, — M,) = | [ det(A;; — al,, — A,,)) = \"
j=1

entonces det(Aj; — al,; — Al,;) = (—1)"\"%. Entonces Aj; — al,; tiene un tnico
autovalor y este es cero, por lo que det(A;; — al,;) = 0. Esto implica que rg(A;; —
aly;) <nj —1.

Por otro lado el menor de orden n; —1 formado por las n; —1 dltimas columnas y
las n; — 1 primeras filas tiene determinante igual a 1, en particular rg(A;; —al,;) =
n; — 1, entonces existe P; inversible de orden n; tal que P;(A4;; — oz_fnj)Pj_1 = H;
para todo 7 = 1,2,...s. Entonces consideramos la matriz

P=Poho& &P

Al hacer P(A — al,)P~! obtenemos la matriz deseada. O

Propondremos ahora un tercer lema técnico que aparece en el libro de Wasow
(paginas 108 — 110). Hemos querido reproducirlo aqui por ser clave en la prueba del
Teorema de Turritin. Consideramos las matrices definidas por bloques:

Hy— M 0 0o -- 0

oo 0 H=M 0 -0
0 0 0 --- H,—M

y
Hy — )\ 0 0 0
Agy Hy — \I 0 0
A— )\ = Agl A32 Hg—/\I 0
Asl A82 As3 Hs_/\]
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donde H; son matrices deslizantes de orden n; y A;; son matrices de orden n; x n;
especiales. Vamos a comparar d;, = d;, (\) y d;, = d;,(N).
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el orden de estos bloques esta en
orden ascendente
ny <ng < --- <.
Lemma 1.6.5 Sea s > 1 y sean v;(H) y v;(A) los grados de d;,, y d;, respectiva-
mente como han sido definidos en 1.5.8. Entonces

Ademds, si alguno de los bloques A, de A con u > v es no nulo, entonces existe al
menos un jo € {1,2,...,n} tal que v;,(A) < v;,(H).

Demostracion .- Observemos primero que los polinomios d;,, y d;, son invariantes
bajo transformaciones elementales. Podemos aplicar transformaciones elementales a
H; — M para obtener una matriz en forma diagonal (ver ejemplo 1.5.6):

10 0 -+ 0
01 0 - 0

A=loo 1 - 0 [i=12.s (1.2)
00 0 - A

y n; es la dimensién de H;. Por lo tanto podemos transformar H — Al en
H(\) = diag(Ay, Mg, ..., Ay). (1.3)

Aplicando las mismas transformaciones a A — Al obtenemos la nueva matriz:

/}1 0 0O --- 0
N
A()\) - A31 A32 A3 e O
Asl ASQ ASB e As

Todas las entradas fljk son polinomios en A\. Podemos asumir que todas las entradas
de fljk son cero excepto la esquina del lado derecho debido a la forma de A;, ya que
mediante transformaciones elementales podemos conseguirlo. A esta entrada de Ajk,
que puede ser no nula, la denotaremos por ®;(\). Ademds tenemos que al menos
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un @, () es no nulo, ya que ®;;(\) sélo depende de las entradas de la dltima fila
de fljk y tenemos que @, () es nulo si y sélo si fljk es nula y esto no es cierto para
todo J, k.
Realizando transformaciones elementales, si fuera necesario, podemos hacer que el
grado de ®;;(\) sea menor que ny y por lo tanto menor que n;, ya que k < j.
Para completar la prueba es suficiente con construir, para algin valor de 7, un
menor no nulo de A()) cuyo grado sea menor que ~;(H). Para hacer esto sea [ el
menor entero tal que uno de los polinomios ®y, k =1+ 1,1+ 2,...,s es no nulo.
Consideramos la submatriz:

AT 0 0 )

Dpyqgy AT 0 e 0

F()‘) = (I)l+2,l <I>l+2’l+1 A2 L 0
(I)s,l ®8,l+1 ¢S7l+2 “ .. )\ns

Esté formada por filas y columnas de A(\) que no contienen ningiin otro elemento
distinto de cero. El minimo grado de los menores de orden uno de I'()) tiene grado
menor que n;, porque todo ®;x(A) en la primera columna de I'(A) tiene grado menor
que n;. Entonces por el Teorema 1.5.7 tenemos que I'(A) es equivalente a una matriz
diagonal:

AL 0o --- 0
) 0 A\Pi+1 0 . 0
1"()\) — 0 0 APi+2 .. 0
0 0 0 -+ APs
con pp < pry1 < -0 < ps v pr < ny. Las transformaciones elementales que cambian

I'(A\) en T'(N), cuando se aplican a la matriz completa de A(N), no producen otros
cambios sobre A(A) porque I'(A) contiene todos los elementos no nulos de las filas y
columnas correspondientes. Por lo tanto A(\) es equivalente a

AN = diag(Ay, Ao,y .. N1, A A, A)

donde .
Ay =diag(1,1,... ;LA\  k=11+1,...,s.

Ahora podemos ver facilmente por las ecuaciones (1.2) y (1.3) que

dn—s+l,H()\) — )\n1+n2+~~‘+nl
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ie.

Vn—sti(H) =n1+na+ - +n.
El polinomio d,,—si; () es, en si mismo, un menor de H (A), es el formado por
el cruce de las s — [ filas y columnas que contienen a los elementos diagonales
At Ntz oA E correspondiente menor de A(\) es A2 FPL que es de me-
nor grado que 7y,_s_(H). O
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Capitulo 2

Sistemas meromorfos de
ecuaciones diferenciales lineales

2.1. Definiciones basicas

Denotemos por K o bien el cuerpo de los nimero complejos C 6 el cuerpo de
numeros reales R.

Sea K = K((x)) el cuerpo de las series meromorfas en la variable x y con coefi-
cientes en K. Esto es, K es el cuerpo de cocientes del anillo K[[z]] de series formales
en la variable x con coeficientes en K.

Consideramos K como cuerpo valorado con la valoracién estandar v : K* — Z
que resulta de extender el orden usual de series formales. Concretamente sea f(z) €
K[[z]] una serie formal no nula que podemos escribir de la forma

fla)=>" fiz.
=0

entonces el orden de f(x) es el entero no negativo m = ord(f(z)) € N més pequenio

tal que f,, # 0.
Sia(z) = £ € K, con f(z), g(z) € K[[z]] no nulas, la valoracién v estd definida

g(z)
por

v(a(r)) = ord(f(x)) — ord(g(x)).

Por otro lado, consideramos K como cuerpo diferencial con la derivada usual ' = %.
Dentro de K tenemos ciertos subcuerpos que se consideran habitualmente, que son
subcuerpos valorados y diferenciales para las restricciones de v y de ’:
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1. El cuerpo de fracciones racionales K(x), cuerpo de fracciones del anillo de
polinomios K|[z].

2. El cuerpo de series meromorfas convergentes K. = K({x}), cuerpo de fraccio-
nes del anillo K{x} de series de potencias convergentes.

Nétese que K = K|[z]][z7'] y que K, = K{z}[z~!], sin embargo, K[z][z™!] C
K(z), pero la contencién es estricta. El conjunto K[z][x™!] es un subanaillo dife-
rencial de K, llamado el anillo de series meromorfas polinémicas, pero no es un
subcuerpo.

Para cada nimero natural n no nulo, denotaremos por F,, = F,(K) al conjunto
de sistemas lineales homogéneos de n ecuaciones diferenciales ordinarias meromorfas
(complejas o reales, dependiendo de si K = C 6 K = R). Esto es, al conjunto de los
sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma:

Y = Ax)Y (2.1)

donde Y es un vector columna (Y7,Y5,...,Y,,)" de n variables y A(z) € M xn(K)
es una matriz cuadrada n X n con coeficientes en el cuerpo de series meromorfas.
De manera natural, identificamos F,, con el K-espacio vectorial M.y, (K). Asi pues
usaremos expresiones como ‘el sistema A(x) cuando A(x) € My, (K)”, o “el sis-
tema de matriz A(z)”, etc.

Nota sobre la notacién.- Cuando la carga de notacién en una expresion asi lo
aconseje, usaremos simplemente A para denotar el sistema A(x); esto es A = A(x),
queriendo indicar que A es una matriz de series meromorfas en la variable x aunque
esta variable no esté totalmente explicita.

En lo que sigue, un elemento de F,, se llamara un sistema lineal de EDOs de
tamano o dimension n, 6 simplemente un sistema.

Para cada sistema A(z) = (a;;(z)) € F,, denotaremos por

v(A) = min{v(a;;(v)) € Z, i,5 € {1,...,n}}.

Definicién 2.1.1 Llamaremos sistemas requlares (respectivamente singulares) a aque-
llos sistemas A(x) de F,, tal que v(A) > 0 (respectivamente v(A) < 0). Usaremos
la notacion F'%9 para denotar los sistemas requlares y F:™9 para los sistemas sin-
gulares.
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2.1.1. Rango de Poincaré

Definicién 2.1.2 Dado un sistema A(x) € F,, llamaremos rango de Poincaré del
sistema A(x) al nimero entero definido por

q=q(A(r)) = q(A) = —v(A4) - 1.

Por otro lado, es claro que un sistema es singular si y solo si su rango de Poin-
caré es no negativo. Conviene senalar que la nocién de “rango de Poincaré” suele
emplearse sélo referida a sistemas singulares, pues su valor absoluto es irrelevante
cuando el sistema es regular. A veces se toma la determinacién de poner ¢ = —1 para
sistemas regulares. Por comodidad para un tratamiento unificado de los resultados
que describimos mas abajo en los que pudieran aparecer sistemas, hemos preferido
adoptar la definicién anterior.

Finalmente, en lo que sigue, vamos a ver que hay una gran diferencia (tanto
desde el punto de vista de las posibles soluciones, como desde el punto de vista
de la manipulacién puramente formal) entre los sistemas singulares con rango de
Poincaré ¢ > 0 y los sistemas singulares con rango de Poincaré ¢ = 0 (véase por
ejemplo [10, 1]). En algunos trabajos en la literatura, se acostumbra a llamar “sin-
gular irregular” a los primeros y “singular regular” a los segundos. Nosotros no
usaremos aqui esta terminologia, que puede llevarnos a confusion entre la distincion
de sistema “singular” y “regular”.

Notacién.- Dado un sistema singular de matriz A(z) con rango de Poincaré ¢,
usaremos la notacién ,

Z;.Ozo ey

xatl

A(z) = (2.2)

donde A; € M, »,(K) es una matriz de constantes, de modo que Ay # 0. A las
matrices A; les llamaremos matrices coeficientes del sistema (de grado j corres-
pondiente). El uso de esta notacién es meramente practico y estético (no utilizar
indices negativos para coeficientes de A(x) que van a ser significativos en lo que
sigue). Otra justificacién viene del hecho de que frecuentemente se escribe (como lo
haremos también aqui) el sistema (2.1) en la forma “equivalente”

r?Y’ = 29 A(x)

de modo que 27 A(z) = 3722 27 Aj € My (K][[7]]) es una matriz de series forma-
les (sin polo en z = 0).

Si bien esto responde a que ambos sistemas tienen las “mismas soluciones” fuera
de x = 0, en este capitulo en el que no nos estamos ocupando de soluciones en el

29



sentido de funciones Y'(z) de la variable z, el hecho de escribir los sistemas de una
u otra forma es una cuestién puramente de notacion.

También, si A(x) € F, es singular y N € N, hablaremos de la truncacién N -
ésima de A(x) o de N-jet de A(x) para referirnos al sistema

A+ aA 42V Ay
o QjQ-‘rl

JIn(A) € Mupn(K[2][z71]). (2.3)

2.1.2. Indice de radialidad

En este apartado introducimos el concepto de indice de radialidad que utilizare-
mos posteriormente para la demostracion del Teorema de Turritin.

Definicién 2.1.3 Diremos que una matriz A € M, (K) es radial si es maltiplo
de la identidad.

Definicién 2.1.4 Dado un sistema singular con matriz A(z) = x=@tD 3" 214, y
rango de Poincaré g > 0 definimos el indice de radialidad como el nimero entero
no negativo definido por

k=k(A(x)) = k(A) = min{q, max{l : A; es radial para todo i < 1}}.

Esta nocién ha sido usada ya, con esta terminologia, o una muy similar, por
ejemplo en [4], para campos de vectores analiticos en dimensién tres que poseen una
“parte principal” (un jet finito) que se corresponde con un sistema lineal bidimen-
sional de EDOs.

Observacién 2.1.5

Si escribimos el sistema con la siguiente notacién

oo
Ax) = Z 2l A,
jz—(g+1)
(que relaciona cada subindice con el grado del coeficiente correspondiente), entonces

tenemos que k — ¢ — 1 es igual al minimo entre —1 y el grado j del coeficiente A;
que verifica A; es radial para todo [ < j y A; no es radial.
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2.2. Equivalencias entre sistemas

En esta subseccién introducimos la nocién de transformacién de gauge que da
lugar a equivalencias entre los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales meromor-
fos. Se trata de un cambio lineal de las variables Y en el sistema mediante una matriz
con coeficientes series meromorfas formales en la variable independiente x. Depen-
diendo del tipo de problema que se quiera tratar y dependiendo de la naturaleza de
las soluciones del sistema que se estan buscando, se consideraran transformaciones
donde los coeficientes de la matriz son series convergentes, racionales o simplemente
polinomios. Las transformaciones de gauge asociadas reciben nombres especiales.

Introducimos también las ramificaciones, un tipo de transformaciones que no
estan incluidas entre las transformaciones de gauge pero que seran necesarias en lo
que sigue para poder establecer el Teorema de Turritin més abajo.

Nuestro interés principal en este apartado es estudiar como se comportan los
jets de orden finito de los sistemas que se obtienen al realizar algunas de estas
transformaciones, las transformaciones que mas tarde llamaremos admisibles.

2.2.1. Transformaciones de gauge

Sea T' = T(x) € Myx,(K) una matriz cuadrada con coeficientes en el cuerpo
K = K[[z]][z™!] de series meroformas formales (reales o complejas) de modo que
T(x) sea inversible; esto es det(T'(z)) es un elemento no nulo de K.

Definicién 2.2.1 La aplicacion o : F — F definida por
Ur(A(2)) = T(2) " A@)T(x) — T(2)"'T'(x), (2.4)

donde T'(x) denota la matriz de derivadas de las entradas de T'(z) para la derivacion
natural, se llama transformacién de gauge asociada a la matriz T(z).

La definicién (2.4) viene justificada por lo siguiente: si escribimos un sistema
A(z) € F en la forma Y’ = A(x)Y y ponemos Y = T'(x)Z, considerando tanto las
variables Y como las variables Z como un vector columna de tamano n, entonces
obtendremos, al derivar, un nuevo sistema Z’ = A(x)Z donde A(z) = ¥r(A(z)).

Noétese que una transformacién de gauge es inversible y que

Yt = Pror.

En general, la transformacion de gauge no preserva el orden, ni el rango de
Poincaré, ni el caracter singular-regular.
Algunos casos especiales de transformaciones de gauge son los siguientes:
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» Las entradas de la matriz T'(z) son series meromorfas convergentes; esto es
T(z) € Mpxn(K{z}[z7']). En este caso hablaremos de transformacion de
gauge convergente.

» Las entradas de la matriz T'(z) son series formales (o convergentes) y T(0) €
M, (K) es inversible. En este caso hablaremos de transformacion de gauge
regular formal (o convergente).

» Las entradas de la matriz 7'(x) son polinomios; esto es T'(x) € M, x,(K[z]). En
este caso hablaremos de transformacion de gauge polinomica (o simplemente
transformacion polindmica).

Conviene hacer notar que la inversa de una transformacion de gauge convergente,
regular formal o regular convergente es del mismo tipo convergente, regular formal o
regular convergente, respectivamente. Sin embargo, la inversa de una transformacion
polinémica, incluso siendo polinémica regular, no es en general una transformacién
polinémica.

Un tipo particular de transformacion polinémica que usaremos es el caso en que
T(x) es de la forma

donde los k; son nidmeros enteros no negativos. La transformacion asociada ¢r se
llamara diagonal monomial.

Observaciéon.- Geométricamente, una transformacion diagonal monomial co-
rresponde a una composicion de explosiones locales con centros que son subvarie-
dades lineales en el espacio (x = 0) de las variables Y y centradas en el punto
infinitamente préximo marcado por el eje x.

Si T(z) € Muxn(K) es una matriz diagonal por bloques de la forma T'(x) =
Ti(x) & Ta(x) con Ti(x) € My, xn,(K) y n = ny + ng, entonces escribiremos

wT1 D 77sz = 77ZJT1®Tz'

Nétese que si A(z) = Ai(x) ® Ay(z) es un sistemas diagonal por bloques de tamanos
n1 y ng, entonces esta transformacion de gauge simplemente actia “por bloques”:

Yy © Yr, (Ar(z) © Ag()) = Yp, (Ar(2)) © P, (Aa(z)).
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Sin embargo, hay que observar que ¥p, & ¥, actia sobre todos los sistemas n-
dimensionales, sean éstos diagonales por bloques o no.

2.2.2. Ramificaciones

En lo que sigue, vamos a necesitar considerar transformaciones de los sistemas
que no son gauge y que provienen de cambiar la variable independiente x en una
potencia x” con r un nimero natural no nulo. La nueva variable independiente se
escribiria en términos de la antigua como una raiz entera, lo que nos llevaria a
tener que extender el cuerpo de coeficientes del sistema de las series meromorfas K
al cuerpo de series meromorfas de Puiseux. Este es el punto de vista tratado por
ejemplo en Balser [1]. Aqui hemos preferido mantenernos en el contexto de sistemas
meromorfos formales.

Definicién 2.2.2 Sea r un numero natural con v > 1. Llamamos ramificacion de
orden r (sobre los sistemas lineales n-dimensionales) a la aplicacion R, : F,, — F,
definida por

R.(A(z)) = ra" T A(a"). (2.5)

Notese que R; es la aplicacion identidad.
Como hemos dicho, esta férmula se obtiene al realizar el cambio de variable

x = w" y reescribir el sistema Y’ = j—g = A(z)Y en la nueva variable w.

2.3. Transformaciones admisibles

En este apartado vamos a presentar la clase especifica de transformaciones de
sistemas que usaremos para el proceso de Turritin, a las que llamaremos transforma-
ciones admisibles. Son algunos tipos muy particulares de transformaciones de gauge
polinémicas junto con las ramificaciones.

En un subapartado mas abajo establecemos cotas precisas de los 6rdenes de
truncaciones de un sistema original que intervienen en la obtencién de un jet de-
terminado del sistema resultante al aplicar estas transformaciones. Posteriormente
analizamos algunos resultados relativos a la composicion de varias transformaciones
admisibles.
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2.3.1. Definicidon de transformaciones admisibles

Fijemos n la dimensiéon y sea a € N un numero natural, posiblemente nulo.
La transformacion shearing de exponente a (6 simplemente (n,a)-shearing es la
transformacién de gauge polinémica g, de F,, donde S,(z) es la matriz monomial
diagonal:

S, = diag(1,z %, ... 2D, (2.6)

Obsérvese que S, es la identidad cuando a = 0.
Veamos el efecto que tiene la transformacion g, sobre un sistema cualquiera de
dimensién n. Explicitamente, si la matriz A(z) del sistema se escribe como

an(r) ap(r) - a(z)
Alz) = ag () ag(z) asn () 2.7)
an1 () ana(z) <+ apn(z)
entonces
Vs, (A(z)) = O(x) — 2 diag(0,a,2a, ..., (n — 1)a)
api(x) xa12(7) r%%a13(x) s g hag ()
Cl) = T %9 () ass () x“agg(x) s pDagy (2)
w~(Vag (z) a2~ () " g,s(z) - A (T)

(2.8)
Esta transformacion deja invariantes los elementos de la diagonal de todas las ma-
trices coeficientes del sistema excepto en el orden —1 y desplaza hacia la izquierda
las entradas de las matrices por debajo de la diagonal y hacia la derecha las entradas
de las matrices por encima de la diagonal.

También, dados nimeros naturales no nulos ny,...,ngs y dados g1, ...,9s € N, la
transformacion poly-shearing de tamano (ny,...,ns) y exponentes (ay,...,as) es la
transformacion de gauge polinémica g en F,, con S = St @ Sg2 @ --- P Sg* con
n=mny +ny+ -+ ng, es decir, S(x) es la matriz diagonal monomial:

S0 0 - 0
0 S 0 - 0 2.9
0 0 - 0 &
donde cada S = diag(1, z%,z** ... z™~Y%) Ahora definimos
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Definicién 2.3.1 Una aplicacion ¢ : F, — F,, decimos que es una transformacion
admisible (en n variables) si es de alguno de los siguientes tipos:

1. O bien ¢ es una transformacion de gauge polinomica reqular, esto es, 1) = 1p

con P = P(x) € Mux,(K[z]) y det(P(0)) # 0.

2. O bien ¢ es una transformacion poly-shearing, esto es 1 = S con tamanos
(n1,...,ns) € N&,, y exponentes (ai, ...,as) € N° conn =mnq + -+ n,.

3. 0 bien ¥ es una ramificacion, esto es ) = R, para algin r > 1.

2.3.2. Comportamiento de los jets por transformaciones ad-
misibles

En este apartado vamos a analizar el efecto que tienen las transformaciones ad-
misibles sobre truncaciones finitas de las matrices de los sistemas. Mas precisamente,
estamos interesados en establecer, para cada una de las transformaciones admisibles,
cudl es el orden de un jet suficiente de un sistema inicial para obtener un determinado
jet del sistema transformado.

Para ello, vamos a ver las truncaciones de un sistema (singular) dentro de un
espacio euclideo de dimension finita de la siguiente forma.

Sea A(z) € F, un sistema singular con rango de Poincaré ¢ > 0. Escribimos,
como en (2.2)

A(Q}) = (A() + .%'Al + .1’2142 + .- ), Al < Man(K)

Escribimos también para cada [, A; = (aéj)lgidgn donde aﬁ-j € K es la entrada de
la matriz A; que ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima. Con estas notaciones,
dado un nimero natural mayor o igual a 0, consideraremos la truncacién Jy(A(z))
definida en (2.3) como un punto de K™ (N+1) mediante la identificacién

In(A(2) © ((a5}), (aij), ..., (a37))-

2.3.2.1. Transformacion gauge regular

Sea P(x) € M x,(K[[z]]) una matriz de series formales tal que det(P(0)) # 0y
sea ¥p : F,, = JF, la transformacion de gauge regular correspondiente, definida en la
seccién 2.2.1. Como caso particular, estdn las transformaciones admisibles del tipo
polinémico regular, cuando P(x) es una matriz de polinomios. El comportamiento
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de ¥ p en relacion con las truncaciones finitas de los sistemas se recoge en la siguiente
proposicién.

Proposicion 2.3.2 Se verifica lo siguiente

1. La transformacion v¥p preserva el rango de Poincaré, esto es q(¢¥p(A)) = q(A)
(en particular preserva el cardcter singular/reqular de los sistemas)

2. La transformacion 1¥p preserva el indice de radialidad, esto es, si A(z) es
singular, entonces k(p(A)) = k(A).

3. Para cada N € Nsg, existe una aplicacién polinémica AY : RNV
RN de modo que

AR (In(A)) = In(¥p(A)).

Demostracion .- Escribimos el sistema A(z) como en (2.2). Sea P(z) =Y _ P,
una matriz de polinomios con Py inversible. Dada una matriz A(x) con rango de
Poincaré ¢ tenemos que ¢(P(x)A(x)) = q(A) = q. Esto es cierto ya que

P(z)A(x) = 2~ (@) Z Z A Pja®
s=0 {(i,j):i+j=s}
y como Fy es inversible AgF, no es nulo y por lo tanto el rango de Poincaré es gq.
Por otro lado sea B(x) = vp(A(z)) = P~ (2)A(z)P(z) — P~'(x)P'(z) entonces
P(z)B(z) = A(z)P(x) — P'(z) y ¢(B(x)) = q(P(m)B(x)), por lo que hemos visto
anteriormente, entonces ¢(B(z)) = q(A(x)P(x) — P'(x)). Desarrollamos A(x)P(z) —
P'(z) de la forma:

A(z)P(z) — P'(z) = 2~ qHZa; > AP —(s—qPu,

{(3,5):i4j=s}

donde el segundo miembro sera cero para todo s < g+ 16 s > r 4+ ¢g. Como F
es inversible tenemos que AgF, no se anula, por lo tanto, el rango de Poincaré de
A(z)P(x) — P'(x) es ¢, entonces ¢ = q(P(x)B(z)) = q(B(x)). Esto prueba el punto
1.

Para realizar la prueba del punto 2 como sabemos que el rango de Poincaré no
varfa, a partir de la ecuaciéon P(x)B(x) = A(z)P(x) — P'(x) podemos igualar coefi-
cientes:

> PBj= Y AP cons<q+l

{(@,5) i+j=s} {@.5):i+5=s}
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Como Ay, Ay, ..., Ap_1 son matrices radiales entonces A; = \;I,, paraj =0,1,..., k—
1. Sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos que

Z PB; = Z P\ I, para todo | < k.
{(ing)sitg=1} {(i,g)-i+j=l}

entonces PyBy = PyA\ol,, como P, es inversible, tenemos que By = A\yl,,. Podemos

ver que PyB; = Ryl para j = 1,2,...,k — 1, ya que el resto de elementos son
los mismos en los dos miembros de la ecuacion por lo que desaparecen y como Fy es
inversible obtenemos que B; = A1, para j = 1,2,...,k — 1. La ecuacién para Bj

queda de la forma:
POBk == Akpg

como P es inversible tenemos que B, = Po_lAkPO que no es radial (ya que si fuera
radial Ay serfa radial).
Para el punto 3 sea Q(z) = P~(x) = Y o0, 2°Q; definimos la aplicacién Ag(w) :

RN+ Re*(N+1) e la siguiente forma

s—q—1
Ay (Ao, Ay, Ay) = Y QAR = ) (t+ 1D)Qui—g 1P
{i,4,l:i47+1=s} t=0 s
para s = 0,1,..., N y tal que el segundo miembro se anula para todo s < ¢ + 1.
Obtenemos asi el punto 3. 0J

2.3.2.2. Transformacion shearing

Dado un sistema A(x) € F,, escribimos A(z) = (a;;()) sus entradas. Escribimos
también A(z) = 2~ 372 27 A;, donde g = g(A) es el rango de Poincaré de A(z).
Denotemos por M, C F, el subconjunto de sistemas singulares que verifican, para
todos i,7 € {1,...,n} con i > j,

v(ai) > —(q+1) + (i — j)a.

Proposicién 2.3.3 Sea s, : F, — Fn la transformacion shearing de exponente
a > 1. Se tiene:

1. Para cualquier A(x) € F5™9, si q = q(A), entonces q(vs,(A)) < ¢+ (n—1)a.
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2. Si A(z) € M,, entonces q(vs,(A)) < q, Ademds, si k(A) >0 o0 sik(A) =0y
Ay no es nilpotente, entonces q(1s,(A)) = q.

3. Para cada N € N, existe una aplicacion polindmica AN : R?*(Nta(n=1+1) _y
RN tal que, si Ax) € My, q=q(A) y ¢ = q(vs,(A)) entonces

AN (Insapno1y+1(A)) = (0,920, 0, Iy (g g (5, (A))).

4. Sea A(x) € M, y sean q = q(A), k = k(A). Supongamos que se verifica para
cada i,j € {1,...,n} coni > j, lo siguiente

v(aij) > —(g+ 1)+ (i—j+1)a+k.

Entonces, denotando 1s,(A) = x= @ (Cy + xCy + --+) se tiene que para
0 <j<min{q,k+a—1}, la matriz C; es diagonal.

Demostracion .- Sea B(x) = g, (A(z)), escribimos B(z) = (b;;(z)). Vamos a
demostrar los diferentes puntos.

Punto 1: Tenemos v(b;;) = v(xU=%,;) = (j—i)a+v(a;) cuando i # j. También
bj; = a;; —xta(j — 1), entonces v(b;;) > —(n — 1)a + v(ay;). Por otro lado, como
q(A) = g, entonces v(a;;) > —(¢ + 1), para todo i,j € {1,...,n}, por lo tanto
v(bi;) > —(n — 1)a — g — 1 para todo 4, j. Esto implica que ¢(B) < ¢+ (n — 1)a.

Punto 2: Como A(z) € M, tenemos que v(a;;) > —(¢+ 1) + (i — j)a para
i > j. Igual que antes tenemos que v(b;;) = (j — i)a + v(a;j), entonces v(b;;) >
(j—i)a—(¢g+ 1)+ (i —j)a=—(¢g+ 1) sii > j. Es claro que la igualdad también
se da si i < j pues en tal caso v(b;;) > v(a;;) > —(¢ + 1), por lo tanto ¢(B) < g¢.
Si k(A) > 0 (y por tanto ¢ > 0) entonces Ay = A\gl,, con Ay # 0y, por tanto,
v(aj;) = —(¢ + 1), para todo j € {1,...,n}. Entonces v(b;;) = v(aj;) = —(¢+ 1)
y q(B) = q. Para el caso k(A) = 0y ¢ > 0, como Ay no es nilpotente y como
A(x) € M,, entonces Ay es triangular superior con elementos no nulos en la diagonal,
por lo tanto, existe jo € {1,...n} tal que v(a;,;,) = —(¢+ 1). Obtenemos entonces
v(bjose) = v(@jos,) = —(¢+ 1), por lo tanto ¢(B) = g.

Punto 3: Basta con definir la aplicacion A§ : R (NFa(n=1D+1) _y Rr*(N+1) gye
envia el vector (af;), con (i,7) € {1,2,...,n}*y s =0,1,..., N4 a(n —1) en el vector
b, con (u,v) € {1,2,...n}>yt=0,1,..., N, tal que b, = alye e(u —1)a, si
t—(v—u)a>0ybl, =0enotro caso, donde e = 1 sit =gy u= vy cero en otro
caso.

Punto 4: Tenemos que demostrar que las entradas ¢;;(x) de la matriz C'(z) tienen
orden mayor o igual a k +a — (¢ + 1), para todo j # i.
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Sii < j, tenemos v(cy;) = v(xU™%y) = (j —i)a + v(ay) > v(ay) +a >
k+a—(qg+1). Parael caso i > j tenemos v(c;;) = v(xU™%;) = (j —i)a+v(ay) y
como v(a;;) > —(q¢+1)+ (i —j+1)a+k para todo i > j entonces (j —i)a+v(a;;) >
(j—i)a—(¢g+1)+(i—j+1)a+k=—(¢g+1)+k+a para todo i > j. Por lo tanto
el punto 4 queda probado. O

2.3.2.3. Ramificaciéon

Sea ¢ = R, una transformacion de tipo ramificacion de orden r. El comporta-
miento de v en relacién con las truncaciones finitas de los sistemas se recoge en la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.4 Se verifica lo siguiente

1. ¢(R.(A)) = rq(A) (en particular preserva el cardcter singular/reqular de los
sistemas).

2. Si A(z) es singular, entonces k(R,.(A)) = rk(A).

3. Para cada N € Nsg, eziste una aplicacion polindmica AN : R¥”WN+D
R™ ("Nt de modo que

Demostracién .- Por la ecuacién (2.5), se cumple que R,.(A(z)) = ra" tA(z").
Por la definicién 2.1.2, sabemos que ¢(R,(A(z))) = —v(rz"'A(z")) — 1. Entonces
operando

¢(R.(A(z))) = —v(ra" 'A(2")—1 = —(r—1+rv(A(2)))—1 = r(—v(A(x))—1) = rq.

Esto prueba el punto 1.

Para probar el punto 2 veamos como es la matriz B(x) = R,(A(x)) resultante
de la transformacién. Si B(z) = ("D S 2iB; y A(x) = 2~ @)Y 1A,
tenemos que B; = rA., sir divide a ¢ y la matriz nula en otro caso. Por lo tanto la
primera matriz no radial de B(z) es By = rAg. Entonces k(R,.(A(x))) = rk(A(x)).

Para ver el punto 3 basta con considerar la aplicacién AN : R?*(N+1) _ Rn*(rN+1)
tal que

AN (Ao, A, Ax) = (Ag,0,...771veees 0 A0, v 0 Ay
0
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2.3.3. El semigrupo de transformaciones admisibles por com-
posicion

En el préximo capitulo vamos a necesitar considerar los sistemas que se obtie-
nen tras realizar varias transformaciones admisibles repetidas veces. Podemos hablar
entonces del semigrupo de transformaciones generado por las transformaciones ad-
misibles.

Conviene observar que las transformaciones admisibles de tipo polinémico regular
o de tipo poly-shearing son inversibles como transformaciones de gauge, pero sus
inversas no son en general transformaciones admisibles, ni siquiera una composicion
de transformaciones admisibles. No obstante, no necesitaremos en esta memoria
considerar tales inversas. Por otro lado, las ramificaciones no son biyectivas. Asi pues,
no podemos hablar del grupo de transformaciones generado por transformaciones
admisibles.

En este apartado, vamos a analizar algunos resultados relativos a la composicién
de varias transformaciones admisibles (es decir, a la estructura del semigrupo) que
nos seran utiles més adelante.

La primera observacién trivial es que la composicion de transformaciones de tipo
polinémico regular es de nuevo una transformacion de tipo polinémica regular. Mas
precisamente, si P(z), Q(x) € M, K[z]| son tales que det(P(0) # 0 # det(Q(x)),
entonces

Yp oo = Ppq.

Lemma 2.3.5 Sean ¢p una transformacion admisible polinomica y Ry una trans-
formacion admisible de tipo ramificacion entonces existe una transformacion po-
linomica admisible V¥ p tal que Ry o Yp = Yp o Ry,

Demostracion .- Tenemos que probar que para cualquier sistema con matriz A(x)
se cumple Ry, o ¢Yp(A(z)) = ¢ o Ry(A(z)). Por la definicién de ¢p se cumple que
para cada sistema con matriz A(z), ¥p(A(z)) = P71 (2)A(x)P(z) — P~ (x)P'(2),
aplicando la ramificacién tenemos

Ry o Yp(A(z)) = P Ha")bA(2?) a1 P(2%) — P~ (2%) P! (2%) 2"~

Definimos ahora P = P(z?) (como P(0) # 0 entonces P(0) # 0) por lo que se
verifica que

Vp o Ry(A(z)) = Up(bA(2")a")

Entonces por la definicién de ¢

Vp o Ry(A(x)) = PH(a)bA(a")a" P(z) — P~ (2)P'(x)
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y como P(z) = P(z") obtenemos

Vp o Ry(A(x)) = PH(2")bA(2) 2" L P(z”) — bP~ (2®) P/ (%) 2"

Lemma 2.3.6 Sean a entero no negativo, s, una transformacion admisible de tipo
shearing y Ry una transformacion admisible de tipo ramificacion entonces Ryo1g, =

Vs, © Ry.

Demostracion .- Tenemos que probar que para cualquier sistema con matriz
A(z) se cumple Ry 09, (A(x)) = vg,, o Rpy(A(z)). Por la definicién de 1), se cum-
ple que para cada sistema con matriz A(z), Vs, (A(x)) = (S,) " (z)A(2)S,(z) —
(S.)"H(x)(S,)'(x) aplicando la ramificacién obtenemos

Ry 015, (A(x)) = (Sa) " (a")0A(a")2" 71 Sa(2") — b(Sa) ™" (2")(Sa)' (a)2" .
Por otro lado, como S,(z) = diag(1,z%,x%*, ... 2("~Y) entonces

Sa(xb) = diag(1, g2 ,x(”’l)“b) = Suw(z) = g,

Ahora veamos el valor de g, o Ry(A(x)):
V5,0 R(A(2)) = 15, (0A(2")2" ™) = (Sa) ™ (2)bA(2")a" ™ Sy () = (Sap) (%) (Sa) ()
y como S,(2°) = Se(x) obtenemos

Vs, © By(A(2)) = (8a) 7 (2")0A(2") 2" Sa(a”) — b(Sa) 7 (2")(Sa) (")~

2.4. Un par de simplificaciones del sistema

En esta seccién recogemos dos resultados relacionados. El primero de ellos es
bastante cldsico y se conoce con el nombre de Splitting Lemma (ver [10, 1]). Bési-
camente establece que si la matriz inicial Ag de un sistema meromorfo formal con
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rengo de Poincaré al menos 1 puede separarse en dos bloques diagonales con es-
pectros disjuntos, entonces el sistema puede descomponenrse en dos subsistemas de
dimensiones més pequenas (correspondientes a las dimensiones de los mencionados
bloques de Ap) a través de una transformacién de gauge formal.

El segundo resultado es mas especifico, usado en la particular versién del al-
goritmo de Turritin del libro de Wasow [10] y que nosotros usamos en la préxima
seccion. Esta vez, partiendo del caso contrario al anterior en el que la matriz inicial
Ag es una matriz con un tnico autovalor pero no diagonalizable, establece que, tras
una transformacién de gauge formal regular, el sistema se convierte en uno para el
cual todas las matrices coeficientes son “especiales” respecto de la estructura de los
bloques de Jordan de Ay, segtn la definicién 1.1.1.

Hemos querido recoger las pruebas completas aqui para hacer una memoria au-
tocontenida por una parte y, por otra, porque estamos interesados en dos aspectos
que generalizan estos resultados en una pequena medida, pero muy importante para
nuestros propositos. Por un lado, la matriz inicial Ay pasa a ser la matriz A, donde
k es el indice de radialidad del sistema, es decir, Ay es la primera matriz no radial
(en las versiones de Wasow, Balser, etc. sobre el proceso de Turritin, la parte radial
se descarta mediante un “shifting” exponencial que nosotros no hacemos). Por otro
lado, estamos interesados en especificar versiones de estos resultados con “trunca-
ciones finitas”; esto es, en obtener subsistemas en bloques o sistemas con matrices
especiales s6lo hasta un determinado jet finito, pero usando sélo transformaciones
polinémicas regulares (un tipo de transformacién admisible).

2.4.1. Splitting Lemma

Sea A(z) € F"(K) un sistema lineal formal de EDOs meromorfo, donde K es o
bien el cuerpo de los reales R o bien el cuerpo de los complejos C. Supongamos que
A(x) tiene rango de Poincaré ¢ > 1y escribamos

o

1 .
A(ZIZ’) = At Z.TJA]

=0

donde A; € M,, ,(K) como en (2.2). Sea k = k(A) el indice de radialidad del sistema.

Teorema 2.4.1 (Splitting Lemma)
Supongamos que k < q y que

42



donde A}, A7 son matrices cuadradas de drdenes ny,ny respectivamente y de modo
que A} A2 no tienen autovalores en comin. Entonces

1. Existe una transformacion de gauge formal reqular {r de matriz T(z) €
Msn(K[[z]]) con T(0) = I, tal que si ponemos B(x) = vp(A(z)) y escri-
bimos B(x) = x~(a+1) > 2o ¥/ Bj entonces se tiene Bj = A;j para j = 0,1,....k
(en particular el rango y el indice de radialidad del sistema B(z) coinciden
con los de A(x)) y

B; = diag(B}, BJZ), Vi >k,
donde B}, BJQ- son matrices cuadradas con entradas en K de dimensiones nq, ns

respectivamente.

2. (Determinacion finita del Splitting Lemma). Para cada N > k, la trunca-
cion Jy(B(z)) solo depende de Jy_i(T(x)) y Jn(A(z)). Mds precisamen-
te, si ponemos TN *(x) = Jy_p(T(z)) € Mpn(Klz]) y si A(z) € F,,
con rango de Poincaré q es tal que Jy(A(z)) = Jy(A(z)) entonces, para

B(x) = tpxn—i(A(z)) se tiene

In(B(x)) = Jn(B(z)).

Demostracion .- Consideremos una transformacion de gauge formal regular ge-
neral 17 de matriz

y escribamos el sistema transformado B(z) = ¢¥r(A(z)) como

o0

1 )
B(x) = s, ZxJBj

J=0

Entonces, a partir de la férmula (2.4), obtenemos por un lado que las partes radiales
de A(z) y B(z) coinciden, esto es

k-1 k—1

JA. — iR,
g A = E 2’ B;,
=0 §=0

ya que dichas partes radiales conmutan con cualquier matriz de series formales y
por ser k < q. Por otro lado, identificando coeficientes tenemos
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Apl, — I,By =0 (2.10)
r—1

AT, —T,.By, = Z(TSBH,C,S — ApiisTs) + (r+k — ¢Q)Toik—q, parar >1 (2.11)
s=0

donde en el segundo sumando de la segunda ecuacién los términos para los cuales
r 4+ k — q < 0 no apareceran.

A partir de estas ecuaciones vamos a ir construyendo recursivamente las matrices
T; para j > 0 y las matrices B; para j > k. que cumplan lo requerido en la parte
1 del enunciado. De la ecuacién (2.10) obtenemos que By = Aj. La ecuacién (2.11)
quedard, para r > 1, de la forma

AT, — To Ay = Boyi + H, (2.12)

donde H, sélo depende de las matrices T;, Aj iy, Bjyx con i < ry j < r. Elegimos
parar > 1 B, de la forma

B! 0 )
Br — r+k
= (%5 e,

donde B!}, es una matriz cuadrada de dimensién n; y B3, es una matriz cuadrada
de dimensién ny y 7T, de la forma

0 T12

Entonces si escribimos la matriz H, en bloques de los mismos tamanos que la matriz
Ay como
n- ()
T
H’/‘ HT

de la ecuacion (2.12) y obtenemos las siguientes ecuaciones matriciales

0= B}, + H'

0= B2, + H2

A11€1T7112 _ Tq}QAiZ — H’}Q
AiQTrQl - TflAllgl — H21

T
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Si conocemos la matriz H,., entonces por recurrencia, podemos obtener las matrices
B, v T, por bloques en la forma expresada anteriormente diagonal por bloques
como sigue. Usando las dos primeras ecuaciones, definimos

11 11
B!, = —H]
22 __ 22
B2, = —H’

Para encontrar las matrices T2, T?' aplicamos el lema 1.6.1 usando la hipétesis
de que Al' y A?? no tienen autovalores en comun. Esto proporciona las matrices
formales T'(x) y B(z) y prueba la parte 1 del teorema 2.4.1.

Para probar el punto 2 del teorema 2.4.1 basta con ver que para cada N > k
y para cada j < N, B; sélo depende de 7}, con h < N —k -1y A conl < N.
Si nos fijamos en la férmula (2.12) para cada j con k& < j < N tenemos que
Aij_k — CZ}_kAk = Bj + Hj—k' Ademaés Hj—k sélo depende de Th, Ah+k y Bh+k con
h < j—k <N — k. Por otro lado, como hemos visto, j < k se cumple B; = A;.
Esto demuestra que para cada j < N, B, sélo depende de T, coon h < N —k -1y
Ay donde | < N, lo que prueba la parte 2 del teorema 2.4.1. 0

2.4.2. Obtencién de matrices especiales

Sea A(x) € F™*(K) un sistema formal meromorfo, donde K es o bien el cuerpo
de los reales R o bien el cuerpo de los complejos C. Sea ¢ = q(A(x)) el rango de
Poincaré de A(x) y escribamos

o0

1 .
Az) = oS ZxJAj

J=0

donde A; € M,, ,(K). Sea k = k(A(z)) el indice de radialidad del sistema.

Lemma 2.4.2 Sea m € Nyg y suponemos que k < q y que Ay tiene un unico
autovalor A\ y que estd en forma de Jordan, entonces existe una transformacion po-
linomial con matriz P(™ = > o ™ Pj tal que el cambio Y = P")(2)Z transforma
el sistema en

17 = B™(2)Z
con B (1) = Z;io x? Bj cumpliendo las siguientes propiedades:

1. B; = Aj para todo j < k.
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2. B = (D1+H)®(Dy+ Hy) ®--- @ (Ds + Hy) donde Dy = \olI,,; y Hj es una
matriz deslizante para todo 5 < s.

3. Las unicas entradas no nulas de B;, k < j < m se encuentran en la iltima fila
correspondientes a la dltima fila de los bloques H;, j = 1,2,...,s. Es decir,
cada B; es una matriz (n1,nq + ng, ...,nq + ng + - - - + ng_1,n)-especial (segin
la Definicion en 1.6.2).

Demostracion .- Si m < k tomamos P (x) = I,, con lo que habrfamos termi-
nado. Veamos el caso en que m > k.

Realizando de nuevo la transformacion del teorema 2.4.1 a la partir de la matriz
Ay, y escribiendo la ecuacién recursiva (2.11) en la forma de la ecuacién (2.12)
tenemos

B, = Ay, Pp=1

AkPr _PrAk: = Br-l—k - K,

donde K, € M,«,(K). Escribimos las matrices B; y P; en bloques (n1, ..., n,) de la
forma Bj = Bloq(B}")1<uw<s ¥ Pj = Bloq(P}")i1<up<s. Como Ay es suma directa
de s matrices obtenemos las s? ecuaciones

(Du + Hu) P = Pr(Dy + Hy) = By — K"

conu,v=12...,sy0<r<m.
Aplicamos ahora el lema 1.6.3 eligiendo todas las entradas de cada B! iguales a
cero excepto las de la iltima fila.

So6lo nos falta ver que se cumple que B; = A; para todo j < k. Procedere-
mos de igual forma que hicimos en la demostracion del splitting lema 2.4.1. Como
P (2)B(x) = A(z)P™ (x) — (P™)(z) y por la Proposicién 2.3.2 sabemos que
el rango de Poincaré no varia. A partir de la ecuaciéon anterior podemos igualar
coeficientes:

> PBi= > AP, cons<q+l
{(@@,5):i+j=s} {@@,9):i+j=s}
Como Ay, Ay, ..., Ar_1 son matrices radiales entonces A; = \;I,, paraj =0,1,..., k—
1. Sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos que

Z P,B; = Z P\l para todo [ < k.
{(4,5)xi+j5=1} {(4,9):i+5=1}
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entonces PyBy = PyA\ol,, como Fy es inversible, tenemos que By = A\gl,,. Podemos
ver que PyB; = FPyAjl, para j = 1,2,...,k — 1, ya que el resto de elementos son
los mismos en los dos miembros de la ecuacion por lo que desaparecen y como Fy es
inversible obtenemos que B; = A\;[,, para j =1,2,...,k — 1. O
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Capitulo 3

Forma de Ramis-Sibuya y proceso
de Turritin. Caso complejo

3.1. Reduccion a forma de Ramis-Sibuya. Enun-
ciado

3.1.1. Sistemas en forma de Ramis-Sibuya

Definicién 3.1.1 Sea A(z) € F,(C) un sistema lineal de EDO sobre el cuerpo
de los nimeros complejos con rango de Poincaré igual a q. Diremos que A(x) que
estda en forma de Ramis-Sibuya si:

1. O bien ¢ <0.

2. 0bieng>0y
A(z) = z~l@tD) (D(x) + Z xiAi) (3.1)
1=q

donde D(z) = diag(di(x),dy(x),...,d,(z)) con cada d; € Clx] un polinomio
de grado a lo sumo q — 1, tal que D(0) # 0.

En la definiciéon anterior, el nombre “Ramis-Sibuya” esta justificado por el tra-
bajo [8] de ambos autores sobre la multisumabilidad de las soluciones formales de
sistemas meromorfos (no necesariamente lineal) de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. En dicho trabajo, consideran de partida un sistema del tipo

Y =2 @ (zY)
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donde Y = (y1,...,yn) y F es analitica en todas las variables, para el cual la parte
lineal en Y, A(z) = 2= @28 (2, 0) se escribe como en la ecuacién (3.1).

Vamos a enunciar ahora el resultado principal que presentamos en este capitulo.
Se trata, en pocas palabras, de probar que un sistema lineal de EDOs con coeficientes
formales meromorfos complejos puede transformarse en un sistema en la forma de
Ramis-Sibuya a través de un nimero finito de transformaciones admisibles.

El resultado se debe originalmente a Turritin, enunciado en [11]. Aqui recogemos
la demostracién que aparece en el libro de Wasow [10], anadiendo algunos detalles
y clarificando algunos de los argumentos de la induccién que alli se apuntan y que,
a nuestro parecer, no estan suficientemente explicitados en tal referencia.

Asimismo, como aportacién propia al resultado, probamos que el proceso de
obtencién de la forma Ramis-Sibuya esta finitamente determinado en términos de
truncaciones finitas del sistema original y explicitamos la cota del orden de la trun-
cacion suficiente para poder llevar a cabo la reduccion. Lo mas significativo es que
la cota s6lo depende de la dimension del sistema y del rango de Poincaré ¢, pero no
de la forma inicial del sistema considerado.

3.1.2. Enunciado del Teorema de Turritin

Teorema 3.1.2 Sea A(x) € F,(C) un sistema lineal singular de EDOs sobre el
cuerpo de los nimeros complejos. Denotemos por ¢ = q(A) su rango de Poincaré y
por k = k(A) su indice de radialidad. Se tiene:

1. Existe un numero finito de transformaciones admisibles 11,1, ..., tal que
st =1ps0s_q0---01y, el sistema transformado

B(z) = ¢(A(z))
por Y estd en forma de Ramis-Sibuya.

2. Las transformaciones ¥y, ..., en el apartado anterior pueden elegirse ademads
verificando lo siguiente. Sea

N = N(n,q, k) =nqg—(n— 1)k (3.2)

Entonces, si A(z) € Fn(C) es otro sistema con qA) =q, k(A) =k yJy(A) =
Jn(A), entonces, el sistema B(x) = ¢¥(A(z)) verifica

(En particular, B(x) también es un sistema en forma de Ramis-Sibuya).
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Una composicién ¥ como en 1) se dird que es un proceso de Turritin para el
sistema A(z). Cuando 1 verifica ademds la propiedad enunciada en la parte 2 del
enunciado anterior, diremos que v es un buen proceso de Turritin para el sistema
A(z). Ser un buen proceso de Turritin se interpreta entonces diciendo que la cons-
truccién de un proceso de Turritin para A(z) sélo depende del jet de orden N de
A(z) y que existe un tal proceso de Turritin que es también un proceso de Turritin
para cualquier sistema que comparte el mismo jet de orden N con A(x).

Obsérvese que la cota N en (4.2) verifica N < nq y que, por tanto, existe una
cota para el orden de un jet suficiente para la construccién de un proceso de Turritin
que depende sélamente de la dimension n y del rango de Poincaré ¢, pero no del
sistema original.

Observacién 3.1.3

Sea A(x) € F, un sistema singular con coeficientes complejos y sea ¥p una trans-
formacion admisible de tipo polinémico regular. Se tiene:

1. Dada una composicion v de transformaciones admisibles, ¢ es un buen proceso
para el sistema transformado ©¥p(A) (esto es, verifica ademés la propiedad
enunciada en la parte 2 del Teorema 3.1.2) si y s6lo si 1) 0 1)p un buen proceso
de Turritin para A(z). La prueba de esta afirmacién es inmediata a partir de
la definicién y de la Proposicion 2.3.2.

2. Si ¢ es un buen proceso de Turritin para A(x), entonces, para cualquier ra-
mificacién R,, la composicion R, o1 es también un buen proceso de Turritin
para A(x).

Para probar esta afirmacién, nétese primero que si B(z) es un sistema en for-
ma de Ramis-Sibuya, entonces R,.(B) también esta en forma Ramis-Sibuya.
Esto prueba que R, 0 es un proceso de Turritin para A(x). Por otro lado, sea
q=q(A)y k= k(A) el rango de Poincaré y el indice de radialidad del sistema
A(z), respectivamente y sea N = ng— (n—1)k. Si A(x) es otro sistema tal que

Jn(A) = Jn(A), entonces tendremos, por ser ¢ un buen proceso para A(z),

que Jy((A)) = Jy(¢(A)), donde ¢ = q(1)(A)). Pero entonces también ocurre
que Jyg (R, 0o ¢Y(A)) = Joy (R, 0 9(A)) gracias a la Proposiciéon 2.3.4, lo que
muestra la composicion R, o1 es un buen proceso de Turritin para A(z).
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3.2. Algoritmo de Turritin en el caso complejo.
Demostracion

3.2.1. Casos triviales

Vamos a tratar primero algunos casos sencillos del Teorema de Turritin 3.1.2

Caso n =1:

En este caso, todos los coeficientes A; del sistema son matrices de orden uno,
es decir, diagonales y por lo tanto el sistema estd ya en forma de Ramis-Sibuya.
La identidad es un proceso de Turritin en este caso, lo que prueba el apartado 1
del Teorema 3.1.2. Por otro lado, nétese que en este caso el indice de radialidad de
cualquier sistema singular es igual a su rango de Poincaré, por definicion. Esto es,
N(1,q,k) = q y el apartado 2 se cumple trivialmente cuando tomamos la identidad
como proceso de Turritin.

Caso ¢ = 0:

Si g = 0 el sistema A(x) estd ya en forma Ramis-Sibuya por definicién. Por otro
lado, en este caso, necesariamente k = g = 0 y se tiene N(n,q, k) = 0. El Teorema
3.1.2 se cumple trivialmente tomando 1) = id como proceso de Turritin.

Caso k = gq:

Supongamos que el sistema con matriz A(x) verifica k = k(A(z)) = ¢(A(x)). Esto
significa que todos los coeficientes Ay, A1, ..., A;_1 son matrices radiales. Asf pues,
A(x) ya es un sistema en la forma de Ramis-Sibuya. También se tiene en este caso
N(n,q,k) = q vy, por lo tanto, el Teorema 3.1.2 se cumple tomando 1) = id como
proceso de Turritin para A(z).

3.2.2. Caso de matriz A, con varios autovalores. Reduccion
de la dimension del sistema

El Teorema 3.1.2 lo vamos a probar por induccién sobre n, la dimensién del
sistema. Ya hemos visto en el apartado anterior que para el caso n = 1 de sistemas
unidimensionales, el resultado es cierto, por lo que ya tenemos el primer paso de la
induccion.

En este apartado estudiamos el caso en el que podemos reducir directamente
el problema a sistemas con menor dimensién usando el Splitting Lemma (Teorema
2.4.1). Se trata del caso en el que la primera matriz no radial Ay tiene al menos
dos autovalores distintos. El caso contrario, A tiene un tinico autovalor, pero no es
diagonalizable, requiere mas tiempo y sera tratado en la seccion siguiente.
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Sea entonces A(x) € F,(C) un sistema lineal singular de EDOs sobre el cuerpo
de los nimeros complejos con rango de Poincaré ¢ = ¢(A) e indice de radialidad
k = k(A) de modo que el coeficiente A, tiene més de un autovalor (y, por tanto,
n > 1). Suponemos ademads, teniendo en cuenta los casos triviales que hemos tratado
en el apartado anterior, que 0 < k < q.

Debido a que Aj tiene al menos dos autovalores distintos, podemos encontrar
una matriz Py € M,,«,(C) inversible tal que

PyAp Pyt = diag(A't, A%?)

donde A% es una matriz cuadrada de tamano n; < n para j = 1,2 y A', A%? no
tienen autovalores en comun. Considerando la transformacion admisible ¢ p, asociada
a la matriz Py (transformacién polindmica regular que deja invariante la parte radial
27 FD(Ag+ 2 A+ -+ 21 A,_) del sistema), podemos suponer desde el principio
que nuestro sistema inicial A(x) cumple que la primera matriz no radial A es una
matriz diagonal por bloques diag( A, A??) con las propiedades anteriores. Obsérvese
que, usando la Proposicién 2.3.2, se tiene que 1 es un proceso de Turritin para
p, (A(z)) verificando las condiciones del Teroema 3.1.2 si y sélo si ) otp, lo es para
el sistema A(x).

Estamos por tanto en las condiciones de poder aplicar el Splitting Lemma, Teo-
rema 2.4.1. Sea N = N(n,q, k) = nqg — (n — 1)k como en (4.2). Por el apartado
2 del Teorema 2.4.1, existe una transformaciéon polinémica regular ¢¥p de matriz
P=1+ Zjvzl 27 P;j tal que transforma el sistema A(z) en otro sistema con matriz

B(z) = x~(@D) > 720! By tal que
B. = Bll oy B22

donde B es una matriz cuadrada de orden n; para j = 1,2 y para todo r < N.
Ademas se cumple que ¢(B) = ¢, k(B) =k y A; = B; para todo j < k.

Si truncamos el sistema con matriz B(x) hasta el orden N obtenemos dos sistemas
separados con matrices B11 = x~(a+1) Z;.V:O /Bl y B2 = g~ (@t Z;'V:o 2/ B con
orden n; y ns , siendo ambas dimensiones n; y no estrictamente mas pequenas que
n. Aplicamos la hipétesis de induccion a cada uno de estos sistemas. Encontramos
entonces sendos procesos de Turritin para B! y B22. Es decir, composiciones finitas

de transformaciones admisibles ' = ¢l o ol y ¥? =220 0P en my

s1
y no variables respectivamente tal que transforman los sistemas con matrices B!
y B?2 en sistemas B! = ¢!'1(B1) y B2 = ¢??( B?2), respectivamente, que estan

en forma de Ramis-Sibuya. Ademds, elegimos los procesos de Turritin !, 1?2 de
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B! y B2 respectivos cumpliendo la propiedad adicional enunciada en el apartado
2 del enunciado del Teorema 3.1.2 (es decir, que 9! y 9?* son buenos procesos de
Turritin para los correspondientes sistemas).

Vamos ahora a construir a partir de ! y 9?2 un proceso de Turritin para
el sistema original de la siguiente manera. Sean ai,as,...,a;; € Nsg los 6rdenes
de las ramificaciones distintas de la identidad que aparecen (por ese orden) en la
descripcién de ¢! como composicién de transformaciones admisibles. Sean también
b1, b, ..., by, los correspondientes 6rdenes de las ramificaciones que aparecen en %2,

Aplicando los lemas 2.3.5 y 2.3.6 podemos escribir

11 711
¢ :1/} ORatloRatl_lo”.oRal

22 22
P =1 ORthORth—lo'”oRbl

donde, para j = 1,2, ijﬂ‘ : Fn; — Fn; es una composicion de transformaciones
admisibles en n; variables, o bien del tipo polindmicas regulares o del tipo poly-
shearing (es decir, sin ramificaciones). Sea Ry = R,, 0 Ry, _, 00 Roy = Ry,
Fny = Fny ¥ Ro = Ry, 0 Ry, 00 Ry = Ry, + Fry = F, ramificaciones en
n1 y en ne variables, respectivamente. B

Considerando los sistemas B (z) = Ry(B(z)) para i = 1,2 la composicién 1%
transforma el sistema B (z) en uno en forma de Ramis-Sibuya.

Nétese que si aplicamos una ramificacion a un sistema en forma de Ramis-
Sibuya este sigue estando en forma de Ramis-Sibuya, por lo que Ry(¢' (B (z))) v
Ry (*2(B2(x))) son sistemas en forma de Ramis-Sibuya.

Aplicando de nuevo los lemas 2.3.5 y 2.3.6 y teniendo en cuenta que en los
factores de las composiciones 1% no hay ramificaciones, para i = 1, 2, existen nuevas
composiciones de transformaciones admisibles, ninguna de ellas ramificaciones, ¥,
para i = 1,2, de forma que

R; 01;“ - o R,

coni=#jparai,j=1,2.
Considerando Ry y Ry como ramificaciones también en sistemas en n variables (es
decir, como aplicaciones de F,, en si mismo), definimos finalmente la transformacién

\Il:(q/1®\l’2)ORloR20wP2.Fn—>fn

que es una composicion de transformaciones admisibles y que transforma el sistema
con matriz A(z) en otro en forma de Ramis-Sibuya.
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Por hipétesis de induccion, para i = 1,2, la transformacién 1% es un buen proceso

de Turritin para el sistema B" (verifica la propiedad enunciada en la parte 2 del
Teorema de Turritin 3.1.2). Por la Observacién 3.1.3, R; 09", con j # 4, también es

un buen proceso de Turritin para B . Por construccion,
Ryot™ = W' o Ryo Ry, Ryot® =20 R, o Ry
y podemos entonces escribir la transformacién W también como
U= (Ryo™) @ (Ryov™)op.

De nuevo por la Observacion 3.1.3, ¥ es un buen proceso de Turritin para el sistema
original A(x) siy sélo si (Ry o) @ (R 01??) es un buen proceso de Turritin para
Yp(A) o, lo que es lo mismo, para su truncacién Jy(vp(A)) = B" @ B”. Ahora
bien, teniendo en cuenta que tanto la transformacién (R o 1) @ (Ry 0 ¥??) como
el sistema B &) B son diagonales por bloques de tamanos ny y no, para concluir
basta probar que se tiene, para ¢ = 1,2 la desiguladad

N(”an k) Z N(niaqw kz)7

donde ¢; es el rango de Poincaré de B” y k; es el indice de radialidad de B¥. Por un
lado tenemos que n; < n y que ¢; < q. Por otro lado, usando la Observacion 2.1.5,
podemos ver que

g — ki <q—k.

Esto es suficiente para probar que N(n;,q;, k;) < N(n,q, k) cuando k; < k, sin més
que tener en cuenta la definiciéon de N(n, g, k). Supongamos, por el contrario, que,
por ejemplo, k1 > ky que N(ny,q1, k1) = ni(¢;—k1)+ki > N(n,q, k) =n(q—k)+k.
Entonces, se tendra

ki —k>n(qg—Fk)—ni(q— k1) >nlg—k) —n(q — k1) =n(q— q) + n(ky — k),
lo que obliga, teniendo en cuenta que ¢ — ¢ > 0, a que k; — k > n(k; — k), lo cual

es imposible.

3.2.3. Caso de matriz A, con un unico autovalor

En el apartado anterior hemos visto que si el primer coeficiente no radial Ay
de un sistema tiene al menos dos autovalores, entonces la prueba del Teorema de
Turritin 3.1.2 queda reducida a probarlo para sistemas de dimension mas pequena.
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En este apartado examinamos el caso complementario, esto es cuando la matriz
Ay, tiene un tnico autovalor, pero no es diagonalizable (no es radial). En el caso de
coeficientes complejos en el que estamos, Aj es conjugada a una matriz diagonal por
bloques donde los bloques son matrices de Jordan, todos con el mismo autovalor y
al menos un bloque de dimensién mayor que 1 (véase el capitulo 1 en el que hemos
repasado estos conceptos de Algebra Lineal).

El objetivo consiste en probar que existe una composicion finita de transforma-
ciones admisibles que transforma el sistema original A(x) en otro que esté o bien en
la situacion de alguno de los casos triviales del apartado 3.2.1, o bien en la situa-
cién del apartado 3.2.2 (primera matriz no radial con varios autovalores). Para ello,
siempre que la matriz A, tenga un tnico autovalor, asociaremos un invariante al sis-
tema que toma valores en N*! y mostramos que podemos elegir una transformacién
admisible tal que el sistema transformado, si sigue estando en la situacién de este
apartado (Aj con un dnico autovalor), entonces su invariante es menor que el del
sistema original para el orden lexicografico. Esto permitira probar con toda genera-
lidad la parte 1 del Teorema de Turritin 3.1.2. La parte 2 la mostramos teniendo en
cuenta las estimaciones realizadas en el apartado 2.3.2 sobre el comportamiento de
las truncaciones de los sistemas al aplicar las distintas transformaciones admisibles.

3.2.3.1. Definicién del invariante [(A)

Dado un sistema singular A(z) € F,(C) con rango de Poincaré ¢ = g(A) e indice
de radialidad k = k(A) , escribimos

A(ZE) = x_(q+1)(A0 + J/’Al + - )

como en (2.2). Siempre que tengamos k < ¢ (por tanto ¢ > 0) y que la primera
matriz no radial A, del sistema tenga un tnico autovalor, definimos el invariante
I(A) € N como:

I(A) = (m(Ar), 72 (Ak), - s Ya(Ar), g — k),

donde para cada i = 1,2,...,n, v;(Ax) es, como en el apartado 1.6, el grado en la
variable A del maximo comun divisor de los menores de orden 7 x ¢ de la matriz

A — M, € My (CIA)).
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3.2.3.2. Definicién del exponente g,

Sea A(x) € F,(C) un sistema formal meromorfo en el cuerpo de los complejos
C. Sea ¢ = q(A(x)) el rango de Poincaré de A(z) y escribamos

o0

1 )
Alz) = s, Zx]Aj
§=0
donde A; € M,, ,(C). Sea k = k(A(z)) el indice de radialidad del sistema con k < ¢
y sea N = ng — (n — 1)k. Ademds suponemos que Ay tiene un tnico autovalor
Ak ¥y que estd en forma de Jordan. Suponemos ademés que todas las matrices A;
son matrices especiales segin la estructura de bloques de J, para todo j > k (sus
entradas no nulas estdn sélo en la ultima fila de los bloques de J). Denotemos
también A(z) = (a;;(z)).

Consideramos el sistema con matriz

Alw) = A(x) = 2D (g — 2 — - — 2PNy — 2PN AT, = 20D ST

J

donde Ag, ..., A son los autovalores de las k + 1 matrices Ag, Ay, ..., Ag.

Como también hemos substraido el autovalor Ay de la matriz A, para este siste-
ma Ay = J es una matriz nilpotente en forma de Jordan. Escribimos z =@ **D A(z) =
(tij(z)) y definimos «;; = v(t;;). Entonces consideramos, para cada i, j € {1,...,n},
las rectas (grafos de funcién lineal en la variable g)

Bij = ai; + (J — 1)g.

Estas rectas tienen pendiente entera negativa, nula o positiva segiin i > j (debajo
de la diagonal), ¢ = j (en la diagonal), i < j (encima de la diagonal), respectiva-
mente. El corte de f3;; con el eje de ordenadas es el punto («;;,0), con ordenada no
negativa. Ademads la bisectriz del primer cuadrante es una de estas rectas 3; ;11 para
algun 7 (indice de la fila que contiene un elemento no nulo de la matriz J).

Definimos entonces gy como el minimo entre ¢ — k y el valor minimo de la abscisa
de un punto de corte de la bisectriz con una de las rectas 3;; de pendiente negativa
(en Wasow [10] se toman puntos de corte de la bisectriz con rectas f3;; de pendiente
no positiva, pero en nuestro planteamiento, las rectas horizantales no juegan papel).
Gréaficamente quedaria como muestra la figura 3.1.

El exponente gy es racional positivo (si ¢ > k) y, escribiendo gy = ag/by como
fraccién irreducible, realizaremos la composicion “shearing” s, = vs, o R, de
transformaciones admisibles y comprobaremos que g, (A(r)) estd
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Figura 3.1: Representacion de rectas g — B,(g)
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- O bien en uno de los casos triviales 3.2.1,
- O bien en el caso 3.2.2 (primera matriz no radial con varios autovalores),
- O bien con primer coeficiente no radial con un unico autovalor y tal que

I(¢s,, (A(z))) < I(A(z)).
Observacion 3.2.1

Por la eleccién hecha, nétese que para cada ¢ > j, el punto de corte de la recta (;;
con la recta vertical g = gy tiene una ordenada mayor o igual que gy. Por lo tanto,
tenemos

aij = go + (i = J)go-

De este modo, tenemos
v(ag)=—(q+1)+oa; +k>—(q+1)+ (i —j+1)go+ k.

A continuacién, vamos a analizar el sistema que resulta al aplicarle al sistema
A(x) la composicién g, = 1bs, o Ry, En nuestro andlisis, distinguimos los casos
go = ap natural y gy racional no natural (esto es, by > 1), tratados en los siguientes
dos parrafos. En el primer caso, dicha composicién es simplemente una transfor-
macién shearing de exponente ag. En el segundo caso, la composiciéon propuesta
substituye lo que en Wasow viene a llamarse “shearing con expoonente racional”
(de ahi la notacién usada s, . Denotemos entonces B(z) = s, o Ry (A(r)) y
sean ¢ = q(B(x)), ¥ = k(B(x)) su rango de Poincaré y su indice de radialidad,
respectivamente. Escribimos

B(z) = e~ @By + By + - )

Sea gy = Z—S calculado de la forma descrita anteiormente, de modo que ag, by
son enteros positivos sin factor comun y tal que by > 1 (esto es, go es racional
no entero). Sea B(z) = x~(@+D Y% 2B, el sistema transformado al aplicar las
transformaciones admisibles S,, 0 Ry, a A(x), es decir, B(x) = S,, 0 Ry, (A(x)), donde
o es el nuevo rango de Poincaré. Sea kq el indice de radialidad de B(z). Escribimos
By, = (Bz-kjo) en bloques de la misma manera que Ay (ver ecuacién (1.1)).

Lemma 3.2.2 Si By, tiene un unico autovalor A\, entonces o bien By, es nilpotente
Yy ijo = H; o bien gy es entero.
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Demostracion .- Veamos que en el caso de que gy = Z—g no es entero, se cumple

que las entradas de la diagonal de By, son nulas. Sea A(z) = Ry, (A(x)) = (ay), por

la Proposicién 2.3.4 q(A) = boq y k(A) = bok. Se verifica también, para i > j,
Vglij = —(b(]q + 1) + boaij + bol{i > —(boq + 1) + (Z —j + 1)(10 + bok‘

Por el punto 4 de la Proposicién 2.3.3 al sistema A al aplicarle la transformacién
¥s,, obtenemos que B; es diagonal, para todo j < bok + ag. Como por hipétesis By,
tiene un unico autovalor no puede ser que kg < bok + ag ya que de lo contrario una
matriz diagonal no radial tendria un tnico autovalor. Por lo tanto kg > bok + ay.
Como la matriz By, tiene al menos una entrada no nula por encima de la diagonal
entonces kg = bok + ag.

Por otro lado la transformacion shearing 5, deja invariantes los elementos de
la diagonal de las diferentes matrices (salvo quiza la de grado exactamente —1). Sea
A(z) = = (boat1) $° ;! A;. Las tinicas matrices A; que no son nulas son aquellas tal

que by divide a j. En particular flko es nula ya que by no divide a ag. Entonces como
¥s,, deja invariantes los elementos de la diagonal tenemos que la diagonal de By,
estd compuesta por ceros.

Entonces By, tiene traza nula y como tiene un tnico autovalor, entonces este es
cero y por lo tanto la matriz By, es nilpotente. Al igual que en el ejemplo 1.2.5,
se comprueba que los autovalores de B]k]0 son autovalores de By, entonces todos los

B]’“]0 son nilpotentes. Por otro lado, las entradas no nulas por debajo de la diago-
nal de ijo deben estar en la dltima fila, debido a la transformacion del lema 2.4.2.
Esto es imposible, si Bjkjo es nilpotente (ver Ejemplo 1.2.3). Por lo tanto ijo =H;. U

3.2.3.3. Caso gy natural

Usando las notaciones anteriores, supongamos en este apartado que gy = ag €s
un numero natural. Con la eleccién hecha de gy, podemos probar:

Proposicion 3.2.3 Siendo ¢, k' el rango de Poincaré y el indice de radialidad del
sistema transformado B(z) = s, (A(z)), se tiene:

1. ¢ <qy Bj es diagonal para j <k + ay.

2. 8% By tiene un unico autovalor N\, entonces la matriz By — A\ I, es conjugada
a una matriz triangular inferior por bloques Bloq(C;;) tal que Ci; = H;, donde
H; denota una shifting matriz.
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Demostracion .- Por la observacién 3.2.1 v(a;;) > ao(t —j+1) — (¢+ 1) + k por
lo tanto aplicando el punto 4 de la Proposicién 2.3.3 tenemos que B, es diagonal
para j < k-+agycomoag(t—j+1)—(¢+1)+k > (i —j)ag — (¢+ 1) aplicando el
punto 2 de la Proposicién 2.3.3 tenemos que ¢’ < q.

Para el punto 2, como B(z) es el resultado de una transformacién shearing s,
que produce una matriz con ecuacién (2.8) y como las matrices Agiq,..., Ay son
especiales, se puede ver que By — A\ I, es triangular inferior por bloques donde la
diagonal esta compuesta por bloques:

Dy =H+T)® (Ho+To) @& (Hs + Ty)

donde T} son matrices especiales de orden n; y s el nimero de bloques de By. Por
hipétesis By tiene un tinico autovalor A/, entonces por la Proposicion 1.6.4 la matriz
By — M\ I, es conjugada de una matriz triangular inferior por bloques Blog(C;;) tal
que Cy; = H;, donde H; denota una shifting matriz. O

Si existe jo € {0,...,k 4+ ap — 1} tal que Bj, no es radial, entonces, como es
diagonal, tiene mas de un autovalor por lo tanto nos encontramos en el caso 3.2.2).
Si B; tiene un tnico autovalor para j < k + ag, entonces k' = k(B) > k + ao. Por
lo tanto el nuevo sistema B(z), o bien se encuentra en alguno de los casos triviales
del apartado 3.2.1, o bien la primera matriz no radial By tiene més de un autovalor
(y estd en el caso del apartado 3.2.2), o bien By tiene un tunico autovalor, pero,
debido a la Proposicion 3.2.3, tenemos que By — A\, es conjugada de una matriz
triangular inferior por bloques Blog(C;;) tal que Cy; = H;, donde H; denota una
shifting matriz. Por lo tanto el nimero de bloques de By es igual al nimero de
bloques que Ay y ademds ~;(By) < 7;(Ax) para todo i y por la Proposicién 3.2.3
¢ <qyk' >k+ay (delo contrario By tendria varios autovalores por lo comentado
anteriormente). Por lo tanto ¢ — k' < ¢ — k, entonces

(M (Br),72(Bi), - -, Ya(Bi), ¢ = K) < (11(Ak); v2(Ak), - -, m(Ar), ¢ — F)

para el orden lexicografico.

3.2.3.4. Caso de exponente gy racional no natural

Sea gy = ‘Z—g calculado en el apartado 3.2.3.2 de modo que ag, by son enteros
positivos sin factor comin y tal que by > 1 (esto es, go es racional no entero). Sea
B(x) = =@+ 3% 2iB; el sistema transformado al aplicar las transformaciones

admisibles Sy, o Ry, a A(x), es decir, B(z) = S, © Ry, (A(x)), donde gy es el nuevo
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rango de Poincaré. Sea ky el indice de radialidad de B(z). Escribimos By, = (Bikjo)
en bloques de la misma manera que Ay (ver ecuacion (1.1)).

En el caso de que By, tenga mas de un autovalor estaremos en el caso 3.2.2
y si By, tiene un tunico autovalor, entonces por el lema 3.2.2 tenemos que By, es
nilpotente y ademas Bff = H,; para todo i.

El caso en que el nimero de bloques s sea uno, tendriamos que Ay, sélo tendria un
bloque y por lo tanto al hacer la transformacién de tipo S, obtendriamos un sistema
con primera matriz no radial By, una shifting matriz, pero al tener elementos no
nulos debajo de la diagonal no es nilpotente (ver Ejemplo 1.2.3).

En el caso de que s > 1, aplicando el Lema 1.6.5 a la matriz By,, tenemos que
7i(C(x)) < vi(A(x)) para todo ¢ y ademas existe iy tal que ;,(C(z)) < v, (A(x)).
Entonces obtenemos que

(71(Chy), 72(Cho)s - -5 T (Cro ) G0 — ko) < (71(Ar), 72(Ak), - -+, W(Ar), ¢ — k)

para el orden lexicografico (Aunque gy — ko > q¢ — k).

3.2.3.5. Determinacion del Jet suficiente

Sea A(z) = 2~ @+ 3°% 27 A; la matriz de un sistema con rango de Poincaré g =
q(A(x)) e indice de radialidad k& = k(A(x)). Se ha visto, en el apartado 3.2.1, que
si estamos en uno de los casos triviales la cota N = ng — (n — 1)k se cumple. En
el caso de que Ay tenga mas de un autovalor se ha visto en el apartado 3.2.2 que
también se cumple la cota N = ng — (n — 1)k. Nos falta ver que se cumple la cota
N =ng—(n—1)k en el caso en el que Ay, tiene un tnico autovalor. Por los apartados
3.2.3.3 y 3.2.3.4, siempre hacemos una transformacion de la forma S, o Ry o ¢p. La
transformaciéon ¥p es la composicion de las siguientes transformaciones admisibles
polinémicas:

Transformacion ¢q, con Qo € Myxn(C) tal que C(z) = z~@ 3% 147C; con Cj
siendo una matriz de Jordan de Aj.

Transformacién ¥ pv) dada por el lema 2.4.2 aplicado al sistema con matriz C(z).
Esto es ¥p = Ypwv) 0 Vg, = ¥pwg,, de modo que los coeficientes de ¢p(A(r)) =
B(z) = z~(@tD Z?io a:jéj para 0 < j < N son matrices especiales relativas a la
estructura de bloques de la matriz de Jordan C%. Notese que si b = 1 entonces Ry
es la transformacién identidad. Basta con probar que la cota se cumple al hacer una
transformacion de este tipo con g = ¢ con b € N5 (Nétese que puede ser b = 1).

Lemma 3.2.4 Suponemos que Ay, tiene un inico autovalor A\, y que go = 7 calcula-

do en el apartado 3.2.3.2. Sean N(n,q,k) = ng—(n—1)k, B(z) = SaoRyop(A(x))
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y sean ¢ y k' el nuevo rango de Poincaré e indice de radialidad de B(x), respecti-
vamente. Entonces N(n,q', k') < N(n,q,k)

Demostracion .- Sea B(z) = ¢p(A(x)). Por la Proposicién 2.3.2, tenemos que el
nuevo rango de Poincaré ¢(B)(z) e indice de radialidad k(B(x)) son ¢ = ¢(B)(x),
k = k(B(z)) y ademds existe una aplicacién polinémica Al R (N+1) _y Re*(N+1)
de modo que

Apa (In(A(2))) = In(Vp(A@))).
Entonces tenemos que la cota se cumple para la transformacion ¢p.

Al aplicar las transformaciones S, o R, al sistema con matriz B(z), obtenemos
el sistema con matriz B(x). Por las Proposiciones 2.3.4 y 2.3.3, tenemos que para el
r-jet de B(z) necesitamos el m(r)-jet de A(x) con

m(r) = [r/b+ (n—1)go].
Por la Proposicién 2.3.4 tenemos ¢’ = bq y por la Proposicién 2.3.3 toda matriz B,
con j < min{q, k + a — 1} es diagonal. Si existe jo < min{q,k + a — 1} tal que
B; no es radial, entonces k' < kb + a y en el caso de que B, sea radial, para todo
J < kb+ a, como la matriz By, tiene al menos una entrada no nula por encima de

la diagonal entonces k' = bk + a. Por lo tanto se cumple que k' < bk + a.
Por otro lado,

m(N(n, ¢, k') = [ng'/b— (n— 1)K + (n — 1)go]
pero
[ng'/b— (n — DE'/b+ (n —1)go] < [ng — (n— 1)k — (n — 1)a/b+ (n — 1)go]
y cOmo
[ng — (n— 1)k — (n — 1)a/b+ (n — 1)go] = [ng — (n — 1)k] = N(n,q. k)
entonces m(N(n,q, k")) < N(n,q, k). O

Hemos probado que en cualquiera de las situaciones en la que nos encontremos,
sélo necesitamos N = N(n, q, k) = ng— (n—1)k matrices del sistema para calcular la
siguiente transformaciéon y el siguiente sistema resultante. Entonces, las diferentes
transformaciones ¢ = 1, o ¢y_1 o --- 01y se calculan a partir de las primeras N
matrices del sistema A(z). Por lo tanto, si tenemos otro sistema con matriz C(z)
tal que q = q(C(x)), k = k(A(2)) ¥ Jn(C(x)) = Jn(A()) v sea § = q((A(2))),
entonces se verifica que ¢ = q(¢(C(x))) y que Jz(¢¥(A(x))) = J;(¢(B(x))). Por lo
que si el sistema ¢(A(x)) esta en forma de Ramis-Sibuya, entonces ¢ (C(z)) también
lo esta.
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3.3. Resumen del algoritmo
Sea S un sistema tal que (S) € F5™ con rango de Poincaré ¢ y con matriz
Al)=a T Ag+ 27 %A, + 279 Ay + - -

Sea k el indice de radialidad de A(x) entonces Ag, A1, ..., Ax_; son radiales y Ag no
es radial.

Diferenciaremos dos casos uno en el que A, tiene mas de un autovalor y otro en
el que A, tiene un tnico autovalor. El caso de que A tenga més de un autovalor
ya le hemos estudiado anteriormente que se resuelve aplicando el splitting lema y la
hipétesis de inducién.

Por lo que estudiaremos el caso en el que durante todo el proceso la primera
matriz no radial siempre tenga un tinico autovalor ya que de lo contrario aplicaremos
el splitting lema y la hipdtesis de induccion sobre la dimension del sistema.

Consideramos el invariante

(VI(AIC)’ 72(1476)7 B 7771(14’9)7 q— k)

Aplicamos el lema 2.4.2 con m = nq entonces hemos transformado el sistema en
otro con matriz B(x) de la forma:

1. B; = Aj para todo j < k.

2. By=(D1+H)® (D2 + Hy)®---®(Ds + H) donde Dj = AI,,,, y Hj es una
shifting matriz.

3. Las unicas entradas no nulas de B,, 0 < r < m se encuentran en la ultima fila
correspondientes a la ultima fila de los bloques Hy, k = 1,2,...,s y sélo en
las columnas correspondientes a los bloques.

Ya podemos calcular gy en este punto diferenciaremos dos casos el primero en el
que go es entero positivo y el segundo en el que gy es racional, es decir, gy = § con
a,b € Ny.

Supongamos que go es entero positivo entonces bajamos ¢ — k. En el caso de
que go sea racional con g, ¢ N tenemos que o bien la primera matriz no radial del
sistema tiene mas de un autovalor o ha bajado alguno de los v; de forma estricta.

Con lo que al final siempre acabamos el proceso.
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3.4. Ejemplos
Veamos algunos ejemplos del proceso de Turritin.
Ejemplo 3.4.1

Sea a € C con a # 0 y sean

010
Hy;=1| 0 0 1
000
una shifting matriz de orden 3 y
000
T={0 00
1 00

Sean \g € C y Ay = H3 + \ol3. Consideramos el sistema A(z) € F3(C)
A(x) = 72(Ag + 2°aT).

Este sistema tiene rango de Poincaré ¢ = 1 e indice de radialidad £ = 0.

Comenzamos el proceso de Turritin. Como la primera matriz no radial ya esta en
forma de Jordan y el resto, hasta la de orden N = ng — (n — 1)k = 3 son especiales,
no tenemos que realizar ninguna transformacién para calcular gyg. Realizando los
célculos de gy, obtenemos que gy = 1 (ya que ag; = 3, por lo que tenemos la
ecuacién g = 3 —2g. Entonces g = 1). Por lo tanto la transformacién admisible, que
tenemos que hacer es de tipo shearing S;. Realizando la transformacién obtenemos
un nuevo sistema de la forma:

B(z) = 27 *(Mol3 + z(aT + H3))

que estd en forma de Ramis-Sibuya.

Nétese que si consideramos dos sistemas de la forma A(z) = x72%(Ag + z3aT) y
C(x) = 27%(Ap+230T) con a # by a, b distintos de cero la transformacién a realizar
es la misma pero el sistema transformado es diferente, es decir, Jy(1g, (A(x))) #
JIn (s, (C(z))). Entonces la cota N = ng — (n — 1)k es éptima ya que simplemente
modificando la matriz N-ésima el resultado ha cambiado.

Ejemplo 3.4.2
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Sea ¢ > 1. Consideramos el sistema A(z) € F3(C), con A(z) = 2~ @) "2 5 A,
donde Ay, Ay, ..., Ayj_2 son matrices radiales, A,_1 = H3+ Aol3, con H3 una shifting
matriz de orden 3, A, = A;11 =0y Ago =T, donde T es de la misma forma que
en el ejemplo anterior.

En este caso el sistema tiene rango de Poincaré ¢ e indice de radialidad k = ¢—1
porlotanto N =ng— (n—1)k=3¢—2(q—1) =q+ 2.

Comenzamos el proceso de Turritin. Como la primera matriz no radial ya esta en
forma de Jordan y el resto, hasta la de orden ¢ 4+ 2 son especiales, no tenemos
que realizar ninguna transformacion para calcular gg. Realizando los célculos de g,
obtenemos que gy = 1 (ya que az; = 3, por lo que tenemos la ecuacién g = 3 — 2g.
Entonces g = 1). Por lo tanto la transformaciéon admisible, que tenemos que hacer
es de tipo shearing S;. Realizando la transformacién obtenemos un nuevo sistema
de la forma:

=0

q—2
B(I‘) = 1'_(‘1+1) (Z I‘ZAZ + l‘q_l)\o-[?, + qu(T + H3)>

que esta en forma de Ramis-Sibuya.
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Capitulo 4

Forma de Ramis-Sibuya y proceso
de Turritin en el caso real

En este capitulo vamos a enunciar y demostrar una version del Teorema de
Turritin 3.1.2 para sistemas lineales de EDOs meromorfas sobre el cuerpo real. En
pocas palabras, establecemos que todo sistema lineal de EDOs meromorfas formales
con coeficientes reales A(x) € F,(R) puede reducirse a un sistema escrito en la forma
especial de Ramis-Sibuya real a través de un nimero finito de transformaciones
admisibles donde tanto el sistema resultante, como las transformaciones utilizadas
tienen coeficientes reales, es decir, respetan el cuerpo base real. Un sistema A(x)
estard en la forma de Ramis-Sibuya real si todos los coeficientes A; del sistema
de grado j con j = 0,...,q — 1, siendo ¢ el rango de Poincaré, son diagonales, con
posibles bloques 2 x 2 correspondientes a autovalores complejos conjugados (ver la
Definicién 4.3.1 més abajo).

Repasando la demostracion que hemos hecho en el capitulo precedente del Teore-
ma de Turritin en el caso complejo, observamos que ciertas transformaciones admi-
sibles realizadas pueden hacer aparecer sistemas intermedios con coeficientes com-
plejos aunque el sistema original tenga exponentes reales. Esta eventualidad ocurre
basicamente cuando la primera matriz coeficiente del sistema que no es radial, la
que hemos llamado Ay, tiene autovalores complejos y, por tanto, no es conjugada a
su forma de Jordan compleja a través de una matriz conjugante con entradas reales.
Se hace necesario, por tanto, realizar una transformacién que la convierta en su
forma de Jordan real, con bloques diagonales 2 X 2 que representan los autovalores
complejos, agrupados en pares de autovalores conjugados.

A partir de aqui, deberiamos adaptar las transformaciones de tipo shearing que
realizamos posteriormente. Sorteando la dificultad de encontrarse autovalores no
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reales de esta manera, cada vez que esto ocurre, es posible repetir la demostracién del
apartado 3.2 para el caso de sistemas con coeficientes reales. Nuestra argumentacion
en este capitulo es ligeramente distinta, de manera que hemos preferido realizar
la prueba sirviéndonos directamente del caso complejo sin necesidad de tener que
entrar en los pormenores de la prueba para adaptarlos al caso real.

La clave estd en la Proposicion 4.2.2 que probamos mas abajo. El resultado
establece que si A(z) € F,(R) es tal que la primera matriz coeficiente que no es
radial Ay tiene una unica pareja de autovalores que son complejos conjugados y no
reales y si Ay, = J es un bloque de Jordan real (por tanto de dimensién par n = 2n;),
entonces, tras una transformacion formal regular con coeficientes reales, podemos
soponer que todos los coeficientes A; con j > k son matrices por bloques (2,2, ...,2)
(con n? bloques), donde todos los bloques son matrices de la forma

—b
Aa,bz(z i )

Ademas, si fijamos un orden de truncacién arbitrario, esta escritura podemos
conseguirla para todos los coeficientes de tal truncaciéon a través de una transforma-
ciéon admisible del tipo polinémico regular, con coeficientes reales.

Haciendo corresponder cada una de estas matrices al niimero complejo a + b, el
sistema original queda asociado a un sistema complejo A(x) € F,, (C) de dimensién
la mitad que el sistema original. Una vez que conseguimos un proceso de Turritin
(complejo) ¢ para el sistema A(z), las transformaciones de gauge que intervienen
en ¥ (en my variables con coeficientes complejos) se asocian a transformaciones de
gauge en n = 2n; variables con coeficientes reales a partir de la correspondencia
anterior entre nimeros complejos y bloques 2 x 2 de matrices reales. Conservando
las ramificaciones tal y como intervengan en 1, establecemos de este modo un proceso
de Turritin real para el sistema original A(x).

El caso general de sistema real A(z) € F,,(R) para el cual el primer coeficiente no
radial puede tener varios autovalores reales o complejos se reduce al caso mencionado
anterior reducciendo la dimension del sistema a través del Splitting Lemma 2.4.1,
que es valido tanto para el cuerpo base real como complejo, toda vez que Ay es
conjugada, por una matriz inversible real, a una matriz diagonal por bloques que
contienen los diferentes autovalores reales o las diferentes parejas de autovalores
conjugados.

En todo este capitulo i = v/—1, la unidad imaginaria.
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4.1. C-matrices reales

Empezamos recordando la correspondencia entre ntimeros complejos y ciertas
matrices cuadradas 2 X 2 con entradas reales:

Sea Ayp = ( @ —b . Definimos la aplicacién @ : C — Myyo(R) como

b
O(a+ bi) = Mgy

La aplicacion @ es un morfismo inyectivo de R-algebras, por lo que establece un
isomorfismo de anillos entre C y ®(C) C May2(R) que es un isomorfismo de R-
espacios vectoriales.

Esto nos permite extender ¢ al R-dlgebra M,,,,(C) de matrices cuadradas com-
plejas de dimensién arbitraria n, que denotaremos por la misma letra si no hay lugar
a confusién: Definimos la aplicacién ® : M,,5,,(C) = Moy, 2, (R) definida por

q)((a'uv + ibuv))lgu,vgn = BZOQ(Aauv,buyv ) 1<u,w<n-
Esta aplicacion define un isomorfismo de R-algebras entre M, 5, (C) y @(M,, %, (C)).

Definicién 4.1.1 Diremos que una matriz A € Ma,yon(R) es una C-matriz si

A=d(C) con C € M,x,(C).
Ejemplo 4.1.2

Sea J € Mapxan(R) tal que

Aap Ib 0 0
0 Agp I, 0
0 0 ... A Iy
0 0 ... 0 Ag

un bloque de Jordan real asociado al autovalor complejo o = a + b, entonces J es
una C-matriz. De hecho, J = ®(M) donde

a+ b 1 0 0
0 a+bi 1 0
M = € Myxn(C).
0 0 o.oa+b 1
0 0 0 a + bi
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4.2. Obtencion de un sistema con coeficientes C-

matrices

En esta seccién vamos a probar el resultado anunciado en la introduccion de
este capitulo sobre la posibilidad de reducir un sistema real a otro en el que las
matrices coeficientes son C-matrices, cuando la primera matriz no radial tiene una

Unica pareja de autovalores complejos conjugados.
Necesitamos primero el siguiente lema:

Lemma 4.2.1 Sea b un nimero real distinto de cero y sea QQ € Mayxo(R) cualquiera.

Entonces existe una matriz real X € Moyo(R) tal que
XAop —Aap X +Q

es una C-matriz real (es decir, de la forma Ay p ).

Demostracion .- Consideramos la ecuacion Ay = AgpX —

. , . . 11 T12
las incOgnitas son los valores @', b’ y la matrix X =
, 0 T T
21 X292

1 G2 .
du g , obtenemos las ecuaciones:
o1 422

bys + broy + 11 = d
— bryy + brog + g2 = =V’
broy — bryy + gor = U’

— bxgy — bx1g + g0 = d’

XAyp + Q donde

). Escribiendo ) =

Poniendo u = b(z12 + 21),v = b(x22 — 11) reescribimos las ecuaciones como:

/

u+q11:a
v+ qup = U
U‘I—qu:b/

—u+ g =d

que admite las soluciones

=gt Q2 , qut g
U= ya =
2 2
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_ 2t gx y - d21 = G

2 2
Teniendo en cuenta que b # 0 y cémo estan definidos los valores u, v, obtenemos
que existe una matriz soluciéon X de la ecuacién con los valores de a’, b calculados.
Esto prueba el lema. O

Sea A(z) € F,(R) un sistema lineal de EDOs sobre el cuerpo de los nimeros
reales. Denotemos por ¢ = ¢(A) su rango de Poincaré y por k = k(A) su indice de
radialidad. Escribimos A(x) = =@+ (Ag+xA; +--+) con A; € M, (R) como en
(2.2).

Proposicién 4.2.2 Supongamos que k < q y que la matriz Ay tiene como unicos
autovalores una pareja de nimeros complejos conjugados no reales (por lo tanto
n = 2m es par). Entonces existe una transformacion de gauge meromorfa reqular

T(z) =Y &'T,
j=0

con T; € Mapxan(R) para todo j y Ty inversible tal que el sistema transformado
B(z) = ¢ (A(z)) cumple lo siguiente:

1. q(B)=qyk(B)=k

2. Si B(x) = z~(@+}) Yoo ' By, entonces By = Ao, By = A1, ..., By_1= A1 y
Byi1, ..., By son C-matrices.

Ademds, esta transformacion de gauge T(x) estd finitamente determinada en
el siguiente sentido Para cada N > k, la truncacion Jy(B(z)) sélo depende de
In—i(T(x)) y In(A(x)). Mds precisamente, si ponemos TN *(x) = Jy_(T(x)) €
Min(R[2]) y si A(x) € Fo(R), con rango de Poincaré igual a q, es tal que Jy(A(x)) =
JIn(A(x)) entonces, para B(x) = Ypnv-(A(z)) se tiene

In(B(x)) = In(B(x)).

Demostracion .- Sean A\, = a + ib, \y = a — ib los autovalores complejos con-
jugados de la matriz Ag. Por la Proposicién 1.3.2, existe una matriz inversible
To € M, xn(R) al que A, = To_lAkTo es una C-matriz de Jordan, esto es, de la

forma
Aa,b €1 I 0 0

0 Aa,b 82[ 0 ..

Ay = e =A+H
0 0 ... Ay enal
0 0 ... 0 A
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donde
a —b 10 )
Aa,b = < b a ) ,] = ( 0 1 > ,A = dzag(Aa7b,...,Aa7b)

con a,b € Rye; =061 para j = 0,1,...,n — 1. Sea A(z) = g (A(z)) =
G > e 27 A; el sistema transformado, donde A; = Tt AT} para cada j.
Proponemos ahora una transformaciéon regular formal con primera matriz la

identidad .
T(x)=1+ ijTj
j=1

y ponemos
oo

Bla) = br(A(w)) =200 Y27 B,
§=0
Esta transformacién admisible, por la Proposicion 2.3.2, deja invariante la parte
radial, esto es, By = Ay, By = Ay, ..., Bj_1 = Aj_1.
Igualando términos tenemos, de la misma forma que hicimos en la demostracién
del Splitting Lemma 2.4.1, B, = A v, para cada j > k,

Bj = Tj_k/ik — /Iij_k + Qj (41)

donde @; es una matriz que sélo depende (de manera algebraica) de Bj, flj,Ts con
0<s<y.

Veamos que para cada j > k podemos elegir T;_; de manera que B; es una
C-matriz.

Para j = k + 1, teniendo en cuenta que A, = A+ H, tenemos

Biyi =TiA— AT, +T1H — HT1 + Qpp1
De T1A — AT; obtenemos
TlA — ATl = Bqu(T;}Aa,b — Aa,szlw)lgu,qurm

Por otro lado, tenemos también

=1 =1
=1 =1 =1 11y, 11,
0 aly el - el il il
s o3 7t €24 31 €24 32
T o 0 T 15y -+ emT
T\H—HT, = 1421 24 22 m—14 2m—1 _
=1 =1
=1 =1 =1 Em—1T1 Em—1T 0
O E:lel €2Tm2 A gm—lem—l 0 m 0 m
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Escribimos las matrices By = Blog(Bi)i<up<m ¥ Qkr1 = Blog(Q¥1)1<uv<m
también en bloques 2 x 2 y tratamos de resolver la ecuacion

Biyi =TiA— AT, +T1H — HT1 + Qppa

por bloques, en la incégnita T, de modo que todos los bloques B | sean C-matrices.
Por las ecuaciones anteriores, si nos fijamos en el bloque (u,v) = (m, 1) obtene-
mos
B]Z:_ll - TTlAab - AabTTl + QTI)

de modo que, aplicando el Lema 4.2.1, encontramos un bloque TTI para que B
sea una C-matriz. Con esta solucién, la ecuacién anterior para el bloque (m — 1,1)
queda

—m—1,1

m—1,1 7m—11 7m,1 m—1,1
Bk—l—l = Tl Aab - Aale - Em,1T1 + Ql .

Aplicando de nuevo el Lema 4.2.1, obtenemos un bloque TT_M valido para conseguir
una C-matriz B,’:j:ll’l. Usando esta recurrencia, obtenemos todos los bloques 7" dela
primera columna de Tl' A continuacién, el mismo procedimiento nos permite obtener
todos los bloques T2 de 1a segunda columna, empezando por TTQ, después T’lnfm,
etc. Y repitiendo el mismo procedimiento para todas las columnas, obtenemos una
solucién Ty de la ecuacién anterior para la cual By, es una C-matriz.

Una vez hemos construido la matriz coeficiente T; de grado 1 de T, vamos
obteniendo de manera recursiva los coeficientes T, T's, ... usando la ecuacién (4.1)
para j = k+ 2,k + 3, ..., teniendo en cuenta que esta ecuacién es andloga a la que
ya hemos tratado para j = k+ 1 y a partir del hecho de que Q); s6lo depende de las
incégnitas T, para s < j — k, ya calculadas.

Esto demuestra la existencia de la transformaciéon de gauge requerida en la Pro-
posicién. La afirmacién sobre la dependencia de los jets al final del enunciado de
la Proposicion es también consecuencia inmediata de las ecuaciones de recurrencia
(4.1) y de cémo se han ido construyendo los coeficientes de la transformacién de

gauge. Los detalles de esta argumentacion son como en el caso del Spliting Lemma
2.4.1. OJ
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4.3. Forma de Ramis-Sibuya y proceso de Turri-
tin en el caso real. Enunciado.

En la siguiente definicién introducimos la version real del concepto de sistema
complejo en forma de Ramis-Sibuya que hemos definido en el parrafo 3.1.1.

Definicién 4.3.1 Sea A(z) € F"(R) un sistema lineal de EDOs sobre el cuerpo de
los nimero reales con rango de Poincaré q. Diremos que A(z) estd en forma de
Ramis-Sibuya real si:

1. O bien g <0.

2. O bien ¢ > 0 existen ny,ny € N>g con n = 2ny +ns de modo que si escribimos

A(z) = z—@+D (Z a:iAi) , con Ay # 0
i—0

entonces, para j = 0,1,...,q — 1, existe una matriz compleja C; € My, xn, (C)
diagonal de dimension ny y una matriz real D; € My, «n, (R) también diagonal

de dimension ns tal que
A, =9(C)) @ D;.

Ademds A, = dz’ag(Aé,Ag) es diagonal por bloques (2ny,ny >) de modo que
A} conmuta con ®(Co) +2®(Cy) + -+ 297 ®(Cy_y) y A2 conmuta con Dy +
Dy + -+ 27D, .

El resultado principal de este capitulo es la version para sistemas reales del
Teorema de Turritin 3.1.2 que pasamos a enunciar a continuacién.

Teorema 4.3.2 Sea A(x) € F,(R) un sistema lineal singular de EDOs sobre el
cuerpo de los nimero reales. Denotemos por ¢ = q(A) > 0 su rango de Poincaré y
por k = k(A) su indice de radialidad. Se tiene:

1. Eziste un nimero finito de transformaciones admisibles 1y, 1s, . .. s : Fp(R) —
Fo(R) tal que sip =s01hs_q0---01y, el sistema transformado

por i esta en forma de Ramis-Sibuya real.
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2. Las transformaciones ¥y, ..., en el apartado anterior pueden elegirse ademads
verificando lo siguiente. Sea

N = N(n,q, k) =nqg—(n— 1)k (4.2)

Entonces, si A(z) € Fn(R) es otro sistema con q(A) =q, k(A) =k y Iy(A) =
JIN(A), entonces, el sistema B(x) = 1(A(x)) verifica

(En particular, B(z) también es un sistema en forma de Ramis-Sibuya real).

4.4. Proceso de Turritin real. Demostracion.

En este apartado vamos a hacer la demostracion del Teorema 4.3.2. Partiendo del
sistema A(x) € F,(R) con rango de Poincaré ¢ e indice de radialidad k, escribimos,
como es habitual

1
A(ZE) = _Z[]q""l (A() + J]Al + .. ), AZ - Man(R)
La demostracion usa lo méas posible la demostracion ya realizada en el caso
complejo (Teorema 3.1.2).

4.4.1. Casos triviales

Los casos triviales del Teorema 4.3.2, n = 1, ¢ = 0, k = ¢ se demuestran
exactamente igual que como hemos hecho en la demostracién del Teorema de Turritin
para el caso complejo (apartado 3.2.1).

4.4.2. Caso A; tiene varios autovalores no conjugados

Supongamos que 0 < k < ¢ y tratemos primero el caso en el que la primera
matriz no radial A del sistema tiene dos autovalores no conjugados entre si. Esto
es, o bien dos autovalores reales distintos, o bien un autovalor real y otro autovalor
complejo, o bien dos parejas distintas de autovalores complejos conjugados.

En este caso, por la Proposicion 1.3.2, sabemos que existe una matriz inversible
(con entradas reales), Py, de modo que

Pyt AP = Al @ A7?
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donde las matrices A‘,ij son de tamano n; con n; < n. Considerando una primera
transformacion admisible ¢ p,, podemos de hecho suponer que partimos de un sistema
para el cual la matriz Ay se escribe en la forma diagonal anterior.

Entonces estamos en las condiciones de aplicar el Splitting Lemma al sistema
A(z). Razonamos entonces como en el apartado 3.2.2 donde, en todo caso, se susbti-
tuye “coeficientes complejos” por “coeficientes reales” y concluimos el Teorema 4.3.2
en este caso por induccion sobre la dimensién del sistema n.

4.4.3. Caso A tiene un tnico par de autovalores complejos
conjugados no reales

Sea A(z) € F2,(R) un sistema real de orden 2n, con rango de Poincaré ¢ e indice
de radialidad k, tal que Aj tiene dos autovalores complejos conjugados Aq, ;.

Por la Proposicién 1.3.2, A;, es conjugada a una matriz de Jordan real J. Entonces
existe P € Mapyan(R), tal que PA,P~' = J. Sea A(z) = PA(x)P~'. Por el lema
4.2.2, para m = N(n,q, k) = ng — (n — 1)k, existe T'(x) cambio polinémico real que
transforma el sistema A(z) en B(z) = ¢r(A(z)), con el mismo rango de Poincaré ¢ =
q(A(z)) e indice de radialidad k = k(A(z)) y tal que, si B(z) = z~(@+D > @' By,
entonces By, By, ..., By son C-matrices.

Aplicamos el isomorfismo ® de anillos a los bloques 2 x 2 de las matrices B;
entonces transformamos cada matriz B; en:

J J J J J J
ay, —by ap —by ...ooa, —by,
J J J J J
J J J J J J
. ) a1 _bm ) _1?22 s Qo _b2n
P N —p J J J J _
Cj =0 (B)) =2 by, ay by @y .. by, ay, -
J ] J 3 J b
&nl bnl an? bn2 s O bg"m,
J J J ] J
b'jnl an1 bn2 Qp2 te bg’m Anp
Joad i i Y
ajy +ibyy  ajy +ibly ... ay, +iby,
J : J wi J :
ag +iby  ap by ... ay, +iby,
J 1] J 1 J N
anl + ZbZd an2 + an2 e ann + Zbﬁm

Con lo que obtenemos un sistema con matriz C'(z) € F,,(C) de dimensién n con
coeficientes en el cuerpo de los complejos. Ahora aplicamos el teorema de Turritin
complejo 3.1.2. Entonces existen un nimero finito de transformaciones admisibles
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1,09, ..., 1y, tal que si 1 =Py 01)s_q1 001y, el sistema transformado

G(x) = ¢(A(x))

estd en forma de Ramis-Sibuya. Ahora aplicamos ® a cada uno de los coeficientes
de la matriz G(x) y obtenemos:

F(z) = ®(G(x)).

Por definicién, F(z) estd en forma de Ramis-Sibuya real.

Por otro lado, cada una de las transformaciones admisibles ¢, : F,(C) — F,,(C)
anteriores induce una transformacién admisible ®(v;) : F2,(R) — F5,(R) sobre
sistemas reales del siguiente modo:

1. Sivp; = 1pg, entonces (1) es la transformacién de gauge asociada a la matriz

(I)(Sa) = dlag(]_7 ]_71»11’ fL‘a,ZCQG,JIQG, o ’x(n—l)a’ x(n—l)a).

Ya que esta matriz resulta de reordenar los elementos de la diagonal de la matriz
diagonal S, ® Sa, ®(¥;) = Yas,) es la composicién de una transformacién poly-
shearing con una transformacién polinémica regular (con matriz constante).

2. Si ¢p; = Ry, es una ramificacién, entonces ®(7);) es la misma ramificacién del
mismo orden b, pero en 2n variables y para sistemas reales.

3. Si ¢; = ¢p es una transformacién polinémica regular y escribimos P(x) =
SV atP con P € M,,,,(C), denotamos ®(P(z)) = Z;V:O IO ().

Basta definir U = ®(¢)1) o (1)) 0. ..0P(1);) y comprobar que ¥(A(x)) = F(z) =
®(G(x)), que ya hemos dicho que estd en forma de Ramis-Sibuya real.

La comprobacién de la parte 2 del Teorema 3.1.2 también es inmediata en este
caso, pues ¢, actuando sobre sistemas, actia coeficiente a coeficiente, preservando
los grados.

4.4.4. Caso A, tiene un unico autovalor real

En este caso aplicaremos las transformaciones correspondientes como si se tratara
del caso complejo.

Sea A(z) € F"(R) un sistema real de orden n, con rango de Poincaré ¢ e indice
de radialidad k& (k < ¢), ademds suponemos que Ay tiene un unico autovalor Ay
(real). Realizamos los pasos igual que en el caso complejo.

Teniendo en cuenta el invariante I(A) definido en el apartado 3.2.3.1

(V1 (Ak)s 2(Ak)s - - Tu(Ar), g — K).

76



Calculamos gy como en el apartado 3.2.3.2. En el caso de que gy sea entero
positivo al aplicar la transformacién Sy, al sistema obtenemos un nuevo sistema
B(z) = Sy, (A(x)) con rango de Poincaré ¢’ < ¢ e indice de radialidad &' > k. Por
lo tanto ¢ — k' < ¢ — k, entonces

(M (Bw);v2(Br)s -5 (Br), @ — K) < (71(Ar), v2(Ak)s - - Wl Ar), ¢ — F)

para el orden lexicografico.

En el caso en que gy = Z—g aplicamos las transformaciones R, y S, de la mis-
ma forma que en proceso de Turritin para el caso complejo. Entonces obtenemos
un nuevo sistema C(x) = x~(@+1) > 2 #’Cj, con rango de Poincaré qq e indice de
radialidad ky. Este nuevo sistema, o bien estd en alguno de los casos triviales del
apartado 4.4.1, o bien su primera matriz no radial tiene sélo dos autovalores com-
plejos conjugados, caso que ya ha sido estudiado en el apartado 4.4.3; o bien tiene
varios autovalores no conjugados, caso que ya ha sido estudiado en el apartado 4.4.2,
o bien sélo tiene un autovalor real. En este ultimo caso, este caso al igual que en el

proceso de Turritin complejo, tendremos

(71(0160)772(0’60)7 s 7%1(0160)7 do — kO) < (Vl(Ak)any(Ak)? s 77n(Ak)> q— k)

para el orden lexicografico (Aunque gy — ko > g — k). Esto termina la construccién
de un proceso de Turritin real para el sistema A(z).

La parte 2 del Teorema 4.3.2 se realiza de nuevo como en el caso del Teorema de
Turritin complejo 3.1.2.

4.5. Ejemplos
Veamos unos ejemplos del proceso de Turritin real.

Ejemplo 4.5.1

Sean
a —b 1 0 0 O
b a 0 1 0 O
0 0 a b1 0
AD=1001b a 0 1
0O 0 0 0 a —b
0O 0 0 0 b a
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una shifting matriz de orden 6 y

O = OO OO
_ o O O OO
O O OO oo
O O O O oo
OO OO oo
OO OO oo

Consideramos el sistema A(z) € FO(R)
A(x) = 27 2(Ag + 2°T).

Este sistema tiene rango de Poincaré ¢ = 1 e indice de radialidad k£ = 0. Ademas
los autovalores de Ag son a + bi y a — bi, es decir, tiene dos autovalores no reales
conjugados.

Todas las matrices del sistema hasta la de orden N = ng — (n — 1)k = 6 son

C-matrices. Por lo tanto podemos aplicar la inversa del isomorfismo ® a A(z). Sea
A(z) = 1 (A(z)) con A(z) = 272(Ag + 23T), donde

a+ bi 1 0
Ay = 0 a+bi 1
0 0 a+ b
00 0
T=(000
100

Aplicamos ahora el proceso de Turritin complejo. Como la primera matriz no
radial ya estd en forma de Jordan y el resto, hasta la de orden 3 son especiales,
no tenemos que realizar ninguna transformacién para calcular gg. Realizando los
célculos de gy, obtenemos que gy = 1 (ya que ag; = 3, por lo que tenemos la
ecuacién g = 3 —2g. Entonces g = 1). Por lo tanto la transformacién admisible, que
tenemos que hacer es de tipo shearing S;. Realizando la transformacion obtenemos
un nuevo sistema de la forma:

B a+bz)]3—|—:c(T—|—H3))
010
donde Hy=| 0 0 1 |, que esta en forma de Ramis-Sibuya.
000
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Aplicamos el isomorfismo ® a B(z) con lo que obtenemos el sistema real

@« b 0 0 0 0 001000

b a 0 0 0 0 000100

Lo 0 a b0 o 000010
B(x) = 00 b a 00 |T™[oo0oo0o001
00 0 0 a —b 10000 0

00 0 0 b a 010000

que esta en forma de Ramis-Sibuya real.
Ejemplo 4.5.2

El ejemplo 3.4.1 del caso complejo también lo es del caso real, por lo tanto la cota
también es éptima en este caso.

4.6. Algoritmo de Turritin real en dimensién dos

En este apartado veremos como aplica el algoritmo de Turritin real en dimensién
dos.

Sea A(z) € F(R) un sistema real de orden dos, con rango de Poincaré ¢ e
indice de radialidad k. Escribimos A(z) = z~(@+!) > @’ Ay, donde Aj € Maya(R).
Aplicamos el algoritmo de Turritin real a este sistema.

Si Ay tiene varios autovalores reales podemos aplicar el Splitting Lema 2.4.1 por
lo que reducimos el sistema de orden dos a dos sistemas de orden uno que ya estan
en forma de Ramis-Sibuya real.

Si Ay tiene dos autovalores complejos conjugados por la Proposicion 4.2.2 pode-
mos transformar todas las matrices A; para j < N = 2¢ — k en C-matrices. Por lo
tanto ya estd en forma de Ramis-Sibuya real.

Si A, tiene un unico autovalor real, calculamos gy de la misma forma que en
el apartado 3.2.3.2. Nétese que el unico caso en el que gy es racional es cuando
go = 25 para algun 1 <o < wu < 2, por lo tanto u =2 y v = 1 entonces gy = “4*.
Entonces las tnicas ramificaciones que se haréan serdn de orden 2. Si gg es entero
aplicando la Proposicién 2.3.3 tenemos que el nuevo ¢’ < ¢ y que el nuevo k' > k.
Sea By la nueva primera matriz no radial del sistema transformado, en este caso
volvemos a tener las opciones anteriores. Solo nos falta estudiar el caso en el que gq

es racional. Como n = 2 tenemos que j —i = —1 para ¢ > j por lo tanto la ecuacion
para el calculo de gy es de la forma g = as; — g, por lo tanto

_ o

2
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Al aplicar la transformacién de ramificacién Ry obtenemos un nuevo sistema B(x) =
—(2¢+1) \°° B = A oSl : i {7 oes i

x > i@’ Bj con B; = Ajj; sij es par y B; la matriz nula si j es impar.

Posteriormente al aplicar la transformacién shearing obtenemos un nuevo sistema

en el que la primera matriz no radial Cj, es de la forma

0 1
Cko:(b 0)’

con b € R, distinto de cero. Entonces esta nueva matriz tiene, o bien dos autovalores
reales distintos, o bien dos autovalores complejos conjugados. Estos casos los hemos
estudiado anteriormente.

80



Capitulo 5

Caso particular de EDOs
bidimensionales

5.1. Introduccion

En los capitulos precedentes, hemos hecho manipulaciones algebraicas sobre los
sistemas meromorfos y, por tanto, estos podian ser formales. Es decir, las series
meromorfas en los coeficientes no necesitaban converger.

En este capitulo estamos interesados en estudiar las soluciones de los sistemas
cuando estas series coeficientes convergen. Es decir, las entradas de la matriz A(x)
son funciones analiticas definidas en un entorno del origen z = 0.

Maés particularmente, estudiamos sistemas lineales meromorfos de EDOs bidi-
mensionales con coeficientes reales, esto es, sistemas de la forma:

Y2

donde A es una matriz 2 X 2 y B es un vector columna de 2 dimensiones, ambos
con entradas en el cuerpo R({z}) de series meromorfas. Si bien no corresponde
exactamente con las notaciones introducidas en el capitulo 2, por comodidad, a lo
largo de todo este capitulo denotaremos

Y' = AY + B, Y:(yl) (5.1)

K = R({z}).

Clasicamente el estudio de sistemas lineales meromorfos de EDOs (en cualquier
dimensién) se trata con el caso complejo; i.e., las entradas son series meromorfas con
coeficientes complejos. Estos estudios buscan sistemas fundamentales de soluciones
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en términos de funciones exponenciales polinomiales y series potencias formales,
procesos de sumacién de la parte formal de la solucion en sectores en 0 € C, fenémeno
de Stokes y otros temas relacionados (ver [10, 1]).

Aqui, nos centraremos en el caso real y no trataremos o usaremos este tipo de
resultados en el caso complejo. En lo que sigue, una solucion de el sistema (5.1)
serd un mapa z — Y (x) € R? definido y de clase C' a la derecha de un entorno
(0,€) de 0 que satisfaga la ecuacion; esto es, de modo que 42X (z) = A(z)Y (z) + B(z)
para algin = € (0,¢). (Un estudio andlogo se puede hacer para soluciones definidas
en un entorno a la izquierda de 0). Asumiendo que z = 0 es un punto singular de
el sistema (i.e. alguna de las entradas de A 6 B tiene un polo en x = 0), estamos
interesados en el comportamiento asintético de las soluciones cuando x tiende a 0.

Mas precisamente, estamos interesados en el comportamiento asintético relativo
de soluciones cualesquiera. Particularmente, en los conceptos de enlazamiento y se-
paracién de soluciones que provienen de los conceptos de “espiral” y “enlazamiento”
introducidos en [3, 4] para trayectorias de campos de vectores tridimensionales.

A grosso modo (ver Definicién 5.2.1 abajo), dos soluciones diferentes Y (z) y Z(z)
se dice que son asintdticamente enlazadas (resp. separadas) si el vector Y (z) — Z(x)
de R? gira alrededor del origen (resp. si tiene una direccién limite bien definida)
cuando x tiende a 0. No es dificil de ver (haremos a continuacién la demostracion)
que, dado un sistema (5.1), o bien cualquier par de soluciones son asintéticamente
elazadas o cualquier par de soluciones son separadas, entonces podemos decir que
el sistema es enlazado 6 separado respectivamente. Otra nota a tener en cuenta es
que un sistema de la forma (5.1) es enlazado o separado si y s6lo si lo es el sistema
homogeneizado (este es aquel que tiene la misma matriz coeficiente A pero con
B =0).

La pregunta ahora es determinar un criterio que permita conocer si dado un
sistema este es enlazado o separado. En [6] este problema es tratado en un caso
mas general donde las entradas de los coeficientes de la matriz A y del vector B
pertenecen a un Cuerpo de Hardy H. Por definicion un Cuerpo de Hardy es un
subcuerpo del anillo de gérmenes en x = 0 de funciones diferenciables reales en un
intervalo a la derecha de 0 (0,¢) el cual es cerrado por la operacién de derivacién
respecto a . Este concepto captura algunas de las buenas propiedades infinitesimales
que tenemos para funciones analiticas reales: Elementos distintos de cero en H tienen
un numero finito de ceros, tienen un limite en R U {+o00, —o0} cuando z — 0, la
regla de L’Hopital se mantiene para elementos de H, H es un cuerpo totalmente
ordenado por f < g siy sélosi f(x) < g(x) para algiin z en un entorno a la derecha
de de 0, ete. (ver [5] para una amplia exposicién de la teoria de cuerpos de Hardy,
o [7] para una reciente recopilacién). El principal resultado en [6] es que un sistema
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de la forma (5.1) con los coeficientes de la matriz A = “ Z ) en un cuerpo de

Hardy H es separado si y solo si la ecuacion de Riccati asociada
v =cy*+(a—dy—b (5.2)

tiene una solucién z — y(z) € R definida para todo x en un entorno a la derecha
de z = 0. Ademas, en este caso, la extensién del cuerpo H de coeficientes por la
familia de todas las soluciones de el sistema (sus gérmenes en z = 0) es a su vez un
cuerpo de Hardy.

Este resultado proporciona un criterio para saber si un sistema es enlazado o
separado en términos de la ecuacion de Ricatti del sistema. Sin embargo, este criterio,
siendo completamente general para un cuerpo de Hardy, estd lejos de ser contructivo.
Restringiendonos a nuestro caso especial donde el cuerpo de coeficientes es H = K =
R({z}), la pregunta general que hacemos ahora es:

Podemos esperar un criterio constructivo para decidir la dicotomia en-
lazado/separado para sistemas lineales de EDOs con coeficientes mero-
morfos reales?

Las secciones 5.3, 5.4 y 5.5 estan dedicadas a responder parcialmente dicha pre-
gunta.

En la seccién 5.3 se establece que el caracter enlazado/separado se puede estable-
cer en el lenguaje de la geometria semialgebraica (esto es con ecuaciones e inecuacio-
nes polindémicas) en una truncacién de la matriz del sistema de orden 2g+ 1 donde ¢
es el rango de Poincaré (cota que tiene que ver con el nimero N(n, g, k) , establecida
en el Teorema de Turritin real 4.3.2] sobre el jet suficiente para conseguir un proceso
de Turritin. Este resultado estd ya contenido en el articulo [6].

En la seccién 5.4 probamos que el caracter enlazado/separado no puede esta-
blecerse en términos del lenguaje de la geometria semialgebraica aplicada al propio
cuerpo de series meromorfas reales convergentes (que es un cuerpo ordenado).

En la seccién 5.5, probamos que el caracter enlazado/separado para sistemas que
tienen un rango de Poincaré acotado, puede establecerse a partir del lenguaje de la
geometria semi-algebraica aplicada al cuerpo de series meromorfas, pero como cuerpo
ordenado diferencial. Es decir, si anadimos la derivada de las series meromorfas
convergentes en los coeficientes.
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5.2. Dicotomia enlazado/separado

Consideramos un sistema (5.1) de EDOs lineales meromorfas como anteriormen-
te. Si e > 0 es suficientemente pequeno, podemos asumir que cualquier entrada de
las matrices A y B estd bien definida y es una funcién analitica real en el intervalo
(0,¢) C R. Como la aplicacién (z,Y) — A(x)Y + B(x) es Lipschitz con respecto a
las variables Y = (Y7,Y3), dada una condicién inicial (xg,Y) € (0,e) x R?] existe
una tnica solucién de el sistema x +— Y (z) € R? definida para todo x € (0,¢) y tal
que Y (zg) = Yo.

Sean Y, Z dos soluciones diferentes, con Y (x) # Z(x) para todo = € (0,¢).
Identificando R? con el plano complejo por (y1,¥2) = 41 +iy2 como es usual, podemos
escribir

Y(z) ~ Z(z) = p(a)e”™

donde p(z) =|| Y(z) — Z(z) || y Oy.z : (0,6) — R es una funcién continua (de
hecho analitica). La funcién 6y, ; esta sélo bien definida mddulo la translaciéon dada
por 277 (y médulo la translaciéon dada por 7Z si intercambiamos Y, Z); cualquier
eleccién sera llamada en lo que sigue una funcion dngulo entre Y y Z.

Definicién 5.2.1 Las soluciones Y, Z son llamadas enlazadas si la funcion dngulo
Oy z(z) diverge o bien a +00 o bien a —oo cuando x tiende a 0. Diremos que son
separadas si Oy z(x) tiene un limite finito real cuando x tiende a 0.

El nombre “separado” hace referencia a lo siguiente: Si Y, Z son separadas y lim,_,o 0y z(z) =
0y, para cualquier plano L en coordenadas (z,y1, y2) que contiene el eje x y es trans-
versal a la direccion donde y,/y; = tan 0, las proyecciones ortogonales lineales de los
grafos de Y, Z sobre L no se cortan para x suficientemente pequeno. Por contrario,
si Y, Z son enlazadas, para cualquier plano L, sus proyecciones se cortan infinitas
veces cuando z tiende a 0.
Dos soluciones diferentes s6lo pueden tener uno de los comportamientos enlaza-
do/separado. Ademds, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2.2 (Dicotomia para sistemas) Consideramos un sistema Y’ = AY +
B de EDOs lineales con coeficientes meromorfos. Entonces dos soluciones distintas
cualesquiera son enlazadas o dos soluciones distintas cualesquiera son separadas. El
sistema es llamado enlazado o separado respectivamente.

Demostracion .- Una prueba de este resultado (en un caso més general) puede encon-
trarse en [6]. Veamos aqui los principales argumentos para una prueba alternativa
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de nuestro caso particular.

Sean Y (x), Z(z) dos soluciones diferentes y sea 6(z) = 0y z(x) la funcién angulo. Sea

q el rango de Poincaré de el sistema y escribimos A = z~(@+1) ZH 212 ) donde
21 022

los a;; son funciones reales analiticas en z = 0. Entonces 0(x) satisface la ecuacion

diferencial

70 = —ayy sen®0 + (ag — ay1) senbcosd + agy cos*0. (5.3)

Notar que esta ecuacion es independiente de la eleccion de las soluciones Y, Z de
el sistema. Por lo tanto, basta probar que cualquier solucién 0(x) de (5.3), definida
para x en un entorno a la derecha de 0, tiene limite finito cuando x tiende a 0 o
cualquier solucién 6(z) diverge a +00 6 —oo cuando = tiende a 0. Por otro lado,
nétese que, como dos soluciones de (5.3) diferentes y la ecuacién es 27 periédica en la
variable 6 tienen diferentes valores para cualquier x positivo donde estén definidas,
basta probar que una solucién 6(z) tiene uno de estos dos tipos de comportamiento.
El segundo miembro de la ecuacién (5.3) es una funcién analitica sobre la banda
(x,0) € (0,¢) xR, periddica en la segunda variable . Sea k el minimo de los érdenes
de las funciones a;; en x = 0. Si k > ¢+ 1 entonces podemos dividir ambos lados de
la ecuacién (5.3) por x9% de modo que la funcién 0(x) satisface '(z) = R(x,0(x))
donde R es analitica en (—¢,¢) x R. En este caso, por integracién, existe un limite
de 6(z) cuando z tiende a 0. Asumimos que k < ¢+ 1 y escribimos la ecuacion (5.3)
como

217" = R(x,0) (5.4)

donde R es analitica en (—¢,¢) x R, periédica en 6 y tal que R(0,6) # 0. Es sufi-
ciente probar que si A C R es el conjunto de valores acumulados de una solucion
6(z) de (5.4) cuando = tiende a 0 entonces A esta contenido en el conjunto de ceros
de la funcién 6 — R(0,6). Ahora, sea 6 € R tal que R(0,60y) # 0 y asumimos
que R(0,6y) > 0. Usando que ¢ — k + 1 > 0, podemos ver que existe una caja
C' = (0,9) x [0y — 0,00 + 6] tal que si ¢ es una solucién de la ecuacién (5.4) con con-
dicién inicial sobre C, entonces la interseccion de el grafo de ¢ con C' es el grafo de
una restriccion de ¢ a un subintervalo cerrado [a, b] C (0,0) y tal que p(a) € {6y—0}
v ¢(b) € {0y + d}. Esta propiedad evita que el valor 6, sea un valor de acumulacién
de la solucién #(x) (una funcién continua en un entorno a la derecha de xz = 0). O

Observacion 5.2.3 Como la diferencia de dos soluciones de un sistema de la forma
Y’ = AY + B es una solucion del sistema homogeneizado Y’ = AY, ambos sistemas
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son separados o enlazados. Entonces, desde ahora, consideraremos solo sistemas
homogeneos Y’ = AY, cada uno de ellos identificado con los coeficientes de la
matriz A € K* donde K = R({x}) es el cuerpo de series meromorfas reales en una
variable.

Mirando con mas detenimiento la prueba anterior, tenemos la siguiente propo-
sicion en la que describimos una familia de sistemas para los cuales es facil decidir
cuando son separados o enlazados. Esta familia sera utilizada varias veces después
por lo que daremos una definicién.

Definicién 5.2.4 Consideramos un sistema A € K* con rango de Poincaré no
mayor que ¢ > 0 y escribimos A = Z‘;‘;f(qﬂ) I Aj 41, donde cada A; es una
matriz con entradas reales. Sea k = k(A) el indice de radialidad de A. Diremos que

el sistema estd en forma final si o bien k > q o k < q y A(Ax) # 0 donde A es el

discriminante (Sea M = ( CCL Z ), entonces A(M) = (a — d)* — 4bc).

Proposicién 5.2.5 Con las mismas notaciones anteriores y suponiendo que el sis-
tema A € K* estd en forma final, entonces el sistema es enlazado si y sélo si k < q

Demostracion .- Usando las mismas notaciones de la prueba del Teorema 5.2.2; si
k > g, hemos visto que la funcién dngulo #(x) entre dos soluciones de el sistema
tiene limite cuando z tiende a 0, con lo que el sistema es separado.

Sik <qy A(Ar) < 0 entonces en la ecuacién (5.4) tenemos que 6 — R(0,0)
nunca se anula. Por la prueba del Teorema 5.2.2, obtenemos entonces que #(x) no
puede tener un valor de acumulacion finito y esto hace que diverja a +00 6 —o0,
demostrando que el sistema es enlazado.

Finalmente, si k£ < g y A(Ax) > 0 entonces 6 — R(0,6) cambia de signo y sus
ceros pueden ser valores de acumulacién de la funcién dngulo 6(z). La prueba del
Teorema 5.2.2 también muestra que las soluciones de (5.4) cerca de un punto 6
donde R(0,6y) # 0 son mondtonas sobre z, creciendo si R(0,6,) > 0 y decreciendo
si R(0,6y) < 0. Esta propiedad hace que la funcién dngulo 6(z) no diverja y entonces
tiene un limite cuando z tiende a 0, demostrando que el sistema es separado. 0
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5.3. Criterio semi-algebraico en las entradas de
los coeficientes

En este apartado vamos a ver el cardcter semi-algebraico en términos de los
coeficientes de las diferentes matrices que forman el sistema.

Recuérdese que S? denota los sistemas con rango de Poincaré menor o igual que
q y que ademas son separados.

Para ello probaremos el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1 Para todo q > 0, ewiste un conjunto semi-algebraico ¥g C R*(2¢+2)
tal que un sistema A € F? pertenece a 89 si y solo si Jogr1(A) € X,

Este teorema aparece por primera vez en la siguiente referencia [6].

Una primera observacion es que el Teorema 5.3.1 es cierto para la familia de
sistemas en forma final (ver Definicién 5.2.4). M4s precisamente, y con los mismos
términos y notacién que en el enunciado del Teorema 5.3.1, podemos enunciar el
siguiente resultado que es una consecuencia de la definicién y de la Proposicién 5.2.5.

Lemma 5.3.2 Para cualquier ¢ > 0, existe un conjunto semi-algebraico ¥ en
R4+ tal que, dado A € F9, el sistema A estd en forma final y es separado si

y solo st
J,(A) € E’q.

La prueba del Teorema 5.3.1 en el caso general es una consecuencia de la existencia
de un proceso que convierte un sistema dado en forma final y que sélo involucra una
truncacion finita del sistema, el nimero de términos en esta truncacion depende
del rango de Poincaré del sistema inicial. Este proceso es un avatar del algoritmo
de Turritin para el caso real visto en el capitulo anterior. Podemos encontrar una
prueba de este caso especial en [4].

Consideramos las siguientes transformaciones admisibles en R?:

1. Transformacién de gauge regular 1)p con P € My o(R) con det P # 0.
2. Transformacién shearing con g = 1 (g = g2 = diag(1,z")).
3. Ramificacién ¢gr = Ry (cambio de variable z = w?).

La primera propiedad interesante de estas transformaciones admisibles es que
preservan el caracter enlazado/separado de los sistemas. Esta propiedad se enuncia
en la siguiente proposicién:
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Proposicién 5.3.3 Un sistema A(x) con A(z) € K* es enlazado si y sélo si lo

es el sistema A(z) donde el sistema A(z) es el resultante de realizar alguna de las
transformaciones de tipo Vp, Vg 0 Pg.

Demostracion .- El resultado es claro para las transformaciones de tipo ¥p.
Sean wu,v dos soluciones distintas de A(z) definidas en z € (0,¢). Sea 0 : z
u(z) —v(z) = (a(2),8(z)) € R? curva parametrizada diferenciable plana tal que
o(z) # (0,0) para cada z y lim, o o(z) = (0,0). Escribamos en coordenadas polares

o(z) = (r(z)sin(0(z)),r(z) cos(6(2))).

Supongamos primero que la transformacion realizada es la explosién g, entonces
g transforma la curva ¢ en 6(2) = («a(z),26(z)) que se escribe en coordenadas
polares como

o(z) = (s(z) cos(¥(2)), s(z) sin(¥(z)),

que es la diferencia de dos soluciones del sistema transformado A(z). Basta ver que
la funcién 6(z) diverge a +00 0 —oo cuando z — 0 si y sélo si lo mismo pasa con la
funcién ¥(z).

Realizamos la demostracion para la transformacion (z, y, z) — (z, 2y, z). Geométri-
camente la prueba de abajo no es mas que notar que los ejes coordenados son inva-
riantes por una transformacién de shearing. El enlazamiento/separacién son preser-
vados porque pueden expresarse en funcién de como las soluciones intersectan los
ejes.

Al realizar la transformacién tenemos que:

(r(z)cos(0(z2)), zr(z)sen(0(z))) = (s(z)cos(V(z)), s(z)sen(V(z)))
Entonces tenemos que:

r2cos*(0) + 2*r*sen*(f) = s>

cos(0) = (y/cos2(0) + z2sen2(0))cos(T)

Supongamos 6(z) tiende a +o0o (de manera similar se realizaria si tendiera a —oo)
tenemos que cos(0(z)) toma el valor 0 para una sucesién de puntos {z;} que converge
a z = 0. Ahora bien como +/cos?(0) + z2sen?(6) > 0 para todo z > 0 tenemos que
cos(¥(z)) se anula en los mismos puntos z;.

Definimos la funcién Tp : {z;}2, — {0,1, —1} como:
To(z;) = 0 si existe € > 0 tal que cos(8(z)) > 0 o cos(6(z)) < 0 para todo z €

88



(z — €,z +¢) \ {zi}
Tp(z;) = 1 si existe € > 0 tal que cos(A(z)) < 0 para todo z € (2 —€,2;) y
cos(6(z)) > 0 para todo z € (z;, 2z; + €)
Tp(z;) = —1 si existe € > 0 tal que cos(6(z)) > 0 para todo z € (2 —¢&,2;) y
cos(0(z)) < 0 para todo 2z € (z;, z; + €)

Definimos igualmente la funcién Ty : {z;} — {0, 1, —1} de la misma manera que
Ty pero usando la funcién W(z) en lugar de 6(z). Se tiene por la férmula anterior
que Ty = Ty.

Como §(z) tiende a +o0o tenemos que:

ZT@(Zi) = 00

y por lo tanto también la suma de Ty (z;) diverge. Esto muestra que ¥(z) tiende a
+o00. La reciproca se prueba andlogamente.
Consideremos ahora la transformacién g : (z(2), y(2), 2) = (2(2%),y(z?), 2%):
Suponemos primero que S es enlazado y vamos a probar que ﬁ(x) también lo
es. Basta ver que las curvas transformadas u,?v de u,v por ¥g, respectivamente, se
enlazan. Se tiene u(z) = u(y/z), 9(z) = v(y/z), con lo que, si

a(2) = 0(2) = s(2)e™,

entonces s(z) = r(y/z) y ¥(z) = 6(y/z). Claramente la funcién ¥(z) tiende a 400 o
a —oo cuando z tiende a cero si y sélo si asi lo hace la funcién 6(z). O

Utilizaremos la notacién A(z) = ¢, A(x).
Desde un punto de vista computacional, el sistema transformado A(x) puede
obtenerse a partir del sistema A(z) a través de las siguientes reglas: si escribimos

Az) = g~ (1) >oico T A, Ai = o ZZ
Aw) = OO SE A, A= 0%
& i

entonces
- En el caso de una transformacion de gauge regular ¢)p, tenemos

§=qand A; = P7YA,P, V). (5.5)
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- En el caso de una transformacion de tipo shearing vg vy si ¢cg = 0, tenemos

q4=q, aj=ajbj=0bj1,¢=c;1Vj
d; =d; for j #qand d, = d, — 1. (5.6)

- En el caso de una transformacion de tipo ramificacién, tenemos

a: 2(] and A/Qj = QAJ', 22]'-‘1-1 == 0, VJ Z 0. (57)

Estas transformaciones admisibles permiten transformar cualquier sistema en
un sistema en forma final. Mas precisamente tenemos el siguiente resultado que
establece que el proceso de transformacién de un sistema a su forma final sélo
depende de una truncacién finita del sistema original.

Proposicién 5.3.4 Sea A(x) € F? un sistema con rango de Poincaré no mayor
que q. Entonces existe una composicién ¢, = " o) Lo--- 0! finita de transfor-
maciones admisibles tal que

(a)xA(z) = YL (. A(@) )

estd en forma final. Ademds, la coleccion de ¢4 para A € F? se puede construir con
las siguientes propiedades:

(1) SiA(z), A'(x) € F9 son tal que Jogro(A(2)) = Jogr2(A'(2)) entonces ps = dpar.

(i) Hay un conjunto semialgebraico Q = Q(q) C R*?%*2) tal que, si denotamos
O =Q, Qy =RWCHIN\ Q y q = q, g2 = 2q entonces, para i = 1,2, tenemos
(ii1) Jagro(A(x)) € Q = (da).Alx) € F4.

(112) La truncacion Jg,((pa)A(z)) solo depende de Jogro(A(x)).
(i43) La aplicacion h; : Q; — R¥@ Y definida por

hi = Jagra(A(x)) = Jg ((9a)Alx))
es semialgebraica (esto es su grafo es un conjunto semialgebraico de RY2a+2+ai+1) )

La proposicion 5.3.4, junto con el Lema 5.3.2 y las propiedades bésicas de la geo-
metria semialgebraica (en particular tanto la imagen directa, como la imagen inversa
de un conjunto semialgebraico por una aplicacién semialgebraica, son semialgebrai-
cos) provee una prueba para el Teorema 5.3.1.
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Demostracion .- El conjunto Q = Q(q) seré contruido de la siguiente forma. des-
cribimos dos familias de subconjuntos semialgebraicos {E£'}7_,, {Q}7_, de R4(2a+2)
con

R+ — FLUE?U---UE", BENE =0 parai+#jyQ C E (5.8)
tal que, para v = 1,2, ...,r, tenemos
(i’) La afirmacién (i) se cumple con JQ_ZIEFQ(Ei) en lugar de F1.

(ii’) La afirmacién (ii) se cumple con E' y Q0 en lugar de R*27+2) y O respectiva-
mente.

Después de esto, el conjunto requerido 2 = Q(q) en (ii) serd entonces la unién de
los ¢ y habremos terminado la prueba de la Proposicién 5.3.4.

Denotamos por X el conjunto semialgebraico de R* de matrices P € Moy (R)
con A(P) = 0, donde identificamos R = Mayyo(R).

Procederemos por induccién sobre q.

Consideramos el caso ¢ = 0. Para cualquier A(z) € F° escribimos A(z) =
7 Ag+ A + 2% A+ -+ ) y (Ao, A1) = Ji(A(x)). Si A(Ag) # 0 entonces A(z)
estd en forma final y por lo tanto tendremos ¢4 = id (i.e., no utilizamos ninguna
transformacién admisible) para este sistema. Entonces, nuestro primer conjunto en
la particién (5.8) es E' = (R*\ XA) x R* por lo que ponemos Q! = E! (las afirma-
ciones (i’) e (ii’) se cumplen para E', Q). Buscamos otros miembros de la particién
dentro de A x R*. Para un sistema A(z) tal que A(A4y) = 0, existe una matriz
no singular P = P(Ay), cuyas entradas son polinomios en las entradas de Ao, y tal
que P71 AyP es triangular superior. Para tal sistema A(z), consideramos la transfor-
macién admisible ¢! = ¢p(4,) (s6lo depende de J;(A(x)), mds concretamente sélo
depende de Jo(A(z)) = Ap), ponemos AM (x) = L A(z) y usamos la notacién

1 (1) 4(1) (1) a(l) b(l)
Ji (AW (z)) = (A7, ATY) con Ay = cgl) dj(l) ,
J

J

Notar que cada entrada de Agl) para j = 0,1 es una funcién semialgebraica a
partir de las entradas de Ay y A; (usando la regla (5.5) para ¥!). La ecuacién
{cgl) = 0} define un subconjunto semialgebraico E* C YA x R*. Poniendo también
B3 =3A xR\ E? y Q' = E' para i = 2,3. Afirmamos que (i) e (ii’) se verifican
para los dos pares de conjuntos semialgebraicos £?,Q? v E3, Q3 dando la particién
deseada (5.8) para ¢ = 0. Para probar esta afirmacién, si A(z) € F° es tal que
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Ji1(A(x)) € E? entonces consideramos ¢4 = 1% o )? donde ¥? es una transformacién
admisible de tipo shearing y ¢! = 1p(4,). Ponemos AP = (¢4),A(x) = P2 AV (2)
donde AM(z) = ! A(z) y escribimos J;(A®) = (AP A®). La regla (5.6) para 2
muestra que A(A(()Q)) # 0 y entonces A® estd en forma final. Esto demuestra (i') e
(ii’) para E? y Q2. Por otro lado, si A € E® entonces ponemos ¢4 = 13 o )% o ¢!
donde ¥' = ¢p(a,), ¥* es la ramificacién ¢p y ¥* es la transformacién de tipo
shearing ¥g. Aplicando las reglas (5.7) y (5.6) vemos que en este caso A(z) =
(QSA) A(z) € FY (esto es, g2 = 2¢ = 0 como es requerldo en (iil)) y, si escribimos
A= (A0+$A1 +:U2A2—1— - ), entonces Ao = a(() I, donde I, es la matriz identidad.
Esto prueba que A estd en forma final y podemos concluir las propiedades (i) e (ii")
para E3, Q3.

Suponemos ahora que ¢ > 1. Dado A(x) € F? escribimos A(x) = 2~ @ (Ay +
rA;+22A5+- ). Andlogamente al caso anterior, ponemos E' = (R*\ X)) x R4(2a+1)
y Q' = E' como el primer elemento en la particién (5.8). Ahora, para un sistema
A(x) con A(Ap) = 0, existe una matriz no singular P = P(Ay), cuyas entradas
son polinomios en las entradas de Ay, y tal que P~1AyP es triangular superior.
Para este sistema A(z) consideramos ¢! = ¢p(4,) y AV (z) = L A(x), escrito como
AO(z) = =@ DAY + 240 4+ 2240 4 ... Las truncaciones Jogr2(A(x)) de
estos sistemas A(x) para los cuales Aél) es diagonal (y entonces un miltiplo de la
identidad) forman un conjunto semialgebraico D x R*2¢+1) en R*(24+2) Usando la
hipétesis de induccién, existe un conjunto semialgebraico Q(q — 1) c R*2@-1+2)
satisfaciendo la propiedad (ii) para ¢ — 1. Ademads, si ponemos

E?=D xR Q2 =D xQ(q—1) xR* C E?,

tenemos un segundo elemento de la particién (5.8) tal que (i’) e (ii’) se cum-

plen para E?, Q2. Nos queda por describir los otros miembros de la particién de

(R*\ D) x R4 22+ Con las notaciones anteriores, suponemos que A(()l) es triangular

M 0

superior pero no diagonal y escribimos Agl) = agl) 11y |- La ecuacion {cgl) =0}

J J

define un conjunto semialgebraico E* en (R*\ D) x R*27+1) Para un sistema A(x)

con truncacién en E? ponemos 12 igual a la transforma(non admisible shearing g y
= (Y?oyp), A(z) € F2. El primer coeficiente AO es un multiplo de la diagonal.

Ademés, por la regla (5.6), para cualquier [ > 0, la truncacién J;(A® (1)) es la ima-

gen de Jp11 (AN (2)) (v entonces de Ji(A(z))) por una aplicacién semialgebraica.

Por lo tanto, si ponemos

QP = EBPNR* x Qg — 1) x R* ¢ R422+2),
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obtenemos un tercer miembro de la particién requerida (5.8) asi que (i’) e (ii’) se
cumplen para £, Q3. Finalmente, ponemos E* = (R*\ D) x R\ g3 y O1 = ).
Para terminar, demostraremos las propiedades (i’) e (ii’) para el par E* Q% = (. Si
un sistema A(z) es tal que Jogy2(A(z)) € E* entonces cgl) # 0 con las notaciones
anteriores. Consideramos las transformaciones admisibles ¥? = g, 3 = 95 y
la composicién ¢4 = 1* o 1% o ! la cual no depende del A(z) elegido para que
Jogi2(A(x)) € E*. Ponemos A(z) = (¢).A(z). Usando las reglas (5.7) y (5.6)
podemos ver que A(x) € F2 y, si escribimos A(z) = z~ 4D (Ag+ 2 A + 224, - - ),
entonces ZO es un multiplo de la matriz identidad y

~ 0 b
A = o).
1 (ci” 0)

Esto prueba que A(z) esté en forma final. Por otro lado, Jug1 (¥2AM(2)) es la ima-
gen de Jo,o( AWM (1)) por una aplicacién semialgebraica y I, (A(x)) es la imagen de
Jigr1(¥2AM () por una aplicacién semialgebraica. Esto demuestra las propiedades

(i) e (ii’) para el par E* Q* = () con lo que hemos terminado. O

Observacién 5.3.5 Si miramos con mas detenimiento la demostracion de la Pro-
posicion 5.3.4, podemos darnos cuenta de que en el Teorema 5.3.1 podemos poner

¥, C R+ v A(z) € F? separado si y s6lo si Jogi1(A(7)) € 3,

Ejemplos 5.3.6 Este ejemplo es para mostrar que hay un algoritmo para obtener
el conjunto semialgebraico ¥, del Teorema 5.3.1 (esto es, una coleccién finita de
polinomios con igualdades o desigualdades describiendo el conjunto). Este algoritmo
no se realiza de forma explicita en la prueba que hemos realizado. Sin embargo,
como ilustracion, y para un uso posterior en el siguiente parrafo, daremos aqui una
descripcién parcial de el conjunto ¥, (contenido en R*2¢+1) conforme a la nota
anterior) en los casos ¢ =0y ¢ = 1.
Usamos en ambos casos la notacién, para A(x) € F4,

A=a D (Ag+ 2A; + 2 Ay 4 ), Aj:(aj bj )
Cj dj

Denotamos también por A(L) el discriminante de una matriz (cuadrada, bidimen-
sional) L.
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(i) Para ¢ = 0 el sistema tiene matriz A(z) = 27 (Ag + 1A, + 2?4+ -+ ) y
tenemos
A separado < A(Ag) = (ag — dy)* + 4bocy > 0,

que da una descripcién completa de g C R* (dependiendo sélo de Ay € R*).

(i) Para ¢ = 1 el sistema tiene matriz A(z) = 272(Ag + vA; + 2?As +--+). La
descripcién completa de 31 C R!'? requiere mds pasos. Tenemos que ¥; estd con-
tenido en el conjunto {A(Ag) > 0} x R® y contiene su interior {A(Ag) > 0} x RS,
pero no contiene toda la frontera {A(Ag) = 0} x R®. Un subconjunto semialgebraico
explicito de ¥; en el que estamos interesados es el siguiente. Dada una matriz Ay
con ¢y # 0, consideramos el polinomio lineal real en cuatro variables

1 1 1
HAO(Z) = —5((10 — aO)Z1 + C()ZQ — 4_Co(d0 — a0)2Z3 + §(d0 — ao)Z4. (59)

Entonces tenemos

{(A(),Al) e R® : A(A()) =0,c¢g 7é OaHAO(Al) > O} x R4 C X 510
{(Ag, A1) €R® : A(Ag) =0,c0 #0,Hya (A;) <0} x R* C R\ % (5.10)
(Donde usamos la notacién obvia H4,(A;) = Ha,(a1,b1,¢1,d;)). La prueba de (5.10)
se consigue a partir de la prueba de la Proposicién 5.3.4: Si A(Ag) =0y ¢y # 0,
la matriz Q) = ( 0 2
200 do — Qg
elemento iguales en la diagonal y una entrada igual a 1 encima de la diagonal. La
transformacion lineal (admisible) ¢g-1 da un nuevo sistema con los nuevos coeficien-
tes, QA1Q ™!, de grado —1 tiene una entrada igual a H,,(A;) debajo de la diagonal.
Después de una ramificacién seguida de una transformacion shearing, tendremos un
nuevo sistema en F?2 con el primer término un multiplo de la matriz identidad y

0 L ) El signo de H4,(A;) es el signo del

) es inversible y QAoQ ! es triangular superior con

Hy (A1) 0
discriminante de este segundo término y entonces tenemos (5.10), usando la Propo-
sicién 5.2.5.

el segundo término igual a (

5.4. Caracter no K-semialgebraico de la dicotomia

En esta seccién veremos la negacion de la existencia de un criterio constructivo en
términos de las series meromorfas que forman las entradas de la matriz del sistema.
Para ello enunciaremos el siguiente teorema.
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Teorema 5.4.1 Para cada q > 1, ni 89 C K* ni 79 C K* es K-semialgebraico en
K*.

Usando que F? C K* es K-semialgebraico (ver Ejemplo 5.4.3,(ii) abajo), obtenemos

Corolario 5.4.2 Ni el conjunto S de sistemas separados ni el conjunto I de siste-
mas enlazados es K -semialgebraico en K*.

Notar que el orden (total) estandard en el cuerpo K = R({z}) de funciones mero-
morfas reales (gérmenes en z = 0):

a€K,a>0s 3 >0a(x) > 0Ve € (0,¢).

También recordar que en terminologia estandard: un subconjunto 2 de K" es lla-
mado un conjunto K-semialgebraico basico si es de la forma

Q={xe K": P(x)=0,Q:(x) >0,..,Q,(x) >0} C K" (5.11)

donde P, Q; € K[Xy, ..., X,,]. El conjunto € diremos que es un (conjunto K -semialgebraico
basico) abierto si no tiene ecuacion de la forma P(x) = 0 en su descripcién (o que

P es el polinomio nulo). Un subconjunto de K™ se llamara K -semialgebraico si es la
unién finita de conjuntos K-semialgebraicos basicos de K. Las uniones e intersec-
ciones finitas de conjuntos K-semialgebraicos de K™ son también K-semialgebraicos,

asi como sus complementarios en K". Notar que la interseccién de dos conjuntos K-
semialgebraicos bésicos (resp. conjuntos K-semialgebraicos basicos abiertos) es un
conjunto K-semialgebraico basico (resp. conjunto K-semialgebraico bésico abierto),
pero no necesariamente su union.

Ejemplos 5.4.3 Los siguientes ejemplos de conjuntos K-semialgebraicos seran usa-
dos en lo que sigue.

(i) Para cada r € Z, el conjunto L™ = {a € K : —a®> + 21 > 0} es K-
semialgebraico en K y consiste exactamente en el conjunto de las series mero-
morfas con orden mayor o igual a r. También, el conjunto de series con orden
exactamente r, el cual es L7\ L', es K-semialgebraico en K.

(ii) Como una consecuencia de el ejemplo anterior, para cada g > 0, el subconjunto
Fi = (£7@+D)* de sistemas con rango de Poincaré no mayor que q es K-
semialgebraico en K*.
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(iii) El subconjunto 8® C K* de sistemas separados con rango de Poincaré no
mayor que 0 es K-semialgebrico: Usando las notaciones del Ejemplo 5.3.6,(i),
un sistema A(z) € F° es separado si y sélo si (ag — dg)? + 4bpcy > 0 que es

Z estd en F° y, o bien (a — d)? + 4bc tiene

orden mayor o igual a —1 6 (a — d)? 4 4bc tiene orden —2 y (a — d)? + 4bc > 0.

eqivalente a decir que A =

Recordar la notacién S (resp. S§?) para el subconjunto de sistemas separados (resp.
sistemas separados en F?). El Ejemplo 5.4.3,(iii) muestra que el Teorema 5.4.1 no
puede extenderse al caso ¢ = 0. Por otro lado, usando el Ejemplo 5.4.3,(ii) y teniendo
en cuenta que S' = F' N &9, para todo ¢ > 1, y ademds que S! = F' NS y que
T = K*\ S, para probar el Teorema 5.4.1 y el Corolario 5.4.2, es suficiente probar
el caso particular ¢ = 1:

Teorema 5.4.4 El conjunto S' no es K -semialgebraico en K*.

A partir de ahora nos centraremos en la demostracion del Teorema 5.4.4.
Comenzaremos introduciendo algunas notaciones. Si A(z) = x72(4¢ + 1A; +
2?Ay +--+) € F!, pondremos para j > 0

H]‘ : fl — R4, HJ(A) = Aj = ((lj,bj,Cj,dj).
Por otro lado, dado P € K[X] con X = (X1, X5, X3, X}), escribimos
P=> PX'with P(x) =Y Prpa* € K Py eRand v €L
IeN4 k=vg

Donde usaremos la notacién usual X! = X' X2 XS X" v |I| = iy + iy + i3 + iy if
I = (iy,19,13,14). Consideramos la aplicacion peso

p:N*xZ, p(I,k) =k —2|I|

y definimos
B =pB(P) =min{p(l, k)/Prr # 0}

la cual estd bien definida y es el nimero entero asociado al polinomio P si P # 0,
llamado el p-orden de P. Entonces escribimos el polinomio en serie de potencias

P(X) = PP(X) + PO (X) + - - (5.12)
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donde '
PI(X) = Z P2t X! € K[X] para j > f3
(I,k)eEN* X Z:p(I,k)=j

es llamada la p-componente homogénea de P de grado j. Por otro lado, para un

sistema A(x) € F', usaremos la siguiente notacién para la extensién de series de
Laurent P(A) € R({z}):

P(A) = Cs(P, A)2” + Cgy (P, Azt + .- C;(P, A) € R.

A pesar de la notacién, cada coeficiente C;(P, A) depende sélo de una truncacién
finita de el sistema A. Es posible dar explicitamente las formulas de los valores de
C;(P, A) en términos de los p-componentes homogéneos de P. Sin embargo, sélo
describiremos estas férmulas para la familia de sistemas que vamos a utilizar en lo
que sigue.

Consideramos el subconjunto 7' de sistemas en F' dado por

T = {A = I_2A0 + ZE_1A1 : A(A[)) = O} (513)

Recordar que A denota el discriminante. Denotamos por ¥a = (A = 0) el sub-
conjunto semialgebraico de R* de aquellas matrices con discriminante cero y, para
cada L € R*, denotamos por DA la diferencial del discriminante en L (considerado
como una funcién diferencial A : R* — R).

Lemma 5.4.5 Sea P € K[X] un polinomio no nulo y denotamos por f € 7Z su
p-orden. Entonces existe un numero natural t = t(P) > 0 y un ndmero finito de
polinomios reales

Ry, Ry, ..., R, € R[X],

ninguno de los cuales es divisible por A, tal que para cada A € T

Co(P, A) = 0, Cour(P,A) =0, ..., Caey 1(P, A) =0, 1)
Copr(P,A) = 351 Ri(Ao)(Da, A(A)) '
donde A; =11;(A), j =0, 1.

Demostracion .- Consideramos la descomposicién (5.12) de P en p-componentes
homogéneos y ponemos para cada j > f3,

F(]) = Z PLkKI S R[K]

(I,k)ENAxZ:p(I,k)=j
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Entonces tenemos, para cada nimero natural s >0y A € T,
PO+ (A) = P 4y + 24,).

Usando la féormula de Taylor para funciones en varias variables, obtenemos, para
s >0,

—~ 1 i pBts—i) i
Coes(PA) =) D4, P (A, DA, (5.15)
i=0

donde , si f es una funcién de clase C**° en un dominio U C R" y a € R" entonces
D! f denota la i-ésima derivada iterada de f en a, una forma multilineal sobre R"™
de grado 7 (ver [5]).

)

Ahora, para s > 0, sea k, igual a oo si ?(ms = 0 o el méaximo entero no negativo k

(

tal que A* divide el polinomio P #*9) De otra manera, si ks # 0o podemos escribir

P = AR R,

donde R € R[X] no es divisible por A. En este caso, una iteracién de la férmula
de Leibnitz para la derivada del producto da, para cada A(z) = 2 2Ag+x A, € T,

Di, PP (A, O A) =0sii <k y

Lo 5.16
D P77 (A1, B, Ar) = BN(Dag (A1) RO(Ay) o

Veamos que el nimero natural
t =t(P)=min{k; +1i : i>0}

tiene las propiedades requeridas. Por un lado, si 0 < s < t entonces k,_; > ¢ para
i=0,1,...,s. Tendremos en este caso, por (5.15) y (5.16), que Cg.4(P, A) = 0 para
cada A € T. Por otro lado, notar que k;_; > i para ¢ = 0,1, ...,t y entonces, para
cada i, otra vez usando (5.15) y (5.16), tenemos

0 siki_; > 1;

i pB+t—i) (i) — ’
D, P (A, W A = { z’!(DAOA(Al))iR(’B””')(Ao)a siki_; = 1.

Finalmente n = #{i € {0,...,t} : k;_; = i} y renombramos los polinomios R(#+*~?
en la ecuacion anterior para la cual k;_; = i para tener (5.14). O

El siguiente lema establece que un polinomio no nulo puede anularse sélo en T’
en un “pequeno” subconjunto (donde 7" estd definido en (5.13)). Para un espacio
topoldgico X y un subconjunto Y C X usamos la notacién Int*(Y') para el interior
de Y en X.
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Lemma 5.4.6 Sea P € K[X] con P#0 y sea E =T N{P =0} el subconjunto de
sistemas A en T para el cual P(A) = 0. Entonces el conjunto

Dp = {4 € Ba : Int™ (T ((Tly) H(Ag) N E)) # 0} (5.17)
tiene interior vacio dentro de Xa.

Demostracion .- Sean t,ny Ry, Ry, ..., R, como en el Lema 5.4.5 satisfaciendo (5.14)

y sea
I =YaNn{LeR: Ry(L) =0}.

Es un subconjunto semialgebraico con interior vacio dentro de YA (desde que A no
divide a Ry). Consideramos para cada Ay € YA el polinomio

n

Fr(Z) =) (DA, A(Z)) Ri(4) € R[Z].
=0

Por construccién, Fy, es un polinomio con término constante no nulo si Ay & I" (no-
tar que Dy A(Z) es un polinomio homogéneo de grado 1 para cada L). En particular,
para Ay € I', Fa, no es divisible por Ay {F4, = 0} N XA tiene interior vacié en Xa.
Por otro lado, si A € E entonces Cj(P, A) = 0 para cada j > 8 = [(P) con la no-
tacién introducida antes del Lema 5.4.5. Usando (5.14), Cpyi(P, A) = Fa,(A1) =0
para cada A € E. Esto es,

I, (TTy) "' (Ag) N E) C {Fa, = 0}.

Concluimos que si Ay € I" entonces Ay & Dp y hemos terminado. O

Necesitamos un tercer lema antes de poder hacer la demostracion del Teore-
ma 5.4.4. Para eso, usaremos las notaciones del Ejemplo 5.3.6, (ii). En particular,
hacemos uso del polinomio homogéneo H,, € R[Z] de grado 1 definido en (5.9).
Recordar que Hy, esta definido para todo Ay € ¥a excepto para un subconjunto
semialgebraico Iy C YA para el cual se satisface Int*2(T'y) = 0 (T'y definido por
{co = 0} con la notacién del ejemplo mencionado). Ademas, es facil ver que existe
un conjunto semialgebraico I' C ¥ con I'y C T'e Int™2(T') = () tal que Hya, y Da,A
son linealmente independientes sobre R si Ay € ¥o \ . Para Ag € YA\ 'y e >0
consideramos el cuadrante relativo a Ag €-positivo como el conjunto QF = de sistema
A en I definido por las ecuaciones

o(A) = Ao, Da, AL (A)) > £ [T (A) ||, Hay (I (A)) > 0.
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Por (5.10), los sistemas en el cuadrante e-positivo son separados, esto es:
Ay eXa\T = Q5 CcTNnS' (5.18)

Lemma 5.4.7 Suponemos que podemos escribir St = QU Qy U ---Q, donde cada
Q; es un conjunto bdsico K -semialgebraico en K*. Entonces existe iy € {1,2,...,7}
tal que $;, satisface:

(i) Qi, es un conjunto K-semialgebraico abierto.

(#1i) Para cada i = 1,...,r, consideramos el conjunto B(€;) C XA de matrices
Ao & T para las cuales existe € > 0 tal que I1,(Q%, N ;) no es vacio y no
acotado. Entonces

Int™>(To(T N Q) N B(Y,)) # 0. (5.19)

Demostracion .- Definimos la particion {1,2,....,r} = J; U Jo U J3 donde

J1 ={i : Q; no es bésico abierto },
Jo = {i : Q; es basico abierto y Int”(Ily(T N €;))

— @}’
Js = {i : Q; es basico abierto y Int>2(IIo(T N ;) # 0

Para ¢ € J;, por definicion de un conjunto basico abierto, existe una ecuacién po-
linémica {P; = 0} en la descripcién de €2;, donde P; € K[X] no es nulo. Considera-
mos para tal P; el conjunto Dp, dado en el Lema 5.4.6, un subconjunto con interior
vacio en Xa. Si el Lema 5.4.7 no es cierto entonces el siguiente conjunto tiene interior
vacio en Ya:

M= JDpu (T nQ) U Ie(T N ) N B().

i€y i€y i€J3

Fijando una matriz Ay € XA \ I' que no esteé en M. Fijando ¢ > 0. Por (5.18),
tenemos

Q5 =923, NS = QAomUQ
i=1

y por lo tanto

UH1 Nakthy
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Sii € Jy entonces Q5 N = 0 ya que Ay ¢ Io(T N €Yy); si i € J enton-
ces 1_[1(Qf40 N €2;) tiene interior vacio en R* ya que Ay &€ Dp,; si i € J3 entonces
I, (Q5, N €Y) estd acotado ya que Ag & B(€;). Hemos encontrado la contradicién
deseada con la hipétesis I1;(Q5, ) es abierto y no acotado en R*. O

Demostracion del Teorema 5.4.4.- Suponemos que S es un conjunto K-semialgebraico
veamos que llegamos a una contradiccién. Por definicién, S* es la unién finita de
conjuntos K-semialgebraicos S* = QU Qy U ---Q,.

Por el Lema 5.4.7, uno de estos conjuntos bésicos tiene las propiedades (i-iii) de
este lema, que denotaremos aqui simplemente por ). Escribimos

Q={Ac K": QA >0,..,0Q/(A) >0}

donde cada @); € K[X] es un polinomio no nulo. Aplicamos el Lema 5.4.5 a (); con
lo que tenemos t; = t(Q);) € Nxq y polinomios reales R;;, ..., R;,, € R[X], ninguno
de ellos divisible por A, tal que, para cada A € T,

0, s10<s <ty
Cuareo@: )= S 1) (DAL (A)), sis =t

(5.20)
Usando (5.19) en el Lema 5.4.7,(iii), existe una matriz Ay € 3 la cual estd en
B(Q2) y tal que R;,,;(Ag) # 0 para todo j = 1,..., 1. Por definicién de B(£2), esto sig-
nifica que II;(Q%, N ) es no acotado. Por definicién de el cuadrante e-positivo,
DryayA(IL (A)) > ¢ || II(A) || para cada A € QF . Por lo tanto, escogiendo
A€ Q5 NQcon |[II;(A) || suficientemente grande, Cgq,)+n,(Q;, A) en (5.20)
sera distinto de cero y su signo serd el de R, (Ao), para cada j. Como A € Qy
CsQ,)+n; (Qj, A) es el primer coeficiente no nulo de la serie Q;(A), debemos tener

Rin,(Ag) >0 Vj=1,2,...,1. (5.21)

Ahora recordar que Ay € B(f2) significa en particular que Ag ¢ ' y entonces los dos
polinomios lineales D 4,A, H,, € R[Z] no son proporcionales. Entonces, el conjunto
N ={A; € R* : D4A(A;) >0, Hy, < 0} no es vacio y no acotado. Si A; € N
tiene una norma suficientemente grande y A € T satisface IIo(A) = Ag y II1(A) = 44
entonces (5.20) y (5.21) implican que Q;(A) > 0 para cada j = 1,2,...,1 y entonces
A € Q. Pero esto es una contradiccién ya que el sistema A es enlazado por (5.10),
ya que Hy, < 0.

Esto finaliza la prueba del Teorema 5.4.4. O
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5.5. Caracter (K, d)-semialgebraico de la dicotomia

El resultado negativo de la seccién anterior motiva la busqueda de criterios cons-
tructivos usando otras operaciones del cuerpo de Hardy K ademés de los corres-
pondientes a un cuerpo ordenado. La primera operacion natural es la derivada. En
consecuencia a esto, diremos que un subconjunto 2 C K" es K -diferencialmente-
semialgebraico (o simplemente (K, d)-semialgebraico) si es la unién finita de subcon-
juntos de la forma

{xe K": P(x,x,x",...) =0,Q:(x,x',x",..) > 0,...,Q,(x,x',x",...) > 0}

donde P,Q; € K < X >= K[X,X® X® ] son polinomios diferenciales en n
variables (i.e., cada X denota un vector de n indeterminadas) y x’,x”, etc. denota
el vector de las sucesivas derivadas de los componentes de x.

El siguiente resultado complementa el resultado de la seccién anterior del Teore-
ma 5.4.1. Afirma que si permitimos tomar derivadas, existe un criterio constructivo
para decidir la dicotomia enlazado/separado para sistema con rango de Poincaré aco-
tado.

Teorema 5.5.1 Para cada q > 0, tanto 87 como Z9 son subconjuntos (K, d)-
semialgebraicos de K*.

Para probar el Teorema 5.5.1 tenemos que probar que, para cada g > 0, el conjunto
87 C K* de sistemas separados en F? es la unién finita de conjuntos de la forma

{Ae K*': P(A) =0,Q:1(A) >0,....Q.(A) > 0}

donde P y los ); son polinomios K-diferenciales en cuatro variables.
Recordar que un polinomio K-diferencial en n variables es un elemento

P(2,29,...2") e K<Z>=K[2,2V,..,2™, ]
donde ZV) = (ij),Zéj),...,Zflj)) (con Z© = Z) y todo Zl-(j) son variables in-
dependientes. También, para n = 4, si A € K* estd escrito como una matriz

b L
A= ( CCL d ), entonces por definicién ponemos

P(A) := P((a,b,c,d), (a' V., ¢, d), (a"b" ", d"), ..., (a™ b ™ qim)yy,

donde o, d”, .., a™

respecto a .

, etc. denotan las sucesivas derivadas de la serie a € R({z}) con
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El Teorema 5.5.1 sera facil de demostrar por el Teorema 5.3.1 una vez que obser-
vemos varias propiedades de los polinomios K-diferenciales en una variable (n = 1),
recogidas en el siguiente lema.

Lemma 5.5.2 Sea Z = Z; una unica variable. Fijamos r € Z. Definimos recursi-
vamente para cada numero natural s > 0 los polinomios K -diferenciales

Ryo=2ZY —rZ e K[Z,ZV] Cc K<Z>
Ros=R. s 10(Rs1) € K[Z,ZW . 2O CK<Z> sis>1,
Ro,= 2 c K<Z>.

SIIrJrs

Entonces, si a = Y ., a;x" es una serie con orden no menor que v (a € L en la
notacion del Ejemplo 5.4.3,(1)), entonces tenemos que para cada s > 0 R, s(a) es
una serie de orden al menos 0 y R, s(a)(0) = ays.

La prueba es un simple calculo de algebra diferencial. Recordemos la composicion
de dos polinomios diferenciales en una variable esta definida en el camino estandar
extendiendo por linealidad la regla de composicién de los monomios

(1)(5210(2(1))11 .. (Z(m))lm) - b/Zlo(Zu))zl .. (Z(m))lm
(4)
+b L7 (Z Myl (zUAD) =t (ZUm)Yim b € )

Este lema permite probar el Teorema 5.5.1 desde el Teorema 5.3.1 de la siguiente
forma. Sean Q1,Qs,...,Q; € R[X] polinomios reales (en 4(2¢q + 2) variables) que
aparecen en la descripcion de el conjunto semialgebraico >, C R*24+2) dado por el
Teorema 5.3.1. Usando la notacién

A= ( Z Z), a =z (ag + a1z + aa® + - - -), ete.,

el Lema 5.5.2 permite mostrar, para cada j =1,...,[,

(i) Qj(ag,...,do, ..., 2442, ..., dog+a) > 0 si y solo si las series

Qj(ﬁo,(q-‘rl) (CL), EEE) éo,(q-‘rl) (d)7 L) §0,3q+3(a)7 EEE) §0,3q+3(d))

son positivas y tienen orden 0.
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(i) Q(ag, ..., do, ..., @2g42, ..., dogy2) = 0 si y solo si las series

Q] (EO,qul(a)’ EEE) éo,qul(d)u ) §0,3q+3<a)7 SR §0,3q+3(d))

pertenecen a L.

Sustituimos cualquiera de las desigualdades ); > 0 o ecuaciones (); = 0 en la
descripcién de X, por su correspondiente condicion sobre polinomios K-diferenciales
de acuerdo a (i) y (ii) anteriores. Concluimos por el Teorema 5.3.1 que S es (K, d)-
semialgebraico (teniendo en cuenta el Ejemplo 5.4.3,(i)), entonces hemos probado el
Teorema 5.5.1.
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