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Resumen

El estudio de sistemas fisicos cuyo comportamiento sea modelado por ecuaciones no
lineales es un importante campo de estudio hoy en dia. En el presente trabajo se
propone una introduccién a la resolucién de las ecuaciones en derivadas parciales no
lineales mas representativas (Korteweg-De Vries, Schrodinger no lineal, Sine-Gordon)
en Fisica, describiendo para ello los sistemas en los que surgen estas ecuaciones y
hallando soluciones viajeras que permitiran el estudio de fenémenos tales como ondas
de tipo solitonico, ondas cnoidales, kinks o breathers, con gran aplicacién en la Fisica
actual.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

En fisica, asi como en otras dreas de la ciencia (matematicas, quimica, biologia, econo-
mia..) cuando se trata de hallar un modelo que explique la realidad, normalmente se
parte de un modelo matematico secillo, adecuado para empezar a entender el prob-
lema y valioso desde el punto de vista didactico en el que las ecuaciones que describen
los procesos a estudiar son lineales. Esto facilita enormemente los cédlculos y veces
un plantemiento lineal del problema es correcto, y entonces podemos conocer toda la
informacion de manera exacta del problema. Otras veces, se simplifica el problema
haciéndolo lineal, a costa de perder cierta informacién o de llegar a unos resultados
aproximados o en ocasiones incluso incorrectos, pero ttiles.

Pero a veces, al adentrarse mas en el campo de estudio, empiezan a aparecer pro-
cesos que hacen que la no linealidad no pueda seguir siendo ignorada si uno quiere
describir el fenémeno con vistas a obtener unos resultados al menos razonables. Esto
no siempre es asi, ya que algunas veces la no linealidad aparece casi de inmediato
en cuanto se comienzan a estudiar ciertos temas, sin necesidad de entrar en asuntos
demasiado profundos. Tanto es asi que por ejemplo en Optica geométrica, base para
entender el resto de la optica, la ecuacién basica es la ecuacién eikonal que para un
indice de refraccion n(r) representa la superficie de propagacién del frente de ondas y
que es claramente no lineal.

B () () e

En estas ecuaciones, a menudo un balance entre efectos no lineales y dispersivos en
el sistema a estudiar dara como resultado ecuaciones en las que el tipo de soluciones
sean soluciones soliténicas. Como vamos a tratar con estos objetos a menudo, conviene
dar una definicion de que se entiende por soliton.

Siguiendo a Zabusky y Kruskal', un solitén es una onda solitaria estable, solucién
de una ecuacion de ondas, cuya forma y velocidad no cambia con el tiempo ni tampoco

!Norman Zabusky y Martin Kruskal, fisicos estadounidenses pioneros en la resolucién numérica de
ecuaciones en derivadas parciales no lineales.



se ve alterada por la colisién con otros objetos del mismo tipo (salvo un posible cambio
de fase). Por esto los solitones a veces son tratados como si fueran particulas, pues
tienen energia y momento bien localizados. Como ya se puede intuir, la presencia de
soluciones de este tipo dota de un enorme interés a cualquier proceso regido por este
tipo de ecuaciones, y como veremos mas adelante, resulta en todo tipo de aplicaciones,
muchas de ellas de actualidad (fibras 6pticas, condensados de Bose-Einstein, teoria
cudntica de campos, dindmica de fluidos..). A parte de este tipo de soluciones,en este
trabajo también nos vamos a encontrar con otras soluciones igualmente interesantes
como kinks, antikinks u ondas cnoidales que seran igualmente motivo de estudio.

1.2 Metodologia

El interés “reciente” en este tipo de ecuaciones se debe sobre todo a la presencia de
soluciones solitonicas, que reavivaron la busqueda de métodos de resolucion para este
tipo de ecuaciones que a su vez han dado lugar a técnicas como el método de la
transformada de scattering inverso o la transformacion de Backlund. Como uno puede
imaginarse, si ya la busqueda de soluciones analiticas para una ecuacion diferencial en
derivadas parciales lineal es complicada (a veces incluso imposible), éstos métodos de
busqueda de soluciones para ecuaciones en derivadas parciales no lineales (de ahora en
adelante EDPNL) son de una dificultad bastante elevada. Hacer un desarrollo tedrico
estricto de estos métodos, y basar en ellos la buisqueda de soluciones de estas ecuaciones
se sale completamente del objetivo de esta memoria, siendo temas propios de estudios
de master mas avanzados y por ello en este trabajo se hara un enfoque méas heuristico.
En primer lugar, en el Capitulo 2 estudiaremos sistemas fisicos cuyo comportamiento
puede ser modelado por este tipo de ecuaciones, dando asi un contexto que permita
entender la riqueza de este tipo de ecuaciones, asi como su tranversalidad, pues los
fenémenos que vamos a estudiar pertenecen a multitud de ramas distintas de la fisica.
Posteriormente, en el Capitulo 3 hallaremos la solucion a estas ecuaciones, proponiendo
para ello soluciones viajeras que nos permitiran ver la riqueza en soluciones que poseen
estas ecuaciones.



Capitulo 2

Ecuaciones en derivadas parciales
no lineales en fisica

Presentar las ecuaciones que vamos a estudiar sin mas, y pasar posteriormente a re-
solverlas, no diferenciaria mucho este trabajo de uno puramente matematico, asi que
parece conveniente estudiar algunos sistemas comunes en fisica, que como veremos, nos
permitiran derivar algunas de las ecuaciones de ondas no lineales mas representativas
(ecuacién de Korteweg-De Vries, ecuaciéon de Schrodinger no lineal, y la ecuacién de
Sine Gordon) y darle a este estudio un marco tedrico que nos hard ver la importancia
de este tipo de ecuaciones en Fisica.

Como veremos, la aparicién de la no linealidad, junto con efectos dispersivos, seran
las condiciones necesarias para la aparicion de soluciones soliténicas que hallaremos,
junto con otros tipos de soluciones, en el Capitulo 3.

2.1 La ecuacion de Korteweg-De Vries en fluidos

Comenzamos nuestro estudio por el que quiza sea el ejemplo mas conocido en lo que se
refiere a sistemas que presenten soluciones de tipo solitonico: la ecuacion de Korteweg-
De Vries en fluidos.

En efecto, fue John Scott Russell! en 1844 quien primero observé un fenémeno de
este tipo. En palabras del propio Russell:

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a
narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped—not so
the mass of water in the channel which it had put in motion; it accumulated
round the prow of the wvessel in a state of violent agitation, then suddenly
leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a
large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water,
which continued its course along the channel apparently without change of

! John Scott Russell, ingeniero civil y constructor de barcos, que estudiando canales de agua, observé
lo que el llamé “Onda de traslaciéon” y que dio pie al estudio de este tipo de fenémenos.



form or diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook it
still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour ,preserving its
original figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in height.
Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles I lost
it in the windings of the channel. Such, in the month of August 185/,
was my first chance interview with that singular and beautiful phenomenon
which I have called the Wave of Translation.

Leyendo estas palabras, uno ya se puede hacer una idea del interés que desperto
este extrano fenémeno en Russell. Una onda solitaria, que preserva su forma, y que
parece no decaer ni aminorar su velocidad en su movimiento es, cuanto menos, con-
traintuituvo, y no es de extranar que cientificos de la época trataran de explicar el
fenémeno. Sin embargo no fue hasta finales de siglo, en 1895, cuando Korteweg y
Vries? modelaron el fenémeno observado por Russell y dando lugar a la ecuacién que
nos disponemos a derivar a continuacion.

Con el fin de deducir la ecuacién, vamos a considerar un fluido, como podria ser
agua, por ejemplo, en el seno de un campo gravitatorio constante, que va a tender a
mantener el fluido en su nivel mas bajo, y que vamos a tratar como fuerza dominante.
Dicho campo va a producir lo que llamaremos ondas de gravedad, en contraposiciéon a
las ondas capilares, producidas por la tension superficial, cuyo efecto despreciaremos
en nuestro estudio.

Sea entonces el campo en la direccion del eje z negativo, § = — glz , v 2 =0 el nivel
del fluido en reposo, como se muestra en la figura (2.1).

Figura 2.1: Disposicién del fluido a estudiar

2Diederik Korteweg y Gustav de Vries, matematicos holandeses que en 1895 publicaron el estudio
Bijdrage tot de kennis der lange golven (Contribucién al conocimiento de las grandes olas), tesis
doctoral de De Vries dirigida por Korteweg, en la que se estudiaron este tipo de fenémenos.



Llamaremos &(z,t) al desplazamiento respecto al equilibrio del nivel del fluido, es
decir, en el equilibrio £(z,t) = 0. Esto quiere decir que consideramos un fluido en un
canal bidimensional, de modo que las tinicas coordenadas relevantes son las coordenadas
x, z. Para simplificar el problema, vamos a asumir que nuestro fluido tiene las siguientes
caracteristicas:

e Vamos a suponer condiciones de estabilidad, de modo que el fluido sea irrota-
cional, es decir, V x v = 0.

e Suponemos también que la viscosidad es despreciable, 1 ~ 0.

e Por tltimo, vamos a tomar la densidad del fluido constante.

La primera de estas condiciones nos permite definir el campo de velocidades como
el gradiente de cierta funcion escalar que llamaremos potencial velocidad, ¢ , de modo
que ¥ = V¢. Si nos fijamos ahora en la ecuacion de continuidad del fluido, y teniendo
en cuenta que la densidad es constante, podemos deducir una de las ecuaciones de
Euler para este fluido:

%+V(pﬁ)20¢v5:o, (2.1)

y tenemos entonces que:

2
Vg =0, (2.2)

ecuacién que resolveremos a continuacion.

Antes de eso, conviene definir las condiciones de contorno que debe cumplir nuestra

funcién potencial. De la mecénica de fluidos, se pueden deducir las siguientes expre-
siones (demostradas en el Apéndice A):

(bz = fz(lﬁx + £t en z = f(SL’,t)
o + %((bi +¢%) +gE=0 en z=¢&(x,t) (2.3)
¢. =0 en z=—h

Con esto, ya podemos empezar a resolver el problema de la propagacion de ondas
en nuestro fluido.

2.1.1 Ondas de gravedad de pequena amplitud

Para resolver el problema, podriamos resolver la ecuacién (2.2) por algin método
directo, por ejemplo por separacion de variables, y aplicar después las condiciones de
contorno. Sin embargo, experimentalmente sabemos que esta clase de ondas (las que se
podrian producir en un estanque, por ejemplo) tienen una forma sinusoidal un tiempo
después de que se produzca la perturbacion del medio. Entonces parece razonable
proponer una funcién para el potencial velocidad ¢ de la forma

o(z, 2,t) = q(z, z)sen(kx — wt) (2.4)



Sustituyendo en al ecuacién (2.2) obtenemos :

826] 2 9q
(@ —k q) sen(kx — wt) + Qk% cos(kx —wt) =0 (2.5)

Para que la ecuacion se cumpla , los coeficientes del seno y coseno deben anularse:

dq 0?q

— =0, — —k*q=0. 2.6

ox 0x? a (2:6)
De la primera de las condiciones, podemos ver que ¢ no depende de x, es decir,

que no hay dispersion. Proponiendo una solucién a la segunda ecuacién de la forma

q(z) = e |, llegamos a la siguiente expresiéon para la funcién ¢:
q(z) = Ae"* + Be ™ (2.7)

Con A, B constantes que deberemos obtener a partir de las condiciones de contorno.
Tenemos entonces una expresion para el potencial velocidad:

o(z,2,t) = (A" + Be ™) sen(kx — wt) (2.8)

Si suponemos la perturbacion suficientemente pequena, entonces podemos aproxi-
mar tanto las derivadas del desplazamiento, &, &, por cero, asi como las velocidad del
fluido en la direccién x. Con estas suposiciones, las condiciones de contorno anterior-
mente citadas se convierten en :

¢.—&=0 en z = &(x,t)
o +9§=0 en z = &(x,t)
¢.=0 en z = —h

Evaluando la tltima condicion de contorno para el potencial que hemos hallado, ten-
emos que:

B = Ae ™, (2.9)
y sustituyendo en la expresiéon de ¢:
¢ = (Ae" + Ae ek sen (ko —wt) = Ae (P e e ) sen(kx —wt), (2.10)
que se puede poner como:
¢ = 24e7*" cosh[k(z + h)]sen(kx — wt) = A,, cosh[k(z + h)]sen(kx — wt)  (2.11)

Por tdltimo, para hallar la relacién de dispersion, debemos aplicar las dos condiciones
de contorno restantes. Para simplificar los calculos, y dado que estamos en la aproxi-
macion de pequena amplitud, es equivalente evaluar dichas condiciones de contorno en
z=0en vez de en z = {(x,t), ya que £ ~ 0.



Derivando respecto al tiempo en la segunda de ellas y sustituyendo en la primera,
obtenemos la condicién:

bu+ 90, =0 (2.12)

que , finalmente, nos da la relacion de dispersion:

orh
— /gktanh(kh) \/—tanh il (2.13)

Para continuar nuestro estudio, es necesario estudiar los dos casos opuestos que se
nos presentan: Ondas con una longitud de onda muy grande, de modo que h/\A < 1,
llamadas ondas superficiales, y la situacién contraria en el que h/A > 1 en cuyo caso
tendremos ondas profundas. Recordamos que estos dos tipos de ondas siguen siendo
lineales, pues seguimos en la aproximacién de pequena amplitud.

En el caso de ondas con longitud de onda muy grande, podemos desarrollar la
tangente hiperbodlica en serie de Taylor en torno a k , ya que hk < 1 . Tenemos pues:

tanh(kh) = kh — @ + - (2.14)

Sustituyendo en la relacién de dispersion (2.13) antes hallada:

W~ \/gk:(k‘h - (k§)3) ~ cok(1 — (kg)Q), (2.15)

donde hemos definido ¢y como ¢y = 1/gh que como se puede ver tiene unidades de
velocidad. El punto clave de este desarrollo es que para ondas superficiales, la relacion
de dispersién se aleja del resultado de w = ¢,k en un factor proporcional a k2, es decir,
tenemos una ligera dispersion.

Pasemos ahora al caso de ondas profundas. Si kh > 1 , entonces la tangente
hiperbdlica de (2.13) tiende asintéticamente a 1, y la relacién de dispersion se escribe
como

w=+\gk = v= % (2.16)

Esto significa que la velocidad de fase no depende de la longitud de onda lineal-
mente, asi pues volvemos a encontrarnos con un fenémeno dispersivo.

Hasta ahora hemos considerado que la amplitud de la onda era despreciable, lo cual
nos ha permitido simplificar los calculos. Ahora bien, cuando la amplitud crece, los
efectos que ésta produce en el sistema que estamos estudiando no pueden ser omitidos.
Volviendo al principio, velfamos que para un medio no dispersivo, la relacién de dis-
persién venia dada por w = ky/gh. Pues bien, mediante un argumento completamente
heuristico, vamos a sustuir en la relacién anterior h por h + & , con la idea de tener en
cuenta los efectos de la amplitud del movimiento. Tenemos pues:

w = k\/g(h+€) = ke ( S ) (2.17)

2h

7



Donde hemos usado la aproximacién (14 f(z))= ~ 1+ f(z)/n.
Combinando este resultado con el obtenido para la dispersiéon de una onda super-

ficial, tenemos:
k2h?
w = ke <1+£— ) . (2.18)

El siguiente paso es realizar la transformada de Fourier dos veces a la funcién &(z, t),
pasandode x - kydet — w:

F &z, 1)} = E(k,w). (2.19)

Pasando todos los miembros a la izquierda en la ecuacién (2.18) y multiplicando
por &(k,w) tenemos la siguiente expresion:

(k) — cokélh.) — ekt + TV =0 20)

Realizando ahora la transformada inversa de Fourier, usando la propiedad

n nd"f(F)
F{a"f(x)} =i e (2.21)
y dividiendo por 7, tenemos:
2. 93
og 06 @5% _Madd (2.22)

Para hallar la ecuacion KdV en su forma normal, sélo nos resta hacer el cambio de
coordenadas
¥ =+ cot, t=t, (2.23)

Con lo que debemos hallar las derivadas de £ en funcién de las nuevas variables
oc _oc oc oo o o
ot ot Pox  ox  0x' 028 0P

Sustituyendo en (2.22), llamando « y § a las constantes y olviddndonos de las primas,
obtenemos la ecuacién de Korteweg-De Vries en su forma general:

(2.24)

9, 9, 3
—£+a§a—i+ﬁa—x§=

5 0 (2.25)

Aqui se puede ver claramente la presencia de la no linealidad, en el segundo término,
y la presencia de un término dispersivo en el ultimo término, condiciones que nos
permitiran hallar, entre otras, soluciones de tipo soliténico en capitulos posteriores.



2.2 Oscilaciones mecanicas, la unién Josephson y
QFT: La ecuacién de Sine-Gordon

Continuamos nuestro estudio de las ecuaciones de ondas no lineales con la ecuacién de
Sine-Gordon. Llamada asi por su semenjanza con lo ecuacién de Klein-Gordon?,

2
[a——V2+m2

53 o=0 en unidades tales que h =c=1. (2.26)

es la mas transversal de las ecuaciones que vamos a estudiar, pues aparece en cam-
pos tan dispares como pueden ser el estudio de las superficies de curvatura constante
negativa, dislocaciones de cristales, lineas de transmision mecanicas, efectos de super-
conductividad en la unién Josephson o teoria cuantica de campos. En adelante, nos
vamos a centrar en estudiar la aparicion de esta ecuacién de ondas en las tres tltimas
materias mencionadas.

2.2.1 Oscilaciones mecanicas acopladas

Sean una serie de péndulos de masa puntual m , unidos a un muelle por una barra de
masa despreciable de manera que oscilan en un plano perpendicular al eje del muelle,
de la manera en que se muestra en la figura siguiente:

Figura 2.2: Péndulos oscilantes acoplados

En lo que sigue, vamos a usar un enfoque lagrangiano para hallar las ecuaciones del
movimiento. El lagrangiano para el péndulo n-ésimo es

L=T V= Lm(I6,2)° = Sh(én — bur)? — (60— dur)’ —mgl(1 — costn) (2.27)

30skar Klein y Walter Gordon, fisicos tedricos sueco y alemdn, respectivamente, que en 1926
propusieron la ecuacién que lleva su nombre como ecuacion de ondas para el electrén relativista. En
realidad esta ecuaciéon fue propuesta por Schrodinger quien la descarté debido a problemas a la hora
de definir las probabilidades



Donde el primer término corresponde a la energia cinética, los dos siguientes a la en-
ergia potencial elastica y el iltimo a la energia potencial gravitatoria. Hemos supuesto
que solo hay interaccion a primeros vecinos. Donde hemos definido k£ como la constante
elastica y [ la longitud del péndulo.

La ecuacion de movimiento para el péndulo n-ésimo vendra dada por la ecuacion
de Euler-Lagrange correspondiente

d [ OL OL
7 (87%) _ 56, -0 (2.28)

le (201, — g1 — Pn—1) + %senqﬁn =0. (2.29)

m

que nos da

Pn +

Este conjunto de n ecuaciones acopladas no es resoluble analiticamente, y se les
suele llamar ecuacion de Sine-Gordon discreta. Para pasar al continuo, vamos a operar
de la siguiente manera:

- Primero,pasamos cada funcién ¢, a ¢(x,t) , y cada funcién ¢,+; a ¢(x +d) , con
d la distancia entre péndulos.

- Desarrollamos ahora el término 2¢(x,t) —¢(z+d, t) —d(x —d, t) en serie de Taylor
en torno a x

20(z,t)—p(x + d,t) — p(x — d,t) =~
00, (o (e =)

20(a,1) ~ (64 (2 — (2 — d)) 22 4 L= ZDVT0)

(1t d))2 52 2.30
6+ (o~ (o2 L E DV .
_ —d?0P(x,t)
T

Con lo que la ecuacién (2.29) se convierte en

0?¢p(x,t) B kd* 9*¢(x,t)

Te 92 +wisen¢(x,t) =0 (2.31)

Aqui hemos definido wi = ¢/l por similitud con la frecuencia de un péndulo
clasico.El tltimo paso es hacer tender la distancia entre péndulos d a cero. Si hacemos
d — 0 nos queda que

2
W — Cpy,s (232)
Siempre que supongamos que la masa de cada péndulo tiende a cero de forma adecuada,
al igual que la constante elastica.
Vamos a justificar este resultado. Si definimos una densidad lineal, nos queda que

10



m = Ad. Por otra parte, recordadando un resultado de la asociaciéon de muelles en

serie
1 1 1

=4 =
ko ki ke

Es decir , que la constante efectiva es menor que la suma de dos constantes en serie.
Si pensamos en nuestro muelle como trozos infinitesimales del mismo, tenemos que

(2.33)

1 11 1
o dpe = ~dk 9.34
Qe ke dk Tt = 5 (2.34)

En resumen, la constante del muelle es mas grande cuanto menor sea el trozo de
muelle que cojamos. Eso nos hace pensar en una dependencia del tipo

1
ko = 2.
o - (2.35)

Sustituyendo en la expresion anterior, se puede ver que, efectivamente, el cociente
tiende a un valor constante cuando d — 0:

2
ad 9

_ 9.
e~ (2.36)

y ya tenemos la ecuacion de Sine-Gordon:

82 l’,t 82 ﬂf,t
Q;(tz ) _ s 222 ) +wisen g(x,t) =0 (2.37)

2.2.2 La union Josephson

El siguiente sistema que vamos a estudiar es la unién Josephson®. Se trata de dos
superconductores enfrentados separados por una capa delgada de material aislante ,
tal como se muestra en la Figura 2.3.

Donde S1 y S2 denotan a los superconductores 1 y 2, respectivamente, y d el espe-
sor del aislante.

La teorfa BCS (propuesta por Bardeen, Cooper y Schrieffer®) explica la supercon-
ductividad basdndose en la idea de par de Cooper. A grandes rasgos, la teoria BCS
viene a decir que los portadores de carga en un superconductor no son electrones , si
no pares de electrones “ligados” que se denominan pares de Cooper. La idea es que a

4Brian David Josephson, fisico galés galardonado con el premio nobel en 1973 por la prediccién del
efecto que lleva su nombre.

5John Bardeen, Leon Cooper y John R. Schrieffer,fisicos estadounidenses que en 1957 propusieron
la teoria BCS para intentar explicar la superconductividad en sélidos, y por la que ganaron el premio
Nobel en 1972.
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Figura 2.3: Union Josephson, donde S1 y S2 denotan a los superconductores 1 y 2,
respectivamente, y d el espesor del aislante.

su paso por el sélido, un electrén deformara la red debido a la atraccién con los cores
cargados positivamente, dejando a su paso una concentracion de carga positiva que
atraerd al electréon que venga detras. El mecanismo se ilustra en la Figura 2.4 :

» @

® o

Figura 2.4: Pares de Cooper moviéndose en una red superconductora.

Estos pares, condensan en la misma fase, asi que pueden ser descritos por una
funcion de onda del tipo

U = /ne?, (2.38)

donde n representa la densidad de pares y 6 la fase comtin de los pares de Cooper.
Las funciones de onda de ambos superconductores deben satisfacer la ecuacion de
Schrodinger, y en la zona del aislante tenemos :

8\111 8\112

ZFLW = Eﬂbl + K\IJQ, Zh? = Ez% + K‘Ijl (239)

Donde K, con unidades de energia, representa la constante de acoplamiento entre
ambas funciones de onda en la zona del aislante.

Suponemos que la distancia es lo suficientemente pequena para que la constante de
acoplamiento K sea en verdad una constante y no dependa de la coordenada .
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Figura 2.5: Acoplamiento de las funciones de onda

Si aplicamos una diferencia de potencial V' a ambos lados de la unién, tomara ahora
un valor £y — Ey = 2eV. Desplazando el origen de energias de modo que E; = eV y
Ey, = —€eV, y sustituyendo en las anteriores ecuaciones (2.39) la funcién de onda para
cada superconductor, tenemos:

ih <2\}n_1%+2\/n_1%> =eVy/ny + K/ny (cosf +isenf),

h <2\}n—2% JrZ\/n—2%> = —eVy/ns + Ky/ny (cosf —isenb),

donde hemos simplificado las fases y hemos definido § = 6y — 6;. A continuacion
haremos la siguiente suposicion mas que logica: Si los dos superconductores son del
mismo material, entonces ny ~ ny ~ n. Igualando ahora partes reales e imaginarias y
restando y sumando ecuaciones, tenemos:

(2.40)

J = Jysend % = %. (2.41)

En estas ecuaciones hemos definido Jy = 2nK/h , On/0t = J y reciben el nombre
de ecuaciones de Josephson.

Notar que esta densidad de corriente J, asi definida, tiene unidades de densidad
de corriente por unidad de longitud. Es conveniente definirla asi, pues posteriormente
vamos a trabajar con la unién Josephson larga, y todas las magnitudes vendran dadas
por unidad de longitud. Si se define el flujo magnético como

0P
— =1V, 2.42
at Y ( )
de las ecuaciones anteriores podemos obtener
)
0 =2r—. 2.43
"3 243

La constante ®; = h/2e ~ 2,0678 x 107Wb se define como el cuanto de flujo
magnético, y es independiente del tipo de superconductor. El inverso de esta constante
se denomina constante de Josephson. Vamos a tratar ahora dos efectos soprendentes
de este sistema: Los efectos Josephson AC'y DC.

13



De la segunda de las ecuaciones de (2.41), podemos ver que si el potencial aplicado
es V = 0, entonces 6 es constante, pero no necesariamente cero. Sustituyendo en
la otra ecuacién, tenemos que

J = Jysen(cte), (2.44)

lo que indica existe una densidad de corriente apreciable incluso si el potencial
aplicado es cero. Este efecto se conoce como el efecto Josephson DC' y fue me-
dido por vez primera en laboratorio por Anderson y Rowell en 1963.

Si tomamos ahora una diferencia de potencial constante V' = V4, integrando en

la ecuacion para el flujo magnético, tenemos que:

~ Wo2e
R

0 t+ 6o, (2.45)
que sustituido en la ecuacién para la densidad de corriente, nos da

Vo2e

J = J() sen( t+ 00)7 (246)
con lo que se pude ver que una diferencia de potencial constante produce una
corriente eléctrica variable en el tiempo, de frecuencia f ~ 482 MHz/uV, efecto
que se conoce como el efecto AC Josephson.

Proseguimos nuestro andlisis pasando a estudiar la unién Josephson como una linea
de transmision de gran longitud, de modo que podemos asociarle una capacidad, debido
al dieléctrico entre superconductores y una autoinductancia (ambas por unidad de
longitud), ademds de la corriente debida al efecto Josephson. El circuito equivalente
para un elemento diferencial dr se muestra en la Figura 2.6.

| vaay == || | i=losinvdx ==
Cdx i
i_.‘ dx -.:

Figura 2.6: Circuito equivalente de una uniéon Josephson como linea de transimisién

larga.

Aplicando las leyes de Kirchhoff a la malla delimitada por dz tenemos las siguientes
ecuaciones para el potencial V(x,t) y la intensidad i(z, t):
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OViw,t) i)

Ox ot
(2.47)
di(w,t) oV (x,t) o
i T Jo sen(27rq)0),

Donde L es la autoinductancia, C' la capacidad de la unién y donde hemos usado
que en un condensador

. oV (x,t)
t)=C——7"—— 2.48
i) = O (2.45)
y en una autoinduccién
Ji(x,t)
V(z,t) =—L 2.49
(2,1) = ~L 25 (2.49)
De la primera de las ecuaciones (2.47) , obtenemos que
-1 [oV
(x,t) = — | —dLt. 2.50
i) =7 [ 5 (2.50)
Por otra parte, de la relacién anterior para el flujo magnético, tenemos que
0*V Oi(z,t) -1 [0°V —10%®
b= | —dt = — | ——dt= ——. 2.51
Ox? ~ Ox L Ox? L 0x? (251)
Si ahora nos vamos a la segunda de las ecuaciones de (2.47), nos queda :
%0 9%0  JyL2
oLS — S it sen(f) =0 (2.52)

8152 aZ’Q (I)Q

Definiendo la velocidad de Swihart como ¢; = (LC)~%/2 y la frecuencia de plasma
de Josephson como w; = (27.Jy/®oC)"/?, llegamos a la ecuacién de Sine-Gordon que
describe este fendmeno:

2 2
0 %(;,t) B CQJ@ 98@2, t) +wisenf(z,t) = 0 (2.53)
x

Como veremos mas adelante, esta ecuacion, da lugar entre otros tipos de soluciones,
a soluciones de tipo solitéonicas, que en este caso, se denominan fluxones por su relacién
con el flujo magnético, que como recordamos viene dado por

09,

o= 2.54
5 (2.54)
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2.2.3 La ecuacion de Sine-Gordon en QFT

Por 1ltimo, vamos a hacer una breve incursién en la teoria cuantica de campos donde
veremos como surge la ecuacién de Sine-Gordon en determinados problemas. Con
animo de dar un contexto a esto ultimo, vamos a deducir primero algunos resultados
basicos de esta teoria que nos permitiran entender mejor el problema.

Utilizaremos notacién relativista en lo que sigue. Escribimos z# (u = 0,1,2,3)
para denominar al cuadrivector con componente temporal 2° = ct y las componentes
espaciales 77 (j = 1,2,3) es decir, z# = (ct, 7). Tomaremos las definicién del tensor
métrico como

1 0 0 0
o -1 0 o
9w =10 0 -1 o0
00 0 -1

Sea ¢ = ¢(Z,t) un campo escalar. Podemos definir entonces una densidad la-
grangiana de la forma

L =2L(0,0,9),
De forma que el lagrangiano es
L= [ #5.26.0,0) (2.55)
y la accion es
5= [ ds.2(6.0,0), (2.56)

Por el principio de minima accién de Hamilton, las soluciones de interés seras aque-
llas tales que

§S =9 / d'z % (¢,0,0) =0, (2.57)

Que nos lleva a lo siguiente:

6S =6 / d'z (L(9,0,0) = / d'x <%5¢+ a(aé’iﬁ)a(auas)) =0. (2.58)

Sumando y restando la cantidad

0L
O 50,0

tenemos que

! %5 %5 ﬂé _ %5 _
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que se puede poner como

o (02 0Z iy 0ZL B 0Z
5= o (‘a¢ %@@)) o 4 <a<au¢>‘5 =000 5¢)
(2.60)

Si nos damos cuenta de que el integrando de la segunda integral es el producto de
aplicar la regla de la cadena de las derivadas, tenemos que

0.L o [ (92
o (220 - [ (22) 0=

Donde hemos transformado la integral de volumen en una de superficie, usando el
teorema de la divergencia, y que es cero por definicion, ya que d¢ = 0 en la superficie
del volumen que estamos considerando .

Para que se anule la primera integral en (2.60), el integrando debe ser cero en todo el
espacio, lo que nos da la ecuacién correspondiente de Euler-Lagrange para el campo:

0% 0%
o0~ 50,0 " 200

La densidad lagrangiana para cualquier campo escalar tiene la forma general

- %auqsaw —U(6). (2.62)

Usando diferentes potenciales V(¢) , obtenemos las diferentes teorias escalares que
se podrian usar en teoria cuantica de campos. En nuestro caso vamos a considerar un
potencial U(¢) con la siguiente forma:

Ule) = ﬁ2(1 — cos(59)), (2.63)

potencial que presenta interés para aplicaciones tales como modelar sistemas que pre-
senten un minimo de energia potencial de forma peridédica. De esta forma, nuestra
densidad lagrangiana toma la forma

Z = —3 L POH ) — E(l — cos(B9)) (2.64)

Aplicando la ecuacion de Euler—Lagrange que dedujimos anteriormente, tenemos :

o2

GE

Usando unidades tales que 20> = 1 y tomando 3 = 1 , tenemos la ecuacién de
Sine-Gordon:

—(sen(B¢))p — —8 01 =0 = 20 sen(B¢) + 89,0"¢ =0.  (2.65)

\ 8,0"p + sen ¢ = 0 \ (2.66)
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2.3 La ecuacién no lineal de Schrodinger en fibras
Opticas

Terminamos nuestra presentacién de algunas de las ecuaciones en derivadas parciales no
lineales mas interesantes que aparecen en fisica presentando la ecuacién de Schrodinger
no lineal, llamada asi debido a su semejanza con la ecuacién de Schrodinger habitual,

b o,
— = ——V*® D.
1 5 2mV + V(x)

La ecuacién de Schrodinger no lineal es utilizada en multitud de ambitos, como
por ejemplo en el estudio de ondas en fluidos (a parte de la ecuacién de KdV), teorias
de campos, fisica de plasmas, condensados de Bose-Einstein o fibras épticas, que es el
enfoque que le vamos a dar aqui.

Consideraremos una fibra éptica dispuesta en el modo que se muestra en la Figura
2.7 :

RN~

Figura 2.7: Fibra optica y diversos modos de propagacion.

En dicha fibra vamos a considerar tanto dispersion, como la existencia del denomi-
nado efecto Kerr.

El efecto Kerr® se produce cuando un campo eléctrico variable (i.e la luz) se propaga
a través de un medio dieléctrico, resultando en una correccion al indice de refraccién
que depende de la amplitud del campo incidente, es decir :

n = no+ ng|E|*. (2.67)

El coeficiente nj se denomina coeficiente Kerr, y toma unos valores tipicos en torno
ang ~ 1072 (m/V)2

En resumen:

Efecto Kerr + Dispersién = k = k(w,|E[*) (2.68)

6John Kerr, fisico escocés que en 1875, estudiando el efecto de campos eléctricos en las propiedades
opticas de los dieléctricos, propuso el efecto que lleva su nombre.
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Vamos a considerar ahora la representacién escalar del campo eléctrico, que se
propaga en la fibra, de la forma

E(z,t) = u(z,t)e!k=w, (2.69)

donde la exponencial corresponde a la parte oscilante y la funcién u(z,t) a la en-
volvente, tal como se muestra en la Figura 2.8.

Ef(z 1)

Figura 2.8: Campo eléctrico: En azul el campo y en naranja la envolvente

Para la dependencia del vector de onda k con la frecuencia y el efecto Kerr, vamos
a tomar la siguiente forma:
k= kq+ kkerr, (2.70)

donde k4 denota la parte dispersiva y kg, la parte que da cuenta del efecto Kerr.
Desarrollando en serie de Taylor hasta segundo orden la parte dispersiva en torno a
una frecuencia central, wq:

ok 1 0%k
k—k0+—(w—w0)+§w(

o w—wo)?+ BIEI. (2.71)

A continuacién, realizamos la transformada de Fourier de la funcién u(z,t) de z —
k—kyydet— w—wp:

F{u(z,t)} = a(k — ko, w — wp). (2.72)

Pasando todos los miembros a la izquierda en la expresién (2.71) para k, y multi-
plicando por la transformada de Fourier del envoltorio:

(k — ko)l — a(w — wo)& — b(w — wp)*& — Bu(z, t)}2 u=0 (2.73)
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Donde hemos definido las derivadas de k respecto de w evaluadas en wy como a y b.

Realizando la transformada de Fourier inversa de vuelta a las variables z,t , y
teniendo en cuenta la propiedad de las transformadas de Fourier usada en el caso
anterior de la ecuaciéon KdV, obtenemos:

i (8uézz, b _ aﬁu(((;’ t)) + b—a l(f;;’t) — ﬁ‘u(z,t)fu(z,t) = 0. (2.74)

Realizando el cambio de variable :

t'=t+az =2z (2.75)

Operando de forma similar que en la ecuacion de Korteweg-De Vries, y olvidandonos
de las primas, tenemos finalmente:

2
i@u(z,t) N b@ u(z,t)

0z o2 5|U(Z,t)‘2u(z,t) =0 (2.76)

Que es la ecuacion no lineal de Schrodinger. Notar que el papel de las variables t y
z esta cambiado respecto a la ecuacién usual de Schrodinger, aunque se denomina asi
por su parecido con ésta.

2.4 Apéndice A: Derivacion de las condiciones de
contorno en la ecuacion KdV

A continuacién se demuestran las condiciones de contorno (2.3) usadas en la parte
que concierne a la ecuacion de Korteweg-De Vries. La primera de todas ellas sale de
considerar el fluido en z = £(x,t). Derivando a ambos lados respecto del tiempo:

dz 0¢dr  0¢
z= (1) T ordt "o

Escribiendo las velocidades en las direcciones x y z como las derivadas de la funcion
potencial velocidad, tenemos :

(2.77)

¢z = 5x¢x + ft en 2 = ﬁ(x,t) (278)

Para demostrar la segunda de las condiciones de contorno de (2.3), escribimos la
fuerza que actia sobre una superficie cerrada de fluido como

F= —/Sp~d_S = —/V(Vp)dV (2.79)

donde p es la presién que ejerce el fluido sobre las “paredes”. Esto nos indica que la
fuerza sobre un elemento dV es :

—

dF = —Vpdv (2.80)
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Si ahora recurrimos a la segunda ley de Newton :

dv

Pat ~

donde p denota al cociente dm/dV. Si ademés consideramos el fluido inmerso en
un campo gravitatorio

—Vp (2.81)

di
= _Vp—q. 2.892
P Vp—g (2.82)

Por otra parte, tenemos para la diferencial de v :

L ov ov ov ov dv  0v N
dv = Edt + 8_d T+ a—dy + a—dz il + (V) -0 (2.83)

dividiendo todo por dt , y sustituyendo dv/dt en (2.82):

-1 ov
—Vp—g=—+77-VvU 2.84
—Vp— = G+ TV (284)
Recurriendo ahora a una identidad conocida del calculo vectorial:
le 5 o I,
§VU =UXVXU7+0-VU (2.85)
y sustituyendo las velocidades en términos del potencial velocidad:
(%
\% 875 (qu) +p/p+gz| =0 (2.86)

para que se cumpla la ultima para todas las situaciones, es necesario que la cantidad
dentro del paréntesis se anule. Reescalando el potencial velocidad de la forma ¢ —

—pt/p (notar que esto no altera las velocidades, ya que el gradiente del dltimo término
es cero) obtenemos, particularizando para z = {(z,t) :

bt (B A ) HgE=0 en 2 =) (287)

Finalmente, la tltima de las condiciones de contorno se deduce de que si el fluido
no atraviesa el fondo (z = —h) , entonces la velocidad normal a esa superficie es cero,
es decir:

¢.=0 en z=—h (2.88)
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Capitulo 3

Resolucion de las ecuaciones

El siguiente paso en este estudio es resolver las ecuaciones que hemos hallado, olvidandonos
para ello de herramientas mas sofisticadas, tales como la transformacién de Bécklund,

o el método de scattering inverso, y proponiendo soluciones viajeras. Este enfoque
nos permitira derivar las soluciones mas representativas de estas ecuaciones, a saber,
las soluciones de tipo soliténico y de tipo cnoidal, asi como diversos casos limite que
analizaremos en este capitulo.

3.1 La ecuacién de Korteweg-De Vries

Vamos a partir de la ecuacién de Korteweg-De Vries en su forma clésica, tomando
a=—6y [ =1en laecuacién (2.25)

Uy — 6uty + Ugpy = 0. (3.1)

Aqui hemos renombrado a la funcién £(z,t) como u(x,t) y hemos introducido la
notacion con subindices (que iremos alternando con la notacién explicita) para denotar
a las derivadas, con el objetivo de usar una notacién mas compacta.

Ya que nos interesan inicamente las soluciones que se propagan en el tiempo como
una onda viajera, empezamos proponiendo una solucién del tipo u(n) con n = = — ¢t,
siendo ¢ la velocidad de la onda. Aplicando la regla de la cadena, nos queda:

ou  Oudn
% = 8_77% = Uy = Uggr = Unnn
(3.2)
Ou _ouon _ _
oo onmot "

Como la funcién w sélo depende ahora de la variable 1, renombramos la funcién
u(z,t) = u(z — ct) como u(x — ct) = f(n), y llamamos a las derivadas de la funcién
respecto de esa variable f’, f”... Nos queda entonces la ecuacion diferencial ordinaria

—Cf/ . 6ff/ + f/// — O, (33)
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que procedemos a resolver. Esta ecuacion diferencial ordinaria admite una primera
integracién trivial

—cf =3f*+ f' = A (3.4)
Si a continuacién multiplicamos por f’ e integramos una segunda vez:
/ 2 rr "t / —C o 3 1 N2
—off =B AP = AP P P () = A+ B (35)
Reordenando términos, nos queda una ecuaciéon para f’ :
()2 =2f+cf*+2Af +2B (3.6)

que como vemos se hallar mediante una cuadratura:

df L
/\/2f3+cf2+2Af+2B_i/no n. (3.7)

Nos damos cuenta enseguida de que el resultado de la integral dependera tanto del tipo
de raices y multiplicidad del polinomio de grado 3 en f como del valor de las constantes
Ay B, que analizaremos en lo que sigue.

3.1.1 Caso 1: Soluciones solitonicas

Comenzamos suponiendo que tanto la funcién f como su primera y segunda derivadas,
f', f" tienden a cero cuando n — +oo. Fisicamente, esto equivale a considerar que en
una zona muy alejada de la perturbacién original tanto la funcion como las derivadas de
ésta se anulan. Esto implica que las constantes A,B, producto de las dos integraciones
anteriores se anulan. Nos queda entonces en la integral (3.7):

df B _
| =~ =) (38)

donde 7y se refiere a las condiciones iniciales del fluido. Consultando en cualquier tabla
de integrales o en el software Mathematica, tenemos que el valor de la integral es:

df —2 2f
———— = —arctanh [{/1 4+ —]. 3.9
/ NI ET arctanh ||/ 1 4 =7 (3.9)
Despejando f en funcién de n — 19, nos queda:
Fo) = & 1+ o [§<n - 7)0)] = seal? [\/75(77 - 770)] (3.10)

El signo menos que precede a la funcién se debe a la eleccion del signo menos en
el valor de @ = —6, en la ecuacién (2.25). Tomado asi, representaria una onda de
depresién en el fluido, o como se denomina en la literatura, un dark soliton.
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Si se desea describir el comportamiento del fenémeno observado por Rusell, debe-
mos o bien tomar a = 6, o bien ignorar el signo menos que hemos obtenido en la
funcién f, que es lo que haremos aqui a continuacién.

Reescribiendo en (3.10) 1,71y en términos de x,t, y con la eleccién de signo men-
cionada anteriormente, la funcién u(z,t) queda

u(z,t) = gsech2 [g(:p —ct— 770)] : (3.11)

que he procedido a representar en una animacion en la Figura 3.1.

u(x,t)

X

Figura 3.1: Solucién soliténica (3.11) para un valor de ¢ = 1, 79 = 0 y para un intervalo
de tiempo t € [0, 20].

También podemos representar la misma solucién en un gréfico tridimensional, siendo
uno de los ejes la coordenada x y el otro la coordenada ¢, que es lo que se muestra en
la Figura 3.2.

Figura 3.2: Solucién soliténica en funcién de z,t.

En las gréaficas 3.1 y 3.2 ya podemos observar el tipo de onda que estadbamos bus-
cando: una onda que preserva la forma, no decae y que se mueve a velocidad constante.
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La amplitud de la onda es proporcional a ¢, mientras que la anchura va como
I' < 1/4/c. Por dltimo, se muestran a continuacién los perfiles de onda para distintos
valores de c:

u(x,t)

N

Figura 3.3: Perfiles de onda para distintos valores de la velocidad ¢. En azul ¢ =1, en
amarillo ¢ = 2, en verde ¢ = 3 y en rojo ¢ = 4.

X

Vamos a analizar ahora el caso de que tanto la funcién f(n) hallada anteriormente
como sus derivadas no se anulen en 1 — F-o00.

3.1.2 Caso 2: Soluciones de tipo cnoidal

Si ni la funcién f(n) ni sus derivadas se anulan en n — 400, las constantes A, B no
tienen porqué anularse y por tanto recuperamos en su generalidad la integral que nos
quedaba en (3.7):

df L
/\/2f3+cf2+2Af+2B_i/m n. (3.12)

Para resolverla, vamos a analizar el polinomio de grado 3 que queda en el denom-
inador. Por el teorema fundamental del dlgebra sabemos que el polinomio tiene tres
raices. Si tenemos un polinomio de grado 3 de la forma

P(z) = az® + Ba® + vz + 6 (3.13)

el nimero y tipo de soluciones vendra dado por el discriminante, analogo al caso cono-
cido de un polinomio de grado dos. Para el caso de grado tres, este discriminante tiene
la forma

A = 18aB6y — 4335 + %9% — day® — 270252 (3.14)

La multiplicidad de las raices dependen del valor del discriminante de la siguiente
manera:

e Si A > 0, el polinomio tiene tres raices reales distintas.

e Si A =0, el polinomio tiene una raiz repetida y todas son reales.
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e Si A <0, el polinomio tiene una raiz real y dos raices complejas conjugadas.

El discriminante en nuestro caso queda:

A = 144cAB — 8¢°B + 42 A* — 64A° — 43282 (3.15)

El siguiente paso es ver que condiciones tienen que darse entre las constantes A, B
para ver que tipo de soluciones tenemos. No vamos a hallar la solucién exacta, pues
determinar con exactitud las raices del polinomio haria falta considerar un problema
con unas condiciones de contorno concretas para hallar los valores de A y B.

SiA>0:

En este caso tenemos tres raices reales y distintas, por lo que podemos escribir el
polinomio en f como:

F(f)=2f+cf* +2Af +2B =2(f - fi)(f = f2)(f = f5) (3.16)

donde hemos denotado con fi, fs, f3 a las tres raices del polinomio.
Sustituyendo en la ecuacién (3.7) tenemos:

df
V2(F = A)(f = ) (f — f3)

Realizando el cambio de variable f = f5 + (f2 — f3) sen? 0, obtenemos:

= £(n —no) (3.17)

/¢ (f2 — f3)2sen B cos 0do
0 V2(fs— fi+ (f2— f3)sen?0)(fs — fo+ (fo — f3)sen®6)((fo — f3)sen? )

_ /¢ 1 2df cos 0 _ [ 2 /¢ df (- m)
o Vf2— f31/2(X —sen20)(cos? ) f3—fiJo V1—msen?6 T
(3.18)

donde hemos definido A = (fi — f3)/(fs — f2), m = 1/\ y ¢ como un angulo tal que
se cumpla f = fo — (fo — f3) cos? ¢. La integral que nos encontramos no es mas que la
inversa de la funcién eliptica de Jacobi en(u) (Ver apéndice.). En efecto, si definimos
u como la integral eliptica de primera especie,

? df
z= / —_— (3.19)
o V1 —msen20
entonces se define la funcion eliptica de Jacobi en(u) como:
cn(z) = cos ¢. (3.20)
Con lo que tenemos que :
z = cn *(cos @). (3.21)
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Aplicado a nuestro caso, obtenemos que

cos ¢ = cn [(77 — o) fs ; h : m] : (3.22)
Despejando cos ¢ en funcién de f y simplificando, obtenemos finalmente:
_ 2 fs—h
fm) = fat (fs = f2) en” | (n—m0) 5 M (3.23)

Hemos obviado el signo de 4(n — 1), pues la funcién cn?(u) es par. Volviendo a las
variables x,t, podemos representar en la Figura 3.4 nuestra solucién analitica:

(e t) = ot (s — 1) e’ [(w a5 l,m] (3.29)

L

Figura 3.4: Solucién cnoidal para un valor de ¢ = 1/2, m = 0.99 y un intervalo de
tiempo ¢ € [0, 20].

u(x,t)

Si representamos las soluciones para varios m distintos, podemos ver que al acercarse
el valor de m a la unidad, la separacion entre sucesivas “ondulaciones” va aumentando,
hasta llegar al valor limite de m = 1:

lim cn(z,m) = sech z, (3.25)

m—1

en el que la separacién entre ondulaciones es infinita, y por tanto recuperamos la
solucion del apartado anterior. Este hecho se puede observar en la Figura 3.5.

También podemos representar la solucién en un grafico tridimensional, siendo los
ejes referidos a las variables z,t, lo que se muestra en la Figura 3.6:
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u(x,t)

LU

Figura 3.5: Solucién cnoidal para un valor variable del pardmetro m de m = 0.99 a
m = 0.9999999

\\‘\\\\Q\‘& -\I |

\ LS
\s =)
‘-‘%‘?"

il
\

Figura 3.6: Representacion tridimensional de la solucién cnoidal 3.24, con m = 0.99,
N =0yc=1.

Si A=0:

Si el discriminante es igual a cero, entonces tenemos que el polinomio tiene una raiz
repetida. En ese caso vamos a disntinguir dos posibilidades, la primera es que tenga
una raiz doble, y la segunda que las tres raices sean iguales.

Raiz doble. Entonces el polinomio en f se puede escribir de la siguiente manera:

F(f)=2(f—g)(f - 92)2> (3.26)
por tanto, la integral en (3.12) se puede escribir como
df
=+(n—1n). 3.27
/ RN 20
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La integral anterior se pude calcular con algin programa como Mathematica, con lo
que tenemos

f=b
- V2 arctanh o

V32— g1

Despejando f y reescribiendo la expresién en términos de x, ¢, nos queda:

— +(n—m). (3.28)

f =91+ (g2 — g1) tanh? <_%\/92 —gi(r —ct - no))

= g5 + (g1 — go) sech? (—%\/H(x —ct— no)>

Como el argumento de la tangente hiperbdlica debe ser real, entonces gs > g1, y
nos encontramos con que nuestra solucion es una depresion en el fluido. Esto recibe el
nombre de dark soliton, y seré discutido con mas detalle en el tltimo apartado de este
capitulo. La forma de esta solucién se muestra en la figura 3.7.

(3.29)

u(x,t)

X

Figura 3.7: Solucién que representa una onda de depresion en el fluido, para un valor
dec=1yte]0,20]

Raiz triple. Si la raiz es triple, el polinomio en f se puede escribir:

F(f)=2(f — ). (3.30)

si sustituimos en la expresién (3.12)

df - 1 o

y despejando en funcion de f:

1
f= S T— + hy. (3.32)

Solucién que no es aceptable fisicamente, pues presenta divergencias para los valores
de z,t que anulen el denominador.
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Si A<O0:

En este caso el polinomio en f tiene dos raices complejas conjugadas y una raiz real:

F(f)=2(f - f)(f = FO(f = fo). (3.33)
Si las raices complejas son de la forma f; = a+iby f, = a — ib,
F(f)=((f —a) +0*)(f — fo). (3.34)

y la integral en (3.12) queda

df
V2((f = a2+ ) (f - f)
El resultado de esta integral es una expresion muy complicada, proporcional a la funcién
eliptica de Jacobi, con argumentos F'(f,n), con n una constante. Para hallar f, se
invierte la funcién, de modo que

= (1 — ). (3.35)

f=am(z,n) (3.36)

donde am(x,n) denota la amplitud de Jacobi. Una vez mas ocurre que esta funcién
no es una solucién vélida, pues diverge para valores de n — 4o00.

3.2 La ecuacion de Sine-Gordon

A continuaciéon vamos a resolver la ecuacion de Sine-Gordon, que nos permitira el
estudio de un tipo nuevo de soluciones, los kinks, los antikinks y las soluciones de tipo
breather. Para las soluciones 2-soliténicas, nos vamos a limitar a proponer la forma
de la solucién, pues hallar de manera analitica este tipo de soluciones requiere unos
métodos que no vamos a considerar en el presente trabajo.

3.2.1 Soluciones de tipo kink.

Partimos de la ecuacién de Sine-Gordon en su forma general

0%u 0%u ,
Eroml + Bsinu = 0, (3.37)
y la escribimos en forma normal, tomando para ello los valores o = g = 1:
Pu  Pu .
w — @ +smu = 0. (338)

Como es habitual, vamos a proponer una solucién de tipo viajero, u(z,t) = u(n),
con n = x — ct. Aplicando la regla de la cadena tenemos que

Ju  Oudn
or on Oz = U = e = Uy
(3.39)
ou  Oudn 9
_8t = _87” _8t = —cun = Uy = C U,m?.
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Reescribiendo entonces la ecuacion (3.38) en términos de esta nueva variable ), definiendo
u(z,t) = u(n) = f(n) y denotando a las derivadas sucesivas de u(n) como f’, f”.. ten-
emos

(=1) f"+sinf=0. (3.40)

Si multiplicamos la ecuacién anterior por f’, entonces podemos integrar una primera
VEZ:

—cosf+A:%(f’)2(1—c2). (3.41)

Ya que estamos buscando soluciones tales que f, f/ — 0 cuando n — Fo00, podemos
deducir de la ecuacién anterior que la constante A debe tomar el valor 1. Reorganizando
términos en (3.41), podemos integrar la ecuacién:

/% =2In (tan (f/4)> = \/%/dn. (3.42)

Despejando f de la anterior expresion, llegamos a

f(n) = 4arctan exp (%(m —ct— 7]0)> = u(x,t), (3.43)

donde ya hemos escrito la solucion en términos de las variables x, t.

A diferencia de los resultados obtenidos para la ecuacion KdV, los signos + que
aparecen en la exponencial no se pueden ignorar, ya que la funciéon f no es par ni impar.
Las soluciones tomadas con el signo menos se denominan kinks, y las soluciones con el
signo mas, antikinks.Podemos ahora representar estas dos soluciones en las Figuras 3.8
y 3.9.

u(x,t)
T
4

Figura 3.8: Representacion de un kink (eleccién del signo menos), 9 = 0, un valor de
¢ =1/2 y un intervalo de tiempo ¢ € [0, 20].

Hay que tener cuidado al interpretar este tipo de soluciones pues parece que, a difer-
encia de las soluciones solitonicas halladas en la ecuacion KdV, las soluciones de tipo
kink y antikink no parecen a primera vista una perturbacién localizada. Sin embargo,
debemos recordar que, por ejemplo, tanto para el caso de las oscilaciones mecanicas
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u(x,t)

Figura 3.9: Representaciéon de un antikink (eleccién del signo maés), o = 0, un valor
de ¢ =1/2 y un intervalo de tiempo ¢ € [0, 20].

acopladas como en el caso de la unién Josephson, la funciéon que aqui hemos denom-
inado u(x,t) representa el dngulo entre un péndulo y la vertical en el primer caso o
la fase entre dos pares de Cooper en el segundo. En estos casos, la funciéon de onda
representa un cambio en una caracteristica local del sistema a estudiar, que se propaga
a lo largo del mismo.

En la figura 3.10 representamos este tipo de soluciones para distintos valores de la
velocidad c:

u(x,t)

Figura 3.10: Solucién de tipo kink en 3.43 para distintos valores de la velocidad c.

donde nos damos cuenta de que la variacion en la velocidad no cambia demasiado
la forma de la funcién solucién. Esto ocurre porque los valores de ¢ no pueden variar
mucho al estar acotados entre 0 y 1 (recordar el término en la exponencial 1/v/1 — ¢?).

33



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton5'){ocgs[i].state=false;}}



3.2.2 Soluciones 2-kinks

Para la ecuacién de Sine-Gordon (3.37) se puede demostrar que existen soluciones de
la forma
f(x)

u(z,t) = 4 arctan <W) (3.44)

donde f(z)y g(t) son dos funciones arbitrarias, lo que se puede interpretar como un
encuentro entre dos kinks diferentes. En el estudio de las colisiones, se suele distinguir
entre colisiones kink-kink y kink-antikink, situaciones en las que es necesario definir las
funciones f(x) y g(x) de una manera concreta.

Colisiones kink-kink.

La solucién de la ecuacion para la que tenemos colisiones kink-kink pasa por elegir las
funciones f(x) y g(t) como

() = esinh <L> . g(t) = cosh (1C—t) (3.45)

1—¢2 — 2

de modo que

¢sinh (\/1"””_7>

ct
cosh < m)

Para interpretar esta soluciéon vamos a representarla primero en la Figura 3.11 :

/.,
—

Figura 3.11: Colisiéon de dos kinks para un valor de ¢ = 0.5.

up_(x,t) = 4arctan (3.46)

u(x,t)

La interpretacion es la siguiente: a tiempo t = —oo, los dos kinks se aproximan
al origen de coordenadas con velocidades ¢ = 0.5 y ¢ = —0.5, respectivamente. En el
momento de la colision, en ¢ = 0, ambos kinks cambian de signo, y siguen su camino
conforme en tiempo va aumentando (¢ = 00).
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Colisiones kink-antikink.

En este caso elegimos las funciones f(z) y g(t) como

1 1
fla)= 9t = ——— (3.47)
ccosh ( 1"’i62> sinh <ﬁ>
Asi tenemos que
sinh (—L)
up_q(z,t) = 4arctan = (3.48)
ccosh (ﬁ)

Al igual que en el caso anterior, antes de interpretarla, vamos a representar la solucién
primero en la Figura 3.12:

u(x,t)

N

Figura 3.12: Colisién de un kink con un antikink para un valor de ¢ = 0.5.

En este caso la solucién representa la colisién entre un kink aproximandose al origen
con velocidad ¢ = 0.5 y un antikink con velocidad negativa ¢ = —0.5. Despues de la
colision, tanto el kink como el antikink cambian de signo, antes de proseguir cada uno
su camino.

3.2.3 Soluciones de tipo breather.

Se define “breather” como una onda no lineal localizada en el espacio cuya envolvente
oscila a una frecuencia w. Debido a esta oscilacién, parece que el pulso “respira”, de
ahi el nombre breather, aunque a veces también se les llama oscilones. También existen
breathers viajeros en los que ademaés de oscilar se desplazan a lo largo de una direccién.

Para poder hallar este tipo de solucién, hay que elegir las funciones f(z) y g(t) en
3.44 como:

1 1
) w cosh (\/ 1- w%) o V1—w?sin(wt) (3:49)
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por lo que la funcién u(z,t) es

V1 — w?sin(wt)
w cosh (Mm)

u(z,t)p = 4arctan : (3.50)

cuya representacion grafica animada se muestra en la Figura 3.13.

u(x,t)

Figura 3.13: Solucién de tipo breather para un valor de w = 0.2 en (3.50).

Observemos que la eleccién de la frecuencia w es crucial, pues modifica tanto la
amplitud como la anchura del pulso oscilante, como se muestra en las Figuras 3.14 y
3.15.

u(x,t) u(x,t)

41 41

N

Figura 3.14: Breather (3.50) con Figura 3.15: Breather (3.50) con
w=20.9 w=0.01

3.3 La ecuacion de Schrodinger no lineal

Por tltimo, vamos a hallar las soluciones a la ecuacién de Schrodinger no lineal, para
lo que vamos a seguir un procedimiento muy parecido al que hemos utilizado en las
ecuaciones anteriores. La eleccion de la constante 3 en la ecuacion va a ser crucial,
pues dependiendo de si § es mayor o menor que cero tendremos soluciones de tipo
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dark solitons o bright solitons, cuyo significado explicaré mas adelante. Quiero senalar
que de entrada voy a descartar aquellas soluciones para las que las constantes de in-
tegracién no se anulen, pues en este caso estoy interesados solamente en soluciones de
tipo solitonico.

3.3.1 Primer caso: § < 0.

Por sencillez vamos a tomar f = —1, y sin pérdida de generalidad tomamos también
b =1, con lo que la ecuacién (2.76) toma la forma:

ou  0*u 9

. . , . 2 ., .
Debido a la presencia del término |u|”, vamos a proponer una solucién del tipo

u = g(z,t)ef=0tez (3.52)

con g(z,t) y 0(z,t) dos funciones reales de la variables z y ¢, y ¢ una constante real.
Derivando respecto ambas variables y sustituyendo en la ecuacién (3.51) tenemos que

i (gz +ig(0, + ¢)) + gy + 20G:0; + giby — 993 + 93 =0, (3.53)

donde hemos denotado con los subindices z,t a las derivadas de las funciones respecto
de esas variables. De la ecuacion (3.53) debemos separar la parte real e imaginaria

——90:+90)+gu—90; +9> =0 g.+ 296, + g0y = 0 (3.54)

e imponer que las funciones g(z,t) y 0(z, t) sean de la forma g(z,t) = g(n) = g(x—ct)
y 0(z,t) = 0(n) = 0(x — ct), es decir, soluciones viajeras con n = x — ¢t. Como en
apartados anteriores, aplicando la regla de la cadena podemos hallar las derivadas de
ambas funciones respecto a esta nueva variable. Como ejemplo se muestra el proceso
para la funcién g(z,t):

dg  0gOn dg 0gOn 9
= _ s 2=l = g = gy = 3.55
0z 0noz In at  oOnot In = Gut = € T (8:55)
El procedimiento es idéntico para la funcién 6(n). Sustituyendo en las ecuaciones
(3.54)

—g(0, + }) + gy — g029727 +¢°=0

(3.56)
Gy + 2¢°g,0, + 290, = 0.
Trabajando a partir de la segunda ecuacién, si multiplicamos por g(7)
9gn + 2¢°0,9,9 + g*c*0yy = 0 (3.57)
que se puede escribir como
%(%(gz) + cza%(g%n) = 0. (3.58)



Integrando respecto a la variable 7:

A—g2

2 2 2 _ _
g—i—ch@n—A = GW—W,

(3.59)
resultado que podemos utilizar para resolver la primera de las ecuaciones de (3.56).
Antes de eso, como se comentaba anteriormente, s6lo vamos a centrarnos en soluciones
en las que tanto ellas mismas como sus derivadas se anulen para n — 400, lo que
implica que la constante de integraciéon A debe ser igual a cero. Esto nos permite
inmediatamente conocer la forma explicita de la funcién 6 de (3.59):

1 _
) = — = f=_— 3.60
T 2e2 2¢2"! (3.60)
donde hemos obviado la constante de integracién por dar lugar a una fase que deja

invariante la ecuacion final.

Sustituyendo el valor hallado para 6, en la primera de las ecuaciones de (3.56)
obtenemos

-1 1
-9 (2—02 + ¢> + 0297777 + 902@ +9° =0, (3.61)
que multiplicando por g, e integrando nos lleva a
-1, 1 1, 2 51 1,
— - — = —+-g"=0. 3.62
2 Y ( 202>+2C (9)" +9"32 + 39 (3.62)

Multiplicando por tltimo esta ecuacién por 4¢? y definiendo ¢? = f tenemos:

£+ %F +206 (f,)" - 2/ ( - 2—;) =0. (3.63)

Reordenando términos

1 3 1
fn:ﬁ\/—f3+f2 (2¢—2—62) :E\/—f3+af2, (3.64)

donde hemos definido la constante o como

o= <2¢ - 2%) | (3.65)

La expresion (3.64) se puede integrar

df B 2 a—f B
\/50/ [N i —2c aarctanh ( = ) =+(n—no) (3.66)

y despejando en funcion de f:

f(n) = asech’ (;—Cl\/g(n - no)> : (3.67)
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Deshaciendo el cambio anterior definido como f = ¢? y escibiendo los términos en
n como 1 = z — ct, obtenemos por fin nuestra funcién u(z,t)

—1 » 2
u(z,t) = v/asech (23—/20\/5(z —ct — 770)) g0 (a—ct)/2e?) (3.68)

Para representar la intensidad del pulso de luz que hemos hallado tras este largo
calculo, debemos representar el médulo al cuadrado del campo eléctrico, o lo que es lo
mismo, el médulo de la funcién u(z,t) al cuadrado, que es lo que se hace en la Figura
3.16.

u(x,t)

X

Figura 3.16: Intensidad del pulso |u(z, t)‘2 hallado en 3.68.

Como se puede observar en la Figura 3.16, la eleccion de las constante § = —1
en la ecuacion ha dado lugar a una onda de tipo soliténica positiva, lo que se conoce
como bright soliton. Como veremos en el siguiente apartado, la eleccion de la constante
£ =1 desembocara en lo que se conoce como dark soliton.

Por otro lado,la eleccién de la constante ¢ es indiferente, pues para hallar la in-
tensidad del pulso se toma el médulo al cuadrado de la funcién u(z,t), por lo que el
término que contiene a ¢ desaparece.

3.3.2 Segundo caso: 3 > 0.

Por sencillez vamos a tomar el valor § = 1, por lo que la ecuacion de Schrodinger no
lineal es

Ou  0*u
Z—

0z = o2

Al igual que antes, se propone una solucién con la forma

— ulul> = 0. (3.69)

u = g(z,t)ed=0tez (3.70)
que sustituida en la ecuacién (3.69) y separada en parte real e imaginaria nos queda:
—9(0: + @) + g1 — 993 - 93 =0 9= + 290 + g0y = 0 (3.71)

resultado idéntico al del apartado anterior salvo por el signo menos en el término ¢*
de la parte real. Ahora proponemos que las funciones g(z,t) y 6(z,t) sean del tipo
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g(z,t) = g(n) = glx —ct) y 0(z,t) = 0(n) = 0(x — ct) (soluciones viajeras de nuevo).
Hallando las derivadas respecto de esta nueva variable, como en (3.55) y sustituyendo
en las partes real e imaginaria llegamos a:

—g(0, + &) + gy — 9029,27 —¢*=0 gy + 22,0, + g0, =0 (3.72)
De la segunda ecuacién, al igual que antes podemos obtener el valor de 0,

A—g?

2 2 2 _ —
g+20g9,7—z4 = HW—W

(3.73)

pero con una salvedad: dado que estamos buscando una perturbacion que se mueva
dentro de una funcién constante (ver animacién posterior), ni la funcién ni las derivadas
deben anularse por lo que ni la constante A ni ninguna constante producto de una
integracién deben anularse. Sustituyendo el anterior resultado (3.73), en la primera de
las ecuaciones (3.72) tenemos:

1 9 A? 3
Multiplicando por g, e integrando obtenemos
2 2
g 1 2 2 A L,
= — - ————-g =B 3.75
2 (402 ) + c (g77> 80292 49 ) ( )

con B una constante de integracién. Al igual que antes, multiplicando por ¢ y por
8c2, y definiendo ¢? = f tenemos:

A fy= VP40 — 1) + A2+ 22 f3 + B (3.76)
ecuacion diferencial en variables separables que se puede integrar
cAdf
=4(n— 3.77
/\/f2D+202f3+O 1= 1) (377)

donde hemos definido A2+ B=Cy 4c’¢ — 1= D.

No vamos a entrar en la discusién de la multiplicidad de raices ni en las condiciones
para ello, ya que a diferencia de la ecuacién KdV, sélo nos interesan las soluciones en
las que el polinomio tenga una raiz doble:

/ c2df
\/202(f = [1)2(f = f2)

Esta integral arroja como resultado

Czdf =cC 2 arcsec E — .
/\/202(f— FRf—fa) \/; h ( =/ ) +(n—mno).  (3.79)

Despejando la funcién f(n) tenemos

— (- o). (3.78)
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V2
donde ya hemos escrito la solucién deshaciendo el cambio n = z — ¢t, y donde hemos

definido m = (f1 — f2)/ f1-
La funcién u(z,t) en (3.70) es entonces

f(n)=nh (1 — msech? {im\/ﬁ(z —ct — 770)}> : (3.80)

u(z,t) =/f (n)ei(%(z_Ct)W), (3.81)

con f(n) la solucién presentada anteriormente en (3.80).
Como puede verse, esta solucién es mucho mas complicada que en el apartado anterior.
Sin embargo, si se desea representar el médulo al cuadrado (la intensidad del pulso),
entonces la exponencial se simplifica y podemos representar el pulso facilmente, lo que
se hace en la Figura 3.17.

u(x,t)

N[

\ ;

Figura 3.17: Intensidad del pulso.

Puede observarse, que se trata de un solitén en el sentido de que se propaga sin
cambio en la forma, pero no es un pulso corriente: debe interpretarse como una falta
de energia (o un “hueco”) en la senal continua del sistema. La intensidad es constante,
pero durante un breve periodo de tiempo se produce una caida a cero que se interpreta
como una ausencia de senal, es decir, un dark soliton.

3.4 Apéndice B: Integrales elipticas y
funciones elipticas de Jacobi

Como complemento a la resolucion de las ecuaciones en este capitulo, se presentan unas
breves nociones sobre integrales elipticas y funciones elipticas.

3.4.1 Integrales elipticas

Las integrales elipticas surgen de manera natural al intentar analizar integrales de la
forma

dx
VP(x)
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donde P(z) es un polinomio de grado cuatro. Cuando el grado del polinomio es 2,
la integral puede evaluarse usando funciones trigonométricas. Cuando el grado del
polinomio es 3 6 4, Legendre demostré que las correspondientes integrales se pueden
poner como combinacion lineal de las tres integrales elipticas candnicas, que se definen
a continuacién. Antes de eso vamos a definir los siguientes argumentos que apareceran
en las integrales elipticas(la notacién puede variar segin la fuente)

e o, llamado el “angulo modular”.
e k =sena, que se denomina “excentricidad” ¢ “modulo eliptico”, 0 < k < 1.

o m = k% =sen?q, el “pardmetro” de la integral eliptica; obviamente 0 < m < 1.

Estas tres cantidades se pueden utilizar de manera intercambiable, puesto que el
conocimiento de una de ellas implica el de las otras dos (puesto que todas ellas se
suponen positivas). En la notacién de las integrales elipticas también aparecerd la
variable de la que dependen, que se puede denotar como ¢, llamada la “amplitud”, o
como x = sen .

Definicién B.1.1 Se denomina integral eliptica incompleta de primera especie a

* dt ¥ dt
F(x; k) ::/ :/ . (3.82)
0 VA-PU-RP) b JI-B)1-mP)
Haciendo los cambios ¢t = senf, m = sen’c, = sen, se llega a una expresiéon
equivalente
s do s do
F(x; k) = F(sen ;k—/——/ , 3.83
(23 %) (sen ;) o V1 — k2sen2d o V1 —sen?a sen2d (3:83)
que segun el caso puede denotarse de cualquiera de estas maneras:
F(z;k) = F(senp; k) = F(p, k) = F(p|m) = EllipticF[p, m], (3.84)

donde la tltima expresion en color azul es la usada en el programa Mathematica (criterio
de color que seguiremos en lo sucesivo).

Definicién B.1.2 Cuando ¢ = 7/2 6 x = 1 tenemos la integral eliptica completa de
primera especie:

t

2 g 1 d
K<m>=/0 m:/o VI-) (T -mt)

= EllipticK[m]. (3.85)

42



Definicién B.1.3 Se define la integral eliptica incompleta de sequnda especie como

T — k%2
0

Efectuando los mismos cambios que en el caso anterior (t = senf, m = sen’a, r =
sen ), se llega a la expresién equivalente

©
E(x;k) = E(senp; k) = / V1 — sen?a sen2d db), (3.87)
0
que segun el caso puede denotarse de cualquiera de estas maneras:
E(z;k) = E(seny; k) = E(p, k) = E(p|m) = E1lipticE[p, m], (3.88)

Definicién B.1.4 Para ¢ = 7/2 6 © = 1 tenemos la integral eliptica completa de
sequnda especie:

7|'/2 5 1 1 _ mt2 _ ) )
E(m) = i V1 —msen?6 df = N dt = EllipticE[m)]. (3.89)

Las integrales elipticas de tercera especie son ain mas complicadas, pues dependen
de un tercer parametro llamado la “caracteristica”, que puede tomar cualquier valor.
A continuacion se definen solamente por completitud.

Definicién B.1.5 La integral eliptica incompleta de tercera especie es

nsplm) = [ &
n;plm) =
v 0 L—nt* /(1 —mt2)(1 — t2)

/w ! 40 II(n; o\a) = E1lipticPi] ]
- = II(n; p\a) = ipticPi[n, ¢, m].
o L—mnsen?0+/1—sen?asen?d i P ’

Definicién B.1.6 Cuando ¢ = 7/2 6 x = 1 tenemos la integral eliptica completa de
tercera especie:

= C .

3.4.2 Funciones elipticas de Jacobi

Las funciones elipticas pueden ser consideradas como una generalizacién de las fun-
ciones trigonométricas o de las hiperbdlicas, e historicamente, fueron descubiertas por
Abel como las funciones inversas de las integrales elipticas. Hay dos familias de fun-
ciones elipticas, las de Jacobi y las de Weierstrass. Aunque las de Jacobi histéricamente
aparecieron primero y son las que suelen surgir directamente en las aplicaciones, las de
Weierstrass son mas sencillas y son tales que cualquier funcion eliptca puede expresarse
en términos de ellas, aunque en este apéndice solo hablaremos de las de Jacobi, pues
son las que hemos utilizado en el trabajo.
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Para introducir las funciones elipticas de Jacobi, conviene recordar la expresiéon de
la integral que nos proporciona la funcién inversa del seno

Yoodt
z(w) = ——— = arcsenw. 3.90
) /0 Vi-¢ (3.90)
Para Abel la anterior expresion nos permite definir la funcién seno invirtiendo la
integral, es decir,

w = senz.

Pues bien, las funciones elipticas de Jacobi se introducen de manera andloga, sélo

que invirtiendo la integral eliptica incompleta de primera especie en lugar de la integral

De forma mas explicita, consideremos de nuevo la integral eliptica incompleta de
primera especie F'(z; k) que fue definida en anteriormente, y denominemosla

sen ¢ dt

w dt
Fwsk) :/0 Ji-oi-ee) Sy JO-2)0-kke)

= z(w) = 2(p; k),
(3.91)

donde recordemos que ¢ es la amplitud.

Definicién B.2.1 Se define la funcién “seno eliptico” como la inversa de la anterior
integral:
w =sn(z, k) = sen p. (3.92)

Definicién B.2.2 La funciéon “coseno eliptico” se define como
w=cn(z,k) =cosp = sn’(z,k) +cn?(z, k) =1. (3.93)

También juega un papel destacado la funcién eliptica que se suele llamar “amplitud
delta”

w=dn(z,k) =V1—k2sn2z = dn’(z,k)+k?sn?(z,k) = 1.

Proposicién B.2.1 Las tres funciones elipticas de Jacobi pueden expresarse a partir
de las integrales elipticas como

Y
o /0 SO —ke) (3.94)

- dt . (3.95)
1
. dt (3.96)

e A=) (214K
Notemos que estas funciones elipticas dependen de la variable z pero también del
modulo k, o si se prefiere del parametro m. De hecho pueden estudiarse como funciones
de dos variables complejas, 2z v k.
La notacién en Mathematica para estas tres funciones es la siguiente (m = k?):

sn(z, k) = JacobiSN[z,m|, cn(z, k)= JacobiCN[z,m], dn(z, k)= JacobiDN|[z,m].
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Proposiciéon B.2.2 Se puede demostrar que las tres funciones eliptcas anteriormente
definidas son analiticas con respecto a la variable k y son tales que

lim sn(z, k) = sen z, lim cn(z, k) = cos z, limdn(z, k) = 1. (3.97)
k=0 k—0 k—0
limsn(z, k) =tanhz, limen(z, k) =sechz,  limdn(z, k) =sechz. (3.98)
k—1 k—1 k—1

Por otro lado, de la definicion, en principio la variable z € R pero, al igual que
el argumento de la funcién sen z, es posible extender el significado de estas funciones
para z € C.

Proposiciéon B.2.3 Las derivadas de las tres funciones elipticas de Jacobi que esta-
mos considerando verifican las siguientes relaciones:

dsn(z, k)
—, = en(z, k) dn(z, k)
w = —sn(z, k) dn(z, k) (3.99)
ddn(z,k)
e —k*sn(z, k) en(z, k).

Proposiciéon B.2.4 Las funciones elipticas de Jacobi satisfacen las siguientes ecua-
ciones diferenciales no lineales de primer orden

w=sn(z,k) = (%) = (1 —w?)(1 - Kkw?), w(0)=0, w'(0)=13.100)
w=cn(z, k) = (Ccll—l;) = (1 —w?)(1 -k + K*w?). (3.101)
w=dn(z,k) = (Z—Z) = (w® — 1)(1 — k* — w?). (3.102)

Proposiciéon B.2.5 Las funciones elipticas de Jacobi también son solucién de las
siguientes ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden

2

w=sn(z,k) = d—tg + (1 + k*)w — 2k*w?® = 0. (3.103)
2
d*w 2 2,3
w=-cn(z, k) = F—i—(l—Zk: Jw + 2k“w® = 0. (3.104)
z
d*w 9 3
w=dn(z,k) = W_Q_k Jw + 2w’ = 0. (3.105)
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Proposiciéon B.2.6 Las funciones elipticas admiten los siguientes desarrollos es serie
de potencias alrededor del origen, z = 0:

1 1
w=sn(z,k) =2 — (1 + k)2 + — (1 + 14> + k)25 + - --

6 120
1 1 1
w = cn(z,k)=1-— 522 + ﬁ(l + 4k%) 2t — ﬁo(l + 44K* 4+ 16k)2° 4 - - -
Lioo Lo qaya 1 2 4., 16,6
— =1-= — (4 — 1 44 .
w = dn(z,k) =1 21{:2’ +24(k+l<:)z 720(6k+ k*+k°)z
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Capitulo 4

Conclusiones

La realizacion de este trabajo me ha permitido poner de manifiesto la importancia de
las ecuaciones en derivadas parciales no lineales, como continuacién natural de la asig-
natura de Métodos Matematicos IV, donde se aprendié a resolver las EDP lineales y de
donde se han sacado buena parte de los conocimientos necesarios para poder abordar
este TFG. Por otra parte, el haber aprendido a utilizar el software Mathematica en
las asignaturas de Métodos Matematicos ha sido fundamental para realizar tanto las
representaciones y animaciones como algunas de las integrales, permitiendo asi una
facil visualizacion de las soluciones halladas. Este estudio me ha servido también para
aprender aspectos muy interesantes sobre sistemas fisicos donde aparecen los fenémenos
de no linealidad y dispersién, y aportando por tanto unos conocimientos que no estaban
presentes en los objetivos del grado, completando por tanto la formacién académica
recibida.

La busqueda de soluciones me ha permitido entender la complejidad de estos sis-
temas y de sus soluciones, aprendiendo sobre solitones, kinks breathers y ondas de tipo
cnoidal y a su vez dotarme de herramientas para el estudio de otros sistemas que no
han sido estudiados aqui, pudiendo aplicar métodos similares.

Por tanto, con la realizacién de este estudio hemos establecido un punto de par-
tida tanto para continuar con el estudio de estos sistemas desde un punto de vista de
los métodos de resoluciéon modernos (transformada de scattering inverso, la transfor-
macién de Bécklund...) en cursos mas avanzados de Méster, y que podrian desembocar
todo tipo de estudios relacionados con estos temas (especialmente la rama de Fisica
Matemadtica) como para continuar estudiando determinados sistemas que presenten
este tipo de comportamiento, y utilizar los métodos empleados en este trabajo para su
estudio, dado las numerosas aplicaciones actuales de este tipo de ondas.
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