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Introduccion

Esta memoria tiene dos objetivos fundamentales: la caracterizacion de
las clases ultradiferenciables casianaliticas en la recta real (en el sentido de
Roumieu-Carleman), y el estudio de problemas de unicidad para clases de
funciones holomorfas en una banda horizontal generalizada, sujetas a ade-
cuadas condiciones de decrecimiento. De estos segundos resultados se pue-
den deducir a su vez nuevas caracterizaciones de la casianaliticidad, ahora
para clases ultraholomorfas de funciones que admiten desarrollo asintotico
uniforme en 0, punto frontera de su dominio de definicién.

Las técnicas que utilizaremos a lo largo del trabajo son eminentemente de
variable compleja, y los prerrequisitos se recogen en las asignaturas de Anali-
sis Matematico impartidas durante el Grado en Mateméticas (Variable Com-
pleja) y el Master de Investigacion en Mateméticas (Ampliacién de Teoria
de Funciones). Asi, se necesitardn resultados elementales (desigualdades de
Cauchy, elementos de transformada de Fourier, principio de identidad, prin-
cipio del médulo maximo, etc.), y otros més avanzados (manejo de productos
infinitos, férmula de Jensen, familias normales, aplicaciones conformes, etc.)
que corresponden a la asignatura del Master.

Es bien conocido que una funcién holomorfa en un dominio (abierto cone-
x0) del plano complejo queda determinada por la sucesién de sus derivadas,
entendiendo a la propia funciéon como su derivada de orden 0, en un punto
arbitrario del dominio, y lo mismo se puede decir de una funcién analitica
real en un intervalo de la recta. Esta propiedad deja de cumplirse para la
clase de las funciones indefinidamente derivables en R, pero tiene sentido
su estudio en clases intermedias entre esta y la de las funciones analiticas,
constituidas por funciones f cuyas derivadas sucesivas f(™ estdn sujetas a
estimaciones que limitan su crecimiento en términos de una sucesiéon numeéri-
ca {M,}5°, con propiedades adecuadas. Estas son las denominadas clases
ultradiferenciables de Roumieu-Carleman, y se dice que una clase tal es ca-
sianalitica cuando uno cualquiera de sus elementos queda determinado por
su sucesion de derivadas en un punto arbitrario. La caracterizacién de esta
propiedad se obtuvo en los anos 20 del siglo pasado, y se debe a Denjoy,
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que obtuvo algin resultado parcial, y a Carleman, que cerré el problema en
1923. La demostracién que presentamos de este resultado se basa en técnicas
de variable compleja, y requiere especialmente del teorema de Paley-Wiener
que caracteriza las funciones enteras de tipo exponencial cuya restriccion al
eje real es de cuadrado integrable en términos de su transformada de Fou-
rier. Tras exponer este resultado, se estudian a continuacion las propiedades
algebraicas de las clases ultradiferenciables, especialmente en el caso en que
la sucesion que las define sea logaritmicamente convexa, lo que no supone
pérdida de generalidad en el caso que nos ocupa. Cerramos el capitulo con el
teorema de Denjoy-Carleman, que precisa varias condiciones sobre la sucesion
{M,}22,, o sobre funciones auxiliares asociadas a la misma, que equivalen a
la casianaliticidad de la clase correspondiente. Los textos utilizados durante
la elaboracién de este capitulo son [1], [2], [17].

En el segundo capitulo, nos centraremos en problemas de unicidad para
clases de funciones holomorfas en bandas horizontales generalizadas. Concre-
tamente, se trabajard con la banda horizontal simétrica respecto del eje real
y de anchura 7, que denotamos por D, = {z € C : |Im(z)| < 7/2}, y con
bandas simétricas respecto del eje real del tipo

Ay ={s € C: Re(s) > gy, |Im(s)| < G(Re(s))},

donde G es una funcién continua, positiva y de variaciéon acotada en un
intervalo (0¢,00), y con limite positivo en infinito. La forma de proceder
sera similar en ambas situaciones, aunque la obtencion de los resultados en
el caso de las bandas generalizadas requerira del estudio exhaustivo de las
propiedades de la transformacién conforme, normalizada adecuadamente, que
permite transformar biyectiva y de manera biholomorfa la banda clasica D,
en A;. En primer lugar, se probaréd que la existencia de funciones holomorfas
acotadas, no idénticamente nulas y continuas hasta la frontera en dichas
bandas implica la convergencia de ciertas integrales que involucran al modulo
de la funcién en cuestion. Mientras en el caso de la banda estdndar este
resultado (ver el teorema 2.1.2) se deduce a partir de la férmula de Jensen,
sera necesaria toda la tercera seccién del segundo capitulo para generalizarlo
a la banda Aj,.

El segundo resultado que se estudia es en cierto sentido un reciproco del
anterior: se trata de construir funciones holomorfas acotadas, no idéntica-
mente nulas y continuas hasta la frontera cuyo médulo pueda ser controlado
por la exponencial negativa de una funciéon N no decreciente. Mientras la
construccién para la banda clésica se realiza en el teorema 2.1.7 mediante
un método ingenioso pero no muy penoso, la extensién del resultado a ban-
das generalizadas, en el teorema 2.2.20, requerird de un enorme esfuerzo. En



particular, cabe destacar que ha sido necesaria la consideracion de la medida
armoénica, herramienta introducida por R. Nevanlinna y que no se encuentra
desarrollada frecuentemente en la literatura.

Por 1ltimo, en la cuarta seccién se establecen las condiciones de unicidad
para funciones definidas en la banda generalizada, asi como en el semiplano
superior abierto, cuando se las somete a determinadas condiciones de de-
crecimiento exponencial. Este tltimo resultado es de especial interés, pues
permite dar condiciones de casianaliticidad en clases de funciones con desa-
rrollo asint6tico uniforme en un punto de la frontera del dominio de definicion,
situacion especialmente interesante en el caso de sectores y sus vértices.

Las referencias que se han utilizado para este segundo capitulo son esen-
cialmente [12] y [13].

El trabajo finaliza con un apéndice donde se recogen los resultados clésicos
principales, necesarios para hacer el texto autocontenido. Para los resultados
generales de variable compleja hemos consultado los textos [1], [2], [5], [6],
[14], [16], [17] y [19]. Para los relativos a la integral de Riemann-Stieltjes
se han seguido los textos [3],[7] y [18]. Por tltimo, para la teoria general
asociada a la medida arménica se recomiendan los textos [8], [10] y [15].
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Notacion

D(zp,7) Disco centrado en z de radio 7.

H(S)
C*(R)
F(f)
N

No

log

In

IS

Espacio de las funciones holomorfas en un abierto conexo €2 de C.
Espacio de las funciones complejas indefinidamente derivables en R.
Transformada de Fourier de la funcién f.

Conjunto formado por los niimeros naturales, {1,2,...}.
Conjunto formado por los nimeros naturales y el cero.
Determinacién principal del logaritmo complejo.

Logaritmo neperiano, funcién real de variable real.

Integral extendida a un intervalo no acotado superiormente cuyo
extremo inferior (finito) es irrelevante.

Integral extendida a un intervalo no acotado inferiormente cuyo
extremo superior (finito) es irrelevante.

Conjunto de los nimeros reales mayores o iguales a cero.
Conjunto de funciones integrables Stieltjes con respecto a a.
Banda horizontal {z = = +iy: |y| < §}.

Banda horizontal generalizada {s = o +it: 0 > 0y, v [t| < G(0)}.
Determinante jacobiano del difeomorfismo z.

Notacién abreviada para o(z +i%).

Notacion abreviada para 1:(0 + Z'G(a)).

Semiplano superior abierto.
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Capitulo 1

Clases casianaliticas en R

El objetivo de este capitulo es demostrar el teorema de Denjoy-Carleman.
Se seguird la prueba contenida en el texto de W. Rudin [17], que hace uso
de técnicas de variable compleja, a diferencia de la demostracién mediante
técnicas exclusivamente de variable real debida a T. Bang (véase el libro de
L. Hormander [9]). Debido a nuestra eleccién, serd necesario presentar en
primer lugar el teorema de Paley-Wiener, asi como describir las propiedades
bésicas que tienen las clases ultradiferenciables con las que trabajaremos.

1.1. Teorema de Paley-Wiener

En esta seccién se expone un resultado fundamental en la demostracion
del teorema de Denjoy-Carleman, el teorema de Paley-Wiener. Dicho re-
sultado caracteriza las funciones enteras de tipo exponencial (es decir, con
crecimiento exponencial de orden 1 y tipo finito) que restringidas al eje real
son de cuadrado integrable como aquellas cuya transformada de Fourier es
una funcion de cuadrado integrable y soporte compacto.

Definicién 1.1.1. Sea f € L'(R), denotamos por F(f) a la transformada
de Fourier de f, es decir, a la funcion definida para cada t € R de la siguiente
manera

F()(t) = J% / " f(a)e .

Teorema 1.1.2 (Teorema de Paley-Wiener). Sea f una funcién entera, y
supongamos que existen constantes positivas A y C' tales que

1f(2)| < Ce?l para cada z € C, (1.1)

7
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y que ademas
/ | (2)2dz < oo, (1.2)

Entonces existe una funcién F' € L*(—A, A) tal que

A
f(z)= / F(t)e™dt para cada z € C. (1.3)
—A

Demostracion. Consideremos, para e > 0, la funcién f, definida como f.(x) =
f(z)e?l 2 € R. Nuestro objetivo es justificar que

hm/ fo(x)e ™ dr =0 paratreal y [t| > A. (1.4)

Veamos cémo deducir (1.3) a partir de (1.4). En primer lugar, observemos
que para € > ( se tiene que

o oo
I~ Sl = [ 1@ = g@Pde= [ |f@)Ple - 1P
—00o —00

y en virtud del teorema de la convergencia dominada, cuando ¢ — 0 el
término de la derecha tiende hacia 0. En efecto, consideremos una sucesion
de nimeros reales positivos {e, }2°, tales que lim,,_,,, £, = 0, y consideremos
la sucesién de funciones asociada f., (z) = f?(x)(e~*"1*l — 1)2. Por un lado,
se tiene que

|fe ()] = | F2 (@) (7= = 1)?| < 4| f(2) %,
y por otro, f., — 0 cuando n — oo. Aplicando el teorema de la conver-

gencia dominada, deducimos que [7_|f., (z)|dz — 0, cuando n — oo. A
continuacion, aplicando el teorema de Plancherel, deducimos que

IF(fe) = F(Dll2 = 1F(fe = Hllz = I1fe = [ll2,

donde en la primera igualdad se ha aplicado la linealidad de la transformada
de Fourier. Se concluye que la transformada de Fourier de f. converge en
L*(R) a la transformada de Fourier de f. Por otro lado, en virtud de (1.4),

afirmamos que

lir%]-"(fe)(t) = llm/ fo(x)e ™dx =0 paratreal y [t| > A,
e—

1/271' e—0

es decir, el limite puntual de la transformada de Fourier de f, cuando ¢ —
0 se anula para todo t con [t| > A. Dado que la convergencia en L*(R)
implica la existencia de una sucesién {€,}5°, con lim, €, = 0 de modo
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que {F(fe,)}n converge puntualmente casi siempre hacia F(f), se deduce
que la transformada de Fourier de f, F(f), es igual a cero en casi todo punto
de R\ [—A, A], por lo que F(f) € L'(R) sin mds que aplicar la desigualdad
de Holder A.3. Ademds, en virtud de (1.2), se tiene que f € L*(R). Estamos
pues, en condiciones de aplicar el corolario A.2 para concluir que

1 > ixt
fla) = <= / FDOear

en casi todo x real. Ahora bien, cada miembro de la igualdad anterior es
una funcién entera, el primero por hipétesis y el segundo por aplicacién del
teorema de holomorfia bajo el signo integral A.4, y ademéas coinciden en un
conjunto con puntos de acumulacién. Aplicando el principio de identidad
A5, concluimos que la ultima igualdad es de hecho cierta en todo el plano
complejo como se queria ver. Tomando

F(z)= \/%}"(f)(z) para cada z € C,

se obtiene (1.3).
Probemos pues la expresién (1.4). Para ello, consideremos para cada « real,
el camino I', definido por

[.(s) =se™, para0<s < oo. (1.5)
Y escojamos también para cada a el semiplano
I, = {w € C: Re(we™) > A}.

Finalmente, para cada w € II,, definamos la funcién
Do (w) = f(z)e”*dz = e"“/ f(seia)e—wsemds‘
Ta 0

En virtud de (1.1) y (1.5), podemos asegurar que el valor absoluto del inte-
grando es, a lo sumo,

|f(seia)e—wsem | < CveA\sem|eRc(—wseio‘) < Ce—(Rc(wem)—A)s.

Con todo esto, afirmamos que la funcién @, es holomorfa en I, sin més que
aplicar el teorema de holomorfia bajo el signo integral A.4.

Por otro lado, para @« = 0 y @ = 7 podemos extender los dominios
de definicién de las funciones ®y y &, respectivamente, a los semiplanos
{w € C: Re(w) > 0} y {w € C: Re(w) < 0} conservando la holomorfia de
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dichas funciones. Nuevamente, esto se deriva del teorema de holomorfia bajo
el signo integral, donde la 1nica condicion que no es directa es la tercera.
Realizamos los calculos para ®g, el razonamiento para @, es analogo.

Fijado un punto wy € {w € C: Re(w) > 0}, tomemos un entorno suficien-
temente pequenio, D(wy,7), que esté integramente contenido en el conjunto
{w € C: Re(w) > 0}. Definamos la constante M = Re(wg) —r, de tal manera
que para todo w € D(wq, ), se tiene que Re(w) > M. A continuacién, para
cada (w,z) € D(wp,r) x [0,00), acotamos el integrando

[f@)e™] = |f(@)]e = | fa)]em ) < | f(a)lemM.
Consideremos la funcién g: [0,00) — [0,00) dada por g(x) = |f(z)]e M,
resta probar que dicha funcién es integrable en [0, 00). Esto se deriva de la

desigualdad de Holder A.3, y del hecho de que la funcién f restringida al eje
real es de cuadrado integrable (ver (1.2)). En efecto,

> d — > 7de > 2d > 72:1:Md )
[ latos = [T s e < [Tl [T e < o

Por tanto, tenemos garantizada la holomorfia de &y y ®,, explicitamente
:/ f(z)e " *dx, Re(w) > 0,
0
0
= —/ f(x)e **dx, Re(w) < 0.

La relacién existente entre las funciones ®,, y la expresién (1.4), se pone
de manifiesto a continuacién, pues para cada t real, se tiene que

[ awetan= [ pmeties [ e
= / 0 flx)e " dr + / N Fla)e =i dy
( / flz)em et xdw) / Fla)e it gy

(—e+1it) + Po(e +it). (1.6)

Por tanto, para justificar (1.4), probaremos equivalentemente que para t real,
tanto sit > A, como si t < —A, se tiene que

h’r%(cbo(e +it) — & (—e+it)) = 0.
e—
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Para verlo, probaremos que las funciones ®, son prolongaciones analiticas
unas de otras, siempre que sus dominios tengan interseccion no vacia. Para
ello, sean o y 8 nimeros reales, tales que 0 < § — a < w. Ademads, conside-

remos ;
= y 1= cos(
7 2 1 2

Si tomamos w = |w|e™", entonces

) > 0.

Re(we'®) = Re(|w|e" @) = |w| cos(a — ) = |w| cos(y — a) = |w|n.

Andlogamente, se obtiene que Re(we®) = |w|n. Por tanto, w € I, NIz si
lw| > %. A continuacién, veremos que P, (w) = Pg(w), si w = |wle™ y
lw] > %, y entonces, en virtud del principio de identidad A.5, concluiremos
que las funciones ®, y ®3 coinciden en la interseccién de los semiplanos en
los que estaban definidas originalmente dichas funciones.

Para ello, consideremos la integral

/f(z)e_wzdz, (1.7)
r
donde I es el arco circular, parametrizado por
[(t)=re", a<t<B.
Tomemos un punto del soporte de I', digamos z = re’, entonces se tiene que
Re(—wz) = Re(—|w|e re™) = —|w|r cos(t — ) < —|w|rn,
y por tanto, el integrando de (1.7) se puede acotar como
f(2)e*| < CeAlre | gRe(-w2) < Cpr(A=|wln),

Con todo esto, podemos acotar (1.7) de la forma

/F F(2)e ™ dz

Si |w| > %, se tiene que el exponente anterior es negativo, y por consiguiente,

< CeT(A—IwIn)T(ﬁ —a).

la integral (1.7) tiende hacia 0 cuando r — oo. Aplicando a continuacion el
Teorema de Cauchy, deducimos que

/ f(z)e™*dz + / f(z)e**dz — / f(z)e "*dz = 0.
[0,rete] r [0,7eP]
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Pasando al limite cuando r — o0, se concluye que

/Fa f(z)e™*dz = /FB f(z)e "z,

si |w| > ? y w = |w|e™, y por el principio de identidad @, y ®5 coinciden
en la interseccion de sus dominios de definicion.

Para terminar, observemos por un lado que cuando t < —A, se tiene que
e+it, —e+it € Iz, y podemos sustituir &y y ®, por ®= en (1.6). Obtenemos
pues, la siguiente expresion

—itx . .
/_OO fe(x)e™™dr = ®x (e +it) — Oz (—e +it),

y haciendo tender ¢ — 0, se concluye, por continuidad, que la expresion
anterior tiende hacia

q)%(it) — @g(it) =0.

Por otro lado, cuando t > A, se tiene que € + it, —e + it € Iz, y podemos
sustituir @y y ®, por ®_= en (1.6). Se sigue que

/ fo(z)e ™ dr = P_z(etit) — P_z(—e+it),

y de nuevo, pasando al limite cuando ¢ — 0, se concluye que la expresion
previa tiende hacia
O _x(it) — P_=(it) = 0.
2 2

Por consiguiente, en ambos casos se obtiene que el limite (1.4) es nulo, por
lo que se tiene probado el teorema. O

1.2. Clases ultradiferenciables

Dado un dominio 2 del plano, y dado un punto zy € €2, sabemos que
una funcién f € H(Q2) queda determinada de forma tnica por los valores
f(20), f'(20), f"(20), etc. Este hecho se deriva de que toda funcién holomorfa
es analitica, es decir, se puede representar localmente mediante su serie de
Taylor. En consecuencia, si una funciéon holomorfa tiene todas sus derivadas
nulas en un punto sera la funcién idénticamente nula en un entorno suyo, y
por el principio de identidad sera nula en todo €.

Sin embargo, esta propiedad de las funciones holomorfas se pierde al con-
siderar el espacio de las funciones complejas indefinidamente derivables en R.
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Por ejemplo, podemos considerar la funcion

e Vr x>0,
0 six <0,

que resulta ser de clase C*°(RR), con derivadas nulas en 0, sin ser la funcién
idénticamente nula.

Sin embargo, teniendo presente que toda funcién de H(€2) satisface localmen-
te estimaciones para sus derivadas en términos de la sucesion de factoriales
(en virtud de las desigualdades de Cauchy A.6), cabe preguntarse si tene-
mos garantizada dicha propiedad de unicidad de las funciones holomorfas en
subclases convenientes de C*°(R), en las que el crecimiento de las derivadas
esté sometido a restricciones adecuadas en términos de una sucesion general
que juegue el papel desempenado por los factoriales en el caso holomorfo.
Esta pregunta motiva la definicién que sigue.

Definicién 1.2.1. Consideremos {M,,}>° , una sucesién de numeros reales
positivos. Diremos que una funcién f pertenece a la clase C{M,}, si f €
C>*(R) y existen constantes positivas ¢ y By (que dependen de f) tales que

D" flloo < BfBFM,, n=0,1,2,... (1.8)

Diremos que C{M,} es la clase ultradiferenciable asociada a la sucesién
{M}7o-

Observacién 1.2.2. En la definicién previa denotamos por D" f a la deriva-
da n-ésima de la funcién f, y por D°f a la propia funcién f. La norma ha de
entenderse como la del supremo en R. Las constantes 3y y By no dependen
de n.

Una consecuencia directa de la definicion es la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.3. Sea C{M,,} la clase ultradiferenciable asociada a la su-
cesion { M, }22, de nimeros reales positivos. Si f € C{M,,} entonces

Dr - 1/n
Hgl—igp (%) < By.

Demostracion. Si f € C{M,} entonces se satisface la desigualdad (1.8) y por

tanto )
||an||oo tn 1/n
(=) <a
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. 1 . .
Ahora bien, como (3 f/ " — 1 cuando n — 00, se sigue de lo anterior que

, !\D”f\loo>1/"
limsup [ ———— < By.
e ( M, d

[]

Esta proposicién pone de manifiesto la relevancia de By frente a §f. Sin
embargo, si omitiéramos la constante 5y de (1.8), en el caso n = 0 tendriamos
que ||flloo < My, es decir, todas las funciones de la clase admitirfan una
misma cota global, lo que es una restriccién severa y por lo tanto no deseable.

De hecho, como veremos a continuacion, la inclusién de [5; permite justi-

ficar la estructura de espacio vectorial que presenta la clase ultradiferenciable
C{M,}.

Proposicién 1.2.4. Sea {M,}>?, una sucesiéon de nimeros reales positi-
vos. Entonces la clase ultradiferenciable C{M,,} tiene estructura de espacio
vectorial complejo.

Demostracion. Tenemos que probar que la clase C{M,} es cerrada para la
suma de elementos de la clase, y para la multiplicaciéon por escalares de C.
Consideremos dos funciones f,g € C{M,}, y veamos que f + g € C{M,}.
Por definicién, existen constantes positivas 8¢, 84, By, By, de modo que

1D flloe < BBy M, 1Dl < By By My, 1 € No.

Por un lado, como f y g estan en C*(R), resulta claro que f + g € C*(R).
Por otro lado, para todo n € Ny, se tiene que

[D"(f + oo < D" flloo + [|1D"glloc < BfBJT‘LMn+ﬁgB;LMn < 5f+gB?+gMn7

donde B4, = 2max{ Sy, By}, v By+y = max{ By, B,}. Se concluye que f+g¢g €
C{M,}.

A continuacién, consideremos o € C y f € C{M,}, y veamos que el
producto af estd en la clase C{M,}. Por un lado, como f estd en la clase
C{M,}, entonces existen constantes positivas 3 y By, de modo que se cumple
(1.8). Por otro lado, resulta claro que la nueva funcién af esta en C*°(R), y
ademas cumple que

D™ (af)llse = | D" flloo < |alBBf My = BayBayMn, n € No,

donde ﬂaf: ’Oé‘ﬁf,yBaf:Bf. ]
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Por ultimo, veamos que la clase ultradiferenciable es invariante con res-
pecto a transformaciones afines, esto es, si f € C{M,}, entonces f(azx +0b) €
C{M,}, donde a y b son ntimeros reales.

Proposicién 1.2.5. Sea {M,,}>° ; una sucesion de nimeros reales positivos.
Entonces la clase ultradiferenciable C{M,,} es invariante por transformacio-
nes afines.

Demostracion. Supongamos que f € C{M,}, y tomemos dos nimeros reales
a y b. Consideremos la funcién g definida por g(z) = f(ax +b), y veamos
que g € C{M,}. En primer lugar, notemos que para cada z € R, aplicando
la regla de la cadena, se deduce que

D"g(x) = D" f(ax +b) = a"D" f(ax + 1), n € Np.
En consecuencia, se tiene que

1D"glloe = lal"[[D" flloe < la|"Bs B} My = 5, B3 M,

donde 8, = B y By = |a|By. Concluimos que g € C{M,,}. O

Anadiendo més regularidad a la sucesién de nimeros reales {M,,}°° . es
posible dotar a la clase ultradiferenciable C{M,} de estructura de dlgebra.

Definicién 1.2.6. Diremos que una sucesion de numeros reales positivos
{M,}22, es logaritmicamente convexa si

Mg S MnfanJrla n Z 1.

Observacién 1.2.7. La definicion anterior puede expresarse equivalente-
mente diciendo que la sucesion {log(M,,)}5°, es convexa, es decir, cumple
que

1
log(M,,) < Q(log(Mn,l) + log(]\/[nﬂ)), n > 1.
Este hecho motiva el nombre dado.

Supondremos sin pérdida de generalidad que la sucesién {M,,}>2, satis-
face que My = 1. De no ser asi, basta considerar una nueva sucesién de
nimeros reales positivos, {M]}>° . definida por

M M,

= — > 1.
n M()) n_

De hecho, las clases ultradiferenciables correspondientes C{M,,}, C{M,,} son
iguales, pues basta considerar las relaciones B} = By, y 8} = 87 Mo.
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Observacién 1.2.8. A partir de ahora en este capitulo, consideraremos la
sucesion { M, }>2 ; de nimeros reales positivos, con My = 1, siendo logaritmi-
camente convexa.

Aunque no lo incluiremos aqui, un resultado clésico de A. Gorny y H.
Cartan (ver [12, capitulo 6]) prueba que para cualquier sucesién {M,,}>° ; de
numeros reales positivos con

lim MY" = oo,

n—oo
se tiene que C{M,,} = C{M:}, donde {M:}5°, es la regularizada logaritmi-
camente convexa de {M,,}>° . esto es, la mayor de las sucesiones logaritmi-
camente convexas que estan por debajo de ella (se puede ver algin detalle
adicional en la Seccién 2.4). Por lo tanto, esta restriccién sobre {M,,}5°, no
supone pérdida de generalidad.

Conviene advertir que, si se desea trabajar con clases ultradiferenciables
definidas en intervalos propios de la recta (distintos de R), la igualdad de
las dos clases anteriores puede no ser cierta, véase de nuevo el trabajo de S.
Mandelbrojt [12, capitulo 6].

Con vistas a justificar la estructura de algebra que poseen las clases ul-
tradiferenciables, sera necesario el siguiente lema.

Lema 1.2.9. Sea {M,,},°, una sucesion de nimeros reales logarftmicamente
convexa y tal que My = 1. Entonces, para cada j, k € Ny, se tiene que

M; M, < M.

Demostracion. Distingamos dos casos, segin sea 0 < j < k, o viceversa
0 < k < 3. El razonamiento es andlogo en ambos casos, por lo que aqui desa-
rrollaremos la primera situacion. Podemos suponer que 1 < j < k, pues para
j = 0 el resultado es evidente. Aplicando la convexidad logaritmica se deduce
que

2
M < Mj 1M,

2
Moy < MMy,

Mlg_l S Mk*ZMka
M} < My Myq.
Multiplicando las desigualdades previas y simplificando, obtenemos que

MMy, < Mj_y M.
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Ahora bien, si j — 1 > 1 podemos iterar el proceso, para llegar a que
M; M1 < Mj_oMjo.
De nuevo, iterando el proceso, se concluye que
MMy, < MMy <o < M;_jMyyj = MoMyy; = M.
O

Teorema 1.2.10. La clase ultradiferenciable C{ M, } tiene estructura de alge-
bra con respecto a la multiplicacién puntual de funciones.

Demostracion. Supongamos que f,g € C{M,}, y que ¢, By, B, y By son
las constantes positivas correspondientes. Veamos que fg € C{M,}.

Aplicando la regla de diferenciaciéon del producto, se tiene, para cada
n € Ny, que

n

p(s0) =3 (7)o o

J=0

Se sigue de lo anterior que
n . n j n—j
1Dl < 3 ()10l gl
=0

< BrBy Y <n> B}By ™ M;M,_;. (1.9)

=0 \J

Ahora bien, para cada j cumpliendo que 0 < j < n, se tiene, en virtud del
lema 1.2.9, que M;M,,_; < M,,. Por tanto, deducimos de (1.9) y de la férmula
del binomio de Newton que

1D ()l < rBa M S (j) BiBI = §,6,(B, + B'M,.  (L10)
=0

Para concluir, basta tomar ¢, = 883y, y Bfy = By + By, llegando con ello
a la desigualdad buscada

ID™(f9)lloe < BrgBfyMn.
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1.2.1. Clases casianaliticas

En esta seccion introduciremos el concepto de clase casianalitica, que no
es mas que una clase ultradiferenciable cuyas funciones satisfacen una cierta
propiedad de unicidad.

Culminaremos esta seccién mostrando la casianaliticidad de la clase C{n!}.

Definicién 1.2.11. Se dice que una clase ultradiferenciable C{M,,} es casia-
nalitica si para cada funcién f € C{M,} verificando que

(D"f)(0) =0, n=0,1,2,...,
se tiene que f(x) = 0 para cada x € R.

Observacién 1.2.12. Como consecuencia de la proposiciéon 1.2.5; tenemos
que el contenido de la definiciéon no cambia si se sustituye (D"f)(0) por
(D™ f)(zo), donde xy es un punto cualquiera de R.

A continuacion, estudiaremos la intima relacion que existe entre la clase
C{n!} y la de las funciones holomorfas en una banda horizontal que contenga
al eje real.

Teorema 1.2.13. La clase ultradiferenciable C{n!} esté formada por todas
las funciones complejas de variable real, f: R — C, a las que corresponde
un 0 > 0 de modo que la funcién f puede extenderse a una funcién holomorfa
acotada en la banda definida por [Im(z)| < 4.

Demostracion. Razonaremos probando la contenciéon en ambos sentidos. En
primer lugar, consideremos el conjunto Qs = {z € C: |[Im(z)| < d}, y to-
memos una funcién f € H(€25) acotada en )5, esto es, existe una constante
positiva 5 de modo que |f(z)| < [ para cada z € (.

Tomemos xg € R fijo, pero arbitrario, y tengamos presente que el disco
centrado en zg de radio d, denotado por D(zy, d), estéd integramente contenido
en el dominio €25. Podemos pues aplicar las desigualdades de Cauchy para
las derivadas, A.6, y deducir que para cada n € Ny, se tiene que

Tomando B = B, y By = 0!, concluimos de lo anterior que

1D" Flloe = sup{[(D" )(@)[} < B Bynt, - n=0,1,2,...,
xe

por lo que la restriccién de f al eje real pertenece a C{n!}.
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Veamos la contencion contraria, supongamos que f esta definida en el eje
real, y que f € C{n!}. Existen pues, dos constantes positivas s y By, tales
que

ID"fllee < B¢Bfnl,  n=0,1,2,... (1.11)

En estas condiciones queremos garantizar que para un ¢ > 0 adecuado, po-
demos extender la funcion f a una funcién holomorfa y acotada en la banda
|Im(z)| < 0. Aplicando la férmula de Taylor con resto integral, podemos
escribir para cada a,z € R, y n € N que

fla)=3" Dh)la) J;?W) (o=l + o ! ) / - D @ (112)

Teniendo presente la desigualdad (1.11), podemos acotar el resto de (1.12).
En efecto, podemos mayorar la expresién como sigue

ﬁ / (=t (D f)(t)dt‘ < nBB"

/ $<x—t>"-1dt\ — 8B —a)l"

y concluir que esta tiende hacia 0 cuando n — oo, siempre que |B(z—a)| < 1,
es decir, si a — B™! < 2 < a+ B~'. Entonces, para tales 2, podemos escribir
a partir de (1.12) la siguiente expresién

flx) = Z %(l« —a)l. (1.13)

Ahora bien, por la férmula de Cauchy-Hadamard para el radio de convergen-
cia, deducimos que

limsup {
n—oo

<limsup {/BsB" = B,

n—oo

n!

Drf)(a) ‘

y por tanto, la serie (1.13), escrita ahora para variable compleja, define una
funciéon holomorfa F, en D(a,1/B) que obviamente coincide con f en el
intervalo (¢« —1/B,a+ 1/B).

Por otro lado, tomemos a,b € R, tales que el conjunto D = D(a, B~') N
D(b, B™1) sea no vacfo. Nos gustarfa probar que F, y Fj coinciden en D, y
asi concluir que son prolongacion analitica la una de la otra. En efecto, sea
x € RN D arbitrario, resulta de la propia construcciéon de las funciones Fj,
y F, que Fy(x) = f(z) = Fy(x). Como el conjunto R N D es un intervalo,
y por tanto posee puntos de acumulacion, podemos aplicar el principio de



20 CAPITULO 1. CLASES CASIANALITICAS EN R

identidad, para concluir que F, = F}, en D. Este hecho permite construir una
extension F' de f,
F:|JD(B") —C,
a€R

definida por
F(z) = Fu(2), z€ D(a,B™),

y de modo que F' es holomorfa en su dominio, la banda |[Im(z)| < B~L.

Para concluir, tomemos § real de forma que 0 < § < B™!, y veamos que
la funcién F' es acotada en la banda Q5 = {z € C: |Im(2)| < 0}. En efecto,
sea z = a+1y, con |y| < §. Entonces, teniendo presente (1.11), y que Bd < 1,
se tiene que

= (Dif)a), . .. N
P = 1R = | S Py < Y Bl
j=0 §=0
< J = .
=B (B =155
7=0
Esto completa la demostracién. O

Podemos entonces dar un primer ejemplo de clase casianalitica.
Corolario 1.2.14. La clase C{n!} es casianalitica.

Demostracion. El resultado es consecuencia directa del teorema previo, pues
una funcién f de la clase es la restriccién a R de otra holomorfa F' en una
banda horizontal. Si existe o € R tal que f™(x9) = 0 para todo n €
Ny, entonces también F™(z5) = 0 para todo n € Ny, y por lo tanto F
sera idénticamente nula en la banda y, en particular, en R, con lo que se
concluye. O

1.3. Teorema de Denjoy-Carleman

Culminamos el capitulo con la prueba del teorema de Denjoy-Carleman,
cuyo objetivo es dar una caracterizacion de las clases casianaliticas en térmi-
nos de la sucesion { M, }°°, que las define. Antes de probar el teorema, mos-
traremos algunos resultados auxiliares que seran de interés a lo largo de la
prueba. Recordamos que la sucesion {M,,}5° , se estd suponiendo normaliza-
da, en el sentido de que es logaritmicamente convexa y My = 1.

Teorema 1.3.1. La clase C{M,} es casianalitica si, y solo si, C{M,,} no
contiene funciones no triviales con soporte compacto.



1.3. TEOREMA DE DENJOY-CARLEMAN 21

Demostracion. En primer lugar, probaremos la implicacién a la derecha. Su-
pongamos pues que la clase C{M,} es casianalitica, y tomemos una funcién
f € C{M,}, que sea de soporte compacto. Entonces, existe un punto z, que
no esta en el soporte de f, de modo que f se anula idénticamente en un en-
torno suyo, con lo que también todas sus derivadas se anulan en dicho punto.
Ahora bien, como la clase C{M,} es casianalitica, se deduce que la funcién
f es idénticamente nula.

Probemos el reciproco, para ello, razonemos por reduccién al absurdo,
supongamos que la clase C{M,,} no es casianalitica. Como la clase es cerrada
para transformaciones afines, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que existe una funcién f € C{M,} de modo que para cada n = 0,1,2,...,
se tiene que (D™ f)(0) =0, y tal que existe un punto xo > 0 con f(zg) # 0.
Consideremos la funcién g: R — C, definida por

o) = {f(x) six >0,

0 sixz <0,

y veamos que g € C{M,}. En efecto, en primer lugar, resulta claro que
g € C>*(R), puesto que f € C*(R) y ademés, por hipétesis, cumple que sus
derivadas evaluadas en 0 son nulas. Por otro lado, para cada n € Ny se tiene
que

[D"glloc < D" fllec < 5fB?Mn’

por lo que g € C{M,,}.
A continuacién, consideremos la funcién h: R — C definida por

h(x) = g(x)g(270 — ).

De nuevo, el hecho de que la clase C{M,, } sea invariante por transformaciones
afines y que posea estructura de algebra para el producto puntual de funcio-
nes, garantiza que la funcién h € C{M, }. Ademas, el soporte de la funcién
h es compacto, pues la funcion se anula si x < 0, o x > 2x(. Sin embargo, al
evaluar en zg, se tiene que h(xy) = f(z0)? # 0. Por tanto, h es una funcién
no trivial de C{M,,} con soporte compacto. O]

Lema 1.3.2. Si la sucesién {M,,}>°, es logaritmicamente convexa, entonces

1/n ’ .
{Mn/ ~° , €s monotona creciente.

1
Demostracion. En primer lugar, denotemos por a, = M), y veamos que

para cada n € N, se tiene que a, < a,41.
En efecto, razonemos por induccion. Si n = 1 el resultado es claro, pues

1
M} < MgMy = M, y por tanto, M; < MZ. A continuacién, supongamos que
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para un cierto n € N la propiedad es cierta, es decir, a,, < a,.1, y probémoslo
paran+1, estoes, a,+1 < a,42. Por un lado, teniendo presente que la sucesion
{M,}22,, es logaritmicamente convexa, se tiene que M2, < M, M, . Ahora
bien, tomando raices n-ésimas en la expresién anterior, se tiene que

2 11 11
My < My My, < Myvy My,
donde en la ultima desigualdad se ha hecho uso de la hipétesis de induccion.

Operando en la desigualdad previa, se tiene que

_nt2 1
n(n+1) o
M5 < My,
1 1
concluyéndose finalmente que an1 = M1 < M5 = Gpqa. O

Observacién 1.3.3. Supongamos que existe una constante positiva A tal
que

M;/" < A, paran € Ng.

Es inmediato comprobar que, entonces, C{M,,} C C{n!}, y se sigue del co-
rolario 1.2.14 que la clase serd casianalitica. Por lo tanto, para no tratar
situaciones ya resueltas, de ahora en adelante se supondra que {M}L/ "o | es
no acotada o, equivalentemente gracias al lema previo, que

lim MMY™ = co.
n—oo

Esto garantiza que las funciones Q(z) y ¢(x) definidas a continuacién son
finitas para todo z > 0.

Estamos preparados para establecer el teorema fundamental sobre clases
casianaliticas.

Teorema 1.3.4 (de Denjoy-Carleman). Sea {M,, }2° ; una sucesién logaritmi-

. 1 .
camente convexa con My = 1, y tal que lim,, Mn/ " = 00. Consideremos
las siguientes funciones definidas, para z > 0, por

n xn

Q)= 1=  ala)=swp-—

n—0 n n>0 Mn
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Entonces, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1) C{M,} no es casianalitica.

2) /0°° log(Q(x))

1+ 22

> log(g(x))
3)/0 de < 00.

dr < 0.

NE

=
A
3

n=1

Demostracion. En primer lugar tengamos presente que para cada x > 0, se
tiene que Q(z) > 1, y que ¢(x) > 1.

En efecto, por un lado, basta observar que en ambos casos los términos que
conforman las expresiones son positivos, y por otro lado, su primer elemento
(el correspondiente a n = 0) es 1. Este hecho garantiza que las expresiones
que aparecen en 2) y en 3) tengan perfecto sentido, siendo los integrandos
no negativos.

Con vistas a la justificacién del teorema, realizaremos un razonamiento
circular.

1) = 2) Supongamos que C{M,} no es casianalitica. Entonces, en virtud
del teorema 1.3.1, debe existir una funcién ¢ € C{M,} no trivial de soporte
compacto, digamos sop(¢) C [a, b]. Existen pues constantes positivas 84 y By,
de modo que para cada n € Ny se tiene que ||D"¢|| < B3BjM,. Tomemos
a 'y [ dos numeros reales, con a > 0, y consideremos, para cada x € R, la
funcién

F(x) (ax + f).

1

By
Debido a que la clase C{M,} es invariante por transformaciones afines, se
deduce que la funcién F' estd en C{M,}. Ademds, para cada x € R, fijado
n € Ny, se tiene que

n an n n n n

|D"F(x)| = ‘5_¢(D ¢)(ar + B)| < a"BiM, = (aBg)"M,,.
Entonces, tomando a = ﬁ, podemos concluir que para cada n € Ny, se
verifica que

1 n
|D"Flo < (5) M, (1.14)
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Por otro lado, si tomamos [ = a, se tiene que a < ax + § < b si, y solo
si, 0 < 2 < A, siendo A := 2B4(b — a). Por tanto, hemos definido una
funciéon F' € C{M,}, no trivial, con soporte compacto contenido en [0, A]. A
continuacién, consideremos para cada z € C la funcién

A
() = / Ft)edt, (1.15)
0
que resulta ser entera, pues basta observar que la funcién (z,t) = F(t)ei**
satisface cada una de las condiciones del teorema A.4. Definamos también la
funcién g: D(0,1) — C como

1 — 1w
w) = ,
o) =1 (50
es decir, la funcién g es la composicién de una transformacién conforme (de
hecho, una homografia) que lleva el disco unidad en el semiplano superior
abierto H, con la funcién f. Si tomamos z € C tal que y = Im(z) > 0,

entonces Re(itz) = —ty < 0, para cada t € [0, A]. Por tanto, para cada z en
el semiplano superior, se tiene que

/O ’ F(t)e”zdt' < /0 " Rl

Como la funcién F' es continua y de soporte compacto, se tiene que |F(t)]
esta acotada, por lo que f estd acotada en el semiplano superior. Notemos
que de la propia construccion de g, esta resulta estar acotada en el disco
unidad abierto. Ademds, g es continua en el disco unidad cerrado, excepto
en el punto w = —1. Por otro lado, como F' no es nula, en virtud del teorema
de unicidad para transformadas de Fourier, se tiene que f tampoco es nula,
y por consiguiente, lo mismo ocurre con g.
Se deduce de lo anterior y del teorema A.10 que
1 & )
— | log(|g(e")])do > —coc. (1.16)

2m ),

F(2) =

Realizando el cambio de variable

il e U snl0)2) o)
1+ e i0/2(eif/2 — e=i0/2) 2cos(6/2)

X

en la integral anterior, se obtiene que

% /: log(|g(c”)[)d6 — %/Z wdx > —o0. (1.17)
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Ahora bien, f es una funcién entera y acotada en H, luego acotada en su
frontera. Deducimos que entonces también

1/“’ log(lf (z)])

T 1+ a2 dz > =00,

y por tanto

2 dr < 0. (1.18)
T

_/°° log(lf (x)])

Por otro lado, para cada z # 0, integrando por partes sucesivamente en
(1.15), obtendremos que

A

F(2) = (i) / (D"F)(#)e*dt. (1.19)

0

Esto se debe a que la funciéon F' y todas sus derivadas se anulan en 0 y en A.
Deducimos de (1.14) y (1.19), que para cada n € Ny, y x € R, podemos
acotar de la siguiente manera

l" f(z)] < ‘/OA(D”F)(t)e“’“"dt’ < /OA |(D"F)(t)|dt <2 "AM,,.

En consecuencia, se tiene para cada x > 0 que

Q)| f(x) = %ﬁ”)' =) 2"A<24A

n=0

Tomando logaritmos en la expresion previa, se deduce que

log(Q ()] (x)]) = log(Q(x)) + log(|f(@)]) < log(24), = > 0.

Para concluir, multipliquemos la expresién previa por (1+22)7!, e integremos
en la semirrecta real positiva,

> log(Q(x)) * log(24) * log(|f(=)])
[ s | Hma- | R

1+ 2?2
< log(24) 7 — /Oo log(|f(2)])

dr <
; L4 22 T < 00,

donde la ultima desigualdad se deduce de (1.18).

2) = 3) Para probar esta implicacién, basta justificar que para cada
x > 0 se tiene que ¢(z) < Q(z). En efecto, fijemos xy > 0, y tengamos en
cuenta que q(zo) es de hecho un maximo, y como tal, su valor serd uno de los
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sumandos que aparece en QQ(zo). Ademads, teniendo presente que la serie que
aparece en (Q(xg) es de términos positivos, se tiene la desigualdad buscada.
Por otro lado, se sigue de la monotonia de la funcién logaritmo que

log(gq(x)) < log(Q(x)), para cada z > 0.

Para concluir, basta dividir a ambos lados de la desigualdad anterior por
(1 + 2?)71, e integrar en la semirrecta real positiva, de donde, haciendo uso
de la monotonia de la integral, se tiene que

[l o [ThsQE)

1+ 22 14 22

3) = 4) Denotemos por a,, = Mn% , entonces la sucesion {a, }°°; es mondtona
creciente en virtud del lema 1.3.2.

Si suponemos que = > ea,, entonces z"(M,)~! > e, y teniendo presente
la monotonia de la funcién logaritmo, podemos deducir que

n

logfal)) = g (7

n

) > log(e") = n.

En consecuencia, para cada N € N se tiene que

o0 log €an+1 log < log(q(x))
e/e x—eZ/ dx—l—e/e de

al aN+41
oo [ Ly [ La
>e —dx+e(N+1 / —dzx
€aN+1 .TQ
il 1 1 N+1
a2
n—=1 (07% an—H aN—i—l
N+1 N+1 1
1 1\~
DD <ﬁ> | (1.20)
n=1 n=1

Se sigue de la hipétesis 3) que la integral

/ * log(g(x)) .

1+ a2

ai

es convergente, por lo que aplicando el criterio de comparacién para integrales
impropias, se tiene que la integral

/ > log(q2(ﬂf)) s

al x
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converge. Con todo esto, (1.20) garantiza la convergencia de la serie
(e} 1
> (5p) <=
M, '
n=1
4) = 5) Consideremos la sucesién {\,}°°, definida por

Mn—l
M, ’

A = n € N. (1.21)

Como la sucesién { M, }2, verifica que M? = M,,M,, < M,,_yM,, 11, entonces

se obtiene que
M, M,
>\n = < = )\’m
T M T M,

y por tanto, la sucesién {\,}>2; es mondtona decreciente. Ahora bien, si
1

denotamos como antes a,, = M, , tendremos que

1

n

Deducimos que para cada n € N se tiene que

A <
ap

por lo que la convergencia de la serie
1
>3 (5)
il — 1,
n=1 n n=1 Mn

implica la convergencia de la serie deseada.
5) = 1) Supongamos ahora que Y~ | A, < oo, donde la sucesién {\, }72;
viene dada por (1.21). Definamos la funcién

y veamos que es entera. Tomemos la funcién g(z) definida por

sin(z)

g(z) =1- , 2#0; g(0)=0.

Como g es entera y tiene un cero en el origen, existirda una funciéon h entera de
modo que g(z) = zh(z). Como la funcién h es acotada en los discos cerrados,
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existird una constante B > 0 tal que si |z| < 1, entonces |h(2)| < B. Se sigue
de lo anterior que para cada z € C, con |z| < 1, se tiene que

sin(z)

z

9()] = \1 _SE 1 < Blel

En particular, si \,|z| <1, se deduce que

sin(A,2)

n<

‘1 - < Bl\z| = Bz, (1.22)

Por tanto, la serie

(1.23)

converge uniformemente en los conjuntos compactos de C. En efecto, sea K
un conjunto compacto, de forma que existe R > 0 tal que K C D(0, R).
Como por hipdtesis la serie Y >° | A\, converge, su termino general verifica
que A\, — 0, y por tanto A\, ! — oo, cuando n — oo. Existe pues ng € N tal
que para cada n > ng se tiene que R < (\,)7}, luego A\, R < 1. Entonces,
teniendo presente (1.22), se deduce para cada z € K que

ZBA |z|<BRZ)\ <BRZ)\ < 00,

n=ng n=ng

oo

>

n=ng

(An
1_sm 2)

justificando con ello la convergencia normal, y por tanto uniforme, de la serie
(1.23) en K. En virtud del teorema A.7, afirmamos que la funcién

B ﬁ sin(\,2)
B o Az

es entera, y no idénticamente nula, puesto que el conjunto de sus ceros es
la unién de los conjuntos de ceros de cada funcién sin(\,z) (excluyendo el
0), todos ellos sobre el eje real. Concluimos que la funcién f es entera, pues
es producto de funciones enteras. Ademas, no es idénticamente nula puesto
que ni la funcién sin(z) ni ¢ lo son. A continuacién, probemos que f es una
funcion de tipo exponencial. Para ello, tengamos presente la identidad

1/1 gitzgy _ 1 e —e™\ _ sin(z)
2/, 2 21 z
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Escribiendo z = x + iy, y tomando modulos, la expresion anterior muestra

que

. 1 1

Sln(z) S 5/ |€ztz|dt — 5/ |ezt$||6—ty|dt

z —1 —1
1 .
- 1/ e Wt = % < el < €\Z|7
2 ) y N

por lo que

f(2)] < exp ((2+ Y Aa)lz))

n=1

y f es de tipo exponencial. Por otra parte, sabemos que para x € R se tiene
que |sin(z)| < |z| y |sin(z)| < 1. Por tanto, para cada k € Ny se verifica que

k
n=1

sin(z)\ 2 vy |sin AT = |z
< (M) IS5 O

Ap
n=1 n=k+1 n

< () s () o

Se sigue de lo anterior que para cada k € Ny, teniendo presente la monotonia
de la integral,

sin(z) |? sin(A,x)

AT

sin(\,x)

2 ()| = [o*] e

e’} 00 L3142
/ |2* f(z)|dx < Mk/ o (x)dx = M,

2

y por tanto,
1 oo
= [ @ < (1.25)

7

Por otro lado, para k =0y z € R, se deduce de (1.24) que

)P < (ﬂ)

Z

por lo que f restringida a R es de cuadrado integrable, en efecto,

vt [£(22) % o
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Hemos probado que f satisface las hipdtesis del teorema de Paley-Wiener
1.1.2. En consecuencia, la transformada de Fourier de f, definida para ¢ real,

o =5 | " f@)e e,

es una funcién de soporte compacto contenido en el intervalo [—A, A], que
no es idénticamente nula. Por otro lado, las desigualdades (1.25) muestran
que F' es una funcién indefinidamente derivable en R, en virtud del teorema
de derivacién de integrales paramétricas, cumpliendo que para cada k € N,

(D*F)(t) = ! /00 (—ix)* f(x)e " da,

Y
y por tanto,

(D*F)(1)] < =

2

|t e < o [ et wlde <

o)

Se sigue de lo anterior que para cada k& € Ny,
ID*Flloe < M,

por lo que F' € C{M,}. Finalmente, en virtud del teorema 1.3.1, la clase
C{M,} no es casianalitica y la demostracién queda completa. O



Capitulo 2

Generalizacion del problema de
Watson a una banda.

El concepto de desarrollo asintético, introducido por H. Poincaré a finales
del siglo XIX, pretende dar un significado analitico a las series de potencias
divergentes (esto es, con radio de convergencia nulo) que aparecen como so-
luciones formales en muchos tipos de ecuaciones diferenciales, en diferencias
o en g-diferencias, o en problemas de perturbacién singular, en torno a sin-
gularidades de la ecuacion. La idea fundamental es que dichas series seran
representaciones o desarrollos asintoticos, en un sentido preciso, de verdade-
ras soluciones analiticas de la ecuacion, definidas, si no en un entorno del
punto singular 2y, si al menos en un dominio que tenga a dicho punto en su
frontera, por ejemplo un sector con vértice en el mismo.

Las funciones a considerar se definen de forma natural en dominios de
la superficie de Riemann del logaritmo R. Es habitual trabajar en sectores
acotados

vy

S(d,vy,r) ={z€R:|arg(z) —d| < 5

szl <

y en sectores no acotados

S(d,7) = {z € R : |arg(z) — d| < % ,
bisecados por la direccién d € R, con apertura ym (7 > 0) y, en el primer
caso, con radio r € (0, 00). También se pueden considerar regiones sectoriales
G(d,7), con direccién bisectriz d € R y apertura v 7, que son aquellos domi-
nios en R contenidos en el sector S(d,7), y tales que para cada 8 € (0,7)
existe p = p(B) > 0 de modo que S(d,3,p) C G(d,7). Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos trabajar en torno al punto zy = 0. Denotemos entonces

31
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por C[[z]] el conjunto de las series de potencias formales en z con coeficientes
complejos, y sea {M,,}>2 , una sucesién de nimeros reales positivos.

Definicién 2.0.5. Dada una region sectorial G, decimos que f € H(G) ad-
mite f = 3% a,z" € C[[2]] como su { M, }-desarrollo asintético (uniforme)
en G (de tipo 1/A para cierto A > 0) si existe C' > 0 tal que para cada
p € Ny se tiene que

‘f(z) — Y apz"| < CAPM,|z?P, 2z €@.

Se denotara por f ~iMny f en G,y Al{‘Mn}(G) serd el espacio de las funciones
que admiten {M,, }-desarrollo asintdtico uniforme en G (de algin tipo).

La existencia de desarrollo asintotico estd intimamente ligada a la aco-
tacion de las derivadas sucesivas de la funcién. Para expresar esta relacion
conviene introducir las siguientes clases.

Definicién 2.0.6. Dados A > 0 y una regién sectorial GG, definimos

Ay (@) = {F €HG) s Wfll gy = swp L2 oy
" {Mn}7A z€G,peNg ApMp

Es sencillo probar que (A¢nr,3,4(G), || ll{a,).4) €s un espacio de Banach, y

A,y (G) = UasoAps,y,4(G)

se llama la clase ultraholomorfa de tipo Carleman-Roumieu en G definida
por { M, }5°,.

Obsérvese la analogia de estas clases con las clases C{M,,} introducidas
y estudiadas en el primer capitulo. Las clases A} (G) y /V{‘Mn}(G) son
espacios vectoriales complejos, y si { M, }22, es logaritmicamente convexa, se
prueba, de forma anéloga al teorema 1.2.10, que son algebras.

Para un sector S, acotado o no, dado que las derivadas de f € Aqps,3,4(5)
son lipschitzianas, para cada n € Ny se puede definir

fP0):= lim fP(z)ecC. (2.1)
z€8,2—0

Como consecuencia de la férmula de Taylor y la férmula integral de
Cauchy para las derivadas, se obtiene el siguiente resultado (ver [4, pro-
posicién 8] para una demostracion que se puede adaptar facilmente a nuestro
caso).
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Proposicién 2.0.7. Sean {M,,}°, una sucesién y S un sector. Entonces:

(i) Si f € Apuny,a(S), entonces f admite fo= Y peno %f(p)(())zp co-
mo su {M, }-desarrollo asintético uniforme en S de tipo 1/A, donde
(f®(0)),en, viene dada por (2.1). Por lo tanto,

(ii) Dados un sector S y un subsector propio 7' de S (es decir, tal que
la adherencia de T" en R estd contenida en S), existe una constante
¢ =¢(T,S) > 0 tal que la restriccién a T', fr, de una funcién f definida
en Sy que admite { M, }—desarrollo asint6tico uniforme en S de tipo
1/A > 0, pertenece a Apnin,y,ea(T).

Este resultado justifica la posibilidad de sustituir, de forma razonable, el
estudio de problemas de unicidad en las clases Agnin,3,4(S) (esto es, decidir
si una funcién de la clase queda determinada por la sucesion definida en (2.1))
por los correspondientes problemas de unicidad del desarrollo asintotico en
las clases .[l”an}(S ), que pasamos a precisar.

Tiene sentido considerar la aplicaciéon de Borel, denotada por B , que envia
cada funcién con { M, }-desarrollo asintético uniforme en una regién sectorial
G en la serie de potencias correspondiente, que de acuerdo con la proposi-
cién 2.0.7 y la expresion (2.1), estd univocamente determinada y, ademads,
pertenecera a la clase de series de potencias formales

Cll2))imy = {f = Zanz” € C[[z]]: existe A > 0 tal que séll\ll) A'g—;’@ < oo}
n=0 0

Por lo tanto, la aplicaciéon de Borel estd bien definida de fl?Mn}(G) en

Cl[[#]]{m,}, y es un homomorfismo de algebras si la sucesion es logaritmica-
mente convexa.

Definiciéon 2.0.8. Se dice que [ € AQ{LM"}(G) es plana si f ~) 0en G
(donde 0 es la serie de potencias con todos sus coeficientes nulos).

Se dice que la clase ./ZV{‘Mn}(G) es casianalitica si la aplicacién de Borel en
ella es inyectiva, es decir, si la tnica funcion plana en la clase es la idéntica-
mente nula.

Uno de los primeros y fundamentales problemas de casianaliticidad re-
sueltos se debe a G. N. Watson, que caracterizé las sucesiones para las que
la clase fl’{LMn}(D(l, 1)) es casianalitica. Obsérvese que D(1,1) es efectiva-
mente una region sectorial bisecada por la direccién d = 0, de amplitud 7 y
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que tiene a 0 como punto frontera. El objetivo de este capitulo es presentar
resultados de unicidad en clases de funciones holomorfas definidas en ban-
das horizontales “generalizadas” (en un sentido que se precisard) y sujetas
a acotaciones adecuadas. Mediante la aplicacién conforme exp(—s), dichas
bandas se transforman en dominios de R con 0 en su frontera, y los resultados
aqui obtenidos se pueden traducir facilmente en otros de casianaliticidad pa-
ra clases de funciones con desarrollo asintético uniforme en 0, generalizando
significativamente el resultado de Watson antes mencionado.

2.1. Crecimiento de una funcion holomorfa
en un dominio elemental

El objetivo de esta seccion es trasladar ciertos resultados conocidos para el
disco unidad, o un semiplano, a funciones definidas en la banda de anchura .
La mayoria de los resultados aqui expuestos seran generalizados a lo largo de
la memoria, y nos serviran para probar resultados de casianaliticidad sobre
bandas generalizadas en un sentido que precisaremos mas adelante.

Comenzamos enunciando un resultado equivalente al teorema A.10, y
cuya prueba radica esencialmente en la transformacién conforme que lleva el
disco unidad |z| < 1, en el semiplano Re(z) > 0.

s oo . .
Notac'lon. Representamos por f (respefstlvamente, por . f_oo? a una integral
extendida a un intervalo no acotado superiormente (resp. inferiormente) cuyo
extremo inferior (resp. superior), finito, es irrelevante.

Teorema 2.1.1. Sea f(z) una funcién no idénticamente nula, holomorfa y
acotada en el semiplano Re(z) > 0, continua en el semiplano Re(z) > 0.
Entonces, se tiene que

/°° 1n(|f(iy)\)dy>_oo v / 1n(|f(iy)\)dy>_oo
y? ’ oo WP '

Demostracion. Sea g una representacién conforme del disco unidad |z| < 1
en el semiplano Re(z) > 0, es decir,

1+z
1=z

9(2)

y consideremos la composiciéon de funciones h = f o g. Es claro, por la pro-
pia construccion, que h es una funciéon no idénticamente nula, holomorfa y
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acotada en el disco abierto |z| < 1, y es continua en el disco cerrado |z| < 1,
salvo en el punto z = 1. Podemos aplicar el teorema A.10 para concluir que

27 27
~oo< [ Inllheas = [ nil (gl )]s (2:2)
0 0
Por otro lado, se tiene que

() = 14+e®  1+cos()+isin(@)  2isin(f)
g  1—e®  1—cos(f) —isin(d) 2 —2cos(h)

= icot(g). (2.3)
Sustituyendo (2.3) en (2.2), se deduce que

—00 < /o Wln(|f(i cot(g))DdH = /0” In(|f(i Cot(g))DdQ (2.4)

+/ ﬂln(|f(z' cot(g))|)d9. (2.5)

Se sigue de lo anterior que ambos sumandos deben ser mayores estrictamente
que —oo, por lo que trabajando en primer lugar con (2.4), y realizando el
cambio de variable y = cot(0/2), se tiene que

—oo < /Oﬂln(|f(z'cot(g))\)d0 - —2/ wdy

o [T, o [,

1+ y? y?
De lo anterior, se deduce que
e [l
0 )
Por otro lado, trabajando ahora con (2.5), y realizando, de nuevo, el cambio
de variable y = cot(#/2), se tiene ahora que

o < / Wln(|f(icot(g))|)d0 _ —2/0_00 %dy

:z/OHMﬂwwuy<2/°hﬂﬂwm@/

L+y? 2 ’

—00 — 0o y
deduciéndose finalmente que

o [ 0SED,,

S
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Tenemos presente ahora que la transformacion dada por el logaritmo (to-
mando la rama principal) representa conformemente el semiplano Re(z) > 0
en la banda |y| < 7. Notemos que la semirrecta correspondiente a los niimeros
reales negativos no corta al semiplano considerado. Podemos pues enunciar,
de forma equivalente al teorema anterior, el siguiente resultado.

Notacién. De ahora en adelante, escribiremos D, para referirnos al conjunto
{z = v +iy € C: |y| < 7} Entonces, su adherencia sera el conjunto D, =
{z=2+iyecC: |y < T}

Teorema 2.1.2. Sea f(z) una funcién no idénticamente nula, holomorfa y
acotada en la banda D,, continua en la banda D,. Entonces, se tiene que

/Oo In (‘f(x + zg) De—fdx > o0,
/Oo In (‘f@ - zg) De‘mdx > o0

Demostracion. A lo largo de la prueba, tomaremos el logaritmo en la rama
principal. Consideremos a continuacién, la funcién g(z) = f(log(z)).

Es claro, por la propia construccién, que g es una funcién no idénticamente
nula, holomorfa y acotada en el semiplano Re(z) > 0, y es continua en
el semiplano Re(z) > 0. Estamos pues, en condiciones de poder aplicar el
teorema 2.1.1 para concluir que

/°° ln(lg(iy)l)dy > —o0, (2.6)
y
Y

/_OO —ln“gy(; Wy oo (2.7)

Ahora bien, trabajando en primer lugar con (2.6), y realizando el cambio de
variable z = In(]y|), se tiene que

“In(lg(iy)|) , /°° In(| f (log(iy))|)
y y
:/oo 1n(|f(1n(|y|)+i§)|)dy:/°° In(|f(z +4%)])

y2 er

:/Ooln(|f(x+¢g>|)e—wdx.

dx

Por otro lado, operando en (2.7), y realizando de nuevo el cambio de variable
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x = In(]y|), se concluye que

In(lgiy)l) , In(] f(log(iy))|)
I
:/ In(|f(In(ly[) —iF

y2

Day= [ st =i

]

Teorema 2.1.3. Sea f(z) una funcién no idénticamente nula, holomorfa y
acotada en la banda D,, continua en la banda D,. Si N(z) es una funcién no
decreciente tal que

In(|f(z +dy)[) < =N (z), (2.8)
entonces ~
/ N(z)e *dx < oo,
Demostracion. En efecto, se sigue de la hipdtesis (2.8) que
In(|f(z +15)]) < =N(z),
y multiplicando la expresiéon anterior por e~* se obtiene que
In(|f(z +i5)[)e™ < =N(z)e™.

Aplicando ahora el teorema previo 2.1.2, se deduce que

—00 < /00 In <‘f(q: —i—zg) Dexda:’ < /00 —N(z)e *dzx,

y por tanto, se concluye que
/ N(z)e*dr < oo.

]

Para concluir esta secciéon nos centraremos en probar el reciproco del
teorema 2.1.3, y para ello serdn necesarios los siguientes resultados.

Lema 2.1.4. Sean t; un numero real positivo, y f: D, — C definida por
f(z) =1- e~¢ " Entonces, la funcién f admite un logaritmo analitico,
que ademas toma valores reales para z real.
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Demostracion. Veamos en primer lugar que la funcion f nunca toma valores
en el intervalo (—oo,0]. Para ello, observemos que si para ciertos ty y z se

. _,—to+z
tiene que e ¢ °" esreal y

_67t0+z

> 1, (2.9)

entonces
_e—totz _e—totz _ —tp+z
e~ ¢ |€ e | e Re(e ) > 1’

luego —e~ %= difiere de su parte real, que serd no positiva, en un multiplo
entero de 27i. Existen entonces h > 0y k € Z tales que

e 0t = —h 4 2kmi.
Se deduce que
z =ty + log(—h + 2kmi) = to + In(| — h + 2kmi|) + t arg(—h + 2kmi),

donde arg(—h + 2kmi) es uno de los argumentos de —h + 2kmi. Ahora bien,
estos nunca pertenecen a (—7,7), y concluimos que no existe ningin z en
D, que satisfaga (2.9).

Este hecho permite considerar la funcién H = logoF’, donde F': [0, 00) X
D, — C viene dada por F(t,z) = 1 —e© " y log es la determinacién
principal del logaritmo. Es obvio que H es un logaritmo analitico de f, y es
inmediato comprobar que H toma valores reales cuando z es real. O]

Lema 2.1.5. Si z es un niimero complejo con parte real positiva, entonces

<1

1—e7
z

Demostracion. En efecto, tomemos 2z en las condiciones del enunciado, y

escribamos B
l—e*= / e %ds.
0

Tomando mddulos, podemos acotar la integral anterior como sigue
I1—e?| = ]/ e *ds| <sup{le”®|: s €10,z2]} - |z] < |z|.
0

]

Proposicién 2.1.6. Sea N;(x) una funcién no decreciente definida para
x > 0, tal que

N1(0) =0, /OO e “dN;(z) < oo. (2.10)
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Entonces, la expresion

O(z) = / (log(l e z) dNy(t) (2.11)
0
representa una funcion holomorfa en la banda D,, tal que

Re(®(2)) < — /1‘1 Ni(t)dt  paratodo z con Re(z) =x > 1, (2.12)
(2)) <0

Re(®(z para todo z. (2.13)

Demostracion. Probaremos la holomorfia de la funcién ®, para lo que sera ne-
cesario apoyarnos en el teorema de holomorfia bajo el signo integral adaptado
a la integral de Riemann-Stieltjes A.19. Las dos primeras hipdtesis se derivan
de la holomorfia del integrando. Nos centramos pues en detallar la tercera de
las propiedades.

Podemos reescribir el integrando de (2.11) como sigue

log(1—e ™ Y4t —z=log(l—e*""7) —log(e )
1 _ _e—t+z
- log ( e—t—i—z )
a2 o—tt2)3
I = e
=108 e—tt+z

etz (e—t+z)2
= log <1 5 + 5 . -),
donde en la tercera igualdad se ha utilizado el desarrollo de Taylor de la
exponencial.
Ahora bien, si z varfa en un conjunto acotado de la banda y hacemos
tender ¢ hacia infinito, entonces el argumento del logaritmo tiende hacia 1 y
es posible aplicar equivalencias, obteniendo que

e—t+z (€—t+z)2 e—tt+z (e—t+z)2
1 1— )~ —
Og( > 6 > T 6

e (> 00). (2.14)

De hecho, como z esta acotada, se sigue de lo anterior que

e ttz (€—t+z)2 A

J— —_— e e e — — —2t
5t 5 5 +0(e™) (t — 00).

A continuacién, tomemos z en un disco D(zy,r) contenido en la banda D,.
Entonces, se sigue de (2.14) que existe un ¢y > 0, de modo que para cada
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t >ty se tiene que

e ttz (e—t+z>2 e—ttz (e—t+z>2
1 1-— — 1 < 2] = — -+, (2.15
o8 ( > % ) = > % (2.15)

Por otro lado, tomando |e™***| < 1/2, lo que es posible eligiendo ¢ > In(2) +
Re(zp) + r, tendremos que

’ e—ttz . (e—t+z)2 . ’ B ’6—t+z| . (e—t—i-z) N (e—t+z)2 ‘
2 6 2 3 12

_ |e—t+z| (1 . |€—t+z| . |€—t+z|2 L )
- 2 3 12

et e
< (o) < 1

Tomando t; = max{to, In(2) + Re(zo) + r}, se deduce de (2.15) y (2.16) que

—t+z —t+2)2
log <1 . + (e ) . ) ‘ S 2‘€—t+z‘ — 2€—t+Re(z) S 2€—t+Re(zo)+r'

2 6
(2.17)
Queda pues justificada la convergencia uniforme cuando z varfa en D(z, ),
ya que de la segunda ecuacién en (2.10) y de (2.17) deducimos que la integral
(2.11) converge. Concluimos del teorema de holomorfia bajo el signo integral
que ®(z) es una funcién holomorfa en esta banda. Por otro lado, se tiene que

(2.18)
Ademas, para cada z = x + 7y en la banda D, se tiene que la parte real de

e "% es positiva, puesto que Re(e™ %) = e cos(y). Aplicando el lema 2.1.4
se tiene que

etz 1— e " ] — et
Re(log<1—6 + )+t—2):Re(10g (W)) =1n (‘GT

l—e "™
< 1.

e—t—i—z

Por tanto, la expresién dada en (2.18) es negativa, y se concluye que
Re(®(2)) / Re(log(1 — e~ ) 4 ¢ — 2)dNy () < 0.
0

Por tltimo, consideremos un valor A positivo, y tengamos presente (2.13),
entonces podemos escribir

Re(®(z)) < /0 Aln(u—e-f”ﬂ)dm(tw /O Athl(t)—:z: /0 ! ANy (). (2.19)
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Ahora bien, como para cada z en la banda se tiene que Re(e™***) > 0,

entonces

_o—t+z _ —t+z
le™* = e R

Y

y por tanto
7e—t+z

1—e 7| <1+]e | < 2.

Aplicando la monotonia del logaritmo neperiano, y teniendo en cuenta que
N1(0) = 0, se tiene que

/0 Aln(|1—e—e*t“|)dN1<t) < /0 Aln(2)dN1(t):1n(2)N1(A). (2.20)

A continuacion, aplicaremos integracion por partes, teorema A.20, al segundo
sumando de (2.19), para obtener

/ ’ Ny(t)dt = ANy (A) — / ANl(t)dt. (2.21)

Sustituyendo (2.20) y (2.21) en (2.19), se tiene que

A t=A
/ tdNy (1) = tNy(8)]  —

Re(®(2)) <In(2)Ni(A) + AN, (A / Ni(t)dt — zN1(A)

= (In(2) + A —z)Ny (A / Ny(t

Finalmente, obtenemos (2.12), tomando A = z — In(2) para z > 1:

Re(®(2)) < — /0 T N < /0 Nt

O

Concluimos con un resultado que se puede entender como un reciproco
del teorema 2.1.3.

Teorema 2.1.7. Sea N(x) una funcién no decreciente definida para todo x
real, y tal que

/ N(z)e "dx < oc. (2.22)

Entonces, existe una funcién f(z) holomorfa en la banda D, y que no se
anula en la banda, tal que para cada z = = + iy en D, se tiene que

In(|f(z +iy)|) < =N (z).
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Demostracion. Se puede reducir el problema al caso en que N(z) > 0 para
todo x > 0. En efecto, si este no fuera el caso, definamos la funcién M (z) =
N(z) — N(0) + 1, que resulta ser no decreciente y tal que M(z) > 0 para
x > 0. Ademas, se cumple que

/Oo M(x)e “dx = /Oo (N(z) = N(0) +1)e "dz

:/ N(x)e""”dx—N(O)/ e‘”d:v—i—/ e “dr < oo.

Entonces, si admitimos que existe una funcién fy;(z) holomorfa en la banda
D, y que no se anula en D,, y tal que para cada z = x 41y en D, cumple que

In(|fa (2 +iy)|) < —M(l’),

basta considerar la funcién fy(z) = fa(2)e ™V OF! Es claro que fy asi defi-
nida conserva las mismas propiedades de holomorfia y no anulacion de f,,
y ademas, para cada z = z + iy en la banda D,, se cumple que

In(lfw (@ + iy)l) = In(| far (2 + iy)e ™)) < =M (2) — N(0) = =N (x).

Resolvamos por lo tanto el caso en que N(z) > 0 si > 0. Sea Ni(x) la
funcién dada por
/ Nt

Resulta claro que Ni(0) = 0, y que Ni(x) es una funcién no decreciente, por
ser N(z) no negativa. Por otra parte, se tiene que

= /Ox N(t)dt = /Om N(t)e teldt < e” /Ox N(t)e 'dt. (2.23)

Ahora bien, integrando por partes, se tiene que

/ e *dNy(z) = e *Ny(x) —/ —e_le(a:)dx:/ e *Ny(x)dz,
0 2=0 0 0

- (2.24)
donde la convergencia del lim,_,,, Ni(x)/e* es consecuencia de (2.22) y de
(2.23). Por otro lado, aplicando el teorema de Fubini y la hipdtesis (2.22), se
tiene que

/0 N, (2)d = / ( / Nt dt)dm
:/D N(t)(/t xdx)dt / N(t)e 'dt < .

(2.25)
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Ahora bien, uniendo (2.24) y (2.25), deducimos que

/ e “dNy(z) < o0.
0

Podemos aplicar la proposicion 2.1.6 para deducir que existe una funcién
®(z), construida con la funcién N;(z), holomorfa en la banda D,, y tal que
Re(®(2)) < 0 independientemente del valor de Re(z) = z. Ademads, para
cada x > 3, se tiene que

Re(d(2)) < — /0 TNl < Nz —2) < N(z—3).,  (2.26)

donde en las dos tltimas desigualdades se ha hecho uso del no decrecimiento
de las funciones Ny (z) y N(z), respectivamente.

A continuacion, veamos que la funcién

f(z) = X0,
satisface las tesis del teorema.

En primer lugar, se sigue de la proposicién 2.1.6 que la funcién f es
holomorfa en la banda D,, pues es composicion de funciones que lo son, y
por tanto es continua en dicha banda.

Ademas, para cada z = x + iy en la banda D,, se tiene que

In(|f(2)]) = In(eR@EF=NON) = Re(d(2+3)—N(0)) = Re(®(2+3))—N(0).
(2.27)
Queremos probar que In(|f(z)|) < —N(x). Para ello, distingamos dos casos:

1. Supongamos en primer lugar que Re(z) = x > 0. Se tiene entonces que
Re(z43) > 3, y aplicando (2.26) deducimos que Re(®(2+3)) < —N(x).
Sustituyendo estos resultados en (2.27), deducimos que

In(|f(2)]) < =N(z) = N(0) < =N(z).

2. Supongamos ahora que Re(z) = x < 0. Teniendo presente que para
cualquier valor de z, Re(®(z)) < 0, deducimos que

In(|f(2)]) < =N(0) < =N (x).



44 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE WATSON EN UNA BANDA.

2.2. Teoremas sobre las funciones holomorfas
en una banda

El objetivo de esta seccién es presentar diversos resultados con el fin de
dar una generalizacion de los teoremas 2.1.3 y 2.1.7 a bandas en un sentido
generalizado que precisaremos a continuacion.

A lo largo de este seccién, consideraremos una funciéon G(o) positiva, y
continua para cada o > og, siendo oy un nimero real o —oo. Supondremos
ademds que la funcién G tiene limite en infinito, es decir,

lim G(o) = G < .

g—00

Comenzamos mostrando la “banda” generalizada sobre la que trabajaremos.

Definicién 2.2.1. Denotamos por A, al dominio del plano complejo, cuyos
puntos s = o + it, donde 0 = Re(s) y t = Im(s), satisfacen que o > 09, y
|t| < G(o). Concretamente,

Ag:={s=o+it: 0> 09, y|t| <G(o)}.

Por no recargar la terminologia, en muchas situaciones haremos referencia
a ella simplemente como una banda.

Notacién. En lo que sigue, dado un conjunto del plano complejo, €2 C C,
denotaremos por Q7 a la interseccién de € con el semiplano superior abierto,
esto es,

O ={ze€Q: Im(z) > 0}.

Del mismo modo, denotaremos por 2~ a la interseccién del conjunto €2 con
el semiplano inferior abierto, esto es,

Q" ={z € Q: Im(z) <0}.

Lema 2.2.2. Sea () un abierto conexo y simplemente conexo, distinto de C,
y supongamos que para cada z € 2, se tiene que z € 2. Seaa € QNR, y
supongamos que f: 2 — D(0,1) es una aplicacién biholomorfa con f(a) =
0, f'(a) > 0y f(Q) = D(0,1). Entonces, o bien f(Q") estd integramente
contenido en el semiplano superior, o bien en el inferior. Ademas, se tiene

que f(QRNR) = (-1,1).

Demostracion. Sean a € ) N R, fijo pero arbitrario, y f como en el enun-
ciado. Consideremos la funcién g(z) = f(z). Debido a la simetria de Q, ¢
estd definida en 2, y cumple que ¢g(2) = D(0,1), g(a) = f(a) = f(a) =0y
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g'(a) = f'(a) = f'(a) = f'(a) > 0. En virtud del teorema de representacién
conforme de Riemann A.13, deducimos que ambas funciones f y g deben ser
iguales, es decir, debe ocurrir que

f(2) = f(2). (2.28)

Es claro entonces que f(2NR) C R, y de hecho f(2NR) = (-1, 1). En efecto,
si existiera z € Q R tal que f(z) € (—1,1), entonces z # z y f(z) = f(2),
en contra de la biyectividad de f. Por otro lado, observemos que €2 es uniéon
disjunta de los conexos (por ser en los tres casos intersecciones no vacias de
conexos) 2T, QNR y Q. Entonces, siendo f biholomorfa, D(0, 1) serd unién
disjunta de los conexos f(Q7), (—1,1) y f(27), concluyéndose lo deseado de
forma inmediata. []

Proposicién 2.2.3. Existe una unica aplicacién z: Ay, — D,, con z(s) =
x(s) + iy(s), que realiza la representacién conforme de Ay, sobre la banda
D,, cumpliendo las siguientes propiedades:

1) El intervalo (0g,00) se transforma en el eje real (—oo,00) del plano
z=x+1y.

2) Fijado un valor ¢* arbitrario, se tiene que z(c*) = 0.
3) Para cada o > 0y, se tiene que z/(0) = 2'(0) > 0.

Demostracion. Sea o* € R fijo pero arbitrario. Entonces, debido a que am-
bas bandas A, y D, son conjuntos conexos y simplemente conexos, esta jus-
tificada la aplicacién del teorema de representaciéon conforme de Riemann
A.13. Existen por tanto, dos aplicaciones biholomorfas, f: A, — D(0, 1)
y g: D, — D(0,1) tales que f(c*) =0, f'(c*) >0, g(0) =0y ¢'(0) > 0.
Definamos la aplicacién z = g to f: A, — D,, y veamos que cumple las
propiedades enunciadas.

En primer lugar, resulta claro que z asi definido es una aplicacién confor-
me pues es composicion de ellas. Ademas, se cumple la segunda propiedad,
en efecto,

2(0") = (g7 0 f)(0") = g7}(0) = 0.

A continuacion, aplicando el lema 2.2.2 a la funciéon f, deducimos que
f(AsNR) = (—1,1). Anédlogamente, aplicando dicho lema a la funcién g
se sigue que g(D, NR) = (—1,1). Ahora bien, como A; "R = (0g,00) y
D,NR = (—00,00), se tiene que

Z<AS ﬂR) = z((00> OO)) = (gil © f)((UC)? OO)) = gil((_lﬁ 1)) = (_007 00)7
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es decir, z cumple la segunda propiedad.
Por ultimo, se sigue de la regla de la cadena y del teorema de la aplicacion

inversa que
1

Y(8) = (670 P(5) = s 119)
Y por tanto, evaluando en o* se tiene que
!/ *\ 1 /! *\ ]' ! *
ETE D) AR

Ahora bien, como z es real sobre la semirrecta (o, 00), entonces necesaria-
mente la derivada conserva signo, es decir, es positiva. En efecto, si escri-
bimos z descompuesto en su parte real e imaginaria, z = x + iy, entonces
Z'(s) = a'(s), para cada s € (0p,00). Por tanto, si existiera algin punto
o** > 0y donde la derivada fuera negativa, entonces, en virtud del teorema
de Bolzano, deberia anularse para algin valor entre o* y ¢**. Sin embargo,
esto tltimo contradice el hecho de que z sea una aplicacion conforme, pues
su derivada no puede anularse en ningin punto. Tenemos probada la tercera
de las condiciones del enunciado. O]

Observacion 2.2.4. En lo que sigue denotaremos por s(z) = o(2)+it(z) ala
inversa de la aplicacién z(s), es decir, s: D, — A realiza la representacion
conforme de D,, sobre la banda A,.

Definicién 2.2.5. Denotaremos por z(o), T(0), o(x) y o(z) a las cantidades

z(0) = min z(oc+1it), (o) = max x(o +it),
(o) 1H<G (o) ( ) 7o) 1t1<Glo) ( )
o(x) = min o(z +1iy), &(x)=mixo(z+y),

1<% 1<%
—2 —2

que, en virtud del teorema de Carathéodory A.14 aplicado a subconjuntos
acotados adecuados de las respectivas bandas, estan bien definidas para todo
x € Ry todo o > oy.

Proposiciéon 2.2.6. Sean o1, y 09 dos nimeros reales, con gg < 01 < 03, y

tales que
72 do
— >4 2.29
[, cm > (229)
entonces, se tiene que
o2 d
z(o9) — T(oy) > g/al TZ) — 4. (2.30)
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Demostracion. Sea w(o) la diferencia entre los valores T(o) y x(0), es decir,
para cada o > oy,
w(o) = (o) — z(0).

A continuacion, para cada o > 0, denotemos por S, el segmento en la banda
A, de abscisa o. Concretamente,

Se ={s=o0+it: |t| <G(o)}.

Entonces, la imagen por la aplicacién conforme z de dicho segmento, z(S,),
tiene longitud mayor o igual que (w2(c) + 72)2, en virtud del teorema de
Pitagoras. Por tanto, expresando dicha longitud en forma de integral cur-
vilinea, obtenemos la desigualdad siguiente

L G(o)
(W2(0) +72)F < /G( o+ iyl (2.31)

Se sigue, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

G(o) G(o) 3 G(o) 3
/ 12/ (o 4 it)|dt < (/ 12dt> (/ |2' (o + it)|2dt)
—G(0) —G(o) —G(o)

= (2G(0)) (/Z(:) |Z’(0+z’t)|2dt>é. (2.32)

N

Por tanto, sustituyendo (2.32) en (2.31) y operando, se obtiene que

G(o)
w?(o) + 7% < 2G(0) / |2/ (0 + it)|*dt.
-G(o)

Teniendo presente que para cada o > 09, G(0) toma valores positivos, pode-
mos reescribir lo anterior como sigue

2 2 G(o)
wio) </ 12/ (0 + it)|2dt.
—G(o)

Integrando entre o, y 09, obtenemos que

2 dg o9 (JJQ(U) o9 G(o) .
2 d </ / ! H2dt )do. (2.
i, same <] ( Pl HiOP ). (233

1 1

Por otro lado, tengamos presente que la integral doble que aparece en el
lado derecho de la desigualdad, corresponde al area de la transformacion por
z, del dominio de la banda A, comprendida entre las abscisas o1 y 0. En
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efecto, denotemos por A al conjunto {s € A;: 01 < 0 < 03}, por lo que,
realizando el cambio de variable z = z(s), el drea de dicho conjunto se puede
calcular como sigue

Area(z(Ar,)) = // ldzdy = / J.dodt. (2.34)
z(A1,2) A1

A continuacién, calculemos el determinante jacobiano de la transformacion
z(o +it) = x(o +it) + 1y(o + it),

To Ty
Yo Ut

Lo —Yo
Yo To

T, =

=22 + 12 = |v, +iys|? = |2/ (s)|* = | (0 +it) %,

(2.35)
donde en la segunda igualdad se ha hecho uso de las condiciones de Cauchy-

Riemann. Sustituyendo (2.35) en (2.34) se obtiene lo deseado,

Area(=(Ars)) = / / (0 + it) 2dodt.
A12

Teniendo presente que la anchura de la banda D, es m, y que el dominio
z(A;2) esta contenido en el rectangulo de anchura T(os) — x(01), es posible
acotar dicha area, como sigue,

/ /A i) ot < 7 (Fo2)-2(01)) = 7 (2(02)~F(o1) +o(oo) (o) ).

(2.36)
Juntando (2.33) y (2.36), podemos escribir

2 /:2 22?0‘) + /:2 ;J;((Z)) do < ﬂ(g(ag) —T(01) + w(og) + w(01)>.

1 1

Operando en la expresion anterior, obtenemos la siguiente desigualdad

2(09) — F(on) > g/ % + % /: oé(—(g))da — w(03) —w(on). (2.37)

Se deduce de la hipétesis (2.29) y del teorema fundamental del calculo integral
que existen dos puntos o] y o) tales que 0y < 0} < 0 < 09, cumpliendo que

1 do 2 do
— =92, 2.
. ) ), G (2.38)

A continuacion, consideremos

/

1 [T w(7) 1 [7W(7)
h(o) /U o) dr —w(o), vy k(o)=— /0'2 G dr — w(o).

" or
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Entonces, teniendo en cuenta que

/

[ 8= [y [y [y
)

S

/
1

o} w2<0_ 02 WZ(O')
>
—/m )" ), G0

02

donde el segundo sumando, corresponde a la integral de una funcion positiva
en un intervalo, y por tanto es estrictamente positiva, podremos reescribir la
desigualdad (2.37) como sigue:

T [ do

z(o9) —T(01) > 2] G + h(oy) + k(o9). (2.39)

1

Afirmamos que existe un punto 1, con oy < 71 < 07, tal que
h7) > —. (2.40)

Para ello, razonemos por reduccién al absurdo, supongamos que lo con-
trario es cierto, es decir, que para cada o € (01, 0}) se tiene que h(o) < —,
o equivalentemente, que h(c) + m < 0. Se sigue de lo anterior que para
o1 < o < 0}, se cumple que
1 [ w?(7)

h(a)+7r+w(a):7r+§ GO

dr < w(o). (2.41)

Denotando por ¢(c) = h(o) + 7+ w(0o), se tiene que si o es tal que 07 < 0 <
o1, entonces

$*(0) < W (o) = —27m¢'(0)G(0).

En efecto, se sigue de (2.41) que ¢(0) < w(0o), y dado que ambas son canti-
dades positivas, se tiene que ¢*(c) < w?(o) para oy < o < o). Por otro lado,
del teorema fundamental del calculo integral, se tiene que

#0) =)+ o) = (o [ LTar) =L
de donde se deduce que
—21¢/(0)G(0) = w(0) > ¢*(0).
Ahora bien, obtenemos de la desigualdad anterior que para o; < o < o7,

11 _ ¢
2G(0) = (o)
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Integrando la expresion anterior entre oy y o}, y teniendo presente que
o(0}) = m, y que ¢(o1) > 0, se obtiene la siguiente expresion,

1 /"1 do 7 ¢ (0) ( 1 1 ) m
— —— < -7 —~do=m — =1-—x<1,
2 /5 G(o) o ¥?(0) ¢(o1)  ¢(on) ¢(01)

la cual contradice directamente (2.38), y por tanto queda justificado (2.40).

Andlogamente, se prueba que existe un punto s, con oy < g3 < 09, tal que

k(7y) > —. (2.42)

Reemplazando en (2.39), oy y 03 respectivamente por 7 y 72, se tiene que

2(02) — (1) > g/ % +h(7)) + k(@) > g/: % —2m, (2.43)

donde la tltima desigualdad es consecuencia de (2.40) y de (2.42). Ademas,
teniendo presente que la aplicacién z restringida al eje real es creciente, pues
verifica que 2'(0) = 2'(0) > 0 para ¢ > 0y, deducimos que z(0y) < z(71), y
que z(72) < x(02). Por tanto, podemos acotar (2.43) de la siguiente manera

£(03) ~F(1) > 2(02) ~ 7(30) > 2(32) ~7(30) > & / " % or (2.44)

Por otro lado, como 01 < 7 < 0] y 04 < Ty < 09, se sigue de (2.38) que
% do 7 do
2= > — 2.45
| 5], 5 (249
72 do 72 do
2:/1 2/ . (2.46)
o Glo) ~ Js, Glo)

o1

Ademds, se tiene que

7r/"2 do 5 7T/‘72 do ﬂ/”l do 7T/02 do 5

— — 2T = — - —_— — — — 27

2 o1 G<O-) 2 o1 G(J) 2 o1 (0) 2 o2 G<O>
_z/‘”d_ff_z /”1d_0+ " do Ly
“2/, ¢ 2\, ¢ L, ¢

T [ do

> — 1 2.4
25 ), Gy " (247)

donde la ultima desigualdad es consecuencia de (2.45) y (2.46). Para concluir,
basta agrupar (2.44) y (2.47), para obtener lo deseado

_ T [ do
2(0) ~ (1) > / i
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Se deduce en particular de la proposicion anterior 2.2.6, el siguiente co-
rolario.

Corolario 2.2.7. Para cada x € R se tiene que

() do
<8&. 2.48
/U(m) G(o) ( )

Demostracion. En efecto, fijemos xg € R y distingamos dos situaciones:

7 (o)
/ do <4
o(zo) G(U)

1) Si

entonces se sigue inmediatamente el resultado.

7o) o
>4,
/o‘(:vo) G(o)

2) Si

entonces, aplicando la proposicion 2.2.6, tenemos que

- _ 7 [7@) (o
z(o(z0)) — Z(c(z0)) > 3 /U(mo) Glo) Arr. (2.49)

Ahora bien, a la hora de considerar la imagen de la transformacién por
x del segmento, situado dentro de la banda generalizada A, y de abs-
cisa 7 (xg), tengamos presente que esta corta al segmento dentro de la
banda D, con abscisa . Por tanto, podemos establecer la desigualdad
@(E(Ig)) < 7.

Un razonamiento similar muestra que se puede establecer la siguiente
cota T(c(z0)) > wo. Se sigue de lo anterior que

z(o(z0)) — T(a(z0)) < mo — x9 =0,

por lo que de (2.49) concluimos lo deseado,

7 (xo) d 9
/ c <A4r.— =28&.
o(z0) G(o) m
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Observacién 2.2.8. Como la funcién G(o) tiende hacia G cuando o — oo,
entonces, se sigue del corolario 2.2.7 que

o(x) —o(r) < 8G + (), T — 00, (2.50)

donde e(z) es una funcién tal que e(z) = o(1) cuando x — oo. Ademsds,
tomando z,y € R arbitrarios con |y| < 7, podemos acotar &(z) > o(z) y
o(z) <o(z+iy),oa(x) > o(z+iy) y a(z) < o(z). En particular, se deduce
de (2.50) que

lo(x) —o(x +iy)| < 8G + ¢(x), e(z) =0o(1), z — o0, (2.51)
uniformemente para y con |y| < 7.

Proposicién 2.2.9. Si suponemos ademés que G(o) es de variacién total
acotada, y que existe 0 > 0 tal que G(o) > § > 0 para 0 > 0 (si g9 = —00,
tomarfamos G(o) de variaciéon acotada y G(o) > § sobre todo el eje real),
entonces existe una constante C' tal que para todos 01,09 > 0( se tiene que

™ [7? do
T(0og) —xz(07) < 5 /Jl Go) +C. (2.52)
Demostracion. Por un lado, como la funcién G(o) es acotada por hipdtesis,
existird una constante L tal que |G(0)| < L < 0.

Ademés, para cada o > 0g, denotemos por V(o) la variacién total de G(o)
entre oy y o, asimismo, como G es de variacién total acotada, existira una
constante V' > 0 de modo que V(o) <V < oc.

Por otro lado, para cada x € R denotemos por I', la imagen en la banda A
del segmento de abscisa x de la banda D,. Andlogamente, para cada ¢ € R
con o > 0y, denotemos por I la imagen en la banda D, del segmento de
abscisa o de la banda A,.

A continuacién, fijemos una constante a > og, y representemos por A(o) el
area del recinto de Ay comprendido entre los segmentos de abscisas a y o,
que se puede calcular como

A(o) =2 / " Glu)du.

Ademas, al ser la funcién G continua por hipotesis, podemos aplicar el teo-
rema fundamental del calculo integral y deducir que A(c) es de clase C!
y

A'(o) =2G(0), o > oy. (2.53)
Por ser G positiva, A(o) es estrictamente creciente, y su inversa sera de clase
C! en su intervalo de definicién. Denotemos por a(z) el punto del eje real de
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A, situado entre a y o(x), tal que el drea comprendida entre a y a(x), esto
es, A(a(x)), es igual al drea entre a y T',.

Por dltimo, representemos por m(o) al inferior de las longitudes de las curvas
rectificables que unen un punto p; +iG(py), en la parte superior de la frontera
de Ag, con otro py — iG(p2), en la parte inferior de la frontera, y que corta
al segmento vertical con abscisa o.

Teniendo presente que para cada x € R, la curva I', une dos puntos
situados sobre la frontera de Ay, uno en la parte superior y otro en la infe-
rior, y que ademés corta al segmento de abscisa a(x), podemos establecer la
desigualdad,

mla@) < [ 15+ i)y

jus
2

pues la integral de la derecha es la longitud de I', si se la parametriza me-

diante y + s(x + iy) con y € [~7, 5]. Aplicando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, se deduce de lo anterior que

m?(a(z)) < 7T/2 |s'(z + iy)|*dy. (2.54)

us
2

Por un lado, podemos escribir el drea (en Ay) de la regiéon comprendida entre
el segmento de abscisa a y la curva I',, como

™

/<> (/ '5'(“““>|2dv)du —: H(x)

jus
2

donde hemos seguido un razonamiento similar al expuesto en la proposicion
2.2.6. Una aplicacion directa del teorema de continuidad bajo el signo integral
garantiza que la funcién definida para cada u entre z(a) y =, como

Fu) = /_ 18" (u + i) [2do,

jus
2

es continua. Y por tanto, aplicando el teorema fundamental del calculo inte-
gral, deducimos que H(z) es de clase C' y

jus

H'(x) = / 1o + i) Pdy.

g
Por otro lado, sabemos que, por definicién de a(x),

A(a(z)) = H(z). (2.55)
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Por lo tanto, podemos escribir a(z) = A~ o H(x), que serd también de clase
C'. Se sigue de (2.54) y de lo anterior que

m*(a(z)) < TH'(z) = T%A(O&(JL’)) =74 (a(z))d/(2), (2.56)

donde la 1ltima igualdad proviene de la aplicacién de la regla de la cadena.
Este hecho, junto con (2.53), permite reescribir (2.56) de la siguiente manera:

m*(a(z)) < 27G(a(z))d ().

Como el término de la izquierda no se anula, escribamos equivalentemente

1 <27

T~ m? (a(m)) “

donde integrando para z; y zo numeros reales arbitrarios, con x; < x3, y
teniendo presente la monotonia de la integral, se obtiene que

Ty —x1 <27 /902 Ma’(x)dw =27 /a(ﬂ@) Mda, (2.57)

m?(a(z)) (@) M)

siendo la ultima igualdad consecuencia del teorema de cambio de variable,
tomando a = «a(x).
A continuacién, tomemos o € R, con g9 > 9. Entonces, en virtud del

corolario 2.2.7, se tiene que
7(z(02))
/ do <.
o(z(02)) G(o)

A continuacién, teniendo presente que |G(0)| < L para cada o > 0, podemos
deducir que
7(%(02)) — a(T(02)) < 8L. (2.58)

Ahora bien, como por un lado, el segmento de abscisa T(o5) tiene interseccién
no vacfa con la curva I',_, se tendra pues que la curva I'z(4,) tiene interseccién
no vacia con el segmento de abscisa g9, y por tanto los puntos que se sitien
en dicha interseccién tienen como parte real a 5. Se concluye que

o3 € [0(T(02)),7(z(02))]. (2.59)

Por otro lado, por definicién de a(f(ag)), si este valor estuviera por encima
de 7(Z(02)) (resp. por debajo de 7(z(02))), entonces el drea entre a y I'z(xy)
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serfa estrictamente més grande (resp. estrictamente més pequena) que el drea
entre a y « ( (02)), por lo que ha de ser

a(T(02)) € [a(z(02)),7(z(02))]. (2.60)
Se deduce de (2.58), (2.59) y (2.60) la desigualdad
a(T(02)) — 02 < 7(T(02)) — o (T(02) < L. (2.61)

Sea 01 € R, con 05 > 01 > 0g. Un razonamiento similar al anterior permite
obtener la desigualdad

o1 — a(z(o1)) <7(z(01)) — o(z(or) < 8L. (2.62)

Teniendo presente (2.57),(2.61) y (2.62) podemos escribir la siguiente cadena
de desigualdades

a(@(o2)) o2+8L
T(0w) — z(0y) < 2 / 2(0‘> da < 21 / 2(O‘> da.  (2.63)
a(z(o1)) m (Oé) o1—8L M (a)
Por otro lado, como G(o) > § para cada o > oy, se tiene que m(«a) > 20, y
por tanto, es posible establecer la acotacion
Glo) _ L
m?(a) — 402

Se sigue de (2.63) y de lo anterior que

Z(02) —z(01) < 27 /02 Cla)

o1—8L m?(a)

= 27r/ Glo) do

m?(«)

car( [ e [ i)
2 9G(a)  Stl?

T do + T (2.64)

do

<m

a1
Por otra parte, se tiene que

22G(a) , [ da 72 4G* (o) — m?(a) N
m2(a) " = / 2G(a) +/m 2G(a)m(a)

B 72 do 72 2G(a0) + m(«) i) da
[ st ] e <>(2G() mia))d

1 a)jm?

(
72 da
S/g ST 253/ (2G () (a))der, (2.65)

1

o1




26 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE WATSON EN UNA BANDA.

donde la ultima desigualdad es consecuencia de las siguientes acotaciones

2G(a) + m(«) < 2G(a) + 2G(a) AL L

2G(m(a) = 2Gla)mi(a) = (20)(407) 208

Por definicién de m(a) se tiene que para todo € > 0, existe una curva v que
une my — iG(mq) con my + iG(mg) cortando al segmento vertical de abscisa
«, para ciertos my, my > 0o, de modo que long(y) < m(«a)+¢e. Obsérvese que
los puntos m; y mso han de pertenecer al intervalo [a — L, a4 L], pues de otro
modo el segmento que une « con a + iG(a), o el que une a con o — iG(a),
ambos de longitud menor o igual que L, permitirian reducir el valor de m(«).
Sea ahora mj3 el punto de corte de v* y R. Se tiene que

long(y) > |my — iG(my) — mg| + |mg +iG(ma) — m3| > G(my) + G(ma).
Se sigue de lo anterior que

2G (o) — m(ar) < 2G () — (G(ma) + G(m2)) + ¢
< |G(a) = G(ma)| + [G(a) = G(ma)| + €
< (V(e+L)=V(a—=L))+ (V(e+ L) = V(e—L)) +¢
=2(V(e+L)—V(a—1L)) +e.
Como la desigualdad previa es vélida para cada ¢ > 0, deducimos que

2G(a) —m(a) <2(V(a+ L) — V(a — L)).

Teniendo presente la desigualdad anterior, es posible acotar la siguiente ex-
presion:

/W@G@%ﬂﬂ@ﬂa§2/mOWHJJ—VW—L»M

1 o1

oo+ L oo—L
:2/ V@ﬁ—Q/ V(t)dt

1+L 1—L
oo+L o1+L
:2/ V@ﬁ—Z/ V(t)dt
oo—L o1—L
< 2(2LV) +0 = 4LV, (2.66)

realizado en la primera igualdad los cambios de variablet = a+Lyt =a—1L,
respectivamente, en la primera y segunda integral, y teniendo presente en la
ultimo desigualdad que V(o) es un funcién positiva. Por dltimo, se concluye
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de (2.64), (2.65) v (2.66) que

722G () 8w L?
d

@) TR
<E/02 do +87TL2+E 72
~ 2/, Go) 92 263 J,,
m (7 da  87L? 7L T [ da
D D L NPT 2 7o P R Se
—2[, Gy T oz Tty 2[, Gla)

1 1

Z(og) —x(0q) <

(2G(a) — m(a))do

donde la constante C' viene dada por

STL26 + 21 L2V

C= 5

]

Observacion 2.2.10. Tomando o7y = 09 = o en las condiciones del lema
2.2.9, deducimos que existe una constante C' tal que

7(0) — z(0) < g / ’ Gd(TT) rO=0C (2.67)

Ademas, tomando o,t € R arbitrarios, con o > 0y, v |t| < G(0), entonces,
podemos acotar T(o) > x(o) y z(o) < z(o +it), o T(o) > x(oc +it) y
z(0) < z(o). En particular, se deduce de (2.67) que

|z(0) — z(0 4+ it)| < O(1), o — oc.

Por otro lado, del hecho de que G(o) > § > 0, se deduce para cualesquiera

01,09 > 0p que
W/”Q do
2 )y G(o)

|Z(09) — z(01)| = O(Jog — 01]) + O(1), 01,092 = 0.

(e

S 2_5’0-2 _0'1‘7

y por tanto, se tiene que

En adelante, supondremos de nuevo que G(o) es continua en (og,o0),
verificando ademds que 0 < 0 < G(o) < L para ¢ > 0y. Supondremos
también que G es de variacién acotada sobre la semirrecta [og, 00), teniendo
presente que si 0p = —o0 entonces (G es de variacién acotada sobre toda la
recta real. Por tltimo, consideremos una constante ¢, con ¢ > oy.

Definicién 2.2.11. En las condiciones anteriores, definamos la funcién S
por

S(o) = g/ %, o> oo (2.68)
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El papel que juega la funcion S serd notorio conforme avancemos en la
memoria, sirviendo para resolver los problemas de casianaliticidad sobre la

banda A,.

Proposiciéon 2.2.12. Suponiendo que G cumple las condiciones impuestas
anteriormente, se tiene que

z(o) =S(0)+ O(1), o — occ. (2.69)
Demostracion. En primer lugar, tomando o suficientemente grande, digamos
o > 4L + ¢, es posible garantizar que

7 du “du  o—c
> — = > 4.
e Gu) —J. L L
Por lo que, tomando 01 = ¢y 05 = o, es posible aplicar la proposicién 2.2.6,
deduciéndose que

_ T [7 du
g(a)—x(c)zg/c G(u)—47r:S(c7)—47r.

Ahora bien, como z(0) < x(0), se sigue de lo anterior que
z(0) > S(o) + (z(c) — 4n). (2.70)

Por otro lado, aplicando la proposicion 2.2.9, se deduce que existe una cons-
tante C' de modo que

Z(o) —z(c) < g/: Gd(Z) +C=S(0)+C.

De nuevo, como Z(o) > x(0), se sigue de lo anterior que
z(0) < S(0) + (z(c) + O). (2.71)
Concluimos de (2.70) y (2.71) que
(o) =S(0)+0(1) (0 — o).
[
Proposicion 2.2.13. Consideremos un nimero real € con 0 < € < 7, en-

tonces si |y| < § — ¢, se tiene que

lim §'(z) = —,
T—500 T

uniformemente con respecto a y, y donde G es el limite de G(o) cuando
g — Q.
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Demostracion. Como la funcién s es holomorfa en la banda D,, entonces su
parte imaginaria, t(z), es una funcién arménica en dicha banda, que ademads
cumple que

T

2
lim t(x +iy) = Gy siJy| < (2.72)

T—00 s 2

En efecto, la funcién arménica 7(z +iy) = t(v +iy) — 2% es arménica en D,
continua en D, (por ser resta de continuas), y acotada sobre la frontera de
D,, puesto que su imagen por t se corresponde con la frontera de la banda A,
y la funcién se anula en el punto del infinito (visto en la esfera de Riemann)
ya que

T(xiig):t(miig):FG—H), T — .

Debido a la continuidad de la funcién 7 en D, U {oc}, se deduce que 7 tiende
a 0 cuando x — oo, uniformemente en y, con |y| < 7/2. A continuacién,
consideremos un numero real positivo xy, y designemos por Ry el rectangulo
definido como -

Ry ={(z,y): |z] <zp < 00, |y| < 5}

Sea h un numero real positivo, y tomemos la funciéon f; definida por
fu(z) = s(z+ h) — s(h).
Se sigue de (2.72) que

, , . 2Gy
M Tm(fi,(2)) = lm t((@+h) +iy) = —,

uniformemente en Ry, puesto que |y| < 7. Ademds, como f,(0) = 0 para

todo h > 0, aplicando el teorema A.16 deducimos que la familia f;(z) para
h > 0 es normal en Ry, obteniendo de hecho que

, 2Gz

lim (=) = =,
h—o00 ™

donde la convergencia es uniforme en cada dominio cerrado contenido en R,.

Aplicando el teorema de Weierstrass A.15, deducimos que para ese mismo

dominio se tiene que

lim f;(2) = E

h—o0 s

Concluimos de lo anterior lo deseado, puesto que

lim f;(z) = lim §'(z + h) = lim §'(2) = —.
h—o0 h—o0 T—00 m
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Un corolario que sera de gran utilidad es el que sigue.

Corolario 2.2.14. Se tiene que

lim o'(x) = —,
T—500 T

donde G es el limite de G(0) cuando 0 — 0.

Demostracion. Basta recordar que s'(z) = o’(z), con z = Re(z).
[

Definicién 2.2.15. Dada una funcién F(o) denotaremos por [F(o)]t a la
funcién que es igual que F'(o) en los puntos en los que dicha funcién esté de-
finida y es positiva, y toma el valor cero para el resto de valores de o. A dicha
funcion la llamaremos parte positiva de F.

Observacion 2.2.16. La funcién F'(o) podria estar definida en un subcon-
junto E de la recta real, o incluso podria tomar los valores +oo en dicho
conjunto F. Sin embargo, la funcién parte positiva de F, [F(0)]*, esta defi-
nida en toda la recta real, tomando el valor 0 cuando o ¢ E. Ademds, si existe
o1 € E tal que F(o1) = 400 (resp. F(o1) = —00), entonces [F(o1)]t = 400
(xesp. [F(o1)]* = 0).

Denotando por oy(z) = o(x +i%), y teniendo presente la funcién S(o)
introducida en (2.68), se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.17. Sean N (o) y M (o) dos funciones no decrecientes defi-
nidas para valores de o grandes. Sea v > 16G > 0, donde G(0) esta definida
como en la proposicién 2.2.9, y G = lim,_,, G(0).

Entonces, la relacion

1) /OO |:N(O') — M(o — 7)]+6_S(")d0 < 00
implica que
2) /oo [N(UQ(.CE)) — M(O’U(QT))]+6_ICZ.T < 00,

y esta a su vez implica que

3) / h [N(a) — M(o + 7)} e 5@ g < .
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Nota. Podria ocurrir que alguna de las funciones N (o) o M (o) sea igual a
400 para un valor de o suficientemente grande. Del mismo modo, si ocurriera
que para g > 0g se tiene que N (o) = M (o) = +00, entonces de la definicién
de funcién parte positiva, se deduce que [N(o) — M(oc — v)]" = 0 para
o>00+7 v [N(o)— M(oc+7)]t =0 para 0 > 0y, es decir, no se genera
ningun tipo de indeterminacién y las integrales estan bien definidas.

Demostracion. Aplicando, para x suficientemente grande, la desigualdad (2.51)
se tiene que

T
o(2) = 00(x)| = o () = o(a+i5)| < 8G +e(a) < 7.
puesto que e(x) = o(1), y por hipétesis se tiene que v > 16G. Deducimos de

lo anterior que
o(x) — % < oo(z) <ox)+ % (2.73)

Por otro lado, en virtud de la proposicion 2.2.12, existira una constante « tal
que, para x suficientemente grande, se tiene que

S(o(z)) —a <z < S(o(x) + a. (2.74)

Finalmente, para cada 8 > 0 se tiene, en virtud del teorema de los incremen-
tos finitos de Lagrange, que existe una constante k € (0,0 + ) tal que

S(o+8) = S(o) = S (k)= —D_ <™

- 2G(k) T 207 (2.75)

donde la segunda igualdad es consecuencia de la aplicacion del teorema fun-
damental del cdlculo, valido por ser la funcién G(o) continua por hipétesis, y
la desigualdad es consecuencia de la acotacién G(o) > 4§, para cada o > 0.

A continuacion, razonemos por reduccién al absurdo, es decir, suponga-
mos que 3) no fuera cierto, esto es,

/OO [N(O’) — M(o + 7)} +e’S(")d0 = 0.

Aplicando el cambio de variable o = 7 — 2, obtenemos que
o0 + y
/ [Nio =2y = Mo+ )] e Do = oo, (2.76)

donde se ha reescrito la integral en términos de la variable ¢ por comodidad.
También, se tiene que

/OO [N(a - %) — M(o+ g)] e 504y = oo, (2.77)
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puesto que , al ser S(o) creciente y por (2.75),

e=5(0=7/2)
1< o = S(=71/24+7/2)=S5(0=7/2) < om/(48) (2.78)
e (o2

Ahora bien, considerando (2.77) como una integral de Riemann-Stieltjes,

h N(o(z) - z) — M(o(z) + 1) +6_S("(m))da(a:) = 00,
2 2

y teniendo presente que el integrador o(z) es una funcién arménica, por lo
que su derivada es continua, y por tanto integrable en el sentido de Riemann,
es posible reducir la integral de Riemann-Stieltjes a una integral de Riemann,
adoptando la expresion

o0 +
/ [N(o(@) = 1) = M) + )] e @/ @)dr =00, (279)
Ahora bien, como tanto N (o) como M (o) son no decrecientes, se sigue de

las desigualdades (2.73) que

N(o(x) =) < N(oo(@), v M(o(@)+3) = M(oo(x)).

N(o(x) = 2) = M(o(x) + 2) < N(oo(x)) — M (o9(x)).

Por otro lado, de la desigualdad (2.74) se sigue que e 5(?(®) < ¢%~%. Con
todo esto, deducimos de la igualdad (2.79) que

/oo [N(Uﬁ(x)) - M(Uo(:r))]+e_xa’(m)dx — 00.

A continuacién, deducimos del corolario 2.2.14 que la integral anterior tiene
el mismo cardcter que 2), puesto que

/, !/ _ =
A o)==

es decir, 2) deberia ser divergente.
De nuevo, razonemos por reduccién al absurdo, supongamos ahora que
2) no fuera cierto, es decir,

/ h [N (ou()) = M (ool | Tedr = 0. (2.80)
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Se sigue de las desigualdades (2.73) que

N(oo(z)) < N(o(z) + %), y M(oo(z)) > M(o(z) — =).

Y por tanto, se tiene que
N (oo(x)) = M(00(x)) < N(o(z) + =) — M(o(z) — =).

Ademés, de la desigualdad (2.74) se sigue que e < e 5(@@)e> Con todo
esto, deducimos de la igualdad (2.80) que

h N(o(z) + z) — M(o(z) — z) +e_5(”(m))dx = 00. (2.81)
2 2

Dado que lim, ,, 0/(z) = 2G /7, también serd divergente la integral

/OO [N(O‘(ZL‘) + %) — M(o(z) — %)} +e_s("(gc))(f’(x)alx, (2.82)

que escribimos como

/OO [N(U + %) — M(o — g)]+6_s(”)do = 0.

Aplicando el cambio de variable o = 7 — 3, obtenemos que
oo + -
/ [N(a) — M(o — 7)} e 52 do = o0, (2.83)

donde se ha reescrito la integral en términos de la variable o por comodidad.
Por ltimo, aplicando las estimaciones de (2.78), se deduce que las integrales
en 1) y (2.83) tienen el mismo caracter, es decir, ambas divergen. O

Un corolario inmediato de la proposicion previa es el siguiente

Corolario 2.2.18. Con la notacién de la proposicién anterior, sea N (o) una
funcién no decreciente y positiva, entonces son equivalentes

1) /00 N(o)e*9do < oo,
2) /OON(UO(:(:))eIdx < 00.

Demostracion. Teniendo presente que la funcién N (o) es positiva, basta apli-
car la proposicién anterior a la funciones N = N(o),y M = 0. O
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Estamos en condiciones de poder generalizar el resultado expuesto en el
teorema 2.1.3.

Teorema 2.2.19. Sea F'(s) una funcién holomorfa, no idénticamente nula y
acotada en la banda Ay, definida para ¢ > 0y, con |t| < G(o) (donde G(0)

estd definido como en la proposicién 2.2.9), y continua sobre Ag. Sean N (o)
y M(o) dos funciones no decrecientes, tales que para cada o € A, se tiene
que

In (|F (0 +iG(0))|) < M(c) — N(o). (2.84)

Entonces, para v > 16G, donde G = lim,_,,, G(0), se tiene que
00 +
/ |:N(0') — M(o + 7)] e do < 0. (2.85)

Demostracién. Consideremos la funcién ®(z) = F(s(z)), donde s(z) es la
funcion definida en la observacién 2.2.4. Entonces, escribiendo como antes
oo(z) = o(x +1i%), deducimos que

5(:1:+zg) = 0(m+ig)+it(x+zg) = Jo(x)+iG(a(x+ig)) = oo(z)+iG (0o(z)),

y se sigue de (2.84) que

In (|®(z+ zg) ) =In(|F(s(z+ zg)) ) =In <‘F(00(x) +iG(00(2))) D
< M(oo(x)) — N(oo(z)).  (2.86)
En particular, se deduce de lo anterior que

N(oo(x)) — M(oo(x)) < —In (|®(z + zg) ). (2.87)

Ahora bien, como F' es acotada por hipdtesis en la banda A,, existird una
constante m > 0 tal que

In (|9 (x +i)[) < m. (2.88)

A continuacién denotemos por E al conjunto de los x positivos tales que
N(oo(z)) — M(oo(z)) > 0. Entonces, teniendo presente (2.87) y (2.88), se
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deduce que
o0 +
/ [N(ao(x)) - M(Uo(x))] e fdr = / N(oo(x)) — M(oo(x))e “dx
0 E
< —/ In (’@(m + ZZ) De—‘vdx
E 2
- [ (o))~ mlewda
—/ (ln (’CI)(I + ’Lg) ‘) — m)e_’”dx.
0

(2.89)

IN

IN

Consideremos ahora la funcién ¥(z) = e™™®(z) = e ™F(s(z)), que es holo-
morfa, no idénticamente nula y acotada en la banda D,, y es continua en la
banda D,, puesto que F es continua en la banda A,. Por tanto, aplicando el
teorema 2.1.2 a la funcién W, se deduce que

oo > /OO —1In (’\Il(x —i—ig)‘)e_mda: = /00 —1In (|6_m<I>(x —i—ig)‘)e_rdx
0 0

— /OOO —In (|®(x —l—zg)’) - m)e’xdx.

Para concluir, se sigue de (2.89) y de lo anterior que
+

/000 [N(UO(ZL’)) — M(UO(ZL’))] e “dr < 0o,

por lo que, aplicando la proposicion 2.2.17, deducimos que la convergencia
de la integral anterior, implica la convergencia de la integral (2.85).
m

Del mismo modo, podemos generalizar el teorema 2.1.7 como sigue.

Teorema 2.2.20. Consideremos la banda A, definida como en el teorema
anterior, y sea N (o) una funcién no decreciente tal que

/,Mmﬁ@w<m. (2.90)

Entonces, existe una funcién F(s) holomorfa y no nula sobre la banda Aj,
tal que para cada s € A, se tiene que

In |F(o +it)] < —N(o). (2.91)
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Demostracion. Se puede reducir el problema al caso en que N(o) > 0 para
todo o > 0. Si no fuera asi, esto es, si N(o) tomara valores negativos, si-
guiendo un esquema similar al expuesto en el teorema 2.1.7, basta considerar
la funciéon M (o) = N(o) — N(og) + 1, y esta es tal que M (o) > 0, para todo
o > 0. Aplicando el teorema a M, obtenemos una funciéon F', y tomando
F*(s) = F(s)e~W(@0)=s probarfamos el teorema para N (o).

A continuacién, escribamos o1 = méx{og, 0}, y denotemos por A* el
dominio definido para ¢ > 0y — 1, y |t| < G*(0), donde

G(o)+e 7 sio>o
G*(0) ={ G(o) +1 siog<0,yo09<o0<o0;
G(og)+1 siog>—o00,yo0—1<0 <o

En particular, notemos que la funcién es continua para o > 0y, es de variacion
acotada, y cumple que G*(¢) — G cuando o — co. Ademads, denotemos por

. 7 du
50 - | G
donde ¢ > oy es la constante fijada en la definicién de S(o), y definamos las
funciones z*(s), *(s), 0*(x), y " (x) como en la proposicién 2.2.3, y siguien-
tes, donde el papel que jugaba la banda Aj, es sustituido por A* (asi por
ejemplo, z*(s) = z*(s) + iy*(s), realiza la representacién conforme de A*
sobre D,, siendo esta representaciéon normalizada como lo hemos hecho an-
teriormente). Del mismo modo, escribiremos of(z) para denotar la cantidad
o*(r +i%).
En primer lugar, resulta claro que

/ N(o)e " do < oo, (2.92)

pues basta aplicar el criterio de comparacién por cociente para concluir que
la integral anterior y (2.90) tienen el mismo caracter. En efecto, teniendo
presente que

o 1 1 00 G*(u) _ G(u) 00 -
|, G~z [, “atoeor = |, @ ome"

1 1 1
1 o
—0
gﬁ e 7du < 00,

o1

afirmamos que

. N(o)e ™™ . S(0)—S5*(0) lite 00 (S(0)—S* ()
A N (o)e S e = <00
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Ahora bien, como N (o) es positiva, y se satisfacen las hip6tesis del corolario
2.2.18, deducimos de (2.92) que

/ " N(o(2))e—"da < oo,

Entonces, para cada r > 0, realizando el cambio de variable x = t + r, se
sigue de lo anterior que

/ N(oj(x +7))e *dr < oo,

donde hemos reescrito la integral en términos de la variable x por simplificar.
Por otro lado, como la funcién oj(z) es creciente (pues o*(x) lo es), y N es
no decreciente, deducimos que la funcién N(o§(z+7)) es no decreciente para
cada x, y por tanto del teorema 2.1.7, se sigue que existe una funcién ®(z)
(que dependera del pardmetro r), holomorfa y no nula en la banda D,, de
modo que para cada z € D,, se satisface la desigualdad

In (|(x +iy)|) < —N(og(x +1)).

A continuacion, consideremos la funcién Fi(s) = ®(z*(s)), entonces, se sigue
de lo anterior que

In (|Fi(o +it)]) < =N (o5 (x*(s) +7)). (2.93)

En virtud de (2.51), si r es suficientemente grande, existe un nimero p; € R
tal que para todo x > 0, se tiene que

T * *
o (x+r) —a*(x~|—r—|—z§) =o"(x+r)—oy(x+71)<p1,
y por otro lado, existe un nimero p, € R, tal que para todo x > 0,

o (x) —o*(x) = méx o"(z +iy) — o' (z) < mix |o"(xz +iy) — o ()| < ps.
(#) = 0"(a) = mix o"(x +iy) — o"(2) < s [0"(z+ig) — 0"(2)| < po

Tomando p = méx{p1, p2}, se deduce de lo anterior que
op(x+r)>o'(x+r)—p, y T(x)<o(2)+p, (2.94)

para x > 0, independientemente de r, siempre y cuando este tultimo sea
suficientemente grande. Por otro lado, se sigue del corolario 2.2.14 y del
teorema de los incrementos finitos que es posible determinar r de suerte que
para x suficientemente grande se satisfaga

o*(x+r1)>o0(x)+ 2p. (2.95)
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A continuacién, teniendo presente que o(x) es creciente, se deduce de (2.94)
y (2.95), para o suficientemente grande, que

73 (a(s) +7) 2 o (a(s) 1) —p > 0" (2(s) +2p — p
=o*(2(s)) +p>7*(2(s)) >0, (2.96)

y por tanto, (2.93) y (2.96), permiten escribir, para o suficientemente grande
y s € A*, que
In (|Fi (o +it)]) < —N(o). (2.97)

Ahora bien, como Fi(s) es una funcién acotada en A*, es suficiente tomar
F(s) = mFi(s), siendo m una constante positiva suficientemente pequena
para que (2.91) se satisfaga en todo A*. Finalmente, como A, C A*, el
teorema queda probado. O

Observaciéon 2.2.21. Los resultados previos pueden extenderse al caso en el
que A; no es simétrica respecto al eje real. Esta generalizacion fue senalada
por Lelong-Ferrand en [11]. A lo largo de la memoria nos centramos en el
caso en el que el dominio A, es simétrico, pues permite una escritura mas
cémoda, y es suficiente para los resultados expuestos.

2.3. Generalizacion del teorema 2.1.2

A lo largo de la seccion, conviene tener presente las propiedades impues-
tas a la funcién G(o), que define la frontera de la banda generalizada Aj,
tratadas en la seccién previa. Con vistas a la generalizacion del teorema 2.1.2,
sera necesario el siguiente lema, donde impondremos nuevas restricciones a
la funcién G(o).

De nuevo, por simplificar la notacién, denotaremos por zo(c) = m(a +

iG(0)).

Lema 2.3.1. Supongamos que para o > 0y, la derivada G’(0) existe y para
cada h > 0, satisface las condiciones

G'(0)| <A,y G(o+h) —G'(o) > —Ah, (2.98)

donde A es una constante positiva. Entonces, existe una constante n > 0 tal
que para cada 01,09, con 01 > 0py 0 < 09 — 01 < 1, se tiene que

zo(02) — zo(01) > n(oy — 01). (2.99)
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Demostracion. En primer lugar, tomemos o, y 02 como en el enunciado, y
fijemos p > 1. Denotemos por E = FE(u,01,07) al interior de la elipse vg
del plano s, cuyo eje menor, de longitud 2b, se sitiia sobre el eje real, su eje
mayor tiene una longitud de 2ub y ademéds pasa por los puntos oy + iG(07)
y 09 + iG(03). Obsérvese que, habiendo fijado p, el valor de b depende de él
y de los puntos oy y 05 para los que se construya la elipse correspondiente.
Entonces la elipse anterior posee las siguientes propiedades:

1) Existe una constante B < oo de modo que b < B para todos p > 1, y
01y 09 con 0pg < 01 < 09 < 07+ 1.

2) Si escogemos p suficientemente grande, los dos arcos simétricos a y o
de vg, que cortan a la banda A, para o1 < o < 03, se sitian en el
exterior de dicha banda, y los dos arcos complementarios se sitian en
el interior de A,.

En efecto, si denotamos por o3 el centro de la elipse vg, la ecuacion de
~ve adoptaria la siguiente forma

(0 —03)* +— = b (2.100)
1
Nos gustaria obtener una expresion del centro en funciéon de o; y oy, para
ello, impongamos que los puntos oy + iG(01) y 09 + iG(09) satisfagan la
ecuacion anterior, esto es

G*(01)

(01— 03)° + e =07, y (o2 —o03)*+

G?(0)
12

=02 (2.101)

Ahora bien, igualando ambas expresiones, y despejando o3, obtenemos que

o5 = GQ(CZQ) — G2(01) 4 o1 + 02.
2u?(oy — 01) 2

Sustituyendo dicho valor en la primera ecuacién de (2.101) y operando, ob-
tenemos que

b2 — G*(01) + (01 _ato G*(02) — GZ(Ul))Q
w

2 2u% (o9 — 071)

_Ga) (02 —— 02;22()02—?0(51)) . (2.102)

Q
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Si escribimos F(z) := G*(z), y aplicamos el teorema de los incrementos
finitos, valido por ser la funciéon G derivable, deducimos que existe un punto
o1 < £ < 0q tal que

G*(02) =G*(o1) _ 1 F(og) = F(o1) _ 1 GG

2u% (o9 — 01) 242 oy — 01 242 (&) 2

Sustituyendo dicho valor en (2.102), obtendremos que

b2 — G*(a1) N (02 — 0 G’(ﬁ)G(g))i

G > G

donde 0, < £ < 9. Si tenemos presente las acotaciones de G(o) y G'(0) por
hipdtesis, se sigue que
1
V' < L? + (5 + AL)?,

justificindose asi 1).
A continuacién, denotemos por t = ¢(o) la ecuacién de la mitad superior

de vg, esto es
q(0) = pur\/b* — (o0 — 03)2.

Derivando dos veces dicha expresion y simplificando, obtenemos que

02— (o — 2y —(0—03)
F A N e L
(b2 — (0 — 03)?) ¢*(o)

Como ¢(o) alcanza su maximo en el punto de ordenada pb, deducimos que
0 < ¢*(0) < b3, y por tanto,

Iu4b2 - M4b2 B

#0) = BB b

Por otro lado, como por 1) se tiene que b < B, entonces de lo anterior se
sigue que

_ ,U,4 b2
¢*(0)
y de esta cota uniforme para la segunda derivada, tomando A > 0, deducimos
que

/(o) = S << -

Y

@[=

_ph

d(0+h) —d(0) < -1

(2.103)



2.3. GENERALIZACION DEL TEOREMA 2.1.2 71

A continuacion, consideremos la funcién G(o) = ¢(o) — G(0), y tomemos
h > 0, se sigue de (2.98) y (2.103) que

Gi(o+h) = Gi(o) = (d(o +h) = (o)) = (G'(c + h) = G'(0))

ph 7
< —— —(=Ah)=(A—S)h.
Si tomamos pu > AB, entonces G(0) es decreciente, y por tanto Gi(o)
serd una funcién céncava. Ahora bien, como Gi(0y) = Gi(02) = 0, puesto
que los puntos o1 + iG(01) v 03 + iG(03) estan en vg, deducimos que

Gi(o) >0 para 01 < 0 < 09,
Gi(o) <0 para o3 —b < o <03,y 03 <0 < o3+ Db.

La primera de las desigualdades indica que, en el intervalo correspondiente a
01 < 0 < 09, el arco a correspondiente a la elipse v, se sittia por encima de
la grafica de la funcién G. Un razonamiento similar permite asegurar, via la
segunda desigualdad, que los arcos complementarios a « se sitiian por debajo
de la grafica de la funcién G. Finalmente, debido a la simetria, se obtiene el
resultado expuesto en 2).

Sea w(s;01,09) la funcién arménica en A, que toma el valor 1 sobre los
dos arcos t = G(0) y t = —G(0) definidos para 01 < 0 < 09, y toma el
valor 0 sobre el resto de la frontera de la banda Ay, es decir, w(s; oy, 09)
representa la medida arménica de los arcos t = G(0) y t = —G(0) definidos
para 01 < 0 < 09, con respecto a A;. Ademads, denotemos por wg(s; o1, 03),
a la funcién armoénica en E que toma el valor 1 sobre los arcos o y o de
Ve, y el valor 0 sobre los dos arcos complementarios, de nuevo, wg(s; o1, 09)
representa la medida arménica de los arcos a y o' con respecto a E. A
continuacién, definamos la funcién w(s) como

w(s) = wp(s;01,02) — w(s;o1,02).

Es claro que la funcién w(s) es arménica, y acotada en la interseccién de Ag
con E (pues ambas funciones, w(s; 01, 03), y wg(s; 01, 02) toman valores entre
0y 1). Ademds, w es continua en la frontera de dicho dominio acotado, pues
tanto w(s; o1, 09) como wg(s;o1,07) lo son. Ahora bien, por un lado, como
w(s; o1, 09) toma el valor 1 sobre los arcos t = G(0) y t = —G(0) definidos
para 01 < 0 < 09, ¥y wg(s;01,02) toma valores no nulos ahi, se sigue que
w(s) < 0 sobre dichos arcos. Por otro lado, como wg(s; 01, 02) se anula sobre
los arcos complementarios a a y o, y w(s; 01, 02) toma valores no nulos ahi,
se sigue que w(s) < 0 sobre dichos arcos. Aplicando el teorema del médulo
maximo A.11, deducimos que

0 <wg(s;o1,09) <w(s;o1,09) < 1, (2.104)
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para cada s € A; N FE.

A continuacién, en virtud del teorema de representacién conforme de
Riemann A.13, sea ¢ = f(s) la funcién que representa (conformemente) el
interior E de la elipse sobre el circulo unidad |¢| < 1, y que cumple que
f(o3) =0y f'(03) > 0. Ademds, la funcién f(s) es continua sobre la frontera
de E, en virtud del teorema de Caratheodory A.14, y tal que f’(s) no se
anula. Como g tiene excentricidad fija, y su tamano se mantiene acotado
para todos i, o1 y 03 (pues b < B), existird una constante positiva vy, de modo
que a cada arco de longitud A de g, le corresponde un arco de circunferencia,
|| < 1, de longitud al menos igual a yA. Entonces, si denotamos por A la
longitud de arco de «, y por tanto de o, se sigue de la conservacién de la
medida arménica por representaciones conformes A.25, que

27 A
wr(o3;01,02) > ;7 = %, (2.105)

donde el lado derecho es consecuencia del calculo explicito de la medida
armoénica en el disco unidad, de los arcos f(a) y f(a/) (véase la proposi-
cién A.26). Como A > 09 — 0y, se deduce de (2.104) y (2.105) que

A
w(os; 01,09) > wp(os;01,09) > A > z(02 —01). (2.106)
T T

A continuacion, denotemos por
z1 = 20(01) = z(01 +iG(01)), T2 = 20(02) = (02 + 1G(02)), y x5 = z(03).

De nuevo, teniendo presente la conservacién de la medida arménica por trans-
formaciones conformes A.25, se sigue que w(s; o1, 02) = wp(z; 1, z2), donde
z = z(s), y donde wp(z; 1, z2) es la funcién arménica en D, que toma el va-
lor 1 a lo largo de los segmentos correspondientes a xy < x < xg, € y = £,
y es igual a 0 en el resto de la frontera de D,, es decir, representa la me-
dida armoénica de los segmentos antes citados, con respecto a la banda D,.
En particular, para calcular explicitamente el valor que toma wp(z3;x1, x2),
realicemos la representacion conforme de dicha banda sobre el semiplano su-
perior, H, mediante la transformacion w = u + iv = ie*. Entonces podemos
expresar dicho valor como suma de las medidas armoénicas de los segmentos
{(u,v): —e” <u < —e",v =0}y {(u,v): e < u < e v = 0}, con
respecto a H, evaluado en el punto ie™ (véase la proposicion A.27). Concre-



2.3. GENERALIZACION DEL TEOREMA 2.1.2 73

tamente,
wp(x3; 1, o) = wr(ie™; 2 —e™) 4+ wy(ie™?; e, e™?)

1 e*?
— rctan ) — arctan >
T
1 —e” er?

+ — rctan > — arctan ( >
s 6903 ers
2 _

= = (arctan(e™ **) — arctan(e™ "))
T
2 61U2—l"3 _ 6501—933

= —arctan ( )
T 1 + eT2—T3+T1—x3
2 |

= —arctan ( ) (2.107)
T er3—7T1 + er2—3

Ahora bien, como o9 — 01 < 1, se sigue de la proposicién 2.2.9 que
o = x1 + O(1) y x3 =x1 + O(1). (2.108)
En efecto, por un lado, tenemos que

Ty — 11 = x(02 + 1G(02)) — (01 + iG(01)) < T(09) — z(07)
T [ do T

<z +C < |

2 /s Glo) 2
donde § < G(o) para cada 0 > 0y, y C'y K son constantes, lo que justifica
la primera igualdad. Por otro lado, se tiene que

o9 —01)0 +C < K,

o3
vy — 1 = (o) — (o1 + iG(01)) < F(o) — 2(0) < - / Gd("> Lo < K

01
donde C” y K’ son constantes, y se ha acotado o3 — o7 por 03 — o1 < 1,
esto justifica la segunda igualdad. Ahora bien, se sigue de lo anterior, que
existe una constante ¢ independiente de x1 y x5, tal que x5 — 27 < ¢. Por otro
lado, deducimos del teorema de los incrementos finitos que existe un valor
0<c <z — 121 <) tal que

e — 1 =" — ¥ = e (1y — 21) < (w2 — 11).

De nuevo, aplicando el teorema de los incrementos finitos, deducimos que
para cada x > 0, se tiene que arctan(z) < z. Entonces, se sigue de lo anterior,
y de (2.107) que

)~ 2 et e ]
wplT3;,xr1,T9) = — arctan
'D( 3y L1y L2 T eTa—T1 | U373

2 (29 — 2K
< —arctan (M) < — (29 — 1), (2.109)

T 2 T
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donde K = 27'e°. Por tltimo, la relacién (2.99) se sigue de (2.106) y (2.109),
tomando n = v/2K. En efecto, resulta que

xo(02)—x0(01) = B9 —21 > %WD(%;M,ZEQ) = %W(USSULUQ) > 77(02—01)-

O

A continuacién generalizaremos el teorema 2.1.2 de la siguiente manera.

Teorema 2.3.2. Sea A, el dominio definido para o > ¢y |t| < G(o), donde
la funcién G(o) satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada o > 0y, se tiene que G(0) > § > 0, siendo G(0) de variacién
acotada en dicho intervalo.

2) G'(0) existe para o > 0y, y ademads existe una constante positiva A, de
modo que para cada h > 0 se cumple que

G'(0) <A,y Go+h)—G(o)> —Ah.

Sea F(s) una funcién no idénticamente nula, acotada y holomorfa en Ag,
continua en A,. Entonces,

/00 In (‘F(O‘ + iG(U))|>6_S(U)dU > —00,

donde la funcién S(o) se define segin (2.68).

Demostracién. Consideremos la funcién ®(z) = F(s(z)), como ®(z) se anu-
la, en la frontera de D,, sobre un conjunto de medida nula, se sigue de (2.99)
que F'(o+iG(0)) solo se anula como funcién de o, sobre conjuntos de medida
nula. En efecto, si no fuera asi, es decir, si se anulara sobre un conjunto de
medida positiva, digamos A (que supondremos contenido en la parte superior
de la frontera), se tendria que

/ In(|®(x + iz)|)e_xdm = —00,
A 2

lo que contradice el teorema A.3. Por tanto, la funcién log(F (o +iG(0))) es
continua casi siempre.

Ahora bien, si denotamos por o§(z), la funcién inversa de z¢(c) = (o +
iG(0)), entonces, tendremos que esta es continua y creciente, pues en virtud
del lema 2.3.1 tenemos que la funcién zo(o) es creciente, y por tanto del
teorema de la funcién inversa o también. Teniendo presente que

oi(2) +iG (0 (2) = s(w(op (@) +i5)) = so +i3).
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realicemos en la integral que sigue el cambio de variable o = o§(z), entonces,
en virtud del teorema A.22, deducimos que

/00 In (‘F(U +iG(0)) ’)6_S(U)d0
_ / T (B (st 4+ i5)) )5 2)
_ /Oo I (|2 +i2)|)e 53D daj (@),

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que sobre A, se tiene que
|F(s)] < 1, lo que implica que In (|<I>(a: + z%)’) < 0. Si no fuera asi, por
hipétesis, se tiene que existe una constante N > 0 tal que |F(s)| < N en
A,. Tomemos la funcién F' = F /N, la cual tiene médulo menor o igual que
1 en la banda A,, y ademéas mantiene las mismas condiciones de regularidad
que F'. Aplicando el teorema a la funcién F', deducimos que

—oo</ooln<

:/Ooln (‘F(a—i—iG(a))DeS(”)da—/ooln(N)eS(")da. (2.110)

F(a +iG(0)) De_s(")da

Aplicando el corolario 2.2.18, deducimos que la tltima de las integrales es
convergente, puesto que la integral [ * e ®dx lo es, y por tanto, se obtiene
de (2.110) que

/OO In (|F(0 +iG(0)) De’s(")do > —00.

A continuacién, se sigue de las relaciones (2.69), (2.51) y (2.99) que existen
dos constantes a; y a2, de modo que

/OO In <’<I>(x + zg) })e_S(US(I))dJS(x) > c/ In <|<I>(a: + zg) ’)e’xd:v,
al a2

donde ¢ es una constante positiva. Basta aplicar el teorema A.3 a la funcion
®(z) para concluir el resultado deseado.

[]

2.4. FEl problema de Watson generalizado

A lo largo de esta seccion, como viene siendo habitual, denotaremos por
Ay al dominio del plano s = o + it, definido para o > 0, y |t| < G(0), ¥y
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sea F(s) una funcién holomorfa en A;. Ademds, consideremos una sucesion
{ M, }22 , de niimeros positivos. A continuacién, supongamos que se satisfacen
las siguientes relaciones en A,:

|F(s)] < Mpe ™ para cada n > 1. (2.111)

El problema de Watson generalizado consiste en dar condiciones necesarias
y suficientes, relacionando la sucesion {M,}2>°, con la funciéon G(o), para
que de (2.111) se deduzca que la funcién F(s) es idénticamente nula. Antes
de dar una respuesta a este problema, sera necesario tratar un par de lemas
previos.

Lema 2.4.1. Sea {v,}?2, una sucesién creciente de nimeros positivos, tal
que v, — oo cuando n — oo. Sea N(z) su funcién de distribucion, es decir:

N(z) =

n Slv, <T < Upyg.

{0 si0 <z <oy,

Ademds, denotemos por N, = >  v;. Entonces, se tiene que
/ N(t)dt = ngi((nl’ — N,) = mx — Ny,
0 nz

donde m > 1 es tal que v, < * < Vppu1.

Demostracion. Sea x > vy fijo, pero arbitrario, de modo que existe m > 1
tal que v, < x < v,,41. Es claro que

T m— V1 T m—1
/ N(t)ydt =Y N(t)dt +/ N(t)dt = k(v — o) +m(z — vy,)
0 k=1 Y Vk vm k=1

mx — N,,.

Resta ver que max,>1(nx—N,,) = mx— N,,, para ello, distingamos dos casos:
En primer lugar, si 0 < n < m, se tiene que

n—1
nx — N,, = Z k(vgs1r — vg) +n(z —vy,)

k=1
n—1 m—1

= Z k(vgs1 —vg) + 1 Z(vkﬂ — k) + n(x — vpy,)
k=1 k=n
m—1

< k(vgr1 — vg) + m(z — vy) = ma — Np,.

i
I
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Por otro lado, si m < n, entonces

-1

3

nx— N, = k(vki1 — vg) + nz — no,

k=1
m—1 n

= k(vks1 — vg) — muy, — Z v + nx + mx — mx
k=1 k=m+1

n
=mx — N,, — Z (g —x) < mx — Ny,
k=m+1
con lo que concluimos la prueba. ]

Lema 2.4.2. Sean {v,}°°, y N(z) definidos como en el lema 2.4.1, y sea
S(z) una funcién derivable para x > ¢ >0, con 0 < a < S’'(z) < b, donde a,
b, ¢ son constantes. Ademas, consideremos la funcién N, (z) definida como

_ /0 "N (@t

Entonces, las expresiones

Ze’s(”"), / e S@ON, (z)dz, (2.112)

convergen o divergen simultaneamente.

Demostracion. En primer lugar, realizando una integracién por partes, ob-
tenemos que

T T
/ e SON(1)dt = e STN,(T) — e SONy (c) + / e SOS ()N (1)dt.

(2.113)
Por otro lado, se tiene la siguiente acotacién

DNy(T /N t)dt = e~ T>/ N(t)e=5®eSO gy
—S(1) S / N(t)e 5Odt = / N(t)e 5Ot
0 0

donde la desigualdad es consecuencia del no decrecimiento de la funciéon S.
Entonces, de la convergencia de [~ e SO N(t)dt, se deduce de lo anterior
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la convergencia de [~ e N, (t)dt, pues recordemos que S'(x) estd acota-
do por hipétesis. Reciprocamente, si esta tltima integral converge, entonces
existird una sucesién {t;}°, tal que

limt; =00, vy  lime S®WN(t;) =0.

1—00 1—00

Por tanto, se deduce de lo anterior y de la expresién (2.113) que

00 ti
/ e SON#)dt = lim [ e SON(t)dt
c 71— 00 c
t;
= —e%ON (¢) + lim [ e SON(t)dt

1—00 c

= —e N (¢) —i—/ eSS ()N, (t)dt
< b/ e SON, (t)dt < oo,

lo que justifica plenamente la convergencia de la integral [ e SON(t)dt.
A continuacion, aplicando el teorema A.20, esto es, realizando una segun-
da integracién por partes, obtenemos que

T T
/ eiS(t)dN@) _ efs(T)N(T) . eiS(C)N(C) +/ e*S(t)S/(t)N@)dt.

Un razonamiento similar al expuesto al comienzo de la demostracion, permi-
te concluir que la convergencia de [~ e W N(t)dt resulta equivalente a la
convergencia de [ e 5O dN(t). Finalmente, basta observar que

/ e SWAN(t) = Z e~ 5n)

para concluir que las expresiones de (2.112) convergen o divergen de forma
simultanea.
m

Definicién 2.4.3. Dada una sucesién de niimeros reales positivos { M, }>2
tal que lim,, Mﬁ/ " = 00, llamamos sucesién regularizada logarftmicamente
convexa de { M, }°° ;, a una nueva sucesiéon { M¢}°° | que cumple las siguientes
propiedades:

1. Su primer elemento es la unidad, esto es, My = 1.

2. Para cada n > 1, se tiene que (Mf)? < MS_ Mg ;.
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3. Para cada n > 1, se tiene que M® < M,.

4. Si tomamos otra sucesion { M) }> |, cumpliendo las propiedades

anteriores, entonces, para cada n > 1, se tiene que M, < M¢°.

Observacion 2.4.4. La condicion lim,, Mﬁ/ " = 0o garantiza la existencia
de dicha regularizada. Ademés, si denotamos por ¢(x) a

xn

T) = sup —,
q(z) b

entonces, la sucesion regularizada logaritmicamente convexa de la sucesion
{M,}5°,, viene dada por la expresién

xTL

M¢ = su .
"7 g()

Lema 2.4.5. Sea {M,}>°, una sucesién de nimeros positivos, tales que
, 1 y . o

lim, 00 MY = 00, y sea { M} | la sucesion regularizada logaritmicamente
convexa de la sucesién {M,}2°,. A continuacién, sea

A(t) = méx (nt — In(M,)).

n>1

Sea S(z) una funcién definida como en el lema 2.4.2. Entonces, las expresiones

(e o]

Ze—s(ln (%CCEI)), /Oo A(t)eSWqt,

convergen o divergen simultaneamente.

Demostracion. En primer lugar, teniendo en cuenta que el hecho de alterar

un numero finito de valores de la sucesién {M,,}°° ;| no altera el valor de A(t)

para ¢ suficientemente grande, ni el valor de {M<}9° | para n suficientemente

grande, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las cantidades
MC

In (MC:) paran > 2, (2.114)

son positivas y forman una sucesion no decreciente, cumpliendo ademés que
— c\2 c 4 cl oo : c\2 __

1 = (Mf)? < M. En efecto, como la sucesién { M} | verifica que (MS)* =
C C C C 1

MMy < M7 _ My, entonces operando, se obtiene que
& C

M < My,

n

c — c ’
Me_, M¢
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lo que justifica el no decrecimiento de (2.114). Ahora bien, tomemos la suce-
sién {v, }5°, de numeros positivos y creciente dada por

c

In (Mj\f:) para n > 2.

{ln(Mf) paran =1,
vy =

Con vistas a la aplicacién del lema 2.4.1, escribamos

0 si0<z<y,

n siv, <z < vUyy1, paran > 1.

N, = Zvi = In(My) y N(z) = {
i=1
Entonces, deducimos que

/Oﬂlj N(t)dt = méx(kx — Ni) = max(nz — In(M?)) = A(z).

k>1 n>1

Para concluir, basta aplicar el lema 2.4.2.
O

Teorema 2.4.6. Sea G(o) una funcién de variacién acotada, definida para
cada o > 0, con lim,_,, G(c) > 0. Ademds, tomemos una constante ¢ > oy
y definamos la funcién S(o) como

Sea F(s) una funcién holomorfa en el dominio Ay definido para o > oy, y
[t| < G(0), y cumpliendo en A, las desigualdades

|F(s)| < M,e ™ para cada n > 1, (2.115)

donde {M,}22, es una sucesién de nimeros reales positivos. Supongamos
que se da una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) Si B(o) es la funcién traza de la sucesién {In(M,,)}5°,, esto es,

B(o) = sup(no — In(M,,)),

n>1

entonces

/ B(o)e 59 do = . (2.116)
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2) liminf, Mﬁ/n < 00, 0 bien lim,,_, Mi/" = 00 y en este caso
(o]

Ze‘s(ln (%)) — o, (2.117)

donde {MS}22, es la regularizada logaritmicamente convexa de la su-
cesiéon { M, }>2 ;.

Entonces, la funcién F(s) es idénticamente nula.
Reciprocamente, si se satisface una de las siguientes dos propiedades equi-
valentes:

3)
/ B(o)e ™59 do < oo; (2.118)

4) lim, o MY" = y

[e.e] c

Ze‘s(ln(MﬁEl)) < 0, (2.119)

entonces existe una funcién F(s) holomorfa, no idénticamente nula sobre Ay,
que satisface las desigualdades (2.115).

Demostracion. En primer lugar, se deduce de (2.115) que para cada s € A
se tiene que

[F(s)] < fuf {M,e ™"} = Ao(0).

e 1 :

y si liminf, MY™ < 00, se deduce que Ag(c) = 0 para o suficientemente
grande, obteniéndose asi el resultado buscado. En efecto, existe una sucesion
creciente de nimeros naturales {n}7°, con ny 1 0o, de forma que

MT}”{"’“ <¢, paratodok €N,

siendo ¢ una constante positiva. Por otro lado, se tiene que

n
M, e "7 = (M%I{"’“e_”)nk < (e%) — 0, k — o0,
tomando o suficientemente grande, de forma que e > c¢. Se sigue de lo
anterior que A(o) = 0 para o grande y del principio de identidad deducimos
que F' necesariamente es la funcion idénticamente nula.
Por otro lado, las equivalencias entre 1) y 2), y entre 3) y 4), se deducen del
lema 2.4.5, reemplazando A por B, y teniendo presente que la funcién S(o)
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satisface las condiciones impuestas en el lema 2.4.2. Debido a esto ultimo,
nos centraremos en la justificacion del teorema tomando como hipétesis 1) y
3).
Supongamos 1). Tomando logaritmos, se deduce de (2.115) que para cada
s €A,
In (|F(s)]) < —no + In(M,), para cada n > 1,

y de aqui obtenemos que,

In (|[F(s)]) < Tl'gfl{—na +1In(M,)} = —sup{no — In(M,,)} = —B(0),

n>1

donde B(0) es una funcién creciente. Ahora bien, si tomamos la funcién G4 (o)
definida como G1(0) = G(0) — €77, y si tomamos o7 > 0y suficientemente
grande, entonces (G es positiva, continua y con propiedades similares a las
de G para o > o1, y por tanto, F(s) es holomorfa el dominio A; definido
para o > 01, v |[t| < G1(0), y es continua en Ay, pues es holomorfa en A,

y este dominio contiene a A;. Por otra parte, consideremos la funcién S (o)

definida como oy
T U
S = — —_
1(o) 2 /gl G (U)

Se deduce de (2.116) y del criterio de comparacién para integrales que

/ B(o)e " do = o, (2.120)

donde S*(0) = UUI Gd{;). Ahora bien, de la definicién de S*(o) y Si(0), se
sigue que

. o [7G(u) - Gu), T [T —e
S'(e) = Sle) = 5/0 Clu)Crilw) ™= 32 / G2w) — Gluyes ™

(2.121)
expresion acotada entre sendas constantes positivas para o suficientemente
grande, por ser la correspondiente integral impropia, extendida a (o4, 00),
convergente. Nuevamente por el criterio de comparacién por cociente, se de-
duce de (2.120) y (2.121) que

1

/ B(0)e *")do = .

Para concluir basta aplicar el teorema 2.2.19 en el dominio A, tomando
N(o) = B(o) y M = 0, deduciéndose pues que la funcién F'(s) debe ser
idénticamente nula.
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Por otro lado, si suponemos que se da (2.118), entonces podemos aplicar
el teorema 2.2.20, pues B(c) es no decreciente, y deducir que existe una
funcién F'(s) no nula y holomorfa en A, tal que para n > 1, se tiene que

In (|F(s)]) < —B(o) = rl'gfl{—na +1In(M,)} < —no +In(M,,),

y por tanto, se obtiene
|F(s)] < Mye™™ para cada n > 1,
concluyéndose la demostracién del teorema. O]

Si imponemos a la frontera de A, condiciones més restrictivas, obtendre-
mos resultados mas simples, pero importantes, como el que sigue.

Teorema 2.4.7. Con la notacién e hipotesis del teorema anterior, suponemos
que la funcién G(o), de variacién acotada y con

lim G(o) =G > 0,

ag—00

es tal que

/ |G — G(o)|do < oc. (2.122)
Entonces, las condiciones siguientes equivalentes:

1)
/ B(o)e 2 do = oo; (2.123)

2) O bien liminf,,_, MM < 00, 0 bien lim,,_, MY™ = o0 y

00 Me )W/QG
- = 0, (2.124)
Z (Mn-i-l

son necesarias y suficientes para que de las desigualdades en A,
|F(s)] < Mue™™ paran > 1,

se deduzca que la funcién F'(s), supuesta holomorfa en A, es idénticamente
nula.
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Demostracion. En primer lugar, la equivalencia entre ambas condiciones se
deduce del lema 2.4.5, tomando la funcién Si(0) = 35. Es por esto, que nos
centraremos en la primera de las condiciones, como hicimos en el teorema
anterior.

En esta linea, tomando, como en el teorema anterior, S(o) =
se tiene que

< % (% /CU (G — G(u))du — c). (2.125)

Se sigue de (2.122), (2.123), (2.125) y del criterio de comparacién, que

/ B(0)e ¥do = .

T (9 _du
2 Je G(u)’

Concluimos que el teorema que nos ocupa es una consecuencia del teorema
2.4.6. O

Teorema 2.4.8. Sea f(z), con z = x + iy, una funcién holomorfa en un
semiplano definido para x > ¢ > 0, donde ¢ es una constante, y sea { M, }>°
una sucesién de niimeros reales positivos. Sea g una constante positiva. Cada
una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) Si T'(r) es la funcién definida como

,r,n
T = FYVEE
) =sw (57 )

/OO Mdr = 00; (2.126)

1
At

entonces

2) O bien liminf,, . MY < 00, 0 bien lim,,_, MY = o y

() Mnc 1/g
> () -

n+1

donde {Mc}22 ;| es la regularizada logaritmicamente convexa de la su-
cesion { M, }>2 ;;

3) O bien liminf, . MY < 00, 0 bien lim,, ., MY" = 0o y

[e.9]

1
2 e
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son necesarias y suficientes para que de las desigualdades

M,
2|

1f(2)] < paran > 1,y z > c, (2.127)

resulte que la funcién f(z) es idénticamente nula.

Demostracion. En primer lugar veamos que las tres condiciones son equiva-
lentes. Por un lado, la convergencia o divergencia simultanea de la segunda y
tercera condicién se deduce del teorema de Denjoy-Carleman 1.3.4 (en par-
ticular, de la afirmacion de que los enunciados 4 y 5 de aquel teorema son
equivalentes), tomando la sucesién {(M¢)'/9}> . Por otro lado, teniendo en
cuenta que

log (T(e”)) = sup <log (e_)) — sup (on — n(M,)) = B(o),

n>1 Mn n>1

y realizando el cambio de variable r = €7 en la integral (2.126), obtenemos
que

/ wdr = / In (T'(e%))e” sdo = / B(o)e  sdo. (2.128)
r g

La equivalencia entre las dos primeras condiciones se sigue del lema 2.4.5,

tomando S(z) = x/g. En efecto, la divergencia de la serie

c 0o c 00 ¢ /
>l Ci)) _ 3o 5 ()

c
Mn+1

equivale a la divergencia de la integral (2.128), y por tanto a la divergencia
de (2.126).

A continuacién definamos la funciéon F(s) = f(e*/9), que es holomorfa en
el dominio A definido para ¢ > gln(c) = 0, y

og—op

|t| < garccos(e” ¢ ) = G(0).

Ademas, la funcién G(o) es una funcion creciente que tiende hacia %2, cuando
o — 00. Por otro lado, como la funcién f satisface las desigualdades (2.127),
entonces la funcién F'(s) satisface que

M, M,
o s/ n . n —no
[F(s)] = |f(e”?)] < oo~ eReln M,e para n > 1.
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Por tanto, aplicando el teorema 2.4.7, pues (2.122) es vélido en el caso que
nos ocupa,

oo e.9] T _o—og oo ) _o-o
/ |G—G(0)|do = g/ |§—arc cos(e” 9 O)|d0 = g/ | arcsin(e” v O)|d<7,
y teniendo presente que las condiciones 1) y 2) del presente teorema son, de
hecho, casos particulares de las condiciones expuestas en el teorema 2.4.7,
deducimos que la funcién F'(s) es idénticamente nula, y por tanto, lo es f(z).

O

Observaciéon 2.4.9. El teorema 2.4.8 resuelve problemas de casianaliticidad
en clases de funciones con desarrollo asintético uniforme (véase la introduc-
cién de este capitulo). Obsérvese que, siendo f holomorfa en el semiplano
{z € C:Re(z) > ¢}, con ¢ > 0, podemos definir la funcién g(z) := f(1/2'/9),
que serda holomorfa en una regién sectorial D (contraimagen del semiplano
anterior por la transformacién z — 1/2'/9) bisecada por la direccién d = 0,
con amplitud 7 y que tiene al origen en su frontera. Ademas, las estimacio-
nes (2.127) se traducirdn en estimaciones para g de la forma

g(w)| < Mpfw[*, n=1, weD,

lo que significa, de acuerdo con las definiciones 2.0.5y 2.0.8, que g € A?Mn} (D)
y g es plana. Por lo tanto, el teorema previo da condiciones equivalentes a
la existencia de funciones planas no triviales en la clase /(?Mn}(D); en otras
palabras, resuelve el problema de la inyectividad de la aplicacion de Borel, o
determina la casianaliticidad de la clase indicada.

En el caso particular de que ¢ = 0, la contraimagen del semiplano {z €
C : Re(z) > 0} por la aplicacién z + 1/2'/9 es precisamente el sector no
acotado S(0,¢g) bisecado por la direccion d = 0 y de apertura 7g, y los
resultados anteriores resuelven la casianaliticidad en la clase AT{‘MH}(S (0,9)).
Si tomamos, por ejemplo, g = 1, se ha dado respuesta al siguiente problema:

Indicar condiciones necesarias y suficientes sobre una sucesién de ntimeros
reales positivos {M,,}>2 | para que, si {d,}°°; es una sucesién de nimeros
complejos, y f1(z), y f2(z) son dos funciones holomorfas en un semiplano, las
desigualdades:

n d g
fle) =Y % <

_W, paran > 1,y x > ¢,
k=1

n d g
f2(z)—zz—z <2

=~ W)
k=1

(2.129)

impliquen que fi(z) = fa(z).
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Teorema 2.4.10. Cada una de las condiciones 1), 2), y 3) del teorema 2.4.8,
tomando g = 1, es necesaria y suficiente, para que de (2.129) se siga que

fi(z) = fa(2).

Demostracion. Tomemos la funcién f(z) = fi(z) — fa(z), entonces, de la
desigualdad triangular, se sigue que

fl(Z)—Z——ﬁ sz

k=1 k=

[f(2)| = [1(z)—fa(2)] =

paran > 1.

_I\"’

Para concluir, basta aplicar el teorema previo. [
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Apéndice A
Nociones previas

A lo largo de este capitulo iremos anadiendo algunos resultados bésicos
necesarios para la justificacion de los teoremas desarrollados en los capitulos
previos. La mayoria de estos resultados se han estudiado durante el grado
en la asignatura de variable compleja de tercero, y otros, en cambio, se han
visto en las asignaturas de ampliacion de teoria de funciones y en analisis
armoénico, pertenecientes al master de investigacion en matematicas.

Teorema A.l. (Teorema de Plancherel) Existe un isomorfismo de espacio
de Hilbert F: L*(R) — L?*(R), con las siguientes propiedades:

1) Si f € L'(R) N L*(R), entonces F(f) es la transformada de Fourier de
f, es decir, para cada t € R se tiene que

F === [ flae .

2) |F(H)ll2 = I fll2, para cada funcién f € L*(R).

3) Si f € L*(R), entonces tenemos la siguiente relacién simétrica entre f

y F(f): Si

1 4 —ixt _ 1 4 ixt
oa(1) = <= / fla)e e,y ale) = = / FDE

entonces |4 — F(f)|l2 = 0,y [[¥a — fll2 = 0, cuando A — oo.

89
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Corolario A.2. Con la notaciéon del teorema anterior, si f € LQ(R)7 y
F(f) € L'(R), entonces

1 > 1xt
o) = <= / FO

en casi todo punto.

Proposiciéon A.3. (Desigualdad de Holder) Sean p,q € [0, 00| exponentes
conjugados y X un subconjunto medible en el sentido de Lebesgue de R". Si
felr(X)yge LX), entonces fg € LX)y

gl < £ llpllgll-

Teorema A.4. (Teorema de holomorfia bajo el signo integral) Sean A un
conjunto medible de R", {2 un abierto de Cy f: A x  — C. Supongamos
que:

1) Para cada z € Q fijo, la funcién f,: A — C definida por f,(x) =
f(x, z) es medible en A.

2) Para cada x € A fijo, la funcién fx: Q@ — C definida por fx(z) =
f(x, z) es holomorfa en €.

3) Fijado zy € €, existe un entorno V' de 2o, V' C Q y una funcién g: A —
[0, 00) integrable Lebesgue en A tal que

|f(x,2)| < g(x) paratodo (x,2) € AxV.
Entonces, la funciéon F': 2 — C definida como sigue
= /Af(x, z)dx para cada z € €,
es holomorfa en (), y ademas,

/—fxzdx para cada z € €).

Teorema A.5. (Principio de Identidad) Sean f y g dos funciones holomorfas
en un mismo abierto conexo U de C que coinciden en un subconjunto A que
tiene al menos un punto de acumulacién en U. Entonces f(z) = ¢g(z) para
cada z € U.
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Proposicién A.6. (Desigualdades de Cauchy para las derivadas) Sea f una
funcién holomorfa en el disco D(a,r), y supongamos que existe una constante
positiva M, de modo que

lf(2) <M para todo z € D(a,r).

Entonces, para cada n =0, 1,2, ..., se verifica que
" n!M
)] < S

Demostracion. Aplicaremos la férmula integral de Cauchy en cada disco
D(a,R), con 0 < R < r. Para ello, sea yg la curva que parametriza el
disco de centro a y radio R, es decir,

7R:a—|—Re“ para 0 <t < 2.

Entonces, para cada n € Ny, de la formula integral de Cauchy aplicada a
D(a, R), deducimos que

! f(w)
™) () = —— / A "
f ( ) 2mi |z—a|=R (w - a)n+1
Acotando la expresién anterior, obtenemos que

f(w)

n! i
|f(") (a)] < 2—long('yR) max
T we

Tr
y tomando limites cuando R — r, se concluye que

M
|f(”)(a)| < nr—n para n € Ny.

]

Teorema A.7. Sea {f,}>2, una sucesién de funciones holomorfas en un
dominio €2, de modo que ninguna funcién es idénticamente nula en ninguna
componente de €. Supongamos que la serie,

o)

Z ’1 - fn(z)|>

n=1

converge uniformemente en los subconjuntos compactos de 2. Entonces,

f2) =11 (),

define una funcién f holomorfa en 2 y no nula.
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Teorema A.8. (Férmula de Jensen) Sea f una funcién holomorfa en B(0, 1),
tal que f(0) # 0. Sea 0 < r < 1, y sean ay, as, ..., a, todos los ceros de f en
B(0,7), donde cada cero aparece acorde a su multiplicidad. Entonces

(170 +tog () = L [T (e as

142 ... B %
Observacién A.9. Por un lado, si f tiene ceros en la frontera de B(0,r),

entonces la integral anterior es impropia. Por otro lado, el segundo sumando
del lado izquierdo es cero si f no tiene ceros en B(0, 7).

Teorema A.10. Sea ¢(¢) una funcién no idénticamente nula, holomorfa y
acotada en el disco abierto || < 1, continua en el disco cerrado || < 1, salvo
quizéas en el punto ¢ = 1. Entonces, se tiene que

/O " n(|6(e®)])do > —oo.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢(() tiene en el
origen un cero de orden k > 0. Entonces, existe una funcién ¢(¢) holomorfa
en |C] < 1, con ¢g(0) # 0, tal que ¢(¢) = C*g(¢). Resulta que la funcién g es
acotada en || < 1, en efecto: en un entorno de 0 por ser g holomorfa, y en
el resto por ser acotadas ¢(¢) y ¢~*. Existe pues una constante positiva M
tal que |g(¢)] < M. A continuacién, consideremos la funcién ¢ definida en

I¢] < 1 como
_9(¢)

La funcién ¥(¢) no se anula en el origen por construccién, y su mdédulo
estd acotado por 1 en el disco unidad. Sean 0 < p < 1,y 0 < € < T, se sigue
de lo anterior que |[¢(pe®)| < 1, por lo que In(|¢p(pe®)]) < 0, y por tanto se
tiene la siguiente desigualdad

/EQH In([¢h(pe)])d = /0% (|4 (pe'®)|)do
= ([ wtwtoepas+ [ motoeypan)

> [ vy, (A1)

Por otro lado, aplicando para el p previo la férmula de Jensen A.8, se deduce
que

/ " (1 (re®))d = 2 In(|7(0)]) + 2 o (p—)

142 . ..

> 2m In([y(0)]), (A.2)
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donde ay, as, ..., a, son todos los ceros de f en B(0, p). Sustituyendo (A.2) en
(A.1), y teniendo presente que % no se anula en el origen, se deduce que

[ e = [ muioe o > 2mnu(0) > —x.

Haciendo tender p — 1, y aplicando el Lema de Fatou A.12, se sigue de lo
anterior que

2r—e 2m—e
/ In(|4(¢)|)d6 > Tim sup / In([4)(pc™) )6

p—1

> 2 In([1(0)]) > —c.

Por 1ltimo, haciendo tender ¢ — 0 se deduce que

2m—e

lfm In(|e(e®)|)do = /0 ([ (e)[)d8 > 27 n([(0)]) > —o0. (A.3)

e—0 ¢

Ahora bien, como

J; mieteeao= [ (|55 oo = [ (57

| mote s - 2mman),

y sustituyendo lo anterior en (A.3), se concluye lo deseado

/O Fln(|¢(ei9)|)d0 > —00.

]

Teorema A.11. (Teorema del médulo maximo) Sean U un abierto conexo
de C, y f una funcién holomorfa en U. Entonces:

1) Si |f| presenta un méximo local en un punto zg € U, es decir, si existe
un entorno V' de zy con V- C U y de modo que |f(z)| > |f(z)| para
todo z € V, entonces f es constante en U.

2) Supongamos ademés que U es acotado y que f es continua en U. En-
tonces, |f| alcanza su méximo absoluto en la frontera de U; es decir,
existe un punto ¢ € Fr(U) tal que |f(€)| > |f(2)| para todo z € U.
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Teorema A.12. (Lema de Fatou) Sea {f,}>°, una sucesién de funciones
medibles y no positivas. Entonces

/h’m sup f, > lim Sup/fn.

n—oQ n—oo

Teorema A.13. (Teorema de la aplicacién conforme de Riemann) Sea 2
un abierto simplemente conexo de C, distinto de C, y sea a € (). Entonces,
existe una tunica funciéon f: 0 — C analitica, cumpliendo las siguientes
propiedades:

1) fla) =0y f'(a) > 0.
2) f es biyectiva.
3) f(©) =D(0,1).

Teorema A.14. (Teorema de Carathéodory) Sean Q; y 3 dominios aco-
tados en C, cuya frontera es una curva de Jordan. Si f : Q; — €y es la
representacion conforme de un dominio en otro, entonce f se extiende de for-
ma continua e inyectiva a 0€2;. Concretamente, existe una funcién continua
e inyectiva, f : 4 — Q, tal que f|91 = f.

Teorema A.15. (Teorema de Weierstrass) Sean U un abierto de Cy {f,}>2,
una sucesién de funciones holomorfas en U que converge uniformemente en
los compactos de U hacia la funcion f. Entonces, f es holomorfa en U, y para

cada k € N la sucesién { fy(lk) o° , converge uniformemente en los compactos
de U hacia f®),

El siguiente resultado puede encontrarse en [5, p. 221]

Teorema A.16. Sean {2 un dominio, y {f,}>2, una sucesién de funciones
holomorfas en €2 tal que { f,,(20) }52, converge para algin 2z, € 2. Supongamos
que se da una de las siguientes condiciones:

1) La sucesion {Im(f,)}>>, converge uniformemente en lo compactos de
Q.

2) Se tiene que Im(f,,)(z) < Im(f,41)(z) para todo n € N y todo z € Q.

3) Se tiene que |f,(2)| < |fur1(2)| para todo n € N, y todo z € Q y
lim,, 00 fn(20) # 0.

Entonces, {f,}22, converge uniformemente en los compactos de 2.
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A.1. Integral de Riemann-Stieltjes

Para las propiedades relativas a la integral de Riemann-Stieltjes, pueden
seguirse los textos [3] y [17].

Definicién A.17. Sea « : [a,b] — R una funcién mondétona creciente. Sea
P una particion de [a,b] con a =xp < 21 < -+ < 21 < &, = b, denotamos
por Aa; = a(x;) — ax;—1) para i = 1,...,n. Entonces, dada f : [a,b] — R
acotada, denotamos por

U(P, fa) = ZMAal, M; = sup f(x),

i=1 [-'Ez 1-'Ez]

L(P, fa) = Zm,Aa,, m; = iof f(z),

[431 1 431]

y tomando el superior y el inferior de entre todas las posibles particiones P
de [a, b] denotamos por

/ f(B)dalt) = sup L(P. f.),

/ f(t)da(t) = if U(P, f,a).

Si ambos valores coinciden, decimos que f € R(«) y denotamos dicho valor

por \
/ f()dat)

y lo denominamos integral de Stieltjes de f con respecto a « en [a, b].

Observacién A.18. Si la funcién «(t) es derivable con continuidad, se veri-
fica la siguiente desigualdad entre las integrales de Stieltjes, y la integral de

Riemann clésica
[ s = [0

Resultara de especial interés una generalizacién del teorema de holomorfia
bajo el signo integral A.4, que nos permitira garantizar la holomorfia con las
integrales de tipo Riemann-Stieltjes. El siguiente resultado puede encontrarse
en [7]
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Teorema A.19. (Teorema de holomorfia bajo el signo integral general) Sean
X un espacio localmente compacto y p una medida positiva sobre X. Con-
sideremos €2 un abierto de C y f: X x 2 — C. Supongamos que:

1) Para cada z € ( fijo, la funcién f,: X — C definida por f,(x) =
f(x, z) es integrable.

2) Para casi todo x € X fijo, la funcién f,: Q@ — C definida por f,(z) =
f(z, 2) es holomorfa en .

3) Existe una funcién g: X — [0, 00) integrable tal que para todo z €
se tiene que
|f(z,2)| < g(x) casisiempre en X.

Entonces, la funciéon F': 2 — C definida como sigue

F(z) = /Xf(x,z)d,u(x) para cada z € €Q,

es holomorfa en 2.

Teorema A.20. (Integracién por partes) Sea « : [a,b] — R mondtona
creciente. Si f € R(a) en [a,b], entonces o € R(f) en [a,b] y tenemos que

r=b b
— / adf .

A continuacién se muestra el teorema de integracion por partes adaptado
a integrales impropias.

[ aa= sate)

a

Teorema A.21. (Integracién por partes) Sea « : [a,00) — R monétona
creciente. Si f € R(«a) para cada b > a, entonces a € R(f) para cada b > a

y tenemos que
Tr—00 fe'e)
— / adf.
r=a a

Teorema A.22. (Teorema del cambio de variable) Supongamos que ¢ es
una funcién continua estrictamente creciente que transforma [A, B] en |[a, b].
Supéngase también que a es mondtona creciente sobre [a,b], y f € R(«)
sobre [a, b]. Si se define B y g sobre [A, B] por medio de

By) =alo),  gly) = f(o(y))

Entonces, g € R(8) y
B b
/gw:/fm.
A a

| o= f@ata)
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A.2. Medida Armonica

El concepto de medida armonica fue expuesto por Nevalinna en la década
de 1920, aunque los hermanos Riesz ya hicieron uso de ella anteriormente en
sus trabajos. La medida armoénica surge del estudio del problema Dirichlet.
Es una herramienta decisiva en el estudio del crecimiento de las funciones,
y de su curvatura. Igualmente tiene diversas aplicaciones en el Analisis Ma-
tematico, como el problema de la corona y en los problemas de representacion
conforme, y también en la teoria de la probabilidad, especialmente a la hora
de considerar la teoria de la difusion y el movimiento browniano.

Remitimos a los textos [8], [10] y [15] para propiedades adicionales sobre
la misma.

Definicién A.23. Sea ) C C un dominio, cuya frontera consiste en varias
curvas de Jordan. Sea F una unién finita de arcos en 02 (incluyendo la
posibilidad de que solo haya una componente conexa). Entonces la medida
armonica de E en el punto z € €, es el valor en 2z de la funcién armoénica
w en 2, acotada entre 0 y 1, y cuyo limite en la frontera toma el valor 1 en
los puntos de E, y toma el valor 0 en los puntos de 02 . E. Denotaremos
la medida arménica por w(z, E, ), o w(z, E), segun esté claro el dominio o
no. Si £ se compone de un unico arco, delimitado entre los puntos e; y es,
escribiremos la medida armonica por w(z, e, es,€2), 0 w(z, €1, €3).

Observacién A.24. Una propiedad interesante sobre la medida arménica
es la aditividad, es decir, si £ = FEy U E; U ---U E,, entonces

(U(Z, E, Q) = w(Z7E17 Q) —f—(,g)(Z, E2aQ) + +W(Z, E’mQ)

El siguiente resultado establece la conservacién de la medida arménica
por transformaciones conformes.

Proposicion A.25. Sean €2; y {2y dominios cuya frontera consiste en curvas
de Jordan en C, y sea ¢ : Q; — )y la representacién conforme de un
dominio en el otro. Si F; C 0€2; es un arco y z € {2y, entonces

W(Z, Ql: El) = w(¢(z), QZ7 (b(El))
Aqui ¢(E;) esta bien definido en virtud del teorema de Carathéodory.

Concluimos esta seccién proporcionando de forma explicita la funciéon que
representa la medida armonica sobre el disco unidad, y sobre el semiplano
imaginario superior.
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Proposicién A.26. Sea D = D(0, 1) el disco unidad, y sea E un arco de la
circunferencia unidad de angulo «. Entonces, la medida armoénica de E en el
origen viene dada por
w(0, B, D) = .
27
Proposiciéon A.27. Si H denota el semiplano superior, y tomamos a < b
nimeros reales, entonces la medida arménica del segmento de extremos a y

b en un punto z € H viene dada por

1 — —b
w(z,a,b,H) = w((z +1iy),a,b,H) = —(arctan (m a> — arctan (x >>
m Y Y
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