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Resumen del proyecto

El principal objetivo de este trabajo es servir de introduccion al calculo
estocéstico y a la matematica financiera, temas de vital importancia en
la actualidad. En lo referente al calculo estocastico se abordan temas
como la integracion respecto del movimiento Browniano y la teoria de
martingalas. En lo que atane a la matemaética financiera se estudian
conceptos como el de mercado viable y la teoria de valoracion de Black
y Scholes. Para terminar se tratan algunas conexiones entre la mate-
matica financiera y el transporte 6ptimo.

Abstract

The aim of this proyect is to act as an introduction to stochastic calcu-
lus and financial mathematics, being vitual issues nowadays. Regarding
stochastic calculus, we shall assess integration with respect to Brownian
motion and martingale theory. As for financial mathematics, concepts
such as viable market and rational asset pricing of Black-Scholes are
examined. Finally, the relationship between financial mathematics and
optimal transport will be evaluated.
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Parte 1

Calculo estocastico






Introduccion

La primera parte del libro esta destinada a presentar los pilares basicos
del célculo estocastico: la teoria de martingalas y la integral respecto
del movimiento Browniano.

La teoria de martingalas fue desarrollada casi de manera integra por
J.L. Doob (1910-2004); en el primer capitulo se exponen los conceptos
claves de esta teoria, llave que permite extender el calculo integral a
funciones y/o medidas no deterministas.

Después de estudiar las desigualdades y los teoremas de convergencia
de Doob se presenta una formulaciéon matematica, como proceso es-
tocastico, del conocido movimiento Browniano: el llamado proceso de
Wiener.

Resulta que este proceso es una martingala continua con variaciéon total
no acotada; luego si se pretende extender el concepto de integral uti-
lizando enfoques clasicos como el Stieltjes, serd necesaria una revision
de los mismos.

Esto es precisamente lo que se trata en el segundo capitulo: en la li-
nea de Stieltjes y apoyandose fuertemente en la teoria de medida, se
generaliza esta perspectiva de la integracion para cierta clase (lo su-
ficientemente amplia) de procesos estocasticos, esto es, funciones no
deterministas.

De todos modos, la construccion que se presenta comparte, como era de
esperar, rasgos con la habitual de la integral de Lebesgue: por ejemplo,
se razonard de manera jerarquica ampliando sucesivamente el dominio
de la integral. Cabe destacar que, en contra de lo que sucede gene-
ralmente en la teoria de la medida abstracta, utilizaremos un marco
topologico; es mas, de espacio vectorial topolégico: los espacios norma-
dos. Conceptos como el de isometria serdn necesarios para completar
la construcciéon de la integral.

Mencion a parte merece la llamada formula de Ito; este resultado es al
calculo estocéstico lo que la regla de la cadena al cilculo ordinario, es
més, veremos que admite una version que la generaliza.
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Con todo este bagaje se puede abordar el concepto de ecuacion dife-
rencial estocéstica; si bien son ecuaciones integrales, se presentan como
una generalizacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Mencién a parte merece el llamado teorema de Girsanov (al final del
capitulo primero se aborda una version lo suficientemente general del
mismo). Este profundo resultado viene a describir como se comportan
los procesos estocasticos al sustituir la probabilidad base por otra equi-
valente; su utilidad se hara patente en la parte de teoria econoémica, en
el paradigma de Black-Scholes.



Capitulo 1

Martingalas y movimiento
Browniano

1.1. Definiciones previas

El concepto de martingala tal y como hoy lo conocemos fue introducido
por J. L. Doob a mediados del siglo XX, sin embargo, desde la época
de B. Pascal (s. XVII) ya se empleaba tal terminologia para referirse
a ciertas estrategias en juegos de apuestas. La actual teoria de mar-
tingalas es de vital importancia para el modelado de gran cantidad de
fenomenos que se presentan dia a dia.

A partir de ahora admitiremos que trabajamos en un espacio de pro-
babilidad (2, F, P). Sea T un subconjunto no vacio de [0, 00), general-
mente T sera el propio [0,00), Z>¢ o un intervalo [0, L]. Tal conjunto
desempenara el papel de indice temporal. Comenzaremos introduciendo
dos conceptos basicos en el calculo estocastico: martingala y filtracion.

Una filtracion es una coleccion de o-algebras cuya pretension es repre-
sentar el historial de un proceso: el elemento t-ésimo albergara, hablan-
do de manera informal y sin ningun tipo de rigor, la informacion hasta
el instante t. Es por tanto natural exigir la condiciéon de que formen
una sucesion creciente.

Las martingalas son un tipo especial de procesos estocasticos disena-
dos en primera instancia para representar las ganancias de un juego
de apuestas justo. No obstante han resultado ser una pieza clave en el
analisis estocastico tanto por sus numerosas aplicaciones practicas co-
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mo por su papel preponderante en la justificacion teorica de los pilares
del propio calculo estocastico. En palabras de M. Loéve: “Martinga-
les, Markov dependence and stationarity are the only three dependence
concepts so far isolated which are sufficiently general and sufficiently
amenable to investigation, yet with a great number of deep properties”.

Formalizando los dos conceptos anteriores:

Definicion 1.1.1 (Filtracion) Por filtracion entederemos cualquier
sucesion expansiva de sigma dlgebras (Fi)ier. Ademds:

» En el caso de que T =[0,L] con L >0 o T = [0,00), se dice que
la filtracion es continua por la derecha si

ﬂ’rs:th

s>t

s Se dice que la filtracion es completa si cada conjunto de medida
nula para F estd en Fy (luego estard en cualquier otro F; por ser
la sucesion creciente).

A partir de ahora, siempre que la indexacion se haga sobre un intervalo
de [0, 00) daremos por sentado que la filtracion es completa y continua
por la derecha

Definicion 1.1.2 (Martingala) Se dice que un proceso X = (X (t))ier
es una martingala respecto de la filtracion (F;)ier si es integrable, adap-
tado a la filtracion y se tiene que para cada par de instantes de T
0<s<t

E(X(t)||Fs) = X(s) P-a.s. (1)

En caso de tenerse que E(X (t)||Fs) < X(s) (resp. E(X (t)||Fs) > X(s)),
en un conjunto de probabilidad 1, se diria que X = (X (t))ieT es una
supermartingala (submartingala respectivamente).

La condicién de martingala viene a representar que si s < ¢ son dos
instantes de tiempo, con la informaciéon que se dispone hasta instante

s, la mejor prediccioén posible para el valor del instante posterior X ()
es X(s).

Tres observaciones:
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a) Es inmediato comprobar que la condicion (1) es equivalente a

E(X(t) = X(s)[[Fs) =0

para todos t > s indices temporales, esto es: podemos pensar que
los incrementos de una martingala son en esencia ruidos aleatorios.

b) Si la indexacion se hace sobre Zsg, por la propiedad de torre de
la esperanza condicionada la condicion (1) es equivalente a que,
para cada indice n se tenga que:

E(X”‘HH‘F”) = Xn

la cual resulta mucho mas sencilla de comprobar. Es obvio que
se tienen extensiones analogas para las condiciones pertinentes de
los conceptos de sub/super-martingala.

¢) Sea X una variable aleatoria integrable y una filtracion (F,,),>1;
de nuevo por la propiedad de torre de la esperanza condiciona-
da se tiene que la sucesion X,, = E(X]||F,) es una martingala.
Este proceso recibe el nombre de martingala de la esperanza
condictonada de X.

1.1.1. Integracién estocastica discreta

Introducimos someramente la integracion estocéstica. Solo estamos en
codiciones de abordar el caso discreto (esto es, T es numerable: su-
pondremos sin pérdida de generalidad que 7 = {0,1,..., N} donde N
puede ser infinito). El siguiente capitulo se dedica por completo al ca-
so continuo. Primeramente definiremos un nuevo tipo de procesos que
a la postre resultaran ser los integrandos mas habituales: los procesos
predecibles.

Definicién 1.1.3 (Proceso predecible) Se dice que un proceso ¢ =
(dn)n>0 €s un proceso predecible respecto de una filtracion (Fp)p>0 ST Gni1
es JF, medible para cadan € T

Informalmente, tal concepto viene a representar la idea de que los va-
lores que puede tomar el proceso a tiempo n + 1 se pueden determinar
a través de la historia hasta el tiempo n.
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Notemos que en virtud de las propiedades de la esperanza condicionada,
cualquier martingala predecible es constante casi seguro. En efecto: por
ser martingala F(X,1]|F,) = X, y por ser predecible E(X,1|F,) =
X141, ambas condiciones con probabilidad 1. Es entonces obvio que X,
es constante en n casi seguro.

Definicion 1.1.4 (Integracion estocastica discreta) Siu = (uy)n>0
es un proceso predecible y M = (M,,)n>0 €s una martingala, ambos res-
pecto de la misma filtracion, se define la integral estocdstica discreta de
u respecto de M como el proceso:

[g(u, M) =0
Iy(u, M) =u  AM; + ... + u,AM,
donde AM,, = M, — M,,_,.

Veamos una sencilla propiedad que asegura que, bajo la acotacion del
proceso u, la integral estocastica conserva el caracter de martingala de
M. Es por ello que a tal caracteristica se la conoce con un nombre
propio: la propiedad de estabilidad.

Proposiciéon 1.1.5 (Propiedad de estabilidad) Bajo las mismas hi-
pdtesis y notaciones que en la definicion anterior, si M es una martin-
gala (resp. sub-super martingala) y u es acotado, entonces el proceso
I(u, M) es una martingala (resp. sub-super martingala).

Demostracion:

Si u = (uy), es acotado y predecible entonces u,, 1AM, 1 sigue siendo
integrable. Entonces, teniendo en cuenta que AL, 1 (u, M) = up 1AM, 11,
para cada n > 0 se tiene que:

E(A[n+1(u7 M)H}—n) = E(un+1AMn+len) = un+1E<AMn+1H}—n) =0

tal y como queriamos ver.

OJ

Esta propiedad proporciona una caracterizaciéon de las martingalas:

Proposicion 1.1.6 Un proceso M = (M, )ner es una martingala respecto

de una filtracion (F,)n>0 st y solo si para cada proceso predecible respecto de

tal filtracion y acotado u = (u,)

.o S€ liene que

E(L,(u,M)) =0 para cada n € T
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Demostracion:

Si M es una martingala, entonces el proceso (I,,(u,M)), también lo sera,
luego todos sus elementos compartiran esperanza; como Iy(u, M) = 0, cada
I,(u, M) tiene esperanza nula, que es justo lo que queriamos probar.

Supongamos ahora que F(I,(u, M)) = 0 para cada n > 0 para cada proceso
predecible respecto de tal filtracion y acotado wu.

Tomemos un elemento m de 7 y un conjunto A que sea F,,-medible; defini-
mos entonces el proceso v como v; =14 sil=m+ 1y v; = 0 en otro caso.
De esta forma, para cada p > m se tiene que:

0= E(I,(u,M)) = E(14a(My41 — My,))

Como el conjunto A era arbitrario se tiene que E(M,,4+1 — My,)||Fm) =0y

esto dltimo es valido para cada indice m.
O

1.1.2. Teoremas de Kolmogorov

Enunciaremos dos resultados debidos a Kolmogorov de suma importancia en
la teoria de procesos estocésticos: el teorema de existencia y el criterio de
continuidad.

El teorema de existencia (también conocido como teorema de extension)
nos permite asegurar la existencia de un proceso dada una familia de dis-
tribuciones de probabilidad en dimension finita (que a la postre seran sus
distribuciones finito dimensionales) siempre y cuando satisfagan una condi-
cion de compatibilidad.

Teorema 1.1.7 (Teorema de extension de Kolmogorov) Consideremos
la familia de probabilidades de Borel

{Pto,t1...tn}n
con 0 <ty <ty <...<t, verificando la siguiente condicion de compatibili-
dad:
Si{0<sp<s1<...<sntCH{0<ty<t<...<t,}, entonces:

-1
Pto,tl...tn o - PSQ,Sl...Sm

donde m : R™ — R™ es la proyeccion candnica asociadad a los dos conjuntos
de indices. Entonces, existe un proceso X cuyas distribuciones finito dimen-
sionales son precisamente las que componen la familia { Py 1, 1, }n-
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El criterio de continuidad aporta una condicién suficiente para que un
proceso admita una version con trayectorias continuas. La idea estriba en ser
capaces de alcanzar cierto control sobre los incrementos de las trayectorias.
Es una herramienta de uso frecuente, pues no suele ser dificil obtener la
desigualdad que plantea.

Teorema 1.1.8 (Criterio de continuidad de Kolmogorov) Si el proce-
so estocdstico X = (X (t))i>0 verifica que

E(AX(0)F) < M|At*

para todo tiempo t y donde p > 0 y k > 1, entonces existe una version del
proceso con trayectorias continuas.

Veamos una aplicaciéon conjunta de ambos teoremas:

Supongamos que x(t) representa la trayectoria (aleatoria) de una cierta parti-
cula a lo largo del tiempo ¢. Asumimos z(t) tiene incrementos independientes
y estacionarios; es mas Ax(t) sigue una ley normal centrada de dispersion At.
Por supuesto las trayectorias son continuas y ademaés, sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que la particula siempre parte del origen. Surge la
pregunta ;jmateméticamente existe tal proceso? Se comprueba, apoyandose
en los dos teoremas anteriores que la respuesta es afirmativa.

Para ello notemos que:

= Caso de existir tal proceso, por las condiciones de normalidad e
independencia, se tendria que:

B(lax(v)*) = S0 A

Cov(x(t),z(s)) = min{s,t}

= Caso de existir, tal proceso seria gaussiano, en efecto: el vector
(x(t1), x(ta),...,x(t,)) es una transformacion lineal del vector
(x(t1),z(ts) — x(t1),..., x(t,) — z(t,—1)), que sigue una distri-
buciéon normal multivariante debido a que sus componentes son
normales e independientes.
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= En virtud de los dos apartados anteriores se tiene que cualquier
distribucién finito dimensional, a tiempos ti,ts,...,t,, sigue una
ley normal multivariante N (0,¥), donde

t1 t - 1
t1 1o

Y= .
t1 tn

Se comprueba ademas que se cumplen las condiciones de compatibilidad re-
queridas, luego en virtud del teorema de extension existe tal proceso.

Para la continuidad de las trayectorias basta observar que por hipotesis

B(laa(0)]) = D (an?

luego también se verifican las condiciones del criterio de continuidad.

Tal proceso recibe el nombre de movimiento Browniano. Aunque su origen
es fruto de la necesidad de explicar las trayectorias observadas de ciertas
particulas (granos de polen en suspension en un medio liquido), el movimiento
Browniano ha resultado ser una construccion matematica fundamental tanto
en el analisis clasico como en el estocéstico.

1.2. Tiempos de parada

La interpretacion habitual de un tiempo aleatorio resulta obvia: representar
el instante temporal en que se presenta un determinado evento. En esta
seccion se estudia a grandes rasgos un clase particular de tiempos aleatorios:
los tiempos de parada. La idea central subyace en que un tiempo aleatorio no
tiene por qué comportarse bien en lo que a nociones de medibilidad se refiere.
Para subsanar tal dificultad técnica se introduce el concepto de tiempo de
parada. Ademaés, la nueva condicion requerida para que un tiempo aleatorio
sea de parada, adquiere una clara interpretaciéon practica en la linea que
venimos siguiendo: el hecho de que el tiempo aleatorio tome valores hasta
el instante ¢ s6lo depende del desarrollo del proceso hasta tal instante. Las
lineas siguientes formalizaran y aclararan tales ideas.

Definicion 1.2.1 (Tiempo de parada) Se dice que una variable aleatoria
T es un tiempo de parada respecto de una filtracion (F;)er St se verifica que
(1 <t) e F; para cadat € T.
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Existe un concepto intimamente relacionado con el de tiempo de parada para
indexaciones continuas: tiempo opcional. La diferencia es que en vez de exigir
que (7 < t) € F; para cada t € T se impone que (7 < T') € F; para cada
t € T . Sila filtracion es continua por la derecha no es dificil comprobar que
ambos conceptos coinciden. Como se comento6 en la secciéon anterior, siempre
que la indexacion lo permita, trabajaremos con filtraciones continuas por la
derecha. Como se puede intuir, esta condiciéon hace que la filtracion presente
un comportamiento «razonable» como se pone de manifiesto en la observacion
anterior.

Fijandonos en el caso discreto conviene resaltar que la condicion (7 < n) € F,
para cada n > 1 es trivialmente equivalente a que (7 = n) € F,, (basta solo
recordar que las o-algebra conforman una sucesion expansiva).

Ademas, esta tltima condiciéon suele ser mucho méas asequible de comprobar.

Se tienen las siguientes propiedades, sobre las cuales nos apoyaremos frecuen-
temente:

Proposicion 1.2.2 El conjunto de tiempos de parada respecto de una filtra-
cion es cerrado para mdzrimos, minimos Yy Sumas.

Demostracion:
El que es cerrado para maximos y minimos es trivial. Vedmoslo para sumas:

(T+S>t)=T=0,S>)U0<T <t,T+S >t)UT >t,5S=0)UT >t,5>0)

El primer, tercer y cuarto conjunto son, evidentemente, elementos de F;.
Para el segundo conjunto notemos que podemos reescribirlo como

U t>T>rs>t-n
0<r<t,reQ>g

es esto, como una unién numerable de conjuntos de F;.

OJ

Para probar el siguiente resultado basta observar que:

(supT, < t) = ((Tn <)

n>1 n>1

y que
(inf T, > t) = ((T, > 1)

n>1
n>1
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Proposicion 1.2.3 Si (7,)n>1 €s un sucesion de tiempos de parada, entonces
tanto sup,, 7, como inf,, 7, son tiempos de parada.

Con argumentos similares se prueban los tres siguientes resultados:

Proposicion 1.2.4 El tiempo de llegada de un proceso a un conjunto bore-
liano es un tiempo de parada respecto de la filtracion natural.

Proposicion 1.2.5 Si (X,,),e7 es un proceso adaptado a (Fp)per y T €8 un
tiempo de parada, entonces (Xomin{rn})ner vuelve a ser un proceso adaptado

a (Fn)nET'

Proposicion 1.2.6 Si (X,)ne7 es una(sub-super) martingala adaptada a
(Fa)neTy T es un tiempo de parada, entonces (Xmin{rn})ner vuelve a ser
una (sub-super)martingala respecto de (Fp)net-

Introducimos ahora un concepto cuya pretension es ser capaz de recoger y
medir la informacion acumulada hasta el instante que determina un tiempo
de parada: o-algebra de parada

Definicién 1.2.7 (o-algebra de parada) Si7 es un tiempo aleatorio res-
pecto de una filtracion (Fy)ier, se define la sigma-dlgebra de parada como
aquella que estd formada por los sucesos medibles A tales que

An{r <t} e F
para cada t € T. La denotaremos por F,

Se comprueba que F, es efectivamente una o-algebra; es mas, a partir de
la definicion no es dificil comprobar que si ¢ < 7 entonces F, C F, y que
Fmin{T,a’} = FT r_]-F.cr-

El resultado que se presenta a continuacién es una util herramienta a nivel
teorico. En cierto sentido formaliza la idea intuitiva de que las martingalas,
al menos en lo que a propiedades se refiere, han de comportarse correcta-
mente con tiempos de parada. No obstante, hay que exigir cierta regularidad
en tales tiempos, como por ejemplo la acotaciéon. Por otra parte, asumiendo
ciertas hipotesis sobre la familia de variables aleatorias (como por ejemplo
la integrabilidad uniforme) se pueden relajar o incluso suprimir algunas res-
tricciones impuestas sobre los tiempos aleatorios. Volveremos en la seccién
4 sobre ello.
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Teorema 1.2.8 (Teorema de muestreo opcional) Si (X,,)ncT es una super-
martingala y 7,0 son tiempos de parada acotados, verificando que o < T a.s.
entonces:

E(X:||Fy) < X,

con probabilidad 1. En particular, si (X,)ner €s una martingala entonces
E(X,||F,) = X, casi sequro.

Demostracion:
Como siempre, supondremos sin pérdida de generalidad que 7 = {0,1,..., N}
para algtin N, que puede ser co. Consideremos el proceso u = (u,), tal que

Up = 1{U<n§7'} .

Como (0 <n <7)= (0 <n)N(Q— (7 <mn)) se tiene que la variable
aleatoria u,, es F,_1 medible, por ello u es predecible y no negativo. Como 7
es acotado, existird un £k de suerte que 7 < k, luego:

[ L (u, X)| < [Xo| +[Xa] 4. + [ X

uniformemente en n, luego I,,(u, X) es integrable. De esta forma, I(u, X) es
una submartingala con valor inicial nulo y tal que I(u, X) = X, — X,; por
ende se tendra que:

0= E(Io(u, X)) > E(I(u, X)) = B(X, — X,)

Consideremos ahora A € F, y apliquemos la anterior ecuacién a los tiempos
acotados A y X, donde A coindice con 7 en A y toma el valor k en Q — A (de
manera analoga queda definido X3).

Razonando como antes se tiene que

/XTdPg/XUdP
A A

Como el conjunto A era arbitrario se tiene el resultado.
O

Como aplicaciéon se obteniene el siguiente resultado, también de uso exten-
dido:
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Teorema 1.2.9 (Teorema de parada opcional) Si (X,,),>1 es una (sub-
super) martingala y o es un tiempo de parada acotado, entonces X° sigue
siendo una (sub-super)martingala

Demostracion:
Probaremos el caso en que X es una supemartingala y que 7 = {0,1,..., N}
para algin N, pudiendo ser infinito. Para cada n > 1 se tiene que

Xmin{n,a} = Xo+ Z UmAXm

m<n

donde u,, = l{n<s}, €l cual es predecible.
De esta forma se tiene que X7 es adaptado a la filtraciéon y como u,, > 0 se

tiene que X7 es una super-martingala.
g

1.3. Desigualdades

Las desigualdades eran consideradas por Kolmogorov como la piedra angular
del razonamiento matematico. La teoria de martingalas aporta numerosas
desigualdades utiles en muchos aspectos, pues gran cantidad de familias de
variables aleatorias admiten transformaciones que las convierten en (sub-
super)martingalas. Presentamos aqui cinco de ellas de capital importancia
en dicha teoria, obtenidas todas ellas por Doob.

Nos centraremos en primera instancia en el caso discreto, la extension de los
resultados al caso continuo no sera dificil.

1.3.1. Desigualdades maximales

Las llamadas desigualdades maximales que presentamos a continuacion re-
sultan ser herramientas extremadamentes tutiles, pues permiten acotar uni-
formemente la submartingala tanto en valor como en promedio.

Proposicién 1.3.1 (Desigualdades maximales; caso discreto) 5i(X,),>1
es una submartingala no negativa, entonces:
a) Para cada X > 0, )\P(lrilég{ X; > ) < E(X,), es mds, para
<j<n

cualquier submartingala se tiene que )\P(lrgégx X; >\ < E(X))
SJsn
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b) Parap>1, E(X?F) > (p%l)pE( max X;)?

1<j<n

Demostracion:

a) Para la primera probaremos so6lo el primer caso:

Fijado un natural n, definimos el tiempo de paro

7(n) = 7 = min{n, min{1l < k <n tales que X > \}}

Esto es, 7 es el primer instante hasta tiempo n en que el proceso
alcanza la cota \; si nunca la alcanza entonces 7 = n. Como el
proceso es una submartingala y 1 < 7 <n se tiene que F(X,,) >
E(X,).

Notemos por una parte que

(méx X; < \) C (X; > )

1<j<n
y por otra que

(II%ELS};X]- <A) C (T =n)

De esta forma, denotando a lrgix X; por Xy, se tiene que:
SJsn

E(Xn) > E(XT) = E(XT1(X<n)2)\))+E(X7-1(X(n)<)\)) > )\P(X(n) > )\)—i-

+E(Xn1(X<n)<)\))

Reordenando,

AP(X@m) 2 A) < B(X,) — BE(Xu1(x,,<n) = E(Xnlx,,>)

y la conclusion es ahora inmediata.

b) El tener una acotacién para el comportamiento de las colas es
extremadamente 1til; recordando que para una variable aleatoria
Z no negativa, su momento de orden p se expresa mediante la
siguiente integral

E(ZP) :p/ tPrP(Z > t)dt
0
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y apoyandonos en la desigualdad que proporciona el apartado an-
terior, se tiene que, para natural n:

E(Xénn)) = p/o tpflp(X(n) > t)dt < p/o tpiQE(an(X(mZt))dt =

:/ tp—Q(/ an(X(n)>t)dP)dt
0 Q B

En base al teorema de Fubini, la integral anterior se puede expresar
€omo

p p—1

p—— 1E(XnX(n) )
Si ¢ denota al exponente conjugado de p (i.e. p+q = pq con ambas
cantidades mayores que 1) entonces, en virtud de la desigualdad

de Holder, la anterior expresiéon es menor que

p—1

qE(Xﬁ);E(Xg)n))T
luego

p—1

E(X(,) < aB(XD)r E(X(,) 7

(n)

Observando que ¢ = ]ﬁ, al despejar F(XP) en la expresion ante-
rior se obtiene que

P p_lp P _p_lp ‘ AP
BOXE) = (P PE(XE,) = (P B(mix X)

tal y como queriamos ver.

OJ

Al hilo de lo que comentdbamos al comienzo de la seccion: sea (X,)n>1
una sucesion de variables aleatorias centradas e independientes; definimos
S, = X1+ ...+ X,. No es dificil comprobar que la sucesiéon S,, forma una
martingala, luego en virtud de la desigualdad de Jensen S? es una submar-
tingala. El resultado de aplicar la primera de las desigualdades anteriores a
tal sucesion conduce directamente a la desigualdad maximal de Kolmogorov,
hecha a medida para probar la ley fuerte de los grandes niimeros. Es maés,
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tal resultado resulta un corolario trivial de la aplicacion de los teoremas de
convergencia que se expondrin en la siguiente seccion, a las denominadas
martingalas inversas. No profundizaremos mas en ello.

Centrémonos en el caso continuo. Citemos de forma somera el hecho de que
toda martingala admite una version con trayectorias cadlag (se dice que una
funcion en el sentido ordinario es cadlag si en cada punto es continua por la
derecha y tiene limites por la izquierda). Ademas se tiene que una submar-
tingala admite una version con trayectorias cadlag si y solamente si E(X (t))
es una funcion continua de t.

Veamos que si una submartingala X (¢) tiene trayectorias continuas por la de-
recha en el intervalo [0, L] (L bien podria ser co), entonces las desigualdades
maximales se siguen verificando, por supuesto con las pertinentes adaptacio-
nes.

Tomemos [a, b] C [0, L]. Sea (7,),>1 una numeracion de los racionales de [a, b]
junto con los extremos {a} y {b} del intervalo. Definamos F,, = {r,,: m <
n} U {a, b}, los cuales forman una sucesion mono6tona de conjuntos creciente

hacia ([a,b] N Q) U {a,b} = F.

Sean ¢, = sup X (t) y ¢ = sup X(t); como el proceso X restringido a cada
teFy, teF

F,, es una martingala se tiene que

AP(gn > A) < E(X (b))

para cada A > 0. Ahora, como la sucesion de conjuntos (¢, > \) crece
mondétonamente hacia (¢ > \), en virtud de la continuidad secuencial de la
probabilidad se tendréd que

P > ) =1lim P(p, > \)
y por tanto
AP(p > N)=AP(sup X (t) > \) < E(X(b)")

tel

Ahora entra en danza la continuidad por la derecha de las trayectorias, pues
gracias a ella se puede asegurar que

sup X (t) = sup X(¢)

ter tela,b]

Un razonamiento analogo permite transladar la otra desigualdad al caso con-
tinuo. Se tiene asi el siguiente resultado:
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Proposicion 1.3.2 (Desigualdades maximales; caso continuo) Si (X (t)):>o
es una submartingala respecto de la filtracion (Fi)i>o con trayectorias conti-
nuas por la derecha, entonces:

» Para cada A >0, AP(sup X(t) > \) < E(X(L)")

0<t<L

» Siademds la martingala es no negativa , para cadap > 1, E(X(L)P) >
(=2)PE( sup X (1))
P 0<t<L

Quizas, la desigualdad que se presenta en un mayor niimero de razonamientos
sea la siguiente:

Teorema 1.3.3 (Desigualdad de Doob) Si (X(t));>0 es una martingala
respecto de la filtracion (Fi)i>o con trayectorias continuas por la derechay
p > 1 entonces, para cada A > 0 y para cada L > 0, se tiene que :

1
P(sup [X(0)] 2 A) < —
0<t<L AP

E(X(L)[")

Notemos que esta desigualdad supone una generalizaciéon, en cierto sentido,
de la desigualdad maximal de Kolmogorov.

1.3.2. Desigualdades up/down-crossing

Tomemos a < b. Nos interesaremos por el ntimero de veces que una martinga-
la supera la altura b partiendo desde debajo de a en los n primeros instantes
de tiempo. A esta cantidad la llamaremos el nimero de upcrossing’s de la
martingala en [a, b] hasta tiempo n y la denotaremos por U,[a, b]. Es natural
preguntarse por el nimero de veces que la martingala queda, bajo las mis-
mas condiciones, por debajo de la altura a. A esta cantidad la llamaremos
el nimero de downcrossing’s de la martingala en [a, b] hasta tiempo n y la
denotaremos por D,a, b].

Las desigualdades de este apartado viene encaminadas a presentar ciertas
cotas para la estimacion de tales valores.

Fijados a < b y n natural, consideremos la sucesion de tiempos de parada
siguientes:
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71 = min{k > 0| X} < a}
7o = min{k > 7| X} > b}

To| = min{k 2 7'2[_1|Xk 2 b}
Torr1 = min{k > 79| Xy < a}

Si alguno de los minimos anteriores no esta definido (porque el conjunto en
cuestion es vacio), convenimos en que el valor de su elemento asociado en la
sucesion sera n.

Por otra parte, es facil comprobar que, Uy,[a,b] = max{k|mr < n} y que
Dy [a,b] = max{k|m1 < n}. Enunciamos ya las desigualdades buscandas:

Proposiciéon 1.3.4 (Desigualdades up/down-crossing) 5i(X,),>1 es una
submartingala, entonces:

E(X)+|a
« E(U,[a,b]) < EEi)xlel

E(Xp—a)t
» E(Dyla,b]) < =52=2—

Un razonamiento similar al empleado en el apartado anterior para extender
las desigualdades maximales del caso discreto al continuo sirve ahora como
llave para obtener las desigualdades up/down-crossing a tiempo continuo:

* a
= E(Up gla, b)) < 25T

E(X(L)—a)t
L] E(D[07L][a,b]) S %

1.4. Convergencia y representacion de martin-
galas

Pasamos ahora a abordar teoremas de convergencia, todos ellos debido tam-
bién a Doob. El primero de ellos podria interpretarse como el anélogo al caso
real de que toda sucesion monotona y acotada es convergente. En el segundo
de ellos mostraremos lo 1til que resulta ser el que una martingala sea uni-
formemente integrable, pues con tan solo esa suposicién se puede probar un
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profundo teorema de convergencia de numerosas aplicaciones.

Llamemos Dla,b] al limite puntual de D,[a,b], que esta bien definido en
virtud de la monotonia de la sucesion. El limite de una sucesion existe si
y solamente si el limite superior y el inferior coinciden, los cuales resultan
ser el superior y el inferior respectivamente de los valores de adherencia. Se
tiene que Dla,b] = oo si y solamente existen infinitos puntos burlando las
barreras de a y b, esto es, subsucesiones que mayoran y minoran tanto a a
como a b, por ende los limites inferiores y superiores son distintos, luego no
hay convergencia. Acabamos de probar un sencillo resultado que resulta ser
extremadamente ttil para obtener convergencias debido a las desigualdades
up/down cross.

Proposiciéon 1.4.1 (Criterio general de convergencia) Sea sucesion (X,,),
de variables aleatorias, entonces:

(X (w))nes convergente si y solamente si Dla, b](w) < 0o

para todos los reales a < b

Por tanto, si se encuentra una forma de conseguir que lim D,,[a, b] = Dla,b] <
n

oo uniformemente en a < b con probabilidad 1, se tendra la convergencia casi
seguro de la sucesion. Tentativo es obtener una condicién més fuerte, como
por ejemplo la integrabilidad : D[a,b] € L*(, P). Del teorema de la conver-
gencia mono6tona de Lebesgue se tiene que E(Dla,b]) = lirlgn E(Dy[a,b]), vy de

. . Y ,  B(Xn—a)t
la desigualdad down-crossing E(D]a,b]) = hin E(D,la,b]) < 117rln =<
sup E(|Xn|+lal)

lim
n b—a

taria la acotacion uniforme en la norma de L!(Q, P). De esta forma hemos
probado el siguiente resultado de importancia capital:

Vemos por tanto que para la integrabilidad de D[a, b] bas-

Teorema 1.4.2 (Teorema de convergencia de submartingalas de Doob)
Sea (X,,)n una submartingala uniformemente acotada en L*(Q), P), entonces
la sucesion converge casi sequro hacia una variable aleatoria X wntegrable.

La integrabilidad es consecuencia directa del lema de Fatou; en efecto:

E|X|= E(liminf | X,|) < liminf F|X,,| < sup E(|X,|) < o0
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1.4.1. Integrabilidad uniforme

Examinemos ahora una interesante propiedad que puede presentar una fami-
lia de variables aletorias estrictamente mas fuerte que la simple integrabilidad
de cada uno de sus miembros: la integrabilidad uniforme.

Definicion 1.4.3 (Integrabilidad uniforme) Se dice que una familia (X;);er
es uniformemente integrable si

sup{ X;dP} =40 0
iel | X5 >t

Veamos el por qué del adjetivo uniforme:

Decir que una variable aleatoria X es integrable es tanto como decir que para
todo € > 0 existe un M = M(e) > 0 tal que

/ XdP <ce
[ X|>M

Si se considera una familia integrable (X;);c; y se fija una tolerancia €, por
hipotesis existiran cantidades M = M (e, i) tales que

| X3|>DM (e,2)

La integrabilidad uniforme significa exactamente que la cantidad M (e, i) es
independiente de 7.

Las siguientes observaciones son necesarias:

= No es dificil encontrar sucesiones de variable aletorias integrables
pero no uniformemente integrables. Basta tomar Q = [0, 1], como
o-algebra la de Lebesgue y como probabilidad la medida también
de Lebesgue, ambas por supuesto restringidas al intervalo en cues-
tion. Si definimos X,, = nle,1), entonces:

/ X,dP =1sin>M
| Xn|>M

En caso de que n < M la integral anterior es nula. Es obvio que
la familia (X,,), no puede ser uniformemente integrable.
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» Si X es una variable aleatoria integrable y (X,), representa la
martingala de la esperanza condicionada, entonces tal proceso es
uniformemente integrable.

= Si Xy, Xo,...,X,,... es una sucesion de variables aleatorias inte-
grables convergente en media, entonces es una familia uniforme-
mente integrable.

= A modo de reciproco del resultado anterior se tiene que toda sub-
martingala uniformemente integrable es convergente en media.

Veamos ahora el principal resultado de la seccién: el teorema de representa-
cion de martingalas.
Lo que establece es que toda martingala uniformemente integrable se puede
expresar como la martingala de la esperanza condicionada de cierta variable
aleatoria integrable.

Teorema 1.4.4 (Representaciéon de martingalas) Sea (X,,),>0 una mar-
tingala uniformemente integrable, con filtracion natural (Fp,)n>0. St X es su
limite en media, entonces, para cada n > 0:

X, = E(X||F,)
Demostracion:

Tomemos dos naturales m > n, entonces, por ser (X, ),>o martingala se tiene

que :
/deP:/XndP
A A

para cualquier conjunto A € F,,, de esta forma:

\/Xn—XdP]:|/Xm—XdP\§/|Xm—X|dP§/\Xm—X|dP
A A A Q

= HXm - X”LI(Q,P)

y el dltimo sumando tiende a cero cuando m — oo, luego

/A(Xn — X)dP =0
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para cada A € F,, luego con probabilidad uno se tendra que

O

Los resultados anteriores muestran que el hecho de que una martingala sea
una familia uniformemente integrable atane un buen comportamiento en el
marco asintético. Por tanto, no es descabellado pensar que las hipotesis de
los teoremas de parado y muestreo opcional puedan relajarse ante la condi-
cion de la integrabilidad uniforme.

La clave de los siguientes resultados es que si X es una martingala unifor-
memente integrable, X, es su limite en media y 7 es un tiempo de parada,
entonces X7 = E(X||Fr)

A partir de este hecho no resulta dificil comprobar el siguiente resultado:

Teorema 1.4.5 Si (X,,),>0 es una martingala uniformemente integrable y
T,0 son tiempos de parada mondtonos (i.e.: verificando T < o a.s.) no nece-
sariamente acotados, entonces:

a) E(X,||F;) = X, (teorema de muestreo opcional)

b) X7 es una martingala uniformemente integrable (teorema de pa-
rada opcional)

Ademas estamos en condiciones de extender estos hechos al caso continuo.
La clave es estriba en discretizar los tiempos de parada. Las dificultades
habituales que puede presentar el pertinente paso al limite se solventan con
el hecho, ya mencionado, de que toda martingala admite una versién con
trayectorias cadlag. De esta forma llegamos al siguiente resultado:

Teorema 1.4.6 Si (X;)i>0 es una martingala cadlag uniformemente inte-
grable y 7,0 son tiempos de parada mondtonos (i.e.: verificando T < o a.s.)
no necesariamente acotados, entonces:

a) E(X,||F;) = X, (teorema de muestreo opcional)

b) X7 es una martingala uniformemente integrable (teorema de pa-
rada opcional)
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1.5. Movimiento Browniano

Existen ciertas clases particulas microscopicas que al introducirlas en un
fluido como el agua no se hunden gradualmente como predice la teoria de
la gravedad; experimentan cambios bruscos de direccién, sentido y celeri-
dad continua y erraticamente. El ejemplo méas popular lo consituyen células
sexuales masculinas del polen de plantas. El bidlogo R. Brown achac6é en
primera instancia dicho comportamiento a cierto movimiento vital de tales
células, rectificando posteriormente al hallar un movimiento analogo en par-
ticulas ajenas a cualquier tipo de vida. En 1905, de manera independiente (y
de hecho siguiendo caminos distintos) A. Einstein y M. Smoluchowski dieron
una descripcion satisfactoria de tal comportamiento utilizando postulados
de la teoria atémica. En anadidura: tal éxito supuso el golpe de gracia de la
teoria atomista a las denominadas corrientes energicistas, que rechazaban la
idea de que la materia estuviese constituida por atomos. Mencionemos que
alla por 1900 Louis Bachelier, en su tésis doctoral no solo examiné el proble-
ma de la valoraciéon de ciertos activos financieros sino que ademas introdujo
una version primitiva del movimiento Browniano. Sin embargo, fue Norbert
Wiener quien a través de articulos publicados entre 1920 y 1923 sent6 las
bases del citado proceso tal y como hoy lo conocemos. En los anos sucesivos
a los pioneros trabajos de Lévy, Kac, Doob, Kakutani... especialmente en la
década de los anos cincuenta, se empieza a tomar conciencia de la impor-
tancia del movimiento Browniano en el anélisis clasico, especialmente de su
conexion con las funciones armonicas, analiticas y con ciertas EDP’s. De esta
forma el movimiento Browniano deja de ser un mero modelo para la repre-
sentancion de ciertas trayectorias de poélen y se convierte en una construccion
matematica preponderante.

Para terminar una leve reflexion propiciada por el abuso de lenguaje: convie-
ne tener en mente que una cosa es el movimiento observado en la naturaleza
y otra es la descripcion matemaética. Por ello, en ciertos contextos al prime-
ro se le conoce como movimiento Browniano y al segundo como proceso de
Wiener. Nosotros no haremos tal distincién.

Trataremos tnicamente el movimiento Browniano unidimensional:

Definicion 1.5.1 Se dice que un proceso B = (B(t))i>0 es un movimiento
Browniano si:

a) B(0)=0

b) Tiene trayectorias continuas.
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c) Tiene incrementos independientes.

d) B(t)— B(s) sigue una ley N(0,t—s), por ende, tiene incrementos
estactonarios.

Segtn vimos en la secciéon 1 tal proceso existe y ademas comprobamos que:
!
= BE(|AB(t)[*) = GplAk
» La funcion de covarianza es k(s,t) = Cov(B(t), B(s)) = min{s, t}
» Es un proceso gaussiano; el vector (B(t1), B(ts),. .., B(t,)) sigue
una ley normal multivariante con vector nulo de medias y matriz
de covarianza

ti t, - 4
t1 t

o ‘1 2
tl tn

= Aunque no lo hicimos entonces, de la féormula del Jacobiano se
deduce que la densidad de (B(t1), B(ts), ..., B(t,)) es

- — (2 —21)?

1
_____ 2T, .0, Ty) = exrp
R | b e L Ty

Existe una bella construccion explicita, totalmente ajena al teorema de
extension de Kolmogorov y a su criterio de continuidad. La clave estriba en
definir el proceso en mallas equiespaciadas de anchura 27" sobre el intervalo
0, 1]. Por interpolacion lineal se obtienen los restantes valores y justificando
varios pormenores (apoyandose en las hipotesis y en resultados cléasicos de
la teoria de probabilidad como los lemas de Borel-Cantelli) se construye el
proceso de manera integra sobre [0, 1].

)

Nota 1.5.2 Varias observaciones:

= Un proceso con incrementos independientes y estacionarios recibe el
nombre de proceso de Lévy. De (3) y (4) se tiene que el movimiento
Browniano es un proceso de Lévy.

= El movimiento Browniano desempena un papel fundamental en la teoria
de procesos estocdsticos; podria pensarse incluso como “la distribucion
normal estandar” para procesos.
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= Bl razonamiento sequido por Einstein, consiste en probar mediante ar-
gumentos heuristicos, que la densidad p de la posicion x(t), asumien-
do ciertas hipotesis de independencia, verifica la ecuacion en derivadas
parciales g—’; = %%. Esta «iltima relacion es una ecuacion de difusion,
cuya unica solucion es una campana gaussiana: la conexion con la dis-
tribucion normal es ahora evidente. De todos modos, anadiremos que
en fisica se prefiere utilizar el proceso de Wiener para modelar la velo-
cidad antes que la posicion de una particula sometida a un movimiento
Browniano.

1.5.1. Propiedades como proceso

Tomemos dos instantes temporales 0 < s < t; entonces, si (Fs), denota
la filtracion natural del movimiento Brownniano, se tiene que:

E(B(t)|Fs) = E(B(t)=B(s)+B(s)|[Fs) = E(B(t)—=B(s)||Fs) + E(B(s)[| Fs)

Debido a la independecia de los incrementos, E(B(t)—B(s)||Fs) = E(B(t)—
B(s)), luego
E(B)|Fs) = B(s)

Es decir, el movimiento Browniano es una martingala (continua).

2
La funcion p(t, z,y) = ﬁey?;tm recibe el nombre de ntcleo de transi-
cion del movimiento Browniano; tal funcion es de capital importancia como
ponen de manifiesto los siguientes resultados, los cuales, si bien no son difi-
ciles de probar, conllevan calculos bastante tediosos:

- P(B(t+5) € A|B(s) = 2) = [, plt. 2, y)dy

» La densidad de (B(ty), B(t2), ..., B(t,)) se expresa de la siguiente forma
en funciéon de p :

frovtn (@1, ) = p(t1, 0,21)p(ts — tr, 21, 22) ... p(ty — o1, Tpo1, Tp)

w p(t+ s,2,y) = [pp(t,x,u)p(s, u,y)du, esto es, p verifica la llamada
ecuacion de Chapman-Kolmogorov.

- ‘4 . 0p _ 10%
= p verifica la ecuacion del calor: 37 = 555

Recordemos que se dice que un proceso sobre R, X = (X(¢)),, tiene la
propiedad de Markov, si para cualesquiera tiempos 0 < t; <ty < ... <
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t, < tpi1, puntos xy,xs,...,T, v para cualquier conjunto medible borel
A C R se tiene que:

P(X<tn+1) € AHX<tTL) = xn>X<tn—1) =Tp—-1,--- 7X(t1) - xl) =

P(X(tni1) € A X (t0) = 22)

Para el movimiento Browniano, denotando p(t,z, A) = [, p(t,z,y)dy, en
virtud de lo anterior, se tiene que:

P(B(tn_H) € AHB(tn) = fn,B(tn_l) = Tp—1y--- ,B(tl) = l’l) =

_ ftl,...,tn(Il, oo :Q:n)p(tn-kl - tTLu L, A)
ftl,..‘,tn (xh e a$n)

)O(tm 07 xn) o

= p(tn _tna naA = p(tn _tTU n7A
ptns1 Ty A) = p(tnt z )p(tn,O,xn)

P(B(tn-H € AHB(tn) = xn)

esto es, el movimiento Browniano es un proceso de Markov.

El siguiente resultado recoge varias propiedades fundamentales como pro-
ceso que ya hemos ido comprobando:

Teorema 1.5.3 FEl movimiento Browniano verifica las siquientes propieda-
des:

1. FEs una martingala continua.
2. Es un proceso de Markov.
3. Es un proceso de Lévy.

4. Fs un proceso Gaussiano.

Exponemos a continuacién, de manera anecdoética, un resultado debido a
Paul Lévy que caracteriza completamente al movimiento Browniano:

Teorema 1.5.4 (Caracterizacion de Paul Lévy) Sea X(t) un proceso que
comienza en 0 y tiene trayectorias continuas, entonces el proceso es un mo-
vimiento Browniano si y solo si X (t) y X?(t) —t son martingalas.
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1.5.2. Propiedades de las trayectorias

Estudiaremos ahora varias propiedades de las trayectorias, las cuales ha-
cen que el movimiento Browniano sea tanto dificil de tratar como verdade-
ramente interesante.

Definicién 1.5.5 Sea [a,b] un intervalo compacto de R, f una aplicacion
definida en [a,b]. Para cada n > 1 definimos:

n

V2(f, b)) = > (f(t;) — f(tj-1))?

J=1

donde t; = a +jb:—L“ Caso de existir, el limite de las sumas anteriormente
definidas recibe el nombre de variacion cuadrdtica de f en |a,b].

Definicion 1.5.6 Si X = X(t) es un proceso estocdstico, su variacion cua-
drdtica es el proceso [X], de forma que [X]; es el limite en probabilidad, caso
de existir, de V2(X,[0,t])

Se comprueba que el movimiento Browniano tiene variacion cuadratica
finita:

Proposicién 1.5.7 5i B es un movimiento Browniano estindar, entonces

Demostracion:

Por una parte:
n n
E() (B(t) — B(ti))?) = > (ti —ti1) =t
i=1 i=1
ya que los incrementos son normales centrados con varianza t; — t;_;
Por otra:

Var(z (B(t;) — B(t;i—1))?) = Z Var(B(t;) — B(t;i_1))? =

. tE(Z? — 1)
— Z (t; — tig)2E(Z2 —1)* < tE(Z" - 1)
i=1
donde Z representa una variable aleatoria normal (0,1); la desigualdad de

Chebychev nos permite concluir.
O

n
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Definiciéon 1.5.8 Sea [a,b] un intervalo compacto de R, f una aplicacion
definida en [a,b]. Se define la variacion de f en [a,b] como

V(f, [a,b]) = sup{z |f(t;) — f(tj—1)|, donde P recorre las particiones de |a, b]}

t;eP

Es facil comprobar, apoyédndose en la proposicion anterior, que el movimiento
Browniano tiene variacion total infinita en cada compacto.

Proposicién 1.5.9 Se verifica P- casi sequro, que
V(B,|a,b]) = o0

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que [a,b] = [0, t].
De la proposicion anterior se deduce que existen sucesiones de particiones del
intervalo 0 =t <t} < ... <! de suerte que su didmetro ¢,, converge a 0 y

tales que
n

S (B — B#) —

i=1
cuando n — oo con probabilidad 1. En efecto: basta tomar cualquier sucesion
de particiones cuyo diamatro tienda a cero; por la proposiciéon anterior se

tiene que
n

> (B(t) = B(t)* =t

i=1
en probabilidad, luego, tomando subsucesiones se llega a lo que hemos afir-
mado.
Ahora bien, se tiene que el conjunto de convergencia anterior esta contenido
en (V(B,[0,t]) = o), y por tanto tiene probabilidad 1.
Caso contrario, debido a la continuidad de las trayectorias del proceso B, se
tendria que:

n

> (B(t7) = B(t))* < méx |B(t7) — B(t-y)| Z |B(t) = B(ti_1)| <

1<i<n
i=1

< V(B,[0,t]) méx |B(t]') — B(t; ;)| — 0

1<i<n

O

Con un poco méas de trabajo se puede probar el siguiente resultado sor-
prendente:
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Proposicion 1.5.10 Para cada ty > 0, el movimiento Browniano no es
diferenciable en ty con probabilidad 1; es mds, con probabilidad 1, no es di-
ferenciable en ningin punto.

1.5.3. Otras propiedades del movimiento Browniano

Consideremos el movimiento de Brown restringido a [0, 1] como una apli-
cacion B :  — C([0,1]) de un espacio de probabilidad al espacio de las
funciones continuas en [0, 1]. Si (), es un sistema ortonormal completo en
L]0, 1], entonces, existirdn coeficientes a,(w) de suerte que:

Bw) =Y an(w)en

n>0

de donde a,(w) = (B(w), ¢,) (el paréntesis indica el producto interior usual
en L]0, 1]). Consideremos el operador integral de L?[0,1] en L?[0, 1] definido
por el niicleo integral k(s,t) = min{s,¢}: la funcién de covarianza asociada
al proceso de Wiener.

Apoyandonos en resultados de analisis funcional, se comprueba que tal ope-
rador es compacto y autoadjunto; en virtud del teorema de descomposicion
espectral existe una sucesion de autofunciones v, que conforman un sistema
ortonormal completo en L?[0, 1]. No es dificil comprobar que

1 2 1)t

)

Por otra parte, como a,(w) = (B(w), pn) = fol B(w)(s)en(s)ds, y B(s)
sigue una ley normal, y, ademas, la integral fol B(s)@n(s) ds se puede aproxi-
mar por integrales de funciones simples, que seran a la postre combinaciones
lineales de B(t;) para ciertos i (luego normales), los coeficientes a,, resultan
ser limite de normales, y por ello variables aleatorias normales. Para carac-
terizarlas basta por tanto calcular su esperanza y su varianza.

Se puede probar que la utilizacion del teorema de Fubini en la siguiente
situacion esté justificada, asi que:

Bla) = B[ Bls)eu(s)ds) = [ B(B)en(s)ds =0

En lo que a la varianza se refiere :

Var(a,) = E(/0 B(s)@n(s)ds)? = E(/O /0 B(t)B(s)pn(s)pn(t) dsdt)
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Como antes el uso del teorema de Fubini esta justificado, luego Var(a,) =
fo fo (s,1)pn(8)pn(t) dsdt). Si tomamos @, = 7,, entonces Var(a,) =
A, donde A, denotla al autovalor n-ésimo. Tenemos por tanto que a, ="
N(0,)\,), luego A\, %a, =% N(0,1) Se comprueba que )\, = (2?21)70’ luego
existen ¢y, co, ..., C,,... variables aleatorias independientes, normales estan-
dar de suerte que:

2n+1) )

sm
Z U A 2n+1

para todo ¢ € [0, 1].
Esta es la llamada representacion de Paley-Wiener, que se encuandra en un
marco mas general como expone el llamado teorema de Karhunen-Loeve.

El siguiente resultado, cuya sencilla interpretacion geométrica le da nom-
bre, resulta ser util a la hora de simplificar ciertos calculos. Por otra parte,
evidencia el caracter simétrico del movimiento Browniano.

Proposiciéon 1.5.11 (Principio de reflexiéon) Sea B“(t) un movimiento
Browniano que comienza en a y sea b > a. Para cada t > 0:

P(B%(s) > b para algin s € [0,t]) = 2P(B*(t) > b)

1.6. El Teorema de Girsanov

El teorema de Girsanov es un importante resultado en la teoria de pro-
cesos estocasticos. Ayuda a entender como son los cambios que experimenta
un proceso cuando se sustituye la probabilidad base por otra equivalente.
De capital importancia en la teoria econémica debido al concepto de EMM
(equivalent martingale measure), esto es, una medida de probabilidad equiva-
lente a la probabilidad base bajo la cual los precios actualizados de un activo
forman una martingala. Cuando se aborden temas econdmicos, se compro-
bara la vital importancia de tales medidas de martingala y de paso se hara
patente que el teorema de Girsanov es una herramienta indispensable. Los
trabajos de Girsanov datan de los anos 60, no obstante ya se tenia resultados
en esta linea de los anos 40. En 1977 Lenglart extendio el resultado a clases
méas amplias de procesos. Nosotros trataremos una version lo suficientemente
general para nuestros propositos en matematica financiera.

Se llama movimiento Browniano con deriva a cualquier proceso D =
D(t) = B(t) + At donde X es una constante real no nula.
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El teorema de Girsanov afirma que existe una probabilidad equivalente ) a
la probabilidad base P bajo la cual el proceso D es un movimiento Browniano.

Antes de entrar directamente en la materia es conveniente considerar la
siguiente situacién, pues el planteamiento y la solucién no distan mucho de
la dinamica que seguiremos en el teorema de Girsanov.

Sea X una variable aleatoria normal centrada, de dispersion o; entonces, si
m # 0 la variable Y = X +m deja de ser centrada: es normal de media no nula
m y varianza o. Es natural preguntarse si existira alguna ley de probabilidad
equivalente (recordemos que se dice que dos medidas de probabilidad son
equivalentes si comparten todos sus conjuntos de medida nula) a la dada,
bajo la cual Y sea normal centrada. Consideremos la variable

m2

m
7 =e 02X 22

Tomemos ahora una medida @) tal que

dQ

=
donde la derivada ha de entenderse en el sentido de Radon-Nikodym. Se tiene
por tanto que () es absolutamente continua respecto de P; ahora bien, Z es
estrictamente positiva, luego P << () y por tanto ambas medidas son equi-
valente. Resta comprobar que Y se distribuye bajo () de forma normal pero
esto es puro calculo operativo si se utilizan las herramientas que proporciona
el teorema de Radon - Nikodym:

QY € A) = / 9Qap / e X 32 dP =
(vea) AP (X+meA)

1 _mg m? 2%
— e 2T 252 2.2 1
(A—m) V2O

Haciendo el cambio y = x + m se tiene que la integral anterior es igual a

1 el
/ e22dx
ANV2To
justo lo que queriamos ver.

Abordamos ya el teorema de Girsanov:
Consideremos la funcion fy(t,z) = exp(—Az — ’\;t), la cual verifica que

Ofy [ 1O/
ot 2 0x2

A

=0
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?

luego en virtud del lema de Ito, que veremos en el segundo capitulo, el
proceso Z,(t) = fi(t, B(t)) es una martingala. Consideremos la probabilidad
@, cuya densidad respecto de P es Z,(L). De la propiedad de martingala
se comprueba que en el espacio (2, F;, P), la probabilidad @ tiene como
densidad Z,(t). Dicho esto, ya se esta en condiciones de formular el teorema:

Teorema 1.6.1 (Teorema de Girsanov) Si D = D(t) es un movimien-
to Browniano con deriva A\ en [0,L], i.e D(t) = B(t) + At con t € [0, L],
entonces existe una probabilidad () equivalente a P bajo la cual D es un mo-
vimiento Browniano sin deriva. Es mds, se tiene que QQ es la probabilidad Q)
anteriormente definida:

Volveremos méas adelante sobre este resultado y comprobaremos su im-
portancia en teoria econdémica.



Capitulo 2

Integracion estocastica

2.1. Construccién de la integral

En este capitulo se aborda la formalizacion de una integral respecto del
movimiento Browniano. La principal dificultad que se presenta es que tal
proceso es de variaciéon no acotada en cualquier intervalo compacto de la
recta real, imposibilitando de pleno la perspectiva de la integral de Stieltjes.
No obstante, con ciertas restricciones sobre el integrando se puede construir
una teorfa satisfactoria en lo que a aplicaciones se refiere. Como comentario:
la integral estocéstica respecto del movimiento Browniano se puede genera-
lizar a integrales respecto de las llamadas semimartingalas, las cuales viene
a resultar un instrumento mucho més flexible.

En lo que sigue tomaremos L > 0y trabajaremos en el intervalo compacto
[0, L] de la recta real. Supondremos también que (F;)icpo,z] es una filtracion
respecto de la cual el movimiento de Brown es adaptado (por supuesto com-
pleta y continua por la derecha).

Definicion 2.1.1 Sean P = {0 =1ty <t; < ... <t, = L} una particion de
0,L] y Hy, Hs, ..., H, variables aleatorias cuadrado integrables con H; Fy, |
medible. Entonces, al proceso ¢(t) definido en [0, L] como

¢(t): Z Hl][tzfl,tz](t)

1<i<n
sit €10, L], se le llama proceso simple.

Al conjunto de los procesos simples en [0, L] lo denotaremos por S[0, L]. Es
inmediato comprobar que tiene estructura de R-espacio vectorial.
Denotaremos por Ms|0, L] a las martingalas de cuadrado integrable en [0, L].

39
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Este espacio tendrid un papel relevante en la teoria que sigue veces, pues
como se verd, en gran cantidad de ocasiones la integral estocastica sera una
martingala cuadrado integrable.

Definiremos a continuacion espacios de procesos que a la postre resultaran
ser los dominios mas generales de la integral estocéstica.

Definicion 2.1.2 Llamaremos 7:[[0, L] al conjunto

L
{Procesos progresivamente medibles ¢ tales que / *(t)dt € L*(Q, P)}
0

Por otra parte, la notacion H[0, L] representard al conjunto

L
{Procesos progresivamente medibles ¢ tales que / *(t) dt es finita P-casi sequro}
0

Como comentario: se tiene que el movimiento Browniano B = B(t) € [0, L]
para cualquier L > 0. En efecto: en virtud del teorema de Fubini

/Q/OLB2(t)dth:/OL/QBQ(t)det:/OLVar(B(t))dt:/OLtdt:g

Notemos que la condicion fOsz(t) dm € L'(Q, P) pretende asegurar cierta
finitud sobre la variable aleatoria que representa tal integral; una restriccion
mas fuerte que el simple hecho de que sea finita P casi seguro. Al hilo de lo
que comentamos se tiene el siguiente hecho nada dificil de comprobar:

Proposicién 2.1.3 Se tienen las siguientes contenciones:
S[0, L] € #[0, L) € H[0, L]

La demostracion es muy sencilla. La segunda contencion es clara; para la
primera basta una simple induccién en el nimero de sumandos del proceso
y la aplicacion posterior de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Observemos que tanto a H[0, L] como a M,[0, L] se les puede dotar de
estructura de espacio normado:

1. En H[0, L) |6]* = E(f,4(t) dm)
2. En M,[0, L] || X2 = E(X(L)?)
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El comprobar que ambas aplicaciones son efectivamente normas no es dificil,

no obstante, a titulo de ejemplo veamos la propiedad de anulaciéon para la

norma de M;[0, L]:

La condicion || X||* = 0 es justamente que E(X(L)?) = 0, lo que se traduce,

en virtud de la desigualdad L? de Doob en que E( sup |X(¢)])? = 0, esto es:
0<t<L

X es indistinguible del proceso 0.
Sin entrar en detalles, la norma en M5[0, L] proviene de un producto interno
y la topologia métrica que induce es completa, luego M5[0, L] es un espacio
de Hilbert.

A partir de ahora consideraremos siempre que dichos espacios estan equi-
pados con tales normas.

Veamos ahora un resultado topolégico de vital importancia aunque atn
no estemos en condiciones de apreciarla:

Teorema 2.1.4 (Densidad de S(0,L)) El conjunto S[0, L] es denso en H[0, L]
Demostracion

~ kL
Fijado H € H veamos que la sucesion H,(t) = n [, H(s)ds si t €

((k—l)L k_L] conk =1,2....ny Hn<t) = 0 en [1’%] es una sucesion de

n ' n
procesos simples convergente hacia H en H. Comprobemos primeramente
que son procesos simples, para lo cual, por construccién, basta ver que:

kL

L n—1 n—1 kL
n 1 n
2 _ 2 - 2
/O H:(t)dt =n ;1 ([ML H(s)ds)" <n ;1 - [ML H*(s)ds

L
S/ H?*(s)ds
0
Admitiendo que
L
/ (Ho\(£) — H(#))%ds — 0
0

en probabilidad, unido a la desigualdad anterior, el teorema de la conver-
gencia dominada permitiria probar que

B /0 (H(t) — H(#))%ds) — 0
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Veamos que efectivamente se tiene la anterior convergencia en probabili-
dad:
Fijado un € > 0, existird una funcién escalonada H. de suerte que

|H = Hel| = 1B = Hellpqom < €

puesto que con probabilidad 1, H () es una funcion de L?([0, L], m) y las
escalonadas son densas en él.
Para una funcién escalonada r de L?([0, L], m) definimos la sucesién r,, como
antes; asi pues, se tiene que r, — r puntualmente y en base a la acotaciéon
anterior se puede usar el teorema de la convergencia dominada, luego r,
converge a r en L*([0, L], m).
Notando que H,, — (H.), = (H — H.),, se obtiene que:

| Hy — H| = [|Hy — (Ho)n + (He)n — He + He — H|
<2|H. — H| + [|(He)n — He|| = 0
con probabilidad 1.
O

Con estas ideas en mente podemos abordar ya la construcciéon de la in-
tegral estocéstica. Comenzaremos con la integral indefinida para posterior-
mente definir el proceso integral asociado (analogo al caso determinista)

2.1.1. La integral indefinida

La construccion se llevara a cabo de forma jerdrquica; comenzando por
las funciones simples para las que los resultados son elementales, se amplia
a clases cada vez mas extensas.

La integral para procesos simples serd analoga a la de Stieltjes para fun-
ciones escalonadas, precisando mas:

Definicién 2.1.5 Si H(t) = >, ., Hilj,_,+)(t) es un proceso simple, de-
finimos su integral respecto del movimiento Browniano, y la denotamos por
fOL H(t)dB, a la variable aleatoria

> H(Bi, - By_1)

1<l<n

Veamos dos importantes propiedades de dicha integral: conserva las nor-
mas y es lineal sobre R.
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Proposicion 2.1.6 Si X(t) y Y(t) son un procesos simples y a,b € R en-
tonces:

= B([y X(t)dB)* = E(f,X2(t)dt), es decir | X | ;; = || fy X (t) dB(#)]|r2(0,p)
= [LaX(t)+bY(t)dB =a [} X(t)dB+b [ Y(t)dB

Por tanto, la aplicacion

1:8)0,L] —  L%(P)
¢ — [ o(t)dB

es una 1sometria R-lineal.

Una vez definida la integral en S[0, L] no es dificil comprobar que se ex-
tiende de manera univoca a 7:[[0, L]. La clave de este hecho estriba en las tres
propiedades siguientes: L*(P, () es completo, S[0, L] es denso en ﬁ[O, L]yla
integral definida para procesos simples es una isometria.

Sea X = X (t) € H[0, L] un proceso, definamos su integral Browniana de la
manera siguiente:

Por densidad existe una sucesion de procesos simples (S, ), convergentes a
X, luego (S,)n es de Cauchy para la norma de #[0, L]. Denotando por I(S,,)
la integral Browniana del proceso 5, se tendré, en virtud de la propiedad
isométrica de la integral, que (I(S,)), es de Cauchy en L*(P, ), luego con-
vergente. Definimos la integral estocastica de X como la variable limite de
la anterior sucesion.

Veamos que tal definicion es consistente: si (R,,), ¥y (Qn)n son sucesiones
de procesos simples convergentes hacia X también lo hara la sucesion (S,,),
definida por S, = R, ¥ Sant1 = @Qn, luego (I(S,)), serda convergente en
L?(P, ),y por ende cualquier subsucesion suya es convergente compartiendo
todas el mismo limite. Basta observar que (I(R,)), ¢ (I(Qn))n son subsuce-
siones suyas. En la misma linea del razonamiento anterior se comprueba que
la extension de la integral a [0, L] es también una isometria.

Se tiene por tanto el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.7 La aplicacion

IH[0,L] —  L*P)
o = [y o(t)dB

es una isomelria R-lineal.
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2.1.2. La integral definida

Construida la integral en todo [0, L] resulta natural proceder en analogia
con el caso clasico e introducir la nocién integral definida:

Definicién 2.1.8 (Integral definida) Dado un proceso X € H[0,L], se
dice que el proceso F' definido de forma puntual como

- /OtX(s) dB(s)

sobre [0, L] es la integral definida de X. También recibe el nombre de proceso
integral asociado a X.

Conviene entender la aplicacién que asocia a cada proceso de 7:1[0, L] su
integral respecto del movimiento Browniano como una regularizacién en mu-
chos sentidos (al igual que ocurre en el caso determinista). Precisando maés,
el proceso integral asociado resulta ser una martingala, y ademas, a tenor de
los resultados de la seccion anterior, de cuadrado integrable al igual que el
movimiento Browniano. Es mas, siguiendo esta linea de similitudes se com-
prueba de manera inmediata que F' es un proceso centrado y que admite
una version con trayectorias continuas (probar esto tltimo requiere algo mas
trabajo). Pero ahi no terminan las semejanzas, a pesar de que las trayectorias
sean continuas, son irregulares y tienen variacién cuadrética finita.

Formalizamos los hechos anteriores en las tres siguientes proposiciones:

Proposicion 2.1.9 Se verifican las siguientes propiedades:
1. La aplicacion
I "H[0,L] — M,0,L]
u I(u)

con I(u)(t) = ft udB es una isometria R-lineal

2. 8i F(t) = {I(u)(t))}o<i<r, entonces F(t) es un proceso centrado ; i.e.
E(F(t)) =0 para todo t de [0, L].

3. P(SUPogtSL |[F(t)] > \) < /\—2E(f0 UQ(t) dt)

La prueba de (1) no es dificil: primero se prueba el resultado para pro-
cesos simples y luego se extiende a 7:1[0,L] utilizando las propiedades de
densidad, isometria y completitud de L?*(P). La parte (2) es inmediata y (3)
es consecuencia de la desigualdad maximal de Doob.
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Ademaés, de la propiedad de isometria enunciada en la proposicion ante-
rior, se deduce que Var(F(t)) = E((F(t)?) = [y u*(s)ds

Las otras dos proposiciones que menciondbamos son las que siguen:

Proposicion 2.1.10 Si u es un proceso de 7:[[0, L] y F(t) representa su in-
tegral Browniana, entonces existe un proceso G, con trayectorias continuas,
tal que para todo t de [0,L] F(t) = G(t) P-casi seguro. Es decir, G es una
version de F.

Demostracion

Consideremos una sucesion de procesos simples (uy,),>1 convergente a u
en H|[0, L], es decir:

lim E(/O lu(t) — w, () |2dt) — 0

Llamando I,,(t) = f(f u,(s)dB(s), se tiene, por lo anteriormente visto que
I, — I,,, es una martingala.
En virtud de la desigualdad de Doob:

P(sup [I,(t) = In(t)] > A) < %E(Ifn(t) — In(t)]*) =

0<t<L

=B l®) = unt)Pat)

Ahora bien, por ser la sucesion (u,)n>1 convergente en H[0, L] serd de
Cauchy en H[0, L], luego

E(/O U (t) — U (t)]?dt) — 0O

cuando n,m — oo y por tanto podemos elegir una subsucesion (uy, )r>1
de suerte que
P(sup [y, () = L (1)] > 27%) < 27
0<t<L
De esta forma, llamando Ay, = (supg<i<y, [In,,, (t) — In, (£)] > 27%), se tiene
que

Y P(4) <

k>1



46 CAPITULO 2. INTEGRACION ESTOCASTICA

luego, en virtud de los lemas de Borel-Cantelli,

P(limsup A;) =0
k

Todo lo anterior nos sirve para afirmar la existencia de un subconjunto
A C € de probabilidad nula, tal que para todo w € 2— A se pueden encontrar
indices k1 (w) de suerte que para cada k > ky(w):

sup |1, ., (t,w) — I, (t,w)] < 9k

0<t<L

k+1

Esto es, si w ¢ A, la sucesion I, (t,w) es uniformemente convergente
en [0, L]. Ademas, por ser la integral Browniana de un proceso simple una
combinacion lineal de movimientos Brownianos tendré trayectorias continuas,
luego la sucesion anterior converge uniformemente en C[0, L], y por ende, su
limite es una funcién continua, digamos G(t, w).

Por otra parte, como I,(t) converge a fotu(s)dB(s) en media cuadratica,
también lo hara la subsucesion I, (t), luego con probabilidad 1

G(t,w) = /0 u(s)dB(s)
para cada t € [0, L].
0

Proposicién 2.1.11 Si u es un proceso de H[0, L] y F(t) representa su in-
tegral Browniana, entonces, para cualquier t comprendido entre 0 y L :

V2(F, [O,t])—>/0 u?(s) ds

donde la convergencia ha de entenderse en L'(P). Por tanto:

t
[F; = / u?(s) ds
0
La condicién de trabajar en [0, L] resulta ciertamente restrictiva; no es

dificil extender la integral a intervalos compactos genéricos de R:

Definicién 2.1.12 5i [a,bl es un intervalo compacto de R se define la in-
tegral de un proceso u € Hla,b] respecto del movimiento Browniano como
stque:

/abu(t) dB(t) == /Obu(t) dB(t) - /Oau@) 1B (1)
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Notemos que por construccion se verifica la identidad de Chasles.

Presentamos ahora un resultado debido de H. Tto que establece, en esen-
cia, que la integral estocastica anteriormente definida es en realidad una
biyeccion entre H[0, L] y el subconjunto de M,[0, L] formado por los proce-
sos centrados. De hecho el que el proceso sea o no centrado sera irrelevante
en cierto sentido; precisando maés:

Teorema 2.1.13 (Teorema de representacion de Ito) Para cada mar-
tingala M = M(t) de M0, L] existe un dnico proceso u = u(t) perteneciente
a H[0, L] de suerte que:

M(t) = /O u(s)dB + E(M (1))
para todo t € [0, L]

Maés tarde (en la parte de matematica financiera) se comprobora la im-
portancia capital de este resultado.

Una vez construida la integral para procesos u tales que fOL u?(t)dt sea
una variable aleatoria integrable, es natural preguntarse si se pueden seguir
debilitando restricciones acerca del integrando. La respuesta es parcialmente
afirmativa. Esto es, bien se puede relajar la condicion anterior a que fOL u?(t)dt
sea finita casi seguro pero se perdera el caracter de martingala: se tendré una
semimartingala. También se difuminaran otras propiedades como puede ser el
caracter isométrico. Para llevar a cabo esta extension se sigue un argumento
de localizacion; el concepto de tiempo parada cobra ahora una importancia
fundamental, pues si partimos el intervalo mediante una sucesion de tiempos
de parada apropiados, se mantendran las propiedades anteriormente vistas
siempre que nos centremos en la particiéon que determinan.

El concepto de martingala local fue introducido también por H. Tto para
englobar un nuevo conjunto de procesos que aiin no siendo martingalas, pre-
sentaban un compartamiento “razonable” a la hora de integrar.

Definiciéon 2.1.14 (Martingala local) Se dice que un proceso ¢(t) es una
martingala local respecto de la filtracion (F;); st existe una sucesion creciente
de tiempos de parada (1), convergente hacia L, tales que el proceso detenido
en cada T,, ¢™, es una martingala respecto de (Fi)cpo,r). Denotaremos por
Ma0c[0, L] al conjunto de las martingalas locales en [0, L].
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Tomemos un proceso H € H y definimos la siguiente sucesion creciente
de tiempos de parada:

S
= inf{0 < s < L tal que / H*(s)ds =n}
0
siempre que el conjunto anterior sea no vacio, en caso contrario tomaremos

Tn = L.
Definimos ahora la siguiente sucesion de procesos de H:

H,(s) = H(s5)1{s<r

Teniendo en cuenta que para cadam > n Hy(s) = Hy(5)1{s<r,} v admitiendo
que [, H(s)dB fo (8)1{s<r1dB(s) si T un tiempo de parada, se llega
a que:

min{t,m}
/ H, (s)dB(s / o1 ()1 (seny dB(s) = / Hy 1 (5)dB(s)
0

Notemos que las integrales anteriores estan bien definidas para cada t €
[0, L], pues

/H2 Jds < mn) =

luego fo H2(s)ds € L>*(P) C L'(P)
Ahora deﬁmmos la siguiente sucesion de subconjuntos de €2

L
_ (/ H(s)ds < n)
0
Por hipoétesis se tiene que

A:UAn: (/0 H?*(s)ds < o0)

es un conjunto de probabilidad uno, y por construccion que

/H )dB(s /H s)dB(s

Ya estamos en condiciones de extender la integral respecto del movimiento
Browniano al proceso H € H, a la cual denotaremos por I(H):
Fijado t € [0, L], para cada w € A definimos
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f(H)t = [<Hn)t

supuesto que w € A,. Fuera del conjunto A lo definimos como queramos
(notemos que € — A es nulo para P). Por todo lo anterior se tiene que la
defincion es consistente, que este nuevo proceso tiene trayectorias continuas
con probabilidad 1 y que extiende a la integral en . Ademés se puede
comprobar que

f(H)min{t,Tn} - ](Hn)t

esto es, I(H) es una martingala local. Es mas, se puede probar el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.15 FEziste una inica extesion lineal de I (la anteriormente
construida)

[AH[O,L] — MQ,loc[OaL]
TR .f(u)

verificando

sup ]f(Hn)t| —=0

0<t<L

en probabilidad si H, € H|0, L] verifican fOL H2(t)dt — 0 en probabilidad.
Demostracion:

Admitiendo la existencia la unicidad es clara, pues si tomamos un proceso

H € H, considerando la sucesiéon de procesos H,, construida anteriormente,

se tiene que

/0 (H,(s) — H(s))*ds — 0

en probabilidad, luego cualquier otra extension de la integral J verificando
que

sup |J(Hp)¢ — 0
0<t<L

en probabilidad coincidira con ella.

Veamos ahora que la extension que hemos construido antes verifica la
propiedad de convergencia del teorema:

Tomemos € > 0 y N natural, entonces:
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P( sup |_f(Hn)t| >¢g) <

0<t<L

< P(sup [I(Hy,) > s,/ H?(s)ds < %) + P(/ H?(s)ds > %)

0<t<L

Se puede probar que P(supg<,<;, |I(Hn):| > e, fo H2(s)ds < +) = O(%);
la idea estriba en emular el razonamlento empleado en la extensmn de la
integral, de manera esquematica:

Se define 7y como el primer instante en que la integral [ H7(s)ds es mayor

o igual que N, considerando el proceso G(s) = Hy(s)1{s<ry}, se comprueba
que I(H,); = I(G), siempre que w € ([, H2(s)ds < %), luego

n

P(sup |I(H,)| > 5,/0 H?(s)ds < i) < P(sup |I(G)| > ¢)

0<t<L N 0<t<L

Debido, primeramente a la desigualdad de Markov, y posteriormente a la
desigualdad cuadratica de Doob, se llega a que

1 4 1
P(sup |I(G)]| >e) < SE(sup |I(G)]?*) € — =O0(—=
(Ogt% [H(Ghl 2 €) < (OgtgL [H(G)I) < 72 = Ol)
Una vez visto esto la conclusion es trivial, pues
L 1
P(sup |I(H,):| >¢e)<P([| H2(s)ds>—)+0(=)
0<t<L 0 N N

2.1.3. La formula de Ito

La formula que vamos a presentar a continuacion es una de las herra-
mientas mas ttiles del anélisis estocéstico. Suele presentarse como el anélogo
para procesos de la regla de la cadena para funciones diferenciables (deter-
ministas).

Teorema 2.1.16 (Lema de Ito) Si f € C?[0, L], entonces:

FBe) -0 = [ F@enases [ Feees e
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Nota 2.1.17 Las siguientes observaciones son necesarias:

1. La prueba se basa en el terorema de Taylor, en efecto: como f(B(t)) —

F0) =370, f(B(t:)—f(B(tim1)) y f(B(t:)) = f(B(ti-1)) = f (B(tio1))Ati+
Lf(B(r;))At? donde 7; es un punto entre t;_y y t;, basta probar que

7 (Bl ) A /0 £ (B(s))dB

Uy que

B = [ Bl s

ambas convergencias entendidas en probabilidad.

2. A partir de (1) es inmediato comprobar que el proceso definido pun-
tualmente por B(t)? —t es una martingala pues, seqin del lema de Ito
aplicado al polinomio f(x) = x? se tiene que

B(t)? —t= 2/tB(s) dB

stendo el miembro de la derecha una martingala por las propiedades de
la integral estocastica.

3. Frecuentemente la formula de Ito se expresa en la llamada notacion
diferencial:

A (BW) = f (BOWB() + 31 (B#)d

Recalquemos que la expresion anterior es solo una notacion efectiva cu-
ya Unica pretension es expresar que el proceso f(B(t)) verifica (1). Por
otra parte, dicha notacion conlleva ventajas mnemotécnicas y permite
una interpretacaion heuristica del lema de Ito. Un incremento «infini-
tesimaly de f(B(t)) se traduce en otro incremento «infinitesimaly de
f(B(t)) ponderado por la medida aleatoria a la que da lugar el movi-

"
. . . , : o B(t
miento Browniano mds un incremento «infinitesimaly de £ (B1) pon-

2
derado por la medida de Lebesgue.

Observamos que sea cual sea [ € C?[0, L] entonces f(B(t)) es la suma de
una integral estocéstica més una integral ordinaria. Esto nos lleva a conside-
rar una nueva clase de procesos, los procesos de Ito, que seran en esencia la
suma de una integral estocastica y de una integral ordinaria.
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Definicién 2.1.18 (Procesos de Ito) Se dice que un proceso X(t) es un
proceso de Ito si existe una representacion de la forma

X(t):X(0)+/tH(s)dB+/tK(s)ds

donde H € H[0,L] y K(w) € L'([0, L],m) P — a.s.
Equivalentemente, en notacion diferencial:

dX(t) = H(t)dB(t) + K (t)dt

Se tiene los siguientes resultados fundamentales:

= La representacion anterior es tnica salvo indistinguibilidad; precisando
mas, si

dX(t) = H{t)dB(t) + K (t)dt

dX(t) = A(t)dB(t) + B(t)dt
entonces A = H y K = B casi seguro para m ® P.
De aqui se deduce que si X es una martingala entonces K = 0.

» Se tiene que d[X], = H(t)?dt donde [X] representa la variacion cuadré-
tica del proceso X.

Resulta que el concepto de proceso de Ito proporciona el marco adecuado
para enteder la llamada formula de Ito; el siguiente resultado aclara esta
afirmacion:

Teorema 2.1.19 (Férmula de fto, primera version) Si f es una fun-
cion de clase C* y X es un proceso de Ito, entonces f(X) es de nuevo un
proceso de Ito; es mds, si X tiene la representacion;

entonces

G(X) = F (X)X, + 5 ' (X)dIX],

= (F (XK () + 5 (X)B(0)de + (X)) H()B(0)

Las siguientes observaciones son necesarias:
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= Si g es una funcién ordinaria suficientemente regular, entonces es claro

que podemos interpretarla como un proceso de Ito, para el cual, si-
guiendo la notacién anterior, el proceso H es idénticamente nulo, luego
[f]: = 0. De esta forma, la formula de Ito coincide con la regla de la
cadena convencional:

df (g(t)) = f (g(s))dg(s)

, . ” . .
El término 3 f (X;)d[X];, el cual no es necesariamente nulo, es conocido
como “correcion de Ito”.

Notemos que si f es una funcion afin entonces la formula de Ito se reduce
a la regla de la cadena (determinista). Es més, aunque no hemos hablado
del movimiento Browniano multidimensional, existe una formula de Ito
en R", que se reduce a las reglas oportunas del anélisis clasico si la
funcion f es armonica.

Teorema 2.1.20 (Férmula de Ito, segunda version) Sea X(t) un pro-
ceso de Tto y f una funcion definida en un abierto de R2, de variables x y t,
dos veces derivable respecto de x y una vez respecto de t. Entonces, el proceso
Y (t) = f(t,X(t)) es un proceso de Ito con la representacion

Y(t):f(O,XO)—l—/O %(S,X(s))ds+/0 %(S,X(s))u(s) dB

t o 1 t 82
+ i 8—£(3,X(s))v(s) ds + 5/, a—xJ;(s,X(s))uz(s) ds
Escrito en notacion diferencial:
0 0
df (t, X (t)) = a—{(s, X(s))dt + 8_£(8’ X(s))dX(t)
16°
3 205 X)X

Notemos que si f(¢,z) es cualquier funcién definida en un subconjunto

apropiado de R?, dos veces derivable en z y una vez en t, verificando que

of [ 12f

ot T2,z Y

entonces el proceso f(t, B(t)) es una martingala respecto de la filtracion natu-
.. . 2 .
ral del movimiento Browniano. Observemos que x? —t, exp(ax — %t) verifican
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la EDP anterior. Esta observacion serd muy interesante en un futuro.

Como comentario: en este capitulo se ha construido la llamada integral de
Tto, no obstante hay otras construcciones para la integral estocastica distin-
tas, como por ejemplo la de Stratonovich. El por qué de esta eleccion reside
en que la construccion de Ito, entendida como un paso al limite en sumas
analogas a las de Riemann, pondera el valor del proceso en el extremo izquier-
do, lo que puede interpretarse como un tratamiento del proceso de manera
predecible. La integral de Stratonovich, por ejemplo, considera el promedio
de las evaluciones en ambos extremos. En matematica financiera asumir que
conocemos cierta informacion futura de los procesos involucrados (por ejem-
plo, admitir que se conoce el comportamiento de los precios de un activo en el
futuro) es, generalmente, descabellado. La integral de Stratonovich presenta
notables diferencias con la de Tto como el hecho de que la integral definida
de un proceso de H deja de ser una martingala; sin embargo presenta varias
ventajas operacionales (consecuencias todas ellas de su propia construccion)
que aqui no entraremos a valorar.

2.2. FEcuaciones diferenciales estocasticas

Por EDO (ecuacion diferencial ordinaria) se suele entender al par de con-
diciones bien definidas:

3] {x’<t> = f(t,2()) to<t<t

ZL‘(to) = 29

La incognita es la funcion z(t) definida en [¢g, ¢;], solucion de [3]. También
es frecuente encontrar la condicion [3] formulada en notacion diferencial:

de(t) = f(to(t)dt b <t<t
[4] {.T(to) = 2y

Conveniremos en que una funcion es solucion de [4] si y solamente si lo es de

[3]. El no tener definida propiamente una derivada (a priori) para procesos
estocastico nos lleva a utilizar la notacién diferencial.

Definicién 2.2.1 Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) es un par de
condiciones:

S L AX@) = f(E X (O)dt +o(t, X()AB(1) to<t<t
5] {X(to) = Xo
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Diremos que un proceso X (t) definido en [to,t1] es solucion de [5] si ve-
rifica que

t t
X(t) = X(to) —i—/ f(s,X(s))ds+/ o(s,X(s))dB(s)
to to
A las funciones f y o se las denomida deriva y volatilidad respectivamente.
Un proceso que sea solucion de [5] recibe el nombre de proceso de difusion.

Convenimos por tanto que las ecuaciones diferenciales estocasticas han de
interprestarse como ecuaciones integrales. No obstante, la notacion diferen-
cial aporta, como ya se dijo, ventajas tanto mnemotécnicas como heuristicas.
Esto es, podemos pensar en que el proceso solucion X (¢) es un funcion (gene-
ralmente no determinista) que verifica que un incremento infinitesimal de su
valor es equivalente a un incremento infinitesimal de la deriva ponderado por
la medida de Lebesgue (medida determinista) mas un incremento de la volati-
lidad ponderado por una medida aleatoria (lo que podemos interpretar como
un pulso aleatorio, de vital importancia en el modelado de fenénemos fisicos).

Es natural preguntarse si cualquier ecuacion del tipo de [5] posee solucion
y si existe, por su unicidad. Si la volatilidad es nula y la condcién inicial
es constante, el problema se convierte en una ecuacion del tipo [4], para las
cuales sabemos que no siempre hay solucién, y que caso de existir no tiene
por qué ser tnica. A continuacioén se presenta un resultado al uso que pro-
porciona condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la solucién
del problema. El lector familiarizado con nociones de EDO’s encontrara en
él la extension natural del resultado clasico de existencia y unicidad en tal
contexto.

Teorema 2.2.2 (Existencia y unicidad) Consideremos el problema [5] en
el intervalo [0, L] y supongamos que se verifica que:

1F(t2) = f(t )] < Mallz = y]]
lo(t,x) = ot y)|| < Mallz -y
1F(t 2) ]} < Co(1 + [[]])
lo(t,2)]| < Co(1 + =)

[0,

para todos x,y reales y t € L] y que ademds X, es una variable de
cuadrado integrable, entonces [5] tiene solucidn y ademds: es unica salvo

indistinguibilidad, tiene trayectorias continuas y es uniformemente acotada
en L*(P)
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La prueba es semejante al caso determinista: se define un funcional auxi-
liar en cierto espacio de procesos, y se comprueba utilizando las condiciones
impuestas que es una contracciéon. Su tinico punto fijo resulta ser por cons-
trucciéon la soluciéon del problema.

Consideremos los siguientes ejemplos:

Movimiento Browniano geométrico

El movimiento Browniano geométrico (o exponencial) es el proceso
1
X(t) = xoexp((p — 502)15 +o0B(t))

donde o y p son constante positivas.

Este proceso desempena un papel relevante en el modelo de Black-Scholes
sobre la valoraciéon de opciones europeas. Tal planteamiento asume que el
crecimiento del activo en el instante t digamos X (¢) (aunque es frecuente
denotarlo por S(t) en virtud de la nomeclatura inglesa: spot price), es pro-
porcional al propio activo en dicho instante ponderado por una combinaciéon
lineal de coeficientes constantes de la medida de Lebesgue y de la medida
aleatoria que genera el movimiento Browniano.

Precisando més:

dX (t) = X (t)(udt + odB(t))

Se tiene por tanto la siguiente EDE:

dX(t) = pX(t)dt + odB(t) to<t<t
M{mm:%

Aplicando la formula de Ito a X (¢) = f(t, B(t)) e igualando coeficientes
con la ecuacion anterior, se llega a que:

of N 10%f
ot 20z?
of
o: =77
Despejando en la segunda ecuacion se obtiene que f(t, z) = exp(ocz+g(t));

substituyendo en la primera se concluye que g(t) = (1 — %az)t. Por tanto, la
solucion a [a] modelo es exactamente el movimiento Browniano geométrico.

= uf

Proposicion 2.2.3 (Propiedades del movimiento Browniano geométrico)
El mov. Browniano geométrico verifica que:
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1. E(X(t)) = zoet
2. Var(X(t)) = z2e2(e”t — 1)
3. Cov(X(t), X(s)) = z2ertHs)(e7% — 1)

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Modelo propuesto por Ornstein y Uhlenbeck para modelar la velocidad
que experimenta una particula sometida a un movimiento de difusién en
pequenos intervalos de tiempo.

Explicitamente, tal velocidad X () verificaria [b]

0 {dX (t) = —aX(t)dt + cdB(t)
X(O) =29

donde o y ¢ son constantes positivas.

Resolviendo la EDE obtenemos una expresion explicita para la velocidad:

t
X(t) = zoe™ ™ + O'/ e =) dpB
0

La diferencial dX(t) que heurfsticamente corresponde a un incremento
infinitesimal en velocidad de la particula, resulta ser directamente propor-
cional a la propia velocidad. Ahora bien, tal término es negativo; esto es,
representa una fuerza de friccion. Por otra parte, notemos que se anade un
ruido aleatorio: odB(t).

Para resolver [b] emplearemos un argumento similar a la clésica de varia-
cion de las constantes; consideremos una solucién de la forma:

X(t) = a(t)[zo +/O b(s) dB]
Por tanto:

dX (1) = a (t)[zo + /0 t b(s) dB)dt + a(t)b(t)dB =

_ C; g)) X (£)dt + a(t)b(t)dB
Comparando con [b] se tiene que:
J)
a(t)
a(t)b(t) =o

Por tanto, si a(0) = 1 se concluye que a(t) = e " y b(t) = ge™
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Proposicion 2.2.4 (Propiedades del proceso de Ornstein-Uhlenbeck)
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck verifica que:

1. BE(X(t)) = zoe™*
2. Var(X(t)) = %(1 — 2t
(X(t

2

3. Cov(X(t),X(s)) = g_(e*a(tfs) . efa(tJrs))

«

Puente Browniano

El considerar un movimiento Browniano en el intervalo [0, 1] de forma
que en los extremos se anule es de suma utilidad en muchas aplicaciones.
Sorprendentemente, tal proceso se presenta también en ciertos razonamien-
tos abstractos, como puede ser el test de Kolmogorov-Smirnov. Hay muchas
formas equivalentes de definirlo, por ejemplo:

= X(t) = (1-1)B()

» X(t)=B(1—-t)—(1—-t)B(1)

= X(t)=(1—1) [y~ dB

= Como el proceso solucion de la ecuacion diferencial estocéstica

g {dX(t) = - XWat v dB(t) 0 <t <1
X(0)=0

Para resolver [c] se procede de la misma forma que para [b]:
Consideremos una solucion de la forma:

X(t) = a(t)[xo + /0 b(s) dB]

Por tanto:

dX (t) = a' (t)[wo + / b(s) dB)dt + a(t)b(t)dB =

C;(%) =3 it y que a(t)b(t) =1

Si a(0) = 1 se tiene que a(t) =1 —ty b(t) = 15, luego
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X(t):(l—t)/otlisdB

No es dificil comprobar que que efectivamente 7llrrll X(t) =0 P-as.
t—

Veamos ahora ciertas propiedades:

Proposicion 2.2.5 (Propiedades del proceso del puente Browniano)
El puente Browniano verifica que:

1. E(X(t))=0
2. Var(X(t)) =t(1 —1)
3. Cov(X(t),X(s)) =s(1—1)

Notemos que es un proceso centrado, y que la varianza viene descrita por

una parabola, de eje vertical, simétrica respecto de % cuyo maximo valor se

alcanza precisamente en tal punto, el punto medio del intervalo. Ademas es
nula en los extremos.
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Capitulo 3

Referencias bibliograficas

Se han escrito muchos textos sobre calculo estocastico, movimiento Brow-
niano y teoria de martingalas. Senalaremos unos pocos:

» Una excelente referencia para la teoria de martingalas es [1|. En el capi-

tulo 6, “Derivates and conditional probability”, uno puede encontrar una
exposicion de la teoria de martingalas mucho mas profunda que la que
hemos hecho. Se aborda el interesante concepto de martingala inversa,
el cual hemos tenido que omitir.
El capitulo 7: “Stochastic processes” comienza con el teorema de existen-
cia de Kolmogorov, para luego introducir el movimiento Browniano. En
él se estudian ciertas propiedades de este proceso que nosotros hemos
pasado por alto, como por ejemplo la propiedad fuerte de Markov.

» Ellibro de Karatzas y de Shreve (|2]) es una magnifica referencia general
para los tres capitulos; todas las demostraciones que hemos omitido se
pueden encontrar en él.

= Otra excelente referencia para los tres capitulos, que también contiene
todas las demostraciones omitidas es [4]. Aunque este libro constituira
el pilar fundamental sobre el que se apoya la siguiente parte, contiene
una so6lida y sencilla, en lo que a lectura se refiere, exposicion del calculo
estocéstico.
En el capitulo 2: “Martingales measures”, se introduce el concepto de
martingala a tiempo discreto y el de integraciéon estocéstica discreta;
en el capitulo 5: “Discrete-time American options”, se exponen las de-
sigualdades y los teoremas de convergencia de Doob.
El capitulo 6 (“Continuous-time Stochastic calculus”) aborda la teoria
de martingalas a tiempo continuo y la construccion de la integral Brow-
niana, terminando con una somera introduccion a las ecuaciones dife-
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renciales estocasticas.
El teorema de Girsanov se estudia en el capitulo 7: “ Continuous-time
european options”.

Las referencias [3] y [4] son también muy interesantes. El libro de Nua-
lart, aunque aborda temas que escapan a los pretextos de estas notas,
contiene una exposicion del célculo de Tto. Por otra parte, [3] es una
obligada referencia general.



Parte 11

Aplicaciones a la matematica
financiera
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Introduccion

En las lineas que siguen a esta introduccién se pretende, por una par-
te, ilustrar someramente el problema de la valoracion racional de derivados
financieros y, por otra, ejemplificarlo con un caso particular: el afamado mo-
delo de Black-Scholes, que resuelve de manera explicita la valoracion racional
de las denominadas opciones europeas bajo ciertas condiciones generales.

Se comienza presentando ciertos conceptos bésicos e ideas generales hasta
que se esté preparado para comprender los mecanismos subyacentes en la
valoracion de derivados, con especial énfasis en las opciones. Posteriormente
se introduce el modelo de mercado binomial; el modelo més simple posible.
El que sea sencillo no quiere decir que sea yermo, todo lo contrario: presenta
numerosas caracteristicas que sirven para poner de manifiesto ciertas pecu-
liaridades de los modelos generales de mercado discreto. A continuacion se
estudian dos condiciones sobre los mercados que son lo suficientemente gene-
rales como para poder reproducir en mayor o en menor medida gran parte de
los comportamientos bursatiles y lo suficientemente restricitivas como para
evitar comportamientos anémalos: la viabilidad y la completitud. El otro in-
terés que presentan tales hipotesis es que permiten dar una solucién cerrada
(al menos de manera teorica) a nuestro problema. En el caso continuo, con
las anteriores ideas en mente, se presenta el modelo de Black-Scholes que da
una solucion explicita al problema de valoraciéon de opciones europeas bajo
ciertas restricciones no excesivamentes fuertes pero tampoco realistas.
Incidiendo en las plausibles restricciones que presenta el pardigma de Black-
Scholes, en el altimo capitulo se introducen, a titulo de ejemplo, métodos
alternativos de valoracion relacionados con el problema del transporte 6pti-
mo.
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Capitulo 4

Dinamica discreta y generalidades

El intercambio de bienes ha sido, es y serd una constante a lo largo de
la historia del ser humano. Desde tiempos prehistoricos la especializacion en
una o en otra actividad condicionaba el tipo de beneficios que se adquirian; el
trueque se convertia por tanto en una de las piedras angulares para la super-
viviencia. El no tener un criterio universal y absoluto para la valoracién de
los productos se resolvié en la creacion del dinero. Si bien no se solventaban
los anteriores problemas, totalmente subjetivos por cierto, servia como mar-
co de referencia para la valoraciéon. El dinero vino acompanado en primera
instancia de préstamos, prestamistas y prestatarios, respondiendo todos ellos
a la idea abstracta de «alquilar dineroy. Esto resulté ser un negocio extrema-
damente eficaz; con él surgieron los bancos y posteriormente todo un tejido
financiero que daria lugar a las primeras bolsas de inversion. Estas tenian
como principales objetivos poner en contacto empresas y entidades del esta-
do con los principales ahorradores y canalizar el ahorro hacia la inversion.
Con el paso de los siglos, este entramado ha ido evolucionado en mayor o
menor medida hasta la década de los 70, fecha en que surgen los llamados
derivados financieros. A partir de entonces, los mercados han experimentado
un incomensurable crecimiento, y con ellos la matemética financiera.

4.1. Generalidades

Centrémonos ya en los mercados actuales.
Dos de los principios fundamentales que se asumen en economia son el de
comportamiento racional, esto es, los inversores prefieren siempre tener
més que menos y el riesgo neutral: a priori, nada indica que los bienes en
un mercado ideal se van a desplomar o a revalorizar, se les presupone una
tendencia de comportamiento neutral (estable).
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Es claro que el objetivo fundamental que se persigue inviertiendo en bolsa
es ganar dinero; la dindmica en una primera aproximacion (ingenua) puede
resultar sencilla: comprar cierta cantidad de un activo financiero y esperar
que al cabo de un tiempo se haya revalorizado para ganar dinero. En resu-
midas cuentas: especulacién. No obstante, tal actitud ante el mercado no
es la inica. Encontramos otras dos posiciones bien delimitadas dentro de los
negociantes: coberturistas y arbitrajistas. La filosofia de los coberturistas
es la reduccion del riesgo de sus operaciones a través de otros movimientos
financieros. Los arbitrajistas se centran en varios mercados de forma simul-
tanea intentando explotar desiquilibrios puntuales.

Comenzaremos introduciendo varios conceptos al uso de capital importan-
cia:

= Por activo financiero con riesgo entenderemos cualquier clase de ac-
tivo (acciones, deuda, divisas...) cuya valoracion el tiempo no es conoci-
da a priori. Por activo financiero sin riesgo o simplemente bono nos
referimos a cualquier capital cuya evolucion viene determinada median-
te una tasa de cotizacion conocida; por ejemplo, un capital depositado
en una cuenta bancaria.

» Una cartera de inversién (o portfolio en inglés) es un conjunto de
estrategias de inversion en el mercado disenadas para una colecciéon de
activos financieros. Suele contener activos de renta fija y de renta varia-
ble. La diversificaciéon de una cartera es una herramienta fundamental
para reducir el riesgo natural que atane. Entre los activos méas frecuen-
tes encontramos acciones, bonos, monedas internacionales, fondos de
inversion, etc.

= Un contrato de futuro es un acuerdo para comprar o vender cierto
activo financiero por un precio prefijado en una fecha futura prefijada.

» Un derivado de un activo con riesgo es un producto financiero cuyo
valor se basa en el precio del activo. Destacan espcialmente los swaps,
forwards y las opciones (europeas, americanas, exoticas, asiaticas, etc).

= Un derivado swap o permuta financiera es contrato entre dos partes
consistente en el intercambio de capital en ciertas fechas temporales.

= Una opcién europea de compra o european call option, es un derecho
pero no una obligacién, que se otorga al negociante para comprar a un
precio fijo cierta cantidad de un activo financiero en una fecha fijada.

= Una opcién europea de venta o european put option, es un derecho
pero no una obligacién, que se otorga al negociante para vender a un
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precio fijo cierta cantidad de un activo financiero en una fecha fijada.

= El precio de ejercicio o strike-price es el precio que se ha de pagar
en los contratos de futuro o en las opciones. Anélogamente se define la
fecha de ejercicio o de vencimiento.

» Una opcidén americana (de venta o compra) es a todos los efectos una
opcion europea (de venta o de compra) salvo que puede ejercerse en
cualquier instante de tiempo anterior a la fecha de ejercicio.

= Una posicién corta ante un contrato consiste en desempenar el rol
de vendedor, por contra, una posicién larga hace alusion al papel de
comprador.

» Capitalizar consiste en llevar a valor (invertir) los réditos obtenidos en
cierta operacion.

4.2. Modelos de mercado finitos y opciones eu-
ropeas

De ahora en adelante tomaremos como marco de trabajo un modelo de
mercado donde los cambios de valores de los activos se producen a tiempo
discreto. Por simplicidad trabajaremos con un tnico activo financiero, cuyo
precio al contado (spot price) vendra representado por el proceso estocéstico
(Sn)n>0- A priori, tenemos por tanto un espacio de probabilidad (2, F, P) que
supondremos finito, esto es, solo existe una cantidad finita de puntos w € €2
tales que P(w) > 0. En este caso la o-dlgebra F sera P(2): el conjunto de
partes de €.

El modelo también recoge al propio proceso (S, )n>0, una filtracion (F,)n>o
que representa heuristicamente la historia del proceso de precios (por supues-
to (Sn)n>0 es adaptado a la filtracion) y una coleccion de instantes de tiempo
{0,1,2,...N} donde evolucionan los precios del activo. Podria darse el caso
extremo de que N = oc.

Asumimos que no hay ni costes de transaccion, ni limites de posiciones
(limites de contratos que un inversor puede mantener) ni limites monetarios
en los préstamos. Bajo estas suposiciones se dice que el mercado es libre de
fricciéon. En otras palabras, es un modelo de mercado perfecto.

Veamos como algunos de los conceptos anteriormente definidos admiten
una reformulaciéon matematica en el lenguaje de la probabilidad en términos
de procesos estocasticos.
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Comencemos por el bono, el activo financiero sin riesgo. Supongamos C),
representa el capital en el instante n del bono. Si Cj es el montante inicial,
al cabo del primer periodo de tiempo se tendra que C; = (1 + r1)Cy donde
1 es el tipo de interés (discreto) en el intervalo [0, 1). A la cantidad (1 + )
se la llama R;. Se define de manera analoga R,, = R,,_1(1+7,) donde r,, > 0
representa el tipo de interés en el intervalo [n — 1,n). Como las cantidades
R,, arrastran la recursion de los r; se tiene que C,, = R,,Cy
Con estas ideas en mente podemos abordar la formulacion matemética de
cartera de inversion en nuestro modelo:

Definicién 4.2.1 (Cartera de inversion) Una cartera de inversion (o es-
trategia de inversion) es un par de procesos predecibles (A, By,). El primero
de ellos representa la cantidad de bonos que se poseen a tiempo n y el seqgundo
la cantidad del activo financiero. El proceso de valor asociado a la cartera es
el proceso estocdstico V' definido como sique:

Vo = AR, + B,S,

Nota 4.2.2 1. Salvo que digamos lo contrario, cualquier cartera de inver-
ston serd autofinanciada, esto es, la inversion de capital que se llevard a
cabo en el instante n+1 viene dada por una reordenancion de las ganan-
cias o pérdidas a instante n. Dicho de otro modo, los unicos cambios de
valor que experimenta el proceso V,, son debidos a ganancias o pérdidas
de la propia cartera (de ahi la denominacion: no hay ni inyecciones de
capital exterior ni costes de penalizacion adicionales). Matemdticamente
esto se expresa como sigue:

Vn = AnJran + BnJrlSn
con n > 0. Notemos que la ecuacion anterior es equivalente a

0= (An+1 - An)Rn + (Bn-‘,-l - Bn)Sn

es decir

0=AA,R, + AB,S,

Observemos que esto ultimo es una relacion de ortogonalidad. Tal ca-
racteristica serd muy util en el desarrollo posterior de la materia.
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2. Llamaremos factor de descuento a tiempo n y lo denotaremos por 3, a
la cantidad de dinero que necesitamos invertir en bonos a tiempo 0 para
tener una unidad monetaria a tiempo n. Siempre que nos referimas a
una cantidad actualizada a tiempo n nos estaremos refiriendo al valor
de dicho montante multiplicado por el factor de descuento.Denotaremos
a estas cantidad mediante el acento circunflejo francés. Asi pues, para el
modelo que manejamos de cartera de inversion se tendria que 3, = R,!
Y que Vi, = A, + R 'B,S,.

El proceso de valor asociado a una cartera suele ser un criterio para su
clasificacion. Introducimos un tipo especial de carteras que seran muy ttiles
en la practica.

Definicion 4.2.3 (Carteras admisibles) Se dice que una cartera de in-
version es admisible si el proceso de valor asociado es siempre no negativo,
es decir

P(((Va>0) =1

n>1

Es decir, si en cualquier instante la estrategia de inversion no genera pér-
didas. Notemos que efectivamente se trata de una condicién razonable para
muchos propoésitos.

Hasta la década de los 70, los mercados financieros se centraban princi-
palmente en cuatro tipos de activos: acciones, divisas, deuda y futuros; sin
embargo, el advenimiento de los derivados financieros supuso una completa
reestructuracion del mercado a todos los niveles.

Dentro de los derivados mas importantes encontramos las opciones.

La teoria de valoracion de opciones cuenta desde 1973 con una gran fama,
pues los celebrados trabajos de Myron Scholes y Fisher Black dieron for-
muladas cerradas para el llamado precio racional de las opciones europeas.
Esto no quiere decir que tales predicciones sean siempre las correctas; nada
mas lejos de la realidad. Las hipotesis sobre las que se basa su construccion
matematica no eran del todo reales, aunque si representaban un modelo en
cierta medida coherente.

Comencemos con una primera aproximaciéon ingenua al problema de la
valoracion de una opcién europea (de compra) en el modelo mercado en



72 CAPITULO 4. DINAMICA DISCRETA Y GENERALIDADES

que trabajamos.
Cominmente se suele denotar por K al precio de ejercicio; de esta forma las

ganancias que revierte una opciéon europea de compra en una posicion larga
son H=(Sy — K)*.

Como estamos adquiriendo un derecho y no una obligacion es logico que
se exija un precio a pagar. Este recibe el nombre de prima de la opcién
y generalmente se denota mediante la letra C. El problema central de estas
notas consiste en crear una teoria matematica que permita asignar un precio
justo (fair-price) a la prima de la opcion (option pricing).

A priori a uno se le ocurren dos estrategias bien distintas:

» Construir una cartera de inversion admisible cuyo valor a instante N
sea el mismo que el de la opcion, i.e. H = V. Un buen cantidato a
prima de la opcion seria el coste inicial de la cartera V4.

= Utilizar argumentos probabilisticos y hallar el valor esperado de la va-
riable aleatoria H bajo cierta ley asociada a Sy, a priori totalmente
desconocida. Una posiciéon ingenua consistiria en pensar que se puede
estimar tal ley a partir de observaciones en el mercado. Nada mas lejos
de la realidad: ciertos resultados de teoria econémica afirman que la ley
de Sy poco o nada tiene que ver con la situacion del mercado en los
primeros instantes.

Las observaciones anteriores aportan ideas interesantes. Formalizamos un
par de conceptos implicitos en ellas: Sea H una variable aleatoria no negativa
(que representard, de forma general, la parte positiva de los réditos de algiin
contrato financiero), una cartera de cobertura para H es una cartera de
inversion admisible tal que Vy = H siendo V' el proceso de valor asociado.

Definicion 4.2.4 (Variable replicable) Sea H una variable aleatoria no
negativa. Se dice que es replicable si existe una cartera de cobertura para ella.

El que una variable sea replicable es una herramiento teérica muy util. Los
mercados completos son aquellos en los que todas las variables que represen-
ten los beneficios de una opcién europea son replicables.

El restringirse a opciones europeas no aporta (en primera instancia) nin-
guna ventaja ni supone ninguna simplificaciéon desde el punto de vista teodrico
en el desarrollo del problema. En el caso general, el beneficio H resulta ser
una funcion f dependiente del valor del activo a tiempo N, Sy, y del precio
de ejercicio K.
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Hemos visto que para una opcion europea de compra se tiene que f(Sy, K) =
(Sy — K)T; ademaés, es inmediato comprobar que para una opcion europea de
venta f es justamente (K — Sy)". Daremos mas ejemplos cuando se trabaje
en la dindmica continua.

Volviendo al problema de la valoracion; se puede probar que bajo ciertas
hipotesis que aseguren el «buen» comportamiento del mercado (viabilidad)
tanto el argumento de la cartera de cobertura como la valoracién
mediante la esperanza conducen al mismo resultado. Antes de abordar
este profundo hecho estudiaremos un modelo sencillo (el modelo binomial)
que aportard interesantes ideas y servira para comprobar tanto la veracidad
como la practicidad de los resultados teoéricos que se expondran en las si-
guientes secciones.

4.2.1. Modelo binomial multiperiodo

El modelo binomial de N pasos es un sencillo modelo de mercado, no exce-
sivamente realista, pero de vital importancia para desarrollos posteriores. En
él se anticipan varios conceptos que luego desarrollaremos en profundidad, co-
mo el medida de martingala equivalente, esto es, una medida de probabilidad
equivalente a la dada bajo la cual el proceso de precios es una martingala. Se
verd que cualquier cartera que cubra un derivado comparte el proceso de valor
asociado, cuyo valor inicial es exactamente la esperanza bajo la probabilidad
sin riesgo (que también veremos que es tnica) del contigente del derivado: H.

Tomemos dos sucesiones (a,), v (bn)n, indexadas de 1 a N tales que
0 < a, < b,. El adjetivo “binomial” hace referencia a que el valor de los
precios (S,) solo puede tomar dos valores por instante de tiempo; suponemos
por tanto, sin pérdida de generalidad, que:

Sn € {anSn—la bnSn—l}

Supongamos que se tiene la siguiente situacion:

P(Sn - a?LSn—IHFn—l) =1 — Dn
P(Sn - bnSn—1||'Fn—1> = DPn

donde asumimos que no conocemos las cantidades (p,,) pero si las (ay)s,
y (bn)n (aunque esto no es nada realista).
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Por tanto, la distribucion de S, condicionalmente dado Sy queda total-
mente caracterizada por el vector (py, pa, ..., pn)
Consideremos ahora la sucesion de intereses (r,,), indexadas evidentemente
de 1 a N . Para evitar arbitrajes es claro que ha de tenerse que a,, < 1+r, <
b, para todo n. En efecto, si se tuviese que a,, < b, < 1+, segin la hipdtesis
de mercado racional cualquier corredor invertiria en bonos. Caso contrario:
1+r, <a, <b,, todo el mundo invertiria en el activo financiero por la
misma razon.
Supongamos ahora que se desea valorar una opcién europea de beneficio
H = (Sy — K)™. Para ello nos planteamos las dos estrategias anteriores: la
construccion de una cartera de cobertura o buscar una ley de probabilidad
adecuada bajo la cual hallar la esperanza de H. El siguiente resultado que re-
suelve de pleno el problema, sirve para anticipar lo anteriormente comentado:
bajo ciertas condiciones sobre el mercado ambos caminos coinciden.

Teorema 4.2.5 (Comportamiento del modelo binomial) Considerando
las tres sucesiones anteriores, sus relaciones y la sucesion de precios S,, defi-
nidas todas ellas como antes, entonces, existe una unica cartera de cobertura
cuyo valor inicial es
_ —1
Vo = EQ(RN H )

donde Q = (qi,...,qn) es la inica medida de probabilidad tal que S, dado S,
es una martingala. FEzplicitamente, si g, = P(S, = b, Sn—_1||Fn_1), se tiene
que:

L4y —a,

an = b, —a,

Demostracion:
Por hipotesis:

E(S’nH‘anl) = R_l((l - qn)an + ann)snfl

n

que es igual a .S,,_1 si y solamente si

R
1 —qn)a, + nbn: o =1+r,
(1= gn)an +q R
equivalentemente:
L4, —a,
p?L - bn o an

Por hipoétesis tal valor es mayor que 0 y menor que 1, luego define una
probabilidad, y ademas se observa que es unica, luego existe una tnica pro-
babilidad (a la que llamaremos Q) tal que S,, dado Sy es una martingala.
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Obviamente el proceso V,, = Eq(Ry'H||F,) es una Q- martingala. Dado F,,
las variables Vn — Vn_l y Sn — Qn_l son ambas funciones del cociente sfil y
por dando estan soportadas en dos puntos. Al ser diferencias de martingalas,
su esperanza condicionada bajo ¢, nula. Todo esto implica que existe una

variable F,,_; medible, digamos B,,, tal que

Vn - Vn—l = Bn(gn - Sn—l)

Dado el proceso B, definimos el proceso A como sigue:

Aan—l + BnSn—l = Rn—lf/n—l

De esta forma se tiene que tanto A como B son procesos predecibles,
ademas:

An + Bngn—l = Vn—l
luego, de la definiciéon de B,, se tiene que

A

An + Bngn - ‘A/n—l + Bn(gn - Sn—l) - Vn

multiplicando por R,:

RnAn + BnSn = RnVn

Evaluando la anterior linea en n — 1 en vez de en n y comparando con
que A,R,_ 1+ B,S,-1 = R,_1V,_1 se comprueba que el par (A, B) define
una cartera autofinanciada.

Ademaés, de lo anterior también se deduce que el valor a tiempo n de la
cartera es

V,, = R,V,, = RyEq(R;\ H|| F,_1)

luego Vv = H 'y Vo = RoEg(R,'H). El que la cartera sea admisible es
obvio, pues V oes la martingala de la esperanza condicionada de una variable
aleatoria no negativa, luego es no negativa y por ende también lo sera el
proceso V. Esto termina la prueba de la existencia de la cartera pedida,
resta ver que es tnica.
Sea (A, B) una cartera autofinanciada y admisible que replique a H. Sea V,, =
A, R,+ B,S,, su proceso de valor asociado. Como ya se ha comprobado existe
una dnica medida de probabilidad @) de suerte que que S es una martingala;
por ser la cartera autofinanciada se tendra que:
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Vn—l = An + Bngn—l = An—l + Bn—lgn—l

luego, operando se llega a que:

Vn - Vn—l = Bn(sn - gn—l)

Al ser S una (-martingala y B predecible se tendra que V es una Q-
martingala, luego V,, = Eg(Vy||F,). Para concluir basta recordar que la

cartera replicaba a H, esto es: Vy = H.
O

4.3. Mercados viables

4.3.1. Oportunidades de arbitraje

El concepto de arbitraje responde a la idea de la posible existencia de
estrategias de inversion que proporcionen de forma segura un beneficio. En
un mercado ideal las oportunidadades de arbitraje no deberian existir, en
efecto: en virtud del principio racional serian las estrategias de inversion mas
deseadas y por tanto las mas solicitadas creandose un desiquilibrio en el
mercado.

A la hora de definir una oportunidad de arbitraje en el sentido matematico
haremos dos distinciones: fuerte y débil.

Definicién 4.3.1 (Oportunidad de arbitraje fuerte) Se dice que una car-
tera admisible es un arbitraje en el mercado (o una oportunidada de arbitrage)
st su proceso de valor asociado verifica:

Vo=0
E(VN>>O

La restriccion de que la cartera sea admisible no parece ser esencial si
se pretende reflejar el concepto de arbitraje en base al valor que presenta
una cartera, es mas, puede llegar a ser ligeramente restrictivo. Para solventar
tal obstaculo se introduce el concepto de arbitraje débil, de gran utilidad en
desarrollos teoricos:

Definicion 4.3.2 (Oportunidad de arbitraje débil) Se dice que una car-
tera de inversion es una oportunidad de arbitraje débil si su proceso de valor
verifica que:
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1. Vo =0

2. La variable aleatoria es Viy > 0 con probabilidad 1 y P(Vx > 0) > 0, es
decir, P(Vy) > 0

Nota 4.3.3 Las siguientes observaciones son necesarias:

= S no se especifica lo contrario nos referiremos siempre al arbitraje fuer-
te.

» Notemos que si la variable Vi es no negativa, la condicion E(Vy) > 0
es trivialmente equivalente a que P(Vy > 0) > 0

» [l arbitraje es un concepto intimamente ligado al equilibrio de un mer-
cado. FEn los mercados reales si que hay arbitrajes; los negociadores que
los llevan a cabo se conocen como arbitrajistas. Entre las causas prin-
cipales del arbitraje podemos encontrar: un activo que no cotiza con el
mismo valor a dos o mds mercados distintos, dos activos que producen el
mismo flujo de efectivo pero no cotizan al mismo precio y las diferencias
en la valoracion de divisas.

s Una diferencia importante entre un arbitrajista y un especulador es que
el primero solo poseé el bien durante un corto periodo de tiempo, mien-
tras que el especulador lo mantiene con la esperanza de que se revalorice
y pueda tomar ventaja de tal diferencia de precio.

La clave del arbitraje débil es que resulta ser equivalente al ar-
tibraje fuerte. Es decir, para que se produzca un arbitraje en el mercado
no es necesario que la estrategia seguida sea admisible. Esta debilitacion en
las hipodtesis resulta de gran ayuda en la prueba de varios resultados en las
secciones siguientes.

Recogemos tal equivalencia en el siguiente teorema, del que omitimos su
demostracion:

Teorema 4.3.4 (Equivalencia de arbitrajes) En un mercado finito el ar-
bitraje débil es equivalente al arbitraje fuerte.

Como se ha comentado antes, en un mercado ideal no deberian existir ar-
bitrajes. Parece 16gico imponer a cualquier modelo de mercado que pretenda
ser realista la condicion anterior.

Definicion 4.3.5 (Mercado viable) Se dice que un modelo de mercado es
viable st no se puede construir en €l ningun arbitraje.
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En breve se comprobaré que el hecho de que un modelo de mercado posea
tal propiedad es equivalente a que exista una probabilidad sin riesgo, esto es,
una, probabilidad equivalente a la probabilidad base respecto de la cual los
precios actualizados son una martingala.

4.3.2. Medidas equivalentes de martingala

A parte de evitar arbitrajes, en un modelo de mercado ideal regido por
principios como el de racionalidad, leyes de valoracion tinicas y riesgo neutro,
parece logico asumir que los precios actualizados de un bien se distribuyan
de la forma méas cercana posible a un comportamiento neutral. Por tanto,
no es descabellado contemplar la hipo6tesis de la existencia de una probabi-
lidad respecto de la cual los precios al contado sean una martingala. En las
siguientes lineas se profundiza en estas ideas y se abre la puerta al llamado
teorema de equivalencia, que culmina la seccion.

Una probabilidad con las caracteristicas anteriores se la conoce como
probabilidad sin riesgo, precisando mas:

Definicién 4.3.6 (Probabilidad sin riesgo) Se dice que una probabilidad
sobre (0, F) es una probabilidad sin riesgo para S si es equivalente a P y sobre
ella los precios actualizados (S,,), forman una martingala.

Sea ¢ = (A,, B,) una cartera de inversion. Al suponer que es autofinan-
ciada se tendra que

Vn = An+1Rn + Bn+1Sn

luego X R
an - An+1 + Bn+lsn

por tanto
Vn-{—l - Vn = A‘A/n = An+1 + Bn+lgn+1 - An+1 + Bn+1§n = Bn—&-lASn

Por ser el proceso (By), acotado y (AS,), integrable se tiene que (AV},), es
también integrable.
Si suponemos que () es una probabilidad sin riesgo entonces:

Eq(AV, || F) = Eq(Bus1AS,||F) = Buy1 Eg(AS, || Fn) =0

()-casi
seguro (o lo que es lo mismo, P- casi seguro). Se tiene por tanto el siguiente
resultado:
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Proposicion 4.3.7 Sea () una probabilidad sin riesgo, entonces, para cual-
quier cartera de inversion, su proceso de valor actualizado (V,), es una Q
martingala.

~

Consideremos una cartera de inversion cuyo valor inicial sea nulo. Si (V},),,

(su valor asociado actualizado) fuese una martingala respecto de alguna pro-
babilidad @) entonces:

Eq(Vy) = Eq(Vo) = Eq(Vp) =0

luego si VN > (0 entonces VN =0 Q-a.s.
Si suponemos ademas que Q es una probabilidad equivalente a P se tendria
entonces que Vi = 0 P-a.s. evitando asf que la cartera sea una oportunidad
de arbitraje. Del resultado anterior se sigue que si el modelo de mercado
admite una probabilidad sin riesgo entonces no puede haber nin-
gin arbitraje, esto es: seria un modelo de mercado viable.

Podria pensarse que la condiciéon de que en un mercado exista una pro-
babilidad sin riesgo es una estrictamente mas fuerte que la restriccion sobre
la no existencias de arbitrajes y de esta forma intentar buscar alguna carac-
terizacion equivalente a esta tdltima hipotesis. Sorprendentemente esto no es
asi, es decir: ambas son equivalentes.

4.3.3. El teorema de equivalencia

El teorema de equivalencia recoge el hecho de que al menos en un mo-
delo de mercado finito, suponer la no existencia de arbitrajes es tanto como
suponer la existencia de una probabilidad sin riesgo.

Teorema 4.3.8 (Teorema de equivalencia) Un modelo de mercado fini-
to (para un bien S) es viable si y solo si eriste una probabilidad sin riesgo
para S

Notemos que estamos trabajando en el caso en que solo disponemos de
un anico bien. Todos los resultados anteriores se pueden generalizar al caso
de m bienes S!, S2,..., S™:

= Una cartera de inversién serd una m + l-upla de procesos predeci-

bles (A, BL, B%..., B™). El primero de ellos representa la cantidad de
bonos que se poseen a tiempo n y el proceso i-ésimo la cantidad del
activo financiero i-ésimo. El de valor asociado a la cartera es el proceso
estocastico V' definido como sigue:

Vo =A,R,+ B.S) + B2S? + ...+ B"S™
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Conceptos tales como la autofinanciacion, carteras admisibles, oportu-
nidades de arbitraje, etc... se extienden sin mayor dificultad.

En cuanto a la probabilidad sin riesgo: se dice que una probabilidad
() es una EMM para la coleccion de bienes (vector de bienes) S =
(S1,8% ...,5™) si lo es para cada una de las componentes.

El teorema de equivalencia se extiende forma natural : «Un modelo de
mercado finito (para un vector de bienes S) es viable si y solo si existe
una probabilidad sin riesgo para S».

La parte restante que queda por probar presenta una dificultad sustan-
cialmente mayor. Requiere, bajo nuestras suposiciones sobre el modelo
de mercado, una version del teoremea de Hanh-Banach. Esta puede pro-
barse sin necesidad de recurrir al axioma de elecciéon, sin embargo, en
contextos méas generales, la demostracion del teorema de equivalencia
si que necesita la version clasica del teorema, la cual se apoya en el
mencionado axioma.

Proposicion 4.3.9 (Separacion por hiperplanos) Sea L un subes-
pacio lineal de R™ y sea K C R"™ un subconjunto compacto y conve-
zo disjunto de L. Entonces existe un funcional ¢ : R™ — R tal que
L C Ker(¢) y ¢(z) > 0 para cada x € K ; esto es, existe un hiperplano,
Ker(¢), que separa K y L conteniendo a este tltimo.

La prueba también se apoya en el siguiente lema técnico:

Proposicion 4.3.10 Dada la variable aleatoria Vo y una familia fini-
ta de procesos predecibles BY,..., B?, entonces existe un unico proceso
predecible A tal que la d + 1-ipla (A, BY, ..., B?) es una cartera de in-
version autofinanciada de valor inicial Vi .

Notemos que podemos aplicar el teorema de separacion anterior al R-
espacio vectorial R (variables aleatorias de Q — R, pues al ser la o-
algebra trivial toda apliacion sera medible); basta recordar que el espacio
de probabilidad (€2, F, P) era discreto y finito, es decir, existe so6lo una
cantidad finita de puntos w € €2 con probabilidad positiva, digamos
{w1, ..., wn}, luego si identificamos todas las variables aleatorias iguales
casi siempre, existe una biyeccion entre R® y R”: la aplicacion que asigna
a cada variable X el vector

(X (w1), X(wa), ..., X(wp))
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Denotaremos por C' al cono (subconjunto cerrado para suma de vectores
y multiplicacion por escalares no negativos) de R™ :

C ={u e R":u; >0 para cada i y tal que existe al menos

un indice j tal que wu; > 0}

Definimos el proceso de ganancias de una cartera de inversion 6, G,,(6), como:

Gn(0) =V, (0) — Vo (0)

De esta forma, la viabilidad del mercado se traduce en que para cualquier
cartera admisible ha de tenerse que

siempre que Vy(f) =0
Notemos que de la proposicion 4.3.10 se deduce que cualquier cartera

0 = (0o,...,0;) queda determinada por sus d ultimas componentes: § =
(01, .. ¥ 04) y por su valor inicial; tomemos una cartera de valor inicial nulo
y sea 0 = (01,...,04) el conjunto de sus d-titimas componentes, siguiendo la

notacion habitual (recordemos que [ representaba el factor de descuento) se
tiene que:

Vv (0) = By Vv (0) = By (Vo(0) + Gn(0)) = By G (0)

luego el que Gy (A) € C implica que Viy(6) sea no negativo con probabilidad 1
y estrictamente no negativo con probabilidad positiva, luego € es un arbitraje
débil. De esta forma hemos probado el siguiente resultado sobre el que de
nuevo nos apoyaremos en la prueba del teorema de equivalencia:

Proposicion 4.3.11 En un modelo de mercado finito y viable, el proceso de
ganancias actualizadas asociado a cualquier d-upla de procesos predecibles
6 = (BY,..., BY) no puede estar en el cono C.(Recordemos que identificiba-
mos las variables aleatorias de ) con elementos de R™).

Demostracion (del teorema de equivalencia):
Una aplicacion estaba ya demostrada, probemos la otra.

En aras de la brevedad, a partir de ahora, no haremos distincién entre ele-
mentos R® y R” via la identificacién que venimos considerando. Supongamos
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que el modelo de mercado es viable; construyamos una probabilidad ¢ equi-
valente a P bajo la cual el proceso de precios actualizado sea una martingala
(respecto de la filtracion del modelo, por supuesto).

El cono C visto desde €, es el subconjunto de variables aleatorias (igua-
les casi siempre) X tales que X > 0 y tales que existe un indice j de
suerte que X(w;) > 0, donde suponemos sin pérdida de generalidad, que
Q=A{w,...,w,} yque Plw;) =p; >0

Tomemos el subconjunto de £ C R"

L= {Gn(é) :1<n<N,0= (01,...,04) vy cada componente es un proceso predecible }

Es inmediato comprobar que es un subespacio lineal; ademas también es
trivial comprobar que el conjunto

K={XeC:Ep(X)=1}

es cerrado y acotado (luego compacto en R™) y disjunto con L.

Del teorema de separacion por hiperplanos (teorema de Hanh-Banach) exis-
tird un funcional f : R™ — R que separa L y K, esto es, se anula en Ly
estrictamente positivo en K. Por el teorema de representacion de Riesz sabe-
mos que f es un producto escalar, es decir:

flxy,...,xy) = (T1,...,20) 0 (11, ..., T0)

Veamos que cada r; es estrictamente positivo.

Consideremos ahora los vectores ¢; = ~¢; donde con e; se representa al vector
i-6simo de la base canénica de R”. Es inmediato que estas variables aleatorias
tienen media 1 bajo P, luego son elementos de Ky por ende f(¢;) = >0,
de donde se deduce que cada r; es mayor que 0.

Sea o =) . r; > 0, definimos el funcional g = 5; si % = g, es obvio que

g(x1, .. ) = (T1,. . xn) 0 (q1y -+, Gn)

Notemos que ), ¢; = 1, luego la n-tpla (g1, ..., q,) induce una probabilidad
Q en : Q(w;) = ¢; > 0; ademds, por construccion es obvio que () es equiva-
lente a P.
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Para ver que () es una medida de martingala resta ver que los precios actua-
liazdos bajo () son una martingala:

En primer lugar notemos que si x € L, entonces g(x) = @ = 0, luego
Eq(Gn(0)) = g(Gn()) = 0 para cualquier d-upla § = (61,...,0,) de proce-
sos predecibles, en particular, para una cartera 6 = (6, ...,04) cuyo valor

inicial sea 0 se tendra que Eg(G,(#)) = 0. Con esta informacion, de las con-
sideraciones anteriores a la prueba del teorema se deduce que EQ(VN(é)) =0
para cualquier cartera de la forma anterior y de la Proposiciéon 4.3.10 se
tiene el hecho de que cualquiera de esas carteras se puede generar a partir de
familias finitas de procesos predecibles n dimensionales, en particular de las
de la forma (0,...,6;,...,0) donde 0 denota al proceso indénticamente nul0,

que es por supuesto predecible. De todo los anterior se tiene que

Eq( ) 6,AS)) =0

1<n<N

para cualquier proceso predecible y acotado 6%; la Proposicién 1.1.6 con-
cerniente a la integracion estocastica discreta y a la propiedad de estabilidad
completa el resultado.

O

4.4. Mercados completos

El concepto de mercado completo surge de la necesidad formal de justificar
la existencia de carteras de cobertura.

Las carteras de cobertura resultan ser excelentes formas de valoracién para
las opciones europeas (y para los derivados en general): basta con construir
una y fijarse en su costo inicial. Si la prima de la opcion es mas cara que el
costo se tendria una oportunidad de arbitraje, en efecto: el corredor que se
encuentra en la posicion corta, con el dinero recibido de la prima construiria
una cartera de cobertura y por ende a tiempo N habria ganado tanto como
la diferencia de precios entre la prima y el costo inicial. Si por contra, el costo
es mas caro inviertiendo los papeles entre el inversor de posicion corta y el
de larga se llegaria de manera andloga a un arbitraje.

El problema estriba en que nada nos garantiza a priori que el beneficio de la
opcion, H, sea replicable, asi que sin una condicién que nos asegure que esto
es posible nada del razonamiento anterior serviria. Para paliar este obstaculo
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se introduce el concepto de mercado completo:

Definicion 4.4.1 (Mercado completo) Se dice que un mercado es com-
pleto si toda variable que represente el precio de una opcion europea es repli-
cable.

Nota 4.4.2 Las siguientes observaciones son necesarias:

e Fs claro que ni la viabilidad tmplica la completitud ni viceversa.

o S5i bien la hipotesis de wviabilidad en un mercado permite obtener
numerosos resultados y le dota de cierto grado de semejanza con
los mercados reales, la completitud por si sola no conlleva ninguna
virtud destacada. Es por ello que se exige frecuentemente que los
mercados completos sean viables.

El siguiente resultado cuya prueba no es nada trivial caracteriza completa-
mente, y de un modo practico, los mercados viables que resultan ser comple-
tos.

Teorema 4.4.3 (Caracterizacion de la completitud en mercados viables)
Dado un modelo de mercado finito y viable, entonces es completo si y sola-
mente si posee una unica medida de martingala equivalente.

La prueba se basa en un lema técnico que ofrece otra caracterizacion de los
mercados viables y finitos que resultan ser completos:

Proposicién 4.4.4 Consideremos un modelo de mercado finito y viable y sea
Q una EMM. Entonces el modelo es completo si y solo cada QQ-martingala
M = M(n) puede ser representada como sigue:

M(n) = M(0)+ Y H(i)AS,
i=1
siendo H = H (i) un proceso predecible.

4.5. Valoracion a través de martingalas

Ya estamos en condiciones de dar carpetazo al problema de valoracién de op-
ciones europeas en mercados viables y completos al menos de manera teoérica.
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Como se ha venido senalando, parece haber dos estrategias fundamentales
a la hora de valorar: construir carteras de cobertura o calcular la esperanza
de H segin cierta ley de probabilidad (presumiblemente la inica EMM que
tiene el mercado). Notemos que es razonable pensar que la primera si que
pueda llevarse a la préactica, al menos en ciertas ocasiones.

Los conceptos de mercado viable y mercado completo introducidos con el fin
de acercar el modelo de mercado a la realidad, resultan ser ademaés el marco
adecuado para el desarrollo de la teoria de valoracion a través de martingalas.
En esta seccion se comprueba que el costo inicial de cualquier cartera de co-
bertura en un modelo de mercado finito, completo y viable es exactamente
Eqo(H) siendo @ la tnica probabilidad sin riesgo del modelo. De esta forma
coinciden los dos procedimientos anteriores, hecho que esta en concordancia
con la ley de valoraciéon unica (principio econdémico que asume que el valor
de un activo financiero ha de ser tnico con el fin de evitar arbitrajes).

La esencia del razonamiento de Black y de Scholes es que en ausencia
de arbitrajes los inversores pueden construir carteras (que se ajusten conti-
nuamente debido a las variaciones del mercado) con el fin de compensar el
riesgo. El capital que se necesita para construir estas carteras serd exacta-
mente la prima de la opcién en virtud de la ausencia de arbitrajes.

Las lineas siguientes vienen a justificar tales asertos, al menos en el caso
discreto. Sus trabajos de 1973, que se enmarcan en el caso continuo, persi-
guen, a grosso modo, alcanzar valores explicitos de las primas de opciones
europeas. En el siguiente capitulo abordaremos esta cuestion, la cual requiere
numerosas herramientas del calculo estocastico. No obstante, tras exponer los
siguientes resultados, mostraremos someramente como del modelo (discreto)
binomial se obtienen por paso al limite dichas estimaciones sin necesidad de
entrar en temas delicados de la teoria de probabilidad como puede ser la
integral de Ito.

Teorema 4.5.1 (Carteras de cobertura en mercados viables) Sea H
una variable replicable en modelo de mercado finito y viable. Entonces se
tiene que:

1. H es Q-integrable

2. El proceso de valor actualizado respecto de cualquier cartera de co-

bertura para H es exactamente la martingala de la esperanza con-
dicionada de H sobre (). Es decir:

Vo = Eq(H||Fy)
Nota 4.5.2 Del teorema anterior se obtienen las siguientes conclusiones:

e Dos cualesquiera carteras de cobertura para H presentan las mismas
ganancias en cada instante n.
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o Se comprueba que realmente las carteras de cobertura son carteras
admisibles, pues H es no negativa.

~

o FEl costo Vy es exactamente Eqg(H), en efecto:
Vo = Eq(Vo) = Eq(Vo) = Eq(Vy) = Eq(H)

Si estamos en un mercado viable y completo y H representa la ganancia de
una opcién europea de compra, entonces H es replicable y estamos bajo las
hipétesis del teorema anterior. Se tiene por tanto que el precio racional
para una opcién europea de compra en un mercado viable y completo
es Bo(H) = [, HdQ donde H = f(K,Sy) = (Sy — K)*

4.6. Del modelo binomial a la formula de Black-
Scholes

Detengdmonos un momento antes de entrar en la dindmica continua.

Uno podria considerar el modelo binomial como una discretizacion de un
modelo a tiempo continuo. Con esta idea en mente no parece descabellado
pensar que cuanto mas refinada sea la discretizacion, mas se aproximaré
tal modelo a la realidad. Mostraremos someramente y sin entrar en detalles
como con una discretizacion particular se alcanza la formula de valoracion

de Black-Scholes.

Fijemos un horizonte temporal 7' > 0 y un entero positivo N. Como instantes
temporales en la discretizacion tomaremos los nodos equiespaciados de la ma-
lla de extremos 0 y 7'y de anchura %, esto es: 0, %, %, ..., T'. Denotaremos
por Si al precio del activo en el nodo k-ésimo. Siguiendo las mismas nota-
ciones que las empleadas en el modelo binomial, consideremos los siguientes

escalados para las sucesiones (ay)n, (b5)n,(7n)n:
p, N = 6%_0\/%

T /T

TpN =€N —1

No entraremos en el por qué de este escalado, simplemente nos apoyaremos
en él y comprobaremos que conduce a la citada féormula de valoracion.

Utilizando las ecuaciones siguientes del modelo binomial
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P(Sn,N - an,NSn—l,NHFn—LN) =1- Pn,N
P(Sn,N - bn,NSnfl,NHJT_‘nfl,N) = Pn,N
se obtiene que

2XN—N
SN _ SOGMT-FG\/T N

donde Xy es el nimero de veces que el precio del activo sube. Lo mas l6gico
y realista es asumir que el precio sube y baja con igual probabilidad, esto es,
Xy se distribuye siguiendo una ley binomial de tamafio N y parametro i.

2
De esta forma, en virtud del teorema central del limite se tiene que

Sy Xy — N/2
log "N = T + oVT=N 12
I e VN/2

converge en ley a una normal de media uT" y varianza o?T

Ahora bien, vimos que la verdadera distribucion de los precios es irrelevante
a la hora de valorar, lo que importaba era trabajar con la probabilidad sin
riesgo Qn = (q1.n,-.-,qn.N). Se comprueba que bajo esta medida Xy es
binomial de tamano N y pardmetro gy n.

1 + T'n,N — Qp N
Gn,N =

bn,N — Qp N

Operando y utilizando desarrollos de Taylor (se omiten las operaciones alge-
braicas) se tiene que

1 1T p+30°—r 1
wy =5 RN PO

De aqui se deduce inmediatamente que gy n(1 — gy n) — }L y que

— NgN, N \/—u+ 102 —r 1
—VN—2 4+ O(—
N2 . Vil

. 2 .
converge en ley a una normal de media (r — %)T y varianza o*T

X
logi—N:uT+a\/T N
0

Como queremos valorar una opcién europea de comprar nicamente restar
hallar la esperanza de

€_TT(ST - K)+

SN 4 a? 2
pero sabemos que ¥ es log-normal de pardmetros (r—%)T y o°T. De nuevo,
haciendo las cuentas se obtiene que:
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log (So/K) + (r + 30*)T log(So/K) + (r — 20®)T
oT ovT

donde @ representa la funcion de distribucion de una ley normal (0, 1).

So®( ) — Ke "Td( )

Esta es la llamada formula de Black- Scholes; en el siguiente capitulo llega-
remos a ella utilizando directamente un modelo a tiempo continuo.



Capitulo 5

Dinamica continua

5.1. Introducciéon al caso continuo

La comprension adecuada de la estructura de los modelos de mercados a
tiempo discreto es fundamental para entender, a grosso modo, caracteristi-
cas y comportamientos de los mercados reales. No obstante tales modelos
presentan serias deficiencias; para intentar paliarlas se introducen los mode-
los de mercado a tiempo continuo.

La forma de proceder es, en esencia, indéntica. La mayor parte de los con-
ceptos se transcriben de forma obvia al lenguaje continuo.

El esquema que seguiremos serd analogo al caso discreto:

En principio nos centraremos un tnico activo financiero, representado su pre-
cio en el instante ¢ por S(t). Consideraremos un espacio ambiente de probabi-
lidad (€2, F, P), un intervalo de la recta real, digamos [0, T|, que representara
el tiempo en el que evolucionan los precios del activo y una filtracion (F;);,
continua por la derecha, que como siempre viene a representar de forma
heuristica la historia del proceso de precios; B = B(t) representara el mo-
vimiento Browniano estdndar. Supondremos también que tanto S(t) como
B(t) son adaptados a (F;);

En este caso el bono presenta un comportamiento ligeramente distinto: con-
sideramos un tipo de interés continuo y constante, esto es, si un bono posee
un capital inicial C, al cabo de un tiempo ¢ se habra visto incrementado
hasta Ce™.

Con mayor generalidad: si M (t) representa una cierta cantidad de dinero a
tiempo ¢, entonces decir que la cantidad M se invierte en un depédsito banca-
rio (o se comporta como un bono) a interés continuo y constante r es decir

89
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que M (t) verifica la siguiente ecuacion diferencial:

Reescrita en notacion diferencial: dM () = rM (t)dt, que con condicion inicial
M (0) = C tiene por solucion

M(t) = Ce™

En lo que al comportamiento de los precios S(t) se refiere seguiremos el
planteamiento de Samuelson (1965) y de Black-Scholes (1973): supondremos
que el proceso S verifica la siguiente ecuacion diferencial estocéstica:

dS(t) = S(t)(udt + odB(t))

Es decir, tanto la deriva (coeficiente de dt en la combinacion lineal udt +
ocdB(t)) como la volatilidad (coeficiente de dB(t)) son constantes. Sabemos
que su solucion es el llamado movimiento Browniano geométrico o exponen-
cial:

S() = Soeap((n — 507t + oB()

que ya fue estudiado en el capitulo de calculo estocastico. Veamos que esta
forma de valorar los activos goza de importantes propiedades matema-
ticas no necesariamente realistas.

Tomando logaritmos en la ecuacion anterior se tiene que:

log(S(1)) = log(So) + (1 — 50}t + 0 B(1)

Es decir, log(S(t)) — log(S(0)) es un movimiento Browniano con volatilidad
o y con deriva p — %0’2, de donde se sigue que S(t) es log-normal.

También se observa que S = S(t) tiene trayectorias continuas y que log(S(t))
tiene incrementos estacionarios e independientes.

Ademas, para los precios actualizados se tendra que S(t) = Spexp((u —r —
10?)t + 0 B(t)), escrito en notacion diferencial:

A

dS(t) = (u—r)S(t)dt + S(t)dB(t)

junto con S(0) = S,
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Conviene tener en mente las siguientes ttiles ideas:

Tal y como se vio en el bloque de calculo estocastico, el proceso definido
puntualmente por M(t) = exp(0 B(t) — ;0*t) es una martingala (basta notar
que la funcion f = exp(ozr — "TQt) verifica que f; + %fx:c =0).

Como S(t) = e M(t) entonces, para u < t se tiene que:

E(S(t)F.) = B M) F.) = " E(M(t)]|F.) = e M(u) = e S (u)

De las propiedades de la exponencial se tiene que el proceso de precios S =
S(t) es una martingala respecto de la filtracon ambiente si y solamente si
@ = 0. 51 p > 0 es una submartingala. En el caso de que p < 0 es una
supermartingala.

En esta linea se tiene el siguiente resultado andlogo: el proceso de precios
S=25 () es una martingala respecto de la filtracon ambiente si y solamente
si p = r.Sip > r es una submartingala. En el caso de que p < r es una
supermartingala.

Pasemos a analizar el concepto de cartera de inversion.

Definicion 5.1.1 (Cartera de inversién, caso continuo) Una cartera de
inversidn (o estrategia de inversion) es un par de procesos progresivamente
medibles a tiempo continuo (A(t),G(t)). El primero de ellos representa la
cantidad de bono que se poseen a tiempo t y el sequndo la cantidad del activo
financiero. Se supone ademds que:

. fOT |A(t)|dt < co P-a.s. , es decir A(w) € L*([0,T],m) P-a.s
. fOT G2(t)dt < oo P-a.s. , es decir, G € H[0,T]

El de valor asociado a la cartera es el proceso estocdstico V' definido como
Sigue:

V(t) = Alt)e™ + G(t)S(t)

Nota 5.1.2 Las siguientes observaciones son necesarias:

1. Diremos que una cartera es autofinanciada si la diferencial de su
proceso de valor asociado es un proceso de Ito con representacion:

dV (t) = A(t)de™ + G(t)dS(t) = rA(t)e™dt + G(t)dS(t)

equivalentemente:

V(t) =V(0) +/0 A(u) der“—i-/o G(u) dS(u)
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A priori esta condicion puede parecer alejada de la autofinanciacion
discreta: nada mds lejos de la realidad, pues para el caso discreto,
tal y como vimos, se tiene que

Avn - An—‘rlARTL + B7L+1AS7L

2. El proceso de valor actualizado serd: V(t) = A(t)+e "G(t)S(t) es
decir V(t) = A(t) + G(t)S(t)
3. 81V es el proceso de valor asociado a una estrategia autofinanciada,

en virtud de la formula de integracion por partes de Ito y de que
V(t) = e "V (t) se tiene que dV (t) = G(t)dS(t).

Se tiene un resultado que caracteriza las carteras de inversion:

Proposiciéon 5.1.3 (Caracterizaciéon de las carteras de inversién) Si el
par (A(t),G(t)) lo forman dos procesos progresivamente medibles a tiempo
continuo verificando que

o [V|A(t)dt < oo P-a.s.
o fOT G*(t)dt < oo P-a.s.

Entonces el par (A(t),G(t)) es una cartera de inversion autofinanciada si y
solamente st

WQ:W®+AG@M%Q

para todo t € [0, 7).

5.2. Propiedades de los modelos de mercado
continuos

5.2.1. Caracteristicas generales

Nada mas comenzar hemos asumido por una parte que los precios de los ac-
tivos obedecen a un modelo Browniano exponencial con deriva y volatilidad
constantes y por otra que el tipo de interés también es constante. Como ya
se ha comentado ésto no siempre es asi; cada modelo tiene sus propias pecu-
liaridades que le hacen méas o menos 1til, mas o menos realista.

Un modelo de mercado a tiempo continuo que asume los dos supuestos an-
teriores recibe el nombre de modelo de Black-Scholes. Los conceptos de
cartera de inversion y de cartera de inversion autofinanciadas se generalizan
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de manera trivial a modelos continuos genéricos.

Veamos ahora como se extienden los deméas conceptos fundamentales estu-
diados en los modelos de mercado discretos a un modelo continuo arbitrario:

e El concepto de EMM desempenaba un papel primordial en los mo-
delos de mercado a tiempo discreto; su extensién razonable a tiempo
continuo sigue ocupando un lugar central en la teoria: se dice que
una probabilidad @ sobre (€2, F) equivalente a P es una proba-
bilidad sin riesgo o una medida de martingala equivalente si el
proceso de precios actualizados S es una - martingala local.

Tomemos una cartera autofinanciada. Por defincién su proceso de
valor asociado verifica que dV (t) = G(t)dS(t), es decir V() =
V(0) + fg G(t)dS(t). Por lo tanto, decir que @ es una probabilidad
sin riesgo es tanto como decir que el proceso de valor asociado a
cualquier cartera autofinanciada es una martigala local bajo Q).

e Sea H € L*(Q, Q) una variable aleatoria no negativa y Fr -medible.
Una cartera autofinanciada que permita obtener un beneficio a
tiempo T igual a H se dice que es una cartera de cobertura
para H (o que cubre el derivado que representa H). Ademas, se
dice que H es replicable si admite alguna cartera de cobertura.

e Se dice que un modelo de mercado es viable si existe una probabi-
lidad sin riesgo.

e Se dice que un modelo de mercado es completo si toda variable
de cuadrado integrable respecto de la probabilidad sin riesgo es
replicable.

e Se dice que una cartera de inversiéon es admisible si es autofi-
nanciada y su proceso de valor actualizado es siempre no negativo
y P-integrable.

e Una oportunidad de arbitraje es una cartera autofinanciada con
valor inicial nulo y tal que V/(T) >0y P(V(T) > 0) > 0.

e El teorema de equivalencia sigue siendo valido, esto es: el que
un modelo de mercado admita una probabilidad sin riesgo es equi-
valente a la ausencia de arbitrajes.

e La valoracion racional de derivados en mercados viables es anédloga:

se determina a través de una cartera de cobertura. Es mas, si H
representa el beneficio del derivado, asumiendo que tal variable es
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integrable, el valor de cualquier cartera de cobertura en el instante
t < T es Eq(H||F). En efecto: Eq(H||F;) = Eo(V(T)||F) = V(t)
en virtud de las propiedades de martingala.

De aqui se deduce que el precio racional para el activo sera V(O) =
V(0) = Eq(H) = |, HdQ de donde H = f(S(T), K).

5.2.2. Completitud y viabilidad del modelo de Black-
Scholes

Comprobemos que el modelo de Black-Scholes es viable y completo.
e Viabilidad:

En virtud de las caracterizaciones anteriores basta construir una medida
de martingala equivalente. Los precios actualizados son S(t) = Spexp((pn —
r — 10t + 0B(t)), luego si W es el proceso definido puntualmente como

W (t) = B(t) + &t se tendra que S(t) = Spexp(cW (t) — UT%)

Si W fuese un movimiento Browniano S(t) seria una martingala (ver la ob-
servacion posterior al teorema 2.1.20 de célculo estocastico), ahora bien, en
virtud del teorema de Girsanov (teorema 1.61. de célculo estocéstico) la

probabilidad @ definida por 42 = exp((=£)W(T') — %“;—g)z)T) (recordemos
que la indexacion temporal se hacia en [0, T]) es una probabilidad equivalen-
te a P respecto de la cual el proceso W se comporta como un movimiento

Browniano, esto es, () es una probabilidad sin riesgo.

Afinando un poco mas el razonamiento anterior (utilizando toda la informa-
cion que aporta el teorema de Girsanov) se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 5.2.1 1. Existe una unica probabilidad Q) sin riesgo pa-
ra el modelo de Black-Scholes. FExplicitamente viene dada por:
L(r—p)?
W(T) = 5=—=5—)T)

2 o2

d —
9

2. FEl precio actualizado del activo bajo tal probabilidad verifica que:

A

dS(t) = aS(t)dW (t)

e Completitud:

Veamos de forma constructiva, aunque sin entrar en pormenores, la comple-
titud del modelo de Black-Scholes.
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Tomemos H € L*(Q,Q); se puede probar que el proceso M(t) = Eq(H||F;)
es un elemento de M,[0, L] (martingalas de cuadrado integrable sobre [0, T1).
Por el teorema de representacion de Ito (teorema ?7 de calculo estocastico)
existe un proceso X = X (¢) en el espacio # de suerte que

M(t) = Eq(M(0)) + /0 X (s)dW (s)
Notemos que M(0) = Eo(M(0)) ya que M(0) = Eg(H).

Siguiendo las notaciones habituales, se define la cartera de componentes

A = m(p) - 10
X
el) = oS (t)

Se comprueba que estd bien definida y que es autofinanciada.

Su valor acutalizado sera V (t) = A(t)+S(t)G(t) = M(t)—@—i—@ = M(t),
luego
V(T) = e M(T) = " Eq(e” ™ H|| Fr) = Eq(H||Fr)

es decir, la cartera replica a H, tal y como queriamos ver.

5.3. Valoracion racional de Black-Scholes

Consideremos un derivado financiero sobre un activo en el modelo de Black-
Scholes. Sabemos que los réditos que proporciona seran de la forma H =
f(S(T), K) siendo como es habitual K el precio de ejercicio y T' la fecha
de ejercicio o maturity. Si el derivado es una opcion europea habiamos com-
probado que f es tan solo la diferencia entre ambas cantidades orientada
(dependiendo de si es de compra o de venta). De forma méas general, para los
principales tipos de opciones se tienen las siguientes expresiones para f:

Opcion europea de compra: f = (Sp — K)*

Opcion europea de venta: f = (K — Sy)™*
Opcion asiatica de compra: f = (fOT S(t)dt)*

Opcioén lookback de compra: f = Sr — Orgl;nT S(t)

Opcion down and out barrier: f = (Sr — K)™1 i s@)>a
0<t<T -
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En una opcion de tipo lookback la liquidacion depende del minimo y/o del
méaximo valor del precio del activo subyacente; en una opcion asiatica las
ganancias dependen del promedio de los valores del activo a lo largo de su
tiempo de vida. Las opciones de tipo barrera (barrier) son aquellas cuyo valor
depende del hecho de que el precio del activo ligado alcance o no (por arriba
o por debajo) una cierta barrera \.

Notemos que un tipo especialmente frecuente de opciones, las americanas
(tanto de compra como de venta), no estan recogidas en la lista. En cuanto
a las de venta: debido a que por su propia naturaleza pueden ejercerse en
cualquier instante de tiempo, su valoracion depende de un proceso de opti-
mizacion sobre su tiempo de ejercicio, algo que suscita una mayor dificultad.
Para las de compra: puede probarse el curioso hecho de que el que se ejercite
una opciéon de compra antes de su fecha de ejercicio no supone ninguna ven-
taja, luego son equivalentes a las opciones europeas de compra.

Hay tantos tipos de opciones como uno pueda imaginar. A las mas comu-
nes, como pueden ser la europea o la americana se las conoce como vanilla
options. Otros tipos como pueden ser la asiatica, las opciones de barrera, op-
ciones rusas, opciones basket, etc, componen las llamadas opciones ex6ticas.

Supongamos que estamos bajo las hipotesis del modelo de Black-Scholes.
La notacion que emplearemos serd la introducida a lo largo de las ecciones
anteriores.

Trabajaremos en el espacio (€2, Q, F). El proceso de precios en funcion de W

sera
2

S(t) = Soexp(cW (t) + (r — %)t)

Observemos que la deriva p no aparece, es mas, sera irrelevante en la valo-
racion.

Por otra parte, es inmediato comprobar que log % sigue una ley normal de
pardametros {(r — "72)15, o’t}, pues W es un movimiento Browniano esténdar.
Si Z es una variable aleatoria normal (0, 1) entonces, en virtud de los resul-
tados ya vistos, la prima para una opcién cuya liquidez H sea replicable y
venga dada por H = f(S(T), K) es exactamente

-2
e_TTE(f(SQGU\/TZ+(T_7)T), K)

En el caso de que el derivado sea una opcion europea (por ejemplo de compra)
las cosas se simplifican notoriamente. En primer lugar f = (Sp — K)™, luego
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H es cuadrado integrable y por ende replicable. Ademaés, la formula anterior
adquiere el siguiente aspecto:

»2
efrTE((Soem/TZJr(rfT)T . K)+)

Por procedimientos de célculo uno puede obtener una expresién explicita
para tal valor:

log (So/K) + (r + 30T log(So/K) + (r — 30°)T
oVT oT

donde @ representa la funcion de distribucion de una ley normal (0, 1).

So®( ) — Ke "Td(

De todos modos, se puede llegar més lejos y obtener un valor para cualquier
t € 10,77

Consideremos una cartera de cobertura (autofinanciada se sobrentiende) pa-
ra H cuyo valor asociado sea el proceso V' = V(t). Supongamos ademas que
V(t) = F(t,S(t)).

Si logramos obtener una expresion explicita para F' habremos acabado.

Se puede probar que bajo hipotesis muy generales sobre la funcion g(x) =
f(z, K), como por ejemplo que sea continua y derivable a trozos, se tiene que
la funciéon F'(t,z) es al menos dos veces derivable respecto de x y al menos
una vez respecto de t. En nuestro caso, como g(z) = (r — K)* es continua
y derivable a trozos asi que se tienen las condiciones de regularidad citadas
para F'.

Teniendo en cuenta que dS(t) = S(t)(udt +odB(t)), aplicando la formula de
Ito al proceso V se llega a que:

AV (£) = DiF(t, S(t))dt + DaF(t, S(£))dS(E) + %DQ,QF@, S(t))02S (¢t
Por ser autofinanciada:
dV (t) = A(t)de™ + G(t)dS(t) = (V(t) — G(t)S(t))rdt + G(t)dS(t)

Ahora bien, en virtud de la unicidad de la representacion de los procesos de
Ito se obtienen las siguientes igualdades:

Dy F(t,S(t))dt + %nggF(t, S(t)o?S(t)? = (V(t) — G(t)S(t))r
D,F(t,S(t)) = G(t)
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Realizando las sustituciones oportunas se llega a llamada EDP de Black-

Scholes:
OF 10*F 9 9 oF

— +
ot 2 0s? 0s

sujeta a que F(T,s) = f(s, K)

Si la condicién frontera es sencilla, como en el caso de las opciones europeas

se puede resolver explicitamente tal ecuacion. En otros casos, hay que recurrir

forzosamente a métodos numéricos.
En el caso de una opcion europea de compra se tiene explicitamente que

1 0 2 o2
F(t,s) = E/ e (ze?VWTTU — Ke ™) dy = 2®(dy) — Ke 7T (d.)

donde
u="T—1
p log(z/K) + (r+ 30*)(T — t)
+— oI —t
y
g - log(@/K)+(r— 30T —t)

i

o —



Capitulo 6

Métodos de valoracion basados en
el transporte 6ptimo

6.1. Carencias del modelo de Black-Scholes.

El principal problema que se achaca al paradigma de Black-Scholes es que
presupone que el comportamiento de los precios es log-normal. Este hecho es
algo realmente rigido y muy poco realista; es por ello que inmediatamente
después de los trabajos de Fisher Black y Myron Scholes surgieron diversas
alternativas y generalizaciones a este paradigma: los modelos volatilidad lo-
cal, de volatilidad estocastica, de salto y difusion, etc.

Centrémonos en un derivado financiaro del activo con riesgo S; considerare-
mos un modelo a tiempo discreto soportado en los instantes t; <ty < ... <
ty. Como es habitual denotaremos por S; el valor del activo a tiempo t;.
Supongamos que las ganancias que produce el derivado se calculan a través
de una funcion ® = ¢(Sy,...,Sy).

De los capitulos anteriores se deduce que, en un modelo de mercado viable,
la prima del derivado sera:

C = Eo(®(Sy,...,S)) = /Qcﬁ(sl, .., SN)dQ

siendo () una probabilidad sin riesgo, la cual, imponiendo la hipoétesis de
completitud al mercado, se puede suponer tdnica.

Como se ha visto, la suposicién clave del modelo de Black-Scholes es que
es conocida la distribucion del proceso de precios (salvo dos parametros,
constantes por cierto, la volatilidad y la deriva). A partir de aqui no es dificil

99
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encontrar una probabilidad respecto de la cual éstos son una martingala y que
ademads sea equivalente a la probabilidad base, luego, al menos de manera
teodrica, se conocen todos los elementos de la integral anterior y por ende
puede llevarse a cabo su céalculo. Sin embargo, en un modelo de mercado
viable y completo genérico, sin suposiciones adicionales es, generalmente,
imposible encontrar explicitamente la probabilidad de martingala, luego no
es posible hallar la prima del derivado. No obstante, aunque uno no conozca
la prima, si puede preguntarse por cotas inferiores, es decir, valores tales
que la cantidad razonable a pagar para por un derivado quede por
encima de ellos. En concreto, nos interesaremos por cantidades similares a

fnf{/ (S, ..., Sy)d\}
A Ja

donde A\ varfa en las probabilidades de martingala para el proceso S

e Notemos que en virtud del teorema del cambio de variable, la inte-
gral

/cﬁ(sl,...,sN)dQ
Q

se puede expresar como una integral sobre RV:
¢(517 EIR) SN>d(Q#S)
RN

donde ¢ = ® y la notacion p#f siendo f una funcién y p una
medida se toma directamente de C. Villani; representa la medida
inducida por f a partir de yu, esto es: u#f(A) = u(f € A). De esta
forma, ahora el inferior se calcularia sobre el conjunto de todas las
probabilidades de martingala y de Borel sobre R".

e Imponemos que nuestro modelo quede calibrado con las primas
de opciones europeas de compra, esto es, para cada instante
t;, asumimos que conocemos la prima de una opcién europea de
compra para cualquier precio de ejercicio K (esto no es del todo fic-
ticio, pues pueden estimarse a partir de observaciones de mercado).
Recordemos que, denotando por C(¢;, K) a la prima de la accion,
se tenia que:

Oty K) = / (S~ K)*dQ = [ (s — K) d(S#Q)

R+
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Observemos que estamos obviando el trabajar con los precios des-
contados: para el propdsito que perseguimos en este apartado, es
inmediato comprobar que esta elipsis esta justificada (y ademas
simplifica las operaciones) siempre que el tiempo de interés sea de-
terminista.

La clave de esta suposicion es que permite obtener explicitamente la
expresion de la funcion de distribucion de cada S;#Q), a las cuales,
de ahora en adelante, las denotaremos por p;. De esta forma, te-
niendo en cuenta que las marginales de S#( son exactamentes las
probabilidades S;#Q = u;, podemos admitir que conocemos
las marginales de la medida de probabilidad S#(Q.

Veamos como obtener la ley F' de una variable aleatoria X a partir
de la funcion C'(k) = E(X — K)*:

Por definiciéon:

E(X—K)*z/

[y - / (v - bdF()

En virtud del teorema de Fubini, la altima integral se expresa de la
siguiente forma:

/<k<x<y<oo) drdF (y) = / (1 - P(e))da

es decir:

Ck) = /koo (1 - F(2))dz

Puede comprobarse que C' es derivable en casi todo punto, por tan-
to, C'(k) = —(1 — F(k)) siempre que la derivada esté¢ definida;
teniendo en cuenta que F' ha de ser monétona, se determina com-
pletamente F'.

Asi pues, nuestro objetivo es hallar el inferior de las integrales

¢(sla s 7SN)d(Q#S)
RN
sobre las probabilidades de RY con marginales Q#S; = j; y tales

que el proceso S sea una martingala respecto de su propia filtracion,
esto es: E(S;11]|S;) = Si.
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Denotaremos a este conjunto My, . .., uy) v al estimador de C' por C; en
resumidas cuentas, de todo lo anterior se tiene que:

C = inf B(s1,. .., Sn)dA
AEM(p1yesunN) JRN
Veamos ahora, que en el caso en que tengamos dos instantes temporales
(para fijar ideas: informacion de hoy y de manana), nuestro problema esta
intimamente relacionada con el llamado problema del transporte 6ptimo y
por ende con la optimizacion lineal.

6.2. El transporte 6ptimo de Kantorovich

Imaginemos que tenemos una montana de arena y un agujero, ambos con
igual volumen, y que deseamos deseamos rellenar este tltimo completamente
con la arena.

Es claro que transportar la arena hasta el agujero conlleva cierto trabajo,
luego debemos ser cuidadosos con la distribuciéon elegida para el transporte
El problema del transporte é6ptimo consiste, a grosso modo, en hallar
cual es la forma de transportar la arena que minimiza el trabajo.

Por supuesto se puede generalizar a otras muchas situaciones como por ejem-
plo a modelos de difusion de gases, problemas de optimizacién lineal, modelos
de informacion, etc.

Matematicamente el problema del transporte 6ptimo admite dos formulacio-
nes: la mas moderna, la de Kantorovich, y la clasica, debida a Monge.

Tomemos dos conjuntos X e Y, el primero, siguiendo la motivacion anterior,
representa la region del espacio donde estd la arena, y el segundo la region
que contiene al agujero. Supondremos ademés que son espacios de medida; la
medida de cada uno de ellos representara, bien la densidad de la disposicién
de la arena (u), o bien la densidad de la profundidad del agujero (). Norma-
lizando las medidas anteriores (que supondremos finitas) se puede suponer
que son espacios de probabilidad.

Denoteremos por ¢ : X x Y — R al coste de transportar el punto x € X
al punto y € Y; generalmente se tendra que c(z,y) = h(x — y) para alguna
funcion convexa h.

e La formulacién de Kantorovich esta basada en el concepto de
planes de transporte: un plan de transporte A es una medida de
probabilidad en el espacio producto X xY de forma que el peso que
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asigna a un conjunto A X B representa la masa de A que se trasn-
porta a B. Si queremos que se respeten las hipotesis, obviamente
ha de tenerse que la marginal de \ sobre X es exactamente p y que
la otra marginal es la probabilidad v. Denotaremos al conjunto de
planes de transporte de marginales y y v, siguiendo la notacion de
C. Villani por II(u,v). Con esta notacion el problema consiste en
hallar

K= inf / c(x,y)dA
XxY

AEIT(p,v)

e La formulacién de Monge data de comienzos del s. XIX y centra
su atencion en funciones en vez de en medidas. En la notaciéon actual
consiste en hallar una funcién transporte, esto es, una funcion
T : X — Y (por supuesto medible) de suerte que T#pu = v que
minimice el coste ¢(x,y):

M= i / o(x, T(x))dn
T .. T#p=v Jx

Notemos que, por ser v = T'#u una probabilidad, en virtud del teorema de

Fubini (el coste es acotado en X x Y, luego integrable para cualquier medida

finita) se tiene que

/X (e, T(@))dp = /Y /X (2, T(2))dudy — /X cln T@)de ) =

| cemuen)

pues para cualquier conjunto A C Y tal que ANT(X) = 0 se tiene que
v(A) = 0 por deficion de v.
De esta forma se tiene que M > K.

Es claro que si ampliamos el conjunto M (puy, pie) al conjunto II(py, pe) esta-
mos en las condiciones del problema de Kantorovich tomando X =Y =R
v p1 = p,pe = vy c(z,y) = ¢(x,y). Las siguientes lineas estan dedicadas a
estudiar ciertas propiedades del nuevo estimador

C= inf d\
)\E%II%M,V) . ¢(51,52)

y analizar, en algin caso, como se pueden generalizar tales argumentos al
estudio de C'



104 CAPITULO 6. VALORACION Y TRANSPORTE OPTIMO

1. Veamos en primer lugar que si suponemos que nuestra funcion ¢
es continua y acotada (lo cual se tiene en casi la totalidad de los
casos), entonces el inferior se alcanza:

e Primeramente consideraremos la topologia débil en II(u, v); esto
es, la topologia inducida por la convergencia de las integrales

/ fdh, — | fdx
RQ RQ

donde el conjunto de funciones test f es el de funciones con-
tinuas y acotadas: Cg(R?) (Esta mocién de convergencia es la
habitual cuando X eY son espacios de probabilidad polacos).
Veamos que II(u, v) es secuencialmente compacto; para ello, en
virtud del teorema de Prohorov basta ver que ajustado (en in-
glés «tights), lo cual es muy sencillo.

Se dice que (\;)ier es una familia ajustada si para cada ¢ > 0
existe un compacto K de suerte que \;(K¢) < ¢ para cada in-
dice 1.

Sea ¢ > 0, por ser u y v probabilidades existiran K y L com-
pactos de R de suerte que:

n(K°) <

DN ™

€

v(L°) < =
() < 5
Veamos que basta tomar el compacto K X L: si A es una pro-

babilidad de TI(u, v) , entonces:
AM(KXL)?) = AM(KXY)U(X XL)) < M(K°XY))+AX X L) =
p(K) + v(L°)

siendo el dltimo sumando menor que .
Un argumento similar prueba que M, o) también es se-
cuencialmente compacto.

e Comprobemos ahora que en nuestro caso se alcanza el inferior:
Sea (e,) una sucesion de nimeros reales monotona decreciente

hacia 0. Por la definicién de inferior existird una sucesién de
probabilidades (\,,), C II(u, v) tales que

I, :/ c(z,y)d\, < inf /c(x,y)d)\—kan
R2

AEIT(p,v)
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Por ser II(u,v) secuencialmente compacto existird una subsu-
cesion (A, ); convergente débilmente hacia \g. Para no recargar
la notacion supondremos que tal subsucesion es la propia (A,).

Entonces, por ser el coste continuo y acotado se tiene que

I, — c(x,y)dXo
R2
luego basta ver que \g € II(u,v), esto es, que )¢ tiene como
marginales a p y v, pero , en virtud del teorema de Portmanteau
se tiene que

(A) = M(A X Y) = A(A X Y)

V(B) = M(X x B) = A\o(X x B)

tal y como queriamos ver.
Por tanto:

inf )/c(x,y)d)\: min )/c(x,y)dAZ/ c(z,y)dAo
R2

AEIL(p,v Aell(u,v

Si admitimos que M, i2) es no vacio, la misma demostra-
cibn permite probar que se alcanza el minimo; ahora bien, la
suposicion anterior es un tanto delicada. Claramente II(py, 1)
es siempre no vacio, pues contiene a la probabilidad iy ® 9, sin
embargo, a priori, nada nos asegura que no lo sea M (g, o).
Conviene introducir la siguiente nocioén:

Se dice que la probabilidad u;, es menor que s en el orden con-
vezo si para cada par de variables aleatorias X e Y cuyas leyes
sean i1 V 1o respectivamente, se tiene que

E(¢(X)) < E(o(Y))

para cada funcién convexa ¢, o lo que es lo mismo :

/ Ppdpy < / Pdps

Un teorema debido a Strassen afirma que M (u1, p2) es no vacio
si y solamente si p; es menor que o en el orden convexo.
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La condicion necesaria es evidente en virtud de la desigualdad
de Jensen; sean m € M (1, p12) # 0y ¢ una funciéon convexa,

entonces:
/ o(y)dpua(y / P(y)dm(z,y)

~ [ [ otwan, i /¢ Jpi(a

donde 7, representa la marginal de la probabilidad 7 sobre su
segunda componente; la ultima desigualdad es la desigualdad
de Jensen.

Para ver la otra implicacién, mucho mas complicada, es reco-
mendable seguir la referencia [10]

e En el caso de que ¢(s1, $2) = |s1 — s2|P puede comprobarse que:

1

win [ o= [ @) - v o
Xell(p,v) JR2 0

siendo ! y v~! las funciones cuantiles de i y v respectiva-

mente. No entraremos en detalles.

6.3. Programacion lineal

Veamos como obtener explicitamente y de manera sencilla el valor C en el
caso en que las marginales u = p; y v = us sean probabilidades discretas
sobre R utilizando métodos de programacion lineal.

Supondremos que p esta concetrada en X = {xy,2z9,...,2;} C R, que a
cada punto z; le da peso p; v, que v estd concetrada en el conjunto ¥ =
{vy1,92,...,ys} C Ry asigna al punto y; el peso g;.

Sea A una probabilidad sobre R? centrada en X X Y llamaremos \; ; al peso
del punto (z;,y;).

Por ser A una probabilidad se tendra que:

d =1
IxJ

y que \;; > 0 para cada par de indices (¢,7) € I x J. Imponiendo que py v
sean sus marginales se tiene que:
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Y=

i€l
y que

Z /\i,j = Di
jeJ

para todos los indices ¢ v 7.

La condicién de martingala se traduce en que:

Aij
S yP(S = yillSi = x) =Y g =,

jeJ jeJ pi
es decir:
Z YjXNij = Dili
jeJ
para cada indice ¢ € I.
De esta forma se tiene que hallar
C = inf O(s1,. .., 5n)dA

)\EM(Ml,-..,MN) RN

consiste exactamente en minimizar

Z O(wi; Yj)Aij

IxJ
sujeto a :
* sty =1
e )\, ;j>0con (i,7)elxJ

> ier Nij = qj para cada j € J
Zje] Aij = pi para cada 1 € [
¢ ZjEJ YiNij = Di;
Como se presuponen conocidos tanto la funcién ¢ como los x; y los y;, el

problema anterior es entonces un problema clasico de programacion lineal
que puede resolverse de la forma habitual: utilizando el algoritmo simplex.
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No obstante, la formulacién del problema anterior cuenta con un total de
I x J variables, esto es, sin entrar en un andlisis del coste computacional del
algoritmo, algo totalmente inaccesible para su implementacién en la mayor
parte de los casos.

De esta forma, salvo para valores realmente pequenos de I y J (provenien-
tes de una situacion en general nada realista), la utilizacion del simplex es
totalmente ineficaz; atn asi, las matrices que intervienen en el problema pre-
sentan una estructura extremadamente dispersa, lo cual abre la puerta a la
impletacion de otros algoritmos.



Capitulo 7

Referencias bibliograficas

Al igual que ocurria en la secciéon de calculo estocéstico, hay una elevada
cantidad de libros escritos sobre estos temas; citaremos tres:

e El libro de Elliot y Kopp ([|6]) es una excelente referencia general

para los dos primeros capitulos.
En el capitulo primero (“Pricing by arbitrage”), se exponen los con-
ceptos previos necesarios y varias reflexiones generales que sirven
de motivacién; ademas, se aborda el modelo de mercado binomial.
En el segundo capitulo (“Martingales measures”), se presenta la teo-
ria de valoracion a través de martingalas en modelos de mercado
finitos; el teorema de equivalencia se expone en el capitulo terce-
ro: “The first fundamental theorem”. Las nociones fundamentales de
nuestro capitulo de dindmica continua también se plasman en este
libro, en el capitulo 7: “Continuous-time european options”. Todas
las demostraciones del capitulo 5 de estas notas se encuentran en
este libro.

e El libro de Musiela y Rutkowski ([8]), es una amplia referencia pa-
ra muchos temas de matemética financiera; su segundo capitulo
(“Discrete-time security markets”) aborda modelos de mercado fini-
tos. El modelo de Black-Scholes se encuentra en el tercer capitulo:
“Benchmark models in cotinuous time”. Las demostraciones omiti-
das del capitulo 6 se encuentran en esa seccion.

e En lo que al transporte 6ptimo se refiere: el libro de Villani [9], es
una referencia obligada.
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