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Introduccién

Este trabajo es una pequena recopilacion de diferentes libros y notas sobre
logica y teoria de conjuntos con el objeto de conocer la base solida en la que
se apoyan todas las matematicas.

Observando que todas las ramas de la matematica parten de unos axiomas
y se demuestran enunciados a partir de ellos se intuia que podia haber una
relacion entre la matematica y la logica y por eso matematicos como Zermello
y Hilbert redujeron las matematicas a la logica y a la teoria de conjuntos.
Este trabajo comienza con légica proposicional y de primer orden viendo sus
sintaxis y algunos resultados porque saber razonar en logica es saber razonar
en matematicas y en la vida en general.

El trabajo acaba con los axiomas de Zermello-Fraenkel y la construcciéon de
los nimeros naturales.






Capitulo 1

Légica Proposicional

La logica y las matematicas son las dos tnicas ciencias deductivas. La
logica es un sistema que permite verificar si un razonamiento es correcto o
incorrecto cuya finalidad es el estudio de la razén en el conocimiento. En
este primer capitulo trataremos un poco la légica proposicional, también
llamada l6gica simbdlica o matematica, esta logica se basa en la aplicacion
de simbolos por medio de tablas que nos permite ver lo verdadero o falso de
las proposiciones.

1.1. Sistemas Formales

Definicién 1.1. Un sistema formal estd compuesto de:

1. Un alfabeto A. Es el conjunto de todos los simbolos que podremos uti-
lizar.

2. Un conjunto de formulas.
Una formula es una secuencia finita de simbolos del alfabeto. El siste-
ma formal proporcionard un algoritmo que determine si una secuencia
finita de simbolos es una formula del sistema o no, ya que no toda
secuencia finita de simbolos es una formula.

3. Un conjunto de axiomas. El cual es un subconjunto del conjunto de
formulas. Al igual que para el conjunto de formulas también habrd un
algoritmo que determine si una formula es un axioma.



4. Un conjunto de reglas de inferencia.
Las reglas de inferencia son funciones en las que dadas unas formu-
las(premisas) nos devolverd otra férmula.

Definicion 1.2. Sean ¥ un conjunto de formulas de un sistema formal S y
F una formula de S. Una demostracion en el sistema formal S o una deri-
vacion de F en S a partir de ¥ es una sucesion de formulas Fy, Fy, Fs, ..., F}
tal que F; = F' y todo elemento F; de la sucesion es, bien un axioma, bien
ha sido obtenido mediante las reglas de inferencia de formulas Fy, anteriores
a Fi(h <), bien F; € ¥, escribiremos ¥ g F; y diremos que F; es conse-
cuencia sintactica de Y.

Podemos tratar al sistema formal como un objeto matemdtico y razonar sobre

él. A las conclusiones a las que lleguemos lo llamaremos metateoremas.

Y

Definicién 1.3. Una formula F es un teorema de un sistema formal si y
solo si = F.

Observacién. Hemos hablado de consecuencia sintdctica y mds adelante
hablaremos de consecuencia semdntica, en ambos casos se puede hablar de
consecuencia logica, pero veremos que no es lo mismo.

Si no hay ambigiiedad escribiremos X = F' en lugar de X g F.

Ejemplo 1.1. FEl alfabeto del sistema formal M es el conjunto {a,b,c}. De-
finimos las formulas de la siguiente manera:

1. a, by c son formulas.
2. Si A es una formula entonces aAa, bAb y cAc son formulas.

Observemos que las formulas de M son solamente los palindromos de longitud
impar. Pondremos un unico axioma llamado aaa y unas reglas de inferencia:

1. Para cualquier cadena que acabe y empiece en a podemos anadir una a
al comienzo y otra final.

2. Para cualquier cadena que acabe y empiece en a podemos anadir una b
al comienzo y otra final.

3. Para cualquier cadena que acabe y empiece en b podemos anadir una b
al comienzo y otra final.



4. Para cualquier cadena que acabe y empiece en b podemos anadir una c
al comienzo y otra final.

Un ejemplo de demostracion en el sistema M seria: aaa, baaab, bbaaabb,
bbbaaabbb, cbbbaaabbba. En el sistema formal cualquier teorema tiene una
cantidad tmpar de a’s.

Para probarlo haremos induccion sobre la cantidad de términos de la sucesion
que prueban los teoremas.

Si la sucesion solo tiene un término entonces el teorema es el axioma aaa el
cual tiene una cantidad impar de a’s. Suponemos que para cualquier sucesion
By, By, Bs, ..., B, el teorema B,, tendrd una cantidad impar de a’s.

Sea By, 1 el teorema de la sucesion By, By, Bs, ..., Bn1. Por hipdtesis sabemos
que B, tiene una cantidad impar de a’s y por las reglas de inferencia del
sistema formal sabemos que B,.1 tendrd, o bien la misma cantidad de a’s
que B,,, o bien dos mas, luego en cualquier caso tiene una cantidad impar de
a’s.

1.2. Sistema Formal de la Légica proposicio-
nal

A partir ahora vamos a estudiar el sistema formal de la 16gica proposicio-
nal.

Definicion 1.4. FEl alfabeto del sistema formal de la l6gica proposicional
es el conjunto {'(",))', \,V, =, =, po, P1, D2, ... }. Llamaremos variables propo-
sicionales a los simbolos py, p1, P2, -... Los simbolos N,V y — son conectores
binarios y — un conector unario. Definimos una formula de la siguiente ma-

nera:
1. Una variable proposicional es una formula.

2. Si py q son formulas entonces (—p),(p A q),(pV q) y (p — q) son
formulas.

Definicién 1.5. Se construye el conjunto de formulas sobre Py = {po, p1, 2, ---}
de forma inductiva sobre k.

PO - {pOap17p27 }
Py = BbU{(F#G),(-~H): F,G,H € P,,# € {\,V,—}}



Llamamos P al conjunto de formulas proposicionales sobre Py, es decir

PI:UPk,kEN.

Definicién 1.6. Un conjunto de formulas ¥ es inconsistente si existe una
formula F tal que X+ F y X+ (=F). Un conjunto de férmulas ¥ es consis-
tente si no es inconsiste.

Lema 1.1. Sea F' = ajasas...a, una formula constituida de n simbolos
ai,as, as, ....a, del alfabeto. Entonces:

1. La formula es una variable proposicional si y solo sin = 1.

2. Sin > 2 entonces la formula tendrd la misma cantidad de los dos tipos
de paréntesis.

3. Cualquier segmento inicial ajasas...a,, con m < n tendrd mds parénte-
sis del tipo “("  que del tipo )"

Demostracion. 1. Cualquier formula que es una variable proposicional
tiene un unico simbolo, por tanto n = 1.
Tomamos una formula F' = ay de un sélo simbolo. Esta formula serd
una variable proposicional si F' € F.
Por ser F una férmula existird j € N tal que F' € P;. Si j =0 ya estd
probado. Supongamos que j > 0. Por construccion sabemos que
P; =P «U{(H#G),(~J) : H,G,J € Pj_1,# € {A,V,—}}. Por ser
F una formula de un tinico simbolo tenemos
F ¢ {(H#G): H,G € Pj_1,# € {AV =}}U{(-H): H € P} luego
F € P;_;. Repitiendo el mismo razonamiento j veces obtenemos que
F € Py, por tanto F' es una variable proposicional.

2. Sin > 2 significa que F € P, conk>1y F ¢ F.
Para F € P\\Fy. Entonces F es de la forma (—p),(p A q),(pV q) o
(p — q) con p y q variables proposicionales. En los cuatro casos pode-
mos contar que hay el mismo nimero de paréntesis del tipo “("que del
tipo “)". Suponemos que para toda formula del conjunto Py_q tiene la
misma cantidad de ambos tipos paréntesis. Tomamos
G € Py; P, = (Py1\Pr—1) U Py
Si G € P._1 por hipotesis tiene la misma cantidad de ambos tipos de

paréntesis.
Si G € Py\Py—1 entonces G es de la forma (—H) o (H#J) con Hy J



formulas de P,_1 y # un conector binario.

Supongamos que G es una formula de la forma (=H) con H € Py_.
LLamaremos G4, Ha y Ja a la cantidad de paréntesis abiertos que tie-
nen las formulas G,H y J respectivamente y Go, Ho y Jo a la cantidad
de paréntesis cerrados que tienen las formulas G,H y J respectivamente.
Observemos que G4 = 1+ Hy yGeo = 1+ He y por hipotesis Hy = He,
luego G 4 = Gg.

Si G es una formula de la forma (H#J) entonces G4 =1+ Ha + Ja
y Ge = 1+ He + Jo, por hipétesis Hy = Ho y Ja = Jo por tanto
Ga=Ge.

3. Por ser n > 2 volvemos a estar en el caso F € P\Py con k > 1.
Si F € P\Py es de la forma (—=p),(p N q),(pV q) o (p — q) con p
y q variables proposicionales. Cualquier segmento inicial que tomemos
tendrd un paréntesis del "(" y ningno del tipo “)". Suponemos que para
toda formula del conjunto Py_1 cualquier segmento inicial que tomamos
tendrd mds paréntesis abiertos que cerrados. Tomamos G € P, con
P, = P\Py_1U Py_1. Si G € P,y entonces cualquier segmento inicial
tendrd mds paréntesis abiertos que cerrados por hipdtesis.
Si G € Py\Py_1 entonces G es de la forma (—=H) o (H#J) con Hy J
formulas de Py_1 y # un conector binario.
Si G es una formula de la forma (=H) con s simbolos entonces podemos
tomar un segmento inicial de r simbolos con r < s. En los casos r =1
o r =2 hay un paréntesis del tipo “("y cero del tipo “)". Si
2 < r < s—1 habremos abarcado un segmento inicial de H con unas
cantidades | y k de paréntesis de los tipos “(”y “)” respectivamente, con
[ > k por hipotesis. El segmento inicial que hemos tomado tiene [ 4+ 1
paréntesis del tipo “("y k paréntesis del tipo “)". Puesto que
l+1>1>k habrd mds paréntesis del tipo “("que del tipo “)". En el
caso v = s — 1 hay un paréntesis mds del tipo “("que del tipo )", esto
es debido a que la formula H tiene la misma cantidad de paréntesis de
ambos tipos. Un razonamiento similar prueba el caso G = (H#J).

Teorema 1.1. Dada cualquier formula F en P, solamente una de las si-
guientes afirmaciones es vdlida:

1. F es una variable proposicional.



2. Existen formulas unicas, G, H € P, y un unico conector binario, #,

tal que I es de la forma (G#H).
3. Eziste una unica formula G € P tal que F es de la forma (=G).

Demostracion. Sea F una formula. Por la definicion 1.5 existe un k minimo
tal que F € Py. Si k =0 entonces F es una variable proposicional.

Si k>0, o bien F es del tipo (GH#H) o bien del tipo (—G), pues F ¢ Py,_;.
Si F' es una variable proposicional entonces solo tiene un simbolo y si F' es
una formula de tipo (G#H) o (=QG) tendrd mds de tres simbolos. Es decir, si
F es una variable proposicional no serd ni de tipo (G#H) ni de tipo (-G).
Si I es de la forma (—G) entonces el seqgundo simbolo de F'es ‘“—'. En cambio
si es de tipo (G#H) el sequndo simbolo es “("o una variable proposicional.
Por tanto, si F' € P es de un tunico tipo de los enunciados .

Falta ver que cada F' € P solo puede ser leida de una inica manera.

Si F es una variable proposicional entonces solo puede ser leida de una inica
manera.

Si F es de tipo (G#H) suponemos que puede ser leida como (G# H) y
(C?#FI) con G, H,G Yy H formulas y # y # conectores binarios. Como
(G# H) y (G#ﬁ) son las misma formula tenemos dos posibles casos:

G = G 0 una de las dos es el comienzo de otra. Suponemos G es el comienzo
de G. Por 1.1 sabemos que G por ser una formula tiene la misma cantidad
de paréntesis de cada tipo.

También por el 1.1 sabemos que G, por ser segmento inicial de G, tiene mds
paréntesis del tipo “("que del tipo “)".Por tanto

G = G y por consiguiente # = # y H = H. Si F es de la forma (-G) el
razonamiento es igual que en el caso anterior.

Observacion 1.1. Cada formula puede ser representada por un unico dia-
grama drbol. De forma recursiva lo hariamos de la siguiente manera.

St F una formula tal que F' € Py entonces F' es una variable proposicional.
El diagrama drbol con el que representariamos a F seria con un drbol cuya
raiz es al mismo tiempo su unica hoja.

Si F' es de la forma (—G) para construir un nuevo drbol partimos de un nue-
vo nodo que serda '=' y establecemos una relacién padre-hijo entre un nodo
en el que escribiremos ’'=" y otro en el que escribiremos la raiz del drbol que
representa a G.

Si F es de la forma (G#H) para construir un nuevo drbol partimos de un
nuevo nodo en el que escribiremos # y establecemos una relacion padre-hijo
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entre este y otro par de nodos en los que escribiremos las raices rg yry de los
arboles que representan a las formulas G y H respectivamente. Es decir, los
nodos rg y rg son los hijos del nodo #. Notese que el orden es importante.

Definicién 1.7. Sea F € P una formula el conector principal de F' es:
1. #si F=(G#H) con G y H féormulas y # conector binario.
2. = si F'=(=QG) con G féormula.

El siguiente teorema proporcionara un algoritmo que determia el conector
principal de una féormula. A partir de este teorema podremos determinar un
algoritmo que compruebe si una sucesiéon de simbolos es una férmula y otro
algoritmo para determinar si una sucesion de simbolos es, a parte de una
férmula, un axioma.

Teorema 1.2. Sea F una férmula tal que F' ¢ Py y F = ajasaz...a, con
ai, g, as, ..., a, simbolos. Definimos la aplicacion p : {1,2,3,....,n} — N tal
que p(i) es el nimero de paréntesis abiertos menos el nimero de paréntesis
cerrados que hay en el segmento inicial aiasas...a;_1. Entonces el conector
principal es el unico simbolo a; tal que a; es un conector y p(i) = 1.

Demostraciéon. Sea F una formula de la forma (—G), por definicion el co-
nector principal es ‘='. Escribiendo F de la forma A = ayasas...a,, tenemos:

=i
al /(/
p(i) | 0 1

Veamos que si as es un conector distinto al principal entonces p(s) > 1.
Si G = bybebs...b. donde b; = a;yo para todo i € {1,2,3,...,r} entonces
as = bs_o. Por ser G una formula debe cumplir el lema de los paréntesis, luego
en el segmento inicial bibsbs...bs_o hay mds paréntesis abiertos que cerrados,
ademds ay es un paréntesis abierto, por tanto p(s) > 1. Vemos que se verifica
el teorema.

Haremos una demostracion similar para ver que se cumple el teorema en
el caso de que la formula F sea de la forma (G#H). Si la formula F es de
la forma (G#H) con G = bibobs...b, y H = cicacs...c; entonces sustituyendo
A2a30y4...0py1 POT b1bobs...b. Y Gpi30r14Qpr15...0n_1 POT C1C2C3...C; tenEmMos
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F = (bybobs...bF#crcac3...¢). Observemos que el conector # estd en la posi-
cion r + 2. Podemos comprobar que p(r +2) = 1 debido a que en la cadena
b1b2bs...b, hay el mismo nimero de paréntesis de ambos tipos por el lema de
los paréntesis(recordemos que G es una formula) y ademds a; =" ('

Veamos ahora que si as es un conector pero no es el conector principal
entonces p(s) > 1. Primero observemos que el conector principal es a, o,
entonces, o bien s <r+2, o bien s > r + 2.

Si s < r+ 2 entonces a; = bs_1 es un simbolo de la formula G. Por ser

G una formula en el segmento inicial bybybs...bs_1 debe haber mds paréntesis
abiertos que cerrados y ay es un paréntesis abierto, luego p > 1.
Si s > r+ 2 entonces ay = c4_,_o es un simbolo de la formula H. Por ser G
una formula hay la misma cantidad de paréntesis abiertos que cerrados en el
segmento bibabs...b, y por ser H una formula hay mds paréntesis abiertos que
cerrados en el segmento c1CaC3...Cs_r_o, ademas a; es un paréntesis abierto y
ary2 €s un conector, luego p(s) > 1.

El algoritmo que determina si una sucesion de simbolos es una féormula o
no es el siguiente:

Sea F' una sucesiéon de n simbolos. Si n = 1 entonces F férmula si y solo
si F es una variable proposicional.

Si n > 1 primeros debemos verificar que se cumple el lema de los parén-

tesis, es decir hay que comprobar que p(i) > 1 para i € {2,3,4,...,n — 1},
ar="("ya,=")"
Después comprobamos que se cumple el 1.2, es decir, tenemos que ver que
existe un tnico conector en la j-ésima posicién tal que p(j) = 1. Si a; = ‘'
J = 2 y tomamos la sucesion G = asayas...a,_1, la cual renombraremos
G — blbgbg...br.

Sia; = # n > —1j > 2y tomamos las sucesiones H = aszasas...a;_1 y
J = aj10j420513...a,1, las cuales renombraremos H = cicacs...cs ¥y
J = dydsds...d;.

Repetimos el proceso con la sucesiéon G o con las sucesiones H y J segtin
el caso en el que nos encontremos. Finalmente las sucesiones de un tnico
simbolo deben ser variables proposicionales.

Ejemplo 1.2. Haciendo uso del algoritmo anterior verificaremos si las su-
cesiones (()), (=) y (p — (=(=p))) son férmulas o no.
Para la sucesion (()) vemos que a; = ‘(" yay =')" y
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Aqui no encontramos ningun conector, luego no es formula.
Para la sucesion (—) vemos que se verifica el lema de los paréntesis y as €s
el conector ‘—='. La siguiente sucesion que tendriamos que estudiar ahora es
una sucesion sin simbolos. Por tanto (=) no es una férmula.
La sucesion (p — (—=(—p))) verifica el lema de los paréntesis, pues tenemos:

Vemos que el simbolo ag = ¢ —' es conector y p(3) = 1. Ademds es

el unico simbolo que cumple estas dos propiedades simultaneamente. Ahora
tenemos que estudiar las sucesiones p y (=(—p)).

La sucesion p tiene un unico simbolo y es una variable proposicional. Para
la sucesion (—(—p)) = bibabs...by vemos que

b c(/ C_|/ c(/ é_|l p t)/ 4)/
p(i) [ 0 1 1 2 2 2 1
Vemos que el simbolo by = ‘=" es un conector y p(2) = 1 ningin otro

simbolo de la sucesion cumple simultdaneamente estas dos propiedades.
Estudiamos la sucesion (—p) = c¢cacsey.

i 4(/ c_\/ p ()/
p(i) | 0 I 1 1
Vemos que el simbolo co = ‘= es un conector y p(2) = 1 ningin otro

stmbolo de la sucesion cumple simultaneamente estas dos propiedades.
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Estudiamos la sucesion p, la cual tiene un unico simbolo y es una variable
proposicional. Por tanto (p — (=(—p))) es una formula.

Observacion 1.2. Sea F una formula podemos obtener el drbol que la repre-
senta utilizando un algoritmo andlogo al algoritmo que nos permite determi-
nar si F'es una formula.

El conector principal de la primera sucesion lo escribiremos en la raiz del
arbol que construiremos.

Si F'es de la forma (—G) establecemos una relacion padre-hijo entre dos no-
dos en los que escribiremos los conectores principales de F y de G.

Si F es de la forma (G#H) establecemos relaciones padre-hijo entre un no-
do en el que escribiremos el conector principal de F' y dos nodos en los que
escribiremos los conectores principales de G y H.

St una de las sucesiones es una variable proposicional seria una hoja.

Ejemplo 1.3. Tomemos la formula F = (p — (—(=p))). Como hemos visto
antes el conector principal es * —'. Es decir la raiz del drbol es el nodo en el
que escribiremos * =" y las dos siguientes formulas con las que tenemos que
trabajar son p y (=(=p)), la primera es una variable proposicional que en el
arbol la representariamos con una hoja y el conector principal de la sequnda
formula es ‘='. Hasta el momento la representacion en drbol seria:

—

/N

p -

Ahora tenemos que trabajar con la formula (—p) cuyo conector principal es
‘='. St anadimos este nuevo nodo el drbol quedaria:

Finalmente nos queda la formula p, la cual es una formula proposicional, por
tanto, el nodo con el que lo representariamos seria una hoja. El arbol final es:
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N — 11—

Ejemplo 1.4. Sea F' la formula

((PVa) A (B V7)) = (~(=) V (=) = (~r)))). Vemos que F es de la
forma G — H con G = ((pVq) N(pVr))y H=((=(=r))V((=p) = (=r))).
Para la formula G = ((pV q) A (p V r))tenemos:

| li=1]i=2]i=3]i=4]i=5[i=6]i="T]

=
~
~
N3
<
N[
N
>

p(i) | 0 1

El conector principal de la formula G es ‘N y G es de la forma (J A K)
con J = (pVq) yK = (pVr). Siguiendo el algoritmo obtendremos el drbol
que representa a la formula G = ((pV q)N(pV r)).

A

N

Y v
p q

p r

Hacemos lo propio con la formula H = ((—(—r))V((—=p) — (—r))).

15



=N —
3

A %
pooap T T n
rop r

Definicién 1.8. Llamaremos valoracion a una aplicacion v : P — {0,1}
que verifica para cualquier F,G € P:

V(FAG))=1siysolosiv(F)=1yv(G)=1,

v((FVGQG)) =1 siysolosiv(F)=1o0v(G) =1,

v((F— G)) =1 siysolosiv(F)=0o0v(G)=1,
v((=F)) =1 si y solo si v(G) = 0.

Lema 1.2. Una valoracion queda determinada por su restriccion al conjunto
B.

Demostracién. Si F' € Py entonces es trivial que v(F') queda determinada
por su restriccion al conjunto Fy.

Suponemos que se cumple para todo ! < k con k > 1. Tomamos G € Pyy1\ Py,
entonces G es de la forma (—H) o (H#J) con H y J formulas de P,,_1 y # un
conector binario. Por el teorema 1.1 sabemos que H y J son unicas. Usando
la hipotesis de induccion y la definicion de v queda demostrado.

16



Dada una férmula cualquiera podemos resumir en una tabla los valores
que toma v segtn los valores que tomen las variables proposicionales. A estas
tablas las llamaremos tablas de la verdad.

Definicion 1.9. Sea ¥ un conjunto de formulas de la légica proposicional
y v una valoracion diremos que ¥ es consistente testado por v si v(F) =1
para todo F € ¥ (escribimos v|X = 1).

Definicién 1.10. Un conjunto de formulas ¥ es satisfacible si existe una
valoracion v tal que v|X = 1.

Definicién 1.11. Sea F' € P. Diremos que F' es una tautologia si v(F) =1
para cualquier valoracion v. Diremos que F es una contradiccion si v(F) =0
para cualquier valoracion v. Una formula F' es una contingencia si no es ni
tautologia ni contradiccion.

Definicién 1.12. Una formula F' es vdlida si es una tautologia y lo repre-
sentaremos de la siguiente manera = F.

Definicién 1.13. Sea ¥ un conjunto de formulas y F una formula. Diremos
que X implica F tautoldgicamente si para cada valoracion v con v|¥ = 1 se
cumple v(F) = 1 y escribiremos ¥ |= F. También diremos que F es una
consecuencia logica de .
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Observacién 1.3. En el caso ¥ |= F la consecuencia logica es una conse-
cuencia semdntica y no sintdctica. Siempre que no haya ambigiiedad diremos
simplemente consecuencia.

Definicién 1.14. Dos formulas F,G € P son equivalentes si v(F) = v(G)
para cualquier valoracion. Escribimos F' ~ G para representar que las for-
mulas F y G son equivalentes.

Ejemplo 1.5. Veamos que (F N G) = (=(F — (=Q))).

| (FAG) | (56) [ (F = (=6) [ (U = (=6))) |

=== O

Las columnas 3 y 6 prueban (F A G) ~ (=(F — (-G))).
Ejemplo 1.6. Veamos que (F'V G) = (—(F) — G).

| FIG|(FVG) | (=F) | ((=F) = Q) |
1[1]1 0 1
101 0 1
0[1]1 1 1
0]0]0 1 0

Las columnas 3 y 5 prueban (F'V G) =~ (=(F) — G).

Definicion 1.15. Sea F,G,H € P formulas denotamos por Sb(F') al con-
junto de subformulas de F y lo definimos de la siguiente manera:

1. SH(F) = {p} sip=F es una variable proposicional.
2. Sb((—F)) = Sb(F)U{(—-F)}.

3. Sb(F) = Sb((G#H)) = Sb(G)U Sb(H) U{F} si F = G#H y # un
conector binario.
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Teorema 1.3. (Teorema de sustitucion) Si se sustituyen subférmulas de una
formula F por otras que les son respectivamente equivalentes el resultado es
una formula equivalente a F.

Demostracion. La afirmacion es equivalente para formulas en Py, pues las
variables proposicionales solamente son equivalentes a ellas mismas. Supo-
nemos que se cumple para férmulas en P; con j < n y consideremos una
formula G € P,, entonces G es de la forma (—=H) o (H#J) con H y J for-
mulas de P,_1 y # un conector binario. Por la definicion de subformula una
subformula de G distinta de G es también subformula de H o J. Sin pérdida
de generalidad suponemos que sustuimos en H una subormula por otra que le
es equivalente. Por hipdtesis de induccion H' =~ H. Las siguientes tablas de
verdad concluyen (H'#J) ~ (H#J) y (—=H) ~ (—=H').

H|H | J|HVI)[HNVI) [ (HANI)]| (H AJ)]

1 ]1 J1]1 1 1 1
1 [1 Jo]1 1 0 0
0 0 [1]1 1 0 0
0 Jo Jo]o 0 0 0
H[H |J|H=J)|(H =) ]

1]1 [1]1 1

1 [1 Jo]1 1

0o [1]o0 0

0 o JoJ1 1

Definicion 1.16. Un sistema aziomdtico para una logica de primer orden
viene dado por un conjunto de axiomas y unas reglas de inferencia.
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Definicion 1.17. Vamos a definir dos sistemas axiomdticos para la logica
proposicional. Aunque solamente vamos a trabajar con uno de ellos también
demostraremos que cualquier teorema de la logica proposicional puede ser
demostrado desde el otro sistema axiomdtico.

La unica regla con la que trabajaremos en ambos sistemas axiomdticos serd
la regla de inferencia denominada modus ponens, mp. Dadas dos formulas
del tipo F — G y F entonces tenemos G.

El primer conjunto de axiomas lo constituyen los siguientes axiomas:

1. azioma 1 (F — (G — F)).
2. axioma 2 (F - (G —- H)) - (F - G) = (F — H))).
3. azioma 3 (((=F) — (=G)) — (G — F)).
El sequndo conjunto de aziomas lo constituyen los siquientes aziomas:
1. azioma 1 (F — (G — F)).
2. azioma 2 ((F — (G — H)) = (F - G) — (F — H))).
3. azioma 3 (((-G) — (=F)) = ((-G) — F) — Q)).

Vamos a trabajar con el primer sistema azxiomadtico, es decir, el sistema axi-
madtico formado por la regla de inferencia modus ponens y por los tres pri-
Meros axriomas.

Observacién 1.4. (Esta observacion es importante). En los dos sis-
temas axiomdticos que hemos definido los 1unicos conectores que hemos utili-
zado son =y —. Por los ejemplos 1.5 y 1.6 y por el teorema de sustitucion
cualquier formula es equivalente a otra formula que solo utilice = y — como
simbolos conectores . Esto resulta itil para ganar claridad.

Observaciéon 1.5. Los axiomas son equivalentes a otras formulas. Por ejem-
plo:

(mF)—= (-G)) = (G—=F)=(FANG)V(F = G)) = (G—F)).

(F = (G—=F)~((F—((-G))VF).

Existen algoritmos que determinan si una férmula es alguno de los axio-
mas anteriores. Estos algoritmos estan basados en el algoritmo que determina
si una secuencia es o no una férmula. Veamos de modo breve un algoritmo
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para determinar si una férmula es un axioma del primer tipo:

Sea F' una férmula de la logica proposicional. La férmula F debe ser de la
forma (G — H), es decir, el conector principal de F debe ser —.

La férmula H debe ser de la forma (J — K), es decir, el conector principal
de H debe ser —.

Finalmente para que F sea un axioma del tipo 1 debe verificarse que G = K,
es decir, si G = bybsbs...b, y K = ejeses...e, entonces G = K si y solo si
b; = e; para todo i € {1,2,3,....,n}.

Lema 1.3. Para cualquier formula F € P, (F — F) es un teorema de la
l6gica proposicional, es decir ) - (F — F).

Demostracién. 1. (F - (F - F) - F)) - (F —- (F — F)) —
(A — A))) azioma 2 (sustituyendo G por (F — F)).

. (F = (F—F)—F)) azioma 1 (sustituyendo G por (F — F)).
((F—=>(F—=F)—=>(F—F)) mp1,2.

. (F— (F — F)) azioma 1 (sustituyendo G por F).

. (F— F) mp 34.

Teorema 1.4. (Teorema de la deduccion) St XU {F} = G entonces
YH(F—G).

Demostracion. Por hipotesis sabemos que existe una demostracion
By, B3Bs,...B, = G que prueba ¥ U {F} = G. Demostraremos el resultado
por induccion en n.

Para el caso n =1 tenemos que By es un axioma, una formula de 3 o es F.
Si By = G es una formula de X:

1. ¥F (B — (F — Q)) azioma 1.
2. ¥ F B ya que G € X.
3. Y2 (F—G)mp 1,2
Si G es un arioma:
1. ¥+ (G — (F — G)) azioma 1.

2. ¥ F G por ser G un axioma.
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3. Y (F—G)mp 1,2

Para el caso G = F basta aplicar el teorema 1.3.

Para el caso By, B3B3, ...B,, = G conn > 1 si G es un axioma o una formula
de > hacemos lo mismo que en el caso n = 1. i no es asi, B, = G habrd
sido deducido mediante modus ponens de B, y Bs con r,s < n( sin pérdida
de generalidad suponemos r<s) siendo B, = (Bs — G). Por hipdtesis de
induccion sabemos X+ (A — (Bs)) y X+ (F — (B,)) es decir,

YXE(F— (Bs—G)) yXk (F — (Bs)). Entonces

1. ¥+ (F — (Bs — G) por hipdtesis de induccion.
2. X+ (F — (Bs)) por hipdtesis de induccion.

32 (F = (Bs = G)) = (F — (By)) = (A = G))) azxioma 2
(sustituyendo G por Bs y H por F por G).

4. XF(F —(Bs)) = (F— B) mp 3,1.
5. XF (F— G) mp 4,2
Observacion 1.6. El teorema de la deduccion es un metateorema.

Corolario 1.1. (Transitividad)Sean F, G y H féormulas de la légica pro-
posicional entonces {(FF — G),(G —- H)} - (F — H).

Demostracion. Por el teorema de la deduccion el corolario quedard demos-

trado si {(F - G),(G — H),F}+ H Sea ¥ = {(F — G),(G — H), F}.
1. ¥ F F ya que F € .

YF(F—G) ya que G € X.

YEG mp 2,1.

YF(G— H) ya que (G— H) € 3.

H mp 4,5.

Lema 1.4. Sean F, G y H formulas de la logica proposicional entonces
{(F—-(G—H)),G}F(F— H).

Demostracién. Sea ¥ = {(F — (G — H)),G} entonces:
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1. ¥F(F — (G— H)) ya que (F - (G — H)) € ¥.
YXFG ya que G € X.
(F—-(G—H))— (F—G)— (F— H))) azioma 2.
(F—G)— (F— H)) mp 3,1

F — G) mp 5,2.

&QW%F@N

=
- (
- (G = (F — G)) azioma 1.
= (
=

F — H) mp 4,6.

Teorema 1.5. Sean X un sistema inconsistente y F una formula cualquiera
entonces X = F.

Demostracion. Por ser ¥ un sistema inconsiste entonces existira G tal que

YF(=G) y £ F G. Entonces:

1. ¥+ G por ser hipotesis.

2. ¥ F (=G) por hipdtesis.
- (

(=G) = ((=F) — (—GQ))) azioma 1 (sustituendo F por (-G) y G
por (=F)).

= ((=F) = (=G)) mp 3,1.
F(((=F) = (-G)) = (G — F)) azioma 3.
YXHE(G— F) mp 5,4.

.\2.039”4:\

YXHF mp 6,1.
Por tanto X = F siendo F una formula cualquiera.

Demostraremos algunos teoremas de la légica proposicional que nos re-
sultaran utiles:

Lema 1.5. La formula (((-F) — G) — ((=F) — (=G)) — F) es un
teorema de la logica proposicional.
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Demostraciéon. Por el teorema de la deduccion demostrar

DF ((=F) = G) = ((FA) — (0Q)) — F)) es equivalente a demostrar
(F) = G)F (((=F) = (-Q)) — F) y otra vez por el teorema de la deduc-
cion esto ultimo quedard demostrado si probamos

{(=F) = G), (=F) = (=G)} - F.

Por lo tanto, para probar que la formula

((0F) = G) = ((0F) = (=G)) — F)) es un teorema de la l6gica proposi-
ctonal vamos a probar

{(=F) = G), (=F) = (=G)} - F.

Antes de probar el teorema probaremos que si

YU{(-F)} F(-G) y XU{(=F)} F G entonces ¥ + F.

El conjunto ¥ U {(—F)} es un sistema inconsiste.

Sea G un azxioma cualquiera, por el teorema 1.5 tenemos SU{(—-F)} F (—-G)
y XU{(=F)} F G siendo G un azioma cualquiera. Por el teorema de la
deduccion tenemos ¥+ ((-F) — (-G)) y X F ((=F) — G).

YF((=F) = (0Q)) (ya explicado).

~

2. ¥ F ((=F) = (0GQ)) = (G — F) azioma 3.
3. YFH(G—F)mp 21

4. % F G por ser G un axioma.

5 X FF mp3,4.

Hemos probado que st SU{(=F)} F (-G) y SU{(—=F)} F G entonces X - F.
Por lo tanto, si demostramos

{(=F) = G), (=F) = (=G))}U{(=F)}F H y
{((~F) — )7 ((=F) = (=G))} U{(=F)} F (=H) habremos probado
{(( ) — G),((=F) = (=G))} b F y por consiguiente todo el teorema. Sea
{(( F) = G), ((=F) = (=G))} U{(~F)} entonces:
1. B F((=F) = G) ya que (=F) = G) € &
2. S E((=F) = (=G)) ya que ((=F) = (=G)) € ¥
3. L F (=F) ya que (-F) € .
4. 2F ((0F) = (-G)) = (G — F)) azioma 3.
5 LH(G— F) mp 4,2
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6. X G mp 3,1.
7. YF (((mH) = (=F)) — (F — H)) azioma 3.

8 YLk ((=F) = ((mH) — (=F))) azioma 1 (sustituyendo F por (—F) y
G por (—H)).

9. ¥+ ((mH) — (=F)) mp 8,5.
10. ¥+ (F — H) mp 7,9.

11. X F mp 5,6.

12. X+ H mp 10,11.

13. ¥ F ((=F) = ((=(—H)) = (=F))) azioma 1 (sustituyendo F por (—F)
y G por (=(—H))).

1. S F((=(=H)) = (=F)) mp 13,3.

15. ¥ F ((0(=H)) = (=F)) —» (F — (—=H))) azioma 3 (sustituyendo F
por (—H) y G por F).

16. ¥+ (F — (-H)) mp 15,14.
17. S+ (=H) mp 16,11.

Esto prueba {((=F) — G), ((=F) — (-G)
{(=F) = @), (-F) = (=G))} U{(=F)}

demostrado.

JBU{=F)p - Hy
F (=H), por lo que el lema queda

Lema 1.6. La formula (((-G) — (=F)) = (((-G) — F) — G)) es un
teorema de la logica proposicional.

Demostraciéon. Demostraremos {((-G) — (=F)),((-G) — F)} - G y
aplicaremos dos veces el teorema de la deduccion.
Sea ¥ ={((-G) — (=F)),((-G) — F)} entonces:

G) = (—F)) ya que ((-G) — (=F)) € .

1. Y ((=
2. ¥+ ((-G) = F) ya que ((-G) — F) € ¥.
((

3. 5F((-G) = F) = ((-G) = (=F)) = G) lema 1.5.
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4. Y (((ﬁG) — (ﬁF)) — G) mp 2,8.
5 YXFG mp 1,4.

Lema 1.7. La formula ((—(—F)) — F) es un teorema de la lgica proposi-
cional.

Demostracién. 1. (((=F) — (=F)) = ((=F) = (=(=F))) — F)) lema
1.5 (sustituendo G por (=F)).

2. (=F) = (=F)) lema 1.5.
3. ((0F) = (=(=F))) — F) mp 1,2.

4. (0(=F)) = ((=F) = (=(=F)))) azioma 1 (sustituendo F por (—(—F))
y G por (—F)).

5. ((0(=F)) — F) corolario 1.1 4,3.

Lema 1.8. La formula (F — (—(—F))) es un teorema de la légica proposi-
cional.

Demostracién. 1. (F — ((=(=(=F))) = F)) azioma 1 (sustituyendo G
por (=(=F))).

2. ((0(=EF) = F) = (0((=2F) = (2F) = (=(=F)))) lemal.5
(sustituyendo F por (—(=F)) y G por F).

3. (F = ((0(=(=F))) = (0F)) = (=(=F)))) corolario 1.1 1,2.
4. (0(=(=F))) = (=F)) lema 1.7 (sustityendo F por (—F)).
5. (F = (=(=F))) lema 1.4 3,4.

Lema 1.9. La formula (F — G) — ((=G) — (—F))) es un teorema de la
l6gica proposicional.

Demostracién. Probando {(F — G)} F ((-G) — (=F)) y aplicando el
teorema de la deduccion quedard demostrado el lema. Veamos que
{(F = G)}+ ((-G) = (—F)):

1. {(F—-GQ)}F(F— Q) ya que (F— Q) e {(F—G)}.
2. {(F =G} F ((=(=F)) — F) lema 1.7.
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AF -G} ((=(=F)) — G) corolario 1.1 2,1.
AF = G)} (G — (=(=G))) lema 1.8.
AF =G} ((0(=F)) — (=(=GQ))) corolario 1.1 3,4.

AF = G} F ((=(EF) = (2(=6)) = ((=G) = (=F))) azioma 3
(sustituyendo F por (=F) y G por (—G)).

<

AF = G)}F ((-G) = (=F)) mp 6,5.

Lema 1.10. La férmula (F — ((F — G) — G)) es un teorema de la ldgica
proposicional.

Demostracion. Por el teorema de la deduccion la formula
(F — (F — G) = Q)) es un teorema si {F,(F — G)} = G. Veamos que
{F,(F - G)}FG. Sea ¥ = {F,(F — G)} entonces:

1. ¥+ F ya que F € 3.
2. X (F — G) ya que (F — G) € ¥.
3. XFG mp,21.
Aplicando dos veces el teorema de la deduccion queda demostrado el lema.

Lema 1.11. La formula (F — ((-G) — (=(F — G)))) es un teorema de la
logica proposicional.

Demostracién. 1. ((F — G) - G) = ((-G) = (=(F — G)))) lema
1.9 (sustituyendo F por (G — G)).

2. (F—= ((F = G)— Q)) lema 1.10.
3. (F = ((0G) = (=(F — G)))) por transitividad.

Lema 1.12. La férmula ((=F) — (F — G)) es un teorema de la ldgica
proposicional.

Demostracién. Basta probar {(—F), F'} = G y aplicar dos veces el teorema
de la deduccion para demostrar el lema. Por ser ¥ = {(—=F), F'} un conjun-
to inconsistente entonces deducimos de él cualquier féormula. Veamos otra
demostracion:
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1. X F (=F) ya que (—F) € 3.
YFF yaque F € X.

YE(F — ((-G) = F)) axioma 1 (sustituyendo G por (—G)).

Y ((=F) = (0G) — (=F))) azioma 1 (sustituyendo F por (=F) y
G por (—G)).

= ((=G) = F) mp 3,2.
= ((2G) = (=F)) mp 4,1.
- ((2G) = F) = ((0G) = (=F)) = G)) lema 1.5.
- ((-G) = (=F)) = G) mp 7,5.
X G mp 8,6.

L NS &

Lema 1.13. La formula (F — G) — (((=F) - G) = G)) es un teorema
de la logica proposicional.

Demostracién. Probaremos {(F — G),((-F) — G)} = G y aplicaremos
dos veces el teorema de la deduccion para demostrar el lema. Sea

Y ={(F — G),((-F) — G)} entonces:

1. SH(F—>G)yaque(F—G) e
= ((=F) = G) ya que (—F) = G) €%
3. SF (F = G) = ((=G) = (=F))) lema 1.9.
4. B ((=G) = (=F)) mp 3,1.
5.5 F (FF) = Q) — ((-GQ) = (—~(=F)))) lema 1.9 (sustituyendo F

por (=F)).
F((=G) = (=(=F))) mp 5,2

7. Y F ((0G) = (=F)) = ((0G) = ((=(=F)) — GQ)) lema 1.5 (sustitu-
yendo F por G y G por (=F)).

)

8. LF (((=G) = (=F)) = G) por transitividad 7,6.
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9. X FG mp 8,4.

Cualquier teorema de la légica proposicional puede ser demostrado to-
mando el segundo sistema axiomatico, es decir, tomariamos como axioma la
férmula (((-G) = (=F)) = (((-G) — F) — G)) en vez de
((-G) = (=F)) = (F — @Q)). Esto se debe a que
((7G) — (=F)) — (F — G)) es un teorema de la légica proposicional que
se puede demostrar desde el segundo sistema axiomatico.

Lema 1.14. La formula (((-F) — (=G)) — (G — F)) es un teorema
de la logica proposicional demostrable desde el sequndo sistema axiomdtico

definido.

Demostraciéon. Probaremos {((—-G) — (=F))} - (G — F) y aplicaremos
el teorema de la deduccion.

- A(=G) = (F)} EA((=G) = (=F)) ya que

(=G) = (=F)) € {((=G) = (=F))}.
(-G) = F) — (((-G) = (=F)) = G)) azioma 3.
(-G) = F) — G) lema 1.4 3,1.

~

(
2. ((
3. ((
4. (F = ((=G) — F)) azioma 1 (sustituyendo B por (=G)).
5. (F — G) por transitividad 4,5.

Observacién 1.7. Notemos que para demostrar el corolario 1.1 y el lema
1.4 no hemos usado el tercer axioma de nuestro sistema aziomdtico(tampoco
lo hemos usado para ningin resultado previo necesario para poder demostrar
el corolario 1.1 y el lema 1.4). El hecho de que (((-G) — (=F)) = (F — G))
sea un teorema de la [6gica proposicional demostrado desde el sequndo sis-
tema axiomdtico demuestra que cualquier teorema de la l6gica proposicional
demostrado desde el primer sistema axiomdtico también puede ser demostra-
do desde el seqgundo sistema axiomdtico.

También hemos demostrado que la formula

((G) = (=F)) = (((nG) = F) — G)) es un teorema de la l6gica proposi-
cional demostrable st trabajamos con el primer sistema axiomdtico, es decir,
cualquier teorema de la logica proposicional demostrable desde el sequndo sis-
tema axiomdtico es demostrable desde el primer sistema axiomdtico.
Finalmente concluimos que no varian los teoremas si trabajamos con el pri-
mer sistema axiomdtico o con el sequndo.
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Dada una valoracion cualquiera y una féormula F definimos la formula F
de la siguiente manera:

A~ | (2F) siv(F)=0
F= { F caso contrario (1.1)

Lema 1.15. Sea F € P sobre Py = {p1,p2,P3,---, Pk} Y U una valoracion
entonces {p1, P2, P3, ..., Px} b F.

Demostracion. Haremos induccion sobre el nimero de conectores en F.
Sin = 0 entonces F es una variable proposicional, es decir F' = p; con
i € {1,2,3,....k} y por tanto F = p;. Para probar {P1, P2, D3, -, Dk} F Pi
basta hacer:

L. {p\hﬁ%p\?n'“aﬁk} l_p\z Yya que ﬁz € {ﬁl:ﬁ%ﬁ&nwﬁk}'

Suponemos que el lema es vdlido para una cualquier formula con una cantidad
de conectores menor que n. Sea G una formula con n conectores. La formula
G es de la forma (mH) o (H — J) con H y J formulas con una cantidad de
conectores menor que n.

» Caso G=(—-H) yv(H)=1.
Por ser v(H) = 1 entonces H = H y v(G) = v(—~H) = 0 entonces
G = (=G). Por hipétesis {py, Pz, P3, - e} - H; A
{p1, P2, D3, ---, P} B H. Probaremos {py, p2, D3, .-, Pr} F G.

1. {p\, P2, P3s .. D} F H ya explicado.
2. {P1, P2, V3, -, Dk} F (H — (=(—=H))) por el lema 1.8.
3. {p\lvpévp}n 7]7Ak:} - (_‘(ﬁH)) mp 2;1
(=(=H)) = (-G) = G.
= Caso G = (=H) con v(H) = 0.
Por ser v(H) = 0 tenemos H = (—=H) y v(G) = v(~H) =1 y por
consiguiente G = G. Por hipdtesis {py, P2, D3, ..., Pr} b H;

{pApr%p\Sa apAk} - (ﬁH);
{P1, 02,93, ... 0k} F G.

= (G=(H—J)) conv(H)=0. X
En este caso H = (=H) y v(G) = v(C — J) =1 entonces G = G. Por
hipdtesis {p1, P2, U3, -, Dk} F H;

{P1, Doy s, s P} F (=H). Probaremos {py, pa, s, ..., i} F G.
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1. { , D2, D3, s Dkt F (0 H) ya explicado.
3. { p27p37 7]7Ak}|_(0—><]) mp 2,1
G=G=(H—=J)
= Caso (G=(H — J)) conv(J)=1. R
En este caso J = J y v(G) = v(H — J) = 1 entonces G = G.
Por hipotesis {p\l,ﬁglﬁg, oD} B I AP, P2, B3, -, Pk} B J. Probaremos
{p\hﬁ%ﬁ& ap/\k} FG.

1. {p1, P2, D3, ..., P} = J ya explicado.
2. {P1, P2, V3, s Dk} F (J = (H — J)) axioma 1.

8. {p1, D2, P3, ... Ok} = (H — J) mp 2,1.
G=G=(H—1J)

» Caso (G=(H —J)) conv(H)=1yv(J)=0
v(G) = v(G = (H — J)) = 0 entonces G = (-G) = (=(H = J)).

En este caso H = H y J = (=J), por tanto {py, P2, s, ...,0x} F H y
{pApr%pA?n 7pAk} = <_'J) Probaremos {pApr?pA?n 7pAk} -G

1. {p1, P2, D3, ..., 0k} b H ya explicado.
2. {pr, D2, P3 ..., o } F (—H) ya explicado.
3. P, P2, D3, o e} F (H = ((=J) = (~(H = J)))) lema 1.11.
4. APv 02,03, -, Pk} E ((2D) = (=(C = J))) mp 3,1
5. D1, P2, D3, -, Dk} F (2(H — J)) mp 4,2.
Teorema 1.6. 1. Una formula es un teorema si y solo si es una tautolo-
gia.

2. Un conjunto X es consistente si y solo si existe una valoracion tal que
v(x) =1 para todo x € X.

3. Una formula F es una consecuencia sintdctica del conjunto ¥ si y solo
st F'es una consecuencia semantica del conjunto X2, es decir X+ F st

y solo si ¥ = F.
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Demostracion. 1. Veremos que si F' un teorema entonces F' es una tau-
tologia.
Cualquier teorema es el ultimo término de una sucesion formada por
axiomas o que han sido obtenidos por modus ponens, en ambos casos ya
hemos comprobado que los axiomas y cualquier formula obtenida me-
diante modus ponens son tautologias.
Veamos que si F' es una tautologia entonces es un teorema.
Por ser tautologia v(F) = 1 para cualquier valoracion, entonces F=F
para cualquier valoracion. Por el lema 1.15 tenemos
{P1, P2, D3, -, P} F F; {P1, P2, D3, .-, i} F F. Usando dos valoraciones
diferentes v y tal que v(px) = 1, (px) = 0 y v(p;) = (p;) para todo i
menor que k tenemos {py, Pa, D3, .., Pk} & F y{D1, P2, P3, .., (Cpi) } F F,
aplicando el teorema de la deduccion tenemos
{1, D2, P35 s o1} B (B = F) y {D1, D2, B35 -, (1) } B (=) — F).
Veamos que {p1, pa, D3, .-, D1} E F de la siguiente manera:

a) {p1, 02,03, Dk—1} F ((pg = F) = (((mpx) — F) — F)) por el
lema 1.135.

b) {P1, P2, P3y .oy D1} F (o = F) ya explicado.

c) {P1, P2, D3, -, D1} F (((mpx) = F) — F) mp a,b.

d) {p1, P2, 93, -, (Dr—1)} F ((—pr) = F) ya explicado.

e) {P1,P2, D3 .oy D1} = F mp ¢,d.

De la misma forma se demuestra {py, pa, D3, ..., Pr—2} = F. Si repetimos
el proceso k — 1 veces demostramos () = F.

2. Primero veamos el siguiente lema: Si un conjunto 3 es consistente en-
tonces para cualquier formula G, bien X U {G} es consistente, bien
Y UA{(=G)} es consistente.
Ya hemos probado que al menos uno de los dos conjuntos es inconsis-
tente, ahora probaremos por reduccion al absurdo que uno de ellos es
consistente. Para probarlo supondremos que existe una formula G tal
que ni SU{G} ni SU{(=G)} son consistentes. Sea k una contradiccion
entonces por el teorema de la deduccion tenemos ¥ = ((-G) — k) y

Y F (G — k). Veamos que ¥ F k:

a) X+ ((-G) — k) ya probado.
b) ¥+ (G — k) ya probado.
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c) X ((G—=k)—= (-G) = k) = k)) lema 1.13.
d) XF ((-G) = k) = k) mp c,b.
e) X+ k mp da.

Esto es absurdo, pues Y. es consistente, luego 0 X U{G} o ZU{(-G)}
es consistente.

Definimos el conjunto de férmulas X de la siquiente manera:

o+ _ { Y U{G} si X U {G}si es consistente

Y U{(=G)} caso contrario (1.2)

Observemos que ¥ C X1 y si G € 1 entonces (—G) ¢ 7.

Definimos v(p) =1 sip € L1 yv(p) = 0 caso contrario y extendemos
v a una valoracion.

Probaremos v(G) = 1 si y solo si G € ¥*. Haremos induccion sobre el
numero de simbolos de G.

Caso n = 1. En este caso G es una variable proposicional. Por la
definicion dada se cumple el teorema.

Suponemos que se cumple para cualquier formula con una cantidad de
simbolos menor que n. Tenemos dos casos:

» Si G una formula del tipo (—H) entonces v(G) = 1 si y solo si
v(—~H) = 1 si y solo si v(H) = 0. Por hipdtesis de induccion
v(H) =0 siy solo si Hé& X" siy solosi(—H) e Xt siy solo si
Gext.

» Si G es una formula del tipo (H — J) entonces v(G) =1 si y solo
siv(H— J)=1siy solo siv(H)=0 ouv(J)=1. Por hiptesis
de induccion v(H) =0 ov(J) =1 siy solo si H ¢ X" o Je Xt
si y solo si (wH) € ¥ o J € ¥T. Veremos que en ambos casos
Yt EG.

Si (mH) € ¥ entonces:

a) Xt F ((-H) = (H — J)) lema 1.12.
b) Xt (=H) ya que (—mH) € 7.

c) Xt (H — J) mp a,b.

Como G = (H — J) entonces ¥t - G.
Si J € X entonces:
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a) Xt (J— (H — J)) axioma 1.
b) ¥t F J ya que J € 7.

c) Xt (H — J) mp a,b.

Por lo tanto X7 + G.

El conjunto X% es consiste, por lo tanto (~G) ¢ X y por consiguiente
Gext.

Suponemos v(G) = 0.

v(G) =0 siysolosiv(H— J)=0siysolosiv(H)=1yuv(J)=0 st
y solo si He Xt y J & Xt siysolosi HeXY y(=J)eXt. Veamos
que X7 F (=G):

a) X+ H ya que H € ¥7F.

b) ¥t (=J) ya que (=J) € £F.

c) ¥XtH(H = (=J) = (=(H = J)))) teorema 1.11.
d) ZTE((=]) = (=(H = J))) mp ca.

e) Xt (=(H — J)) mp d,b.

Por lo tanto X7 (=G) como X7 es consistente G ¢ .
Concluimos que v(G) =1 si y solo si G € X7 si y solo si G € X.

Veamos ahora que si existe una valoracion v tal que v(x) = 1 para todo
x € Y entonces X es consistente.

Para demostrar esto probaremos que si 3 es inconsistente entonces no
existe ninguna valoracion v tal que v(x) = 1 para todo x € 3.

En el siguiente pdrrafo demostraremos que si existe una valoracion v
tal que v(z) = 1 para todo x € ¥ entonces v(F) =1 si ¥+ F. Por
ser ¥ inconsistente existe una formula F tal que X+ F y ¥ (=F),
por lo tanto v(F) = v(=F) = 1, lo cual es absurdo. Por lo tanto, si
el conjunto X es inconsistente no existe ninguna valoracion v tal que
v(z) =1 para todo x € 3.

. Veamos que si ¥+ F entonces ¥ = F.

Si Y+ F entonces existe una sucesion de formulas
Ay, A, As, .. A, = F tal que para todo i € {1,2,3,...,n} A; es, bien un
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axioma, bien una formula de X, bien ha sido obtenido mediante modus
ponens de A, y A, con m,n < i. Sea v una valoracion cualquiera tal
que para todo x € ¥ v(x) = 1. Veamos por induccion sobre el nimero
de términos de la sucesion Ay, As, As, ..., A, = F que v(F) = 1.

Paran =1 si Ay € ¥ entonces v(Ay) =1 por hipétesis.

Si Ay es un axioma entonces v(Ay) = 1 para cualquier valoracion, si A
ha sido obtenido mediante la regla de inferencia modus ponens entonces
existen dos formulas (G — A1) y G que son aziomas o pertenecen ¥,
es decir, en ambos casos por hipdtesis v((G — A1) =1 y v(G) = 1.
Sabemos que v((G — Ay)) =1 si y solo siv(G) =0 o v(A;) =1, como
v(G) # 0 entonces v(A;) = 1.

Suponemos que para todo i < n se cumple v(A;) = 1, veamos que
v(A,) = 1. Si A, es un axioma o una férmula de ¥ entonces, por los
mismos razonamientos del pdrrafo anterior, v(A;) = 1.

Si A, ha sido obtenido mediante la regla de inferencia modus ponens
entonces ezisten dos formulas (G — A,) y G que son azxiomas o perte-
necen X o son términos de la sucesion anteriores a A,. Si las formulas
(G — A,) y G son axiomas o pertenecen a ¥ entonces

v((G — An)) =1 yv(G) =1 si son términos anteriores A,, entonces,
por hipédtesis de induccion, v((G — Ay,)) = 1 y v(G) = 1. Al igual
que en el parrafo anterior v((G — A;)) = 1 si y solo st v(G) =0 o
v(A;) =1, como v(G) # 0 entonces v(A;) = 1.

Veamos ahora que si ¥ |= F entonces ¥ F F.

Atendiendo a la definicion de consecuencia semdntica no descartaremos
el caso en el que no exista ninguna valoracion tal que para todo x € X
v(z) = 1. Si estamos en este caso, hemos visto que un conjunto ¥ es
consistente si y solo existe una valoracion tal que para x € ¥ v(z) =1,
es decir, X es inconsistente. Por otra parte hemos probado que cualquier
formula es una consecuencia sintdctica de un conjunto inconsistente,
por tanto X+ F.

Suponemos ahora que existe al menos una valoracion v tal que para todo
z € Xv(xr)=1. Como ¥ |= F entonces v(F) = 1. Por el apartado 2 de
este teorema tanto X como X U {F} son consistentes y X U {(—F)} es
inconsistente. En la demostracion del lema 1.5 vimos que si XU{(—F)}
es inconsistente entonces X = F.
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Teorema 1.7. Sea X un conjunto de formulas proposicionales entonces 3
es consistente si y solo si cada subconjunto finito de 3 es consistente.

Demostraciéon. 1. Veamos que si 3 es consistente entonces cada subcon-
junto finito de X es consistente.
Probar esta implicacion es equivalente a probar que si existe un sub-
conjuto finito de ¥ inconsiste entonces ¥ es inconsistente. Sea I' C %
inconsistente. Por el teorema anterior I' = k con k contradiccion. La
contradiccion ha sido obtenida mediante axiomas, modus ponens y for-
mulas en I' C X, es decir, desde X podemos obtener la misma contra-
diccion, por tanto, Y. es inconsistente.

2. Veamos que si cada subconjunto finito de ¥ es consistente entonces ¥
es consistente.
Para probar esto veamos que si Y es inconsiste entonces existe algun
subconjunto I' C ¥ inconsistente.
Por ser ¥ un conjunto inconsistente podemos obtener con una sucesion
finita una contradiccion, es decir, existe una sucesion Ay, Ao, Az, ..., A,
tal que A, = k siendo k una contradiccion y cada A; coni € N es, bien
un axioma, bien una formula de 3, bien ha sido obtenido mediante
modus ponens. Entonces el conjunto I' = U{A;} tal que A; € ¥ es un
conjunto finito contenido en ¥ y del cual deriva una contradiccion, por
tanto tnconsistente.
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Capitulo 2

Loégica de Primer Orden

La logica de primer orden toma la logica proposicional y la amplia con el
fin de ser mds expresiva y reducir el numero de sentencias que tenemos en
la logica proposicional.

La logica de primer orden es un sistema formal muy util para analizar argu-

mentos y para las matemdticas. FEstudiaremos la logica de primer orden por

las limitaciones de la logica proposicional. Por ejemplo:

Si un gato juega con un sequndo gato entonces el sequndo gato juega con el

primero. El gato Féliz juega con el gato Isidoro, por lo tanto Isidoro juega

con Féliz.

Es imposible de representar en la logica proposicional, en cambio en la logica

de primer orden escribiriamos:

{(Vx)(Vy)(juega(x,y) — juega(y, x)), juega(Féliz, Isidoro)} = juega(lsidoro, Féliz).

2.1. Sintaxis y semantica de la l6gica de pri-
mer orden.

Definicién 2.1. Definimos un alfabeto A del sistema formal de la logica de
primer orden:

» Un conjunto de variables {u,v,w,...}.
» Un conjunto de conectores {—,\,V,—, <>}

» Cuantificadores V' (para todo) y ‘3 (existe).
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Paréntisis y comas.

El simbolo de igualdad * =" (igual).

Simbolos para constantes, normalmente seran a,b,c,... .

Simbolos para funciones, normalmente seran f,g,h... .

Simbolos para relaciones que también llamaremos predicados. Normal-
mente estos simbolos son p,q,r,... .

Definicion 2.2. Un lenguaje formal es un sistema formal en el que hemos
especificado los simbolos de funciones de constantes, funciones y predicados.
Habitualmente escribiremos lenguaje para referirnos a un lenguaje formal.

Definiciéon 2.3. La aridad de una funcion o de una relacion es el numero de
argumentos necesarios para que dicha funcion o relacion se puedan calcular.

Definicién 2.4. Una cadena de simbolos del alfabeto A es una palabra.

Definicién 2.5. Definiremos el conjunto de los términos de manera recur-
sva:

1. Los simbolos de constantes son términos.
2. Las variables son términos.

3. St f es una funcion de aridad n y ty,ts, 3, ...,t, son términos entonces
ft1,ta,ts, ..., t,) es un término.

Denotaremos Térm(L) al conjunto formado por los términos del lenguaje L.

Ejemplo 2.1. Sean x una variable, 4 una constante, + y * funciones de
aridad 2 entonces:

= 2y 4 son términos.
» +(z,x) y *(4,x) son términos.
v k(4 (z,x), %(4,2)) es un término.

Véase que *(+(x,x),*(4,x)) es escrito habitualmente por (z + x)4x.
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Definicién 2.6. Sea L el sistema formal de la l6gica proposicional de pri-
mer orden llamaremos At(L) al conjunto férmulas atomicas. Las formulas
atomicas son las palabras de las siguientes formas:

w (ty =t3) con ty yte términos.
w p(ty, o, ts, ..., 1) con p simbolo de relacion y ty,to,ts, ..., t, términos.

Ejemplo 2.2. En el dominio de los nimeros enteros definimos el predicado
binario |(x,y) que se lee x divide a y y la funcién binaria f(z,y) = z +y.
Tenemos como ejemplos |(+(+(1,2),3),12),((3,30) v f(2,y) = f(y,2).
Observamos que en la teoria de los nimeros enteros escribimos 440 o
2+y=y+2.

Definicion 2.7. El conjunto de las formulas del sistema formal de la logica
de primer orden F(L) viene dado por:

1. Las formulas atomicas son formulas.

2. Si F y G son formulas entonces (=F), (FANG), (FVG) y (F < Q)
son formulas.

3. Si F es una formula y = es una variable entonces (3x)F y (Vx)F son
formulas.

Observacién 2.1. Al igual que en la logica proposicional construiremos el
conjunto de formulas del sistema formal de la logica de primer orden sobre
el conjunto de formulas atomicas de manera inductiva sobre k, siendo Py el
conjunto de formulas atomicas.

Py = At(L).

Sean F'y G formulas tal que F,G € Py, y x una variable definimos el conjunto
Py de la siguiente forma:

Piy1 = PoU{(F#G), (=F), Vo)F,(3x)F : # € {\,V,—,<}}.

Llamamos P al conjunto de formulas sobre Py, es decir P := Py, k € N.

Ejemplo 2.3. Sean + y * simbolos de funciones binarias y > y < simbolos de
predicados binarios entonces algunos ejemplos de formulas son los siguientes:

» > (%(3,2),+(y, 2)) es una formula por ser una férmula atémica.

w < (x(3,2),+(y, 2)) es una formula por ser una formula atémica.
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= (= (+(3,2),+(y,2)) V (< (+(3, 2), +(y; 2)))-
v (32)(2 = +(z,1)).

Observacién 2.2. (Importante) Toda formula tiene la misma cantidad de
paréntesis de ambos tipos. Se demuestra utilizando el mismo razonamiento
usado para demostrar que una formula del sistema formal de la logica propo-
sicional tiene la misma cantidad de paréntesis de ambos tipos.

Observaciéon 2.3. Aunque cualquier formula del sistema formal de la logica
de primer orden tiene la misma cantidad de paréntesis de ambos tipos el lema
de los paréntesis demostrado para la logica proposicional no se cumple para
todas las formulas del sistema formal de la légica de primer orden. Basta
tomar una formula del tipo (Vx)F y ver que en el segmento inicial (V) hay
la misma cantidad de paréntesis abiertos que cerrados, luego no hay mds
paréntesis abiertos que cerrados.

Observacién 2.4. (Importante)A pesar de la observacion anterior si el
ultimo simbolo del segmento inicial es un conector o un cuantificador entonces
en ese segmento inicial hay mds paréntesis abiertos que cerrados.

Observacién 2.5. Si en una formula F' = ajasas...a, de n simbolos hay
cuantificador en la posicion i-ésima, usando la definicon de formula, entonces
el simbolo siguiente es un cuantificador.

Definicién 2.8. Sea F' € F(L) definimos el conjunto de subférmulas de F
Sb(F') como:

- SH(F) = {F} si F € At(L).

SH((=F)) = Sb(F) U{(=F)}.

Sb(F) = Sb((G#H)) = Sb(G)USb(H)U{(G#H)} si F = (G#H) con
G y H formulas y ‘#' un conector binario.

Sb((Vz)F) = Sb(F) U {(Va)F}

Sb((3z)F) = Sb(F) U {(3z)F}

Observaciéon 2.6. Una subformula es una formula.
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Ejemplo 2.4. Sea F' la formula ((> (x(3,2),+(y,2)))V < (x(3,x),+(y, 2))).
Entonces Sb(F) = {F} USb(= (+(3,2), +(y, 2))) U Sb(< (x(3,2), +(y, 2)).
Sb‘((Z (%(3,2),+(y,2)))) = (= (%x(3,2),+(y, 2)))) por ser una férmula atd-
Sb(<' (x(3,2),+(y, 2))) =< (x%(3,2),+(y, 2)) por ser una férmula atémica.

SH(F) ={F,> (x(3,2), +(y,2)), < (x(3,2), +(y, 2)) }
Ejemplo 2.5. Formalizaremos algunas oraciones cotidianas:

» Todo nimero natural es real: (Vx)(natural(x) — real(y)).

» Todo numero natural es, o bien par, o bien impar:
(Vz)(natural(z) — (par(x) V impar(z))).

» En el dominio de los nimeros naturales(o reales, o irracionales, o en-
teros). Para todo nimero natural existe otro nimero natural mayor que
el primero: (Vz)(3y) < (z,y).

Observemos que en el ultimo apartado no hemos utilizaco ningin predicado
para especificar que los niumeros deben ser naturales ya que nuestro dominio
era el conjunto de los numeros naturales y esto se cumple para cualquier
elemento de tal dominio.

Definicién 2.9. Si F' es una formula de la forma (G#H) con # conector
binario diremos que el conector # es el conector principal de la formula F.
Si F' es de forma (—G) entonces el conector principal de F es el conector —.
Si F es de la forma (Vz)G (o (3x)G) entonces el cuantificador principal de F
es V(o 3).

Teorema 2.1. Sea F una férmula tal que F' ¢ Py y F = ajasaz...a, con
ai, g, as, ..., a, simbolos. Definimos la aplicacion p : {1,2,3,...,n} — N tal
que p(i) es el nimero de paréntesis abiertos menos el nimero de paréntesis
cerrados que hay en el segmento inicial ajasas...a;—1. Entonces el conector o
cuantificador principal es el primer simbolo a; tal que a; es un conector o un
cuantificador y p(i) = 1.

Demostracion. Puesto que la demostracion es muy parecida al teorema de
la logica proposicional que nos permitia identificar el conector principal solo
lo demostraremos para formulas del tipo (F#G) y (Vx)F

Si tenemos una formula del tipo (Vx)F, segin la definicon el cuantificador
principal es el simbolo ¥ y vemos que se cumple el teorema:
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a; /(, i
p(i) | 0 1

Si F es una formula de la forma (G#H). Observemos que H es una
formula, luego tiene el mismo numero de paréntesis abiertos que cerrados vy
el primero simbolo de la formula F es un paréntesis abierto que no estd en
H, por tanto si el conector principal estd en la i-ésima vemos que p(i) = 1.
Veamos que si j <1 y en la posicion j-ésima hay un conector o cuantificador
entonces p(j) > 1. Esto dltimo se debe a que H = cicac3...c5—1 es una formula
y en el segmento inicial cicacs...cj—1 hay mds paréntesis abiertos que cerrados
sicj_1 es un conector o cuantificador, ademds el primer simbolo de la férmula
F es un paréntesis abierto, luego p(j) > 1.

Definicion 2.10. Sea F una formula con un cuantificador llamaremos al-
cance del cuantificador a la unica subformula G de F tal que el cuantificador
principal de G es dicho cuantificador.

Al igual que en la logica proposicional podemos representar cualquier for-
mula de la logica de primer orden con un unico diagrama drbol. Antes de
empezar a representar una formula vamos a representar una funcion.

Sea f(tq,t2,t3,...,t,) una funcion. En la raiz del drbol escribiremos el
stmbolo de la funcion, en este caso f, y establecemos n relaciones padre-hijo,
en cada nodo escribiremos de forma ordenada ty,ts,t3,...,t,. Si t; es una
constante o una variable en ese nodo no haremos mas, en cambio si t; con
i € {1,2,3,....,n} es una funcion ese nodo serd sustituido por el diagrama
arbol de esa funcion. Repetimos el proceso hasta que no podamos continuar,
esto es, cuando todas en todas las hojas haya, bien una constante, bien una
variable.

Sea F una formula dtomica de la forma (t; = t3). En la raiz del drbol
escribiremos el simbolo de igualdad y establecemos dos relaciones padre-hijo
entre la raiz y dos nodos. En el primer nodo escribiremos t, y en el sequndo
nodo ty. Sit; coni € {1,2} es una constante o una variable lo dejamos como
estd, en cambio si es un simbolo de funcion sustituimos ese nodo por el drbol
correspondiente a esa funcion.

Sea F una formula atomica de la forma p(ty,ta,ts, ..., t,) con p predicado.
En la raiz del darbol escribiremos el simbolo del predicado, en este caso p,
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y establecemos n relaciones padre-hijo, en cada nodo escribiremos de forma
ordenada ty,ts,t3,...,t,. Sit; es una constante o una variable en ese nodo no
haremos mds, en cambio sit; coni € {1,2,3,...,n} es una funcion ese nodo
serd sustituido por el diagrama drbol de esa funcion.

Si F es una formula de la forma (—G), (Vz)G o (3x)G entonces en la
raiz del drbol escribiremos =, (Vx) o (3x) segin el caso y establecemos una
relacion padre hijo con un nodo en el que escribiremos G. Sustituimos el nodo
G por el diagrama drbol que representa a la formula G(es decir, habria una
relacion padre-hijo entre la raiz del drbol F y la raiz del drbol G).

Si F'es una formula de la forma (H#J) con # conector binario entonces
en la raiz del drbol escribiremos # y establecemos dos relaciones padre-hijo
con dos nodos en los que escribiremos H y J. Sustituimos los nodos H y J por
los diagramas en drbol de las formulas H y J(es decir, habria una relacion
padre-hijo entre la raiz del arbol F y las raices de los drboles H y J).

Ejemplo 2.6. Representaremos mediante un drbol algunas formulas:

1. La formula (Yy)(f(g9(c,z)) = y) es una formula de la formula (Vy)G
siendo G la formula atémica (f(g(c,z)) = y). En el primer paso del
algoritmo tenemos:

(Vy)

G

Ahora necesitamos conocer el drbol de la formula G = (f(g(c,z)) = vy).
Es una formula atémica con t; = f(g(c,x)) y ta = y. En este sequndo

paso tenemos:
1 Y

El drbol de la funcion f es, segun la definicion:

t

f

|

9
A
c x
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El arbol que representa a la formula G es:

Y finalmente el arbol que representa a la féormula (Vy)(f(g(c,x)) = y)
es:

2. La formula atomica p(z,y,c) queda representada por el drbol:
/T\
x Y c

3. La formula (Yy)(f(g9(c,z)) = y) — p(z,y,c¢)) es una férmula de la
forma (F — G). Conocemos los drboles que representan a
Vy)(f(g(c,x)) =y) y p(x,y,c). Segin la definicion y los drboles de las
formulas F' y G el darbol que representa a la formula

(Yy)(f(g(c,2)) = y) — p(z,y,¢)) es:
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Definiciéon 2.11. Sea t un término denotaremos al conjunto de las variables
de t de la forma V (t) y los definimos de la siguiente manera:

1. Sit=c con ¢ constante entonces V (t) = ().
2. Sit=x con z variable entonces V(t) = {z}.

3. Sit= f(t1,ta,t3,....t,) con funa funcion entonces V(t) = UV (t;) con
i€{l,2,3,..,n}.

Definicion 2.12. Si F' es una formula denotaremos al conjunto de las va-
riables de F' de la forma V(F') y lo definimos de la siguiente manera:

1. Si F = (t; =t3) con ty y ty términos entonces V(F) = V(t1) UV (ts).

2. Si F = p(ty,ta,ts, ..., t,) con p predicado entonces V(F) = UV (t;) con
i€ {1,2,3,...,n}.

3. Si F = (-G) entonces V(F) = V(G).
J. Si F = (G#H) con # conector binario entonces V(F) = V(G)UV (H).
5. $i F = (V2)G o F = (32)G entonces V(F) = {2} UV(G).

Ejemplo 2.7. Sea F = (32)((Vy)p(z,y) A (0 = £(2))) con p predicado, f

funcion y x,y,z variables veamos que V(F) = {z,y, z}.

V(F) = {z} UV{(Vy)p(z,y) A (0 = [f(2)))).
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V(((Yy)p(x,y) A (0= f(2)))) = V((Vy)p(z,y) UV ((0 = f(2))).
V((Vy)p(x,y) = {y} UV (z) UV(y) —{y}U{x}U{y}
V(0= f(2)=V(O0)UV(f(2) =00V (z) =0U{z} = {2}

Finalmente vemos que V(F) = {x,y, z}.

Definiciéon 2.13. Sea F una formula diremos que una aparicion u ocurrencia
de una variable x en la formula F es ligada(a un cuantificador) si es una
aparicion en una subférmula del tipo (V)G o (32)G.

Sea F una formula diremos que una aparicion u ocurrencia es libre si no
es ligada.

Ejemplo 2.8. Sean p y q predicados vemos que en la formula

F = ((3z)p(z) — q(x)) la variable x tiene dos apariciones ligadas y una libre.
El alcance del unico cuantificador que hay en la formula F es la subformula
(Fz)p(z), por lo tanto las dos primeras apariciones son ligadas y la tercera
aparicion es libre.

Definicion 2.14. Una variable x en una formula F es una variable ligada si
tiene alguna aparicion ligada en F. Una variable x en una formula F es una
variable libre si tiene alguna aparicion libre en F.

Observaciéon 2.7. Una aparicion de una variable en una formula es, o bien
libre, o bien ligada, pero una variable puede ser libre y ligada al mismo tiempo,
como muestra la formula ((3x)p(z) — q(x)).

Teorema 2.2. Si F' es una formula el conjunto VL(F') de variables libres
de F es:

1. St F es una formula atomica VL(F) =V (F).
2. Si F = (=QG) entonces VL(F) =V L(G).

3. Si F = (G#H) con # conector binario entonces
VL(F) = VL(G) UV L(H).

4. Si F=(V2)G o F = (32)G entonces VL(F) = VL(G)\{x}.

Demostracion. Sea F' una formula atomica.
Usando la definicion de formula atomica vemos que F no puede tener cuan-
tificadores, luego cualquier variable que haya en F debe ser libre, esto es

VL(F) = V(F).

46



Sea F una formula de la forma (-G).

Usando la definicion de subformula sabemos que el conjunto de subformulas
de F' es {(=G)} USH(G). Usando esta definicion podemos deducir que si una
variable estd ligada a un cuantificador este cuantificador debe ser un simbolo
de una subformula de G.

Si F = (G#H) utilizamos un razonamiento similar al anterior.

Sea F' una férmula de la forma (Vz)G o (3x)G.

La wvariable © no tiene ninguna aparicion libre en F ya que el alcance del
cuantificador es la subformula G, luego la variable  no es una variable libre.
Las subformulas de G son subféormulas de F, luego si una variable distinta de
x tiene una aparicion libre o ligada en G también es libre o ligada en F.

Definicion 2.15. Llamaremos formula cerrada o sentencia a una formula
sin variables libres.

Ejemplo 2.9. Unos ejemplos de sentencias son: (Vx)(p(z) — p(z)) y
(p(3,4) A (By)(32)(f(z,9) = f(y, 7).

Definicién 2.16. Liamaremos formula bdsica a una formula sin variables.
Ejemplo 2.10. Una férmula basica es (0 =0) o > (8,4).

Definicién 2.17. Una sustuticion o en un lenguaje L es una aplicacion
o:Var — Term(L) siendo Var el conjunto de las variables de L.
Escribiremos [ty /x1,ta/xa,t3/ 3, ..., tn /23] para denotar a la aplicacion o tal
que

(2.1)

0'(.23'):{ tl S1 xl:t,

x si x & {r,xe, T3, ..., Tn}

Ejemplo 2.11. Sea ¢ una constante y f una funcion escribimos [f(c)/z, c/y]
para denotar la sustitucion o en L tal que o(x) = f(c) y o(y) = c y las demds
variables las envia a ellas mismas.

Definicién 2.18. Sea t un término escribiremos t[ty/xy1,ta/xa,t3/x3, ..., tn /Ty
para denotar al término obtenido tras sustituir las apariciones x; por t; en el
término t.

Si o = [t1/x1,ta/xa, t3/ T3, ..., tn /T, Podemos escribir to.
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Definicion 2.19. La extension de o en términos es la aplicacion
o :Term(L) — Term(L) definida de la siguiente manera:

c si t es la constante ¢
to =< o(x) si t es la variable x (2.2)
f(tio,te0,t30, ..., t,0) sit es la funcién f

Ejemplo 2.12. Sea 0 = [f(g(a,2),2)/z,g(a,2)/y,a/z] con a simbolo de
constante. Segin la definicion el término f(g(a, z),z)o es

f(g(a7 Z)Uv ZU) = f(g(CLO', ZO'), O'(Z)) = f(g(a> O’(Z)), a) = f(g(av a)’ a)'

Por tanto f(g(a,z),z)o = f(g(a,a),a).

Observacién 2.8. Sean o1 = [f(y,a)/x], 02 = [a/y] y o = [f(y,a)/z,a/y]
con a constante veamos que f(x,y)o109 # f(x y)o.

f(x,y)or = f(xoy,yo1) = floi(x), 01(y)) = f(f(y,a),y);

F(f(y,a),y)or = [(f(y,a)os,a02) = [(f(yor,a02),a) = f(f(02(y), a), a) =
f(f(a,a),a).

f(@,y)oros = f(f(a,a),a) f(z,y)o = f(zo,y0) = f(o(z),0(y)) = f(f(y,a),a).
Esto se debe a que o105 y 0 son sustituciones diferentes, ya que

o102 = [f(a,a)/x,a/y] y o[f(y,a)/z,a/y], por lo que o105(z) # o(x).

Observacion 2.9. Las sustituciones se pueden componer, sean oy y oo las
sustituciones del ejemplo anterior, entonces la composicion o109 es [f(a,a)/x, a/y].

Definicion 2.20. Sea o una sustitucion y x una variable definimos la susti-
tucion o, de la siguiente forma:

=z si z=y
%@_{ oly) sizy 23

Definicién 2.21. La extension de o en la formula F es la aplicacion
o: F(L) — F(L) definida de la siguiente manera:

(tio0 =ty0) si F es de forma (t; = to)
(Go#Ho) siF es de la forma G#Hcon # conector binario.
Fo =14 (=(Go)) si F es de forma (—G)
(Vz)Go, si F es de forma (V)G
(Jz)Go, si F es de forma (32)G
(2.4)
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Definicién 2.22. Escribimos F[ti/x1,ta/xe, t3/x3, ..., t,/x,] para denotar al
término obtenido tras sustituir las apariciones libres x; por t; en la formula
F

Si o = [t1/x1,ta/xa, t3/ T3, ..., tn /Ty Podemos escribir to.

Definiciéon 2.23. Sea F una formula y o una sustitucion diremos que o es li-
bre para F si todas las apariciones de variables introducidas por la sustitucion
son libres.

Al escribir Fo la sustitucion o es libre en F a no ser que indiquemos lo
contrario.

Ejemplo 2.13.

Para la féormula F con F = (x = y) cualquier sustitucion es libre(cualquier
sustitucion en una formula sin cuantificadores es una sustitucion libre).
Sea 0 = [y/x] vemos que o es libre para (Vx)f(z) pero no es libre para

(3y) f(x).

Observacién 2.10. Cuando sustituimos en una formula lo hacemos como
mdzimo una vez por variable, es decir (f(x) = 0)[f(z)/x] es (f(f(x)) =0)y
no repetiriamos infinitas veces una sustitucion.

Definicién 2.24. Sea L un lenguaje. Una L-estructura es un par

M = (M,I) donde M es un conjunto no vacio denominado dominio e I es
una funcion. El dominio de I es el conjunto de simbolos de L. La funcion I
debe cumplir:

» [(c) € M sice L esun simbolo de constante.
w I(f): M" — M si f € L es una funcion de aridad n.
» [(p) C M" sip € L es una relacion de aridad n.
Habitualmente diremos que M es una estructura si no hay lugar a confusion.

Definicién 2.25. Una asignacion A en una estructura M = (M, 1) es una
funcion A : Var — M donde Var es el conjunto de las variables del alfabeto.

Definicién 2.26. Una interpretacion(o valoracion segin algunos autores) de
L es un par formado por una
L-estructura M y una asignacion A en M.
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Ejemplo 2.14. Sean a y b constantes y f, y f» funciones crearemos para el
lenguaje L = {a, b, fa, fo} una estructura. El dominio M es el conjuto de las
palabras que empiezan por a y tienen al menos dos simbolos, escribiremos

M = a{a,b}™.
I(a) = aa.

I(b) =
w I[(fy): M — M con I(f,)(w) = wa.
w I(fy) : M — M con I(f,)(w) = wb.

Veamos otro ejemplo para el mismo lenguaje siendo el dominio M puede ser
los palindromos pares:

» [(a) = aa.
1(b) =

I(fy): M — M con I(f,)(w) = awa.

I(fs) : M — M con I(f;)(w) = bub.

Definicién 2.27. Sean M = (M, I) una L-estructura y A una asignacion en
M llamaremos evaluacion de términos a la funcion My : Térm(L) — M
definida de la siguiente manera:

s My(t) = I(c) sites el simbolo de constante c.

n My(t) = A(x) sit es la variable .

n Myu(t) = I(f(Ma(ty), Ma(ta), Ma(ts), ..., Ma(t,))) sitesla funcion
[t ta, ts, . th).

M (L) se lee “el valor de t en M respecto de A"

Ejemplo 2.15. Sean t = f,(fo(a)) y t = fu(fo(x)) términos, a una cons-
tante, fo y fo las funciones del ejemplo anterior y A(x) = b una asignacion.
Veamos el valor de estos términos en M con respecto de A.

Ma(fa(fo(a))) = I(fa(Ma(fo(a)))) = I(falI(fs(Ma(a))))) = I(fa(I(fs)(I(a))));

MA(fa(fb<a>>):](fa(( v)(aa)) = I(fa(aab)) = aaba.
Ma(fa(fo(2))) = L(fa(Ma(fo(2)))) = (oL (fo(Ma(2))))) = I(fa(I(f5)(I(2))));
Ma(fa(fo(2))) = I(fa(I(fo)(A(2))) = I(fa(I(f2) (D)) = I(fa(bb)) = abb.
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Definicién 2.28. Sean M = (M, I) una L-estructura, A una asignacion
en M, z e y variables y m € M definimos la asignacion Alx/ml(y) de la
siguiente manera:

m siy==wx

Ao/l ={ ) SY S 25)

Definiciéon 2.29. La funcion de verdad de la igualdad en un dominio M es
la funcién V— : M? — {0,1} definida de la siguiente manera:

1 si tl = tg
0 caso contrario

V(b ts) = { (2.6)

La funcion de verdad para una relacion p en un dominio M es la funcion
V,: M™ — {0, 1} definida de la siguiente manera:

1 si (tl,tg,tg, ,tn) cp
0 caso contrario

Vo (t1,to, b3, ooy ty) = { (2.7)

Definicién 2.30. Sean M = (M, I) una estructura y A una asignacion sobre
M, la funcion evaluacion de formulas es la funcion
My Férm(L) — {0, 1} definida de la siguiente manera:

s Ma((tr = t2)) = Vo(Mua(ts), Ma(ta)).
» Myu(p(te, ta,ts, s tn)) = Vi) (Ma(ty), Ma(ts), Ma(ts), ..., Ma(ts)).

MR =V ={ § S e
» Sea F'= (G N H) entonces
R R LU
» Sea F=(GVH)
T Ll S
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» Sea F=(G— H)

0 si MA(G) =1y Ma(H)=0

1 caso contrario (2.11)

Ma(G — H) = V,(F) = {

» Sea ()G =F

1 si existe al menos un m € Mtal que Myp/m)(G) =1
0 caso contrario

Mal(30)6) = Va() - |
(2.12)
» Sea (Vo)G =F

1 si para todo m € Mtenemos Mg /m)(G) =1
0 caso contrario

Mau((V2)G) = Vi(F) {

(2.13)
(Cuando escribamos M a(F') leeremos “el valor de F en M respecto de A").
Si MA(F) = 1 escribiremos Ma = F, en el caso contrario escribiremos
MaFEF.

Observacién 2.11. Un forma mads resumida de la definicion anterior es:
dado una estructura M = (M, ) y una asignacion A en M entonces:

1. My | (t1 =t) siy solo si Ma(ty) = Ma(ts).

2. Ma = p(ty,te, ts, ..., t,) siy solo si
(MA(tl MA(tQ),MA(tg), ...,MA(tn)) S I(p).

),
A | (=F) siy solo si MpE(F
A E(FAG) siysolosiMal=F yMyEG.
AE(FVG) siysolosiMal=F o My | G.
My | (F = G) siy solo si MaEEF 0 My = G.
(

.\?.@39“%\95

4 (3x)F siy solo si existe al menos un a € M tal que

MA[:c/a] = F.
8. Ma = (Va)F siy solo si para todo a € M tenemos Mg /q) = F.
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Definicién 2.31. Sean M una estructura y A una asignacion en M diremos
que el par (M, A) es una realizacion de la formula F si Ms(F) =1 y lo
representaremos por M |= F (diremos que F se verifica en M respecto de
A).

Diremos que el par (M, A) es una realizacion del conjunto de formulas 3 si
para todo F' € ¥ tenemos My = F y denotaremos My = 3.

El par (M, A) no es una realizacion de la formula F si Ma(F) = 0 y lo
representaremos por MA%F (diremos que F no se verifica en M respecto de
A).

El par (M, A) no es una realizacion del conjunto de férmulas ¥ si existe
F € ¥ tal que M4(F) =0 y lo representaremos por ./\/lAjyéZ.

Definicién 2.32. Sean F' una formula y M = (M,I) una L-estructura
diremos que F es satisfacible en M si existe una asignacion A en M tal que
My = F. Si F no es satisfacible diremos que es insatisfacible.

Ejemplo 2.16. Sean M = (M,I) una L-estructura, + y % simbolos de
funciones binarias y > y < simbolos de predicados binarios.

La formula F = (x(0,z) = 0) es satisfacible, ya que para cualquier asignacion
A tenemos My = (%(0,2) = 0).

La formula F = (x(1,1) = 0) es insatisfible, no existe ninguna asignacion A
tal que My = (%(1,1) = 0).

Nos podemos preguntar si la formula F' = (Jy)p(3,y) es satisfacible en

M = (N, I) con I(p) = |(x,y). Si tomamos la asignacion A(x) = 12 vemos
que My = F, luego F es satisfacible.

Definicién 2.33. Una estructura M = (M, I) es un modelo para una for-
mula F si para toda asignacion A en M tenemos M = F y denotaremos
Una estructura M es un modelo para un conjunto de formulas 3 si para todo
F € ¥ tenemos M = F.

Ejemplo 2.17. La estructura M = (N, I) es un modelo para la formula
(0 =0) ya que para cualquier asignacion A tenemos

M4((0=0)) = Vo(MA(0), M4(0)) =1, por lo tanto =(0 = 0).

Veamos que la estructura M = (N, I) con I(c) = ¢ para cualquier constante
es un modelo para la formula (Vx) > (x,0).

Sea A una asignacion cualquiera. Por definicion My ((Vx) > (2,0)) =1 siy
solo si para todo n € N Mypp/n)(> (,0)) = 1.
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Por deﬁnicz’o’n MA[z/n] (Z (:L’, 0)) =1s Yy solo si VI(Z)(MA[x/n] (ZE), MA[z/n] (0))
si Yy solo si (Magg/m)(2), Magm)(0)) € I(>). Observemos que Alx/n|(y) € N
Y Majz/m) (0) = 0. Finalmente vemos que cualquier nimero natural es mayor
o0 igual que cero.

Lema 2.1. Sean L un lenguaje, t € Térm(L), F una formula de L y
M = (M, I) una estrucutra de L. Entonces:

1. M4(t) = Mp(t) silas asignaciones A y B coinciden sobre las variables
de t.

2. Ma(F) = Mpg(F) silas asignaciones A y B coinciden sobre las varia-
bles libres de F.

3. Si t no tiene variables entonces Ma(t) = Mpg(t) para cualesquieras
asignaciones A y B en M.

4. St F es una formula cerrada(es decir, sin variables libres) entonces
Mu(F) = Mg(F) para cualesquieras asignaciones A y B en M.

5. Sean xy,x9, 3, ..., T, variables libres de F. Entonces M(F) =1 para
toda asignacion A en M si y solo si

Mp (V1) (Vo) (Vas)...(Vx,)F) = 1 para toda asignacion B en M.

Demostracién. 1. Sean L un lenguaje, I una formula de L, M = (M, I)
una estructura de L y A y B asignaciones en M.
Si t es un término es, o bien una constante, o bien una variable o bien
una funcion.
Sit = ¢ con ¢ simbolo de constante entonces tenemos por una parte
Mu(t) = 1(t). Por otra parte tenemos Mg(t) = I(t) con esto se con-
cluye que Ma(t) = Mp(t) sit es un simbolo de constante.
Sit = x siendo x una variable entonces tenemos Ma(t) = A(t) y
Mpg(t) = B(t). Por hipdtesis A(t) = B(t).
Sit = f(t1,ta,t3,....,t,) €s una funcion entonces
MA<t) = ](f(MA(tl)v MA(t2)7 MA(t?))v ) MA<tTl))) Y
Mpg(t) = I(f(Mp(t1), Mp(t2), Mp(ts), ..., Mp(t,))) son iguales si
para todo 1 € {1,2,3,...,n} tenemos Ma(t;) = Mp(t;) sit; es una
variable o una constante ya ha sido demostrado y si es una funcion
acabard dependiendo en simbolos de constantes y variables. Por lo tan-

to Ma(t) = Mpg(t).
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2. Veamos por induccion sobre k que para toda formula F € P, C P
tenemos My (F) = Mp(F) siy A y B son asignaciones que coinciden
sobre las variables libres de F'F.

Sea F' € PBy. El conjunto Py es el conjunto de formulas atomicas, es
decir, no hay ningun cuantificador y por tanto cualquier variable de la
formula F es una variable libre, por consiguiente las asignaciones A y
B coinciden en todas las variables de F. Supongamos que la formula F
es de la forma (t; = tg). Sean x una variable cualquiera de t; oty y
A y B asignaciones que coinciden sobre las variables libres de F vemos
que A(x) = B(z) ya que x es una variable libre de F, por lo tanto las
asignaciones A y B coinciden en las variables de t; y ty. Aplicando el
apartado anterior vemos que My (t;) = Mp(t;) coni € 1,2.

Ahora veamos que Ma(F) = Mp(F).

Por el lema 2.11 vemos que M4 (F) =1 si y solo si Ma(t1) = Ma(tz2)
sty solo st Mp(t1) = Mp(ta) sty solo si Mp(F) = 1.

Veamos con un razonamiento similar que si la formula F es de la forma
p(ty,ta, ts, ..., t) con p predicado entonces Mu(F) = Mp(F) siy Ay
B son asignaciones que coinciden sobre las variables libres de F.

Al igual que antes F es una formula sin cuantificadores y por tan-
to sin variables libres, es decir, para toda variable x en F tenemos
A(x) = B(x). Si z una variable en t; con i € {1,2,3,...,n} enton-
ces también es una varible en F, por tanto las asignaciones A y B
coinciden sobre las variables de t; por el apartado anterior tenemos
Muau(t;) = Mp(t;) conie{1,2,3,...,n}.

Por definicion Mu(F) =1 si y solo si

(Ma(tr), Ma(tz), Malts), ..., Maltn)) € I(p) siy solo si

(Ma(tr), Ma(ta), Mal(ts),.... Ma(t,)) € 1(p) siy solo si Ma(f) =1.
Suponemos que para todo n < k tenemos My(F) = Mpg(F) con Ay
B asignaciones que coinciden en las variables libres de F' y F € P,.
Veamos que si F' € Py, entonces My(F) = Mp(F) con A y B asigna-
ciones que coinciden en las variables libres de F.

La férmula F puede ser de la forma (G AN H), (GV H), (G — H),
(G < H), (-G), (V)G o (3x)G, todos los casos se razonan de forma
similar; usaremos la definicion 2.30 , el hecho de que las asignaciones
A y B coinciden sobre las variables libres de F y la hipdtesis de in-
duccion. Solamente lo vamos a ver cuando F' es una formula del tipo
(-G) y (Vx)G. Si F es de la forma (—G) entonces Ma(F) =1 si y
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solo st M4(G) = 0. Por hipdtesis de induccion Ma(G) = 0 si y solo
Mp(G) =0 si y solo si Mp(F) = 1. Por tanto Ma(F) =1 si y solo
si Mp(F) = 0. Si F es de la forma (Yx)G entonces la variable z es
una variable ligada.

Por definicion My (F) =1 si y solo si para todo a € M

Maz/a)(G) =1, por otra parte tenemos también por la definicion 2.30
Mp(F) = 1 si y solo si para todo a € M Mppq(G) = 1. Vea-
mos que Alx/a] y Blz/a] coinciden en las variables libres de G. Sea
y una variable libre de G distinta de = entonces Alx/al(y) = A(y)
y Blzx/al(y) = B(y), la variable y también es una variable libre de
F entonces Alx/al(y) = Blz/al(y). Si la variable y es igual a la va-
riable x, sea una variable libre o no en G, tenemos Alxz/a)(y) = a y
Blz/a](y) = a por tanto Alz/al(y) = Blz/a](y), es decir las asigna-
ciones Alx/a| y Blz/a] coinciden sobre las variables libres de G. Por
hipdtesis de induccion Majzq)(G) =1 siy solo si Mczq(G) =1, por
lo tanto MA(F) =1 si y solo si Mp(F) = 1.

. Si t es un término sin variables libres entonces dos asignaciones A y
B cualquiera coinciden en las variables libres de t. Ahora aplicamos la
propiedad 1 de este teorema.

. 81 F es una sentencia no tiene variables libres, por lo tanto dos asigna-
ciones A y B cualquiera coinciden en las variables libres de F. Ahora
aplicamos la propiedad 2 de este teorema.

. Sea {x1, 29,23, ..., 2, } el conjunto de variables libres de una formula F.
Veamos por induccion sobre el numero de variables libres de F que si
para toda asignacion A en M tenemos My |= F entonces para toda
asignacion B en M tenemos Mpg((Vx1) (Vo) (Vas)...(Vz,)F) = 1.
Sean {x1} el conjunto de variables libres de F y A una asignacion en
M cualquiera. Veamos que si para toda asignacion B en M tenemos
Mp(F) =1 entonces Mu((Vx,)F) = 1.

Segiin la definicion 2.30 Mpg((Vx1)A) =1 si y solo si para todo a € M
Mz, 1q(F) = 1 y esto 4iltimo se cumple por hipdtesis.

Suponemos que para toda formula F con menos de n variables libres
T1, Lo, T3y ooy Ty Mp (V1) (Vo) (Vas)... (Vo) F) = 1.

Sea A una asignacion cualquiera veamos que
Ma((Vz1) (Vo) (Vas)...(Vz,) F) = 1.

Por la definicion 2.30 M 4((Vx1)(Vzy)(Vas)...(Vx,)F) = 1 si y solo si
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para todo a € M Mg, 1q)((V2o)(Vas)(Vas)...(Va,)F) = 1 y esto dltimo
se cumple por hipotesis de induccion.

Veamos ahora que si Mpg((Vxy)(Vas)(Vas)...(Vz,)F) = 1 para toda
asignacion B entonces Ma(F) =1 para toda asignacion A.

Suponemos ahora que F es una formula con n variables libres x1, xo, x3, ...

y que Mp((Vz1)(Vae)(Vas)...(Vx,)F) = 1 para cualquier asignacion C.

7x’fl

Sea A una asignacion cualquiera con A(z;) = b; para todoi € {1,2,3,...,n}.

Por hipdtesis M (V1) (Vae)(Vas)...(Va,)F) = 1, usando la definicion
2.80 n veces tenemos Mz, ja1][zs/as]fes fas]...[zn fan] (F) = 1 para todo

ai, a9, a3, ...,a, € M, en particular tenemos

M Afws fbu][a follws fba)... [ /0] (F) = 1. Las asignaciones A y
Alxy/by][xe/bo][x5/b3]...[xn /by] coinciden sobre las variables libres F,

luego M4 (F) = 1.

Definiciéon 2.34. Una férmula F es vdlida en M si para toda asignacion A
en M tenemos My |= F. Si F es vilida en M escribiremos M |= F, si no
es vdlida escribiremos M%F

Lema 2.2. Una formula F es vdlida si y solo si (—F) es insatisfacible.

Demostraciéon. Una formula F es vadlidad si y solo si M a(F) = 1 para toda
estructura M y toda asignacion A en M. Por definicion M(F) =1 si y
solo si Ms((—=F)) = 0, por lo tanto no eziste ningin par (M, A) tal que
Mu((=F)) =1, luego (—=F) es insatisfacible.

Lema 2.3. Si una formula F es vdlida entonces es satisfacible.

Demostracion. Sea M una estructura y A una asignacion en M. Como F
es valida entonces My (F) =1, luego F es satisfacible.

Lema 2.4. Sean F una sentencia(es decir, sin variables libres) y M = (M, I)

una L-estructura entonces la formula F es valida en M si y solo si F' es
satisfacible en M.

Demostracién. Probaremos que si una formula F' es valida en M entonces
F es satisfacible en M.

Por definicion F es satisfacible en M si existe una asignacion A tal que
My E F. La formula F es vdlida, entonces para cualquier asignacion B
tenemos Mp |= F, por tanto, para una asignacion A se cumple Mp = F,
luego F es satisfacible. Hemos visto que se cumple para cualquier formula,
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por tanto podemos deducir que se cumple también para una sentencia.
Veamos que si una sentencia F es vdalida en M entonces es satisfacible en
M.

Por ser F una formula vdlida en M existe una asignacion A tal que
Mu(F) = 1. Sea B una asignacion cualquiera. Por ser F una sentencia y
por el lema 2.1 entonces My(F) = Mg(F), por lo tanto Mpg(F) =1 para
toda asignacion B, luego F es satisfacible en M.

2.2. Sistema formal de la l6gica de primer or-
den.

Muchas definiciones vistas en la l6gica proposicional servirdan para esta
parte. Al igual que en la légica proposicional tendremos los conceptos de
teorema, demostracién y consecuencia logica sintactica entre otros. Si algin
concepto varia la definicién y fuera necesario lo definiremos.

Definicion 2.35. Dos formulas F y G en un lenguaje L son equivalentes si
para toda estructura M en L y toda asignacion A en M tenemos
MA(F) = M4(G).

Si F'y G son formulas equivalentes se representa por F =~ G o F = G.

Ejemplo 2.18. Veamos que (F < G) = (=((F — G) — (=(G — F))))
mediante una tabla de verdad. Esto lo podemos hacer porque una vez asig-
nados valores a las formulas F y G el valor de las formulas (F < G) y
(-((F = G) = (=(G = F))) tomarian el mismo valor que si fuesen formu-
las de la logica proposicional.

FIG|(F<G) [ (F=2G) [ (=(G=F)| -(F—=G) = (=(G—=F))) |
01]0]1 1 0 1
0]1]0 1 1 0
11010 0 0 0
1111 1 0 1

Las columnas 3 y 6 prueban (F <> G) = (-((F — G) — (=(G — F)))).

Ejemplo 2.19. Sea F una formula probemos que (3x)F ~ (—(Vx)(—F)).
Sean M una estructura y A una asignacion en M probaremos que
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Mu((=(Vz)(=F))) =1 si y solo si Ms((F2)F) =

Mu((=(Vz)(=F))) =1 si y solo si Ma((V) )) =0 si y solo si existe al
menos un a € M tal que M,/ ((—F)) = 0 si y solo si existe al menos un
a € M tal que Mapq(F) =1 siy solo si M (( x)F).

F)
(-

Al igual que en la légica proposicional utilizaremos axiomas que que so-
lo usen los conectores ¢ =" y ‘=" y el cuantificador V', esto es debido a los
ejemplos 2.18 y 2.19 y a lo visto en légica proposicional.

Definicion 2.36. Un sistema azxiomdtico de la logica proposicional viene
dado por los siquientes axiomas y reglas de inferencia.

Sean F, G, H formulas y t, u, v términos las siguientes formulas son axiomas
para este sistema axiomdtico:

1. azioma 1 (F — (G — F)).

- (G—H)— ((F—G)— (F— H))).

2. axioma 2 ((F
(=F) = (2G)) = (G = F).
(

4. axioma 4

(F
(
3. axioma 3 (
((Vx)F — Flt/x])(recordemos que [t/x] es libre en F).
(

Ra

azioma 5 (Vx)(F — G) — (F — (Vx)Q)) (siempre que x no sea una
variable libre de F).

6. azioma 6 (t =1).

7. azioma 7 ((t = u) — (u =1t)).

8. axioma 8 ((t =u) = (u=v) = (t =0))).
9

.azioma 9 ((t = u) — (Flt/z,t/y] — Flu/z,u/y]))(recordemos que
[t/z,t/y] y [u/x,u/y] son libres en F).

Y las dos reglas de inferencia son:
1. Modus Ponens.

2. (Generalizacion) Sea x una variable cualquiera entonces F infiere (V) F .
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Cuando usemos la regla de inferencia generalizacion para deducir una con-
secuencia logica sintactica de un conjunto > debemos hacerlo con variables
que no tengan ninguna apariciéon libre en ninguna férmula de . Veamoslo
con un ejemplo:

Sea ¥ = {(Jy)(y = z)} siendo y una variable entonces:

L. ¥+ (3y)(y = 2) ya que (Jy)(y = 2) € X.

2. ¥ F (My)(Jy)(y = z) por generalizacion(y no tiene ninguna aparacion
libre en la tnica férmula de 3, no podriamos usar la regla de genera-
lizacién para inferir (Vz)(3y)(y = z) ya que la variable z si tiene una
aparicion libre en una férmula de ).

Observaciéon 2.12. Todos los teoremas probados para la logica proposicional
son wvalidos para la logica de primer orden. Fsto se debe a que en la ldgica
proposicional se razona con axiomas y reglas de inferencia que también per-
tenecen al sistema formal de la logica de primer orden.

Observacién 2.13. Si F es un axioma entonces M s(F) =1 para cualquier
estructura M y cualquier asignacion A en M. Vamos a verlo con alguno de
ellos:

Tomemos el axioma (F — (G — F)). Por reduccion al absurdo veamos que
My(F - (G—F))=1.

Si MaA((F — (G — F))) =0 entonces Ma(F) =1y Ma((G — F)) =0.
Como MA((G — F)) =0 entonces Ma(F') = 0, por tanto absurdo.
Tomemos el axioma ((Vx)(F — G) — (F — (Vx)G)) donde la variable x no
tiene apariciones libres en la formula F.

Por reduccion al absurdo veamos que

Ma((Vz)(F = G) = (A — (V2)G))) = 1.

Si MA((V2)(F — G) = (F — (V2)G))) = 0 entonces

Mu((Vz)(F = G)) =1 y Ma((F — (V2)G)) = 0.

Por definicion Ma((Vx)(F — G)) =1 si para todo a € M

M (F — G) = 1 y esto dltimo se da siempre que no se cumplan de
forma simultaneas Mapz)q)(F) =1 y Majza(G) = 0.

Por otra parte si Ma((F — (Vx)G)) = 0 entonces Ma(F) =1y
M((Vx)G) = 0. La variable x no tiene aparaiciones libres en la formula F,
luego x es una variable ligada en F' y por tanto las asignaciones A y Alx/al
coinciden sobre las variables libres de F, por lo tanto

MU(F) = Mypq(F) = 1. Como Myp)q(F) =1 entonces Mazq)(G) = 1
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para todo a € M. Por otra parte tenemos Ma((Vx)G) = 0, luego existe
a € M tal que Majz/q)(G) = 0, por tanto absurdo.

Teorema 2.3. (De la Deduccién)Si X U{F} F G entonces ¥+ (F — G).

Demostracién. Como XU {F} = G entonces existe una demostracion
G1,Gs,Gs, ...,G, = G donde G; es un axioma, una féormula de ¥ U {F} o
ha sido obtenida mediante una regla de inferencia(modus pones o generaliza-
cion).

Veamos por induccion sobre la longitud de la demostracion que ¥+ (F — Q).
Sin =1 entonces Gy = G es un axioma o G € L{F}. Si G = F ya vimos
que G — G es un teorema de la logica proposicional y por tanto también es
un teorema de la logica de primer de orden. St G # F':

1. ¥+ (G — (F — G)) azioma 1.
2. ¥ F G ya que G es axioma o G € X.
3. Y (F—G)mp 1,2

Suponemos ahora que el teorema se cumple para cualquier demostracion con
una longitud menor que n. Si G es axioma o G € XU{F'} utilizamos la demos-

tracion anterior. Si G ha sido obtenido mediante modus ponens entonces exis-
ten G, y (G, — G) tales que SU{F}G,, y SU{F'} F (G, — G)(observemos
que m < n). Veamos que ¥+ G:

1. X(F — Gy,) por hipétesis de induccion.
2. ¥ F (F — (Gy, — G)) por hipétesis de induccion.

35F (F = (Gn = Q) = (F = Gpn) = (F = G))) azioma 2
(sustituyendo A por F, B por G,, y C por G).

4. L ((F = Gn) = (F— G)) mp 3,2.
5. XF(F—G) mp 4,1.

Si G ha sido obtenido por generalizacion entonces G es de la forma (Vx)H
donde x no es una variable en ninguna formula de ¥ U {F} ademds eziste
una demostracion menor que n que pruebe YU{F} F H. Veamos que ¥ F G:

1. ¥+ (F — H) por hipdtesis de induccion.

61



2. ¥ F (Vz)(F — H) generalizacion 1.

3. X F (V) (F — H) — (F — (Vo)H)) azioma 5(recordemos que x no
tiene apariciones libres en F, luego no es una variable libre de F).

4. X (F— (Vo)H) mp 3y 2.

Definicion 2.37. El conjunto X es inconsistente si existe una formula F tal
que X F y S F (=F).

El conjunto 3 es consistente si no es inconsistente.

Definicién 2.38. Una férmula F es consecuencia logica(semdntica) de un
conjunto de formulas X si todas las realizaciones de 3 son realizaciones del
conjunto unitario {F'} y denotaremos 3 = F.

St una formula F no es consecuencia logica de un conjunto de formulas X
escribiremos EJ;éF .

Definicién 2.39. Un conjunto de formulas X es completo si, para cualquier
férmula F, o F o (=F) pertenecen al conjunto .

Teorema 2.4. Si ¥+ F entonces ¥ |= F.

Demostracién. Veamos por induccion sobre la longitud de la demostracion
que st ¥ F F entonces ¥ |= F. Si la demostracion tiene un tdnico término
A, = F entonces F es un axioma o ' € X.

Si F es un axioma por el lema 2.13 sabemos que M 4(F') = 1 para cualquier
estructura M y cualquier asignacion A en M.

Si F € X. Sea (M, A) una realizacion tal que para todo x € X Ma(x) = 1.
Como F € ¥ entonces Mu(F) = 1.

Supongamos ahora que para toda sucesion con menos de n términos se cum-
ple el teorema.

Sea Ay, As, Az, ..., A, = F una demostracion de n términos veamos que
Y EF.

Si F es un azioma o F' € X es el mismo raonamiento que el caso base. Si no
es el caso entonces F' ha sido obtenido mediante modus ponens o generaliza-
cion.

Si F' ha sido obtenida mediante modus ponens entonces existen

A= (A; = F) yAj coni,j <n tales que, por hipdtesis de induccion
Ma((Aj = F)) =1y Ma(A)) =1, por lo tanto Ma(F) = 1.

Si F ha sido obtenida mediante generalizacion entonces F' es de la forma
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(Vz)G y existe A; = G con j < 1 tal que, por hipdtesis de induccion,
My(G) = 1. Por definicion Ma((Vo)G) = 1 si y solo si para todo a € M
Maz/a)(G) = 1. Recordemos que la variable x no tiene apariciones libres en
G, por tanto no es una variable libre en G, entonces las asignaciones A y
Alx/a] coinciden sobre las variables libres de G, luego

Ma(G) = Mapya)(G) = 1.

Teorema 2.5. Sea L un lenguaje de primer orden con una cantidad finita o
numerable de simbolos de funcion, relacion y constantes. Si existe una
L-estructura M y una asignacion A en M tal que Ma(z) =1 para todo

x € X entonces el conjunto de formulas ¥ es consistente.

Demostraciéon. Veamos que si existe un par (M, A) tal que Ma(x) = 1
para todo x € X entonces X es consistente. Para ello probaremos que si X
es inconsistente no existe ningin par (M, A) tal que Ma(x) =1 para todo
T € X.

Si Y fuera inconsistente existiria una formula F tal que ¥+ F y ¥ F (=F).
Por el teorema anterior ¥ = F y ¥ = (=F). Si existiera al menos un
par (M, A) tal que Ma(x) = 1 para todo x € X entonces M4(F) = 1 y
Ma((=F)) =1, lo cual es imposible. Por lo tanto si X es inconsistente no
eziste ningun par (M, A) tal que My(z) =1 para todo x € 3.

Lema 2.5. Sean L un lenguaje de primer orden con una cantidad finita o
contable de simbolos de funcion, relacion y constantes y X un conjunto con-
sistente de formulas de L, entonces ¥ estd contenido en un conjunto completo
consistente.

Demostracion. Como hemos visto en el teorema 1.6, si X consistente en-
tonces para cualquier formula F entonces SU{F'} o SU{(—F)} es consistente,
ya que st SU{F} y XU{(=F)} fueran inconsistentes llegariamos a una con-
tradiccion utilizando los axiomas 1, 2 y 8 de la logica de primer orden. Sea
Fy, Fy, Fy, ... la secuencia de los elementos del conjunto > podemos ampliarla
en el n-ésimo término con F, o (=F) (eligiendo siempre la formula con la
que obtendremos un nuevo conjunto consistente). Demostraremos el teorema
por induccion.

Definimos ¥ de la siguiente manera:

(2.14)

s Y U{F} si ¥ U {F}es consistente
"7 SU{(-F)} si ZU{(=F)}es consistente
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Definimos %, de la siguiente manera:

5 _ { Y1 U{F,} si X,_1 U {F,}si es consistente (2.15)

Yo U{(=F,)} si X1 U{(—F,)}es consistente

Sea Xt =X, veamos que X estd contenido en el conjunto completo ¥T.
Por definicion del conjunto ¥ vemos que ¥ C ¥y C X1 C Xp C ..X7T.
Y X es un conjunto completo, ya que para cualquier férmula F,, o bien
F, X, C X", obien (-F,) € X, C X7.

Veamos por induccion sobre n que X1 es consistente.

Para n = 0 veamos que Yy es consistente.

El conjunto ¥ es consiste segin el enunciado y hemos probado(en la demos-
tracion del teorema 1.6) que X U{Fy} o X U{(=Fp)} es consistente. Usando
la definicion de Xy concluimos que Yo es consistente (es consistente por que
hemos podido definirlo de tal manera que sea consistente).

Veamos que si X3, es consistente entonces Y,.1 es consistente.

El conjunto %, es consiste por hipdtesis y hemos probado(en la demostracion
del teorema 1.6) que ¥, U{F,11} 0 X, U{(=F,41)} es consistente. Usando
la definicion de ¥,11 concluimos que 3,1 es consistente (es consistente por
que hemos podido definirlo de tal manera que sea consistente).

Lema 2.6. Sean L un lenguaje de primer orden con una cantidad finita
o contable de simbolos de funcion, relacion y constantes y X un conjunto
consitente de formulas de L entonces existe una realizacion para 3.

Demostracion. Por el lema anterior podemos extender el conjunto ¥ a un
conjunto X% consistente y completo. Construimos una L-estructura

M = (M,I) y A una asignacion donde el dominio M es el conjunto de
todos los términos cerrados del lenguaje, es decir, términos sin variables.
Observemos que M es un conjunto numerable. Para la funcion I tenemos:

» [(c) = c si c es un simbolo de constante.

w [(f(ty,ta, ts, ..., tn)) = f(L(t1), I(ta), I(t3), ..., L(ts))) si fes una funcion
de aridad n y ti,ta,t3, ..., t, términos cerrados.

» Para un predicado p I1(p)((t1,ta,ts,....t,)) es verdad ((ty,ts2,ts,...,t,)
estan relacionados por 1(p)) si X & p(ty, ta, ts, ..., ty).

A partir de la estructura M vamos a definir la estructura M = (M, ).
Sean ty y ty términos definimos en el conjunto M la relacion binaria de

64



la siguiente manera: ~ (t1,t2)(habitualmente escribimos t; ~ ty) si y solo
si X2 F (t1 = t3)(por los axiomas 6,7 y 8 sabemos que es una relacion de
equivalencia en M).

Tomamos el cociente M = M/ ~ Veamos que M es un modelo para ¥t y
por tanto también para .

Veamos que M(z) = 1 si y solo si x € NF (solamente necesitamos probar
la implicacion indirecta). Sea F € P, C P una férmula de 3T veamos por
induccion sobre k que M(F) = 1.

Si k = 0 entonces F es una formula dtomica, es decir, F es (t; = t3) con t;
y to términos o F' es un predicado.

Supongamos que F es de la forma (t; = t3).

F e Xt siysolosi Xt E F siy solo sitia(es decir, la clase de ty es la clase
de ty) si y solo si M(t;) = M(ty) siy solo si M((t; =t3)) = 1.

Si F es un predicado ya hemos visto por construccion que se cumple.
Supongamos que para todo k < n se cumple el teorema, es decir, si

F € P, C P entonces M(F) = 1.

Sea F una formula de la forma (—G).

(-G) € X siy solo si G ¢ ST por ser X consistente, G ¢ Xt si solo
si XTHG si y solo si M(G) = 0 por hipdtesis de induccion. Por definicion
M(G) =0 siy solo si M((=G)) = 1.

Sea F una formula de la forma (G — H). Veamos que si F € X1 entonces
M(F)=1.

Por ser X un conjunto completo tenemos estas cuatro posibilidades:
» {G,H} CXT.
« {G,(-H)} CXF.
» {(-G),H} C XT.
- {(-G), (~H)} C T+,

Si {G,H} C ¥F entonces M(H) = 1 por hipétesis de induccion, luego
M(F) =1 por definicién.

Si {(=G)} € =+ entonces M(—G) = 1 por hipdtesis, luego M(G) = 1 y
M(F) =1.

Si {G,(=H),(G — H)} C X entonces X = H (usando modus ponens) y
Yt (=H), luego X1 es inconsistente, por lo tanto {G,(-H)}&X™.

Si F es de la forma (Vz)G veamos que G € ¥ :
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1. ¥ F (V2)G ya que (V)G € 7.
2. ¥+ ((Vo)G — Glz/x]) azioma 4.
3. T F Glx/z] mp 1,2.

Observemos que Glz/x] = G. Por ser ¥ completo entonces G € L1 o
(—G) € X*. Por ser X consistente G € ¥T. Para una asignacion A cual-
quiera tenemos M 4((V)G) siy solo si para todo a € M tenemos Mg /q(G)
y esto ultimo se cumple por hipotesis.

Hemos probado que M es modelo para ¥F, por lo tanto también es modelo
para 3.

Teorema 2.6. Sea L un lenguaje de primer orden con una cantidad finita
o contable de simbolos de constantes, funciones y predicados entonces: si
Y | F entonces X+ F.

Demostracion. St X es inconsistente entonces ¥ = F' para cualquier formu-
la F de la logica de primer orden(por el lema 1.5, que solo usa la definicion
de conjunto inconsistente y los axiomas 1,2 y 3).

Si ¥ es consistente entonces existe al menos una interpretacion (M, A) tal
que Ma(x) = 1 para todo v € ¥. Como ¥ = F entonces Ma(F) = 1,
por lo tanto Ma(—F) = 0. Es decir, no existe ningin par (M, B) tal que
Mp(z) =1 para todo x € S U{(=F)}, luego LU {(—F)} es inconsistente.
Por ser XU {(—=F)} inconsistente podremos deducir de €l cualquier formula,
por lo tanto si C es un axioma XU{(=F)} = C y XU{(=F)} F (=C). Veamos
que X F F.

1. X F ((=F) = (=C)) aplicando el teorema de la deduccion a
BU{(=F)} F (=0).

YE(((=F) = (2C)) = (C = F)) azioma 3.
YH(C —F)mp 1,2

Y+ C por ser C un axioma.

YXEF mp 3,4.
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Capitulo 3

Fundamentacion de las
Matematicas

Los matemdticos Zermelo(1871-1953) y Fraenkel(1891-1965) plantearon
una lista de axiomas que fundamentaron las matemdticas de manera que,
junto con el axioma de eleccion, se construyen todos los conceptos, resultados
y teoremas que se conocen de la matemdticas utilizando solamente la nocion
de conjunto como concepto primitivo no definido.

3.1. Sistema axiomatico de la teoria de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel.

La teoria de conjuntos se formaliza con el lenguaje L = {€} de primer
orden, siendo € un predicado binario(escribiremos x € y o x ¢ y en vez
de € (z,y) o (—=(€ (z,y)))). Distintos autores dan diferentes conjuntos de
axiomas de Zermelo-Fraenkel. Aqui escribiremos los azxiomas de Zermelo-
Fraenkel, ZF, segin el libro [3].

1. Azioma del conjunto vacio.
Eziste un conjunto () sin ningin elemento.

(3x)(Vu)(u & x).

2. Axioma de extensionalidad.
Si dos conjuntos tienen los mismos conjuntos como elementos entonces
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los dos conjuntos son iguales.

(V) (Vy) (Vu)((u € 2) «— (u € y)) = (z =y)).
Definimos el simbolo C de la siguiente manera:

(V) (vy)((z C y) «— (V2)((z € ) = (2 € 9))).

. Axioma de formacion de pares. Definimos el par no ordenado formado
por los conjuntos x e y(escrito habitualmente como {x,y}).

(V) (Vy) B2) (Vu) (v € 2) «— ((u =) V (z = y))).

. Azioma del conjunto potencia o axioma de las partes del conjunto.
Eziste un conjunto x que contiene a cualquier subconjunto de cualquier
conjunto.

(V) (Fy) (Vu)((u € y) +— (Vo) ((v € u) = (v € 2))).

A partir de ahora llamaremos conjunto de partes de un conjunto cual-
quiera X al conjunto P(X) cuyos elementos son los subconjuntos de
X.

(V) Fy)((y = P(2)) = (V2)((z € y) = (2 S 2))).

. Axioma del conjunto union.
Dado un conjunto x existe un conjunto cuyos elementos son los ele-
mentos de los elementos de x.

(V) 3y) (Vu) ((u € y) +— (Bv)((u € v) A (v € 2))).

Dado un conjunto x definimos el conjunto \Jx como la union de los
conjuntos pertenecientes al conjunto x:

(V2)(Vy)((y = Jz) <= (V2)((z € y) +— F)((t € 2) A (2 €1)))).
Por ejemplo U{z,y} = xUy.

. Axioma del infinito.
Este axioma garantiza la existencia de un conjunto con una cantidad
infinita de elementos.

(32)(Bu)((u € z) A (Vo)(v ¢ u)

u))
(Fv)((v e x) A (Vw)((w € v) +— ((w €
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7. Axioma de reemplazamiento.
Este axioma nos garantiza que la imagen de un conjunto por una fun-
cion definida a través de una formula es también un conjunto.

(Vq) (Vag)(Vas)...(Va,) (Vy) (B F (u, v, 21, 29, 23, ..., x,)) — (V2)(Ty)(Vo)((v € y) +—
(Fu)((u € ) A (F(u, v, 21,22, T3, ..., Tp)))))-

8. Azioma de reqularidad.
Este axioma impide que un conjunto pueda pertenecerse a si mismo y
ademds para para cualquier conjunto no vacio x existe un conjunto y
tal quey € x yx Ny = 0.

(V2)(Fu)(u € ) = (Fv)((v € ) A (Vw)(=((w € 2) A (w € v))))).

Definiciéon 3.1. De los axiomas de Zermelo-Fraenkel se deduce el esquema
axiomatico de separacion en el que para un predicado p tenemos:
(V2)(Fy)(V2)((z € y) «— ((z € 2) A p(2))).

El esquema axiomdtico de separacion permite concluir que los elementos de
un conjunto que cumplen una formula es también un conjunto.

Definimos el conjunto (\x como el conjunto cuyos elementos son los elemen-
tos de los elementos de x, es decir

N ={tlEy)(tey) Ay )}

La interseccion entre dos conjuntos X e Y la definimos como (\ Z donde Z =
{X, Y} (escribiremos XNY'). Laobtenciéndelesquemaaxiomaticodeseparaciénnonosdetendremosad

Lema 3.1. Si xg,x1, T2, ... son conjuntos entonces no se puede dar el caso
Zit1 € x; para todo n € N, es decir, no existe la cadena infinita
..To € X1 € Xg.

Demostracién. Supongamos que x = {x,|n € N} es un conjunto. Por el
arioma de regqularidad debe existir un x; € = tal que x; Nx = 0, mas para
todo i € N 2,41 € 2; Yy Tiy1 € T, luego x N x; # O para todo i € N. Por lo
tanto x = {x,|n € N} no es un conjunto.

Lema 3.2. Si x es un conjunto entonces {z} y x U {x} son conjuntos.

Demostracién. Si z es conjunto entonces por el axioma de formacion de
pares {x,x} es un conjunto y por el conjunto de extensionalidad {x,z} = {x},
luego {x} es un conjunto y finalmente por el axioma del conjunto union
concluimos que x U{z} es un conjunto.
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Definicion 3.2. Sea z un conjunto definimos el atomo como el conjunto {z}
y el par ordenado (z,y) como el conjunto {{z},{x,y}}.

Daremos una breve explicacion al hecho de que si x e y son conjuntos entonces
el par ordenado (x,y) también es un conjunto.

Como x e y son conjuntos entonces por el axioma de formacion de pares {x,y}
es un conjunto y por el arioma de las partes del conjunto P({x,y}) también
es un conjunto. Finalmente usamos el esquema axiomdtico de separacion para
concluir que (x,y) es un conjunto.

Lema 3.3. Si (x,y) y (¢/,y) son pares ordenados tales que (x,y) = (2',y)
entonces x =1’ ey =1y .

Demostracién. Si (z,y) y (2',y’) son pares ordenados tales que

(x,y) = (2/,y) entonces {{z},{x,y}} = {{«'}, {«',¥'}} y por el axioma de
extensionalidad {{x},{z,y}} = {{'}, {2/, v'}} si y solamente si, o bien

{a} ={2"} y{z,y} = {2", ¥}, o bien {z} ={o/, ¥/} y {z,y} = {'}.

Si x = y entonces (z,x) = {{z},{z,2}} = {{z},{z}} = {{z}}, lue-
go {{z}} = {«', {2, y/}}, por lo tanto el conjunto {{z'},{a’,y'}} tiene un
inico elemento, es decir {x'} = {2',y'} y por el axioma de extensionalidad
' =y y por consiguiente (x',z") = {{z'}}. Por el axzioma de extensionalidad
{{z}} = {{«'}} si y solo si {x} = {2'} y por el axioma de extensionalidad
una vez mas {x} = {x'} si y solo si x = x'.

Si x # y entonces el conjunto {{x},{x,y}} tiene dos elementos distintos.
Si {{z},{z,y}} = {{«'}, {2, y'}} entonces el conjunto {{z'},{z’,y'}} tie-
ne dos elementos distintos, luego ' # y'. Los conjuntos {x} y {x'} tie-
nen cada uno un unico elemento y los conjuntos {x,y} y {z',y'} tiene dos
elementos diferentes, luego {x} # {2',y'} v {x,y} # {2'}, por lo tanto si
{{z}, {z,yp} = {2} {2, v/} ) entonces {x} = {a'} y{z,y} = {2',y'}, usan-
do dos veces mas el axioma de extensionalidad obtenemos x = x' ey = 1/
para concluir que si (x,y) = (2',y') entonces x =2’ ey =1y'.

Definiciéon 3.3. Dados dos conjuntos X e Y definimos a partir de los pares
ordenados el conjunto producto cartesiano X XY como el conjunto cuyos
elementos son todos los pares ordenadores (x,y) tales que v € X ey €Y, es
decir X xY ={(z,y)|(r € X)AN (y € Y)}.

Veamos que el producto cartesiano X X Y es un conjunto. Por el axioma
de union X UY es un conjunto y usando dos veces el arioma del conjunto
potencia P(P(X UY)) es un conjunto. El conjunto X XY es un conjunto
formado por elementos de P(P(X UY')) que cumplen una cierta propiedad.
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Ejemplo 3.1. Sean X ={z} eY = {y} dos conjuntos.

Usando el azioma del conjunto union obtenemos el conjunto X UY = {z,y}
y por el axioma del conjunto potencia obtenemos el conjunto de partes
P(XUY) =A{0,{} {y}, {z,4}} v

P(P(XUY)) = {0.{0}, {{=}}, {{v}}, {{z. y}},

{0 A=} A0 Ayt A0 Az y} ), {ad {yd), {ad {z, ) {H{vd {= 01,

{0, {x}, {w}} {0, {o} {z, w3340, {w b {, v} ) {Hod {ud {31, P(XUY)}
El conjunto X xY C P(P(X UY)) es {{{z}, {z,y}}}.

Definicién 3.4. Una relacion(binaria) R en un conjunto A es subconjunto
de A x A. Si (x,y) € R escribiremos xRy y si (x,y) & R escribiremos xRy.
Una relacion R es reflexiva en un conjunto X si x Rx para todo x € X.

Una relacion R es simétrica en un conjunto X si para todo x,y € X tales
que xRy entonces yRx.

Una relacion R es antisimétrica en un conjunto X si para todo x,y € X tales
que xRy entonces yR.

Una relacion R es transitiva en un conjunto X si para todo x,y,z € X tales
que vRy e yRz entonces tRz.

Una relacion R es una relacion de equivalencia en un conjunto X si es refle-
xiva, simétrica y transitiva en X.

Una relacion R es una relacion de orden en un conjunto X si es reflexiva,
transitiva y antisimétrica.

Definicién 3.5. Una correspondencia F' entre los conjuntos X e Y es cual-
quier subconjunto FF C X x Y.

Definiciéon 3.6. Dados los conjuntos X e Y y una correspondencia

F C X XY definimos los conjuntos dominio de F(habitualmente escribiremos
dom(F) para referirnos al dominio de F) e imagen o rango de F(habitualmente
escribiremos im(F) para referirnos a la imagen de F) como sigue:

= dom(F) ={z € X|(Fy)((y € Y) A ((z,9) € F))}.
Veamos que dom(F) es un conjunto. Usando dos veces el axioma de
union tenemos JU F' siendo dom(F) =X N (UUF).
Por ejemplo si X = {xy, 22} y F = {{{z1},{x1,y}}} entonces

UF ={{z1} {z1,9}} y UUF = {21, 21,4}
Por lo tanto X N (UUF) = {x1} = dom(F).

= im(F) ={y € Y[(r)((x € X) A ((z,y) € F))}.
El conjunto imagen es un conjunto, pues es Y N (UUF).
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Definicién 3.7. Definimos el conjunto correspondencia inversa F de la si-
guiente manera:

Fl={(y,x) €Y x X|(z,y) € X xY}.

Diremos que una correspondecia F' es univoca si para cada v € X existe a
lo sumo un y € Y tal que (x,y) € F, es decir si (z,y),(x,z) € F entonces
Y=z

Si las correspondencia F y F~' son univocas entonces F es biunivoca.

Si el conjunto G es una correspondencia entre los conjuntos Y y Z definimos
la composicion de F y G como el conjunto

GoF ={(z,2)|F)(((z,y) € F) A ((y,2) € G))}.

Observemos que el conjunto Go F' es una correspondencia entre los conjuntos
Xy Z, ya que es un subconjunto de X x Z.

Definicién 3.8. Una funcion F entre dos conjuntos X e Y es una corres-
pondencia entre X e Y univoca cuyo dominio es el conjunto X y para cada
x € X existe un unicoy € Y tal que (z,y) € F.

Si (z,y) € F escribiremos F(x) = y.

Una funcion es inyectiva si para todo si para todo x,x’ € X tal que

F(z) = F(z2') se cumple x = 2.

Una funcion es sobreyectiva si para todoy € Y existe v € X tal que F(x) = y.
Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Observacién 3.1. Daremos una breve explicacion para mostrar que si F y
G son correspondencias entonces F~1 y G o F' son conjuntos.
Hemos definido F~ como

{u e P(PUUR)IEv)EFw)((u = (v,w)) A ((w,v) € F))}.

Como F es un conjunto entonces por el arioma de union JUF es un con-
junto y por el axioma del conjunto potencia P(P(UUF)), finalmente por el
esquema aziomdtico de separacién F~' es un conjunto.

Hemos definido G o F' como

{z € P(PUUEFUE)))|(Fu) (o) Bu) (1, v) € G)A((v,w) € F)A(z = (u,w)))}-

Como F y G son conjuntos entonces por el axioma union JU(F U G) es
un conjunto y por el axioma de partes P(P(UU(F U G))) es un conjunto,
finalmente por el esquema axiomdtico de separacion G o F' es un conjunto.
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3.2. Sistema de Peano y los ntimeros natura-
les.

Los axiomas de Peano nos van permitir la construccién de forma teérica
del conjunto de los nimeros naturales.
Un sistema de Peano es una terna (N, 0, 5) tal que:

1. 0 e N.

2. ((x e N) = (S(z) e N)).

3. (Va)(Vy)((S(z) = S(y)) = (z =y)).
4. (=(3x)(S(z) =0)).

5. Principio de induccion.
Para cada X C N tenemos
(((0 € X) A ((Vn)((n € X) = (S(n) € X)))) = (X =N)).

Observacién 3.2. La terna (N,0,5) es el par (N, (0,5)), es decir, la terna
(N,0,5) es el conjunto {{N}, {N, {{0},{0, S}}}}.

Lema 3.4. En un sistema de Peano cada elemento distinto de cero es un
sucesor y para cada elemento n tenemos S(n) # n.

Demostracion. Definimos el conjunto X formado por el cero y por todos
los sucesores de otros elementos, esto es

X={neN|(n=0)V(3m)((meN)A(n=S(m)))}

Puesto que X C N solo es necesario ver que se cumple el principio de in-
duccion. El elemento 0 € X y si tomamos un elemento de X también estd
su sucesor, puesto que los elementos de X(excluyendo el cero) son aquellos
elementos de N que son sucesor de otro. Por lo tanto X = N por el principio
de induccion.

Probaremos por el principio de induccion que S(n) # n para todo n € N.
Definimos Y como el conjunto {n € N|S(n) # n}.

El elemento 0 pertenece al conjunto Y ya que por el axioma 4 de Peano 0 no
es sucesor de ningun elemento y por consiguiente tampoco es sucesor de si
mismo.

Veamos que si m € Y entonces S(n) € Y. Para probar ésto ultimo basta
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probar que si S(n) # n entonces S(S(n)) # S(n).
El axioma (Vx)(Yy)((S(x) = S(y)) — (z = y)) prueba que si S(n) # n en-
tonces S(S(n)) # S(n).

Por el principio de induccion Y = N.
Teorema 3.1. Ezxiste al menos un sistema de Peano.

Demostracion. FEl axioma del infinito nos garantiza la existencia de un
conjunto I tal que ) € I y (Yn)((n € I) — (nU{n} € I)).

Como I es un conjunto entonces P(I) también lo es por el axioma de las
partes del conjunto. Usando el esquema azxiomdtico de separacion definimos
la familia de conjuntos F de la siguiente manera:

F={XCI|0eX)A(n)((neX)—=nU{n}eX)}

Definimos N=NF,0=0y S ={(n,m) € Nx Nm=nU{n}}.
Veamos que (N, 0,S) es un sistema de Peano:

1. ) e NF =N ya que para cualquier conjunto X de F tenemos ) € X .

2. Sean € N=NF. Usando las definiciones de F e I vemos que
VX)(X € F) = (nU{n} € X)) por lo tanto nU{n} € NF =N.

3. Veamos que si S(m) = S(n) entonces n =m. SimU{m} =nU {n}
entonces por el axioma de extensionalidad m € nU{n} yn € muU{m},
es decir, o bien m =m, o bien n € m ym € n.
El caso m € n yn € m no es factible, ya que por el lema 3.1 no se
puede dar el caso ..m € n € m € n.

4. El cero no es sucesor de ningun numero, ya que el sucesor de cualquier
nimero es un conjunto no vacio(S(n) =nU{n}).

5. Sea X CN. Veamos que si se cumple
(0e X)A (Vn)((n € X) — (S(n) € X))) entonces X = N.
Para ver que X =N solo hay que probar que N C X.
Por definicion del conjunto F N = N F es el conjunto tal que 0 € N
y si un elemento pertenece a N entonces su sucesor también lo esta.
Vemos que N C X, luego X = N.

El siguiente teorema junto con el corolario que lo sigue nos permitiran definir
de manera recursiva la suma y el producto en N.
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Teorema 3.2. (de Recursion). Sean (N,0,S) un sistema de Peano, E un
conjunto cualquiera y h : E — E una funcion. Entonces existe una unica

funcion f: N — E tal que f(0) =a y f(S(n)) = h(f(n)) para todo n € N.

Demostracién. Definimos el conjunto A cuyos elementos son las funciones
p tales que:

1. dom(p) C N yim(p) C E.
2. 0 € dom(p) y p(0) =
3. (Vn)((S(n) € N) = ((n € dom(p)) A (p(5(n)) = h(p(n))))).

Probaremos brevemente que A es un conjunto.

Como N y E son conjuntos entonces N x E también es un conjunto y por el
azioma de las partes del conjunto P(N x E) es un conjunto, finalmente por
el esquema axiomdtico de separacion A es un conjunto.

Veamos que para todo p,q € A yn € N si n € dom(p) N dom(q) entonces
p(n) =q(n).

Definimos el conjunto

X ={n e N|(Vp.q € A)[(n € dom(p) N dom(q)) — (p(n) = q(n))]}. Vemos
que 0 € X, ya que p,q € A y p(0) = q(0) =a. Sin € X, p,ge Ay
S(n) € dom(p) Ndom(q) entonces p(S(n)) = h(S(n)) ya que p € A, como
p(n) = q(n) tenemos p(S(n)) = h(p(n)) = h(q(n)) y finalmente tenemos
p(S(n)) = q(S(n)) debido a que ¢ € A. Vemos que si n € X entonces
S(n) € X y por el principio de induccion tenemos X = N.

Acabamos de probar que el conjunto A tiene a lo sumo un elemento. Puesto
que {(0,a)} € A podemos afirmar que A es distinto al conjunto vacio (.
Sea f =UA = {(n,w)|(Fp)((p € A) = ((n € dom(p)) A (p(n) = w)))}.
Si (n,w), (n, @) € f entonces por definicion de f existen p,q € A tales que
(u,w) € py (u, W) € qy porlo visto en el primer parrafo de la demostracion
p(u) = q(u), por lo tanto w = W, luego f es una funcion. Veamos que f € A:

1. dom(f) € (Udom(p)) con p € A, luego Udom(f) CN y
im(f) € (Uim(p)) conp € A, luego Uim(f) C E.

2. Para todo p € A tenemos 0 € dom(p) y p(0) = a, luego
0 € dom(f) y f(0) =

3. Tomamos n € N y S(n) € dom(f). Como S(n) € dom(f) existe p € A
tal que S(n) € dom(p),luego n € dom(p) y p(S(n)) = h(p(n)). Por lo
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tanto (S(n),h(p(n))) € f y p(n) = f(n) por definicion de f, luego
(V)((n € N) = ((n € dom(f)) A (f(S(n)) = ( (n)))))-

Veamos por el principio de induccion que dom(f) =

Como 0 € dom(p) para todop € Ay A # 0 entonces 0 € dom(f). Si
n € dom(f) entonces existe una funcion p € A con n € dom(p). Tomando
qg=pU{(S(n),h(p(n)))} € A vemos que S(n) € dom(q) C dom(f).

Luego dom(f) =N

Corolario 3.1. Para dos conjuntos cualesquiera Y y E y funciones
g:Y — E h:EXY — E existe una unica funcion f : NxY — E que

satisface f(0,y) = g(y) y f(S(n),y) = h(f(n,v),y).

Demostraciéon. Para cada y € Y definimos la funcion h, : E — E me-
diante la formula hy(w) = h(w,y). Por el teorema de recursion sabemos que
existe una unica funcion f, : N — E tal que f,(0) = g(y) y

Jy(S(n)) = hy(fy(n)) = h(fy(n),y).

Sea f(n,y) = fy(n) veamos que f(0,y) = g(y) y f(S(n),y) = h(f(n,y),y).
Por definion f(0,y) = f,(0) y f3(0) = g(y), luego f(0,y) = g(y).

Por definicion f(S(n),y) = f,(S(n)) vy

fy(S(n)) = hy(fy(n)) = h(fy(n),y) = h(f(n,y),y), luego

f(5(n),y) = h(f(n,y),y).

Lema 3.5. Si existen dos sistemas de Peano (Ni,01,S57) y (Na,09,.55) en-
tonces existe una biyeccion 11 : Ny — Ny tal que I1(01) = 05 y

I1(S1(n)) = Se(Il(n)) para todo n € Ny, es decir, los sistemas de Peano son
unicos salvo isomorfismos.

Demostracién. Por el teorema de recursion en (Np,0q,57) con E = Ny,
=0y h = Sy sabemos que existe una unica funcion 11 que satisface

[1(0;) = 0y y II(S1(n)) = SoIl(n) para todo n € Ny. Veamos ahora que

IT es una funcion sobreyectiva e inyectiva.

Veamos que la funcion Il es sobreyectiva:

Como T1(0;) = 0y entonces 0o € II[Ny|. Si m € II[Ny| entonces existe

n € Ny tal que I1(n) = m, luego Sa(I1(n)) = Sa(m) = I1(S1(n)), por lo tanto

Sa(m) € II[Ny]. Aplicando el principio de induccion obtenemos II[N;] = Na.

Veamos que la funcion Il es inyectiva:

Sea X = {(n € Ny)|(Vm)((m € Ny) = ((II(m) = T(n)) = (m = n)))}.

Veamos que 0, € X y sin € X entonces Si(n) € X.

Veamos que 0, € X:
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m, luego

Sea m # 01, por el lema 3.4 existe m € Ny tal que Si(h) =
) = 1(01) = 0y

II(m) = II(Si (1)) = Sa(Il(m)) # 05. Por lo tanto si II(m
entonces m = 0; y 0; € X.

Veamos que sin € X entonces S1(n) € X:

Probaremos que sin € X yIl(m) = H(Sl (n)) entonces m = Sy(n).

Por hipétesis II(m) = II(S1(n)) = So(Il(n)) # 02, por lo tanto m # 0.
Por el lema 3.4 sabemos que existe m € Ny tal que Sl(A) = m. Como
[(m) = T1(S: () = S3(Il(m)) y Tl(m) = T1(S1(n)) = S5(l(n)) por hipdte-
sis entonces So(I1(1h)) = Sa(Il(n)), luego (1) = I1(n ) por lo tanto 1 =n
ya que n € X y finalmente vemos que m = Sy(m) = S1(n). Por el principio
de induccion concluimos que X = Nj.

3.3. Suma y producto de los nimeros natu-
rales.

Definicién 3.9. Definimos la suma en N como la funcion +: N x N — N
tal que +(n,0) = 0 para todo n € N y +(n,S(m)) = S(+(n,m)) para todo
(n,m) e N xN.

Veamos que existe la funcion suma. Sea g1 : N — N la funcion identidad
y h1 : Nx N — N la funcion que a cada par (z,n) le corresponde S(z), es
decir hy = {((z,n),w) € (N x N) x Njw = 5(z)}.

El corolario 3.1 nos garantiza que existe una unica funcion fi : NxN — N
tal que f1(0,n) = gi(n) y f1(S(m),n) = hi(fi(m,n),n).

Finalmente definimos la funcion suma de la siguiente manera:

+ = {((n,m), w)|((m,n), w) € f1}.

Definicién 3.10. Definimos la funcion producto en N como la funcion

* : N x N — N tal que %(n,0) =0 para todon € N y

*(n, S(m)) = +(x(n,m),n).

Veamos que la funcion producto estd bien definida.

Sean go : N x {0} — N una funcion tal que g2(n) = 0 para todo n € N y hy
la funcion suma.

El corolario 3.1 nos garantiza que existe una unica funcion fo : NxN — N

tal que f2(07n) = 92( ) Y f2( ( )7 ) = h2<f2(man)’n)'
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Finalmente definimos la funcion multiplicacion de la siguiente manera:

x = {((n,m),w)|((m,n),w) € fo}.

Escribiremos n +m y n % m en lugar de +(n,m) y *(n,m).
De la definicion de suma obtenemos las dos siguientes propiedades (S1) y

(52):
1. (S1) n+0=n.
2. (S2) n+ S(m) = S(n+m).

De la definicion de producto obtenemos las dos siguientes propiedades (P1)
y (P2):

1. (P1) n*0=0.
2. (P2) nxS(m) = (n*xm)+n.

Teorema 3.3. (Asociatividad) La funcion suma es asociativa, es decir,
para todo m,n, k € N se cumple (n+m) +k =n+ (m+ k).

Demostracion. Lo demostraremos utilizando el principio de induccion.
Fijados m y n en N definimos el conjunto
X={keN|(m+n)+k=n+(m+k)}. Para k =0 tenemos
(n+m)+0=n+m=n+(m+0), luego 0 € X.

Veamos que (n 4+ m) + S(k) = n + (m + S(k)) asumiendo que para un k se
cumple (n+m) +k=n+(m+k).

Por la propiedad (S2) de la suma tenemos (n+m)+S(k) = S((n+m)+k),
como (n+m)+k=n+ (m+k) entonces S((n+m)+k) =Sn+ (m+k))
y otra vez por la propiedad (S2) de la suma tenemos
Sn+(m+k)=n+Sm+k)=n+ (n+ Sk)).

Por el principio de induccion X = N.
Lema 3.6. Para todo natural n se cumple 0 +n = n.

Demostracion. Lo demostraremos utilizando el principio de induccion, para
ello definimos el conjunto

X ={n e N|0+n =0}.

El elemento 0 pertenece a X por la propiedad (S1) de la suma, es decir se
cumple 0 4+ 0 = 0.
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Veamos que si 0 +n = n entonces 0 + S(n) = S(n). Por la propiedad (S2)
de la suma vemos que 0+ S(n) = S(0 4+ n), como 0 +n = n entonces
S(0+n) = S(n), luego 0+ S(n) =S(n) ySn) € X.

Por el principio de induccion X = N.
Lema 3.7. Para todo m,n € N se cumple n+ S(m) = S(n) + m.

Demostracion. Demostraremos el lema utilizando el principio de induccion.
Fijando n en N definimos el conjunto X = {m € Njn + S(m) = S(n) +m}.
El elemento 0 pertenece al conjunto X ya que por la propiedad (S2) de la
suma se cumple n 4+ S(0) = S(n +0) y por la propiedad (S1) de la suma
S(n+0)=S(n)=S5(n)+0.

Veamos que si existe m € N tal que n+ S(m) = S(n) + m entonces
n+S(S(m)) = S(n)+ S(m).

Por la propiedad (S2) de la suma n+ S(S(m)) = S(n+ S(m)), como
n+S(m) = S(n)+m entonces S(n+S(m)) = S(S(m)+n) y por la propiedad
(52) de la suma S(S(m) +n) = S(m) + S(n), luego

n+ S(S(m)) = S(n)+ S(m), por consiguiente S(m) € N.

Utilizando el principio de induccion se concluye X = N.

Teorema 3.4. La funcion suma es conmutativa, es decir n+m = m + n.

Demostracion. Demostraremos el teorema utilizando el principio de induc-
cion.

Fijado un n en N y definimos el conjunto X = {m € N|n +m = m + n}.
Por el lema 3.6 el elemento 0 pertenece a X.

Veamos que si n+m = m+ n entonces n+ S(m) = S(m) + n.

Por la propiedad (S2) de la suma n+ S(m) = S(n+ m), como

n+m = m+n entonces S(n +m) = S(m+n) y por la propiedad (S2) de
la suma S(m +n) =m + S(n). Aplicando el lema 3.7 vemos que

m+ S(n) = S(m)+n, concluyendo n+ S(m) = S(m) +n y S(m) € X.
Por el principio de induccion X = N.

Denotaremos por 1 al elemento S(0) y observemos que S(n) =n+ 1, ya que
por la propiedad (P2) obtenemos n + S(0) = S(n + 0) y por la propiedad
(P1) n+0=n, luego n+ 1 = S(n).

Lema 3.8. Para todon € N se tiene 0 xn = 0.

Demostracion. Probaremos el lema utilizando el principio de induccion.
Definimos el conjunto X = {n € N|jn %0 = 0}. Para n = 0 basta aplicar la
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propiedad (P1) del producto y ver que 0 %0 = 0.

Veamos que si 0 xn = 0 entonces 0% S(n) = 0.

Por la propiedad (P2) del producto 0« S(n) = (0%n)+ 0, como 0xn =0
entonces

(0%n)+0=040 y por el lema 3.6 04+0 = 0, luego 0xS(n) =0y S(n) € X.
Por el principio de induccion X = N.

Teorema 3.5. La funcion producto es distributiva por la derecha, es decir,
para todo n,m,k € N se cumple (n+m) xk = (n*k)+ (m*k).

Demostraciéon. Demostraremos el teorema usando el principio de induc-
cion.

Fijados dos elementos de N n y m definimos el conjunto
X={keN|n+m)xk=nxk)+ (mx*k)}.

Para k = 0 vemos que (n+m)xk = 0 por la propiedad (P2), por otra parte,
por la propiedad (P1) del producto n*0 =0 ym*0=0 y por (S1) 040 =0,
luego (n+m)xk=0= (nxk)+ (m=*k),es decir 0 € X.

Veamos que si (n+m)xk = (n*k)+ (mx*k) entonces

(n+m)* S(k) = (nxS(k)) + (m* S(k)).

Por (P2) vemos que (n+m)* S(k) = (n+m)xk+ (n+m).

Como (n+m)xk = (nx*xk)+ (mxk) entonces
(n+m)xk+n+m)=(nxk)+ (mx*xk))+ (n+m).

Por las propiedades asociativa y conmutativa de la suma

(nxk)+ (mxk))+(n+m)=(nxk)+n)+ ((m*xk)+m).

Usando la propiedad (P2) del producto obtenemos

(nxk)+n)+ ((m*xk)+m)=(n=*Sk))+ (m=*S(k)) concluyendo
(n+m)*S(k)=(nxSk))+ (m=Sk)) ySk)eX.

Por el principio de induccion X = N.

Teorema 3.6. La funcion multiplicacion es distributiva respecto de la suma,
es decir, para todo n,m,k € N se cumple nx (m + k) = (n*m) + (n* k).

Demostracion. Probaremos el teorema usando el principio de induccion.
Fijados dos elementos de N n y m definimos el conjunto

X ={keNnx(m+k)=(n*xm)+ (nxk)}. El elemento 0 pertenece al
conjunto X ya que por la propiedad (S1) de la suma n* (m+0) =n*xm y
nxm=(nxm)+0=(nxm)+ (nx0), luego nx (m+0) = (nxm)+ (n*0).
Veamos que sinx (m+ k) = (nxm)+ (nx*k) entonces

n* (m+ S(k)) = (nxm)+ (nxS(k)).
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Por la propiedad (S2) de la suma

nx(m+S(k)) =nxS(m+k)=(nx(m+k))+n. Como

nx(m+k) = (nxm)+(nxk) entonces (nx(m+k))+n = ((nxm)+(nxk))+n,
por el teorema de la asociatividad de la suma

((nxm)+ (nxk))+n=(nxm)+ ((n*xk)+n)y por la propiedad (P2) del
producto concluimos (nxm)+ ((nxk)+n) = (nxm)+ (nxS(k)) y S(k) € X.
Por el principio de induccion X = N.

Teorema 3.7. El producto tiene elemento unidad, siendo este el elemento
1, es decir, para todo n € N se cumplenx1=mn=1x%n.

Demostracién. Por la propiedad (P2) del producto vemos que
n*1=(n*0)+n y porla propiedad (P1) del producto (n*0)+mn =0+ n.
Por el lema 3.6 0+n =n, luego nx1 = n.

Utilizaremos el principio de induccion para probar 1xn = n para todon € N.
Definimos el conjunto X = {n € N|1xn =n}.

El elemento 0 pertenece al conjunto X por la propiedad (P1) del producto.
Veamos que si 1 *n =n entonces 1 x S(n) = S(n).

Recordando que S(n) = n + 1 vemos que 1 x S(n) = 1% (n+1). Por la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma tenemos
1x(n+1)=(1%*n)+ (1%1). Por otra parte hemos probado que (n*1) =1
para todon € N, luego 1x1 = y por consiguiente (1xn)+ (1x1) = (1xn)+1.
Como 1xn =n entonces (1xn)+1=n+1=95(n) y1xS(n) =S5(n), luego
S(n) € N.

Por el principio de induccion X = N.

Lema 3.9. La funcion multiplicacion es asociativa, es decir, para todo
m,n,k € N se cumple nx (m*k) = (n*xm)x*k.

Demostracion. Probaremos el lema utilizando el principio de induccion.
Fijados ny m en N definimos el conjunto X = {k € N|nx(mxk) = (nxm)*k}.
El elemento O pertenece al conjunto X ya que por la propiedad (P1) del pro-
ducto obtenemos nx (m*0) =nx0=0= (n*xm)*0.

Veamos que sinx(mxk) = (nxm)x*xk entonces nx(mxS(k)) = (nxm)=S(k).
Por la propiedad (P2) del producto n* (m* S(k)) =nx* ((mxk)+m) y por
la propiedad distributiva del producto respecto de la suma obtenemos
nx((mxk)+m)=n*x(mxk))+ (nxm). Comonx(mxk)=(n*xm)x*k
entonces (nx(mx*k))+ (nxm) = ((nxm)*xk)+(nxm) y por la propiedad (P2)
del producto ((n*m)xk)+ (nxm) = (nxm)* S(k). Finalmente concluimos
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que nx (mx* S(k)) = (nxm)=*S(k) y S(k) € X.
Por el principio de induccion X = N.

Lema 3.10. La funcion multiplicacion es conmutativa, es decir para todo
n,m € N se cumple nxm =m *xm.

Demostraciéon. Demostraremos el teorema utlizando el principio de induc-
cion.

Fijamos n € N y definimos el conjunto X = {m € Ninxm = m*n}. El
elemento O pertenece al conjunto X ya que por la propiedad (P1) del producto
y por el lema 3.8 se cumple nx0 =0 =0x*n.

Veamos que sinxm = mx*n entonces nxS(m) = S(m)*n y por consiguiente
S(m) € X.

Usando la propiedad del producto (P2) vemos que nxS(m) = (nxm)+n. Co-
mo nxm = mxn entonces (nxm)+n = (m*n)+n. En el teorema 3.7 hemos
probado 1xn = n, luego (m+*n)+n = (mx*n)+ (1xn) y usando la propiedad
distributiva por la derecha concluimos (m*n)+(1xn) = (m+1)xn = S(m)*n
y S(m) € N.

Por el principio de induccion X = N.

El par (N, +) es un semigrupo conmutativo con elemento neutro 0 debido
a las propiedades asociativa y conmutativa de la suma junto con la propiedad
(S1) de la suma.
La terna (N, +, %) es un semianillo conmutativo con elemento unidad por las
propiedades distributivas, asociativa y conmutativa del producto y la existen-
cia de elemento unidad.

3.4. Ordenacion de los nimeros naturales.

Definicién 3.11. Definimos la relacion menor que < como el conjunto
{(n,m) e NxN|@p)(((p € N)A (n+p=m))A(p#0))}
y la relacion menor o igual que < como el conjunto
{(n,m) e NxN|Ep)((p € N) A (n+p=m))}.

Lema 3.11. (Propiedad cancelativa de la suma.) Para todo
m,n,p € N si m+n=m+p entonces n = p.
Sim # 0 entonces m +n # 0.
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Demostracién. Para probar que m +n = m + p implica n = p probaremos
que n # p implica m+n # m+p. Para ello fijamos n,p € N tales que n # p
y definimos el conjunto S, , = {k € N|k +n # k + p}.

El elemento 0 € S, , ya que 0+n=n#p=0+p, luego 0 +n # 0+ p.
Veamos que si k € S, , entonces S(k) € Sy .

Por la propiead conmutativa de la suma S(k)+n = n+S(k) y por la propiedad
(S2) de la suma n+ S(k) = S(n+ k). Por hipétesis de induccion y por ser S
una funcion inyectiva S(n + k) # S(p+ k) y otra vez por la propiedad (S2)
de la suma y por conmutatividad S(p+ k) = p+ S(k), luego

S(k) +n # S(k) + p, por lo tanto S(k) € S,,. Aplicando el azioma de
induccion de Peano concluimos que S, , = N.

Probamos ahora que si m # 0 entonces m +n # 0.

Como m # 0 sabemos por el lema 3.4 que existe m' tal que S(m') = m.
Por la propiedad conmutativa de la suma tenemos m +n = n + m, como
m = S(m’') entonces n+ m = n+ S(m'). Por la propiedad (S2) de la suma
n+S(m') = S(n+m'). El axioma 4 de Peano nos garantiza que el elemento
0 no es ningin sucesor, luego 0 # S(n + m') concluyendo asi que si m # 0
entonces m +n # 0.

La propiedad cancelativa de la suma es fundamental en la demostracion
del siguiente lema.

Lema 3.12. El orden en N es total, es decir, para todo m,n € N solamente
una de las siguientes afirmaciones es vailida:

1. m<n.
2. m=n.
3. n<m.

Demostraciéon. Veamos que sim <n on < m entonces no se puede dar el
caso m =n.

Sim < n entonces existe un p # 0 en N tal que m + p = n. Por otra parte
n=n+4+0, luego m+p=n-+0. S5im=mn por la propiedad cancelativa de la
suma obtendriamos p = 0, lo cual es absurdo.

Razonando de forma similar vemos que si n < m entonces no se puede dar
el caso m =n.

Sin < m entonces existe un p # 0 en N tal que n + p = m. Por otra parte
m=m+0, luego n+p=m+0. Si m =n por la propiedad cancelativa de
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la suma obtendriamos p = 0, lo cual es absurdo.

Veamos que si m < n entonces no se puede dar el caso n < m.

Sim <n yn<m entonces existenp 0 yp' #0 en N tales que m+p =n
yn-+p =m. Porlo tanto (m+ p) + p' = m. Por la propiedad asociativa de
la suma m+ (p+p') =m. Como m=m-+0 entonces m+ (p+p)=m+0
y por la propiedad cancelativa de la suma vemos que p+p' = 0. En el lema
3.11 hemos probado que si p # 0 entonces p+p' # 0, luego p =0, lo cual es
absurdo.

Para demostrar que necesariamente se cumple una de las tres condiciones
fijamos un m € N y definimos el conjunto

Xpm={neNn<m,m<nom=n}.

Probaremos que 0 € X,,,. Para m = 0 tomamos la igualdad O = 0 para probar
que 0 € X,,, y si m # 0 entonces 0 +m = m, por lo tanto 0 < m.

Veamos que sin € X,, entonces S(n) € X,,.

Como n € X,, entonces, o bien n < m, o bien m <n, o bien n = m.

Sim = n entonces S(m) = S(n), luego S(n) = m + 1, por lo tanto existe
p# 0 en N tal que m+p = S(n), es decir m < S(n) y S(n) € X,,.

Sim < n entonces existe p # 0 en N tal que m+p = n, luego S(n) = S(m+p)
y por la propiedad (S2) de la suma S(m + p) = m + S(p), por lo tanto
m+ S(p) = S(n). Como S(p) # 0 entonces m < S(n).

Sin < m entonces existe p # 0 en N tal que n +p = m, como p # 0
entonces existe p' tal que S(p') = p. Por lo tanto n + S(p') = m y por
la propiedad (S2) de la suma n + S(p') = S(n + p'). Por conmutatividad
Sn+p)=Sp +n)=p +Sn)=m. Sip =0 entonces S(n) = m y si
P # 0 entonces S(n) < m, en ambos casos S(n) € X,,.

Finalmente concluimos por el principio de induccion que X,, = N.

Lema 3.13. (Propiedad transitividad.) Dados m,n,p € N tales que
m<nyn<p entonces m < p.

Demostracién. Sim < n yn < p entonces existen py # 0 y ps # 0 en N
tales que m+py =n yn+ps = p, luego (m+p1) +p2 = p y por la propiedad
asociativa de la suma m + (p1 + p2) = p. Si p1 + p2 = 0 entonces p; = 0, por
lo tanto py + ps # 0, concluyendo asi que m < p.

Lema 3.14. Dados m,n,p € N entonces m <n si y solo sim+p <n—+ p.

Demostraciéon. Veamos que si m < n entonces m +p < n + p.
Como m < n entonces existe p1 # 0 en N tal que m + p; = n, por lo tanto
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n+p=(m+ p1) + p. Por asociatividad y conmutatividad
(m+p1)+p=(m+p)+pi, luegon+p=(m+p)+ pi, es decir
m+p<n—+p.

Veamos que si m +p < n+ p entonces m < n.

Como m+p < n+p entonces existe p1 # 0 en N tal que (m~+p)+p, =n+p.
Por asociatividad y conmutatividad (m + p) + p1 = (m + p1) + p, luego
(m+p1) +p =n+p. Por la propiedad cancelativa de la suma concluimos
que m+p; = n, es decir m < n.

Lema 3.15. Sean m,n,p € N con p # 0 entonces m < n si y solo si
mx*xp < mnx*p.

Demostracién. Para probar que si m < n entonces m xp < n x p fijamos
m,n € N tales que m < n y definimos el conjunto

Z={peNmxp<nxp}U{0}.

El elemento 0 pertenece a Z. Recordando que S(0) =1, mx1l=m ynxl=n
obtenemos que m*1 =m <n=mnx1.

Veamos que si p € Z entonces S(p) € Z.

Por la propiedad (P2) del producto obtenemos m % S(p) = (m * p) +m. Por
el lema anterior y por hipétesis (m * p) +m < (n * p) + m.

Por la propiedad conmutativa de la suma (n *p)+m = m+ (nxp), por el
lema anterior como m < n entonces m+ (nxp) <n+ (n*xp) = (n*p)+n.
Finalmente por transitividad probamos m x S(p) < (n*p) +n = nx S(p).
Por el axioma de induccion se concluye que Z = N.

Para demostrar que si m *p < n*p entonces m < n probaremos que si no
se cumple que m < n entonces no se cumplira m *p < n * p.

Si no se cumple m < n entonces, bien m = n, bien n < m.

Sim =n entonces m*p = mnx*p, luego no se cumple mxp < n * p.

Sin < m entonces hemos demostrado que n *p < m *p, luego no se cumple
mxp <nx*p.

Teorema 3.8. (Teorema del buen orden). Sea S un subconjunto no va-
cito de N entonces existe m € S tal que m < n para todon € S.

Demostracién. Sea A = {n € m| si m < n entonces m ¢ S}.
Veamos que A # N. Si A = N entonces S C A, es decir si u € S entonces
u € A. Por otra parte u < S(u) y u € S y por definicion del conjunto A
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vemos que S(u) ¢ A.

Veamos que A # (). El elemento 0 es un elemento de A ya que no existe
m € S tal que m < 0.

Por el axioma de induccion existe r € A tal que S(r) ¢ A.

Como r € A entonces no existe ningin m € S tal que m < S(r), por otra
parte como S(r) ¢ A entonces existe algin m € S tal que m < S(r), lo que
implica que r € S. Finalmente concluimos que r € SN A y para todo p < r

pES.

Definicién 3.12. Sea S un conjunto no vacio de N llamamos elemento mi-
nimo de S al elemento m € S tal que m < n para todo n € S. FEscribimos
min(S) para denotar al minimo del conjunto S.

Si todos los subconjuntos no vacios de un conjunto tienen elemento minimo
diremos que ese conjunto es un conjunto bien ordenado. Observemos que N
es un conjunto bien ordenado.

Teorema 3.9. (Principio fuerte de induccion.) El conjunto S =N es
el unico subconjunto de N que satisface la siquiente propiedad:

“Para cadan € N, si todo numero natural menor que n pertenece a S entonces
nes’”

Demostraciéon. Supongamos que existe un subconjunto S de N tal que S # N
que satisface la propiedad entrecomillada.

Como S C N y S # N entonces existe un elemento x € N tal que

x & S(x es un elemeto que pertenece al complementario de S). Por lo tanto
el complementario de S es un conjunto no vacio y por el teorema del buen
orden dicho conjunto tendrd un minimo m tal que todo elemento n € S
cumple n < m, luego m € S por la propiedad entrecomillada, lo que es una
contradiccion.

Teorema 3.10. (Division de nimeros naturales.) Sean m,n € N tal
que n # 0 entonces existen dos elementos q,r € N tales que m =n*xq+r
con r < n. Los elementos q y r que verifican m = n *x q + r son unicos y
se denominan, respectivamente, cociente y resto de la division euclidea de m
entre n.

Demostracion. Fijamos un nimero natural n tal que n # 0 y definimos el
conjunto M, = {m € N| existen q y r que cumplen m =n*xq—+r yr <n}.
El elemeto 0 € M,,, ya que tomando ¢ =0 yr =0 comprobamos que
0xn+0=0y0<n.
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Veamos que si m € M, entonces S(m) € M,. Como S(m) =m+1 entonces
S(m) =nx*xq+ (r+1) =, es decir S(m) = nxq+ S(r). Es necesario que
S(r) < n para que S(m) € M,.

Si S(r) < n entonces hemos probado que S(m) € M,. En el caso contrario,
bien S(r) = n, bien n < S(r).

Si S(r) = n entnoces S(m) = nxq+ S(r) = nxq+n, utilizando la ezxistencia
de elemento unidad en el producto y la propiedad distributiva por la izquierda
obtenemos S(m) =nx*(g+1) =nx*S(q) + 0, luego S(m) € M,

El caso n < S(r) no puede darse ya que no existe n € N tal que r < n y
n<r+4 1.

Por el axioma de induccion M, = N.

Para demostrar que el cociente y el resto de m entre n son unicos supondremos
que no lo son, es decir, supondremos que q1,q2,m1 Y 7o Son numeros naturales
tales quem =nxq +7r;, m=nx*xqa+1re, 1 <N Yry < N.

Comom =mnxq +1r ym=mn*qs+ 7y entonces n*q, +1r, = n*qs + ro.
Si no se cumple vy = ro entonces, o bien r1 < ry, 0 bien ro < ri. Suponemos
que 1 < 19, es decir, existe un p # 0 en N tal que r + p = ry, luego
nxq+11 = nxqe+(r1+p), por conmutatividad y por la propiedad cancelativa
de la suman*q =n%*qs+p. Como p # 0 entonces n * qa < n* q, luego

q2 < qq por el lema 3.15, por consiguiente S(q2) < qi.

Si S(q2) < q1 entonces por el lema 3.15 S(q2) *xn < q1 *n y por el lema 3.1/
S(qa)*xn+r <q *xn—+r.

Por otra parte S(qz) *n+1r1 = (@2 + 1) *n+71r = (g2 *n+n) + 1, luego
(Gexn+mn)+r <q*n+r=q*n-+ry, es decir

(gaxn—+n)+r1 = (@*n)+(n+r1) < gexn—+ry. Porellema 3.14 n+ry <1y
y finalmente vemos que n < n + ry < ry contradice la propiedad ry < n.

Si S(q2) = q1 entonces gu +1 = qq, es decirnx (g + 1) + 11 = n* gy + 13.
Por la propiedad distributiva del producto y la propiedad cancelativa de la
suma deducimos n+1ry = 1, luego n < 1o, lo que contradice ro < n, es decir
KT = Ta.

Como r1 = ry entonces por la propiedad cancelativa de la suma aplicada a
la igualdad n x g + 11 = n % g + 1o obtenemos nx q = n * qz. Si @1 < Qo
entonces existe un p # 0 en N tal que q1 + p = qo, luego

n¥q =nxqy = nx(q+p) =nxq +nx*p. Porla propiedad cancelativa de la
suma 0 = n*p, comon # 0 entonces p =0, lo cual es absurdo. Permutando
los papeles de q, y qo comprobamos que no se cumple qa < q1 concluyendo

que q1 = q2.
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