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Si el pundonoroso militar descansa de todas las penalida-
des de la guerra cuando la patria reconocida cifie con coro-
nas sug sienes victoriosas; y si el apurado marino se olvida
de todas las fatigas y riesgos que corri6 en la mar en dias de
borrasca cuando halla el deseado puerto salvador, también
siente dilatarse el corazon y experimenta una satisfaccion
inmensa el que ha seguido una carrera, en la cual hay, sin
duda, combates que sostener y riesgos que correr, cuando
las ciencias le conceden un asiento respetable en su templo
y ennoblecen su cabeza colocando sobre ella la borla de
Doctor. :

Pero, imponiendo el vigente reglamento de ensefianza 4
los que aspiran 4 la honra insigne del Doctorado, el deber
ineludible de pronunciar una oracién académica sobre un
punto, elegido libremente en el ancho y rico campo de la
ciencia, incimbeme, sefiores, cumplir este deber.

No ha sido, ciertamente, la menor dificultad con que he
tenido que luchar, la de elegir el tema 4 que habia de consa-
grar mi ultima tarea escolar. £/ estudio analitico-grdfico de
las corrientes alternas simples y polifdisicas, por el que
senti predileccion, tiene para mi la ventaja'de que, pertene-
ciendo 4 las ciencias fisicas, reclama constantemente el au-
xilio de las exactas.

Mas no creais, sefiores, que satisfecho de mi mismo, y
confiado en mis escasas fuerzas, me arroje yo 4 la arena lle-
no de esperanzas. Porque, si siempre he procurado ser juez
severo ¢ imparcial de mis merecimientos, nunca me han pa-
recido tan escasos como en estos solemnes momentos. Entro
pues en materia confiado en vuestra indulgencia, en aquella
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indulgencia que acompaiia siempre el saber, y que es hija de
la ilustracién verdadera.

PL AN

Para el mejor desarrollo de la tesis propuesta, he creido
conveniente dividir este trabajo en tres partes:

La primera tratara del estudio analitico de las corrientes
alternativas simples.

La segunda se ocupara del estudio grafico de las mismas.

La tercera abarcara simultineamente el estudio analitico
y gréfico de las corrientes polifasicas.
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PRIMERA PARTE

Estudio analitico de las corrientes alternativas simples.

@). GENERALIDADES

1). Consideremos un cuadro formado por una 6 varias
espiras, por una circular para mayor simplicidad, girando
con movimiento uniforme alrededor de uno de sus diametros,
én un campo también uniforme, y vamos 4 ver, que la co-
rriente que este circuito recorra debida 4 los fenémenos de
induccién, es de naturaleza tal, que cambia el sentido de su
circulacion, es decir, que es alterna 6 alternativa.

Sean (Fig. 1), ab la proyeccién del cir-
cuito en una posicién que forma un angu-
lo « con la posicién horizontal AB; O la
proyeccién del eje de rotacién, y supon-
gamos que las lineas de fuerza del campo
tengan la direcciéon que indican las fle-

7 chas y que el movimiento se verifique en
l l 1 sentido contrario de las agujas de un re-

loj. Si %: @ es la velocidad angular

supuesta constante, el dngulo descrito al
cabo de un tiempo 7 contado desde l1a po-
sicién AB serd o = at y el flujo magnético que pase por el
circuito en dicha posicién, procedente del campo en que esta

colocado, serd el mismo que el que pasa por su proyeccién
AB, es decir,

Fig. 1.2

INE=2S B cos o

siendo S la superficie del circuito, N el flujo magnético que
VVA. BHSC. LEG.69-2 14225
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lo atraviesa y F la intensidad del campo magnético en que
el circuito se mueve.

Durante el tiempo df que sigue 4 #, el circuito habra des-
crito un angulo infinitamente pequefio d, y el flujo que an-
tes era N habra disminuido en una cantidad dN, y por causa "
de esta variacién de flujo, se habrd producido una fuerza
electromotriz de induccién, cuyo valor serd dado por las
expresiones:

19 = —ﬁ — FSa sen at = FSa sen o = FS sen «. ks
dat dat

6 bien por las

E:FSasen%.t=FSascn21ut.
en las cuales T representa el periodo de la corriente, es
decir, la duracién de una revolucion completa de la espira 6
circuito, y 7 la frecuencia 6 sea el ntimero de periodos por
segundo.

Como se ve por las anteriores expresiones, la fuerza
electromotriz de induccién viene dada en funcién del tiempo,
y, por tanto, para conocer las variaciones de dicha fuerza
electromotriz con las dél tiempo, es decir, para determinar
la naturaleza de la misma, convendra discutir la ecuacién
que la representa. :

2). Discusion de la ecuacion, E -= FSa sen at.

Empezaremos por el valor at = 0, correspondiente al
tiempo cero.

Para este valor el seno se anula, y, por tanto, nula serd
también la fuerza electromotriz.

Si, o = at = 90°, que corresponde al tiempo, ¢ = e el

valor de la fuerza electromotriz, sera designandolo por E,.

Eie=iESa:
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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Si o = at = 180°, correspondiente 4 ¢ = %, el valor de

E se reduce otra vez 4 cero.
Sia = at = 270°, dngulo que formara el circuito al cabo

3l
del tiempo # = i el valor de E, ser4,

E,= —FSa

y por tltimo, volverd 4 anularse para el valor o = 360°.

Como se observa por lo dicho anteriormente, esta fuerza
electromotriz va tomando valores positivos y crecientes &
partir de cero, hasta llegar al valor maximo positivo
E, = FSa; disminuye después hasta llegar 4 anularse al cabo
de un semi-periodo, y, 4 partir de este tiempo, vuelve 4
tomar valores crecientes, pero negativos, hasta llegar 4 un
valor maximo, igual en valor absoluto, pero de signo con-
trario al que tomé al cabo del tiempo ¢z = ;4I‘~, volviendo
segunda vez 4 anularse al finalizar el periodo.

Esta fuerza electromotriz producida por la variacién del
flujo magnético cortado por el circuito, dard origen en el
mismo 4 una corriente de induccién, cuyo valor, supouniendo
despreciable la auto-induccion, y llamando R la resistencia
del circuito, serda dado por la expresion

~ BSagsenal s B senat
3 R o R

por la cual vemos, que la intensidad de la corriente inducida
viene definida por una funcién en todo semejante 4 la que
definia la tuerza electromotriz de induccion, y que tendrd,
por tanto, como aquélla, valores maximos, nuios y cambios
de signo, cambios que se traducirdn por inversiéon en el sen-
tido de circulacion de la corriente, la cual serd, por lo tanto,
alternativa.
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b) ESTUDIO DE ALGUNAS CANTIDADES QUE INTERESA CONOCER
EN TODA CORRIENTE ALTERNATIVA.

1). Intensidad y fuerza electromotris medias.

Si designamos por ¢ la cantidad de electricidad que atra-
viesa el circuito durante un semi-periodo, esta cantidad ten-
drd por valor, el dado por la expresion

3

- E., [= B 2
g=|[ 27dt==" a e ol e
/0 R sen at. dt R b

0

Si dividimos, pues, esta total cantidad por el tiempo

2 )
tendremos la corriente media, que serd, designdndola
POLZ

m

m[q

Do

E
=—. _—Ro—:% .I1=0,64 . I préxima-

In=~

w\r—]‘a
|
::]:l [..Q

mente.

Por la expresién anterior vemos que la corriente media
es proximamente las 64 centésimas de la maxima.

De un modo andlogo se hallaria la fuerza electromotriz
media, que designdandola por e, nos daria

2
em = ?Eo = 0,64 . E,.
2). Potencia media en civcuito sin auto-induccion.

Consideremos un circuito de resistencia R desprovisto de
auto-induccion, en el cual exista tina tensién alternativa.

e = E, sen at.
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Este circuito sera recorrido por una corriente alterna
SR
7 — ——sen al.
R

La potencia de la corriente sera

: P by
y2 =/e1’dt :/D a T“ sen? at dt.

Para obtener pues la potencia media, bastara dividir el
; L : : 2
valor p, por el tiempo 7‘correspond1ente al semi-periodo.

Se tendrd para valor de dicha potencia, designdndolo por
pm, el siguiente

g

; %/Tlsen2 at. dt
pm = > SOV ‘@ sen? al. dt
T R= : S

s

a

Integrando por partes la expresion del segundo miembro,
se tiene:

e 3
a

i t cos at sen at 4
a 2 i) e BT G T i ==y
/, sen® at dt [2 o a ] 52

luego,
G ]Eni . a T 4 E‘C!h2
D S R 9 R

6, puesto que
B — Rl

se tendran para la potencia media las expresiones

EZ. R E

O SR Bl 2
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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3). Intensidad y fuerza electromotriz eficaces.

Si por medio de un galvanometro intentamos determinar
en un momento dado la intensidad de la corriente alterna,
nos encontraremos con que la aguja del mismo no marcara
desviacion alguna, debido 4 que el cuadro del aparato, al
ser atravesado por una corriente alterna, sobre todo si es de
corto periodo, recibe impulsiones iguales y contrarias.

En la imposibilidad de servirse de este instrumento, se ha
recurrido 4 otros fundados en la accion atractiva 6 repulsiva
de dos corrientes. Mas como la accion atractiva 6 repulsiva
de dos corrientes iguales es proporcional al cuadrado de la
intensidad de la corriente, tendremos que, para hallar la in-
tensidad por los procedimientos que se fundan en esta accion
mutua de dos corrientes iguales, habrd que empezar por
hallar el cuadrado medio, por ser variable la corriente, y
después extraer la raiz cuadrada de dicho cuadrado medio,
Esta raiz 'cuadrada del cuadrado medio ha recibido el nom-
bre de zntensidad eficaz de la corriente alterna, llamandose
asi, porque su valor es el que satisface 4 la ley de Joule.

Definido este factor importantisimo en el estudio de la
corriente alterna, vamos 4 determinar su valor en funcién
de la intensidad maxima.

Se tiene por definicion:

13 ™

/71'1 al il [TSen‘-’ at.dt
9 0

P s
LD b L 0 2
oy e e i -/ easens abidt
™ 3 T
0 5

a a

de donde, integrando por partes, se tiene para z'efﬂ, la ex-
presién

siendo, por tanto, la intensidad eficaz

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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7= —I~~ = 0,71. T pré6ximamente.

ef ,\/5
Andalogamente hallariamos para e, el valor

E

1
0
€, — = 0,71. E,.
V2
Si en la expresién que nos da el valor de z‘ef, ponemos en
vez de I su valor, se tiene,

expresion que nos dice que la intensidad eficaz viene dada
por la relacion de la fuerza electromotriz eficaz 4 la resis-
tencia.

En el numero anterior, al tratar de la potencia media,
obtuvimos para valor de la misma,

Bl E, 1
Pm = 5 AT T Sk
2 \/ 2 \/ 2
expresion que, teniendo en cuenta las anteriormente halla-
das, se transforma en

DPm = l'ef . ee/'

que nos dice que la potencia media en un circuito sin auto-
induccion es igual al producto de la intensidad eficaz, por la
fuerza electromotriz eficaz.

Fuerza electromotriz senoidal
en un circuito con resistencia y auto-induccion.

El caso que bajo el epigrafe «generalidades» tratamos

UVA. BHSC. LEG.69-2 nd225 .
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anteriormente, no puede presentarse en la prdctica, puesto
que, tanto el generador, como los aparatos de utilizacién,
etc., poseen un cierto coeficiente de auto-induccién, y por
tanto, ademads del flujo procedente del campo ajeno al cir-
cuito que se mueve en €l, serd atravesado dicho circuito por
el flujo debido & la auto-induccion.

Sipues, N’ es el flujo total que atraviesa el circuito en estas
condiciones, y L su coeficiente de auto-induccién, se tendra

N:=F.S. cosat -+ L¢

y la fuerza electromotriz producida por la variacion de este
flujo, sera

e di
E wFSasenat—LE—

siendo, por tanto, la corriente que recorra el circuito

i F.Sasenat—LZ—; . Eosenat—LZ—; o
R R
ecuacion que integrada, nos da;
S ita— ___131—_ sen (at — o) (1)
It \/ a* -+ b?
siendo ¢ definido por las relaciones,
sen?—————f—*; coso=—b—; tgu:i
Vato T e
6 bien por las
sen g = 7 2k ;cos';’:L—; tg9=—u—11
VR o212 VRif a1 b

(*) Laintegracion de la ecuacion (fl) la expondremos en una nota al final.

' UVA BHSC. LEG.69-2 n4225
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que sélo difieren de las anteriores por haber sustituido en
R
vez de b su valor T

Podemos dar 4 la expresién (1) distintas formas, pues si
en vez de a y b sustituimos sus valores, tendremos las ex-
presiones

o — —L sen (at — ¢)
VR“’—{—a‘ZL
Z— s i aBoils sy sen (at — 3)

., Ao L
Ve

y de esta ultima, por sencillas transformaciones, se saca la

e E,cos ¢

R sen (at — o) 2
ik : E, cos o
y observando que el valor maximo de 7, es —~—R—‘, podre -

mos, designando por I este valor mdximo, dar 4 la expresion
de la corriente la forma

7 = Lsen (at — ¢)

que es como se usa mas generalmente.
Si fijamos la atencion en el valor maximo que hemos ob-
tenido para 7 veremos, que dicho valor maximo, que hubiera
-

sido ﬁ", si el coeficiente de auto-induccién hubiese sido nulo,

es ahora menor por causa de la fuerza electromotriz de
auto-induccion, la cual, como lo demuestra claramente el
valor obtenido para I, ha producido el efecto de aumentar 4
la resistencia real, en una cantidad a L, que recibe el nom-
bre de rectancia de auto-induccidn. La rectancia es, como
se V€, funcién de @ y de L, y, como & su vez a depende de T,
se tendra que, para corrientes de alta frecuencia, la rectan-
cia serd el término predominante de la resistencia aparente
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d itmpedancia del circuito. Si damos 4 la resistencia aparen-
te 6 impedancia otra forma, poniéndola en funcién de la
constante de tiempo, en cuyd caso viene dada por la ex-
presion

RVitar

veremos que la impedancia depende esencialmente de la
constante de tiempo, y que, por tanto, puede muy bien no
producirse mas que un pequeflo incremento de la resisten-
cia con un gran coeficiente de auto-induccién, con tal que
la resistencia real sea considerable.

Volviendo 4 considerar el valor maximo de 7, nos encon-
tramos en el numerador de la fraccion que lo expresa con la
cantidad E, cos 9, la cual recibe el nombre de fuersa elec-
tromotriz efectiva mdxima, que vamos 4 probar resulta de
la combinacién de la fuerza electromotriz médaxima E; y de
la reaccién de auto-induccion.

En efecto, la fuerza electromotriz de auto-induccién que
tiene por valor

0 di
at
2 ! dai
serd, poniendo en vez de —p o Su valor sacado de la ex-
presion (2)
g E, cos o
e=—L —2—T gcos(at —=9) =
Tt @ cos (at — )
— E, g ¢ cos ¢ cos (at — ¢)
6 bien,

e = — E,sen ¢ cos (at — 4)

Ahora bien, la fuerza electromotriz de induccion hemos
visto que tiene por valor,

E = E, sen at

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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por tanto, la fuerza electromotriz efectiva serd, llamandola E,
12 =E—{—e=Eosenal—Eosen;cos(at—Q);
6 bien, por sencillas transformaciones,
E’ = E, cos ¢ sen (at — ),

cuyo valor maximo se vé claramente que es E, cos 3, segtin
se queria probar.

Si comparamos las variaciones que sufre la corriente con
el tiempo, con las variaciones andlogas de la fuerza electro-
motriz, veremos que los mdximos de aquella no coinciden
con los de ésta.

En efecto, si consideramos las expresiones

‘ E =E,sen at,

(e Eu
= Setilal o))

1= = T
| Ve ter

que dan el valor de la fuerza electromotriz y de la corriente
en un momento dado, notaremos que al valor maximo de la
fuerza electromotriz, no corresponde el maximo de la co-
rriente, pues la primera es maxima cuando

Como se vé, pues, el maximo de la corriente estd retra-
sado con relacion al de la fuerza electromotriz en la canti-
dad ¢, por cuya razén 4 este angulo se le llama dngulo de
retardo de la corriente sobre la fuerza electromotriz.

El tiempo que corresponde al retardo lo deduciremos

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225 2
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facilmente por la proporcion

e

4T

cinow

de donce se deduce para valor del tiempo del retardo

El valor de la intensidad eficaz en este caso serd

e saag
VT Yo VR
pero como
E,
g = C ofy
Vo
se tiene
leof = toelyfeigel sl Sy
\/R-.' + a* L2

que nos dice, que la relacién de la fuerza electromotriz 4 la
intensidad eficaz, es igual 4 la impedancia del circuito.

La potencia de la corriente 6 trabajo por segundo, medi-
da por el calor equivalente en que puede transformarse, es

DI=IR 727,
Poniendo en vez de zes, su valor dado por la (3), se tiene,

1E 1 R
. Pt 1)
1 E R

NN e

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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Como el tltimo factor es igual al coseno del angulo de
retardo, se tendr4,

P =ldef . Cer . COS 4;

expresién por la cual se vé que la potencia es funcién del
retardo; y como éste depende de 1a auto-induccioén, se dedu-
ce que la potencia serd variable con la auto-induccion, sien-

T
do nula cuando ¢ = v

Miximo de la potencia.

De la ecuacion (4)se deduce, poniendo en vez de I su valor,

£ RE; sk Es
P— Q(Rﬂ—*—a"’Li) T, 4 (R+ aﬂLz) .
7 R

()

El denominador de la tiltima expresion es una suma de dos
términos, cuyo producto es constante, y, por tanto, su valor .
minimo tendra lugar, cuando sus dos términos sean iguales,
es decir, cuando se verifique la condicion,

(R = a L, 6bien aRL = 1);

pero como se verifica que

aly
R

=1lg 9, seratgo=1 6 o= 45,

-6

la condicién de minimo del denominador, y, por consiguien-
te, la del maximo de la potencia, serd que el retardo
valga 45°.

Poniendo esta condicion de maximo en la (5), se tendr4,
para expresién en la potencia maxima

E;
Pm.v = W

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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Fuerza electromotriz senoidal en un circuito con
resistencia, capacidad y sin auto-induccion.

Consideremos un circuito recorrido por una corriente al-
terna originada por una fuerza electromotriz senoidal tal
como la E = E, sen af, y supongamos que el circuito tenga
intercalado un condensador de capacidad C, siendo nula la
auto-induccion y R la resistencia.

A primera vista parece como si el condensador produjese
la ruptura del circuito en el lugar en que se halla intercala-
do, pero no sucede asi, puesto que la electricidad positiva,
por ejemplo, que sale del generador, carga positivamente
una de las armaduras del condensador, esta armadura ejer-
ce influencia sobre la otra y repele la electricidad positiva,
de modo que en las dos partes en que el condensador separa
el circuito hay circulacién de electricidad positiva. En el
momento de invertirse la corriente en el generador, se des-
carga el condensador y vuelve 4 ser cargado en seatido
contrario.

Si designamos por V la diferencia de potenciales entre
las dos armaduras del condensador en un momento cual-
quiera #, la intensidad de la corriente que recorra el circuito
en aquel momento serd dada por la expresion

: E,senat —V
i oy mren (6).

Ahora bien, siendo Q la carga del condensador en el mo+#
mento en que la diferencia de potenciales es V, se tiene la
relacién muy conocida,

g =V,
que diferenciada da,
dQ— Cad VN
expresion de la carga que ha tomado el condensador en el

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225



s

tiempo dt, que sigue 4 £. ero esta carga en funcién de 7 sa-
bemos que es

a0 = 7241,
luego podremos escribir la relacién
G NE— 7 (7):

Si ahora diferenciamos, con relacién 4 ¢ la ecuacion (6),
tendremos,

di av
® FEEEA T e U X
R oF ancosnf. e

y de ésta y la (7), se sacard la

di Z
RH,—[—Enacosat e

6 bien

j vl ar :
Fz+RW=ancos at;

ecuacion que integrada nos da la expresion

go= —E—“—l— sen (af 4 o) 8),
VRt o
siendo ¢, dado por la relacion
1 .
Stnen

El valor maximo de la corriente serd,

I=— E, i
. \/R‘Z 1
"|" @ C?
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siendo el valor eficaz correspondiente,
E,
oo 1 e \/2 Gl Ee/' Eef
o = o ST i '
2 2 2
R—I_a‘-’C‘2 \/R+(¢‘3C'—’

Como se vé por la expresion (8), la capacidad interpuesta
en el circuito ha producido el efecto de sumar 4 la resisten-

1
cia real R, la cantidad — c que recibe el nombre de rec-

tancia de capacidad.

Lo mismo en este caso, que en el tratado anteriormente,
se observa, que los maximos de la corriente no coinciden
con los de la fuerza electromotriz: pero, asi como en aquél
la corriente iba en retardo con relaciéon 4 la fuerza electro-
motriz, en éste sucede todo lo contrario, como ahora proba-
remos.

En efecto, 1a tension alternativa llega al maximo cuando

10
V) d e
at 2 , 6 sea, cuando { = 3

El maximo de 7 se verifica cuando

=
ar + o= 57
6 bien, cuando
o I
b e D 1

Se ve, pues, que el maximo de la corriente se verificara
antes que el de la tensién, en una cantidad

Dy ]
T

por cuya razon, al angulo ¢, se'le llama dngulo de avance.
Los efectos de la capacidad son, pues, opuestos 4 los de la
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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auto-induccién, desde el punto de vista de 1a diferencia de
fases entre la corriente y la tension.

Si la capacidad es nula, la corriente se anula.

Si es infinita, la corriente se reduce 4 la

s By senut
= e
es decir, la misma que si el circuito tiene sélo resistencia.

Si fijamos la atencién en la formula (8), y la comparamos
con la andloga que obtuvimos en el caso del circuito con
auto-induccién, veremos que se puede pasar de un valor 4
otro con suma facilidad.

En efecto, si en la férmula

J= st b sen (at — g),

VR oL

ponemos en vez de a L la cantidad ( — ), como la tan-

1
aC
gente de v tiene por valor

oot
aCR

es decir, que ¢ y ¢, seran iguales y de signo contrario. Como,
por otra parte, las impedancias resultardn iguales por dicha
sustitucion, se vé, que podremos destruir el retardo de la
auto-induccion, combinando cenvenientemente una capa-
cidad.

C’). FUERZA ELECTROMOTRIZ EN CIRCUITO CON RESISTENCIA,
CAPACIDAD Y AUTO-INDUCCION.

Sea un circuito recorrido por una corriente alternativa
originada por la tension E = E, sen af, en el cual suponemos
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intercalada una capacidad C, siendo R la resistencia del
circuito y L su coeficiente de auto-induccion.

Teniendo en cuenta lo dicho hasta aqui, se vé con clari-
dad, que la ecuacién que liga las fuerzas electromotrices
serd

i
E, sen at——LW -V

72— N : 9)

Por otra parte, siendo Q la carga que toma el condensa-
dor, se tiene,

QO —CN:
Diferenciando estas tltimas expresiones y eliminando
d V, se tiene,

——1+R—+L dl

—E,a cos at =0,
6 bien

dz Ry e E,

o o e e
que integrada nos da la expresion

= B sen (at — 4'), (10)

V(o)

siendo ¢’ dado por la relacion

1
aL———aC

1g ¢ o ke sy

El valor de la intensidad eficaz serd, como en casos ante-
riores,

% Eer

I,.= —
\/R+(L =
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En este caso el circuito tiene una resistencia apatente
igual a ’

aC

pRE [ e

1 :
siendo (a L— T) lo que se llama rectancia general del

circuito. .
En el caso particular en que se tenga

1

i — aC o alC=1

la impedancia se reduce simplemente 4 la resistencia.

Sica s <@ alC habra avance de la corriente sobre la ten-
sion, y sia L > ,;1(; habra retardo.

Si determinamos las fuerzas electromotrices debidas 4 la
auto-induccién y 4 la capacidad, hallaremos, llamdndolas
eq y e respectivamente,

ea=—al E, cos (at —4'),
: I\
\/ R+ (eL-2¢)
o E, cos (at — '),

1
. \/R””(“L— a1C)2

que, como se ve, pueden ser superiores 4 la fuerza electro-
motriz senoidal E.
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SEGUNDA PARTE

Estudio grafico de las corrientes alternativas simples,
a). PRELIMINARES

Por todo cuanto llevamos expuesto en la primera parte
del trabajo, hemos podido observar que, tanto las tensiones
alternativas como las corrientes por ellas originadas, vienen
definidas por funciones senoidales del tiempo.

Vamos ahora 4 estudiar graficamente cuanto ya hemos
expuesto en la primera parte, y, para ello, empezaremos por
ver de que modos podremos representar estas funciones,
para que, con relativa sencillez y claridad, se puedan realizar
las construcciones que nos conduzcan al conocimiento de las
propiedades que, por otro medio, hemos determinado ante-
riormente.

Consideremos la fuerza electromotriz

e =E, sen at;

y vamos 4 ver como la representamos graficamente.

Para ello, si marchamos sobre
una recta con la velocidad @ supues-
ta rectificada, y en cada instante de

<zj'= 7 o tiempo levantamos una normal cu-
0 %\/ ¢ yovalor sea en unidades lineales, el
que tome la funcion «<E; sen af» para

ese tiempo determinado, tendremos,

uniendo los extremos de las norma-

les asi trazadas, una curva (Fg. 2), que sera la representa-
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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cion geométrica de la funcion periédica, y en la cual, OT es

el periodo de la funcién, E, la amplitud y % la abscisa co-
rrespondiente al cambio de sentido.
Consideremos ahora un vector OA = E,, que gire alrede-

dor del punto O con movimiento uniforme de velocidad

o 2=
angular a = T

en sentido inverso de las agujas de un

reloj; supongamos (Fig. 3), que en el
tiempo cero, estd el vector en coinci-
dencia con el eje Of, y que, al cabo de
un cierto tiempo #, tenga la posiciéon
OA. Si designamos por Oe la normal
en O aleje Of, y proyectamos el vec-
tor OA sobre esta normal, se tendr4,

Fig. 3.

OM = OA sen AOB = E, sen at,

es decir, que la proyeccién del vector rotatorio mide en cada
instante el valor de la funcién periodica, viniendo 4 ser, por
lo tanto, dicho vector rotatorio, la representacion cinematica
de la funcion senoidal.

Cuando la funcién senoidal sea de la forma

e = E, sen (at + 9),

su valor, en el instante en que 7 valga cero, serd determinado
por las proyecciones de los vectores OA, y OA,, que forman
con Of los dngulos de avance y retardo respectivamente.

En esta representacion cinematica, la amplitud de la fun-
cion y su fase vienen definidas por la longitud del vector y
por el angulo formado con la direccion fija OZ.

En general usaremos esta representacion por ser mas
clara y prestarse con mas facilidad 4 realizar las construc-
ciones necesarias en cada caso.

Vistos ya los modos de representacion de las funciones
senoidales, vamos 4 estudiar, antes de entrar en la conside-
racién grafica de los casos estudiados en la parte analitica,
lo referente 4 comparacién y composicion de funciones se-
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noidales, asi como también el modo de representar las deri-
vadas de una funcion senoidal, cuyos conocimientos son ne-
cesarios para hacer el estudio grafico que nos proponemos.

0). COMPARACION DE FUNCIONES SENOIDALES.

Sean las funciones

{ = E, sen at,
| = Blosen gt

Si E,=E’,, tendrdn las dos funciones la misma amplitud,
es decir, sus m4ximos y minimos en paralelas al eje de los
tiempos.

Si a=a’, los periodos seran idénticos, y, como los tiempos
empiezan en instantes diferentes, el periodo de e ird siempre
delante 6 siempre detras del de ¢’. La diferencia#’ —# 6 ¢ —1¢’,
representada por una longitud rectilinea en la representa-
cion geométrica y por una longitud de arco en la cinematica,
es lo que se llama diferencia de fase 6 decalage entre fun-
ciones del mismo periodo.

Las funciones senoidales son, en tal caso, de la forma,

o — Eysen ar,
e’ —E’ sena.(¢+¢)=E, sen(at—}—at”)—E’ sen (at + ¢);

donde ¢ es el angulo formado entre los dos vectores E/, y E/,.

¢). CoMPOSICION DE FUNCIONES SENOIDALES
DEL MISMO PERIODO.

Consideremos las fuerzas electromotrices del mismo pe-
riodo

(1) | ¢ =E, sen at,
| e =E" senlat+4¢)
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la resultante de estas tensiones serad,
e=e' +e’ = E;sen (at + q).
En efecto, si desarrollamos esta ultima expresién, se

tiene,

¢ =E, sen at cos ¢ 1 E, cos at sen ¢;
pero por las (11), resulta

e=FE',senat +E" sen (at 4 ¢')
= E’,sen at | E” sen at cos ¢’ — E’, cos a sen ¢’.

Identificando, se obtienen las ecuaciones
{ E,coso =E",+E’ cos ¢,
E,sen ¢ =E’;sen ¢/;
de las cuales se deducen las
Eui = E,n2 + E”Ui + 2 E,u E"u CQS 'f‘,)
perig i et
: E’, + E") cos ¢’

Por el sencillo cdlculo que precede se vé, que, si consi-
deramos dos vectores

0A =E/, OB = E,

que formen entre si el angulo
', la diagonal OC del parale-
l6gramo construido sobre OA

Fig. 4.» y OB (Fig. 4), representara la
tensién E,, resultante de las E', y E”,, puesto que se tienen
considerando la figura, las relaciones,

|

1

|

t

!
e
M

‘ OC =30 .08 20A OB cosyl,

' CM E’; sen ¢’
t tg COA = tg o SO B E G0y
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Como se ve, podemos, por esta sencilla construccion, deter-
minar la fuerza electromotriz maxima resultante y su dngulo
de retardo 6 avance, y por consecuencia, su fase.

Si hacemos girar alrededor del punto O el paralelégramo
OACB (Fig.5), las proyecciones Oa y Ob de OA y OB, repre-
sentaran en cada momento las fuerzas electromotrices e’ y ¢”
- respectivamente, y la proyeccién Oc de la resultante OC,
representard, para el mismo instante, la tensién e resultante
delas ¢’ y ¢”.

En el caso en que sean mas de dos las fuerzas electromo-

e trices que hayan de componerse,
se sigue el mismo procedimien-

| L Sondi e R ¢ to que el usado en Mecdnica para
o) hallar la resultante de varias

giesen 7 fuerzas concurrentes, y, de este
s /;’ modo, la fuerza electromotriz ma-
9. ~ xima resultante de todas las fuer-

. ot . zas electromotrices maximas que

se componen, sera representada
por el vector resultante de los
componentes, y su fase, por el angulo que forma dicho vector
con el eje Of. Proyectando en cualquier momento la resul-
tante hallada sobre el eje que hemos designado por Oe, se
tendra la fuerza electromotriz resultante correspondiente 4
‘dicho momento determinado.

Todo cuanto hemos dicho respecto 4 las fuerzas electro-
motrices, se aplica lo mismo 4 las corrientes, puesto que
éstas, también vienen definidas por funciones senoidales del
tiempo.

La composicion de funciones senoidales de periodos dife -
rentes tiene escasa importancia, y solo se emplea en algu-
nos casos en que hay entre los periodos alguna relacion de
frecuencia 6 pulsacién, por lo que, prescindiremos de su estu-
dio, pasando, para terminar estos epigrafes que pudiéra-
mos llamar preparatorios, al estudio de la forma de repre-
sentaciéon de las derivadas de las funciones senoidales,
estudio que lo aplicaremos 4 la funcién que representa la
intensidad de una corriente senoidal, porque sus derivadas

Fig. 5.0
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son las que mds se usan, por ser una de estas la que nos da
el valor de la fuerza electromotriz de auto-induccion.

d). DERIVADAS DE LA FUNCION SENOIDAL.

De la funcién
7 =T sen (at — 3),

se deduce
dr -
‘ = Iacos (at — ) =1asen (az_.er?),
Q7 . i
l dtr:—a-lscn(at —9)=a’lsen (at — 3 | 7).

Si, pues, OA (Fig. 6) es el vector que representa la intensi-
dad I, el cual forma con
Ot el angulo at — 4, el
vector OB igual en mag -
nitud 4 la cantidad a I,
que forma con OA el an-

T
....... A gulo - representard, al

proyectarse sobre Oe, la

at-g derivada primera de la

o z intensidad con relacién

al tiempo, y, del mismo

modo, el OC, igual en

&l magnitud 4 Ia?, que for-

ma con OA el angulo =,

A s representard al proyec-

tarse la derivada se
gunda.

Fig. 6.2 Vemos, pues, que da-

do el vector representativo de la intensidad maxima, nos

bastara trazar otro que tenga un dngulo de avance igual

SR

a %, para tener en direccién el representativo de la pri-
mera derivada, y otro que forme con el de la intensidad un
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angulo de avance igual & =, nos dard la direccién del que
representa la derivada segunda.

Visto ya por los parrafos que preceden, lo relativo 4 la
representacion y composicion de funciones senoidales, vamos
4 pasar al estudio grafico de cada uno de los casos que con-
sideramos en la parte analitica, y, aunque alli consideraba-
mos primero el caso de un circuito con resistencia y sin
auto-induccién, lo omitiremos aqui, porque basta con lo
dicho para formarse idea de €l.

¢). CIRCUITO CON RESISTENCIA, AUTO-INDUCCION
Y FUERZA ELECTROMOTRIZ ALTERNA.

Si construimos un tridngulo rec-
tangulo ABC (Fig.7), cuyos catetos
sean la rectancia y resistencia res-
pectivamente, la hipotenusa repre-
sentard la zmpedancia del circuito,
y el angulo 9, es tal, que
Fig. 7.2 oL

W R

Una representaciéon andloga se puede dar 4 las expre-
siones

=1V Rt

B, =1, VR faLr.

Si ahora representamos por el vector OA = E, la fuerza
electromotriz alterna que obra en el circuito y que da origen
4 la corriente, tendremos, que, en virtud de la férmula (1), el
vector representativo de la corriente deberd presentar un re-
tardo ¢ con relacion al OA, y podrd, por tanto, representarse
por OH (Fig. 8). Ahora bien, por la misma ecuacion se obser-
va que la fuerza electromotriz e, esla suma de dos fuerzas
electromotrices, la una RI que es la necesaria para vencer
la resistencia ohmica y puede representarse por OB = RI, y
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di :
la otra, L FTT que es igual 4 la fuerza electro-motriz cam-

biada de signo, y que podrd re-
presentarse, en virtud de lo di-
cho en el epigrafe anterior, por
el vector OC = ¢LlI, que forma
con OB un angulo de avance

i
7 .
Fig. 8 Siendo, pues, la fuerza elec-
tromotriz e resultante de las dos
fuerzas electromotrices mencionadas, OA sera la diagonal
del paralel6gramo construido sobre OB y OC.
En efecto, se tiene
AB al.l al

OB RI: &R

igual &4

tg g =

oA—Vap+ oB=1VR t oL,

de la cual, podemos deducir el valor de la intensidad maxima.
Proyectando en cada momento este paralelégramo sobre
Oe, tendremos en cada instante las fuerzas electromotrices
puestas en juego y la intensidad de la corriente.
La potencia de la corriente, que es

p= Cp Lyp COS G,
podra representarse, suponiendo trazada la figura anterior
con los valores eficaces, por el producto
D= OB tOH!

/). CIRCUITO CON RESISTENCIA, CAPACIDAD Y FUERZA
ELECTROMOTRIZ ALTERNA.

Siguiendo una marcha analoga 4 la del caso anterior, si
construimos un triangulo rectangulo ABC (Fig. 9), cuyos ca- -

; 1 :
tetos sean respectivamente R y ek la hipotenusa nos re-
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presentara la impedancia del circuito, siendo ¢, definido por
la relacion
AB 1

tg oy = — = ———.
: AC aCR

Si representamos ahora por el vec-

tor OA (Fig. 10), que forma con Of el

angulo at y cuya magnitud sea el va-

Fig. 9 lor maximo E, de la fuerza electromo-

triz alterna e = E, sen at, el vector de

la corriente, que debera formar un 4dngulo de avance g, con

relacion al OA, en virtud de la ecuacién (8), podrd ser re-
presentado por el vector OB.

Ahora, por la ecuacion

E,,senat:RI—{—%,
se ve, que la tensién e es resultante de dos; una la RI,
necesaria para vencer la resistencia ohmica, y la otra —Q-,

que es la fuerza electromotriz de la capacidad cambiada de
signo. ¥

La magnitud y sentido del vector de esta ultima, las ha-
llaremos por el sencillo cdlculo siguiente;

%:/%Z/Js&ﬁ:ﬁm: L

6 bien

(4
Q I ( T B
e e el O 2
ST L ) )
¥ /
que nos dice, que el vector que la R/ 4 /
represente, debe tener con relacién 9 s
7
4la corriente un retardoigual 4 Lé, ) i - 2
: e , t
; ; aC
y su valor igual 4 — .
aC Fig. 10
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El vector OA, serd la diagonal del paralelégramo cons-
truido sobre OB y OC.
En efecto, se verifica en la figura, que,

I
AR gacn

BYUCTOE T R W
B SO . 74 DI B = TR L
0A=VOB‘+-0(:*=1\/Rf+a2_1C;,

que nos da la intensidad maxima.
Si proyectamos sobre Oe, tendremos en cada momento
las fuerzas electromotrices que intervienen y la corriente.

Z). CIRCUITO CON RESISTENCIA, CAPACIDAD, AUTO-INDUCCION
Y FUERZA ELECTROMOTRIZ ALTERNA.

En este caso, podemos dar una representacién parecida
4 la que utilizamos en los parrafos anteriores, para ha-
llar 1a impedancia y la fuerza
electromotriz total.

En la (Fig. 11) tenemos un
cateto R, y el otro BC = BD
— CD, que siendo BD=aL
rectancia de auto-induccion, y

Ch. = il rectancia de ca-

ac Fig. 11
pacidad, tendrd por valor L
al. — —% ; y por tanto, la hipotenusa serd la impedancia.

a
El angulo ¢’ tendrd por valor

1
e
Wl e Rl

Representacion andloga podriamos hacer de las fuerzas
electromotrices, pero la omitiremos, pues, sélo basta, en la
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figura anterior, suponer multiplicadas todas las magnitudes
por L.
Sean, (Fig. 12), OA =E, y HO los vectores que repre-
senten la tension y la corriente respectivamente.
En virtud de la ecuacién
e (9) se tiene,

dr Q
a ///,, . Eusenat—RH—Ld—t—i——C,
A &, Y H  que nos dice, que la ten
?Q 2l B sion e, es resultado de tres,
la primera que representa-
o : remos por RI = OB; la se-
Gic gunda que, seglin hemos
visto, se puede representar
por OM=alLl con un avan-

1
241 =¢

ce igual 4 —g—, sobre la co-

I
aC

Fig. 12

rriente representada por OH; y la tercera por ON =

T
con un retardo de 5

Si, pues, OC representa la diferencia OM — ON, OA sera
la resultante de OB y OC..
Se tendrd, pues,

{
. ",_é]:%__aL—aC
vt e ey
e sy e

OA=\/ABz+OB‘=I\/R"—|—(aL—%),

que nos da la intensidad maxima.
El 4ngulo ¢" serd de avance sobre la corriente, cuando,
como en la figura, se tenga

1
s o
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y de retardo, cuando
AL .
agy
no habiendo retardo ni avance, cuando

1
al = ——,
aC
Proyectando, como en los casos anteriores, tendremos

conocidas las fuerzas electromotrices y la corriente en cada
momento.

Dicho ya cuanto nos habiamos propuesto acerca de las
corrientes alternativas simples, pasaremos al estudio de las
polifasicas. Aun cuando siguiendo el método propuesto de-
biéramos hacer este estudio separando las partes analitica
y grafica, vamos a tratarlas simultdineamente para no dar
excesiva y desusada extensién 4 nuestro trabajo.

——— - e e
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TERCERA PARTE

Corrientes polifasicas
DEFINICION

De un modo general, se¢ designa bajo el nombre de co-
rrientes polifdsicas, al sistema de varias corrientes alterna-
tivas del mismo periodo, pero cuyas fases presentan entre si
alguna diferencia. Las mas usadas en la prictica son las bi-
fasicas y trifdsicas que vamos 4 estudiar.

a) Corriente bifdsica. Consideremos una tensién alter-
nativa

e;— B,y sen:al,

€ imaginemos una segunda tension

e — Biisen (a/ — g)'
de la misma amplitud y periodo, pero cuya fase difiera de la
anterior en un cuarto de periodo.

Estas tensiones, obrando sobre dos circuitos, engendra-
ran dos corrientes alternas del mismo periodo, con amplitu-
des que estardn en razon inversa de las impedancias y con
fases que dependerdn de las constantes de tiempo de los dos
circuitos.

Si suponemos que dichas impedancias y constantes de
tiempo son iguales, las dos corrientes alternas producidas
por las citadas tensiones, seran de la misma amplitud y pe-
riodo, pero sus fases diferirdn exactamente en un cuarto de
periodo. .
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Este sistema formado por dos corrientes alternativas
producidas en dos circuitos por tensiones del mismo perio-
do y la misma amplitud, pero con fases que difieren en un
cuarto de periodo, es lo que se llama una corriente bifdsica.

No hay que olvidar que las corrientes no diferirdn exac-
tamente en un cuarto de periodo, ni tendrdn la misma am-
plitud, mas que siendo iguales las impedancias y constantes
de tiempo de los dos circuitos, es decir, cuando los circuitos
tengan la misma resistencia y la misma auto-induccién 6 ca=
pacidad.

Las dos corrientes alternas que tienen la diferencia de

~ . - ks . 4w
fase igual 4 o podrdn representarse analiticamente, por

las expresiones;
Z, = Isen(at —¢)i'" "4, =Tsen (at —ol— —),

y, grificamente, por dos vectores rotatorios OA = OB = I,
que forman entre si un dn-

gulo igual 4 % (Fig. 13).

También se pueden re- % ° 7 ’;' / N\l
presentar por las curvasde Myl ’
la misma figura. Fig. 17

Claramente se observa,
bien por las expresiones anteriormente halladas, bien por
las anteriores figuras, que una de las corrientes es nula
cuando la otra es maxima.

Para conducir una corriente bifdsica del generador al
motor, se pueden emplear cuatro hilos de linea, dos por
fase, 6 bien reunir en uno sélo dos de los conductores.,

En el primer caso, dos hilos son atravesados por una
corriente

7, — Isen .t

y los otros dos, por la corriente

2y = 1:.coSs aty
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que tiene una diferencia de fase igual 4 un cuarto de periodo.

En el caso de tener un hilo comun, los hilos que estdn
separados, son atravesados por las corrientes 7y, 7, siendo el
hilo comtin atravesado por una corriente .

4y=1,+ i,=1(senat+cosat) =1 [sen atl -+ sen (at -+ %)],

6 bien, desarrollando,
72—l .\/’2 sen (at -} i;) :

Graficamente estd representada esta corriente, en la
figura 13, por el vector OC, resultante de los vectores OAy
1

8
bien, por la curva punteada de la misma figura.

OB y con una diferencia de fase igual 4 de periodo, 6

El valor maximo de esta corriente es I VL’, es decir, el

miximo de cada una de las corrientes multiplicada por V2 :
Entre los valores médximos de las tensiones, cuando hay
un hilo comtn, se tiene la misma relacién que hemos halla-
do para las corrientes maximas.
Calculemos, ahora, la potencia de la corriente bifésica.
Sean para ello

2, — B,5en.ak;
e; = B, :cos:at;

las dos tensiones alternativas, que difieren en un cuarto de
periodo, y sean las corrientes 4 ellas debidas,

fesiizy = TIisen (atii—+9),
| #,=1cos (at — 9);

las potencias parciales serdn,

\ “e,7; = E; L sen at sen (af —3),
e, 1, = E, I cos at cos (at — 9),

siendo la potencia total,
p=ce 7, +e,7,=E,1[sen at sen(at — ) 4 cos at cos (at — 9)],
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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6 bien,
D =B, lfcos

es decir, que la potencia total es constante € igual 4
E, I cos ¢.

Esta potencia expresada en funcién de la fuerza electro-
motriz y de la corriente eficaz, serd,

e o
D=2 Eeerfcos o,

»). CORRIENTE TRIFASICA.

Sean tres fuerzas electromotrices

¢, = E; sen at

()
e, = E, sen (at — “; > ;

e —B sen (at — 4%) ;

de 1a misma amplitud, y cuyas fases difieran entre si en un
tercio del periodo.

Si suponemos estas tensiones obrando sobre tres circui-
tos, engendraran tres corrientes alternas, que tendrdn la
misma amplitud, y sus fases diferirdn en un tercio del perio-
do, en el caso en que sean iguales las impedancias y cons-
tantes de tiempo de los tres circuitos.

Este sistema de tres corrientes alternas producidas por
tres tensiones de la misma amplitud y periodo, y cuyas fa-
ses difieran en un tercio del periodo, es lo que constituye

una corriente trifdsica.
Lo mismo que advertimos al tratar de las corrientes

bifdsicas, hay que decir de las trifasicas, es decir, que las
corrientes debidas 4 las tensiones alternativas, no diferirdn
exactamente en un tercio del periodo, ni tendrdn la misma
amplitud, mas que en el caso de ser iguales las impedancias
y constantes de tiempo de los tres circuitos.

Las tres corrientes alternativas cuyo sistema forma la
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corriente trifdsica, podran ser representadas analiticamente,
por las expresiones

7, = I sen (at — g),
: 2
1._,=Isen(at—;;o— 3),

7t —liSen (at—:;‘— 47‘).

3

Graficamente, podremos representarlas por tres vectores

OA = OB =0C =1, formando entre si un dngulo de 120,

(Fig. 14), 6 bien, por las

P i tres curvas de la misma

- ,’y 7 Como se ve, por la fi-

W gura, uno de los vectores

es igual y de signo con-

Fig. 14 trario 4 la resultante de

~ los otros dos. Andloga

relacion existird entre las tres intensidades, bien se tomen

los valores instantdneos 6 los eficaces. Teniendo en cuenta

lo que acabamos de decir, se ve que, en vez de emplear seis

hilos para estas corrientes, bastara con tres, uno de los cua-

les sirva de hilo de retorno comtin 4 las corrientes de los
otros dos.

Sirviéndose de tres conductores, podemos ligar el gene-
rador 4 los aparatos de utilizacion 6 4 los motores, de dos
maneras distintas: Una, que consiste en unir el fin de cada
seccién generatriz con el principio de la siguiente, constitu-
yendo el llamado montaje en tridngulo, y otra, que consiste
en reunir las extremidades de todas las secciones generatri-
ces en un punto que se llama punto neutro, y las otras tres

extremidades unidas 4 los hilos de la linea, constituyendo el
llamado montaje en estrella.
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1). Montaje en tridngulo.

Entre los hilos de la linea se tienen las relaciones
e, —'E; senat,
: 2=
e — By sen\al. — = ),
9

e, = E, sen (at — 4: )}
[e]

En cada uno de los circuitos, se tienen las corrientes

Fig. 15

g 7, =1T'sen(al —'9);
s =ilisen) (at — 0 — ——3—),

( 7, =1sen (at — 5 — —4—-“—),

y en una de las lineas, la
3 ; s 27\
=1 — 12=I[sen(at—?) — sen (at—g, ——3—)],
que desarrollando, da
z =I.\/3 sen (at—q;—}—%) ; ®)
La potencia total serd dada por

p=et + e+ e,
que sustituyendo valores y desarrollando, por un calculo
sencillo, se obtiene

p——-b—z?)—EnIcos'\o.

Si ahora designamos por I ., E . los valores eficaces de la

intensidad en cada circuito y de la diferencia de potencial
entre dos hilos de la linea, se tendrd

D=5 Eef 4 Ief cos g,
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pero, si I’ef es la intensidad eficaz en un hilo de la linea, se
tendrd, en virtud de la relacién (2)
.

S \/3 Ly £
y la potencia para €él, serd

P V3 E . COS 3.

2). Mountaje en estrella.

Si designamos por ¢, la tensiéon médxima entre el punto
neutro y uno de los hilos de linea, se tendra:

2x

Eze,—ezzeosennt—eosen< /—?)

2
—e [sen al — sen (al — ——\_;—)],

férmula andloga 4 otra hallada anteriormente, Y que, como

aquella, dar4,
Ei—te. VS sen (nt -+ %),

por tanto, la diferencia de potencial
maxima, sera

Fig. 16 B \/E

Como cada linea tiene la misma corriente que el circuito
4 que estd ligada, se tendr4, para la potencia total,

Vs

P=— 3 e‘,Ico ,.»‘:——E‘,Icos

Esta misma potencia, expresada en funcién de los va-
lores eficaces, es

h—3 Eef‘Iefcos o = \/3 : eef.Ipfcos %,
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¢) PRODUCCION DE CORRIENTES POLIFASICAS.

Las corrientes bifdsicas pueden ser obtenidas por medio
de dos generadores diferentes; regulados convenientemente
el uno con relacién al otro, por ejemplo, por medio de dos
circuitos, que girando con la misma velocidad en un campo
uniforme, sean atravesados, el uno por el flujo maximo, cuan-
do el otro lo sea por un flujo minimo. También se puede ob-
tener una corriente bifdsica, con un solo generador que posea
dos enrrollamientos dispuestos de manera, que, los flujos que
los atraviesan, sean, maximo el uno, al mismo tiempo que
nulo el otro

Las corrlentes trifasicas se obtendran por medio de tres
circuitos, que, al girar en un campo uniforme, formen entre
si constidntemente un angulo de 120°.

Podemos obtener una corriénte bifisica, por medio de
una alternativa, como vamos & ver por los epigrafes si-
guientes.

1) Division de una corviente alternativa en dos, que
tengan una diferencia de fase igual dun cuarto de periodo,
strviéndose de la auto-induccidn.

Supongamos que montamos en serie con una seccién de
un motor de corriente bifasica una resistencia simple, y con
la otra, una bobina que tenga gran coeficiente de auto-
induccion.

Sean R y L la resistencia y auto-induccién de la seccién
del motor que estd montada en serie con la resistencia R’;
designemos ahoia por R, y L, la resistencia y auto-induc-
cién de la otra seccién, y sean R,, L, los mismos factores
para la bobina.

Llamando ¢, y 4, 4 las diferencias de fase de cada
corriente con relacion 4 la tensién, se tendrdn para éstas
diferencias de fase, las relaciones;

15
Bl foponpan
toio =g Ui
L RRR
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siendo, por consiguiente, la diferencia de fases entre éstas
corrientes, dada por la relacion ¢, = ¢, — ;.
Ahora bien, si queremos que la diferencia de fases en las

: e ]
dos secciones sea igual a4 o en cuyo caso, el sistema for-

mado por éstas corrientes constituird una corriente bifésica,
ser4 preciso, que se verifiquen las condiciones .

T

=0y 3= o

lo cual exije, que,

L Lt b 0o
Ry e =)

R, +R,
es decir, que el primer circuito debe tener una débil auto-
induccién, con una gran resistencia, al paso que el segundo
deber4 tener pequeflia resistencia y gran auto-induccién.
En la préctica, no es facil llenar estas condiciones, por lo

(12)

T
72_.

Los valores de las dos corrientes que por este medio se
llegan 4 obtener, serdn, llamandoles.z,, 7,, dados por las
expresiones,

que, €l angulo ¥, no es nunca igual exactamente a

] E
4 = : sen (at — 9,),

Vit (wge)

T — Eq sen (at — 3,).

3 L 4L\
1 1 2
Vit (e xig
De manera, que, si hemos elegido las resistencias y auto-

inducciones de modo que se cumplan las condiciones (12), las
dos corrientes 7,7, formaran un sistema bifasico.

2). Divisidn de una corriente alterna en dos,
con diferencia de fase, sirviéndose de capacidad.

1"). Derivacion que tiene sélo capacidad.
Sean (Fig. 17) dos conductores A y B, entre los cuales
UYA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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existe la tensién alternativa
(13) e = E,sen at,

y supongamos ligado 4 estos dos conductores un condensa-
dor C.

Si, en un momento dado, suponemos que la corriente en la
derivacion es 7, se tendra

idt = Cde, ]

y

suponiendo, que, 4 través del dicléc- ———L—:L_—

trico no pasa corriente.
Diferenciando, con relacién 4 #, la

ecuacion (13), y sustituyendo en la anterior, se tiene

Fig. 17

i = Ca E, cos at = Ca E, sen (at o g_)'

que nos hace ver, que la fase de la corriente, tiene un avance
sobre la tensién en los bornes del condensador, igual 4 un
cuarto del periodo.
La intensidad media eficaz de esta corriente, sera
E
Ief. —qCHE — i

aC

es decir, la misma que hubiéramos obtenido, si se hubiese

: gk el
reemplazado la capacidad por la resistencia ol

2") Derivacidn poseyendo resistencia, capacidad
N auto-induccion.

En el nimero anterior suponiamos que el condensador
estaba unido 4 los conductores, que designabamos por A y B,
mediante otros de resistencia despreciable, lo cual, no siem-
pre sucederd, asi que, ahora, consideraremos el caso en que
haya en la linea una resistencia R, una capacidad C y una
auto-induccion L.
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Sean, 7 la corriente en la derivacién del condensador en
un momento cualquiera, y v la tensién entre las armaduras
y: del condensador en el mismo instante.
BTy Se tendrd para cualquier valor de ¢, la

22 relacion
——C
3 G== 1Ny L v,

Fig. 18 + +
pero sabemos, que si no pasa corriente por el condensador,
se tiene

idt
dv = —(:—,

de donde

=%/1’dt

Pero, por otra parte, se tiene,

(15) = Ief \/5 sen at,

luego,

ef \/_

V9= — ——— Ccos at,
aC

y, por tanto, la (14) se reducira 4 la

e—= ngf\/é sen at - (aL - L) Ief\/Q cos at.

aC
Si ahora hacemos,

(16) _—!ZC_ S
se tendra,

= FeSen
¢ = Rlﬁf\/Z sen at+RTef\/2 _C—O—S—q« cos at,

VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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Seidg
o6 bien,

e.Ccos 9= RIef\/Z sen at cos ?—|—R16f\/2 cos at sen ¢.

Pero,
COS : R
’f: = )
/ Ly :
(- Verf-L)
\/ {4 R-.'HL i C
luego,

(l)a hei= IU.\/E\/RQ—{—@L—%)2 sen (at + ),

cuya media eficaz, sera

; e TN . (@LC—1y?
(18)E .~ ef.\/R —{—(aL—E) e

I
L 2 (TR 2 e,
= Ve C'Rr H(@LCE )

El angulo ¢ de la expresién (17) representa, como se ve,
la diferencia de fase entre la tensién e y la corriente 7.
La media eficaz de dicha corriente 7, serd,

E

1, L -
\/Rur (aL - ?216)

y como la media eficaz de v es

)

(19)

I
ef
e

la (18) se reducird 4 la

E,=V,.Va&CR+(@LC—1p
VYA, BHSC. LEG.69-2 14225 4



et s
por consiguiente, la tension eficaz Vef entre las armaduras
del condensador, sera, ;

E,,

V .= ;
\/a’Cf R?4- (a®LC — 1)

ef

que serd mayor que la tension en los bornes de la derivacion,
cuando la cantidad bajo radical sea menor que la unidad.

En virtud de las relaciones (15), (16) y (17) se ve, que la
fase de la corriente en la derivacion del condensador, estara
en avance 6 retardo con relacién 4 e, seguin que se tenga

1
Taq s
=~

al.
0,

teniendo este angulo de retardo el valor maximo igual 4 5

3). Circuifo que tenga una derivacion
con resistencia y auto-induccion y otra con resistencia,
capacidad y auto-induccion.

Supongamos que ademas de la derivacién del caso ante
rior, practicamos otra con una resistencia R’ y una auto
induccién L.

La fase de la corriente Z/, que pasa por esta segunda de-
rivacién, tendra un retardo, con relacién 4 ¢, dado por la re-
lacidn,

ik als
B2 o

La diferencia de fases entre las corrientes de las dos de-
rivaciones, serd

T

que como ¢ varia de

: T i
5 a(— T)Y';/deOa?, se ve que

podremos combinar convenientemente los valores de las
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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resistencias, capacidad y auto-inducciones de modo que se
tenga

en cuyo caso, las dos corrientes 7, /, formaran una co-
rriente bifasica.

4). Caso de dos circuttos con resistencia, auto-induccion
y capacidad.

Supongamos que practicamos en el circuito dos derivacio-
nes que contengan resistencia, capacidad y auto-induccion.
Si elejimos las capacidades de tal modo que la fase de la
corriente # esté en avance un octavo de periodo con relacién
d e, yla de ¢ en retardo el mismo octavo de periodo, las di-
ferencias de fase entre 7, ¢/, serdan dadas por las relaciones,

1
al. — %0 i
- =
(20) {
al. — W :
R T )
de las cuales se deduce,
C i 1 C/ — _1—
i aaEEE R Sl — R

que como C’ ha de ser positiva, dara,
ARG

La corriente eficaz en las dos secciones, serd

como se ve claramente por las (19) y (20).
VVA. BHSC. LEG.69-2 n4225
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Si referimos el origen de tiempos al instante en que la
tension e es nula, se tendrdn para expresiones de las corrien-
tes 7, 2/ las

3 En" ( T
PSR sen al—{—T),

N\

Ji= Ei sen (at — ;)
R 4 )
siendo la corriente instantdnea total,

E 2
£ \/2 sen at

G iR

cuya fase coincide con la de la tensién e, siendo su media
eficaz

E
ef s i
de e I(»fvg :
La potencia de cada corriente ser4,

E B 5
$E S Gl TRt Iﬁ;
2 Va = op - o )

siendo la potencia total en los bornes del motor

Eapb LB Vo

d). PROPIEDAD IMPORTANTISIMA DE LAS CORRIENTES
BIFASICAS Y TRIFASICAS.

Tas corrientes bifdsicas y trifisicas poseen la notable
propiedad de producir un campo magnético rotatorio, pro-
piedad que sirve de fundamento 4 los motores de campo
rotatorio ¢ polifasico.

Sean dos bobinas idénticas AB, A'B' (Fig. 19), enrolladas
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sobre un cilindro segiin dos planos que formen entre si un
angulo de 90.°

Supongamos que lanzamos en la
AB una corriente alterna

¢’ =1 sen at, 3 4

y en la A' B' 1a corriente >
/" =1sen (af . —)—) = —1 cos at o
Fig. 19

de la misma amplitud y periodo, pero
con una diferencia de fase en retardo igual 4 —:— :

La primera bobina dard origen 4 un campo magnético
dirigido segun la normal a su plano, y cuya intensidad va-
riard proporcionalmente 4 la intensidad del campo excita-
dor, si la resistencia del circuito magnético es constante.

Si, pues, designamos por H la intensidad maxima del
campo producido por cualquiera de las bobinas, los valores
de los campos producidos por cada bobina en un momento
dado, seran,

H' = H sen at,
% H" = H sen (at - —;—) = — H cos at;

<

siendo el campo magnético resultante

H =VH"-’+H”'—’ = VH sen® at 4+ H* cos’ at = H,

expresion por la cual se ve que el valor del campo resultante
es en magnitud constantemente igual al valor maximo del
campo producido por cualquiera de las bobinas.

En cuanto 4 la direccién del campo resultante, se observa,
que para af = 0, H, tiene la misma direccién que H”. Para
T
2 )

ks 7 : A
confundirse con H' cuando af = —-. Sigue girando asi, hasta

el campo resultante gira hasta

valores crecientes de 0 4
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que vuelve a la posicién inicial al cabo de un tiempo af = 2=,
es decir, al final del periodo.

Por todo lo dicho se ve, pues, que el campo resultante
tiene una intensidad constante € igual al valor maximo
de uno de los campos componentes;
gira alrededor del punto.O y da una
vuelta por periodo.

Graficamente podemos represen-
tar el campo rotatorio originado por
la corriente bifdsica por medio de
un vector giratorio OC (Fig. 20), de
longitud igual 4 la intensidad del
campo y que gira con una veloci-
dad angular a.

Este vector rotatorio puede con-
siderarse como resultante de los ON y OM, cuyos valo-
res son:

Fig. 20

( ON = OC sen at = H sen at,

: ( OM = OC cos at = H cos at = sen (L) — at);

que pueden ser considerados como dos vectores alternativos
dirigidos segtin OA’ y OA.
También pecdremos obtener un campo rotatorio sirvién-
donos de una corriente trifasica, como vamos 4 probar.
Consideremos para ello tres bobinas idénticas AB, A'B’
y A’B’ (Fig. 21) enrolladas sobre un cilindro, segdn tres
planos que forman entre si un 4an- j
gulo de 120°. 2 ]

g 3 1 B"
Si en estas bobinas circulan tres
corrientes alternas, tales como las
7 —Tsen'at, B A
o Dir
2 —lEsen (al——év ;
V2 ' B!
5 4 = |
" =1Isen\at — ——)
3 Fig. 21
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estas corrientes engendrardn tres campos magnéticos nor-
males cada uno al plano de su bobina, que serdn, suponiendo
constante la resistencia magnética, dados por las expresio-
nes siguientes:

H" =sen at,

Hi — Hsen (at —2—;) ;

4=
H” = H sen (at — ) :

3
Consideremos ahora una circunferencia trazada con un
radio igual 4 H (Fig. 22), y sean Oa, Oa’', Oa”, los tres cam-
pos H', H”, H”, producidos por
las tres bobinas y que vamos 4
componer para hallar el valor
del campo resultante. Esta re-
sultante serd, como se ve por
la figura, la recta OC que cie-
rra el poligono de los vectores
de los campos componentes.
El valor de OC, si proyecta-
mos el poligono Oa a’, C sobre
OX y OY, ser4, o

oc= VON + o,

pero,

d

ON = Hsen at — Hsen (at——23~n~) cos~§

4n 2z
+ H —— —
sen (at 3 ) cos 30
0, desarrollando y sustituyendo valores,

ON = (1—}—%—) H sen at.
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Del mismo modo,

2= ﬂ:—*—H (, 411) T
OM = — Hsen (at——g—>cosz— sen HEE cos 3

que, desarrollando y sustituyendo valores, nos da,

OM = (1 - L)) H cos at.

Por consiguiente la resultante sera,

oc—VOoN +om = (1 + f}-) H,

tensidad constantemente igual & vez y media el valor maxi-
‘ mo de uno de los campos componentes, y como, por otra
1 ; parte, puede suponerse producido por los componentes bifa-
sicos OM y ON, serd rotatorio.

Esta propiedad de producir campos rotatorios por medio
de corrientes bifdsicas y trifdsicas, sirve de fundamento &
los motores polifdsicos sincrénicos y asincrénicos, compren-
didos de lleno en el campo practico del Ingeniero, por lo
cual prescindiremos de su estudio, dando por terminado
este trabajo que contiene lo mas elemental de las <corrien-
tes alternativas, simples y polifdsicas».

s

‘

: g 5 2 :

es decir, que el campo magnético resultante tiene una in- }
{

\

Madyrid 20 de Junio de 1902.

j;mz @/é[?[ﬂ @/Aﬁ/z//z. :
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INTEGRACION DE LA ECUACION R 7 = E, sen af — L —Z—;

Quitando denominadores y separando variables, se tiene

dir - % di= % sen at dt, 1)

6 bien, poniendo % =1by

di 4 bi dt = % sen at df. 2)
Hagamos ahora
7 — ) (3)

siendo # y v variables arbitrarias.
Sustituyendo en la ecuacién (2) se reducira 4

u (dv + bv dt) - vdu = % sen at dt. 4

Establezcamos la ecuacién de condicién
dv -+ bv dt = 0. (3)

. con lo cual la (4) se reduce 4

vdun = % sen at dt, (6)

El problema queda ahora reducido al resolver las ecua-
ciones (5) y (6). :
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De la (5) se deduce, por integracién, la

lv=—0bt+1.k

de la cual se deduce
yipar
Sustituyendo este valor en la ecuacion (6) se tiene,

e Eu
ko iidu o sen at . dt,

e E
.—"sen at . dt,
e L na

6, integrando,

>
u-="r 4 ]1 % e" sen at . ar.

Llevemos ahora los valores de # y v 4 la ecuacion (3) y
tendremos

i= }ek'e_b’—}—%—“ e _"j/ ¢ senat . dt.

Ahora, puesto que el factor e decrece rapidamente
con el tiempo, se ve, que el primer término de la ecuacion
solo tendra influencia en los primeros momentos del fend-
meno, por lo cual prescindiremos de €¢l, y la ecuacién se re-
ducird a

= % e_.“/ebt sen at . dt. 7)

Hallemos ahora el valor de la integral del segundo miem-
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bro y tendremos *

,.
cos at
/e“ sen at dt = "t—f— ebt cos at . dt;

se b
pero /e’" cos at dt = u:lat ebt — TI—feM senat . dt,

por tanto;
g cos at b b?
/e’" sen at dt s e“—}—;e”’sen at — o ebtsenat .dt
de donde
a’ b cos at
/eb‘ sen atdl — T ( eb sen at — aa e“),

y, sustituyendo este valor en la (7), se tiene

R a b cosat
z:—fa‘b‘[a‘+b2< ebt sen at — Te’“):l,

6 bien
\ = ) k ( 2 — senab B at).
J L Vate\Vatip B Vo
Ahora podemos hacer
;z b | a
sen'.;«zva-ﬁ; COSgﬁ:v:_lT___}-_—l;, tggzz,
luego = & Va (sen at cos » — cos at sen 9),
’ 6, finalmente,
17— sen (at — %).

LV¢+w

> FIN <&
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Mladeid 9 de Octubee de 1902.
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