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Introduccion

El Trabajo Fin de Grado que presentamos se dedica al estudio de algunas extensiones
del conocido Teorema de Gerschgorin, el cual proporciona un conjunto de discos en el
plano complejo que contiene al espectro de una matriz, y que se puede construir a par-
tir de sus coeficientes. El Teorema de Gerschgorin proporciona una herramienta de gran
aplicacion en distintos campos. Por un lado, permite probar que una matriz es invertible,
viendo que el 0 no esta contenido en el conjunto de Gerschgorin y que, por tanto, no es
autovalor de la matriz. Por otro lado, proporciona cotas superiores para el radio espectral
de una matriz, lo que permite garantizar la convergencia de diversos métodos iterativos
para la resolucion de sistemas lineales. El Teorema de Gerschgorin es el punto de partida
de este trabajo y a partir de él, apoyandonos fundamentalmente en los Capitulos 1-4 de
[1], se han definido y analizado otros conjuntos que también contienen a los autovalores
de una matriz, aunque su construccion es mas laboriosa.

En el Capitulo 1 recordamos el resultado original de Gerschgorin y analizamos algunas
extensiones de éste utilizando teoria de grafos y técnicas de analisis. También vemos co-
mo a partir de la definiciéon de norma matricial asociada a una norma vectorial podemos
llegar a los mismos resultados con demostraciones alternativas.

En el Capitulo 2 definimos los conjuntos de Brauer y de Brualdi, y estudiamos algunas
de sus propiedades. Ademés, demostramos resultados que comparan los nuevos conjuntos
entre si, y también con el conjunto formado por los discos de Gerschgorin.

En el altimo Capitulo estudiamos el conjunto minimo de Gerschgorin y justificamos
por qué el calificativo "minimo" es muy apropiado para dicho conjunto.

Para ilustrar los diferentes resultados de este trabajo consideramos algunas matrices
concretas, con las cuales vamos explicando y dibujando en cada Capitulo los correspon-
dientes conjuntos de inclusion de autovalores que se van estudiando.






Capitulo 1

El Teorema de Gerschgorin original
y algunas extensiones

En este capitulo recordaremos primero el resultado original de Gerschgorin junto a su
prueba, que proporciona un resultado de inclusion de autovalores para cualquier matriz
compleja n X n en términos de n discos del plano complejo obtenidos a partir de los
coeficientes de la matriz. Ademads, veremos algunas extensiones de este teorema utilizando
teoria de grafos y otras técnicas de analisis; y como a partir de la definicién de norma
matricial se obtienen demostraciones alternativas de algunos resultados de inclusién de
autovalores previos.

1.1. Teorema de Gerschgorin

Lo primero que haremos serd ver qué es lo que denotard cada simbolo y definire-
mos algunos conceptos. Para ello empezaremos denotando por C", para n entero po-
sitivo, al espacio vectorial n-dimensional complejo de todos los vectores columna x =
(1, 2o, . .. ,xn]T, con x; € CV1 < i < n;ypor C™" al conjunto de todas las ma-
trices rectangulares m x n con coeficientes complejos. De hecho, si tenemos una matriz
A e C"™*" expresamos A como

a1 12 ... Qp
921 9292 ... Qo

A: . . . = [aij], (11)
Am1 Am2 ... Gmp

donde a;; e CV1 <i<my1l<j<n.(Delamisma forma denotamos por R* y R™*"
para el caso real). También utilizaremos I,,, para denotar la matriz identidad n x n.
Ahora recordaremos alguna definicién

Definicién 1.1. Dada una matriz A = [a;;] € C"*", definimos el espectro de A, como
el conjunto de autovalores de A, y lo denotaremos por o(A), esto es

o(A):={AeC:det (A—-\,)=0}. (1.2)
Definimos también el radio espectral de A, que lo denotamos por p(A), como
p(A) :=max{|\ : A€ o(A)}. (1.3)
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Desde un punto de vista geométrico, el radio espectral de una matriz es el radio del
menor disco centrado en el origen que contiene a todos los autovalores de la matriz.

Dado el conjunto de indices N := {1,2,...,n}.

Definicién 1.2. Para cada i € N se define el radio del i-ésimo disco de Gerschgorin

de A como
ri(A) = Z la;j| (i€ N). (1.4)
JEN\{i}
Por convenio, utilizaremos que 7 (A) = 0 si n = 1.
A lo largo de este trabajo también usaremos el término "suma de fila i-ésima" para
referirnos a r;(A).

Definicién 1.3. Dada una matriz A = [a;;] € C"*", definimos el i-ésimo disco de
Gerschgorin de A, T;(A), como el disco cerrado en el plano complejo de centro a;; y
radio 7;(A), y el conjunto de Gerschgorin de A, I'(A), como la unién de los n discos
de Gerschgorin. Se trata, por tanto, de un conjunto cerrado y acotado. Estos son

Fz(A) = {ZGC |Z—CL“| ST’Z(A)} (’LEN),
r(A) = | L(A). (1.5)

1EN

Podemos ver de esta definicién que T'(A) tiene una estructura geométrica muy in-
teresante, pues los autovalores de la matriz pueden estar en el interior de alguno de los
n discos de Gerschgorin o caer en la frontera de alguno de ellos, aunque més adelante
veremos que si ocurre esto, dicho autovalor tendra que estar en la frontera comin de los
n discos; también puede suceder que cada disco contiene a un autovalor, a varios o que
alguno de los discos no contenga a ninguno, lo que implicaréd que otros contengan a mas
de uno.

A continuacién presentamos el resultado original de Gerchsgorin.

Teorema 1.4 (Teorema de Gerschgorin). Sea A = [a; ;] € C*" y XA € 0(A). Existe un
indice k en N tal que
Es decir, A € T(A), luego A € T(A).

En consecuencia, como esto se cumple para todo A € o(A), entonces

o(A) CT(A) (1.7)

Demostracion. Sea A € o0(A) y x = [x1, X2, ... ,a:n]T € C", x # 0, un autovector asociado.

Esto quiere decir que Ax = Ax, o lo que es lo mismo Z a;j - x; = Aw; para cada ¢ € N.
JEN

Como x # 0, hay un indice k € N para el que 0 < |zx| = max {|z;| : i € N}. Para este
indice k, tenemos que Z ag; - T; = A\Tj, que es equivalente a poner
jEN

Z Aij - Tj = AT — Qg - T, = (X — Qi) T
JEN\{k}



Tomando valores absolutos en la igualdad anterior y utilizando la desigualdad triangular
tenemos:

Z kg - X5

JEN\{k}

< D0 awgl - ol <00Y0 awg] - okl = || - re(A).
JENNIRY JENNIK)

A — agr| - |z1] =

Como |zg| > 0, podemos dividir por ¢l obteniendo (1.6). Tenemos pues que, A € T (A)
y en consecuencia A € I'(A); como esto es valido para cualquier A € o(A), entonces (1.7)
es cierto, concluyendo asi la prueba. O

De este teorema y su demostraciéon podemos ver que operaciones sencillas con los
coeficientes de cualquier matriz A en C™" nos dan los radios {r;(A)}, .y de los n discos
de Gerschgorin cuya unién, debe contener a todo el espectro de autovalores de A. Sin
embargo estas operaciones tan sencillas puede que nos den informacién muy poco precisa.

También podemos observar que por el Teorema 1.4 de Gerschgorin tenemos que esta
union de los n discos de Gerschgorin de la matriz A contiene también a los autovalores
de cualquier matriz B = [b;;] € C™" tal que sus elementos diagonales sean iguales
a los de A y sus sumas de fila también sean iguales a las de A, es decir, b; = a; y
ri(B) =1i(A) Vi € N, esto es o(B) CT(A).

A continuacién veamos una consecuencia muy usada del Teorema 1.4

Corolario 1.5. Para cualquier matriz A = [a;;] € C**" tenemos

p(A) < maz " lay|. (1.8)
1EN *
JEN
Demostracion. Dado cualquier A € o(A), por el Teorema 1.4, tenemos que existe un
indice k € N tal que |A — agi| < 7x(A).
Usando la desigualdad triangular inversa, tenemos |A| — |agg| < |A — agr| < 76(A), de
donde sacamos

AL < lage] +re(A) = 3 lar;| <max By Jas;).
JEN €N jen
Como se cumple para cualquier A € 0(A), se cumple para el méximo, el radio espectral.
m

Podemos observar que el lado derecho de (1.8) no es otra cosa que || A||« y, por tanto, el
Corolario 1.5 da la desigualdad p(A) < || 4], un resultado bien conocido para cualquier
norma matricial derivada de una norma vectorial.

1.2. Primeras extensiones del Teorema de Gerschgo-

rin

Como el Teorema de Gerschgorin puede ser aplicado facilmente a cualquier matriz
cuadrada, podemos sacar de este hecho, lo que seria una primera extension del Teorema
1.4.



Para ello, tomamos un vector x = [x1, Za, . . . ,:L‘n]T € R™ que satisface x; > 0Vi € N,
(lo denotaremos por x > 0 y diremos que x es un vector positivo). Definimos ahora la
matriz diagonal X € R™*" cuyos elementos diagonales son las componentes del vector x,
es decir, X := diag [x] = diag [z, T2, ..., Ty
x .
Dada una matriz A = [a;;] € C"*", la matriz X 'AX = [aij]} es semejante a A, y
Z;
en consecuencia o (X 1AX) = o (A).

Analogamente a las definiciones de la seccion anterior, definimos la suma ponderada
de la i-ésima fila de la matriz A, rX(A), como

(A) = (X AX) =y [l

: (i€ N,x>0)), (1.9)
JEN\{i}

€T

y el i-ésimo disco de Gerschgorin ponderado y ¢l conjunto de Gerschgorin pon-
derado, respectivamente

I (A) ={z€C:|z—ay| <rX(4)} (i€ N),
M (A) = | I (A).

1EN

(1.10)

De (1.9), se puede observar que las sumas de filas 7X(A) son simplemente sumas
ponderadas de los valores absolutos de los coeficientes no diagonales de la fila i-ésima
de la matriz A para cada x > 0 en R". También observamos que el i-ésimo elemento
diagonal de A y de X 'AX coinciden.

Una aplicacién directa del Teorema 1.4 es el siguiente corolario

Corolario 1.6. Sea A = [a;;] € CY™ y & > 0 un vector positivo cualquiera de R".
Tenemos

o(A) CT™(A). (1.11)

Para demostrarlo basta con aplicar el Teorema 1.4 a la matriz X 1AX y tener en
cuenta que o (X 1AX) = o (A).

El Teorema 1.4 de Gerschgorin puede ser aplicado a la matriz X "' AX para cualquier
matriz no singular X € C™*", para estimar el conjunto de autovalores de A y este corolario
es el primer caso especial donde X = diag[x], con x > 0.

Este caso es importante ya que determinar estas sumas de fila ponderadas {r}*(A4)},. .
requiere solo un poco mas de esfuerzo computacional que el que necesitabamos para
calcular las sumas de fila, {r;(A)}, .y del Teorema 1.4.

Sin embargo, si X es una matriz no singular llena en C™*" aumenta mucho el cos-
to computacional de calcular los radios de los discos de Gerschgorin de la matriz X 1 AX.

Como se ha dicho anteriormente, cada disco de Gerschgorin puede contener uno, varios
o ningun autovalor de la matriz A. Ahora nos vamos a centrar en dar un resultado, una
extension del Teorema 1.4 y del Corolario 1.6, que hace referencia al nimero de valores
propios que se encuentran en cualquier componente conexa (es decir, un subconjunto
méximo conexo) de '™ (A).



Concretamente, sea n # 2 y tomamos un subconjunto propio S de N (0 #S C N) y
denotamos por |S| a su nimero de elementos, es decir, el cardinal de S.
Dada cualquier matriz A = [a;;] € C*™™ y cualquier vector x > 0 en R"™, escribimos

e (A) = (J T (A). (1.12)
€S
Si denotamos por N \ S al complementario de S en N y por () al conjunto vacio, la
relacién

g (A)Mns(4) =0 (1.13)
establece que la unién de los discos de Gerschgorin con indices pertenecientes a S es
disjunta de la unién de los discos restantes.

Apoyandonos en esta relacién, tenemos el siguiente resultado que es también muy
conocido.

Teorema 1.7. Sea A = [a;;] € C"", n # 2 y x> 0 en R", tal que la relacion (1.13)
se cumple para algin subconjunto propio S de N. Entonces TL (A) contiene evactamente
|S| autovalores de A.

Demostracion. Para 0 <t < 1, consideremos el conjunto de las matrices A(t) = [a;;(t)] €
C™™ donde
au(t) = y CLZ‘j<t> =1- ;5 para 7 7£j con Z,j e N.

Primero observamos que

ey = 3 WOl Tl <oma) (vee fo,1).

jeny M jeniiy T

Como a;(t) = a;;, de la desigualdad anterior y de (1.10), se tiene que I (A(t)) C
rr(A)vt e [0,1] yVi e N.

Estas inclusiones junto con la hipdtesis (1.13), implican que
Iy (A)N F;”V*\S(A(t)) =0 vtelo,1]. (1.14)
Por otro lado por el Corolario 1.6 tenemos que
a(A(t)) CT7(A(t)) Vtelo,1].

Tomando t = 0, tenemos que A(0) es una matriz diagonal, cuyos autovalores son
justamente {a;;};_,. Luego TS (A(0)) = {a;; : © € S} contiene exactamente | S| autovalores
de A(0).

Ademas, los coeficientes de A(t) varian continuamente con ¢ y en consecuencia, sus au-
tovalores lo hacen también continuamente con ¢ € [0, 1] describiendo en el plano complejo
un camino conexo entre un autovalor de la matriz A(0) y el correspondiente autovalor de
A(1).

Por lo tanto, como (1.14) se cumple V¢ € [0, 1], es imposible que al incrementar ¢
continuamente de 0 a 1, TS (A(t)) gane o pierda ningin autovalor de A(t), lo que implica
que T5 (A(t)) contiene exactamente |S| autovalores de A(t) Vt € [0, 1].

En conclusién, como A(1) = A, entonces I'; (A) contiene exactamente |.S| autovalores
de A. O



A continuacién vamos a demostrar que el Teorema de Gerschgorin 1.4 es equivalente
a otro resultado, que se conoce como Teorema de la dominancia diagonal estricta.
Para ello, necesitamos recordar lo que es una matriz estrictamente diagonalmente domi-
nante.

Definicién 1.8. Una matriz A = [a;;] € C"*" es estrictamente diagonalmente do-
minante si
’CL7;7Z'| > Z |CLZ‘J” (VZ € N), (115)
JEN\{i}
es decir, |a;| > r;(A) (Vi e N).

Con esta definiciéon, tenemos

Teorema 1.9. Si A = [a;;] € C™*" es estrictamente diagonalmente dominante, entonces
A es no singular.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que A =
la;;] € C™*™ satisface la hipétesis (1.15) y que es una matriz singular. Esto quiere decir

que 0 € o(A).
Utilizando el Teorema 1.4 para A = 0 tenemos que existe un ntimero entero k € N tal
que |A — agx| = |agk| < re(A), lo que contradice (1.15). O

Hemos visto que el Teorema 1.4 implica el Teorema 1.9. Veamos ahora que el reciproco
es cierto también. Para ello usaremos de nuevo reduccion al absurdo, suponemos que el
Teorema 1.9 es cierto y que el Teorema 1.4 no se cumple; es decir, existe una matriz A y
un A € o(A) tal que

Definimos ahora B := Al,, — A := [b;;], que es una matriz singular, (pues 0 es un
autovalor de B puesto que A lo es de A).

Por otro lado de la definiciéon de B obtenemos que ry(A) = ry(B) por (1.4) y que
A — agk| = |brr| VE € N, luego (1.16) se convierte en |bgi| > 7(B) Vk € N, es decir, B
es una matriz diagonalmente dominante.

Aplicando a la matriz B el Teorema 1.9 tenemos que B es no singular, contradiciendo
lo anterior.

En consecuencia, hemos visto que ambos resultados son equivalentes, es decir, que un
resultado de inclusién de autovalores (Teorema 1.4) induce un resultado de no singulari-
dad (Teorema 1.9), y viceversa.

1.3. Algunas extensiones del Teorema de Gerschgo-

rin

1.3.1. Utilizando Teoria de Grafos

Nos preguntamos ahora si se puede garantizar que la matriz A es no singular en el caso
en el que cambiemos en (1.15) la desigualdad estricta por una igualdad para al menos un
indice 7 € N, es decir, tener unas hipotesis mas débiles,

|aii| > ri(A)Vie N\{j} y laj| = r;(A). (1.17)
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Vemos con el siguiente ejemplo que esto no siempre es cierto.

Ejemplo 1.10. Dadas las matrices

2 01 2 01
A=1]1 2 0| yB=1|0 4 3|,
0 3 3 000

podemos ver que A es no singular mientras que B es singular, cumpliéndose en ambas
las hipétesis debilitadas (1.17).

Veamos, utilizando teoria de grafos, qué hipotesis adicional hay que pedir a una matriz
para que junto con las condiciones (1.17) se pueda garantizar que la matriz es no singular.
Necesitamos algunas definiciones previas.

Definicién 1.11. Dada una matriz P € R™ ", se dice que es una matriz de permu-
tacion si existe una permutacién ¢ (esto es, una aplicacion biyectiva del conjunto de
indices N = {1,2,...,n} en N) tal que

P = [51-7(;,(34)} donde 05 = { é Zi Z ; ; denota la delta de Kronecker,

En otras palabras, P se obtiene a partir de la matriz identidad n x n reordenando sus
columnas.

Definicién 1.12. Una matriz A € C"" n > 2, es reducible si existe una matriz de
permutaciéon P € R™™™ y un numero entero positivo r, con 1 < r < n, para el que se
cumple

Pmﬂzl&lA”L (1.18)

0 Agz

donde A;; € C™*" y Ay € C(n—r)x(n—r)'
Si tal permutacion no existe, entonces diremos que A es irreducible.

Para n = 1, si el coeficiente a1; es nulo la matriz es reducible, y en caso contrario es
irreducible.

En el caso en que en (1.18) las matrices Aj; y Aso no sean irreducibles, podemos
aplicar el algoritmo anterior, a ellas y a sus sucesoras de manera recursiva, hasta que
obtengamos la matriz de permutaciéon P € R™ ™ y el nimero entero positivo m, con
2 <m <n, tal que

[ Ry Rip - Ripm—1 Ry ]
0 Ry -+ Ropmo1 Ropy
PAPT =| + . - : o, (1.19)
Rmflmfl
0 o - 0 R |

que se conoce como forma normal reducida de A, donde cada matriz R;; con 1 < j <
m es tal que

i) Rj; es una matriz irreducible de tamano p; x p; con p; > 2,
6 (1.20)
i1) Rj; es una matriz 1 X 1 con Rj; = [ag;] para algin k € N.
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Para n > 2, se puede observar de (1.18), que cualquier elemento no diagonal no nulo
de A puede ser reemplazado por cualquier nimero complejo no nulo dejando invariante
la reducibilidad o irreducibilidad de la matriz. Ademas, los elementos diagonales de A no
juegan ningun papel en la reducibilidad o irreducibilidad de esta.

Esto indica que el concepto de irreducibilidad de una matriz depende sélo de la es-
tructura del grafo dirigido asociado a ella, como veremos a continuacion:

Dada una matriz A = [a;;] € C™*", tomamos n puntos distintos {vy,ve,...,v,} que
llamaremos vértices y para cada elemento no diagonal de A, a;; # 0 dibujamos un arco
dirigido 1ij> que conecta el vértice inicial v; con el vértice terminal v;. Para los elementos
diagonales a; # 0, tenemos un lazo o bucle m

Figura 1.1: Arco y lazo dirigidos

Llamaremos grafo dirigido de A, G(A), a la unién de todos los lazos y arcos dirigidos
construidos como se ha indicado anteriormente.
Tenemos también que un camino dirigido de G(A) es una unién de arcos dirigidos

contiguos v, vy , Vg, Veys - - -, Ug,_, Vg, que conectan el vértice inicial vy, con el vértice terminal
vy, -
Observemos que tener un camino dirigido como el descrito, implica que en la matriz
t—1
A se tiene H a0, 70
Jj=0

Definicién 1.13. Dada A = [a;;] € C™", su grafo dirigido G(A) es fuertemente
conexo si para cada par de vértices v; y vj, con i # j, existe un camino dirigido en G(A)
con vértice inicial v; y terminal v;.

Ejemplo 1.14. Consideremos las matrices

110000
%1(1)0 110000
- loo1 100
A=12 2 YB=100110 0 (121)
00 -1
L0 0 000010
(00000 1,

En la Figura 1.2 estan representados los grafos difigidos de estas dos matrices. El grafo
dirigido de la matriz A, G(A), podemos ver que es fuertemente conexo, mientras que el
de la matriz B, G(B), no lo es, pues no podemos encontrar ningin camino dirigido que
conecte, por ejemplo, el vértice vs con el vértice vg.
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Figura 1.2: Grafos dirigidos G(A) (izquierda) y G(B) (derecha)

Observamos que si tenemos una matriz cualquiera A cuyo grafo dirigido G(A) es
fuertemente conexo, entonces los elementos no diagonales de cualquier fila no pueden
anularse todos simultdneamente. También vemos que si G(A) es fuertemente conexo y
P es una matriz de permutacion arbitraria, entonces G(PAPT) también es fuertemente
conexo, pues G(PAPT) tiene exactamente la misma estructura que G(A) con los vértices
renumerados.

El siguiente teorema relaciona con una equivalencia los conceptos definidos anterior-
mente.

Teorema 1.15. Sea A = [a;;] € C™". A es irreducible si y solo si, su grafo dirigido
G(A) es fuertemente conezo.

Demostracion. Veamos en primer lugar que si G(A) no es fuertemente conexo, entonces
A es reducible. Que G(A) no sea fuertemente conexo quiere decir que existen dos indices
i,7 € N,i # j, para los que no es posible encontrar un camino dirigido en G(A) que
comience en el vértice v; y finalice en el v;. Consideramos ahora los siguientes conjuntos
disjuntos:

K ={k € N : existe un camino dirigido en G(A) que va de i a k},

J=N\K.

Tomando la permutacién P, que ordena los indices de forma que aparezcan primero los
)
que estan en K y a continuacién los que estan en .J, tenemos que

Ajp | A
T _ 11 | Az
PAP _[ . A]

lo que prueba que A es reducible como queriamos ver.
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Para ver el reciproco, veamos que si A es reducible entonces el grafo asociado G(A)
no es fuertemente conexo. Si A es reducible, existe una matriz de permutaciéon P tal que

DA BT Ap | Aig
papr [l

El bloque de ceros, de tamario (n—r) x r indica que todos los elementos (i, j) de dicha
matriz con r +1 < ¢ <ny 1l < j <rson nulos y, por tanto, no es posible encontrar
un camino dirigido en G(A) que parta de un vértice v; con r + 1 <7 < n y llegue a un
vértice v; cuyo indice j satisfaga 1 < j < r, lo que implica que G(A) no es fuertemente
conexo. [

A continuacién, vamos a establecer una extensiéon importante del Teorema 1.9, debida
a Taussky, para la cudl necesitamos definir antes un nuevo concepto.

Definicién 1.16. Una matriz A = [a;;] € C**" es irreduciblemente diagonalmente
dominante si cumple las tres condiciones siguientes:

= A es irreducible,
= A es diagonalmente dominante,

» se da la desigualdad estricta en (1.22) para al menos un indice i € N.

De esta definicién vemos que una matriz puede ser irreducible y diagonalmente domi-
nante pero no ser irreduciblemente diagonalmente dominante.

Teorema 1.17. Sea A = [a;j] € C™" irreduciblemente diagonalmente dominante. En-
tonces A es no singular.

Demostracion. El caso n = 1 sale directamente de la Definicién 1.12. Sea pues n > 2y
razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo que A es singular. Entonces 0 € o(A) y
existe un autovector x = [z, za, . .. ,:L‘n]T € C™ no nulo tal que Ax = 0. Como este siste-
ma lineal es homogéneo, podemos normalizar el autovector para que max {|z;| : i € N} =
1, y definimos el subconjunto S de N como S = {j € N : |z;| = 1}, que es no vacio.

Como Ax = 0 tenemos que Z ag; ; = 0Vk € N, o lo que es lo mismo
JEN

—Qpk T = Z agjr; (k€ N).
JEN\{k}

Ahora consideremos cualquier indice ¢ € S.
Si hacemos k = i en la ecuaciéon anterior, tomando valores absolutos y aplicando la
desigualdad triangular tenemos

lag| < >0 ag| -zl <D0 ayl =ri(A) (i€ S).

JEN(i} JEN(i}
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Ademas por (1.22), tenemos la desigualdad inversa, luego

il = Y agl- |zl =ri(A) = Y ayl (1€5). (1.23)

JEN\{i} JEN\{3}

Pero como debe cumplirse la desigualdad estricta para al menos un indice 4, por la
tercera hipotesis de la Definicion 1.16, esto implica que S debe ser un subconjunto propio
de N, es decir, ) # S C N.

Por otro lado, para cualquier ¢ € S, los términos de la suma (1.23) no pueden ser
nulos todos a la vez, por la irreducibilidad, y podemos elegir algin j # 4 con a;; # 0.
Utilizando las igualdades de (1.23), debe cumplirse que |z;| = 1, lo que significa que j es
también un elemento de S.

Como A es irreducible, podemos encontrar un camino dirigido en G(A) del vértice v;
a cualquier otro vértice vy, por medio de arcos dirigidos que corresponden a los elementos

no diagonales distintos de cero a;;,, @i,y - - -, @i, i, cOn i, = k. Asi; i, € S1 < <r yen
particular ¢, = k € S. Y como habiamos dicho que k era cualquier indice en N, entonces
S = N, lo que es absurdo. O

Ahora veremos el resultado de inclusién de autovalores equivalente al teorema anterior.

Teorema 1.18. Sea A = [a;;] € CY" drreducible. Si X € o(A) esta en la frontera de
I'(A), entonces

es decir, \ estda en la frontera de todos los discos de Gerschgorin.

Este ultimo teorema, da una condicién necesaria para que un autovalor A de A esté en

la frontera del conjunto de Gerschgorin, I'(A), y es que las n circunferencias de Gerschgorin
pasen por él.
Pero esta condicion necesaria, no es suficiente para asegurar que se trata de un autovalor,
esto es, puede que las n circunferencias de Gerschgorin tengan un punto en comun z € C
y que este no sea autovalor de A. También puede suceder que un autovalor esté en la
frontera de todos los discos de Gerschgorin y que, sin embargo, no esté en la frontera de
I'(A).

En cualquier caso, es interesante ver si es posible encontrar condiciones necesarias
y suficientes para que un autovalor de A se encuentre en la frontera del conjunto de
Gerschgorin, I'(A). En los siguientes apartados, veremos alguna otra condicién més.

Ejemplo 1.19. Vamos a mostrar ahora un ejemplo en el que se ilustra que el Teorema
1.18 da una condicién necesaria pero no suficiente, para lo que representaremos el conjunto
de Gerschgorin establecido en el Teorema 1.4.

Para ello tomamos la matriz A de (1.21), que es irreducible por ser su grafo dirigido
fuertemente conexo (Teorema 1.15).

Observamos en la Figura 1.3 que el conjunto de autovalores de A, (representado por
las 4 cruces de dicha figura), esta contenido en I'(A). También tenemos que el punto 0 esta
en todas las circunferencias de Gerschgorin, {z € C: |z — a;;| = r;(A)}, y sin embargo,
0 ¢ o(A), y esto se debe a que 0 ¢ II'(A).
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2.5 T T T T T 2.5
2 2
151 1 151
1 1
051 1 051
0 x 0
051 1 051
1 1
15+ 1 -15¢
2 2
-2.5 ; ; ! ; ! -2.5

-2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2

Figura 1.3: Conjunto de Gerschgorin de A, T'(A).

1.3.2. Utilizando técnicas de Analisis

Dada A = [a;;] € C**™, denotamos por AT = [a;;] a su matriz traspuesta. Es conocido
que o(A) = o(AT), pues el polinomio caracteristico de cualquier matriz es el mismo que
el de su matriz traspuesta, lo que implica que ambas tienen los mismos autovalores. Esto
implica que AT es no singular si y solo si A es no singular.

Aplicando directamente el Teorema 1.4 v el Teorema 1.9 a la matriz traspuesta A7,
y teniendo en cuenta que o(A) = o(AT), obtenemos los dos resultados siguientes que
también son equivalentes.

Corolario 1.20. Sea A = [a;;] € C™*", entonces
a(A) C T(AT) (1.25)
Corolario 1.21. Si A = [a;;] € C*" satisface
lai| > Y aj| = ri(AT) :=c;(A) (i € N). (1.26)
JEN\{i}
Entonces A es no singular

De este tiltimo corolario podemos observar que las cantidades ¢;(A) = r;(AT) de (1.26),
dependen de las sumas de columna de A, en lugar de las sumas de fila como ocurre en el
Teorema 1.9.

El siguiente teorema proporciona un resultado de inclusién de autovalores mas ajusta-
do que surge como consecuencia del Teorema 1.4 y del Corolario 1.20. Para este, definimos
M(AT) como T'(AT) := | J {z € C: |z — as;] < ¢;(A)}, donde ¢;(A) estd definido en (1.26).

ieN

Teorema 1.22. Si A = [a;5] € C"*", entonces
o(A) € (T(A)nT(AT)). (1.27)
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Esta inclusion de autovalores ahora depende de las siguientes 3n cantidades, que se
obtienen a partir de los coeficientes de la matriz A:

{aiitiey, {ri(A) s {a(AHL, - (1.28)

n n

Puesto que tanto las sumas de fila {r;(A)};_; como las sumas de columna {c¢;(A)};_,
aparecen de manera independiente en condiciones de no singularidad en el Teorema 1.9
y el Corolario 1.21, podemos pensar si ciertas combinaciones de ambas produciran algin
resultado semejante de no singularidad. El siguiente teorema, cuya demostraciéon muestra
como se utilizan algunas herramientas y técnicas del andlisis en el algebra lineal responde
a la pregunta anterior.

Teorema 1.23. Sea A = [a;j] € C™™ y a un numero cualquiera real, con 0 < a < 1.
Suponemos que se cumple

lai| > (r;(A)* (ci(A)'™*  (Vie N). (1.29)
Entonces A es no singular.

Demostracion. Si ¢ es cualquier permutacién de los indices de N y P := [52-795(]»)} es la

matriz de permutacién asociada, tenemos que la matriz A := a;j] := PTAP tiene los
mismos elementos diagonales y el mismo conjunto de sumas de fila (y columna) que A.
Por esto, las desigualdades en (1.29) permanecen invariantes bajo estas permutaciones
del conjunto de indices N.

Para el caso n = 1, por el convenio usado en la Definicién 1.2, de (1.29) obtenemos
inmediatamente la no singularidad de A.

Paran > 2, supongamos que hay algin r;(A) = 0. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que j = 1, pues, de no ser asi, usariamos una permutacion adecuada de N y la
correspondiente matriz A. Entonces suponemos que r1(A) = 0 y que la matriz A tiene
por tanto la siguiente forma

a1y ‘ 0
a
A= 2 , donde A,,_1,_, € C" 11 (1.30)
An—ln—l
Qn1

Por la hipétesis (1.29), aj; # 0y de (1.30) tenemos que det (A) = aq; - det (Ap—15-1)-
Entonces A es singular si y solo si lo es la submatriz principal A,,_1,_1.

Si alguna suma de fila de A, 1, 1 es cero, la reducciéon anterior la podemos seguir
iterando hasta que o bien consigamos una submatriz principal A,, de A de orden p > 2,
con todas las sumas de fila positivas, o bien A se ha reducido mediante permutaciones
adecuadas, a una matriz triangular inferior con todos los coeficientes de la diagonal no
nulos, lo cual implicaria directamente que es una matriz no singular.

Para el primer caso, de manera similar a lo anterior, tenemos por construccion que
n—p
det A = H a;j - det Ay, y de nuevo, A es singular si y solo si, A,,, con sumas de fila
i=1
positivas, lo es.
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Cabe notar que por definicion, la suma de fila (o de columna) i-ésima de A,, es menor o
igual que la suma de fila (o columna) i-ésima de la matriz A.

Esta reduccién nos muestra que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
todas las sumas de fila, r;(A), de A son positivas. Ademés los casos especiales o = 1
a = 0 se han analizado ya en el Teorema 1.9 y el Corolario 1.21 respectivamente.

Suponemos por tanto que 0 < o < 1 y vamos a aplicar reduccién al absurdo, supo-
niendo que A = [a;;] € C™" satisface (1.29) con 7;(A) > 0 Vi € N y que es singular.

Por tanto, tiene que existir un x = [z1, Zs, . .. ,xn]T € C", con x # 0, tal que Ax =0, es
decir, a; r; = — Z a;;jx; Vi€ N.
JEN\{i}

Tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad triangular obtenemos

| il < > aygl |zl (i €N).
JEN\{i}

Empleando (1.29) en la parte izquierda de la desigualdad anterior y escribiendo |a;]|

como |ag;| = |ag|® - |ai;|'™® en la parte derecha, obtenemos
(ri(A)* (e AN il < X0 agl® - (Ja™ - Jayl) (i€ N), (1.31)
JEN\{i}

donde la desigualdad estricta se mantiene siempre que |z;| > 0, es decir, para al menos
un ¢ € N, pues X es no nulo.
Aplicando la desigualdad de Holder a la suma en (1.31) con p = é Yq= 12

(]lo + % = 1), obtenemos

1/p 1/q
(ri(A) (ci(A)' ™ Ja| < (Z |%‘|ap) (Z Jag |- |$j|q) (Vie N). (1.32)

i j#i

1/p
Podemos observar que (Z |ai;|*? ) = (ri(A))”, pues p = L. Por tanto, al dividir por
J#i
(ri(A))* > 0 en ambos lados de (1.32) y elevando a ¢ = =, obtenemos
G(A) " < 3 lagl-lzl* (i€ N),
JEN\{s}

donde la desigualdad estricta se mantiene para al menos un indice ¢ € N.
Sumando todas las desigualdades anteriores para todos los i € N, obtenemos

Doc(A) - al < ) ( > agl- \$j|q) : (1.33)
iEN ieN \jeN\{i}

Pero intercambiando el orden de los sumatorios en la doble suma de (1.33), tenemos

que esta se reduce exactamente a Y ¢;(A) - |z;]?, es decir, llegamos a contradiccién. [
jEN
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De este teorema podemos sacar algunas consecuencias interesantes. Tomando un vec-
tor cualquiera x = [x1, 29, -+ ,x,] > 0 de R™ y estableciendo la matriz diagonal X como
X = diag [x], obtenemos directamente el siguiente resultado al aplicar el Teorema (1.23)

a la matriz X TAX = {aij%}.

Corolario 1.24. Sean A = [a;j] € C"*", x> 0 de R" y o un nimero real con 0 < o < 1.
Supongamos que se cumple

lai| > (r%(A)* (¢®(A)) ™™ Yie N, (1.34)

(2

donde c®(A) = r¥(AT).
Entonces A es no singular.

El Corolario 1.24 es equivalente al siguiente resultado de inclusién de autovalores.

Corolario 1.25. Sean A = [a;;] € C*", &> 0 de R” y o, con 0 < a < 1, entonces se
tiene que

o(A) € | {z €Tz —aul < (rf(A)* (cF(A)' . (1.35)

iEN '
1.3.3. El Teorema de Gerschgorin a partir de normas matricia-

les

El Teorema de Gerschgorin 1.4, o su forma equivalente en el Teorema 1.9 se conocen
en la literatura como la derivacion clasica.

En esta seccion, vamos a obtener el mismo resultado a partir de la definicién de una
norma matricial asociada a una norma vectorial.

Sea A = [a;;] € C™" y supongamos que A € o(A). Entonces hay un autovector
asociado a él, x € C", x # 0, tal que Ax = Ax. Si B € C"*" es una matriz fija, se tiene,

(A—B)x = (A, — B)x.
Si A ¢ o(B), entonces (A, — B) es no singular y multiplicando por su inversa obtener
(M, — B) " (A-B)x=x. (1.36)

Definicién 1.26. Dada una norma cualquiera ¢ de C™ y una matriz M € C"*", se define
la norma matricial inducida por ¢ como

¢ (Mx)

| M]|,, = sup = sup ¢ (Mx).
Tox (X)) px=t

Tomando normas en (1.36) se tiene que
H@%—BYWA—QM21 para A € o(A) \ o(B). (1.37)
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Definicién 1.27. Dadas dos matrices A y B en C™*" se define el conjunto del plano
complejo

G,(A; B) == 0(B)U {z €C:z¢a(B) A (2, - B (A= B)Hw > 1} . (1.38)

Este conjunto es conocido como el conjunto de Householder de A y B. Vamos a
demostrar que el conjunto de Householder de A y B es un conjunto de inclusion de
autovalores para la matriz A.

Teorema 1.28. Sean A € C™" y B € C™*" y ¢ una norma cualquiera de C", se tiene
que
g(A) C G,(A;B) (1.39)

Demostracion. Para probarlo, tomamos A € o(A). Entonces existen dos posibilidades:
» si A € o(B), entonces por la definicién (1.38) se tiene que A € G,(A; B).

» si A ¢ o(B), utilizando (1.37) obtenemos que A estd contenido en el segundo con-
junto que forma parte de G,(A4; B).

Luego A\ € G,(A; B) para cualquier A € o(A). ]
Veamos ahora un par de propiedades del conjunto de Householder.

Proposicién 1.29. Sean A € C*", B € C"" y ¢ una norma cualquiera de C".
G, (A; B) es un conjunto cerrado y acotado en C

Demostracion. Primero probaremos que es acotado.
Supongamos que z € G,(A; B) con z ¢ o(B), luego se cumple que 1 < H(an —-B)'(A4- B)H :
©

Por consiguiente tenemos que

1< |z, - B (A - B)H@ < (21 - B)_luw lA- B, .

Y esto implica que H(zln — B)_lH > 0. Usando la Definicién 1.26 llegamos a
%)

_ L e Bw)
- B"SﬂZl!(zfn—B)lH@_w#%{ o (w) }

Ahora utilizando la desigualdad triangular inversa y las propiedades de la norma, tenemos
que

et e B0l _ e fy) - LB _ )y,

A — Bl > inf
| ”v—i?éo{ o (w) 2w

de donde
2| < ||A—= B, +[|Bll, para cualquier z en Gy,(A; B) con z ¢ o(B). (1.40)
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Para el caso restante, en el que z € G,(A;B) con z € o(B), sabemos que siempre
se cumple que p(B) < |BJ|, , por tanto |z| < [|B||,. En consecuencia la desigualdad
anterior también se cumple para este caso, luego

2| < ||A—= B, + || Bll, para cualquier z en Gy(4; B), (1.41)

que muestra que G,(A; B) es acotado.

Para ver que es cerrado, supongamos que {z;};~, es una sucesiéon de puntos en C con
lim z; = z, donde z; € G,(A; B) Vi > 1.

1—>00

» Si z € o(B), entonces z € G,(A; B).

» Siz ¢ o(B), entonces z; ¢ o(B) Vi suficientemente grande, y por tanto

H(Zifn — B)_l (A— B)H(p > 1 Vi suficientemente grande.

Sabemos que la norma de una matriz varia continuamente con los coeficientes de
la matriz, asi que también se tiene H(ZI” —-B)'(A- B)H > 1; por tanto z €
©

G,(A; B).
Todo ello implica que G, (A; B) es un conjunto cerrado. O

Para ver como se asocia esta seccién con el Teorema de Gerschgorin 1.4, consideremos

la norma /., de C", que para un vector x = [x1, X, ..., Z,| se define por
= il 1.42
15[l o, == max |a;] (1.42)
Consideremos ademés A = [a;;] € C™*", y definimos diag [A] := diag [a11, a2, .., G-
Entonces si consideramos el conjunto de Householder para la matriz la matriz B =
diag [A] y la norma ¢ = |||, el Teorema 1.28 proporciona exactamente el mismo con-

junto de inclusion que el Teorema de Gerschgorin 1.4.
Teorema 1.30. Sea A = [a;;] € C"*". Entonces
G”.”oo(A; dz'ag [A]) = F(A) (143)

Demostracion. Sea z un punto de G _(A;diag[A]), de modo que si denotamos por
B = diag [A], entonces |z| < ||A - B|| + ||B|l,, ya seacon z € o(B) 6 con z ¢ o(B) y
H<Z[” —-B)'(A- B)H > 1, por lo visto en la demostracién anterior.

= Supongamos que z ¢ o(B), es decir, se tiene que

|z, - B (A=B)|_>1, (1.44)

donde la matriz (21, — B)"' (A — B) puede ser expresada de la siguiente forma

Oén':O, ieN,

(21, — B)"' (A = B) = [ay], donde { Qi (1.45)

Qi = — Z#]GN
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También sabemos que para cualquier C' = [¢;;] € C"*™ se tiene que
1€ = max (Z |Cij|) : (1.46)
JEN
Si aplicamos ahora (1.46) a (1.45), junto con (1.44) y (1.4) obtenemos

Y laigl

lgH(z]n—B)fl(A—B)H = max | 220 :max<|7“i(A)|>.

o] 1EN |Z — CZZ‘Z‘| iEN
Por lo que existe un i € N con |z — ay;| < r;(A), esto es, z € T;(A) y en consecuencia
zeT(A).

» Si z € o(B), entonces z = a;; para algin ¢ € N, luego z € I;(A) y por lo tanto
zeT(A).

Esto nos muestra que G|_ (A; diag[A]) € T'(A).

Para ver la otra contencién, supongamos que z € I'(A), esto implica que existe algin
indice i € N tal que z € T;(A), es decir cumple que |z — a;| < r;(A). Definimos como
antes B = diag[A], y tenemos que

» si z = ay, entonces z € o(B).

= si se cumple que z # ay, es decir, z ¢ o(B), tenemos que

T A i A — ;
1< _rilA4) < max _nild) = H(Z[" — B) 1(A—B)H , lo cual nos quiere
’Z—Gii’ 1EN ]z—a“-\ oo

decir que z pertenece al segundo conjunto que forma parte de G _ (A; diag[A]).
Tenemos por tanto z € G| _(A; diag [A]) que es lo que querfamos probar. ]
Se tiene también que para cualquier vector x = [x1, Za, ..., z,] > 0 de R", si definimos
la matriz diagonal X como X = diag [z1, s, ..., 2,], que es no singular, y definimos la
norma |[ullX, = [|[Xu|_, de C", para cualquier vector u = [uy,ug,...,u,] € C", el

siguiente resultado es equivalente al Corolario 1.6, gracias a aplicar el Teorema 1.28 con
la nueva norma definida, ||ul|’,.

Corolario 1.31. Sean A = [a;;] € C™™ y > 0 de R™. Entonces

T

G||'H§<,(A; dz’ag [A]) =1TI" (A) (1.47)
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Capitulo 2

Los conjuntos de Brauer y de
Brualdi

Nuestro objetivo en este capitulo es presentar dos nuevos resultados de inclusion
de autovalores, junto con los correspondientes resultados de no singularidad, ademas de
mostrar una comparacion entre los nuevos conjuntos que se van a definir y con el conjunto
formado por los discos de Gerschgorin. También veremos lo ajustado de las inclusiones
establecidas.

2.1. Conjunto de Brauer

Comenzamos esta seccién con un resultado de no singularidad de Ostrowski, mas
fuerte que el Teorema 1.9. De nuevo, 1;(A) denota el radio del i-ésimo disco de Gerschgorin
definido en el capitulo anterior como 7;(A4) := > |a;| parai€ N.

JEN\{i}

Teorema 2.1. Si A = [a;;] € C™", n > 2, cumple
|aii| - |aj;| > ri(A) -r;(A)  (Vi#j; i, € N:={12,...,n}), (2.1)
entonces A es no singular.

Demostracion. Vamos a razonar por reducciéon al absurdo. Supongamos pues que A =
[a;;] € C™™ satisface (2.1) y es singular. Por tanto existe un vector X = [z1, 2, . .., Z,]"
de C™ con x # 0 tal que Ax = 0.

Ordenando las componente de x por valor absoluto, podemos encontrar indices s y ¢
en N con s # t tales que || >0y

|| > |xs| > max{|zk| : kK € N con k # s,k #t}, (2.2)
donde el maximo anterior es 0 si n = 2.
Entonces Ax = 0 implica que a;x; = — Z a;jr; Vi € N. Tomando valores
JEN\{i}

absolutos y aplicando la desigualdad triangular,

|ag| - |z < D ag| - |x;| (Vie N). (2.3)
JEN\{i}
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Tomando ¢ = t en la desigualdad (2.3) y utilizando (2.2), obtenemos

lau ol < D0 lagl-logl < 30 lagl- |z = oo D0 lagl =z -r(A). (24)

JeN\{t} JEN\{t} JeN\{t}

Si |xzs| = 0, entonces (2.4) se reduce a |ay| - |x;| = 0 lo que implica que |a| = 0, pero
esto es contradictorio con el hecho de que |a;| > 0Vi € N, por (2.1).

Por tanto debe ser cierto que |z4| > 0.

Escogiendo ¢ = s en (2.3), obtenemos de manera similar

Jass] |zl < X0 lagl- il < D0 lagl - ol = i) - 74(A). (2.5)

JEN (s} JEN (s}
Multiplicando las dos desigualdades (2.4) y (2.5) obtenemos
|au| - Jass| - ] - |s| < ri(A) -5 (A) - fan] - Jas]
y como |x] - |xs| > 0, esto nos da que |ay| - |ass| < 7:(A) - rs(A) que contradice (2.1). O

Como hemos dicho anteriormente, este resultado es mas fuerte que el Teorema 1.9,
porque toda matriz A estrictamente diagonalmente dominante, satisface (2.1) pero si
(2.1) es cierto, entonces se pueden satisfacer todas las desigualdades estrictas de (1.15)
excepto una. Este teorema fue descubierto mas tarde por Brauer, quien lo utilizé para
deducir el siguiente resultado de inclusiéon de autovalores del tipo Gerschgorin.

Definicién 2.2. Dada una matriz A = [a;;] € C*™", definimos el (i,j)-ésimo 6valo
Brauer-Cassini de A, K, ;(A), por

Kij(A) :={2€C: |z —au| |z — aj| <ri(A)-r;(A)}, (2.6)
y el conjunto de Brauer, K(A), por
K(A) = | Kij(A). (2.7)

i,JEN
i#£]

Teorema 2.3. Sea A = [a;;] € C™™, n>2 y X € 0(A). Ezisten un par de indices i y j
de N tales que
A€ K;;(A). (2.8)

Como se cumple para todo A € o(A), entonces se tiene que
o(A) CK(A). (2.9)

Demostracion. Vamos a razonar por reducciéon al absurdo, y para ello nos apoyaremos
en el Teorema 2.1. Supongamos que este Teorema 2.3 no es cierto, es decir, existe una
matriz A y un A € g(A), tal que

Definimos ahora B := AI,, — A := [b;;], que es una matriz singular, (pues 0 es un
autovalor de B ya que A lo es de A).
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Por otro lado, de la definicién de B obtenemos que ri(A) = rp(B) y |\ — aw| =
|bkk| Yk € N, luego (2.10) se convierte en

|bii| - |bj 5] > 7i(B) -1;(B) Vi # j;i,5 € N. (2.11)

Aplicando el Teorema 2.1 tenemos que B es una matriz no singular, contradiciendo
lo anterior. O

Si queremos comparar los dos conjuntos del plano complejo que contienen a los auto-

valores de una matriz, el conjunto de Brauer y el conjunto de Gerschgorin, lo primero que

n(n —1)

observamos es que hay ovalos de Brauer-Cassini en el Teorema 2.3, mientras

que solo son n los discos de Gerschgorin del Teorema 1.4. Ademaés tenemos que, mientras
cada disco de Gerschgorin es un conjunto conexo, el (i, j)-ésimo 6valo de Brauer-Cassini
es un conjunto compacto que puede constar de dos componentes conexas disjuntas como
podemos ver a continuacién.

25 : : : : : 25
2 2
15¢F 15¢

1t 1t
0.5 05
of of
-05f ] -05f
At « At
15t ] 15¢
2 2
25 : : : : : 25
-2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2

Figura 2.1: Conjunto de Brauer de A, IC(A).

Ejemplo 2.4. Consideremos ahora la matriz

1 € O 0
PN
Ale) = | 2 2 2.12
© 0 0 =1 € ( )
e 0 0 —2

Podemos observar que si € = 1, la matriz A(1) coincide con la matriz A de (1.21). En
la Figura 2.1 hemos representado el conjunto de Brauer para la matriz A, ilustrando
el resultado recogido en el Teorema 2.3, en el que se afirma que el conjunto de Brauer
contiene al espectro de la matriz A (representado por las 4 cruces). En la grafica de la
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izquierda se han utilizado colores diferentes para dibujar la frontera de los distintos évalos
de Brauer-Cassini.

En la Figura 2.2 tenemos el conjunto de Brauer para la matriz A(¢), con € = 0.9. En
ella se puede observar como los évalos cian y azul oscuro que eran conexos en la Figura
2.1 se convierten en conjuntos con dos componentes conexas disjuntas al cambiar el valor
del parametro €. Este hecho se mantiene también para otros valores de € con 0 < € < 1.
Ademés dicho conjunto contiene al espectro de autovalores de la matriz A(0.9), pues como
consecuencia del Teorema 2.3 tenemos que o(A(e)) C I'(A(e)) para cualquier e.

25

151

057

051

-15¢

-2.5

Figura 2.2: Conjunto de Brauer de A(0.9), (A(0.9)).

Por otra parte, tanto la unién de los n discos de Gerschgorin, I'(A), como la unién de

n(n —1)

los 6valos de Brauer-Cassini, K(A), dependen de los mismos 2n pardmetros

{aitiy y {r(A) (2.13)

obtenidos a partir de los coeficientes de la matriz A.

Ahora nos debemos de preguntar cual de los dos conjuntos es mas pequefio y si uno va
a estar enteramente contenido en el otro, pues el que lo sea, dard una mejor aproximacion,
(més ajustada), al espectro de la matriz.

Como el nimero de componentes que forman el conjunto de Gerschgorin es de orden
ny el de Brauer es de orden n?, pareceria razonable pensar que el conjunto de Brauer es
mas grande, y que contiene al conjunto de Gerschgorin. Sin embargo, Brauer establecio
un resultado, no muy conocido, que dice que para cualquier matriz A, el conjunto de
Brauer es siempre un subconjunto del correspondiente conjunto de Gerschgorin.

Teorema 2.5. Sea A = [a;;] € C"*", n > 2. Entonces
K(A) CT(A). (2.14)
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Demostracion. Tomamos cualquier par de indices i y j de N y un punto z de K, (A).
Por (2.6) tenemos que
\z—a”]\z—am\ S?”AA)?y(A) (215)

» Sir;(A)-r;(A) =0, entonces z = a;; 0 z = ajj, y como a;; € [3(A) y aj; € T;(A)
por (1.5), tenemos que z € [;(A) UT;(A).

» Sir(A)-7;(A) >0, por (2.15) tenemos que

2 — ayl ' |z — ayj]
( r(4) ) ( Y )Sl‘

Como los factores de la izquierda no pueden ser mayores que la unidad los dos a la

vez, entonces al menos uno de ellos es menor o igual que la unidad, y ,por tanto,

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos, se deduce que z € I;(A) UT;(A); de modo
que
K;;(A) CTi(A)UT;(A). (2.16)

Como (2.16) se cumple V i,j € N, con i # j, vemos de (1.5) y de (2.9) que

K(4):= U Ki;(A) € U {RAUT(4)} = U N(A) =T(4),

ijEN ijEN leN
i#] i#]
como queriamos probar. O

La igualdad en la inclusion (2.16), K;;(A) = T;(A) UT;(A), se produce si y solo si
T’Z(A) = Tj(A) =0 6si TZ(A) = ’f’j(A) >0 Y Qi; = ;-

Desde el punto de vista practico, aunque el conjunto de Brauer da informacion més
precisa sobre los autovalores de una matriz que el conjunto de Gerschgorin, hay que tener
en cuenta que también el costo computacional es mayor puesto que el nimero de évalos
que hay que determinar crece con n? mientras que el nimero de discos es n.

Ejemplo 2.6. Para ilustrar el Teorema 2.5, consideramos la matriz irreducible A de
(1.21), cuyas sumas de fila r;(A) son todas iguales a 1, y representamos en la Figura 2.3
el conjunto de Gerschgorin y el conjunto de Brauer de dicha matriz.

La frontera del conjunto de Gerschgorin, I'(A), es la curva exterior en la Figura 2.3,
compuesta por 4 arcos circulares, mientras que el conjunto de Brauer, C(A), es el conjunto
interior coloreado en gris mas oscuro. Podemos ver que como indica el Teorema 2.5,

K(A) C T(A).

A continuacién vamos a hacer un pequenio comentario sobre los conjuntos de Gersch-
gorin y de Brauer para matrices cuya diagonal principal es constante, es decir, a; = «
para todo indice ¢ € N. Para estas matrices, los centros de los discos de Gerschgorin y
el foco de los 6valos de Brauer-Cassini son todos el mismo punto, «, lo cual implica que
el conjunto de Gerschgorin y el conjunto de Brauer consisten simplemente en un unico
disco de la forma

MNA)={z€C: |z—a| < Ilrgu\?(m(A)}
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Figura 2.3: Conjunto de Gerschgorin, I'(A), y conjunto de Brauer, IC(A).

KA)={z€C: |z—a| < mg}é\/ri(A) -1 (A)}.
]
i#]
Ambos conjuntos son el mismo cuando hay al menos dos radios maximos de los discos de

Gerschgorin que coinciden.
[lustramos este hecho en la Figura 2.4 tomando la matriz

2 —1+i 4 -2
| =3+i 2 0 0

E:=| ", A (2.17)
3 -1 1 2

donde el conjunto de Gerschgorin es el disco exterior gris clarito (casi blanco) y el conjunto
de Brauer el de color gris oscuro contenido en el conjunto de Gerschgorin.

Como hemos comentado anteriormente, los conjuntos de Brauer y de Gerschgorin
dependen del mismo nimero de pardmetros 2n, (2.13), que se determinan a partir de los
coeficientes de la matriz dada A. Existe una familia infinita de matrices que dan lugar a
las mismas cantidades de (2.13), o muy relacionadas, y vamos a analizar lo que sucede con
los correspondientes espectros y hasta qué punto el conjunto de Brauer da informacion
precisa sobre dichos espectros.

Definicién 2.7. Definimos el conjunto equiradial de A como

w(A) = {B = [by] € C™" : by = a;; y ri(B) = ri(A) Vi€ N}. (2.18)
Ademas definimos el conjunto equiradial extendido de A como

O(A) == {B = [by] € C¥" : by = a;; y 1i(B) < ri(A) Yi € N}. (2.19)
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Figura 2.4: Conjunto de Gerschgorin, I'(E), y conjunto de Brauer, IC(E).

De esta definicién es claro que w(A) C &(A).
Observamos de la desigualdad final en (2.6) que la inclusion de autovalores o(A) C K(A)
puede extenderse para todas las matrices en w(A) y @(A); esto es, si introducimos las

definiciones
o(w(A)) = U( )O'(B) y o(@(A)):= U( )U(B), (2.20)

se tiene que
o(w(A)) Co(@w(A)) CKLA). (2.21)

Estamos interesados en estudiar lo ajustado de las inclusiones establecidas en (2.21)
y establecemos para ello el siguiente resultado que obtuvieron Engel y de manera inde-
pendiente Varga y Krautstengl.

Teorema 2.8. Sea A = [a;;] € C™", n > 2. Entonces

. a’C(A) = BKLQ(A), stn = 2,
ow(d)) = { K(A), sin > 3. (2.22)
Y en general para cualquier n > 2,
o(@(A)) =K(A). (2.23)

Demostracién. Vamos a demostrar solo (2.22), pues la prueba de (2.23) es semejante.
Primero supongamos que n = 2, entonces cada matriz B en w(A), necesariamente es
de la forma ‘
a1 7”1(14) 6“p1
7“2(14) e'v2 929
con 1, y ¥y nimeros reales arbitrarios.
Si A € 0(B), entonces det (B — AI) =0, y por (2.24) tenemos

(a11 — N)(agz — A) = 11 (A)ry(A)e! W1v2),

(2.24)
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Por lo que tomando valores absolutos,
|(111 — )\’ . ‘(122 — )\’ = 7"1(14) . TQ(A). (225)

Observamos que (2.25) corresponde al caso de la igualdad en (2.6), lo que significa que
A € 0K 5(A). Como esto es cierto para cualquier autovalor A de cualquier matriz B de
w(A), y para n = 2 se tiene que K;2(A) = IC(A), se concluye que o(w(A)) C 0K;2(A) =
OK(A).

Para ver la contencién contraria, es facil de ver que cada punto de 0K;2(A) es,
para elecciones adecuadas de los niimeros reales ¥, y 15, un autovalor de alguna ma-

triz B de la forma (2.24), asi pues llegamos a la primera parte del resultado deseado,
a(w(A)) = 6K1,2(A) = 8IC(A)

Para establecer la segunda parte de (2.22), primero supongamos que n > 4 y consi-
deremos B = [b;;] € C"™", cuya forma particionada es

_ | Bu | B
B = [ 0 | Bay ] : (2.26)
donde ,
By | M sev (2.27)
11 — te’L’l[)g a22 ) .

con 0 < s <r(A),0 <t <ry(A), ¥y y 1, nimeros reales arbitrarios y b;; = a;; V1 <
Jj<n.

Para cualquier eleccion de s y ¢t con s € [0,71(A)] y ¢t € [0,r2(A)], las entradas del
bloque Bjs pueden ser elegidas para que las sumas de fila 71 (B) y ro(B) en las dos primeras
filas de B, sean iguales que las correspondientes sumas de fila de A. De forma similar, las
sumas de fila de la matriz By de (2.26) pueden ser elegidas para ser las mismas que las
otras sumas de fila de A.

Asi, por esta construccion, la matriz B de (2.26) es un elemento de w(A). (Esta
construccién no podria hacerse para el caso n = 3, a no ser que r3(A) = 0; que veremos
luego.)

De la forma particionada (2.26) es evidente que

0(B) = 0(By1) Uo(Bag). (2.28)

Podemos ver por la definicion de K;;(A) en (2.6), que para cada z € Kj(A), hay
elecciones de los pardmetros reales 11 y 9o y de s y t con 0 < s < r(A),0 <t < ry(A),
de modo que z es un autovalor de la matriz By; dada por (2.27). Esto quiere decir que se
llena todo Kj2(A) con los dos primeros autovalores de matrices B de w(A) de la forma
(2.26). Los restantes autovalores de la matriz B (es decir, los de Bays), deben estar en
K(A) por (2.21).

Como esto se aplica a cualquier 6valo de Brauer-Cassini K ;(A) con i # j, con una
permutacién adecuada de filas y columnas de la matriz B en (2.26), que lleve la fila ¢ en
la 1y lafila j en la 2, entonces o(w(A)) = K(A) Vn > 4.

Para el caso restante n = 3, cualquier matriz B de w(A) puede ser expresada como

a1 se'1 (ri(A) —s) e%w
B = te“p?’ a9 (T‘Q(A) - t) 611/14 s (229)
ues  (r3(A) — u) e as3
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0<s<7r(A),0<t<ry(A),0<u<rs(A)y {¢}s_, son nimeros reales arbitrarios.
Ahora fijamos cualquier nimero complejo z perteneciente al 6valo de Brauer-Cassini
K 5(A), es decir, z satisface

|z —an| |z — anl <ri(A)-r(A). (2.30)

» Sir;(A) =0, entonces z = a3 6 z = ag.
Por un lado sabemos que 71(A) = 0 implica que la primera fila de B es [a11,0,0],
luego a;; = z es un autovalor de B. Por el otro, si tomamos en (2.29), t = 0y
u=r3(A), como s = 0 por ser r;(A) = 0, se tiene que z = ag es autovalor de dicha
matriz, pues la segunda columna de esa matriz es [0, ass, 0].

» Para el caso 13(A) = 0 se aplica el mismo argumento.

» Suponemos ahora que ri(A) - r2(A) > 0 en (2.30). Tomamos s, con 0 < s <
r1(A) tal que |z —ajq| - |z — ax| = sra(A) y elegimos un niimero real ¥ tal que
(a1 — 2) - (agy — 2) = sro(A) e, )

Para a = 13(A) + |age — 2|, (por tanto a > 0), la matriz B, definida por

) a(lil) set? (r1 (Ag —5)
S P RO R 10 R R

estd en el conjunto w(A). Ademds comprobamos que det (B—zI) = 0, luego z es un
autovalor de B. Por lo tanto, el z elegido en K 2(A) es autovalor de alguna matriz
B de w(A).

Como esta construccién para n = 3 puede ser aplicada a cualquier 6valo de Brauer-
Cassini K ;(A) con i # j, entonces tenemos que o(w(A)) = K(A), como queriamos
probar. O]

Vemos de este teorema que el conjunto de Brauer hace un trabajo excelente al esti-
mar el espectro de todas las matrices del conjunto equiradial y del conjunto equiradial
extendido de la matriz A, algo que, en general no hace el conjunto de Gerschgorin.

2.2. El Conjunto de Brualdi

En esta seccién definiremos las lemniscatas de orden superior y analizaremos una
extension de estas, conocida como el conjunto de Brualdi, que constituye un nuevo con-
junto de inclusion para los autovalores de una matriz, y compararemos este conjunto con
el conjunto de Brauer.

Definicién 2.9. Dada A = [a;;] € C"*", escogemos m indices distintos {i;}"", de N =
{1,2,...,n}, (n>m).
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Definimos la lemniscata de orden m asociada a los {i;}]_, v a los 2n valores {a; };_,
y {ri(A)}._,, como el conjunto compacto de C" dado por

&'17@'2’“.,im(14) = {Z cC: H ’Z — Qyji; < H Ti; (A)} . (232)
=1 =1

A la unién de todas las lemniscatas de orden m posibles, se le llama conjunto lem-
niscata de A y es denotado por

L, (A) = U liis,in (A). (2.33)

1<it o im<n
n m ..

La unién en (2.33) se hace sobre los ( ) posibles conjuntos {i; }j:1 distintos de N.
m

Como casos particulares, tenemos los discos de Gerschgorin, que son las leminscatas
de orden 1 y los 6valos de Brauer-Cassini que son las lemniscatas de orden 2; es decir,
L1(A) =T(A) y L2(A) = K(A).

Cuando consideramos las demostraciones de los resultados de inclusion de Gerschgo-
rin, 0(A) C I'(A), o de Brauer, 0(A) C K(A), tenemos que la diferencia fundamental
entre ambas, es que la primera se centra Unicamente en una fila de la matriz, mientras
que la segunda considera dos filas distintas de la matriz.

La conclusion del Teorema 2.5, K(A) C T'(A), puede proporcionar un conjunto de
inclusion de autovalores més ajustado al espectro de la matriz. Sin embargo, en general,
para m > 2, el conjunto, £,,(A), definido en (2.33), no siempre contiene al espectro de
la matriz A, como se pone de manifiesto en el ejemplo que se muestra a continuacién.

Ejemplo 2.10. Consideremos la matriz B de (1.21), que es una matriz reducible pues
su grafo dirigido no es fuertemente conexo.

Tenemos que o(B) = {0,0,1,1,2,2}, b;; =1, j € N y r;(B) = { (1) :? E E,;g}“}
Tomando m = 5 en (2.32), para cualquiera de las 6 elecciones de los indices {1, i2, 73, 14, 75}
de {1,2,3,4,5,6}, el producto va a dar siempre r;, (B)-7;,(B) -1, (B) -13,(B) - r:5(B) = 0,
y la correspondiente lemniscata (2.32) asociada a la matriz A, siempre se va a reducir
al conjunto de puntos z tal que |z — 1|> = 0, es decir, £5(B) = {1}, dejando fuera a los

autovalores 0 y 2 de la matriz. Igualmente, Lg(B) = {1}.

Si para cada matriz A queremos conseguir un conjunto compacto del plano complejo
que contenga a todo el espectro de A y que este basado en lemniscatas de orden superior,
tenemos que describir una extension del trabajo realizado por Brualdi, utilizando las
propiedades del grafo dirigido de la matriz A y, en particular haciendo uso del concepto
de ciclo (aunque él utiliz6 la palabra circuito).

Recordando la definicién de grafo dirigido G(A) de una matriz A y la notacién intro-
ducida en la Secciéon 1.3, definimos a continuacion los dos tipos de ciclos que existen.

Definicién 2.11. Un ciclo fuerte vy de G(A) es una sucesién finita de indices {i; }fi de
N tal que p > 2, en la que todos los coeficientes {i; }?Zl son distintos, ip+1 = 41 y ademas

vilvi; ,-.-, UV, son arcos dirigidos contiguos de G(A). A este ciclo lo denotamos por
Y= (lezlp)
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Un ciclo débil v de G(A) es un vértice v; para el cudl no existe ningin ciclo fuerte
que pase por él, independientemente de si a; = 0 o no. Lo denotamos simplemente por

v = (4).

Podemos observar que si 7 = (iyi3...4,) es un ciclo fuerte entonces los coeficientes
Qiyiy, Wigis, - - - > Qipiy de la matriz A son todos no nulos.

Decimos que el ciclo fuerte v = (i 42 . . . ¢,) pasa por los vértices {Uij }p  yaquey tiene
]:
longitud p, p > 2. En el caso del ciclo débil v = (i), decimos que pasa por el vértice v;.
Observamos que la longitud de un ciclo fuerte tiene que ser como minimo dos, por lo

que los lazos de G(A) no pueden ser ciclos fuertes.

Definicién 2.12. Definimos el conjunto de ciclos C(A), como el conjunto de todos los
ciclos fuertes y débiles de G(A).

De esta Definicién 2.12 vemos que para cada vértice v; del grafo orientado G(A)
siempre hay un ciclo de C(A) que pasa por ese vértice.

Por ejemplo si tenemos una matriz con n = 1, entonces C(A) = (1), lo que quiere
decir, que existe un unico ciclo (débil) que pasa por el vértice v;.

Supongamos ahora que A = [a;;] € C™™, n > 2, es reducible, y recordemos la forma
normal reducida (1.19)-(1.20) definida en la seccion 1.3.

La existencia de un R;; = [axx] en (1.20 ii)), equivale a decir que por el vértice vy, de
G(A) no pasa ningun ciclo fuerte. De la misma manera, la existencia de una submatriz
diagonal R;; satisfaciendo (1.20 1)), implica que existe al menos un ciclo fuerte que pasa

por cada vértice v, de G(A) que estd asociado a la submatriz irreducible R;;.
m

Podemos ver también de (1.19) que o(A) = ] o(Rx), lo que implica que las subma-
k=1
trices de la parte superior de la diagonal, Rj; con j < k < m, no afectan a los autovalores

de la matriz A.
Teniendo esto en cuenta, definimos las nuevas sumas de fila 7;(A) de A, como

7i(A) = ri(Rj;), (2.34)

cuando la i-ésima fila de A se corresponda con la [-ésima fila de Rj; en (1.19).

Si la matriz A es irreducible entonces estas nuevas sumas de fila (2.34), son exac-
tamente las definidas en el Capitulo 1. Ademés vemos que la definicién (2.34) implica
que para cualquier vértice v; correspondiente a un ciclo débil de G(A) se cumple que
7i(A) = 0, que es consistente con el convenio utilizado en (1.4), y 7;(4) > 0 para cada
fila que se corresponde con la de una matriz irreducible de (1.20 i)).

A partir de estas definiciones y con la notacion anterior tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.13. Dada A = [a;;] € CV", n > 1.
Siy = (iyia...14,), con todos los indices {ij}§:1 de N distintos y p > 2, es un ciclo
fuerte de G(A), su lemniscata de Brualdi asociada de orden p, B,(A), es

1€y 1€y

B,(A) := {Z eC:[]lz—aul < HfZ(A)} : (2.35)
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Si v = (i) es un ciclo débil de G(A), su lemniscata de Brualdi asociada, B,(A), es

El conjunto de Brualdi para A esta definido como
B(A) = |J B, (A). (2.37)
YEC(A)

Establecemos a continuacion un nuevo resultado de inclusion de autovalores de una
matriz, utilizando el conjunto de Brualdi que acabamos de definir.

Teorema 2.14. Sea A = [a;;] € C"" y X\ € 0(A). Eziste un ciclo (fuerte o débil) v de
C(A) tal que

A e B,(A). (2.38)
Por lo tanto,

o(A) C B(A). (2.39)

Demostracién. Si n = 1, entonces A = [ay;] € C*! y C(A) estd formado por un tnico
ciclo debil v = (1). Tenemos por la definicion (2.36) que B,(A) = {an}, y {a1} es el
tnico autovalor de A. Luego se tienen (2.38) y (2.39)

Supongamos ahora que n > 2, y sea A un autovalor de A.
-Si A = ay, para algin k € N, entonces hay un ciclo (fuerte o débil) v de C(A) tal
que k € 7.

» Si~yesun ciclo débil de C(A) que pasa por el vértice vy, entonces B, (A) = {arr} = A,
luego se satisface de nuevo (2.38).

= Si v es un ciclo fuerte de C(A) que pasa por v, entonces tomando z = ag, en
(2.35), vemos que ag; € By(A) y asi A = ag, € B(A).

Por tanto, si cada autovalor de A es un elemento de la diagonal de A, los argumentos
anteriores nos dan que o(A) C B(A), como queriamos ver.

-Supongamos ahora el caso que falta, A # a;; Vj € N.

» Si A esreducible, se sigue de (1.20), que A debe ser un autovalor de alguna submatriz
irreducible R;; de orden p; con 2 < p; < n.

= De manera similar, si A es irreducible, entonces A es un autovalor de una matriz
irreducible Ry; = A de orden n.

Para simplificar la notacién, suponemos que A = R;; es irreducible, lo cudl significa que
usaremos directamente las sumas de fila r;(A) en lugar de las nuevas 7;(A) de Rj;, pues
ambas sumas coinciden.

Tenemos que Ax = Ax, donde x € C" con x = [z, 2, . .. ,:z:n}T #0.
Supongamos que x; # 0, entonces (Ax); = Az; nos da

()\ — aii) xT; = Z aij . l'j.

JEN\{i}
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Como (A — a;;) x; # 0, los productos a;;z; en la suma anterior no pueden ser todos cero.
Por tanto, hay al menos un indice £ € N con k # i, tal que

|z| = max {|z;|:7 € N con j#iy ajz; #0}.
Asi |zg| > 0y ai # 0, y por tanto
A —aii| -zl <Y agl - Jzg| < 7i(A) -], con k # i,
FEN\{i}
Tomando 7 := iy v k := 19, podemos repetir este proceso empezando ahora con:

()‘ - ai2i2) Tip = Z Qigg = Ljs
JEN\{i2}

y hay igualmente un i3, con |z;| > 0y a;,:, # 0 tal que
|)‘ - ai2i2| ' |I12| < riz(A) : |IZ3| )
donde ig §£ ig y
|z, = max {|z;|:j € N con j#iyy a,;x; #0}.
» Si i3 = iy, el proceso se termina y se ha conseguido un ciclo fuerte v = (i1 i5), pues
i1 # U2, 13 = 11 Y Qigiy, Qiniy 7 0.
= Si i3 # i se itera el proceso, pero como N es un conjunto finito, el proceso termina
cuando se encuentre un i,1; € N que es igual que alguno de los anteriores i,.

En cualquiera de los dos casos, hemos construido una sucesion finita de indices distintos
de N, {@3}?26 con p > 2, con iy = iy, tal que los coeficientes aii,, ., @iy, igyss - - - iyig
son distintos de cero. Tenemos entonces un ciclo fuerte v = (igis41 .. .47,) de A. Ademads

se tienen las siguientes desigualdades

'ZL'Z']. 7j:£7€+1a"'7p7

<ri;(A)-

Lijia

P‘ — Qiji;

donde 7y, 1 =g y los x;; son todos distintos de cero.
Tomando el producto de todas las desigualdades anteriores tenemos

i)« ) i)

P
(H ’)‘ iy,
j=¢

p
Como w;,,, = w;,, entonces H x| = H zi, | > 0,y podemos cancelar ambos productos
=t j=t
para obtener
p p
[T[A = | < TTri ()
j=0 =L

Utilizando (2.35), vemos que A € B,(A), dandonos (2.38). Como esto es valido para
cualquier autovalor A, entonces tenemos (2.39) como queriamos ver. ]
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Ejemplo 2.15. Como aplicaciéon del Teorema 2.14, consideremos de nuevo la matriz B
de (1.21), que ya estd en forma normal reducida (1.19).

Su conjunto de ciclos esta formado por los ciclos fuertes 7 = (12) y 79 = (34) y los
ciclos débiles 73 = (5) y 74 = (6). De aqui se sigue por (2.37) que

BB)={:eC:z-1F<1}ufzeC: |z -1 <1ju{1}uf{}
que ahora si que contiene a o(B) = {0,0,1,1,,2,2}, como nos muestra el Teorema 2.14.

Mostramos ahora, aunque sin demostracion, el resultado equivalente de no singulari-
dad asociado al teorema anterior y dos resultados para el caso de matrices irreducibles
andlogos a los Teoremas 1.17 y 1.18.

Teorema 2.16. Sea A = [a;;] € C™" y C(A) el conjunto de ciclos fuertes y débiles de

G(A). Si se cumple
[T lasl > TI7(4) (v € CCA)) (2.40)

Entonces A es no singular.

Teorema 2.17. Sea A = [a;;] € C™*™ drreducible. Si se cumple que
[Tlail = I[r:(4) (vyec(A), (2.41)
i€y 1€y

con la desigualdad estricta para algin v € C(A). Entonces A es no singular.

Teorema 2.18. Sea A = [a;;] € CY" drreducible. Si A € o(A) estd en la frontera de
B(A), entonces
[leal = [Tri(4) V7 ecla), 242
1€y 1€y

es decir, X estd en la frontera de todas las lemniscatas de Brualdi B,(A), con v € C(A).

A la vista de los Teoremas anteriores, nos podriamos preguntar si las lemniscatas
de orden superior son un conjunto de inclusién para los autovalores de una matriz si es
irreducible. En el siguiente ejemplo vamos a ver que, en general, esto no es cierto.

Ejemplo 2.19. Consideramos ahora una modificacion de la matriz reducible B de (1.21),
anladiendo un parametro no nulo € en algunas entradas. Sea pues la matriz

1 100 0 €
1 100 € 0
0 01 1 0 €
D= 0011 €0}’ (2.43)
0 e 0 e 10
e 0 ¢ 0 0 1|

cuyo grafo dirigido es el de la Figura 2.5.
Podemos ver que es fuertemente conexo, lo cudl implica que la matriz D es irreducible.

Tenemos que (D) = {0727 1+\/§+se27 1—\/;+862’ 3+\/§+8e27 1—0—\/3—852}7 dj=1j€Ny

v [ 14e sije{1,2,3,4},
"’J<D>_{ %, si j € {5,6}.
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Figura 2.5: Grafo dirigido de la matriz D.

Si consideramos la lemniscata de orden 6 para esta matriz D, se tiene que
Lo(D)={z€C: [z = 1" < (1+¢)-4¢} (2.44)

Tomando 0 < € < 1, hemos comprobado que el espectro de autovalores de la matriz
D no esté contenido en Lg(D).
Ahora consideramos la lemniscata de orden 5 para esta matriz

L(D)={zeC: [z=1"<(Q+e 4} U{z€C: [z =1 < (1+¢)"-2¢} (245)

Del mismo modo, tomando 0 < € < 0.41 en la matriz D, comprobamos que el espectro
de la matriz no va a estar contenido en este conjunto.

Con esto probamos que para un m fijado, las lemniscatas de orden superior tampoco
contienen, en general, al espectro de una matriz, aunque sea irreducible.

Vamos a mostrar ahora un ejemplo en el que se ilustra que el Teorema 2.18 da una
condicién necesaria pero no suficiente para que un autovalor A esté en la frontera del
conjunto de Brualdi. Para ello vamos a ver que para cierta matriz existe un punto comin
a la frontera de todas las lemniscatas de Brualdi, que ademaés pertenece a la frontera del
conjunto de Brualdi, pero que no es un autovalor de dicha matriz.

Ejemplo 2.20. Consideramos la matriz irreducible A de (1.21), cuyo conjunto de ciclos
es C(A) = (12)U(1234). Si llamamos a los ciclos 4 = (12) y 72 = (1234), las lemnis-
catas de Brualdi de A son:

B,(A)={2€C: |z—1] |z —i] <1}

B,(A)={reC: |z*-1]| <1} (2.46)

Hemos representado en la Figura 2.6 el conjunto de Brualdi de dicha matriz (en la grafica
izquierda se ha utilizado color rojo para B,,(A) y color negro para B,,(A)), y observamos
en primer lugar que el espectro de A (las 4 cruces) esta contenido en B(A). Ademds por
(2.46) tenemos que 0 € 9B,,(A) coni=1,2y 0 € OB(A). Sin embargo, 0 ¢ o(A).

35



2.5 T T T T T 2.5
2 2
151 1 151
1 1
051 1 051
0 0
051 1 051
1 1
15+ 1 -15¢
2 2
-2.5 ; ; ! ; ! -2.5

-2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2

Figura 2.6: Conjunto de Brualdi de A, B(A).

Se observa que el conjunto de inclusién de autovalores de una matriz A que proporciona
el Teorema 2.14 depende ahora de las cantidades

{a;};—, , {r:}._, y del conjunto de ciclos C(A), (2.47)

que se obtienen a partir de la matriz A, de su grafo dirigido G(A) y de su forma normal
reducida (1.19).

Igual que hicimos en la seccién anterior, nos preguntamos si la uniéon de los espectros
de todas las matrices que comparten con A los datos (2.47), llena por completo o no el
conjunto de Brualdi, B(A), como ocurria con el conjunto de Brauer I(A).

Es evidente, como sucedia para el conjunto de Brauer, que dada A = [a;;] € C™*"
existe una familia infinita de matrices B que tiene las mismas cantidades y estructura
(2.47) que la matriz A, y por el Teorema 2.14, estas matrices B = [b;;] € C"*" tienen
también incluido a su espectro dentro del conjunto de Brualdi B(A).

Con una notacién similar al conjunto equiradial y al conjunto equiradial extendido
definidos en la secciéon anterior, definimos

Definicién 2.21. Sea A = [a;;] € C"*". El conjunto radial de Brualdi para la matriz
A se define como

ws(A) = {B = [b] € C™" : by = a4y , 74(B) = 7(A) Vi € N y C(B) =C(A)}, (2.48)
y definimos o(wp(A)) := |J o(B).
BEOJB(A)
El conjunto radial de Brualdi extendido para A viene dado por
&(A) = {B = [by] € C" s by = a , 0 < 7(B) < 7(A) Vie Ny C(B) =C(A)},
(2.49)
con o(@wp(A)) = |J o(B).
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De estas definiciones y del Teorema 2.14 sacamos el siguiente resultado, que es analogo
a (2.21),
o(wp(A)) € o(Js(A)) € B(A). (2.50)

Aunque el conjunto de Brauer coincide con el espectro del conjunto equiradial exten-
dido (ver Teorema 2.8), vamos a ver con un ejemplo que esto no sucede para el conjunto
de Brualdi con el espectro del conjunto radial de Brualdi extendido.

Ejemplo 2.22. Consideramos de nuevo la matriz irreducible A de (1.21), cuyo conjunto
de Brualdi se ha estudiado en el Ejemplo 2.20 y esta representado en la Figura 2.6. En
el Ejemplo 2.20 velamos que el punto z = 0 es un punto frontera de las dos lemniscatas

de Brualdi de A y del conjunto de Brualdi B(A).
Toda matriz C' € wp(A) puede ser expresada de la siguiente manera

1 e 0
1—s)e?2 § sef3 0

C = ( O) 0 —1 e |° (2.51)
s 0 0 —1

con 0 < s < 1y {6;}°_, nimeros reales cualquiera. (Observamos que si tomamos s = 0 o
s = 1, estas matrices C' no conservarian el conjunto de ciclos de A).

Supongamos que encontramos un valor para s, (0 < s < 1) y ntimeros reales {Qi}le
para los que una matriz asociada C' tiene autovalor 0. Esto implica que det C' = 0, luego

0=detC = _1_6i91_(2' (1 _ S) eif2 4 sei(93+94+95)> — _1_i(1_s)ei(91+92)_5 631'(91-&-93—1—94-1—95)7
o lo que es lo mismo
1= —i(l _ S>ei(91+92) — g ¢H01+03+04+65)
Tomando valores absolutos, y como 0 < s < 1, tenemos que
I1=(1-s5)—s=1-2s,
que es falso por ser s # 0. Por tanto det C' # 0 para cualquier matriz C' € wg(A), es decir
0 ¢ o(ws(A)).

Esto también lo podemos ver de otra manera. Ya sabemos que cualquier matriz H €
wp(A) se expresa de la siguiente forma

1 e 0 0

| (=) i mse 0
R A 252

Tseis 0 0 —i

donde 0 <73, <1,0<0, <27V1<i<5y0< s < 1. Hemos generado valores aleatorios
de {r;}7_; € (0,1], de {6}_; € [0,27) y de s € (0,1), y mostramos en la Figura 2.7 los
autovalores de dichas matrices junto con el conjunto de Brualdi, B(A).

La Figura 2.7 nos muestra también como hemos dicho antes como el punto 0 no es
autovalor de ninguna matriz H € @g(A), aunque 0 € B(A).
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-2.5

Figura 2.7: Autovalores de matrices aleatorias H € @(A).

Con todo esto tenemos que la igualdad en (2.50) no se puede dar, pues 0 € B(A), por
lo tanto,

o(ws(A)) € o(@s(A)) € B(A).

Para poder encontrar la igualdad, supongamos que se permite tomar s = 0, observando
que el pardmetro s no juega ninguin papel a la hora de definir el conjunto de Brualdi de

A.

Estableciendo s = 0, tenemos la matriz

1 e 0 0

~ ef2 4 0 0
¢'= 0 0 —1 et
e 0 0 —z

s
Comprobamos que tomando 6; =0y 6y = 5 tenemos que z = 0 es un autovalor de la

matriz C, donde C es el limite de las matrices C' cuando s — 0. Pero observamos del grafo
G(C) en la Figura 2.8 que C(C) # C(A), pues el conjunto de ciclos de C' esta formado
por el ciclo fuerte 41 = (12) y los ciclos débiles 55 = (3) y 43 = (4). Pero recordemos que
C cw(A).

Esto nos sugiere ver que pasaria si tomamos las adherencias de los conjuntos wg(A)
y wg(A), con A = [a;;] € C™™, n>1,

Definiciéon 2.23.

wp(A) = {B = [bi;] € C™*" : existe una sucesioén de matrices {B;}2,

en wp(A), parala que B = lim B, } (2.53)
j—00
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V1 VQ

Ve,

Va
Figura 2.8: Grafo dirigido de la matriz C.

wp(A) = {B = [bi;] € C™*" : existe una sucesién de matrices {B;}>2,
en Wp(A), parala que B = lim B; } (2.54)
j—00
Con estas definiciones demostramos a continuacién que aunque en (2.50) no se da la
igualdad, el espectro de las matrices en @wg(A) es denso en B(A).

Teorema 2.24. Sea A = [a;j] € C"*". Se tiene que
0B(A) C o(ws(A)) C o(@s(A)) = B(A). (2.55)

Es decir, cada punto de la frontera del conjunto de Brualdi es un autovalor de alguna

matriz de Wp(A) y cada punto del conjuto de Brualdi es un autovalor de alguna matriz
de op(A).

Demostracion. Como o(wg(A)) C o(wg(A)) por (2.50), se tiene por tanto que sus adhe-
rencias necesariamente satisfacen o(wg(A)) C o(@p(A)), ddndonos la inclusién del medio
de (2.55). Luego es suficiente probar la primera inclusién y la igualdad.

Primero supongamos que vy es un ciclo débil de C(A), es decir v = (i) para algin
indice ¢ € N, y su lemniscata de Brualdi asociada es B,(A) = {a;;}. Ademas por (1.19)
y (1.20 ii)), vemos que o n =1 o n > 2 con A reducible, y {a;;} es un autovalor de A.

Si todos los ciclos v de C(A) son ciclos débiles, entonces el conjunto de Brualdi, B(A),

satisface B(A) = [ J as. Como en este caso tenemos que 7;(A) = 0 Vi € N, entonces
i=1

por (1.19) y (1.20 ii)) se tiene que cada matriz de wg(PAPT) y &g(PAPT) es triangular

superior con {a;};_, como elementos diagonales. Por lo tanto

OB(A) = o(ws(A)) = o(@s(A)) = B(A) = U

y se tiene la igualdad en (2.55).
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Consideremos ahora cualquier ciclo fuerte v de C(A) y lo expresamos como
v = (iyia ... 14p), con 2 <p<n. (2.56)

Sin perdida de generalidad, podemos suponer después de una permutacién adecuada de
filas y columnas de A que

vy=(12...p), (2.57)

observando que esta permutacion deja sin cambios el conjunto de elementos diagonales
y a las sumas de fila y de columna de A. Esta matriz permutada, a la que llamaremos
también A, tiene la siguiente forma particionada

a11 ce Aip A1p+1 T Q1n
A — ap1 App App+1 "' Opp | An ‘ A 9 58
= o - =4, T4, | (2.58)
p+11 Gp+1p | Ap+1p+1 Apt1n 21 | A22
L anl e Anp Anp+1 e Qpp |

(si p = n entonces Aja, As; v Agg no aparecen en (2.58)).

Ademaés por simplicidad de notacion suponemos que r;(A) = 7;(A) para 1 <i < p, lo
que significa que cualquier coeficiente de A9, que surge de un bloque triangular superior
de la forma normal reducida de A en (1.19), simplemente se establece como cero.

Nuestro objetivo a continuacién es construir una matriz especial B(t) = [b;;(t)] € C™*"
cuyos elementos dependan continuamente del parametro ¢ € [0, 1], tal que

bu(t) = ass, 7:(B(t)) = r:(A) Vi € N, ¥t € [0,1],
y (2.59)
C(B(t)) = C(A) YVt € (0,1].

Para ello, escribimos la matriz

Bu(t) | Bia(t) ] ’ (2.60)

B(t):[ Ay | A

es decir, las filas p+ 1 < ¢ < n de B(t) son exactamente las mismas que las de A y por
tanto son independientes de t.
Observamos de (2.57), que

A12 - Q23 - Ap—1p * Qp1 7é 0. (261)

Definimos los coeficientes de las p primeras filas de B(t), Vt € [0, 1], satisfaciendo las
siguientes condiciones

bi(t) =a; Y1<i<p,

biita] (1) = (1 =) ri(A) + ¢ |aa| V1<i<p,
|bij| (1) =t |a;| (J#4,i+1) V1<i<p, (2.62)
)

{ |bp1|(t :(l_t)rp(A)th |ap1|a ‘
‘bpj’(t) =t ‘apj’ Vi#1lp) V1I<i<p.
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Por definicién, los coeficientes de B(t) son todos continuos con respecto a la variable
t €[0,1] y B(t) y A tienen los mismos elementos diagonales. Ademds tienen las mismas
sumas de fila para cualquier ¢ € [0, 1] y como a;; # 0 implica b;; # 0 V0 < ¢t < 1, entonces
B(t) y A tienen los mismos ciclos en sus grafos dirigidos V0 < ¢ < 1. Tenemos pues, por
(2.48), que B(t) € wp(A)V0 <t <1y por (2.53), B(0) € wr(A).

Por lo tanto de (2.50) se sigue que

o(B(t) CB(A) V0<t<l1.

Como B(A) es un conjunto cerrado y los autovalores de B(t) son funciones continuas
de t para 0 <t < 1, se cumple también para el caso limite t = 0 que

o(B(0)) € B(A),
donde por lo definido en (2.62)

Bi1(0 0
B(0) = l ;112(1 ) y ] : (2.63)
con
ary ri(A) et 0 o 0 1
0 a9 ro(A) €2 . :
Bu0) = | o | @y
0 e 0 Ap—1p—1 Tp,l(A) eifp—1
| rp(A) et 0 0 App |

observamos que los elementos no diagonales de las primeras p filas de B(t) estan definidos

en (2.62) solo en términos de los médulos, lo que nos permite fijar los argumentos de los
p

elementos no diagonales distintos de cero en Bj;(0) a través de los factores {ewﬂ'}, o
J:

donde {0;}7_, estén en [0, 27].
La forma particionada de B(0) nos da

7(B(0)) = 0(B11(0)) U o(Ass), (2.65)

y a partir de la forma de By1(0) en (2.64), es facil de ver que cada autovalor A de Bi;(0)
satisface

f[ A —ai| = f[Tz'(A% (2.66)

para todas las elecciones de {9]}1;:1 reales en [0, 27].

Combinando (2.66) con la definiciéon de B,(A), tenemos que A € 98,(A), y como todas
las elecciones de los niimeros reales {¢;}"_, para Bi1(0) en (2.64) nos dan autovalores de
B11(0) que cubren toda la frontera de B,(A), tenemos

U o(Bu(0) = 9B,(A), (2.67)

01,02,..., 6P€[0727r]

Esto lo podemos usar de la siguiente manera. Tomamos un punto cualquiera z de
la frontera de B(A). Como B(A) es la unién de un nimero finito de conjuntos cerrados
B,(A), esto implica que hay al menos un ciclo v de C(A), con z € 9B, (A).
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Como el resultado (2.67) es valido para cualquier v de C(A), entonces cada punto z
de la frontera de B(A) es un autovalor de alguna matriz en wg(A), es decir,

IB(A) C o(ws(A)), (2.68)
que es la primera contencion deseada.

Para demostrar como los autovalores de las matrices de @(A) llenan B(A), vamos a
modificar un poco la definicién de la matriz B(t) de (2.59).
Sean {7;}’_, p nimeros positivos tales que

0<m<mr(A) (1<i<p), (2.69)

y sea B(t) = {Eij (t)} € C™ una matriz que tiene la misma forma particionada (2.60)

que B(t), con sus coeficientes definidos de la siguiente manera, utilizando los coeficientes
b;;(t) de la matriz B(t) definidos en (2.62).
bi(t) =ay Y1<i<p,
= T; . . 2.70
bl )= Ty Bul G#0) Vi<i<piela), (270)

Entonces, B(t) y A tienen los mismos elementos diagonales. Las sumas de fila de B(t)
ahora satisfacen 7;(B(t)) = 7, V1 < j <p, y0 <t <1,y B(t) y A tienen los mismos
ciclos V0 < t < 1. Por lo tanto tenemos que B(t) € &p(A) V0 < t < 1y, en consecuencia,
B(0) € &p(A).

Analogamente a (2.63), tenemos

oy = [0 0,

A21 A22

con )

[ a1 T 6101 0 e 0 i

~ 0 a29 T2 6102 . .
0 e 0 Ap—1p-1 Tp—1 61'91,71

| 7(A) et 0 e 0 App ]

Donde ) )
o(B(0)) = o(B11(0)) Uo(As). (2.72)

De manera similar al caso anterior deducimos que cualquier autovalor A de By;(0) en
(2.71) satisface

ﬁ A —ai| = f[Ti(A), (2.73)

. -y . p 5
para cualquier eleccién de los nimeros reales {6;}7_, en Bi1(0).

Escribimos ahora By1(0) = By1(0; 74, . .. ,Tp; 01, ...,0,) para mostrar la dependencia
de la matriz respecto de los pardmetros 7; y 6;, pues {7;}*_, son nimeros cualesquiera
satisfaciendo (2.69) y {#},_, son nimeros reales arbitrarios en [0, 27].
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Tenemos el ciclo v = (4142 ...1,), que por la definicién de B,(A) en (2.35), podemos
definirlo, para este caso, de manera equivalente como

B,(A) := {z eC: ﬁ |2 = aii,| < ﬁfij(A)} . (2.74)

Por tanto, por la definicién de B,(A) en (2.74) y por las propiedades de la adherencia,

tenemos que todos los autovalores de By1(0; 7, ..., 7,;61,...,6,) llenan B, (A), es decir

U o(Bi1(0;71, ..., T 01,...,0,)) ¢ = By (A). (2.75)
{O<Ti§7‘i(A)}f:1
{6:}F_, €[0,2n]

Como se cumple para cualquier v de C(A) y B(0) € &p(A), tenemos que
o(@s(A)) = B(A),
como queriamos probar. O

A continuacién mostramos un resultado que compara los conjuntos de Brauer y de
Brualdi de una matriz dada, en cuya demostracion se hace uso de ideas muy similares a
las ya utilizadas en el Teorema 2.5. En este, se establece que el conjunto de Brualdi es
siempre un subconjunto de su asociado conjunto de Brauer.

Teorema 2.25. Sea A = [a;;] € C™". Entonces
B(A) C K(A). (2.76)
Demostracion. Consideremos cualquier ciclo v del conjunto de ciclos C(A).

Si v es un ciclo débil, esto es v = (i) para algin i € N, entonces B,(A) = {a;; }. Por otro
lado, tenemos que el 6valo de Brauer-Cassini para cualquier j # i es

K;j(A) ={z€C:|z—ay| |z —aj;| <ri(A4) r(A)}, (2.77)

asi que a;; € K; j(A), luego B,(A) C K, j(A) Vj # i,y por tanto B,(A) C K(A).

Ahora supongamos que v es un ciclo fuerte de C(A), donde tenemos que las sumas de
fila {7;(A)}1, dadas por (2.34) para el caso reducible, y las sumas de fila originales
{r;(A)}1,, satisfacen

y 7i(A) =r;(A) > 0 Vi€ N sila matriz A es irreducible.

-Si el ciclo fuerte ~y tiene longitud 2, es decir, v = (i1 i3), con i3 = i1, entonces se tiene
que la lemniscata de Brualdi asociada es

B’Y(‘A) = {Z eC: ‘Z - a/il’il‘ ’ |Z - aiziQ| < 7:11(14) flz(A)}
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Asi pues de la desigualdad (2.78) y de la Definicion 2.2, tenemos que B,(A) C K, ;,(A).

-Si el ciclo fuerte v tiene longitud p > 2, es decir, v = (i1 42...1p) con i, =iy, y las
nuevas sumas de fila asociadas, {7;,(A)}/_;, son todas positivas, la lemniscata Brualdi
asociada es

Sea z un punto de B,(A), si elevamos al cuadrado la desigualdad anterior, tenemos

< 72 (A) 7 (4) 72 (A)

iz ip

2 2
2 = @iir |- [2 = @i |-+ ‘Z = Qipi
Como todos los 7;;(A) son positivos, podemos expresar la desigualdad anterior como
<’Z_ai1i1|"2_ai22'2‘>.<’Z_ai2i2"‘z_ai3i3‘>”‘ ‘Z_aipip '|Z_aili1| <1
Tiy (A) - 73, (A) Tiz(A) - Ty (A) 7i,(A) - 71, (A) -
(2.80)

de donde deducimos que al menos un factor debe ser menor o igual que la unidad, es
decir, existe al menos un £ con 1 < ¢ < p tal que

|Z - aiziz| ’ ‘Z = Qigyqipqq < fie (A) ' fiz+1 (A)

De nuevo, usando (2.6) y (2.78), tenemos que z € K, ;,(A).
Por tanto, como z es un punto de B,(A), se tiene que

p
B,(A) C | Ki,i,.,(A) (donde ipyy = iy).
=1

De (2.37) y de la inclusién anterior, llegamos a

BA)= U B,(4)c U Ki;(4) =K(A),
v€C(A) 1,jEN
i#]
que es lo que queriamos probar. O

No podemos suprimir la hipdtesis de que n > 2 pues al igual que en el Teorema 2.3,
es necesario ponerla para definir correctamente el conjunto de Brauer.

Ejemplo 2.26. Para ilustrar el Teorema 2.25, consideremos de nuevo la matriz A de
(1.21). Tenemos que el conjunto de Brualdi, B(A), esta formado por dos lemniscatas de
Brualdi (ver Figura 2.5), mientras que el conjunto de Brauer esté formado por los 6 évalos
de Brauer-Cassini (ver Figura 2.1). Podemos observar en la Figura 2.9 que el conjunto
de Brualdi estd contenido en el conjunto de Brauer, es decir, B(A) C K(A), como indica
el Teorema 2.25.

Aunque para cualquier matriz A = [a;;] el conjunto de Brualdi esté contenido en
el conjunto de Brauer, y tengamos por tanto un conjunto de inclusiéon mas ajustado al
espectro de A, el costo computacional para determinar todas las lemniscatas de Brualdi
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Figura 2.9: Conjunto de Brauer, (A) y conjunto de Brualdi, B(A).

. . ny .,
puede ser mucho mayor que el necesario para determinar los 5 ovalos de Brauer-

Cassini.

Por otro lado vamos a ver que el conjunto de Brualdi, en general, no es un subconjunto
propio del conjunto de Brauer, para lo cual mostraremos que hay muchos casos en los
que se da la igualdad del Teorema 2.25.

Consideremos para ello una matriz A = [a;;] € C"*"™ con n > 2 con todos los co-
eficientes no diagonales no nulos, lo cual implica que la matriz es irreducible. Definimos
para n > 2 el conjunto de todos los ciclos de longitud al menos dos de N ={1,2,...,n}
y lo denotamos por P,,.

Es claro que cualquier ciclo fuerte v de G(A) puede asociarse con un elemento de P,,
v = (iyia...1p) con 2 < p < n.
Para esta matriz A podemos considerar que cada évalo de Brauer-Cassini K ; (i # j)

se corresponde con un ciclo de longitud 2 de P,, o mejor dicho con la correspondiente
lemniscata de orden 2, que estd en B(A); lo cual nos da que K(A) = |J K;;(A) C B(4),

i,jEN
i#]
que junto con la otra desigualdad dada por el Teorema 2.25 nos da la igualdad, B(A) =

K(A).

De este hecho, podemos concluir que para cualquier matriz con todos sus elementos
no diagonales distintos de cero, es suficiente considerar la uniéon de los 6évalos de Brauer-
Cassini de A, en vez de la unién de todas las lemniscatas de Brualdi. Esto es una reduccién
muy notable en el costo computacional, pues si consideramos, por ejemplo, una matriz

9 x 9, el nimero de 6valos de Brauer-Cassini que hay que determinar es 2), mientras

que, como el nimero de elementos de P, es |P,| = Z (Z) (k — 1)!, para determinar el
k=2
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9
conjunto de Brualdi haria falta determinar |Py| = ) ( k:) (k —1)! = 125664 lemniscatas

k=2
de Brualdi.

Por ultimo, nos preguntamos si dada una matriz irreducible arbitraria, es posible
construir el conjunto de Brualdi mediante la uniéon de un conjunto mas reducido de
lemniscatas de Brualdi.

Para ello tenemos que definir el conjunto de ciclos reducido, Y (A), para una matriz
irreducible A, en el que se eliminan ciertos ciclos de orden superior de C(A), ( y las
correspondientes lemniscatas de Brualdi asociadas), pero de tal modo que | J B, (A) =

veC(A)
B(A).

Ahora queremos ver qué tiene que cumplirse para poder realizar dicha reduccion de

ciclos. Denotaremos por V() al conjunto de vértices de un ciclo v = (iy i5...14,) de C(A),
p

es decir, V(y) = |J {i;}; donde observamos que todos los ciclos necesariamente tienen
i=1
que ser fuertes, pues la matriz es irreducible.

Teorema 2.27. Sea A = [a;;] € C™™, n > 2, una matriz irreducible y C(A) su conjunto
de ciclos, y sean {7;}>_; ,s > 2 ciclos tales que:

S

PDVn)=UVy) v

Jj=2
i) existe un numero entero positivo m tal que cada vértice de 1 aparece exactamente
S

m veces en | J V(7).
=2
Entonces

B, () € U B, (4) 2.51)

Demostracion. Como A es irreducible por hipétesis, entonces tenemos que 1;(A) > 0 Vi €
N. Podemos, por tanto, expresar para cualquier v € C(A) su lemniscata de Brualdi
asociada como

1€y

B,(A) = {zg@:H(W) 31}. (2.82)

Para cualquier z € C, las hipétesis i) y ii) nos dan directamente que

0 () - a(o (5) &

Por (2.82), para cualquier z € B, (A), el producto de la izquierda de (2.83) es como

zZ—a
maximo la unidad y en consecuencia, no todos los productos | | <|(A];k|>’ para 2 <
. T
ke,

j < s, de la derecha de (2.83), pueden exceder la unidad.

z—a
Por tanto, hay al menos un indice 7 con 2 < ¢ < s tal que H (’(A’;k‘> < 1, lo que
, Tk
k€Y

implica que z € B,,(4) C J By, (A). O
=2

J
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Esto significa que si se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.27 podemos eliminar la
lemniscata de Brualdi B,,(A) del conjunto de Brualdi, y se sigue cumpliendo

U By(A) =B(A).

YEC(A)\7

Ademas, como la longitud de un ciclo v de C(A), coincide con el nimero de elementos de
su conjunto de vértices V' (y), obtenemos que generalmente eliminar ; de C(A) es suprimir
una lemniscata de Brualdi de orden superior de B(A), pues longitud (y;) > longitud (v;)
para cada 2 < 7 < s.

Para concluir diremos que desde el punto de vista practico, el conjunto de Brualdi
puede ser mas adecuado que el conjunto de Brauer o el conjunto de Gerschgorin, sélo
en matrices irreducibles para las que el conjunto de ciclos C(A), o mejor, el conjunto de
ciclos reducido, C(A), tiene pocos elementos.
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Capitulo 3

El conjunto minimo de Gerschgorin

En este capitulo veremos el conjunto minimo de Gerschgorin y lo relacionaremos con
los conjuntos de inclusién de autovalores estudiados en los capitulos anteriores.
3.1. Definicion del conjunto minimo de Gerschgorin

Empezamos recordando que con las definiciones establecidas en (1.9) y (1.10) en la
Seccién 1.2, obteniamos el Corolario 1.6 que decia que

o(A) CT™(A), para cualquier x > 0 de R".

Como la relacién anterior se cumple para todo x > 0 de R”, tenemos ademés que

o(A) C (T (A). (3.1)
x>0
Definicién 3.1. Sea A = [a;;] € C™", n > 2. Se define el conjunto minimo de

Gerschgorin de A, T?(A), como

MR(A) = () T (A). (3.2)

x>0

Este conjunto, que es un subconjunto de cada conjunto de Gerschgorin ponderado,
I (A), x > 0 de R", vemos por (3.1), que proporciona un conjunto de inclusién del
espectro de la matriz A, es decir, o(A) C TR(A) .

A continuacién, definimos dos conjuntos de matrices en C"*", cuyos autovalores van
a estar contenidos en el conjunto minimo de Gerschgorin de la matriz A.

Definicién 3.2. Sea A = [a;;] € C"*", n > 2. Definimos el conjunto equimodular de
A, Q(A), por

QA) == {B = [by] € C™" by = ag y |by| = lay|, i #j; i,5€ N},  (33)
y el conjunto equimodular extendido de A, Q(A), por
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Se pueden observar varias cosas de esta definicion. La primera de ellas es que para
cualquier matriz B perteneciente a estos conjuntos se cumple que puesto que r¥(B) <
rX(A), se tiene que " (B) C T (A) y, en consecuencia, el espectro de autovalores de la
matriz B estara contenido en el conjunto minimo de Gerschgorin de A. También vemos
que estos conjuntos, Q(A) y Q(A) son més restrictivos, que los conjuntos equiradial, w(A),
y equiradial extendido, @(A), respectivamente, definidos en (2.18) y (2.19). En efecto,
si B € Q(A) (respectivamente B € )(A)) entonces r;(B) = r;(A) (respectivamente
ri(B) < 1i(A)) y, por tanto, B € w(A) (respectivamente B € &(A)). Sin embargo, las
matrices pertenecientes al conjunto equiradial y al conjunto equiradial extendido pueden
no cumplir que de manera individual cada elemento no diagonal de la matriz tenga el
valor absoluto igual (respectivamente, menor o igual) que el correspondiente elemento no
diagonal de la matriz A, por lo que en general no perteneceran a 2(A) (respectivamente
a Q(A)).

Utilizando una notacién similar a (2.20), definimos

oQA) = U aB) v o) = U a(B) (3:5)

BeQ(A) BeQ(A)
y tenemos por (3.1), (3.2) y (3.5) que
o(0(4)) € o(Q(A)) C IR(A). (3.6)

Al igual que en los capitulos anteriores, vamos a estudiar a continuacién lo ajustado
de las inclusiones (3.6), al considerar los conjuntos infinitos de matrices definidos en (3.3)

y (3.4).
Presentamos un resultado que es importante en relacion con el conjunto equimodular,

Q(A).

Lema 3.3. Sean A = [a;;] € CV" y B = [b;;] € C"", n > 2. Se cumple que r¥(B) =
rH(A)Vie N yVae=[r1,22,...,2,]7 > 0 de R™ si y solo si |b;;| =|a;|Vi#j€N.

Demostracién. La implicacion inversa es trivial, pues si |b;;| = |a;;| Vi # j € N, entonces
por definicién de las sumas ponderadas de fila tenemos que r¥(B) = r(A) para cualquier
x > 0.

Para probar la implicacién directa, usamos el contrarreciproco y suponemos que |b;| #
|laix| para algin i # k, (i, k € N).Vamos a buscar un vector x = |11, s, ..., 2,]T > 0 que
no cumpla la igualdad r¥(B) = r*(A). Para ello tomamos x tal que ; = 1, 7, = 1y
xj=€>0VYj#1, j# k. Por tanto tenemos que

Z; Z; Tp
A= > el == 3 eyl Flawl — =€ > Jay|+ law,

JEN\{i} v jeN\{ik} ¢ ¢ JEN\{i,k}
Yy que
N T T Tp
ri(B)= ) lbyl=t= > |b¢j|$—?+|bik Pl > 1bil A+ bl
JEN\{i} v jeN\{ik} ¢ ' JEN\{i,k}

Hacemos tender ¢ — 0 en ambas ecuaciones, lo que cancela ambas sumas y por tanto
nos queda que rX(A) = |aix| y r¥(B) = |bi|. Como ambos mddulos por hipdtesis son
distintos, tenemos X(A) # r¥(B), como queriamos probar. O

20



Gracias a este Lema 3.3, observamos que para definir una matriz B € 2(A), solo po-
demos modificar los elementos no diagonales no nulos de la matriz A multiplicindo cada
uno de ellos por un factor e'?. Esto supone una mayor restricciéon, que se traduce en un
resultado de inclusion de autovalores mas estricto, que analizamos a continuacion. Para
analizar las matrices de {2(A) ahora vamos a utilizar herramientas diferentes a las que
hemos usado en otros capitulos. Cambiaremos la teoria de grafos dirigidos por la teoria
de Perron-Frobenius para matrices no negativas [3].

Para ello, empezaremos tomando una matriz A = [a;;] € C**", fijando un nimero
complejo z y definiendo la matriz M = [m;;] € R™*™ como
m”:—|z—a”| ,mij=|a,~j| Z#]EN (37)

Es evidente que M depende de la matriz A y del valor z y que los elementos no
diagonales de M son no negativos.
Definimos ahora la matriz B = [b;;] € R™*" cuyos coeficientes vienen dados por

b“:p—|z—au| ,b,]:|a”| l?éjEN, (38)
con
pi=max {|z—ay|: i€ N}. (3.9)

Vemos que B > 0, es decir, solo tiene coeficientes no negativos y ademéas podemos
expresar la matriz M en funcién del valor p y de la matriz B como

M = —ul, + B, (3.10)

viendo asi, que los autovalores de la matriz M son simplemente los autovalores de la
matriz B desplazados todos ellos por —p.

Utilizando la teoria de Perron-Frobenius para matrices no negativas, tenemos que la
matriz M, que denotamos también por M(z), para ver mejor que hay dependencia de
esta matriz con el valor z, tiene un autovalor real v(z) tal que

Re A <v(z), (3.11)

para cualquier \ € o(M(z)) (ver Teorema 2.7 de [3]).
También tenemos que a este autovalor v(z) le corresponde un autovector y > 0 de
R™™ no nulo, es decir,

My=v(z2)y, dondey >0,y # 0. (3.12)
Ademas, este autovalor puede ser caracterizado como
(=) = inf {max (M), /]| (3.13)

Por (3.7), podemos escribir lo que esté dentro de los corchetes en (3.13) como
(M x), Jx; =1 (A) — |z — a;|, para cualquier i € N y x > 0 de R". (3.14)

Ademas, todos los coeficientes de la matriz M son continuos en la variable z y en
consecuencia v(z), como autovalor de M, es también una funcién continua de z.

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre los puntos z del conjunto
minimo de Gerschgorin, I'*(A), y el autovalor v(z) de la matriz M(z) asociada.
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Proposicién 3.4. Sea A = [a;;] € C"*™, n > 2. Entonces
z€TR(A) < v(z) >0 (3.15)

Demostracion. Supongamos que z es un punto arbitrario del conjunto minimo de Gersch-
gorin de la matriz A, es decir, que z € I (A) para cada x > 0 de R™. Por lo tanto, para
cada x > 0, existe al menos un indice i € N, (siendo este indice dependiente de x), tal
que |z — a;;| < r¥(A), o lo que es lo mismo, r¥(A) — |z — a;;| > 0. Pero esto significa por
(3.14) que para este indice i se tiene (M x), /x; > 0. Por lo tanto max (Mx), /z;] >0

para cada x > 0, que implica por (3.13) que v(z) > 0.

Para ver el reciproco, supongamos que v(z) > 0. Entonces para cada x > 0 de
R™ tenemos de (3.13) que hay al menos un indice i € N, dependiente de x, tal que
0 < v(z) < (Mx),/z; = r7(A) — |2 — a;|, lo que implica que |z —a;| < rX(A). En
consecuencia, z € I (A) y por tanto z € I (A). Como esta inclusién se cumple para
cada x > 0, entonces z € I'®(A) como querfamos probar. ]

Si en el plano complejo extendido C,, denotamos por OT*(A) la frontera de T*(A),
definida por ATR(A) := TR(A) N (TR(A))C = TR(A) N (TR(A))Y, (pues TR(A) es un

conjunto compacto de C, y, por tanto, cerrado).

c
La Proposicién 3.4 es equivalente a mostrar que z € (FR(A)> < v(z) < 0. Gracias
a esto y a la continuidad de la funcién v(z) con respecto a z, obtenemos

i) v(z) =0y
z € OTR(A) < < i) existe una sucesién de nimeros complejos {z};2, con lim z; = 2,
- J—00
para los que v(z;) <0Vj > 1.
(3.16)

Establecemos a continuacién el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea A = [a;] € C™" y z € C tal que v(z) = 0. Existe una matriz
B = [bi;] € Q(A) tal que z es un autovalor suyo. En particular, se cumple que

OT™(A) C 0(Q(A)) € o(Q(A)) S TR(A). (3.17)

Demostracion. Si z € C es tal que v(z) = 0, entonces por (3.12), existe un vector w > 0
de R™ no nulo tal que M w = 0 o lo que es lo mismo,

Z lagj| w;j = |z — agk| wi, VEk € N. (3.18)
JEN\{k}

Sean {f;}"_, n mimeros reales tales que
2 — g = |2 — ap| €% VEeEN. (3.19)

A partir de estos, definimos la matriz B = [by;] € C"*" cuyos coeficientes vienen dados
por
bk = ark ¥ by = |ag;] ¢'% para k # j € N. (3.20)
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Es claro que B € Q(A). Gracias a esto tenemos que

(Bw), = D bjw; = agwy + ' ( > aw] wj> keN.

JEN JEN\{k}

Despejando ag, de la ecuacion (3.19) y sustituyéndolo en la anterior, obtenemos

(Bw), = 2wy + "% (— |2 — ape| wp + D |akj|Wj> ke N.
JeN\{k}

Los términos del paréntesis son cero por (3.18) Yk € N, luego las n ecuaciones
anteriores pueden ser expresadas en forma matricial como

Bw = zw.

Como w # 0, entonces z es un autovalor de la matriz B, y como B € Q(A), llegamos
a que z € g(2(A)).

Como cada punto z € TR(A) satisface v(z) = 0 por (3.16 i)), entonces AT (A) C
o(2(A)) como querfamos ver. O

Observamos que este teorema se cumple para cualquier matriz A, sin que necesitemos
la hipétesis de que la matriz sea irreducible. Para entender bien por qué la inclusién (3.17)
es valida también para matrices reducibles, supongamos que la matriz A, con n > 2 es
reducible y es de la forma

A= [ All A12

., con Ay € C™™, Ay € Cmmx(nmm) ] <y < .
0 | Ay

Esto implica que o(A) = o(A11) U d(Ax), o lo que es lo mismo, los autovalores de la
matriz A no dependen de la submatriz A;5. Los coeficientes de A;5 sin embargo, si que
afectan a los radios ponderados de los m primeros discos de Gerschgorin, rX(A), para
1 <7 < m, pues

rY(A) = E ;] =y E ;]| =L (1<i<m). (3.21)
j=1 Ti  jmmy1 L
JFi

Como en la definicién del conjunto minimo de Gerschgorin (y, por tanto, de su fron-
tera T™(A)) la interseccién se hace sobre todos los vectores x > 0, podemos tomar en
particular un vector x > 0 tal que sus componentes Z,,.1, ..., T, sean arbitrariamente
pequenas aunque positivas y sus componentes Iy, ..., Z,, sean muy grandes, lo que hara
que la dltima suma en (3.21) pueda ser arbitrariamente pequena, por lo que es como si
estuviéramos en el caso de dos matrices irreducibles, en este caso Ay v Ass.

Para finalizar esta seccién presentamos un tltimo resultado que establece que o($(A))
llena totalmente I'*(A).

Teorema 3.6. Sea A = [a;;] € C"". Entonces

a(QUA)) = TR(A). (3.22)
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Demostracién. Ya sabemos del Teorema 3.5 que o(€(A)) C TR(A), por lo que sélo tene-
mos que probar la otra contencién. Para ello, fijemos un punto z € I'*(A), lo que por la
Proposicién 3.4 implica que v(z) > 0. Por (3.12), existe un vector w > 0 de R™ no nulo
tal que M w = v(z)w. Esta tltima expresién es equivalente a

> lawslwy = [|2 — aw| +v(2)] wp, k€N, (3.23)
JEN\{k}

Definimos a continuacién la matriz B = [b;;] € C"*" de la siguiente forma

bir = apr ¥ brj = pix agj para k # j € N, (3.24)
donde
Yo lawg|w; —v(2)wy

g = JEN\{KY , sl Z |lag;| w; >0,

Z |ak;| w; JEN\{k} (3.25)
JEN\{k}
M ‘= 1, si Z |akj] w; = 0.
JEN\{k}

Por (3.23), (3.25) y el hecho de que |z — agx| wr, > 0y v(2) wr, > 0 se cumpla Vi € N
tenemos que 0 < pup < 1 VEk € N,y por (3.24) concluimos que B € (A) pues se
satisfacen las condiciones (3.4).

Por otro lado, podemos verificar por las ecuaciones (3.23), (3.24) y (3.25), que para
todo k € N,

2= ) we = |z — ape Wi = D awglwi—v(2wp = e Y anglwy = D bwg| wy.
JEN\{k} JEN\{k} JEN\{k}

Esta expresion anterior es exactamente de la misma forma que (3.18) en la demostra-
cién del Teorema 3.5 pero para la matriz B. Usando la misma prueba que alli, mostramos
que existe una matriz M = [m;;| € C"*", tal que M € Q(B), con z € o(M).

En conclusién, como M € Q(B) y B € Q(A), entonces M e Q(A), lo que prueba que

A

2 € o(Q(A)).
O

3.2. Comparacién del Conjunto minimo de Gersch-
gorin y el conjunto de Brualdi

En esta seccion compararemos el conjunto de Brualdi, B(A), con el conjunto minimo
de Gerschgorin, T®(A).

Para ello empezamos con el siguiente resultado.

Lema 3.7. Sea A = [a;;] € C™™. Entonces

Q(A) C Dp(A). (3.26)
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Demostracion. Vamos a separar la demostracion en tres casos. Veamos primero el caso
en que A es irreducible y n > 2. Esto implica que r;(A) > 0Vi € N.
Sea B = [b;;] € Q(A), entonces

Definimos ahora el conjunto
Si={jeN:j#iy |ay| >0} i€eN, (3.28)

que es distinto del vacio para todos los indices ¢ € N por ser la matriz A irreducible.
Si existe un j € S;(A) para el que b;; = 0, se tiene que

ri(B) < ri(A). (3.29)

Sea ahora € > 0 y reemplacemos este (i, j)-ésimo elemento nulo de la matriz B por
cualquier niimero, cuyo médulo sea €, y hagamos lo mismo para todos los indices k € S;(A)
para los que by, = 0, dejando los demés elementos de la fila i-ésima de B sin cambiar. Al
hacer esto para todas las filas de B, creamos la matriz B(e) € C™*", cuyos coeficientes
son continuos en funcién del pardmetro € y para la cuél el conjunto de ciclos de B(e),
C(B(€)), es el mismo que el conjunto de ciclos de la matriz A, C(A), para cada ¢ > 0.

Ademas para cada € > 0 suficientemente pequeno, se tiene de la desigualdad estricta
(3.29), que si para algin j € S;(A) se tiene b;; = 0, entonces

ri(B(e)) < r:(A) Vi€ N. (3.30)

En consecuencia tenemos que B(e) € wp(A), Ve > 0 suficientemente pequenio. De
(2.54), vemos que B(0) = B € &p(A), y como esto es valido para cualquier B € Q(A), la
inclusion (3.26) es valida para el caso irreducible.

Para el caso n = 1, se da la igualdad en (3.26) por definicién.

Por tltimo, supongamos que la matriz A es reducible, n > 2. Sin perdida de genera-
lidad, supongamos ademds que A estd en la forma normal reducida (1.19). Entonces, la
construccion anterior, para el caso irreducible, puede ser aplicada ahora a las submatrices
R;; del caso (1.20 i)), mientras que el caso restante de (1.20 ii)) es inmediato como el
caso n = 1 anterior, lo que completa la prueba. O

Gracias al Lema 3.7, el siguiente resultado, que justifica que el calificativo "minimo"
es muy apropiado para el conjunto I'(A), tiene una prueba sencilla.

Teorema 3.8. Sea A = [a;;] € C"*". Entonces
I*(A) C B(A). (3.31)

Demostracion. Sabemos del Teorema 3.6 que TR(A) = o(Q(A)).

Como Q(A) C @p(A), por el Lema 3.7, tenemos o(Q(A)) C o(@p(A)). Ademés, del
Teorema 2.24 sabemos que B(A) = o(0p(A)), de donde concluimos T*(A) C B(A) como
queriamos probar. O
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Figura 3.1: Conjunto minimo de Gerschgorin de A, TR(A).

Ejemplo 3.9. Para ilustrar el Teorema 3.8, consideramos la matriz A de (1.21), y cal-
culamos el conjunto minimo de Gerschgorin de A, T?(A), cuya frontera viene dada por

1
OR(A) ={z€C: |2 1] = S (1= +1] -] +il) + 5

N | —

Vemos en la Figura 3.1 que dicho conjunto esta formado por tres componentes conexas
disjuntas cuya frontera se ha coloreado en verde.

25

157} o 1

05 ]

051 o 1

-1.571 1

25 L L L L L

Figura 3.2: Autovalores de matrices aleatorias F' € (Q(A).
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A continuacion, por (3.4), tenemos que cualquier matriz F' € Q(A) es de la forma

1 7eh 0 0
T2 €i02 . T3 6i03
F = 9 ! 9 O‘ , (3.32)
0 0 1 g™
et 00—

donde 0 <7, <1y0<#;<27rV1<i:<5h

Hemos generado valores aleatorios de {;}7_; € [0,1] y de {6}7_, € [0, 27) en la matriz
F', y hemos calculado numéricamente los autovalores de dichas matrices. Estos autovalores
se han dibujado en la Figura 3.2, y aunque no se llega a ilustrar el resultado recogido en
el Teorema 3.6, si que se observa que con los autovalores de las matrices F' se va llenando
una parte de T'%(A).

En la Figura 3.3, se muestran el conjunto de Brualdi y el conjunto minimo de Gersch-
gorin, y se ve como I'*(A) C B(A).

25

151

051

05

151

-2.5

Figura 3.3: Conjunto minimo de Gerschgorin, T*(A), en color azul y conjunto de Brualdi,
B(A), en color amarillo.

Esto se tiene por el hecho de que cada matriz F' de (3.32) es necesariamente una
matriz H de (2.52), pero no a la inversa.

Este resultado anterior parece contradictorio a primera vista con las inclusiones vistas
en los capitulos anteriores:

B(A) C K(A) C T(A). (3.33)

Sin embargo, estos conjuntos no dependen de las sumas de fila ponderadas.

Para concluir esta seccion, definimos la version de sumas de fila ponderadas para los
6valos de Brauer-Cassini y para las lemniscatas de Brualdi.
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Definicién 3.10. Dado x = [z, 2o, . .. ,xn]T € R™ no nulo, definimos

Kf;(A) = {z €C: |z —ayl|- |z —ajj| <rf(A) -7’}‘(14)}, donde i # j € N, (3.34)

y
K™ (A) = | K7;(A). (3.35)
ijEN
Sea ahora, v € C(A) un ciclo de G(A), definimos
BQX(A) = {z eC: [[lz—aul < Hrf(A)} , (3.36)
1€y 1€y
y X X
B”(A):= (J B (A). (3.37)
vEC(A)
Ademas definimos
BR(A) == (| B7(A) y KF(A) == () K™ (A). (3.38)
x>0 x>0

De estas definiciones, tenemos el siguiente resultado, que puede parecer sorprendente.

Teorema 3.11. Sea A = [a;j] € C"*", n > 2. Entonces

M*(A) = BR(A) = K*(A). (3.39)
Demostracion. Sea X una matriz diagonal tal que X = diag [y, z,...,2,], con x =
(21,29, ...,2,]T > 0. Aplicando las inclusiones (3.33) a la matriz X ' AX, tenemos que

B (A) C K™ (A) CT™(A), para cualquier x > 0.
Como es para cualquier x > 0, de (3.38) tenemos que
BR(A) C KR(A) CTR(A). (3.40)

Del Teorema 3.8 aplicado a la matriz X 'AX, junto con la Definicién 3.10, tenemos
que
M(X'AX) C B(X 'AX)=B"(A) para cualquier x > 0.

Ademés tenemos que M (X 1AX) = I'*(A) para cualquier x > 0, luego I'*(A) C
B™(A) ¥x > 0, lo que implica '*(A) C BR(A).

Por tanto de esta tltima contencion y de (3.40), tenemos T*(A) = BR(A) = KR (A),
que es lo que queriamos probar. O
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