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RESUMEN

En este articulo presentaremos los resultados de un estudio de investigacién colaborativa realizado en Ontario,
Canada. El objetivo era caracterizar las estrategias de los alumnos de preescolar asociadas a un pensamiento
algebraico con respecto a la nocién de equivalencia matematica. Para esto, propusimos dos tareas a 36 estudiantes
de tres clases y analizamos sus estrategias. Nuestros resultados destacan 14 estrategias utilizadas por los
estudiantes para trabajar con el concepto de equivalencia; entre estas, tres facilitarian el establecimiento de un
razonamiento asociado con un pensamiento algebraico. Nuestra investigacion muestra que los nifios pueden
razonar sobre la nocion de equivalencia en un sentido relacional, y esto desde el preescolar, mucho antes de que
se introduzca el dlgebra formal.

Palabras clave: Pensamiento algebraico; Equivalencia matematica; Estrategias; Alumnos; Preescolar.

The emergence of algebraic thinking: students’ strategies concerning the notion
of mathematical equivalence

ABSTRACT

In this article, we present the results of a collaborative research conducted in Ontario. The objective of the study
was to characterize preschool students’ algebraic thinking strategies concerning the notion of mathematical
equivalence. To do so, we proposed two tasks to 36 students from three different classes and analyzed their
strategies. Our results highlight 14 strategies used by students to work with the concept of equivalence; within
these, three facilitated reasoning associated to algebraic thinking. Our research demonstrates that preschool
children can reason on the notion of equivalence in a relational manner well before algebra is formally introduced.
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1. Introduccion

Tradicionalmente, se ve la aritmética como un dominio de nimeros y operaciones que ocupa un lugar
privilegiado en la educacién primaria, mientras que el algebra se presenta como un dominio asociado a
los simbolos, letras y ecuaciones que solo comenzaria en la secundaria. Estas dos areas a menudo son
presentadas por los curriculos escolares por separado, lo que provoca una ruptura entre los aprendizajes
de primaria y secundaria. La dificultad de pasar de la aritmética de primaria al dlgebra de secundaria ha
sido ampliamente documentada por la investigacién en educacién (Cai y Knuth 2011, Kieran 2007,
Radford 2012). Para facilitar la transicion al dlgebra de la escuela secundaria, varios estudios proponen
promover el desarrollo del "pensamiento algebraico” en el nivel primario, mientras que algunos sugieren
que se haga a partir del preescolar (Beatty, 2010, Blanton y Kaput, 2004; National Council of Teachers of
Mathematics, 2000). No es una ensefianza temprana del dlgebra como la ciencia de resolver ecuaciones
usando simbolos (Lessard, Anwandter-Cuellar y Boily, 2014). La idea es desarrollar el pensamiento
algebraico sin usar necesariamente el lenguaje literal y simbdlico cominmente asociado con el dlgebra
(Squalli, 2002).

Hasta la fecha, el trabajo en este enfoque ha demostrado que es posible desarrollar el pensamiento
algebraico en paralelo con la aritmética de primaria (Carpenter, Franke y Levi 2003, Kieran 2014, Radford
2012), lo que incrementaria significativamente la comprensién del algebra de los estudiantes de
secundaria (Blanton et al., 2015, Knuth, Stephens, Blanton y Gardiner, 2016). Sin embargo, las
investigaciones en preescolar son mas recientes y aliin no estan consolidadas (Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2012). Por esta razon, en los ultimos afios, nuestro equipo decidié estudiar el desarrollo del
pensamiento algebraico en nifios pequefios (Anwandter-Cuellar, Boily, Lessard y Mailhot, 2016, Lessard
y al., 2014): ;Podemos pensar que los estudiantes de preescolar pueden prevalerse de un aprendizaje
que requiere el pensamiento algebraico? ;O estamos limitados por el potencial de los estudiantes a esta
edad para el desarrollo del pensamiento algebraico?

Una forma de trabajar el pensamiento algebraico es reenfocar el significado de la equivalencia
matematica en la enseflanza (Kieran, 2007) y su representacion como simbolo de igualdad (=). En este
sentido, Carpenter y al. (2003) documentaron una idea errénea que tenian los nifios de primaria con
respecto al simbolo de igualdad. Estos estudiantes simplemente lo interpretaban como un célculo a
realizar donde solo debe haber un niumero a la derecha del simbolo y ese simbolo representa la
respuesta al calculo. Por ejemplo, sobre la igualdad "5 + 4 + 3 = 15 - 3", los estudiantes pensaban que
es incorrecta porque la respuesta al calculo es 12 en lugar de 15 (Squalli, 2002). En la escuela, existe una
concepcidn operativa dominante asociada al simbolo de igualdad que significa "la respuesta que viene
después" o "hacer algo" en lugar de la equivalencia, lo cual es un obstaculo para el aprendizaje de varios
conceptos algebraicos (Alibali, 1999, Carpenter y al., 2003, Fyfe, Matthews, Amsel, McEldoon y McNeil,
2018, Kieran, 1981, McNeil y Alibali, 2005).

En Ontario, la primaria es el momento del primer encuentro de los estudiantes con el simbolo "=", y
esto se hace solo después del trabajo con situaciones no simbédlicas de igualdad y equivalencia en
preescolar (Ministére de I'Education de I'Ontario, 2008). En este contexto, se nos pidi6 que
acompafaramos a los maestros de preescolar durante una investigacion colaborativa (Ministerio de
Educacion de Ontario, 2014) que se centrd en el concepto de equivalencia en preescolar. El objetivo de
la investigacion fue estudiar las posibilidades de hacer aparecer y desarrollar el pensamiento algebraico
en nifos de 4 a 6 afos a partir de tareas no simbdlicas que implican la equivalencia matematica. En este
articulo, presentamos los resultados de esas dos tareas. A través del analisis de las estrategias de los
estudiantes, hemos identificado algunos elementos que pueden asociarse con un pensamiento
algebraico o con un dominio aritmético. Esto nos permitié explorar el potencial de los nifios pequefios
para entrar en una forma algebraica de pensar y describir las condiciones didacticas para solicitarla en
relacién con la nocién de equivalencia.
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2. Marco teérico

2.1. El pensamiento algebraico

En el enfoque tradicional de la ensefianza, las matematicas se perciben como la aplicacion de técnicas
de calculo para resolver un problema. De hecho, en el nivel primario, se ensefian regularmente técnicas
de calculo para sumar, restar, multiplicar y dividir niUmeros. Luego, en la escuela secundaria, los
estudiantes deben poder manipular y calcular usando letras y simbolos. Segun esta visidn, es la aparicion
de la letra la que marca la diferencia entre la aritmética y el algebra (Squalli, 2002).

Sin embargo, la investigacion en historia y epistemologia de las matematicas sugiere que la diferencia
entre estas dos disciplinas no puede reducirse al uso de letras y simbolos (Radford, 2012). Por ejemplo,
como seflala Howe (citado en Radford, 2012), si un estudiante es capaz de producir una férmula
matematica usando letras, no necesariamente "piensa" algebraicamente, porque podria haber
simplemente adivinado la formula y verificado utilizando los procedimientos de ensayo-error
aritméticos. Siendo asi, al rechazar la idea de que el lenguaje literal es necesario y suficiente para pensar
algebraicamente, se han abierto nuevas vias de investigacion sobre la ensefanza y el aprendizaje del
algebra (Radford, 2012).

En general, Kieran (1996) define el pensamiento algebraico de la siguiente manera:

El pensamiento algebraico se puede interpretar como un enfoque de situaciones cuantitativas que se
centra en aspectos relacionales utilizando herramientas que no son necesariamente simbdlicas pero
que en Ultima instancia pueden servir como soporte cognitivo para introducir y apoyar el discurso
mas tradicional del dlgebra escolar (traduccién libre, p. 275)

Aunque la investigacion trata de dar una definicion del pensamiento algebraico, no siempre es facil
discriminar la aritmética del dlgebra en las palabras de los estudiantes. Sin embargo, parece que el
pensamiento algebraico se refiere mas al proceso que al producto, a las relaciones que a los célculos.
Ademas, actualmente algunas investigaciones (Kieran, 1996, 2004, Radford, 2012, Squalli, 2002)
proponen una definicidn de esta forma de pensar para primaria y secundaria, pero queda por ver si esta
conceptualizacidn es transferible al preescolar. Para este estudio, hemos elegido tomar estos marcos
conceptuales como punto de partida para estudiar el pensamiento algebraico en preescolar. Por lo
tanto, podemos caracterizar el pensamiento algebraico usando tres dimensiones:

a) Implica el proceso de generalizacién, un componente esencial (Kieran 2004, Squalli 2002) pero no
suficiente (Radford 2012) ya que es posible recurrir a generalizaciones aritméticas. Nosotros nos
basamos en la definicion de generalizacion matematica de manera general como una proposicion
de que algunas propiedades o técnicas pueden aplicarse a un gran conjunto de objetos o
condiciones.

b) Requiere un razonamiento analitico, es decir, requiere operar sobre la incégnita, trabajar con
cantidades indeterminadas (Bednarz y Janvier, 1996, Radford, 2012, Squalli, 2002) como si son
conocidas y como si fueran numeros especificos (Radford, 2014).

c) Seinteresa en las estructuras, las relaciones matematicas y no en los calculos (Kieran 2007, Stacey
y MacGregor 1997, citado en Squalli 2002).

Estas caracteristicas que representan diferentes maneras de ver el pensamiento algebraico permiten de
considerar el algebra como una "forma de pensar” en lugar de un conjunto de conocimientos y técnicas
relacionadas con letras y simbolos.
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2.2 El simbolo igual: una realidad para interpretar situaciones de equivalencia e igualdad

En la ensefianza, la equivalencia y la igualdad estan representadas por el mismo simbolo, el simbolo
igual "=". Este simbolo puede reflejar dos realidades diferentes. Segin Theis (2005), la expresion "2 + 3
= 5" puede corresponder a una situaciéon de igualdad en la que un nifilo reline dos conjuntos. Por
ejemplo, un nifo puede comenzar con 2 fichas, ganar 3 durante un juego y terminar con 5. En este caso,
decimos que los conjuntos estan compuestos por los mismos elementos, porque son los mismos objetos
fisicos. Sin embargo, cuando dos nifios comparan el nimero de fichas, por ejemplo, el primer nifio tiene
2 en su mano derecha y 3 en su izquierda, y el otro nifio tiene 5 fichas, es una cuestion de equivalencia
cuantitativa, porque no compara los mismos elementos fisicamente. Sin embargo, la expresion formal
"2 + 3 = 5" describe dos lados del simbolo "=" que representan exactamente el mismo nimero, lo que
significa una igualdad numérica (Theis, 2005). Por lo tanto, el simbolo de igualdad no distingue el tipo
de situacion (equivalencia o igualdad) considerada. Como tal, el simbolo "=" no siempre es interpretado
como una equivalencia por el alumno. La comprensién formal de la equivalencia matematica significa
entender el simbolo de igualdad como un simbolo relacional, necesario para el aprendizaje del dlgebra
(Jones, Inglis, Gilmore y Evans, 2013). Esto significa que los nifios que entienden la equivalencia
matematica no consideran un problema aritmético simplemente como un célculo. Por el contrario,
examinan el problema en su totalidad e identifican la relacién expresada antes de comenzar a calcular
(McNeil, 2014).

3. Metodologia

Optamos por el método de investigacion cualitativa para nuestro estudio (Karsenti y Savoie-Zajc, 2004).
Especificamente, el nimero limitado de trabajos sobre el pensamiento algebraico en preescolar y
nuestros objetivos ubican nuestro proyecto en el estudio de un objeto de investigacion descriptiva (Van
der Maren, 1996). Durante nuestra investigacion, propusimos dos tareas a 36 estudiantes de preescolar
(jardin, 5 afos y jardin de infantes, 4 afios) de tres escuelas y estudiamos sus estrategias para llevar a
cabo estas dos tareas. Para ello, grabamos videos como medio de colecta de datos. El tratamiento de
datos se realizé utilizando NVivo, donde codificamos las estrategias de acuerdo con los tres elementos
del pensamiento algebraico: proceso de generalizacion, razonamiento analitico y razonamiento sobre
las relaciones (ver marco teodrico). Por otro lado, codificamos las estrategias de acuerdo a varios estudios
de investigacion preescolar sobre el significado del nimero (Fayol, 1990, Gelman y Gallistel, 1978, Ste
Marie, Giroux y Tourigny, 2014) y las etiquetamos de acuerdo a las acciones de los alumnos (p. €j., el
alumno recoge articulos de una canasta, cuenta, etc.) Finalmente, hicimos nuestros analisis cruzando los
dos tipos de codificacién (pensamiento algebraico y estrategias), lo que nos permitié identificar las
estrategias que permiten dar cuenta del potencial de los estudiantes para adentrarse en una forma de
pensamiento algebraica, asi que las condiciones didacticas que subyacen en ellas.

3.1 La eleccion y la descripcion de las tareas

La mayoria de las tareas preescolares les piden a los estudiantes que realicen un calculo vinculado a la
igualdad (p. €j., si tengo 5 fichas y mi amigo tiene 3 fichas, ;cuantas fichas tenemos en total?). De acuerdo
con la definicién de equivalencia matematica que adoptamos (Theis, 2005), las situaciones de
comparaciéon (Vergnaud, 1981) entre el nimero de elementos de dos conjuntos permiten abordar la
nocién de equivalencia, ya que no se centran en un calculo a realizar, sino mas bien en la relacién entre
dos conjuntos. Para este tipo de situacién, construimos dos tareas. La primera tarea era contextualizada,
ya que estaba asociada con una historia, la historia de Fafounet y la bdsqueda de los huevos de Pascua
(D'Aoust, 2011), asi que a una resolucién de problemas (tarea contextualizada). La segunda se inspird
de los trabajos de Squalli (2002) en primaria y se presento sin referencia a un contexto real (tarea no
contextualizada).
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3.1.7 Tarea contextualizada: la historia de Fafounet y la busqueda de los huevos de Pascua (D'Aoust, 2011)
En esta historia, el personaje principal, Fafounet, invita a su vecino Fafoundé a participar en la busqueda
de huevos de chocolate que su madre ha organizado para él. La idea del juego es respetar la regla de
oro de su madre: "Deben encontrar los huevos de Pascua juntos" y "al final del juego, deben dividir los
huevos en partes iguales entre ustedes dos". En la historia, Fafounet encuentra 8 huevos de chocolate y
Fafoundé encuentra 4 huevos.

Durante la colecta de datos, la investigadora ley6 parte de la historia a los nifios en grupo. Luego, en
parejas, cada uno de los estudiantes eligié un personaje. Después, la investigadora distribuy6 8 cubos y
4 cubos para simbolizar los huevos de chocolate encontrados por los personajes (Figura 1). Finalmente,
ella pregunto: ";Qué deben hacer para respetar la regla de oro?"

Figura 1. Cubos dados a cada alumno para representar los huevos de chocolate en la tarea
contextualizada

3.1.2 Tarea no contextualizada: dos conjuntos de cubos (Squalli, 2002)

Esta tarea fue realizada individualmente por los alumnos. La investigadora mostré dos grupos de cubos,
uno compuesto por 10 cubos y el otro por 8 cubos (Figura 2). La idea es que los estudiantes no puedan
calcular facilmente el nimero de cubos mediante el reconocimiento visual. Luego pregunto si hay tantos
cubos a la derecha como a la izquierda y qué se debe hacer para tener la misma cantidad de cubos en
ambos grupos.

Figura 2. Dos juegos de cubos dados a los alumnos para la tarea no contextualizada

3.1.3 La naturaleza de las tareas y su realizacion.

En la escuela preescolar y primaria en Ontario, los estudiantes deben desarrollar cinco habilidades
relacionadas con la igualdad y la equivalencia: reconocer, explicar, crear, restaurar y mantener
situaciones de igualdad o equivalencia (Ministére de I'Education de I'Ontario, 2008). Nuestras dos tareas
involucran tres de estas habilidades.
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Finalmente, resumimos en la Tabla 1 las caracteristicas de las tareas y su realizacion:

Habilidades

Tarea

Tipos de pregunta

Numéro de participantes

Reconocer que
dos conjuntos no
son equivalentes

Convertir una
cantidad
equivalente a otra
cantidad

Mantener la
equivalencia

Contextualizada

No contextualizada

Contextualizada

No contextualizada

No contextualizada

¢Tienes tantos huevos de chocolate como tu
amigo?

¢Hay tantos cubos en el lado izquierdo como
en el derecho?

;Qué deben hacer para respetar la regla de
oro?

:Qué podemos hacer para tener tantos cubos
en el lado derecho como en el izquierdo?

Si te doy 4 cubos, ;cémo puedes compartirlos
para que siempre tengas tantos cubos en el

36 estudiantes (en pareja)

36 estudiantes
(individualmente)

36 estudiantes (en pareja)

36 estudiantes
(individualmente)

9 estudiantes
(individualmente)

lado derecho como en el izquierdo?
Tabla 1. Caracteristicas de las tareas y su realizacion

4. Resultados

Usando nuestra codificacién NVivo, etiquetamos varios procedimientos de los estudiantes, la mayoria
de los cuales son la combinacion de varias estrategias. Cuando hablamos de una combinacion de
estrategias, queremos decir que todos los estudiantes usaron al menos dos de las estrategias
enumeradas en las Tablas 2, 3 y 4 para proporcionar una respuesta. Por ejemplo, identificamos la
combinacién de estrategias de "intercambio-agregacién-conteo" en una nifia. Después de reconocer que
el nimero de cubos en cada conjunto no era equivalente en la tarea no contextualizada (8 cubos en un
lado y 10 en el otro), para restablecer la equivalencia, la nifia intercambié de lugar las dos colecciones
(10 cubos y 8 cubos). La investigadora pregunt6 al estudiante si esto era lo mismo y la nifia dijo: "Es casi
lo mismo". La nifia decidid agregar 2 cubos a la coleccién de 8 cubos tomando cubos que no formaban
parte de las colecciones dadas (toma cubos en una canasta). Enumeré las dos colecciones contando para
confirmar la equivalencia (10 = 10).

Ademas, como estamos interesados en la caracterizacion aritmética o algebraica de estrategias, para la
presentacion general de nuestros resultados, optamos por la presentaciéon de las tablas (ver Tablas 2, 3
y 4) que muestran el porcentaje de alumnos que us6 cada estrategia considerandolas individualmente
(es decir, no como una combinacidon de estrategias) para ambas tareas.

4.1 Resultados relacionados con "reconocer que dos conjuntos son o no son equivalentes”

En relacidon con la habilidad "reconocer que los dos conjuntos no son equivalentes” y después de la
primera pregunta de la entrevista, la mayoria de los estudiantes contaron los dos conjuntos y
compararon los nimeros obtenidos: 8 y 4 para la tarea contextualizada y 8 y 10 para la tarea no
contextualizada, dando asi una respuesta correcta. Esto apoya la investigacién de Mix (1999) que ya
habia demostrado que los nifios pueden reconocer la equivalencia o no equivalencia de dos conjuntos
idénticos desde una edad muy temprana (alrededor de 3 afios).

4.2 Estrategias utilizadas para "convertir una cantidad equivalente a otra cantidad”

Una vez que los estudiantes notaron que los conjuntos no eran equivalentes, se les indicd que los
hicieran equivalentes. La Tabla 2 ilustra las estrategias de los estudiantes relacionadas con esta habilidad:
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Estrategias

Descripcion

Ejemplo

Porcentaje de
ninos — tarea
contextualizada

Porcentaje de
nifos — tarea no
contextualizada

Agregacién

Agregacién-
retiro

Intercambio

Agrupacion

Operaciones

Reparticion

Retiro

Reunién

Distribucion
Ta1

El alumno agrega objetos
externos a los dos conjuntos
comparados o a uno solo.

El alumno saca objetos de un
conjunto para agregarlos al
segundo conjunto.

El alumno saca una cantidad
de cubos de un conjunto
para agregarlos al otro
conjunto, y saca de este
conjunto una cantidad de
cubos que agrega al primer
conjunto.

El alumno reagrupa los cubos
en subconjuntos de cubos.

Después de utilizar otra
estrategia, el alumno puede
determinar el nimero de
cubos en cada conjunto
realizando operaciones de
adicion et sustraccion.

El alumno redine varios cubos
y los reparte en dos
conjuntos.

El alumno retira objetos de
los dos conjuntos que se
comparan o de un solo
conjunto.

El alumno relGne todos los
cubos.

Después de usar otra
estrategia, el alumno obtiene
varios cubos que distribuye 1
a 1 en los conjuntos.

El alumno buscé cubos en una canasta del aula
que no era parte del material a su disposicion.
Si comparaba un conjunto de 8 cubos y otro de
10 cubos, tomaba 2 cubos para agregarlos al
conjunto de 8 cubos.

Si comparaba un conjunto de 8 cubos y otro de
10 cubos, retiraba 1 cubo del conjunto de 10
cubos para agregarlo al conjunto de 8 cubos y
obtener dos conjuntos de 9 cubos.

Si comparaba un primer conjunto de 8 cubos y
un segundo conjunto de 10 cubos, el
estudiante tomaba 4 cubos del primer conjunto
y los agregaba al segundo, y al mismo tiempo
tomaba 4 cubos del segundo conjunto que
agregaba al primer conjunto.

Si comparaba un primer conjunto de 4 cubos y
un segundo conjunto de 8 cubos, el estudiante
reagrupaba los cubos en subconjuntos de dos
cubos, por lo que obtenia un conjunto con 2
subconjuntos y otro con 4 subconjuntos de 2
elementos.

Si comparaba un conjunto de 4 cubos y otros 8
cubos, el estudiante decia tomando 2 cubos: "Si
tengo 8, ahora tengo 6 y 6 aqui, porque tenia
4,6 esiguala6."

El alumno toma todos los cubos y los divide en
dos conjuntos.

Si comparaba un conjunto de 8 cubos y otro de
10 cubos, eliminaba 2 cubos del conjunto de 10
cubos para tener dos conjuntos de 8 cubos.

El alumno forma un solo conjunto con todos los
cubos.

Si comparaba un conjunto de 8 cubos y otro de
10 cubos, sacaba cubos para obtener dos
conjuntos de 4 cubos y distribuia el resto
dando 1 cubo a cada conjunto a la vez.

0,00

77,78

11,11

5,56

5,56

22,22

5,56

16,67

11,11

29,41

70,59

8,82

0,00

5,88

2,94

47,06

2,94

11,76

Tabla 2. Descripcion de las estrategias utilizadas por los alumnos en ambas tareas para "convertir una

cantidad equivalente a otra cantidad"

En la Tabla 2, podemos observar que el 71% de los alumnos utilizé la agregacién-retiro para la tarea no
contextualizada y el 78% de los estudiantes para la tarea contextualizada, siendo asi la estrategia mas
frecuente de los estudiantes. Sin embargo, es una estrategia predecible, porque una vez que los
estudiantes se dieron cuenta de que los conjuntos no eran equivalentes, parecia natural tomar cubos
del conjunto mas grande para agregarlos al conjunto mas pequefio. Sin embargo, lo que es interesante
considerar es que la eleccion del nimero de cubos fue arbitraria para la mayoria de los estudiantes. Por
lo tanto, el uso de esta estrategia podria ser bastante largo. Por ejemplo, un nifio implement6 la
siguiente sucesién de estrategias para la tarea no contextualizada: agregacién-retiro, retiro, conteo,
agregacion, conteo, agregacion-retiro, conteo, agregacion-retiro, conteo, agregacion-retiro, conteo,
agregacion-retiro, conteo. Por lo tanto, es una serie de ensayos y errores numéricos aleatorios que
finalmente no permitieron obtener la buena respuesta a la tarea por parte del alumno. Esta estrategia,
siendo ampliamente reconocida como una estrategia de tipo aritmético (Schmidt y Bednarz, 1997), fue
por lo tanto menos efectiva para permitir al estudiante convertir un conjunto equivalente a otro.
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Ademas, después de establecer estrategias para "convertir una cantidad equivalente a otra", los
estudiantes necesitaban validar sus respuestas y, por lo tanto, “reconocer si los conjuntos obtenidos
eran equivalentes". Para ello, implementaron las siguientes estrategias:

Estrategias

Descripcion

Ejemplo

Porcentaje de Porcentaje de
alumnos — tarea alumnos — tarea

contextualizada)  no contextualizada
Conteo El alumno enuncia los ndmeros El alumno indica cada cubo con el 88,89 70,59
para determinar la cantidad de dedo y recita los nimeros: 1, 2, 3, ...
objetos en cada conjunto. Luego, hace lo mismo para el segundo
conjunto, y finalmente compara los
numeros obtenidos.
Conteo El alumno enuncia los nimeros Sicomparaba un primer conjunto de 8 0,00 17,65
todos los para determinar la cantidad total cubos y un segundo conjunto de 10
objetos de objetos sin diferenciar los cubos, decia 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8y
conjuntos. continuaba contando el otro conjunto
9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18.
Percepcion Para validar sus respuestas, el Al observar el espacio ocupado por los 5,56 14,71
visual alumno compara las cantidades objetos, el alumno puede saber si un

de objetos de forma visual.

conjunto tiene mas objetos que otro.

Tabla 3. Descripcién de las estrategias de los estudiantes en ambas tareas para validar sus respuestas

En esta Ultima tabla, podemos notar el rol importante de la estrategia de conteo para las dos tareas (89%
y 71%). El hecho de que el conteo es la estrategia mayoritaria entre los estudiantes no es una sorpresa,
ya que el conteo (determinar el nimero de elementos de un conjunto) enumerando, representa uno de
los principales contenidos de plan de estudios de preescolar en Ontario. Por lo tanto, los medios y
herramientas que estan disponibles para los estudiantes se centran principalmente en contar, enumerar
y en los niUmeros. Como sefiala Mix (1999), en el caso de tareas de comparacién de dos conjuntos segun
sus cardinalidades, el desarrollo de la competencia numérica tiene ciertas ventajas. De hecho, el conteo
de conjuntos permitié a la mayoria de los estudiantes validar sus respuestas para ambas tareas.

Ademas, hemos observado otras tres estrategias que consideramos naturaleza diferente: las estrategias
"medida”, "correspondencia 1 a 1" y "operaciones”, ya que permiten, a la vez, "convertir un conjunto
equivalente a otro" y "validar la respuesta” (consulte la Tabla 4).

Porcentaje de  Porcentaje de

Estrategias ~ Descripcién Ejemplo alumnos - tarea alumnos - tarea no
contextualizada) contextualizada
Medida Los estudiantes ponen cubos en El alumno encajaba los cubos formando 0 8,82
linea y comparan las longitudes de dos lineas que colocaba una al lado de
las lineas. otra. Si comparaba un conjunto de 8
cubos y otros 10 cubos, quitaba un cubo
al conjunto de 10 cubos y lo agregaba al
conjunto de 8 cubos, obteniendo dos
conjuntos de 9 cubos.
Correspon-  Los estudiantes ponen los cubos Elalumno colocaba los cubos de manera 0 5,88
dencialal en linea 'y hacen una de obtener dos lineas haciendo coincidir
correspondencia 1 al entre los los cubos de una linea con la otra linea.
cubos. Si comparaba un conjunto de 8 cubos y
otros 10 cubos, quitaba un cubo al
conjunto de 10 cubos y lo agregaba al
conjunto de 8 cubos, obteniendo dos
conjuntos de 9 cubos.
Operaciones Después de utilizar otra estrategia, Si comparaba un conjunto de 4 cubos y 5.56 5.88

el alumno puede determinar el
ndmero de cubos en cada conjunto
realizando operaciones de adicion
0 sustraccion.

otro de 8 cubos, el estudiante decia
tomando 2 cubos: "Si tengo 8, ahora
tengo 6y aqui tengo 6, porque tenia 4, 6
esiguala6."”

Tabla 4. Descripcion de las estrategias implementadas por los estudiantes en ambas tareas
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4.3 Estrategias utilizadas para "mantener la equivalencia”

Para la tarea no contextualizada, decidimos proponer a 9 estudiantes de "mantener la equivalencia”
dandoles 4 cubos para repartir entre los dos conjuntos equivalentes (obtenidos después de la tarea
"convertir una cantidad equivalente a otra cantidad").

Descubrimos que la distribucién 1 a 1 se convirtid en la estrategia mayoritaria, al ser utilizada por 8
estudiantes de 9 y que solo 4 de 9 estudiantes usaron el conteo para validar sus respuestas,
contrariamente a los resultados relacionados con la capacidad "de convertir un conjunto equivalente a
otro " presentados en las Tablas 2 y 3.

La validacién de la respuesta después del uso de la distribucién 1 a 1 se realizé contando (4 estudiantes),
usando las operaciones (9 +2=1109+1=10y 10 + 1 = 11) (2 estudiantes) o se baso en el hecho de
que "si tenemos dos conjuntos equivalentes y agregamos la misma cantidad a cada uno, la equivalencia
se mantiene" (3 estudiantes).

4.4 Inventario y variedad de estrategias

En general, los estudiantes usaron una combinacion de estrategias de agregacion-retiro y conteo. De
hecho, el 55% de los estudiantes implementaron una agregacion-retiro y una verificacion utilizando un
conteo para la tarea no contextualizada, y el 66% de las parejas de alumnos para la tarea contextualizada.
Las otras estrategias fueron utilizadas por menos de la mitad de los estudiantes. Sin embargo, algunos
de ellas nos parecen interesantes desde el punto de vista del pensamiento algebraico de los alumnos.
De hecho, cuando cruzamos las codificaciones (cf. metodologia), estas estrategias aparecieron como
aquellas que permiten a los estudiantes generalizar, razonar sobre las incdgnitas o sobre las relaciones
y las estructuras. Estas son estrategias de medida, distribucién 1 a 1y correspondencia 1 a 1. Por lo tanto,
presentamos un andlisis mas detallado de cada una de estas estrategias en la siguiente seccion.

5. La aritmética y el algebra en las estrategias
5.1 Estrategias del tipo aritmético

5.1.1 La estrategia de agregacién-retiro sequida de un conteo

Como dijimos, la mayoria de los estudiantes utilizaron una sucesion de estrategias de agregacién-retiro
para hacer que los conjuntos sean equivalentes y contaron para verificar sus respuestas. Este fue
generalmente un procedimiento de ensayo / error. Por ejemplo, en la tarea contextualizada, Lisa tenia 8
cubos y Noah tenia 4 cubos. Para respetar la regla de oro, es decir, repartir los huevos (cubos) en partes
iguales, Lisa le dio 1 cubo a Noah (agregacion-retiro) y conté las dos colecciones obteniendo 7 y 5 cubos
(conteo). Luego, le dio 1 cubo a Noah (agregacién-retiro), hizo un recuento de los dos conjuntos de
cubos (conteo) para finalmente decir "tenemos igual”. Por lo tanto, los estudiantes razonaron sobre
cantidades conocidas. Ademas, su procedimiento no puede generalizarse a otros casos porque depende
del tipo de objetos, las cantidades de objetos y el tipo de agregacion-retiro realizado. Ademas, incluso
si este procedimiento relaciona las cantidades de los cubos de un conjunto y el otro, se enfoca en los
ndmeros conocidos obtenidos al contar. Por lo tanto, consideramos que esta estrategia es aritmética.

5.2 Estrategias que requieren un pensamiento algebraico
5.2.1 La estrategia medida

Para la tarea no contextualizada, tres estudiantes de 36 implementaron la estrategia que llamamos
medida. Por ejemplo, después de encajar linealmente los cubos de cada coleccién y poner las lineas una
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al lado de la otra para comparar sus longitudes (Figura 4), Claudine respondié a la primera pregunta
diciendo: "No es lo mismo, esta es mas larga"”.

Figura 4. Imagen del video de Claudine para la tarea no contextualizada.

La investigadora le preguntd: ";Qué puedes hacer para que sea igual?". La nifia respondié: "Le daremos
un poco” indicando la coleccidn de 8 cubos. Asi, ella elimin6 dos cubos de la coleccion de 10 cubos para
encajarlos en la coleccién de 8 cubos obteniendo 8 cubos y 10 cubos (agregacidn-retiro). Luego, saco 1
cubo de la coleccién de 10 cubos obteniendo 9 cubos y 8 cubos (retiro), y comparé sus longitudes
nuevamente (medida). Luego tomo 1 cubo de la coleccion de 9 cubos obteniendo dos colecciones de 8
cubos (retiro). La investigadora le pregunt6 qué podia hacer con los dos cubos restantes. La nifa agrego
un cubo a cada coleccidn (distribucion 1 a 1) y comparo nuevamente sus longitudes (medida, Figura 5).

Figura 5. Imagen del video de Claudine para la tarea no contextualizada.

Esta estrategia de medida puede asociarse a un razonamiento sobre las relaciones y, por lo tanto, con
un pensamiento algebraico, porque el nifio compara las medidas de dos torres sin conocer
necesariamente el nUmero de cubos de cada una. Por lo tanto, podria generalizarse a un cierto nimero
de cubos, aunque este esta limitado por la manipulacion espacial de estos objetos. Esta generalizacion
también esta limitada por el tipo de objetos elegidos. Efectivamente, podemos comparar el nimero de
cubos en cada lado midiéndolos porque los cubos eran encajables, pero el procedimiento no se puede
generalizar a todos los casos (por ejemplo, un conjunto de cubos y otro de cartas) para conceptualizar
las propiedades algebraicas. Como Mix (1999) sefala, el éxito de los estudiantes en una situacién
depende del material concreto utilizado. En este sentido, el contexto de las situaciones propuestas y el
material utilizado son elementos importantes para evaluar el pensamiento algebraico en nifios en edad
preescolar, pero también para construir actividades de ensefianza que desarrollen el significado de la
nocién de equivalencia (Taylor-Cox, 2003) y el pensamiento algebraico.
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5.2.2 La estrategia correpondencia 1 a 1

Para la tarea no contextualizada y para la seccion "convertir una cantidad equivalente a otra cantidad",
David puso las dos colecciones de cubos en linea una al lado de la otra, y luego agregd "Vamos a tener
la linea... asi sabremos si es la mas corta o la mas larga "(medida). Luego saco un cubo en la linea mas
larga y dijo "Es lo mismo". Cuando la investigadora le pidi6 que verificara, el nifio lo hizo contando
ambas colecciones dos veces (conteo). Luego se dio cuenta que habia 9 cubos en una lineay 8 en la
otra. Luego, el alumno juntd todos los cubos (reunién) y los dividi6 en dos grupos (reparticion)
obteniendo un conjunto de 6 cubos a su derecha y un conjunto de 12 cubos a su izquierda. Después de
esto, David retir6 2 cubos de la coleccién de 6 cubos (retiro), y comenzd a colocar los 4 cubos restantes
en linea recta. Agregd a esta linea los 2 cubos eliminados (agregacién) y 3 cubos de la otra coleccién
(agregacion-retiro). Luego, colocé los cubos de la otra coleccion en correspondencia con los cubos de
la linea obtenida, diciendo "uno al lado del otro" (correspondencia 1 a 1, Figura 6):

Figura 6. Imagen del video de David para la tarea no contextualizada.

Para verificar su respuesta, el alumno finalmente conté las dos colecciones (conteo). Al usar la
correspondencia 1 a 1, se dio un significado concreto a la definicién de la equivalencia entre dos
conjuntos: dos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos si podemos encontrar una aplicacion
biyectiva entre estos conjuntos. Este aspecto relacional de la equivalencia, que sirve para construir el
significado del signo igual, apoya el pensamiento algebraico.

5.2.3 La estrategia distribuciéon 1a 1

Para la tarea no contextualizada, Francine reconocié que no habia la misma cantidad de cubos en las
dos colecciones de cubos (10 cubos a la izquierda de la nifia y 8 cubos a su derecha), ella dijo: "Aqui,
hay mas cubos, aqui hay menos " apuntando a la coleccién a su izquierda, luego a la de la derecha. La
investigadora preguntd: ";Qué podemos hacer para tener tantos cubos aqui como aqui? Y asi la alumna
propusiera una estrategia para restablecer la equivalencia. La nifia no respondié. La investigadora aclar6é
el término "tanto como" con la estudiante, y luego la nifia sefal6 a la izquierda y dijo: "Sacas cuatro aqui
y va a ser igual”, luego, la nifia retir6 cuatro cubos de la izquierda (retiro). La investigadora le pregunté
"iPor qué 47, la nifia respondié: "Seria casi igual. Y también sacamos 4 del otro" apuntando a la derecha.
Luego cambi6 de opinién y dijo: "No, tal vez 3, tal vez seria igual" (retiro). Examinando ambos lados,
decidié agregar un cubo a la derecha diciendo "tal vez uno aqui, sera lo mismo" (agregacién). La
investigadora le pregunté como esta segura de que ambas partes son "iguales". La nifia contd 6 cubos
a la derecha y 6 cubos a la izquierda y dijo "igual" (conteo). Entonces la investigadora le pregunté a la
nifla qué podia hacer con los 6 cubos que le quedaban en las manos. Los distribuy6 uno a uno en cada
coleccién (distribucién 1 a 1, Figura 7).
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Figura 6. Imagen del video de Francine para la tarea no contextualizada.

En este punto, la investigadora le preguntd si estaba segura de que todavia era "igual”. La nifia respondid
"si". La investigadora le preguntd como lo sabia, y la nifia respondio: "Porque tengo uno para cada uno,
para ellos". Luego contd 9 cubos en cada lado (conteo).

En esta situacién, creemos que la nifia empled un pensamiento algebraico relacionado con la
comprension de la conservacién de la equivalencia. Efectivamente, después de contar los 6 cubos,
distribuy6 los cubos dando a cada coleccion un cubo a la vez para asegurarse de que ambos conjuntos
fueran equivalentes en cantidad. El uso de esta estrategia demuestra que el pensamiento de la nifa se
inscribe en la comprension de una situacidon de equivalencia. Este tipo de pensamiento mas general
podria apoyar las propiedades algebraicas, especialmente aquellas relacionadas con la resolucién de
ecuaciones. Por ejemplo, si "a = b", entonces "a + x = b + x". De hecho, esta es una actividad de
transformacién que caracteriza el pensamiento algebraico (Kieran, 2004), en el sentido de que modificar
la forma de una expresion mantiene la equivalencia. Es en este sentido que decidimos proponer este
tipo de tarea "mantener equivalencia” a los alumnos.

Aunque observamos, por un lado, un cierto grado de generalizacién, porque no importa cuantos cubos
se compartan entre dos conjuntos equivalentes si doy uno a cada conjunto, los conjuntos siguen siendo
equivalentes y, por otro lado, una relacion entre los dos conjuntos utilizando la nocién de equivalencia,
el caracter analitico del pensamiento algebraico era menos evidente. En efecto, algunos estudiantes
después de haber hecho la distribucion de los cubos entre los dos conjuntos para "mantener la
equivalencia" respondieron que los conjuntos siempre eran equivalentes. Intentamos entender el
razonamiento de esos estudiantes para tal respuesta. Se nos presentaron tres casos:

a) el alumno no dio una respuesta que nos permitiera entender su razonamiento;

b) el alumno parece haberse basado en las operaciones de los nimeros, por lo que evocé el hecho
de que 9 + 2 = 11, o en la recitacién de los nUmeros que dice después de 9 hay 10 y luego 11
(conteo-numerar), en cuyo caso el alumno razoné sobre cantidades conocidas;

c) el estudiante no tuvo en cuenta el nimero de cubos en los conjuntos, solo el hecho de que eran
equivalentes, por lo que se baso en el hecho de que "si x = x, entonces x + 2 = x + 2», siendo x,
el nimero de elementos de cada conjunto, una cantidad desconocida. Por ejemplo, después de
realizar una distribucién 1 a 1, una nifa dijo: "Es igual”, ";Como lo sabes? - preguntd la
investigadora, "Porque puse 3 aquiy 3 aqui” - respondié la nifia, y luego dijo que no sabia cuantos
cubos hay en cada conjunto y, ademas, no necesito contarlos para validar. Por lo tanto, parece
gue una tarea de tipo "mantener la equivalencia”, donde las cantidades de objetos no se conocen
al principio, solo el hecho de que son equivalentes, podria llevar a los estudiantes a utilizar un
razonamiento basado en incognitas y asi hacer emerger el pensamiento algebraico.
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6. Discusion y conclusiones

Hasta la fecha, la mayoria de las investigaciones en preescolar se han centrado en la capacidad de los
nifos para contar y enumerar pequefios conjuntos de objetos y en la adicion y sustraccidén de pequefias
cantidades. Por lo tanto, a pesar de la amplia variedad de estudios sobre el conocimiento matematico
temprano, casi todos los estudios se han focalizado en el conocimiento numérico (Rittle-Johnson, Fyfe
y McLean y McEldoon, 2013).

Sin embargo, la equivalencia matematica es un concepto importante también porque ayuda a los nifios
a comprender conceptos algebraicos méas avanzados (Blanton y Kaput 2004, Carpenter et al., 2003 y
Schliemann et al) y deberia ser parte de los temas de investigacion en matematicas en preescolar. Los
estudios en preescolar sobre equivalencia han demostrado que los nifios pequefios pueden tener una
comprension informal de la equivalencia matematica sin necesidad de usar simbolos (Mix, 1999) y que
esto promoveria la introducciéon y el aprendizaje des conceptos algebraicos utilizando simbolos en
primaria (Sherman y Bisanz, 2009). No obstante, la comprension de la equivalencia como un elemento
clave en el desarrollo del pensamiento algebraico en preescolar y las condiciones didacticas necesarias
para hacer emerger este razonamiento en los nifios seguia siendo un tema a explorar. Por lo tanto, en
esta investigacion, investigamos las posibilidades de hacer emerger y desarrollar el pensamiento
algebraico en nifios de 4 a 6 afios en el contexto de tareas no simbdlicas que involucran equivalencia
matematica proponiendo dos tareas a 36 nifios de preescolar.

Nuestros resultados muestran una diversidad de estrategias utilizadas por los nifios pequefios. En efecto,
este estudio nos permitid describir y caracterizar 14 estrategias de alumnos (ver Tablas 2, 3, 4). Ademas,
constatamos el predominio de las estrategias de conteo y agregacion-retiro en sus respuestas
revelandonos un predominio de la aritmética. Segin Gelman y Gallistel (1978), la abstraccion numérica
surge muy temprano en los nifios, quizas en el contexto de una estructura innata de conocimiento, que
es especifica del dominio de los niumeros. Segun Mix (1999), esto implica que el desarrollo de la
competencia numérica tiene ciertas ventajas. Sin embargo, la importancia dada al contenido numérico
en la educacién preescolar parece haber limitado la eleccién de las estrategias de los estudiantes al
alentarlos a usar un procedimiento de ensayo y error y una validacion de conteo. Estos resultados estan
en acuerdo con investigaciones previas realizadas a nivel primario por Warren, Mollinson y Oestrich (2009):

Con demasiada frecuencia, el calculo numérico domina las conversaciones en el aula en los primeros afios.
Aungue esto sirve para encontrar respuestas a los problemas, no nos ayuda a entablar conversaciones sobre
aritmética general, conversaciones que conducen al dlgebra formal. [Traduccién libre, p. 15]

Ademas, pudimos identificar tres estrategias que encierran un pensamiento algebraico: medida,
distribucidon 1 a 1y correspondencia 1 a 1. Entre estas tres estrategias, nos parecio que la distribucién 1
a 1 tiene el potencial de hacer emerger razonamientos relacionados con las tres caracteristicas del
pensamiento algebraico seleccionadas para este estudio, es decir, generalizacidén, razonamiento
analitico y razonamiento relacional. Sin embargo, se necesitaron algunas condiciones para ello, porque
estas caracteristicas no podian identificarse en los procedimientos de todos los alumnos. Efectivamente,
parece necesario proponer una tarea que aliente a los estudiantes a usar la distribucién 1 a 1, en nuestro
caso fue la tarea "mantener la equivalencia" y hacer que los estudiantes trabajen en cantidades no
determinadas desde el comienzo. Estos resultados representan una contribucidon crucial a la
investigacion sobre el pensamiento algebraico en preescolar, porque nos muestran que es posible hacer
emerger el pensamiento algebraico en nifios pequefios si les ofrecemos las condiciones didacticas para
acceder a él. Por lo tanto, esta investigacion nos permite avanzar en la hipdtesis de que abordar la
equivalencia como un elemento que favorece el pensamiento algebraico en preescolar es realista, pero
diferente de lo que se puede esperar en los niveles primario y secundario (Lessard et al. ., 2014), porque
la simbolizacién aln no se ha introducido (=) y el tipo de situacion, el contexto y el material utilizado asi
que la tarea son variables importantes para evaluar la nocién de equivalencia y pensamiento relacional
en preescolar (Taylor-Cox, 2003).
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En resumen, este estudio nos lleva a una nueva perspectiva sobre el potencial de los nifios pequefios
para analizar y comprender situaciones donde se requiere la nocién de equivalencia. El destaca varias
estrategias utilizadas por los estudiantes para resolver un problema relacionado con la nocién de
equivalencia. En relacion a esto, él demuestra que, desde una edad muy temprana, el nifio tiene el
potencial de usar estrategias que conducen al desarrollo de un pensamiento algebraico. En efecto, la
equivalencia matematica es un concepto preliminary esencial para comprender el dlgebra formal (Kieran
1981, Knuth, Stephens, McNeil y Alibali 2006). La ensefianza que va mas alla de lo numérico podria
ayudar a los nifios a conceptualizar mas tarde los aspectos relacionales asociados con el simbolo de
igualdad y ser un apoyo en el desarrollo del pensamiento algebraico. Finalmente, esta investigacion
sugiere vias interesantes en términos de estudios didacticos que se llevaran a cabo en preescolar, ya que
abre el camino a otros tipos de estudios que los que generalmente son objeto de investigacion
centrados en los numeros, por lo tanto, muestra una nueva trayectoria para el estudio de otra forma de
pensamiento, la de la naturaleza algebraica.
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