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Kinks vibrantes en una teoŕıa de campos escalares de

dos componentes: Interacción entre modos de vibración

Abstract

Throughout the present work we will study how a kink, which has been initially excited in
one of its vibration modes, evolves. The kink under study will be the simplest one that arises in
the two component MSTB scalar field theory. In order to carry out this analysis, two different
perturbation theories will be used, which will allow us to find out that the system emits radiation
at three different frequencies. In addition, we will be able to verify these results comparing them
with the radiation spectra obtained by means of numerical simulations.

Resumen

A lo largo del presente trabajo estudiaremos la evolución de un kink que inicialmente se
encuentra excitado mediante uno de sus modos de vibración. El kink en cuestión se trata del que
posee una estructura más simple de todos los que surgen de la familia uniparamétrica de teoŕıas
de campos escalares de dos componentes MSTB. Para llevar a cabo este análisis, se hará uso de
dos teoŕıas de perturbaciones diferentes, las cuales nos permitirán concluir que el sistema emite
radiación a tres frecuencias distintas. Además, verificaremos la validez de los resultados anaĺıticos
comparándolos con los espectros de radiación obtenidos mediante simulaciones numéricas.

1. Introducción

Los defectos topológicos han jugado un papel fundamental en diversas disciplinas en los últimos
años [1, 2]. Como ejemplo, podemos citar su uso en la descripción de transiciones de fase en cosmo-
loǵıa [3,4], superconductividad en materia condensada [5], plegamiento de protéınas [6,7] o sistemas
moleculares [8, 9]. De todos los tipos de defectos topológicos existentes, vamos a centrar nuestra
atención en los kinks, un tipo de soluciones estáticas de las ecuaciones de campo, cuya particula-
ridad reside en que conectan soluciones de vaćıo de la teoŕıa bajo estudio1. Para su existencia, es
fundamental la presencia de dos o más vaćıos en el potencial en cuestión. El método de Bogomolny
nos permite identificar las ecuaciones diferenciales de primer orden que caracterizan este tipo de
soluciones [1, 10,11].

Dos modelos que se encuentran de forma frecuente en la literatura y que podemos mencionar son el
modelo seno-Gordon y el modelo ϕ4. En el caso del modelo seno-Gordon, éste presenta un conjunto
infinito de vaćıos en su potencial y tiene la particularidad de ser un sistema integrable. Como
curiosidad, podemos mencionar que los procesos de scattering de estas soluciones solitónicas son
elásticos y son ampliamente usados para describir señales que viajan por fibra óptica [12–14]. Por
contra, el modelo ϕ4 está regido por un potencial U(ϕ) = 1

2(ϕ
2 − 1)2, el cual posee únicamente

dos vaćıos y presenta soluciones de tipo defecto topológico como kinks que pueden ser expresados
como ϕK(x) = ± tanh(x − x0). Esta última teoŕıa constituye un sistema no integrable, en la cual,
cabe destacar que los procesos de scattering entre kinks no son elásticos. De hecho, presentan una
estructura fractal en el diagrama que representa la velocidad final frente a la velocidad de choque

1A partir de ahora denotaremos al conjunto de soluciones de vaćıo como V.
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en la cual, además, se pueden apreciar procesos en los que los kinks rebotan n veces antes de
alejarse [15–17].

Centrándonos más en el modelo ϕ4, en los citados procesos de scattering se han observado mecanismos
de transferencia de enerǵıa por los cuales, parte de la enerǵıa del sistema se transformaba en radiación
o iba destinada a excitar modos discretos de vibración. En particular, en las Referencias [18–20] se
encontró, mediante uso de dos teoŕıas de perturbaciones distintas, que un kink que inicialmente se
encuentra excitado en su modo discreto de vibración emite radiación a una frecuencia que resulta
ser exactamente el doble de su frecuencia natural de vibración. Estos análisis resultan de gran
importancia, pues en los procesos de scattering es muy habitual la aparición de estas configuraciones,
usualmente llamadas wobblers.

A lo largo del presente trabajo, analizaremos uno de los kinks que surge en la familia uniparamétrica
de modelos Montonen-Sarker-Trullinger-Bishop (MSTB). Esta teoŕıa constituye una generalización
del modelo ϕ4, pues, como veremos más tarde, si anulamos la segunda componente del campo,
obtenemos exactamente las mismas magnitudes que surǵıan en el mencionado modelo. La familia de
modelos MSTB ha sido objeto de estudio por parte de muchos autores en las últimas décadas [21–34]
y su hallazgo puede ser situado en 1976 cuando Montonen la descubre al buscar solitones cargados
en teoŕıas de campos escalares complejos con simetŕıa U(1). Más tarde, a finales de ese mismo año,
Sarker, Trullinger y Bishop realizan un primer análisis de la estabilidad de los kinks que proporciona
el modelo en base a argumentos energéticos. En 1979, Rajaraman encontró un kink no topológico para
un valor concreto del parámetro de acople entre campos del que depende la teoŕıa, aunque dos años
más tarde, Subbaswamy y Trullinger encontraron numéricamente que este kink era miembro de una
familia uniparamétrica de kinks no topológicos. A partir de 1998, se encontraron generalizaciones y
extensiones de esta teoŕıa las cuales consisten en deformaciones de modelos O(N) sigma lineales [21].

Una particularidad del modelo MSTB consiste en que los kinks del modelo ϕ4 se encuentran embebi-
dos dentro de la primera componente de uno de los kinks que surgen en la ya citada familia de teoŕıas
de campos. Es más, esta solución de las ecuaciones de campo en particular será la que analizaremos
en el presente trabajo. Para ser más precisos, el estudio que llevaremos a cabo en las siguientes
secciones consistirá en usar los métodos introducidos por Manton y Merabet en [18] y por Oxtoby
y Barashenkov en [19, 20] para tratar de analizar como se comporta el ya mencionado kink cuando
uno de sus modos de vibración se encuentra inicialmente excitado. Todo el análisis previamente
mencionado ha dado lugar al desarrollo del art́ıculo que puede encontrarse en la Referencia [35] y en
el cual se explora de forma más extensa todo lo relativo a resultados y simulaciones numéricas que
en este trabajo discutiremos de forma más breve.

La organización que seguirá el presente trabajo es la siguiente: en la Sección 2 presentaremos las
ecuaciones de campo correspondientes al modelo MSTB y hablaremos de la estabilidad de las solu-
ciones estáticas a dichas ecuaciones. Además, a través de un análisis perturbativo en primer orden,
analizaremos la estabilidad del kink más sencillo de la teoŕıa, obteniendo también las autofunciones
correspondientes a todos los modos de vibración. En la Sección 3, usaremos dos teoŕıas de perturba-
ciones distintas para analizar como se comporta el kink cuando es excitado en uno de sus modos de
vibración. Encontraremos la existencia de términos radiativos y que éstos dependen del parámetro
σ, el cual hace su aparición en el potencial de la teoŕıa. Más tarde, en esta misma Sección, haremos
una comparación de ambas teoŕıas de perturbaciones analizando las similitudes y diferencias encon-
tradas. Posteriormente, en la Sección 4, analizaremos como las simulaciones numéricas realizadas
en base a las ecuaciones de campo se corresponden con las predicciones teóricas llevadas a cabo en
Secciones anteriores. El trabajo finaliza con unas conclusiones y un Anexo en el cual se dan algunos
detalles técnicos relacionados con los desarrollos anaĺıticos.
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2. El modelo MSTB: kinks y estabilidad lineal

A lo largo de esta sección, presentaremos y analizaremos el kink más sencillo de todos los que surgen
del modelo MSTB, pues es el único con el que podemos hacer un tratamiento anaĺıtico de forma
exitosa. La obtención de esta solución además de toda la familia de kinks que este modelo presenta
se puede ver con detenimiento en la Referencia [21].

Esta familia de modelos de campos escalares reales de dos componentes está gobernada por la
densidad lagrangiana

L =
1

2
∂µϕℓ∂

µϕℓ − U(ϕ1, ϕ2), (2.1)

donde

U(ϕ1, ϕ2) =
1

2

(
ϕ21 + ϕ22 − 1

)2
+

1

2
σ2ϕ22 , (2.2)

siendo σ un parámetro real positivo y donde hemos usado el convenio de sumación de Einstein para
los ı́ndices griegos del espacio-tiempo y también para el espacio interno. La métrica de Minkowski
en este contexto es tomada como gµν = diag(1,−1).

Como ya hemos mencionado en la Introducción del presente documento, las soluciones tipo kink en
teoŕıas de campos tienen la particularidad de que en los ĺımites x → ±∞, éstas toman el valor de
las soluciones de vaćıo de la teoŕıa con la que se esté trabajando. Es por ello, que vamos primero a
analizar los puntos cŕıticos que presenta el potencial asociado al modelo MSTB, a partir de lo cual
obtendremos el conjunto V de soluciones de vaćıo.

Primero, vamos a calcular las derivadas del potencial (2.2) respecto de ϕ1 y ϕ2, tras lo cual, igualando
estas cantidades a cero llegamos al sistema

2ϕ1
(
ϕ21 + ϕ22 − 1

)
= 0 ,

ϕ2
(
2(ϕ21 + ϕ22 − 1) + σ2

)
= 0 ,

(2.3)

cuyas soluciones son

(ϕ1, ϕ2) =



(0, 0) ,

(1, 0) ,

(−1, 0) ,

(0,
√

2−σ2

2 ) ,

(0,−
√

2−σ2

2 ) .

(2.4)

Para este potencial, la matriz hessiana va a tomar la forma

HU =

2(−1 + 3ϕ21 + ϕ22) 4ϕ1ϕ2

4ϕ1ϕ2 2(−1 + 3ϕ22 + ϕ21) + σ2

 , (2.5)

y su determinante

det(HU ) = 2
(
6ϕ41 + (−1 + ϕ22)(−2 + 6ϕ22 + σ2) + ϕ21(−8 + 12ϕ22 + 3σ2)

)
. (2.6)

Con estas cantidades podemos hacer la clasificación mostrada en la Tabla 1.
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Punto det(HU ) Uϕ1ϕ1 Tipo de punto

(0, 0) 2(2− σ2) −2 σ >
√
2 : Punto de silla; σ <

√
2 : Máximo

(1, 0) 4σ2 4 Mı́nimo

(−1, 0) 4σ2 4 Mı́nimo

(0,
√

2−σ2

2 ) 2σ2(−2 + σ2) −σ2 σ <
√
2 : Punto de silla

(0,−
√

2−σ2

2 ) 2σ2(−2 + σ2) −σ2 σ <
√
2 : Punto de silla

Tabla 1: Carácter de los puntos cŕıticos del potencial U(ϕ1, ϕ2).

Según podemos apreciar, el valor de σ dicta el carácter de los puntos, pues para σ >
√
2 los últimos

dos puntos cŕıticos dejan de existir y el primero pasa de ser un máximo a ser un punto de silla. Esta
es una de las razones por las que a partir de ahora, la constante σ jugará un papel fundamental a lo
largo de todos los desarrollos que realicemos. En la Figura 1 podemos apreciar una representación
gráfica para este potencial y sus puntos cŕıticos correspondientes.

Figura 1: Representación gráfica del potencial U(ϕ1, ϕ2) para σ = 1,5 (izquierda) y σ = 1 (derecha).
Los máximos, mı́nimos y puntos de silla están representados en verde, rojo y amarillo, respectiva-
mente.

De todos los puntos cŕıticos existentes, solo (1, 0) y (−1, 0) cumplen U(ϕ1, ϕ2) = 0, es decir, forman
el conjunto V de las soluciones de vaćıo para este modelo.

Ahora, haciendo uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange y teniendo en cuenta la densidad lagran-
giana obtenemos que las ecuaciones de campo asociadas a nuestro modelo son

∂2ϕ1
∂t2

− ∂2ϕ1
∂x2

= 2ϕ1(1− ϕ21 − ϕ22) , (2.7)

∂2ϕ2
∂t2

− ∂2ϕ2
∂x2

= 2ϕ2

(
1− ϕ21 − ϕ22 −

1

2
σ2
)
. (2.8)

La ecuaciones (2.7) y (2.8) determinan el conjunto de todas las soluciones de la teoŕıa, en particular,
las de tipo defecto topológico. Como ya hemos mencionado anteriormente, este modelo presenta una

4



rica variedad de soluciones tipo kink. En el régimen σ > 1 (al cual nos restringiremos en la presente
Sección) toda esta variedad se reduce a un único kink dado por la siguiente expresión:

K±(x) = (± tanh (x− x0), 0)
⊺ = (±ϕK(x− x0), 0)

⊺ . (2.9)

donde ⊺ se usa para identificar la trasposición.

Según podemos ver en (2.9), este kink presenta invariancia traslacional, es decir, es posible trasladar
su centro a un punto x0 y que éste siga siendo una solución válida de las ecuaciones de campo (2.7) y
(2.8). Por otro lado, podemos apreciar en la Figura 2 la forma gráfica que toma cada componente del
kink estudiado en este trabajo (centrado en x0 = 0), aśı como la densidad de enerǵıa correspondiente,
la cual, al ser la segunda componente del campo nula, será igual a la que se obtiene de los kinks
del modelo ϕ4. La enerǵıa se encuentra localizada en torno a un único punto, lo cual permite la
interpretación de estas soluciones como part́ıculas extensas.

ϕ1(x)

ϕ2(x)
-4 -2 2 4

x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

ℰ=Sech4(x)

-3 -2 -1 1 2 3
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ℰ

Figura 2: A la izquierda representación gráfica de ambas componentes del kink y a la derecha
representación de su densidad de enerǵıa correspondiente.

Ahora, si tenemos en cuenta la expresión dada en la fórmula (2.9), entonces

K±(±∞) = (±1, 0),

es decir, el kink conecta los dos vaćıos del potencial. Es posible ver este hecho reflejado en la
representación gráfica de la Figura 3, en la que se dibuja la órbita del kink en el plano interno
formado por las componentes del campo escalar ϕ1 y ϕ2. Puede verse que se trata de un segmento
rectiĺıneo que une los puntos (±1, 0).

Figura 3: Representación gráfica del kink (ĺınea naranja) sobre el potencial U(ϕ1, ϕ2).
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2.1. Estabilidad lineal del kink

Antes de realizar un análisis de la estabilidad lineal del kink en cuestión, es importante mencionar
que la razón fundamental por la que trabajamos en (1 + 1) dimensiones se debe a que el teorema
de Derrick nos garantiza que todas las soluciones estáticas de las ecuaciones de campo en teoŕıa de
campos escalares (a excepción de las soluciones de vaćıo) son inestables en más de una dimensión
espacial [1]. Como veremos de este análisis, en una única dimensión espacial podemos tener kinks
estables, aunque el teorema de Derrick no implica que esto se tenga que cumplir siempre. Ahora
pasemos a estudiar la estabilidad de (2.9), para ello, vamos a introducir en las ecuaciones de campo
la solución

K̃(x, t;ω, a) = K±(x) + aeiωtFω(x) , (2.10)

donde a es una constante real cuyo valor consideramos muy pequeño.

Si substituimos (2.10) en las ecuaciones de campo (2.7) y (2.8) y despreciamos los términos de
segundo orden llegamos al problema espectral

HFω(x) = ω2Fω(x) , (2.11)

donde H es el operador dado por

H =

− d2

dx2 + 4− 6 sech2(x) 0

0 − d2

dx2 + σ2 − 2 sech2(x)

 . (2.12)

De este problema espectral, es fácil ver que para que el kink sea estable es completamente necesario
que ω2 sea una cantidad positiva, pues si no la exponencial compleja que aparece en (2.10) se
convertiŕıa en una exponencial real que, o bien diverge, o bien se anula a medida que aumenta el
tiempo. La resolución de las ecuaciones (2.11) y (2.12) se corresponde con la búsqueda de autovalores
y autofunciones para dos problemas tipo Schrödinguer con un potencial tipo Pöschl-Teller.2 Como
estas dos ecuaciones diferenciales en (2.11) están desacopladas, podemos analizar cada problema por
separado. Cabe destacar que, a partir de ahora, llamaremos a los modos de vibración del primer
campo, modos longitudinales, y a los del segundo campo, modos ortogonales, como parece natural
teniendo presente que la órbita del kink está asentada en el eje ϕ1.

2.1.1. Modos vibracionales longitudinales

Para resolver este problema espectral, hemos de obtener soluciones para la primera componente de
las ecuaciones en (2.11) y (2.12). La primera de las soluciones encontradas viene asociada a una
frecuencia de vibración ω = 0 y su autofunción es

F 0(x) = (sech2(x), 0)⊺ . (2.13)

Al tener este modo vibracional una frecuencia nula, se corresponde con un modo de traslación, de
hecho es fácil comprobar que dϕK(x)

dx = F 0(x). Este modo se conoce con el nombre de modo cero.

Por otro lado, existe también un modo vibracional discreto con ω =
√
3, cuya autofunción viene

dada por
F√

3(x) = (ηD, 0)
⊺ =

(
sech(x) tanh(x), 0

)⊺
, (2.14)

2Este tipo de ecuaciones diferenciales será muy recurrentes de ahora en adelante, es por ello que dejamos en el
Apéndice A su resolución de forma general.
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cuya máxima vibración ocurre en
x = ± arcosh(

√
2) .

Finalmente, es importante destacar que este problema presenta un espectro continuo de frecuencias,
cuyo valor viene dado por ωq =

√
4 + q2 y cuyas autofunciones correspondientes son

F√
4+q2

(x) =
(
ηq(x), 0

)⊺
=
(
(−1− q2 + 3 tanh2(x)− 3iq tanhx)eiqx, 0

)⊺
, (2.15)

siendo q una cantidad real cualquiera. De (2.15) notamos que el comportamiento asintótico de esta
función se corresponderá con el de un término radiativo, pues en x→ ±∞ su comportamiento es el
de una onda plana que viaja en la primera componente del campo ϕ.

Hemos de resaltar que estas mismas autofunciones y frecuencias aparećıan ya en el modelo ϕ4, lo
cual es de esperar, pues nuestro modelo lo generaliza.

2.1.2. Modos vibracionales ortogonales

En este caso, tendremos que resolver la segunda de las ecuaciones en (2.11)-(2.12). El primero de
los modos vibracionales se corresponde con una frecuencia discreta de valor ω̂ =

√
σ2 − 1, cuya

autofunción es
F̂√

σ2−1(x) =
(
0, η̂D(x)

)⊺
= (0, sechx)⊺ , (2.16)

y cuya máxima amplitud de vibración ocurre en x = 0.

Un detalle fundamental que ha de ser notado en esta frecuencia es que, si 0 < σ < 1, entonces ω̂2 < 0.
Esto provoca que la frecuencia de vibración se vuelva imaginaria, haciendo que el kink sea inestable
en este régimen. Es por ello que, tal y como hemos mencionado anteriormente, trabajaremos siempre
suponiendo σ > 1

Al igual que con el campo longitudinal, aqúı también podemos encontrar un espectro continuo de fre-
cuencias cuya expresión concreta es ω̂q =

√
q2 + σ2. En cuanto a las autofunciones correspondientes,

éstas toman la forma

F̂√
q2+σ2(x) =

(
0, η̂q(x)

)⊺
=
(
0, (q + i tanh(x))eiqx

)⊺
. (2.17)

En este rango de frecuencias, de forma similar a lo que ocurŕıa en la Sección 2.1.1, se emitiŕıa
radiación.

2.1.3. Estructura del espectro vibracional

En la Figura 4 podemos apreciar el espectro para ambas componentes del campo en el cual se en-
cuentra el valor de las distintas frecuencias obtenidas en las Secciones 2.1.1 y 2.1.2 como función de
la constante de acople σ. También se han incluido algunas combinaciones de estas frecuencias (mar-
cadas con ĺıneas discontinuas) ya que en las siguientes Secciones van a cobrar especial importancia.
La inclusión de estas últimas frecuencias nos permite distinguir dos valores de importancia para σ:

σ1 =
√
2 : Para rangos σ > σ1 vemos que en el primer campo ocurre que 2ω̂ > ωc, es decir, el

doble de la frecuencia ω̂ se encuentra incluido dentro del espectro continuo. En el caso en el
que σ < σ1, 2ω̂ ya no se encontraŕıa dentro del espectro continuo y, por tanto, no podremos
encontrar radiación con esta frecuencia. A lo largo de las próximas secciones trabajaremos
únicamente en el rango σ > σ1.
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σ2 =
√
7
2
: Justo para este valor de σ se verifica que 2ω̂ = ω. También se satisfacen las relaciones

3ω̂ = ω + ω̂ y ω̂ = ω − ω̂. Como veremos más adelante, σ2 será particularmente importante
debido a que algunas de las amplitudes de la radiación que surgen al llevar el análisis pertur-
bativo a segundo y tercer orden presentan divergencias justo en este valor en concreto para
σ.

Aunque σ1 y σ2 resultarán de importancia a lo largo de todo el presente documento, cabe destacar
también que, para σ > 3

2
√
2
, la frecuencia 3ω̂ está también incluida dentro del espectro continuo de

radiación del segundo campo, por tanto, se comportará también como radiación en este régimen.
Por estos mismos argumentos, es posible también ver que para ω+ ω̂ la solución se comportará como
radiación para todo valor de σ, por contra, para |ω − ω̂| se corresponderá con un término radiativo
solo cuando 2√

3
> σ > 1.
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Figura 4: Autofrecuencias asociadas a (2.11)-(2.12) para fluctuaciones longitudinales (izquierda) y
ortogonales (derecha) como función de σ. También se incluyen combinaciones de estas frecuencias
(ĺıneas discontinuas). Las partes sombreadas de ambas Figuras se corresponden con las zonas en las
que se encuentra el espectro continuo de ambos campos.

3. Análisis perturbativo

A lo largo de la presente Sección haremos un análisis perturbativo de la solución (2.9) más allá de
primer orden. Los desarrollos llevados a cabo a partir de ahora constituyen la parte más novedosa del
presente trabajo, siendo todos los resultados obtenidos completamente originales. Como ya hemos
mencionado anteriormente, para llevar a cabo el tratamiento perturbativo del kink bajo estudio
primeramente usaremos los métodos introducidos por Manton y Merabet en [18]. En este art́ıculo,
se analiza el modelo ϕ4, los autores son capaces de estimar las frecuencias de la radiación emitida por
el wobbler en esta teoŕıa, obteniendo también por argumentos energéticos la ley de decaimiento para
la amplitud del modo de vibración discreto del modelo. Aunque este procedimiento se introduce para
el análisis de campos escalares de una única componente, a lo largo de la Sección 3.1 extenderemos su
uso en modelos de varias componentes para calcular tanto las frecuencias de radiación en el modelo
MSTB, aśı como las amplitudes correspondientes cuando excitamos el modo de vibración dado por
la expresión (2.16). Seguidamente, realizaremos un segundo análisis, esta vez siguiendo el método
introducido por Barashenkov y Oxtoby en [19, 20], el cual nos permite acercarnos al problema de
manera más formal que con el método anteriormente mencionado. En ambos casos, encontraremos
la aparición de radiación a frecuencias 2ω̂, ω̂ + ω y 3ω̂ . La presencia de estas frecuencias contrasta
con las que surǵıan en el modelo ϕ4, pues en esta última teoŕıa aparećıa un único término radiativo
con frecuencia 2ω, la cual va a ser sustituida en el presente análisis por 2ω̂.
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3.1. Método de Manton y Merabet

En este caso, vamos a escribir los campos como

ϕ1(x, t) = ϕK(x) + a(t) ηD(x) + η(x, t) ,

ϕ2(x, t) = â(t) η̂D(x) + η̂(x, t) ,

(3.1)

donde ϕK(x), ηD(x) y η̂D(x) son funciones descritas por las fórmulas (2.9), (2.14) y (2.16), respec-
tivamente. En cuanto a las funciones η(x, t) y η̂(x, t), vamos a considerar que nos proporcionan la
forma de los términos radiativos del primer y segundo campo respectivamente.

Si introducimos (3.1) en las ecuaciones de campo (2.7) y (2.8) obtenemos para la primera componente

ηD(3 a+ att) + ηtt − ηxx + η (6ϕ2K(x)− 2) + 6 a2 η2D (η +ΦK(x))

+6 a η ηD (η + 2ϕK(x)) + 2a3 η3D + 6 η2 ϕK(x) + 2 η3 + 2 η η̂2 (3.2)

+2 a η̂2 ηD + 4 â η η̂ η̂D + 4 a â η̂ ηD η̂D + 2 â2 η η̂2D

+2 a â2 ηD η̂
2 + 2 η̂2 ϕK(x) + 4 â η̂ η̂D ϕK(x) + 2 â2 η̂2D ϕK(x) = 0

y para la segunda

η̂D (âtt + (σ2 − 1) â) + (σ2 − 2) η̂ + 2 η2 η̂ + 2η̂3 + 4 a η η̂ ηD

+2 a2 η̂ η2D + 2 â η2 η̂D + 6 â η̂2 η̂D + 4 a â η ηD η̂D (3.3)

+2 a2â η2D η̂D + 6 â2 η̂ η̂2D + 2 â3 η̂3D + 4 η η̂ ϕK(x)

+4 a η̂ ηD ϕK(x) + 4 â η η̂D ϕK(x) + 4 a â ηD η̂D ϕK(x) + 2 η̂ ϕ2K(x) + η̂tt − η̂xx = 0 .

Como suponemos que las amplitudes a, â son pequeñas y que los términos η, η̂ son aún más pequeños
que las citadas amplitudes, vamos a considerar en (3.2) y (3.3) que los términos a3, ηa, η2. . . son
despreciables. Este razonamiento nos conduce a las siguientes ecuaciones aproximadas:

ηD(3 a+ att) + ηtt − ηxx + η(6ϕ2K(x)− 2) + 6a2 η2DϕK(x) + 2 â2 η̂2D ϕK(x) ≈ 0 , (3.4)

η̂D (âtt + (σ2 − 1) â) + η̂tt − η̂xx + (−2 + σ2 + 2ϕ2K(x)) η̂ + 4a â ηD η̂D ϕK(x) ≈ 0 . (3.5)

Las proyecciones de (3.4) y (3.5) sobre ηD y η̂D respectivamente nos conducen a su vez al siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

att + 3 a+
9

16
π a2 +

3

8
π â2 = 0 ,

âtt + (σ2 − 1) â+
1

4
π a â = 0 .

(3.6)

El problema que queremos analizar consiste en averiguar qué ocurre cuando, inicialmente, excitamos
únicamente el modo ortogonal, y saber cuál es el mecanismo de transferencia de enerǵıa entre los
modos discretos y los términos de radiación. Bajo estas condiciones, y teniendo en cuenta el sistema
(3.6), es lógico asumir que

â(t) = â0 sin(ω̂ t) = â0 sin(
√
σ2 − 1 t) . (3.7)

Por otro lado, está claro que â es el causante de la excitación de a. Si ahora resolvemos la primera
de las ecuaciones (3.6) teniendo en cuenta (3.7), bajo las condiciones iniciales a(0) = at(0) = 0, se
recupera como resultado

a(t) =
π â20
16

[
− 1 +

4(σ2 − 1)

4σ2 − 7
cos(

√
3t)− 3

4σ2 − 7
cos(2

√
σ2 − 1 t)

]
. (3.8)
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En lo que queda de desarrollo, vamos a separar los cálculos correspondientes a los dos campos en
dos secciones distintas para aśı facilitar la lectura y comprensión del procedimiento utilizado.

3.1.1. Radiación del canal longitudinal

Si substituimos la primera de las ecuaciones (3.6) en (3.4) obtenemos como resultado:

ηtt − ηxx + (6ϕ2K(x)− 2) η +
[
6 η2D ϕK(x)− 9

16
π ηD

]
a2 +

[
2η̂2D ϕK(x)− 3

8
π ηD

]
â2 = 0 . (3.9)

En esta última ecuación diferencial despreciaremos a2, ya que a2 ∼ O(â4). Por otro lado, en base a
la fórmula (3.7), es fácil comprobar que

(â(t))2 =
1

2
â20
(
1− cos(2 ω̂ t)

)
=

1

2
â20

(
1− cos(2

√
σ2 − 1 t)

)
. (3.10)

La respuesta de η al término fuente independiente del tiempo es en śı mismo independiente del
tiempo, por lo que no llevará asociada enerǵıa vibracional. Esto nos lleva a concluir que la ecuación
que gobierna la radiación en el canal longitudinal ha de ser

ηtt − ηxx + (6ϕ2K(x)− 2) η = f(x) ei 2ω̂t , (3.11)

donde

f(x) =
1

2
â20

(
2 η̂2D ϕK(x)− 3

8
π ηD

)
= −1

2
â20

(3
8
π sechx tanhx− 2 sech2x tanhx

)
. (3.12)

Como podemos apreciar, hemos tomado exponenciales complejas en (3.11) para simplificar en la
medida de lo posible las siguientes operaciones. En verdad, para ser precisos y consistentes con el
procedimiento, tendremos que tomar la parte real de las soluciones al final del cálculo, lo cual no
afecta en absoluto al resultado.

Bajo estas circunstancias, es lógico asumir que

η(x, t) = η(x) ei 2ω̂t , (3.13)

Si ahora substituimos (3.13) en (3.11) obtenemos como resultado:

− η ′′(x) + [−2 + 6ϕ2K(x)− 4ω̂2] η(x) = f(x) . (3.14)

Las soluciones de la ecuación homogénea asociada a (3.14) ya han sido dadas en la Sección 2.1.1, y
éstas son 

ηq1(x) = eiq1x
(
−1− q21 + 3ϕ2K(x)− 3iq1 ϕK(x)

)
,

η−q1(x) = e−iq1x
(
−1− q21 + 3ϕ2K(x) + 3iq1 ϕK(x)

)
,

(3.15)

donde q1 =
√

(2ω̂2 − 4) = 2
√
σ2 − 2. Como ya hemos mencionado anteriormente, nos vamos a

restringir al rango σ > σ1, en el cual la radiación asociada a 2ω̂ está incluida dentro del espectro
continuo de radiación del primer campo, y en cual también nos aseguramos de que q1 sea siempre
una cantidad real.

Teniendo ahora en cuenta que el wronskiano asociado a las soluciones (3.15) es

W q1 =W [ηq1(x), η−q1(x)] = −2iq1(q
2
1 + 1)(q21 + 4) , (3.16)

10



el método de variación de constantes nos permite dar como solución a (3.14) la siguiente función:

η(x) = −
η−q1(x)

W q1

∫ x

−∞
ηq1(ξ)f(ξ)dξ −

ηq1(x)

W q1

∫ ∞

x
η−q1(ξ)f(ξ)dξ . (3.17)

El comportamiento asintótico de (3.17) puede ser identificado anaĺıticamente y puede ser escrito
como

η(x)
x→∞−→ e−iq1x â20

π

16

q1(2 + 3iq1 − q21)

(q21 + 1) sinh πq1
2

.

Finalmente, tomando la parte real de la anterior función, obtenemos como resultado

η(x, t)
x→∞−→ π

√
σ2 − 2

4 sinh(π
√
σ2 − 2)

√
σ2 − 1

4σ2 − 7
â20 cos (2ω̂t− q1x+ δ1) , δ1 = arctan

(
3q1

2− q21

)
. (3.18)

Por consiguiente, la amplitud de radiación asociada a la frecuencia 2ω̂ es

a2ω̂ =
π
√
σ2 − 2

4 sinh(π
√
σ2 − 2)

√
σ2 − 1

4σ2 − 7
â20 . (3.19)

Como podemos apreciar, esta amplitud depende del parámetro σ, es más, cuanto mayor sea esta
constante de acople, menor será el valor de la amplitud. Además, es posible apreciar que existen
divergencias para ciertos valores de σ. Discutiremos con más detalle estos resultados en la Sección
4, en la cual compararemos la dependencia de esta amplitud con las obtenida a través de cálculo
numérico.

3.1.2. Radiación del canal ortogonal

Substituyendo la segunda de las ecuaciones (3.6) en (3.5) obtenemos

η̂tt − η̂xx + (σ2 − 2 + 2ϕ2K(x)) η̂ +
[
4 ηD ϕK(x)− π

4

]
η̂D a â = 0 . (3.20)

La ecuación (3.20) incluye el producto de las amplitudes de los dos modos de vibración, el cual toma
la siguiente forma:

a(t)â(t) =
π â30 (17− 8σ2)

32
(
4σ2 − 7

) sin(ω̂t) +
π â30

(
σ2 − 1

)
8
(
4σ2 − 7

) sin[(ω + ω̂)t]

−
π â30

(
σ2 − 1

)
8
(
4σ2 − 7

) sin[(ω − ω̂)t]− 3π â30
32
(
4σ2 − 7

) sin(3 ω̂t) , (3.21)

que como vemos, a su vez, contiene las frecuencias

ω1 = ω̂, ω2 = 3 ω̂, ω3 = ω + ω̂, y ω4 = ω − ω̂ . (3.22)

Debido a la linealidad que presenta (3.20), la radiación emitida por cada una de las frecuencias ωℓ

puede ser estudiada analizando las ecuaciones3

η̂tt − η̂xx + (σ2 − 2 + 2ϕ2K(x))η̂ = gℓ(x)e
iωℓt , (3.23)

3Esta vez la aparición se senos en vez de cosenos en (3.21) nos forzará a tomar la parte imaginaria del resultado
final en vez de la parte real.
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donde

g1(x) = − â
3
0 π(8σ

2 − 17) (π − 16 sechx tanh2 x) sechx

128(4σ2 − 7)
,

g2(x) = − â
3
0 3π(π − 16 sechx tanh2 x) sechx

128(4σ2 − 7)
,

g3(x) = −g4(x) =
â30 π(σ

2 − 1)(π − 16 sechx tanh2 x) sechx

32(4σ2 − 7)
.

Asimismo, si asumimos que la solución para cada frecuencia ωl puede ser escrita como

η̂(x, t) = η̂(x) eiωℓt ,

entonces, esto nos conducirá a las ecuaciones diferenciales ordinarias

− η̂′′(x) + (σ2 − 2 + 2ϕ2K(x)− ω2
ℓ ) η̂(x) = gℓ(x), ℓ = 1, 2, 3, 4 . (3.24)

Por añadidura, las soluciones de cada una de las ecuaciones diferenciales homogéneas asociadas a
(3.24) son 

η̂qℓ(x) = eiqℓx
(
qℓ + i ϕK(x)

)
,

η̂−qℓ(x) = e−iqℓx
(
−qℓ + i ϕK(x)

)
,

(3.25)

donde, qℓ =
√
ω2
ℓ − σ2. En este caso, el Wronskiano asociado a las soluciones (3.25) tomará la forma

Ŵqℓ =W [η̂qℓ(x), η̂−qℓ(x)] = 2iqℓ(q
2
ℓ + 1) . (3.26)

Todo esto, nos permite escribir la solución a (3.24) para cada frecuencia de la siguiente manera:

η̂ωℓ
(x) = − η̂−qℓ(x)

Ŵqℓ

∫ x

−∞
η̂qℓ(ξ) gℓ(ξ)dξ −

η̂qℓ(x)

Ŵqℓ

∫ ∞

x
η̂−qℓ(ξ) gℓ(ξ)dξ , (3.27)

lo cual, a su vez, nos conduce a que el comportamiento asintótico de η̂ωℓ
(x) es

η̂3ω̂(x)
x→∞−→ −e−iq2x 3π2 â30

128(4σ2 − 7)

q32 (q2 − i)

i(q22 + 1) sinh πq2
2

, q2 =
√
8σ2 − 9 , (3.28)

η̂ω+ω̂(x)
x→∞−→ e−iq3x π2 â30 (σ

2 − 1)

32(4σ2 − 7)

q33 (q3 − i)

i(q23 + 1) sinh πq3
2

, q3 =

√
2 + 2

√
3
√
σ2 − 1 . (3.29)

Es importante destacar que, en el régimen de σ en el que estamos trabajando, la frecuencia ω4 = ω−ω̂
no se ha considerado por no estar incluida dentro del espectro continuo de radiación del campo
ortogonal. Tampoco hemos considerado ω1 = ω̂ por ser q1 imaginaria, lo que nos podŕıa conducir a
posibles divergencias, es por ello que vamos a excluir esta frecuencia de nuestro estudio perturbativo.

Ahora, procediendo de manera similar que en la Sección 3.1.1, tomaremos la parte imaginaria de las
expresiones anteriores, lo cual nos lleva a las siguientes funciones para el comportamiento asintótico:

η̂3ω̂(x, t)
x→∞−→ 3π2 â30

128(4σ2 − 7)

q32√
q22 + 1 sinh πq2

2

sin(ω2t− q2x+ δ2), δ2 = arctan (q2) , (3.30)

η̂ω+ω̂(x, t)
x→∞−→ −π

2 â30 (σ
2 − 1)

32(4σ2 − 7)

q33√
q23 + 1 sinh πq3

2

sin(ω3t− q3x+ δ3), δ3 = arctan (q3) . (3.31)
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Finalmente, las amplitudes de las radiaciones emitidas en el canal ortogonal serán:

a3ω̂ =
3π2 â30

128(4σ2 − 7)

q32√
q22 + 1 sinh πq2

2

, (3.32)

aω+ω̂ =
π2 â30 (σ

2 − 1)

32(4σ2 − 7)

q33√
q23 + 1 sinh πq3

2

. (3.33)

Al igual que en la Sección 3.1.1 estas amplitudes disminuyen su valor a medida que σ se vuelve más
grande. Además es posible también apreciar divergencias para ciertos valores de σ.

3.1.3. Ley de decaimiento para la amplitud del modo discreto ortogonal

Como veremos más adelante, la simulaciones numéricas realizadas independientemente a este TFM
demuestran que â0 decae con el tiempo, lo cual es de esperar, pues la enerǵıa asociada a esta amplitud
va a ir destinada a alimentar a la radiación emitida por el sistema y al modo discreto longitudinal.
En esta Sección, trataremos de obtener la ley de decaimiento asociada a este proceso en base a
argumentos energéticos.

Es bien sabido que la potencia media irradiada en un periodo por una onda cuya forma viene dada
por η = A cos(ωt−qx+δ) es ⟨P ⟩ = −1

2A
2ωq. Si esta radiación se emite tanto en la parte derecha como

en la izquierda de la recta real, entonces, la potencia emitida será el doble, es decir ⟨Ptotal⟩ = −A2ωq.
Ahora bien, en el apartado anterior hemos visto que a distancias lejanas del origen de coordenadas,
en el primer campo se emite radiación con frecuencia 2ω̂ mientras que en el segundo campo las
frecuencias son 3ω̂ y ω + ω̂. Reescribiendo las amplitudes descritas por las fórmulas (3.19), (3.32) y
(3.33) como

a2ω̂ = â20A2ω̂ , a3ω̂ = â30A3ω̂ , aω+ω̂ = â30Aω+ω̂ ,

y teniendo en cuenta que se emite radiación tanto como por la derecha como por la izquierda,
obtenemos que la potencia media radiada por el sistema es

⟨P ⟩ = dE

dt
= −

(
â40A

2
2ω̂(2ω̂)q1 + â60A

2
3ω̂(3ω̂)q2 + â60A

2
ω+ω̂(ω + ω̂)q3

)
. (3.34)

Por otro lado, en el sistema de ecuaciones (3.6) hemos considerado que la ecuación diferencial que
describe la dinámica de â es aproximadamente

âtt + ω̂2 â ≈ 0. (3.35)

Es decir, consideramos que el modo vibracional discreto ortogonal se comporta como un oscilador
armónico en cada punto del espacio, por tanto, vamos a asumir que la densidad de enerǵıa de esta
vibración viene dada por la expresión

E =
1

2
ω̂2(â0η̂D)

2. (3.36)

Integrando esta última fórmula en todo el espacio, obtenemos que la enerǵıa total correspondiente
será E = ω̂2â20. En cuanto al modo discreto del primer campo, no va a ser considerado debido a
que vamos a suponer que estamos trabajando a tiempos largos, en los cuales esta vibración ya ha
sido excitada y, por tanto, la enerǵıa del modo discreto ortogonal va a ser invertida únicamente en
excitar los términos de radiación. Si tenemos ahora en cuenta la fórmula (3.34) y despreciamos los
términos de sexto orden llegamos a la ecuación diferencial

− ω̂2dâ
2
0

dt
≈ â40A

2
2ω̂ 2ω̂ q1, (3.37)
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cuya solución es

â20(t) ≈
â20(0)

1 +
2q1A

2
2ω̂

ω̂
â20(0)t

. (3.38)

En la siguiente Sección, encontraremos usando un procedimiento diferente otra ley de decaimiento
para esta amplitud, la cual, a pesar de no ser exactamente igual, tendrá una forma muy similar
a la calculada en este apartado. Esta discrepancia en el decaimiento de la amplitud de los modos
discretos de vibración ocurŕıa también en el estudio del modelo ϕ4 en las Referencias [18–20], es más,
la ley obtenida en la presente Sección tiene una forma muy similar a las calculadas en los citados
documentos. Por último, podemos destacar que, aunque no hemos considerado los términos de sexto
orden en (3.34), estos ponen de manifiesto que la radiación del canal ortogonal influye en la evolución
temporal de â0, aunque en menor medida que la radiación emitida en el canal paralelo.

3.2. Método de Oxtoby y Barashenkov

En esta Sección, seguiremos el método descrito en [19, 20]. Para tener en cuenta que inicialmente
excitamos únicamente el modo discreto ortogonal vamos a proponer la siguiente expansión de los
campos:

ϕ1 = φ0 + ϵ2φ2 + ϵ4φ4 + . . . , (3.39)

ϕ2 = ϵψ1 + ϵ3ψ3 + . . . , (3.40)

donde ϵ es un parámetro cuyo valor es considerado pequeño. Por otro lado, introduciremos una
serie de coordenadas con las cuales estudiaremos las coordenadas espaciales y temporales a distintas
escalas. Este juego de coordenadas “estiradas” viene dado por

Xn ≡ ϵn x , Tn ≡ ϵn t, (3.41)

las cuales, se volverán independientes en el ĺımite ϵ → 0. El cambio dado por (3.41) nos permite
también expresar las derivadas temporales y espaciales del siguiente modo:

∂

∂x
= ∂X0 + ϵ ∂X1 + ϵ2 ∂X2 + . . . , con ∂Xn ≡ ∂

∂Xn
, (3.42)

∂

∂t
= ∂T0 + ϵ ∂T1 + ϵ2 ∂T2 + . . . , con ∂Tn ≡ ∂

∂Tn
. (3.43)

Si tenemos en cuenta todas estas suposiciones, e introducimos (3.39)-(3.43) en las ecuaciones de
campo (2.7) y (2.8), entonces obtenemos una jerarqúıa de ecuaciones diferenciales agrupadas por
potencias de ϵ. En las siguientes Secciones, nos dedicaremos a resolver estas ecuaciones llegando
hasta cuarto orden en ϵ para hallar las amplitudes de radiación, aśı como las leyes de evolución
asociadas a cada una de las amplitudes de ambos modos discretos de vibración.

3.2.1. Aproximación de orden cero

Agrupando los términos de orden cero en ϵ y anulando su suma nos encontramos con que la ecuación
diferencial que ha de cumplirse en este orden es

∂T0,T0φ0 − ∂X0,X0φ0 − 2φ0 (1− φ0)
2 = 0 , (3.44)

la cual se corresponde con la ecuación de campo del modelo ϕ4. Como es bien sabido, esta ecuación
es satisfecha por la solución kink/antikink

φ0(X0) = ±ϕK(X0) = ± tanhX0 . (3.45)
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3.2.2. Aproximación de primer orden

Si ahora agrupamos los términos en primer orden en ϵ en la ecuación de campo (2.7) obtenemos la
siguiente condición sobre φ0:

∂T0,T1φ0 − ∂X0,X1φ0 = 0 . (3.46)

Esta relación se satisface automáticamente para φ0, pues esta función no depende ni de T1, ni de
X1.

Al mismo tiempo, agrupando los términos proporcionales a ϵ en la ecuación de campo (2.8) encon-
tramos que la siguiente ecuación diferencial ha de ser satisfecha:(

∂T0,T0 − ∂X0,X0 − 2 + σ2 + 2φ2
0

)
ψ1 = 0 . (3.47)

La ecuación (3.47) ya ha aparecido de forma indirecta al tratar de resolver el problema espectral
(2.11), y su solución completa viene dada por

ψ1 = Â(X1, . . . ;T1, . . . ) e
iω̂T0 η̂D(X0) + c.c.+ η̂(X0, T0) , (3.48)

donde, recordamos que η̂D(X0) = sech(X0) y ω̂ =
√
σ2 − 1. En (3.48), c.c. indica el complejo

conjugado de la parte anterior de la función y

η̂(X0, T0) =

∫ ∞

−∞
dq R̂(q) eiω̂qT0 η̂q(X0) + c.c. ,

donde η̂q(X0) está definido por (2.17) y ω̂q =
√
σ2 + q2. Como inicialmente solo excitamos el modo

discreto ortogonal, usaremos como solución

ψ1 = Â(X1, . . . ;T1, . . . ) e
iω̂T0 sechX0 + c.c. (3.49)

3.2.3. Aproximación de segundo orden

Ahora, agrupando y anulando los términos proporcionales a ϵ2 en la ecuación de campo (2.8) obte-
nemos la condición

∂T0,T1ψ1 − ∂X0,X1ψ1 = 0 , (3.50)

la cual nos indica que
∂T1Â = 0 , ∂X1Â = 0 . (3.51)

Es decir, lo que nos dice (3.51) es que la amplitud del modo discreto ortogonal no depende ni de X1

ni de T1.

Adicionalmente, de la agrupación de los términos de segundo orden en (2.7) se obtiene que la ecuación
que dicta el comportamiento de φ2 se puede escribir como

[∂T0,T0 − ∂X0,X0 − 2 + 6φ2
0]φ2 = −2φ0 ψ

2
1 = F 2 , (3.52)

donde

F 2 = −4|Â|2 sech2X0 tanhX0 − 2Â2 sech2 x0 tanhX0 e
i2ω̂T0 + c.c. = F

(0)
2 + F

(1)
2 ei2ω̂T0 + c.c.

Empecemos primero con las soluciones de la ecuación homogénea asociada a (3.52). Si tenemos en
cuenta todo lo expuesto en la Sección 2.1.1, entonces

φ2H = C η0(X0) +Aei ω T0 ηD(X0) + c.c + η(X0, T0) , (3.53)
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donde recordamos que η0(X0) = sech2X0, ηD(X0) = sechX0 tanhX0, ω =
√
3 y

η(X0, T0) =

∫ ∞

−∞
dq R(q)ei ωq T0 ηq(X0) + c.c. ,

con ωq =
√
q2 + 4.

Como η0(X0) es una función asociada al modo de traslación del kink, y suponemos que éste no
se mueve del origen de coordenadas, consideraremos la constante arbitraria C = 0. Por otro lado
y como ya hemos mencionado anteriormente, no vamos a considerar la radiación del continuo de
frecuencias, esto nos obliga a anular el coeficiente R(q). Con estos argumentos, la solución (3.53) se
transforma en

φ2H = Aei ω T0 sechX0 tanhX0 + c.c . (3.54)

Es bien sabido que, para dar la solución completa a una ecuación diferencial inhomogénea, es ne-
cesario también buscar soluciones particulares. Debido a la linealidad de (3.52), vamos a proponer
una solución con la forma que podemos ver a continuación

φ2P = φ
(0)
2 + φ

(1)
2 ei 2ω̂ T0 + c.c., (3.55)

lo cual, a su vez, nos conduce a dos ecuaciones diferenciales ordinarias dadas por las expresiones

[−∂X0,X0 − 2 + 6φ2
0]φ

(0)
2 = −4 |Â|2 sech2X0 tanhX0 , (3.56)

[−∂X0,X0 − 2 + 6φ2
0 − (2ω̂)2]φ

(1)
2 = −2 Â2 sech2X0 tanhX0 . (3.57)

Vamos a empezar primero analizado (3.56). Según la alternativa de Fredholm, si queremos obtener
soluciones acotadas en una ecuación diferencial inhomogénea, la solución de la ecuación homogénea
asociada ha de ser ortogonal al término inhomogéneo. En este caso esto se cumple, pues∫ ∞

−∞
dX0 φ

(0)
2H

(
−4 sech2X0 tanhX0|Â|2

)
=

∫ ∞

−∞
dX0

(
−4 sech4X0 tanhX0|Â|2

)
= 0 . (3.58)

Finalmente, la solución a (3.56) puede hallarse usando el método de variación de constantes y vendrá
dada por

φ
(0)
2 (X0) = −|Â|2X0 sech

2X0 . (3.59)

Es importante destacar que este nuevo término es menor que φ0, aunque, por otro lado, φ
(0)
2 es mayor

que φ0±1 cuando X0 → ±∞. Esto, puede causar una irregularidad en el método perturbativo, pues
un término de segundo orden seŕıa mayor que uno de orden cero. La solución a este problema viene

dada por el hecho de que φ
(0)
2 da cuenta de la variación del tamaño del kink, ya que si k = 1− |Â|2

entonces
tanh[kX0] = tanh[(1− |Â|2)X0] ≈ tanhX0 − |Â|2X0 sech

2X0 + o(|Â|3) .

Centrémonos ahora en hallar una solución para (3.57). Si imponemos condiciones de antisimetŕıa en
la variable espacial, tenemos que la solución a esta ecuación diferencial viene dada por

φ
(1)
2 (X0, X2, . . . ;T2, . . . ) = Â2 h(X0; q1) , q1 = 2

√
σ2 − 2 , (3.60)

donde

h(X0; q1) = − q21 − 2

4(q21 + 1)
tanhX0 + eiq1X0

πq1
8(q21 + 1)

cosech
πq1
2

(
q21 − 2 + 3iq1 tanhX0 + 3 sech2X0

)
+

+h1(X0, q1) + h1(X0,−q1) ,

16



con

h1(X0, q1) =
−1

8(q21 + 1)

(
q21 − 2− 3iq1 tanhX0 + 3 sech2X0

)
×
(

2F1[1,
iq1
2 , 1 +

iq1
2 ,−e

2X0 ]− q1
q1 − 2i

e2X0
2F1[1, 1 +

iq1
2 , 2 +

iq1
2 ,−e

2X0 ]
)
,

donde 2F1 es la función hipergeométrica.

Todo los argumentos expuestos nos permiten escribir la solución para φ2 de la siguiente forma

φ2 = Aei ω T0 sechX0 tanhX0 − |Â|2X0 sech
2X0 + Â2 ei 2ω̂ T0 h(X0; q1) + c.c. (3.61)

Usando diversas propiedades de las funciones hipergeométricas, se puede demostrar que el compor-
tamiento asintótico de φ2 viene dado por

φ2
X0→∞−→ π Â2

2

√
σ2 − 2

sinh(π
√
σ2 − 2)

√
σ2 − 1√
4σ2 − 7

ei (2ω̂ T0−q1X0+δ1) + c.c. (3.62)

Es inmediato ver de (3.62) que, al igual que ocurŕıa en la Sección 3.1, se emite radiación en el
primer campo con frecuencia 2ω̂. En la Sección 3.3 hablaremos con más detenimiento de las dife-
rencias y similitudes de este término radiativo con el encontrado para esta misma frecuencia con el
procedimiento de Manton y Merabet.

3.2.4. Aproximación de tercer orden

Los términos de tercer orden en ϵ proporcionan en la ecuación (2.7) la condición

− ∂X0,X1φ2 + ∂T0,T1φ2 = 0 . (3.63)

La ecuación (3.63) se traduce en

∂X1A(X1, T1) = ∂T1A(X1, T1) = 0 , (3.64)

lo cual implica a su vez que A no depende ni de X1 ni de T1.

Adicionalmente, la condición extráıda de la ecuación de campo (2.8) se puede escribir como

[∂T0,T0 − ∂X0,X0 − 2 + σ2 + 2φ2
0]ψ3 = F̂3 , (3.65)

donde

F̂3 = eiω̂T0 [−2Â |Â|2 sechX0(3 sech
2X0 + 2h(X0) tanhX0)

−2i sechX0(ω̂∂T2Â− i tanhX0∂X2Â) + 4|Â|2ÂX0 sech
3X0 tanhX0] + c.c.

+e3iω̂T0 [−2Â3 sechX0(sech
2X0 + 2h(X0) tanhX0)] + c.c.

+ei(ω+ω̂)T0 [−4AÂ sech2X0 tanh
2X0] + c.c.

+ei(ω−ω̂)T0 [−4AÂ∗ sech2X0 tanh
2X0] + c.c.

= F̂
(0)
3 eiω̂T0 + F̂

(1)
3 e3iω̂T0 + F̂

(2)
3 ei(ω+ω̂)T0 + F̂

(3)
3 ei(ω−ω̂)T0 + c.c.

De nuevo, la linealidad del problema nos permite escribir la solución para (3.65) del siguiente modo:

ψ3 = ψ̂
(0)
3 eiω̂T0 + ψ̂

(1)
3 e3iω̂T0 + ψ̂

(2)
3 ei(ω+ω̂)T0 + ψ̂

(3)
3 ei(ω−ω̂)T0 + c.c. (3.66)
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Todo esto nos conduce a tener que llevar a cabo un análisis de cuatro ecuaciones diferenciales con
la forma

−∂X0,X0ψ
(0)
3 + (−2 + σ2 + 2φ2

0 − ω̂2)ψ
(0)
3 = F̂

(0)
3 , (3.67)

−∂X0,X0ψ
(1)
3 + [−2 + σ2 + 2φ2

0 − 9ω̂2]ψ
(1)
3 = F̂

(1)
3 , (3.68)

−∂X0,X0ψ
(2)
3 + [−2 + σ2 + 2φ2

0 − (ω + ω̂)2]ψ
(2)
3 = F̂

(2)
3 , (3.69)

−∂X0,X0ψ
(3)
3 + [−2 + σ2 + 2φ2

0 − (ω − ω̂)2]ψ
(3)
3 = F̂

(3)
3 . (3.70)

Al igual que en el método de Manton y Merabet, no consideraremos la frecuencia ω − ω̂ por no
estar incluida en el espectro continuo de radiación del segundo campo, es decir, no vamos a tratar
la ecuación (3.70).

Empecemos con ψ
(0)
3 . De nuevo, podemos recurrir a la alternativa de Fredholm e imponer la orto-

gonalidad de ψ
(0)
3H = sechX0 y F̂

(0)
3 , lo que se traduce en que∫∞

−∞ dX0 sechX0

[
− 2Â |Â|2 sechX0

(
3 sech2X0 + 2h(X0

)
tanhX0)− (3.71)

−2 i sechX0

(
ω̂ ∂T2Â− i tanhX0 ∂X2Â

)
+ 4|Â|2ÂX0 sech

3X0 tanhX0

]
= 0 .

Asimismo, la ecuación (3.71) nos lleva a la condición

iω̂ ∂T2Â+ (
5

3
+ ξ(σ)) Â |Â|2 = 0 , (3.72)

donde

ξ(σ) =

∫ ∞

−∞
dX0 h(X0) sech

2X0 tanhX0 .

Volviendo a la amplitud sin escalar â = ϵÂ, es fácil demostrar que (3.72) toma la forma

iω̂
∂â

∂t
+

[
5

3
+ ξ(σ)

]
â |â|2 = 0 .

Esta última fórmula nos conduce a

∂|â|2

∂t
= −2 Im ξ(σ)

ω̂
|â|4 ,

cuya solución es

|â(t)|2 = |â(0)|2

1 +
2 Im ξ(σ)

ω̂
|â(0)|2 t

. (3.73)

Por otro lado, recordamos que las soluciones de la ecuación homogénea asociada a (3.68) vienen
dadas por las funciones η̂q2 y η̂−q2 definidas en (2.17) con q2 =

√
8σ2 − 9. Como el Wronskiano

asociado a las ya mencionadas soluciones es Ŵq2 = W [η̂q2(x), η̂−q2(x)] = 2iq2(q
2
2 + 1), entonces el

método de variación de constantes nos permite dar como solución

ψ
(1)
3 (X0) =

1

Ŵq2

{
η̂q2(X0)

∫
η̂−q2(X0) F̂

(1)
3 (X0) dX0 − η̂−q2(X0)

∫
η̂q2(X0)F̂

(1)
3 (X0) dX0

}
.

Las integraciones presentes en la fórmula anterior no se pueden hacer de forma expĺıcita, pues

F̂
(1)
3 (X0) depende de funciones hipegeométricas e incluso haciendo uso de programas de cálculo

simbólico no podŕıamos llegar a una expresión más completa.
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Por añadidura, la solución para ψ
(2)
3 viene dada por

ψ
(2)
3 (X0, X2, . . . ;T2, . . . ) = A Â g(X0; q3) , q3 =

√
2 + 2

√
3
√
σ2 − 1 , (3.74)

donde

g(X0; q3) = − q23
2(q23 + 1)

+ sech2X0 +
∑
a=0,1

g1
(
(−1)aX0; q3

)
+
∑

a,b=0,1

g2

(
(−1)aX0; (−1)bq3

)
,

con

g1(X0; q3) =
π q33 e

iq3X0

8(q23 + 1) sinh πq3
2

(
− iq3 + tanhX0

)
,

g2(X0; q3) =
q23

8(q23 + 1)
(−iq3 + tanhX0)

×
(

2F1[1,
iq3
2 , 1 +

iq3
2 ,−e

−2X0 ]− q3
q3 − 2i

e−2X0
2F1[1, 1 +

iq3
2 , 2 +

iq3
2 ,−e

−2X0 ]
)
.

En este caso, el comportamiento asintótico de ψ
(2)
3 viene dado por

ψ
(2)
3

X0→∞−→ A Â
πq33

4(−1 + iq3) sinh
πq3
2

ei ((ω+ω̂)T0−q3X0) + c.c. (3.75)

Como podemos apreciar, este término se corresponde con un término radiativo, al igual que ocurŕıa en
la Sección 3.2. En este caso, la amplitud obtenida es distinta, aunque el comportamiento cualitativo
que se obtiene de (3.75) es igual al que se puede extraer de (3.32).

3.2.5. Aproximación de cuarto orden

Ahora, si agrupamos los términos proporcionales a ϵ4 en la ecuación de campo (2.7) obtenemos que
la ecuación que ha de cumplir el sistema es

∂T0,T0φ4 + [−∂X0,X0 − 2 + 6ϕ2K ]φ4 = −(6φ0φ
2
2 + 2φ2ψ

2
1 + 4φ0ψ1ψ3 − (3.76)

−2∂X0,X2φ2 − ∂X1,X1φ2 + 2∂T0,T2φ2 + ∂T1,T1φ2) = F 4

Al igual que ocurŕıa en apartados anteriores, el término inhomogéneo de la ecuación diferencial
anterior va a presentar términos con distintas frecuencias, de modo que

F 4 = F
(0)
4 + F

(1)
4 eiωT0 + F

(2)
4 e2iω̂T0 + F

(3)
4 e2iωT0 + (3.77)

+F
(4)
4 e4iω̂T0 + F

(5)
4 e2iω̂T0+iωT0 + F

(6)
4 e2iω̂T0−iωT0 + c.c.

En esta aproximación, nos vamos a centrar únicamente en el término con frecuencia ω, ya que va a ser
usado para hallar la ley de evolución temporal para A. Para esta frecuencia, la ecuación diferencial
correspondiente quedaŕıa de la siguiente forma:

−ω2ϕ
(1)
4 + [−∂X0,X0 − 2 + 6ϕ20]ϕ

(1)
4 = −4|Â|2A sech3X0 tanh X0 + 12X0 |Â|2A sech3X0 tanh

2X0 −

−4|Â|2A sechX0 tanhX0 g(X0)− 2i ω sechX0 tanhX0∂T2A+ 2 sech3X0 ∂X2A−

−2 sechX0 tanh2(X0) ∂X2A = F
(1)
4 (X0).
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De nuevo, la alternativa de Fredholm nos dice que, para obtener soluciones acotadas, en la ecuación
anterior la solución de la parte homogénea ha de ser ortogonal al término inhomogéneo. Esto se
traduce en la siguiente condición:∫ ∞

−∞
dX0 sechX0 tanhX0F

(1)
4 (X0) = 0, (3.78)

la cual nos conduce a la ecuación diferencial

− 5i ω ∂T2A+ (3− 15µ(σ))A|Â|2 = 0, (3.79)

donde

µ(σ) =

∫ ∞

−∞
dX0 g(X0)sech

2X0 tanh
2X0. (3.80)

Si â = ϵÂ y a = ϵA entonces

∂|a|2

∂t
= |a|2 |â|2

(
−6 Imµ(σ)

ω

)
. (3.81)

Finalmente, la resolución de (3.81), nos lleva a que la ley de evolución temporal para a es

|a(t)|2 = |a(0)|2(ω ω̂)
3 Imµ(σ)ω̂
Im ξ(σ)ω

(
(2|â(0)|2Im ξ(σ) t+ ω̂)ω

)− 3 Imµ(σ)ω̂
Im ξ(σ)ω

. (3.82)

Este procedimiento tiene algunas similitudes con el llevado a cabo en el apartado anterior, pues,
por ejemplo las ecuaciones diferenciales (3.72) y (3.79) presentan una forma muy parecida entre si.
Sin embargo, existen también diferencias muy importantes. En este caso podemos ver como A se
ve afectada por Â mientras que no ocurre algo similar en el cálculo de Â , lo cual era de esperar,
pues inicialmente solo excitamos el modo discreto del segundo campo, por lo que tiene sentido que
Â dicte el comportamiento de A.

3.3. Comparación entre ambas teoŕıas de perturbaciones

A lo largo de la Sección 3 hemos hecho uso de dos teoŕıas de perturbaciones distintas para explicar
los posibles fenómenos que ocurren cuando inicialmente excitamos η̂D . En ambos métodos hemos
podido obtener términos radiativos que en el caso del primer campo llevaban asociados una frecuencia
2ω̂, mientras que en el segundo campo, estas frecuencias eran ω + ω̂ y 3ω̂.

A pesar de estas similitudes, también nos encontramos múltiples diferencias entre los cálculos reali-
zados en las Secciones 3.1 y 3.2, muchas de las cuales aparećıan ya entre los desarrollos llevados a
cabo por Manton y Merabet y los realizados por Oxtoby y Barashenkov a la hora de tratar los kinks
del modelo ϕ4 . Una de las más notorias, es la aparición de términos de traslación y variación de
forma del kink en el método de Oxtoby y Barashenkov. Cabe destacar la diferencia en la dificultad
de los cálculos entre un método y otro. Es más, esta diferencia es la causante de que no podamos
llegar a calcular la amplitud de radiación asociada a 3ω̂ en el segundo método, pues la propia na-
turaleza del procedimiento nos lleva a tener que resolver una ecuación diferencial con un término
inhomogéneo dependiente de funciones hipergeométricas (véase en la fórmula (3.68)). Pese a este
tipo de dificultades, hemos podido extender el uso del método hasta llegar a cuarto orden, lo cual
nos ha permitido calcular una ley de evolución para la amplitud asociada a ηD.

Un hecho sorprendente que hemos encontrado, es la similitud entre la amplitud de radiación de
frecuencia 2ω̂ en ambos métodos, pues de las ecuaciones (3.18) y (3.62) podemos apreciar que las
amplitudes son prácticamente iguales salvo por un factor 2. Otra similitud importante subyace en
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las leyes de decaimiento obtenidas para la amplitud asociada al modo discreto ortogonal, pues las
fórmulas (3.38) y (3.73) presentan una forma casi idéntica. La única diferencia entre las citadas
expresiones radica en que para la primera el término q1A

2
2ω̂ es sustituido en el segundo cálculo por

Im ξ(σ). A pesar de que estos dos términos sean distintos, es de esperar que al menos se encuentren
en el mismo orden de magnitud. Sin embargo, las ecuaciones diferenciales que nos conducen a las ya
citadas leyes de decaimiento presentan una diferencia importante, ya que en el método de Manton y
Merabet se pod́ıa apreciar el hecho de que las frecuencias del canal ortogonal rigurosamente influyen
también en el cálculo, aunque estos términos hallan sido despreciados (ver (3.34)), al contrario de lo
que sucede en el segundo método, en el cual la única frecuencia influyente es ω̂.

Finalmente, cabe destacar que todo lo anteriormente expuesto justifica la completitud de ambos
métodos, pues las magnitudes que no han podido ser determinadas por el método de Manton y
Merabet han podido ser calculadas con éxito haciendo uso para ello del procedimiento de Oxtoby y
Barashenkov.

4. Comparación con simulaciones numéricas

A lo largo de la presente Sección, haremos una comparación detallada de algunos resultados obtenidos
mediante simulaciones numéricas de forma independiente al presente TFM con las expresiones y
predicciones realizadas en la Sección 3. Como adelanto, podemos mencionar que existirá un excelente
acuerdo con las expresiones anaĺıticas encontradas, lo cual reafirmará la validez de los métodos
expuestos. La totalidad de simulaciones y resultados numéricos que se encuentran en esta Sección
ya hab́ıan sido realizados antes del comienzo del desarrollo del presente trabajo por otro autor. Es
más, la motivación principal de este trabajo se ha basado en buscar un formalismo que explicase de
manera exitosa todos los resultados que se hab́ıan encontrado haciendo uso del cálculo numérico.

La organización de esta Sección tendrá la siguiente estructura: en la Subsección 4.1 hablaremos
acerca de la configuración inicial usada para llevar a cabo las simulaciones numéricas. Más tarde,
en la Subsección 4.2 hablaremos del espectro de frecuencias encontrado para cada componente del
campo en tres puntos distintos de la recta real. Finalmente, llevaremos a cabo en la Subsección 4.3
una comparación de la dependencia con el parámetro σ de las amplitudes de radiación encontradas
de forma numérica con las encontradas con el método de Manton y Merabet en la Sección 3.1

4.1. Configuración inicial del sistema

Como ya hemos mencionado en múltiples ocasiones, en este trabajo consideramos que la configura-
ción de partida en la que se encuentra nuestro sistema viene dada por la expresión

K0(x, t) = K+(x) + â0 sin(ω̂t)F̂√
σ2−1(x) = (tanh (x− x0) , â0 sin(ω̂t) sech(x))

⊺ . (4.1)

Es decir, inicialmente únicamente excitamos el modo discreto perpendicular encontrado en la Sección
2.1.2, que posteriormente evolucionará de tal modo que se provoque también la excitación de ηD,
aśı como de los posibles términos radiativos. La razón fundamental que subyace detrás de esta
consideración es que, si inicialmente ηD fuese el modo excitado, entonces el problema se reduciŕıa al
estudio de la perturbación en torno a las soluciones kink del modelo ϕ4.

En la Figura 5 podemos encontrar una simulación numérica de la evolución temporal de ambas
componentes del campo cuando se excita inicialmente el modo ortogonal discreto con â0 = 0,6.
Si nos fijamos bien en la imagen derecha de la Figura 5 veremos que â(t) disminuye su valor a
medida que el tiempo aumenta. Este primer resultado numérico encaja con lo desarrollado en el
presente trabajo, pues la leyes de decaimiento calculadas en las Secciones 3.1.3 y 3.2.4 predećıan
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que la amplitud de este modo ha de decaer con el tiempo. Este comportamiento puede ser explicado
por el hecho de que la radiación del sistema y la excitación del modo discreto longitudinal requieren
enerǵıa vibracional, la cual se encuentra inicialmente invertida en excitar el modo ortogonal, por lo
que es de esperar que â(t) disminuya con el tiempo para ceder enerǵıa tanto a modos vibracionales
como términos radiativos.

Este hecho se podrá encontrar también en la siguiente Subsección, en la cual analizaremos los
espectros de frecuencias obtenidos mediante cálculo numérico en varios puntos de la recta real para
ambas componentes del campo.

Figura 5: Evolución temporal de las dos componentes del campo, habiendo partido de la configuración
inicial dada por (4.1) con â0 = 0,6.

4.2. Espectro de frecuencias para distintos puntos de la recta real

Ahora nos centraremos en analizar el espectro de frecuencias encontrado en distintos puntos de la
recta real a tiempos t ≫ 1 para ambas componentes del campo bajo estudio. En concreto, vamos a
centrarnos en tres puntos: x0 = 0, donde el valor de η̂D es máximo, xM = arcosh(

√
2), en el cual, ηD

vibra con la máxima amplitud, y xB, punto que consideramos muy alejado del origen de coordenadas
y por tanto del centro del kink.

Espectro de frecuencias para la segunda componente del campo en x0:

En la Figura 6 podemos apreciar la aparición de una única frecuencia, correspondiente a la
vibración del modo discreto ortogonal. Es posible apreciar que la amplitud correspondiente a
esta frecuencia vaŕıa en función del valor del parámetro σ, tendencia que fue predicha tanto en
el método de Manton y Merabet como en el de Oxtoby y Barashenkov. El hecho de que esta
frecuencia no se desvanezca del todo con el tiempo se debe principalmente a que es la fuente
que alimenta toda la radiación emitida por el sistema.
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Figura 6: Espectro de frecuencias encontrado para la segunda componente del campo en el punto x0
para distintos valores de σ.

22



Espectro de frecuencias para la primera componente del campo en xM:

Como podemos apreciar en la Figura 7, en este caso, aparecen dos frecuencias distintas. La
frecuencia ω se corresponde con la vibración del modo discreto longitudinal. En el caso de 2ω̂,
como ya hemos visto en la Sección 3, este término solo se comporta como una onda plana lejos
del origen, por lo que todav́ıa no es un término puramente radiativo. Esto explica también el
hecho de que esta frecuencia siga apareciendo en σ <

√
2, pues en este rango, este término en

cuestión se comportará como f(x) sin 2ω̂t, donde ĺımx→∞ f(x) = 0.
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Figura 7: Espectro de frecuencias encontrado para la primera componente del campo en el punto
xM para distintos valores de σ.

Espectro de frecuencias del campo en xB:

• Espectro de frecuencias para la primera componente:

Tal y como hemos predicho en la Sección 3, en la primera componente del campo aparece
un término radiativo con frecuencia 2ω̂. Esto está en concordancia con los resultados
numéricos obtenidos, además, de (3.19) y (3.62) es fácil darse cuenta de que la amplitud
asociada a 2ω̂ disminuye según aumenta σ, tendencia que se observa en la Figura 8. Otro
detalle importante es que 2ω̂ no aparece en σ = 1,2 <

√
2, hecho que también hab́ıamos

predicho con anterioridad.

Por otro lado, también entra en juego 4ω̂, pero, al tener tan poco peso en el espectro
puede ser asociado a efectos de cuarto orden. A parte de esto, se puede notar la presencia
del espectro continuo de radiación, el cual disminuye a medida que aumenta la frecuencia.
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Figura 8: Espectro de frecuencias encontrado para la primera componente del campo en el punto xB
para distintos valores de σ.

• Espectro de frecuencias para la segunda componente:

Tal y como hab́ıamos visto haciendo uso de teoŕıa de perturbaciones, en la Figura 9, nos
encontramos con que el sistema emite radiación a frecuencias 3ω̂ y ω + ω̂. Al contrario
de lo que ocurŕıa con 2ω̂, estos términos se siguen conservando en σ = 1,2. La causa de
este fenómeno se debe a que, si nos fijamos en las fórmulas para q2 y q3 halladas en la
Sección 3.1.2, estas cantidades son reales para σ > 3

2
√
2
≈ 1,061, lo cual provoca que se
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sigan comportando como ondas planas en x → ∞. Es importante destacar que, aunque
tenga un peso muy pequeño, también aparece en el espectro el continuo de frecuencias
correspondiente al segundo campo.
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Figura 9: Espectro de frecuencias encontrado para la segunda componente del campo en el punto
xB para distintos valores de σ.

Finalmente, en las Figuras 10 y 11 podemos apreciar de forma más simple todas las frecuencias que
nos hemos encontrados para cada uno de los tres puntos analizados para ambas componentes del
campo bajo estudio y para todos los valores de σ en el rango σ ∈ [1, 5].

Figura 10: Frecuencias de vibración para el primer campo como función de σ cuando el kink es
excitado mediante el modo ortogonal discreto de vibración con â0 = 0,1 en xM y xB.

De las imágenes de la parte derecha de las Figuras 10 y 11 podemos apreciar que, a medida que
las frecuencias 2ω̂, 3ω̂ y ω + ω̂ van disminuyendo su amplitud, los continuos de radiación de ambos
campos la ganan. Esto es de esperar, pues la enerǵıa invertida en excitar las citadas frecuencias, a
valores grandes de σ, irá destinada a aumentar la radiación emitida en el continuo de frecuencias.

Por otro lado, en la Figura 10, también se puede notar la presencia de 4ω̂ y de ω + 2ω̂. Su peso en
los gráficos es muy pequeño, y como ya hemos argumentado anteriormente, su aparición es debida
a términos de orden superior a los analizados. De hecho, estas mismas frecuencias surgieron en los
cálculos relativos a los desarrollos a cuarto orden del método de Oxtoby y Barashenkov (en concreto,
en la fórmula (3.77)).

En lo referente al segundo campo, en la Figura 11 vemos que, para valores de σ cercanos a la unidad
3ω̂ tiene un mayor peso que ω + ω̂, mientras que ocurre lo contrario para σ ≫ 1. Si nos fijamos en
(3.33) podremos ver que âω+ω̂ es proporcional a σ2 − 1, factor que provoca que, cuando σ ≈ 1, esta
amplitud sea muy pequeña. Este mismo factor es también la razón del crecimiento de âω+ω̂ frente a
â3ω̂ para valores grandes de σ.
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Figura 11: Frecuencias de vibración para el segundo campo como función de σ cuando el kink es
excitado mediante el modo ortogonal discreto de vibración con â0 = 0,1 en x0 y xB.

4.3. Comparación de la dependencia de las amplitudes de radiación con σ

Para concluir la presente Sección, se ha realizado una comparación entre los resultados numéricos
y los anaĺıticos de la dependencia de las amplitudes de cada radiación con el parámetro σ (Figura
12). Analizando estas gráficas en detalle, podemos concluir que las predicciones teóricas encajan a
la perfección con los resultados numéricos. Además, los órdenes de magnitud en los que se encuentra
cada amplitud concuerdan también con los cálculos anaĺıticos, pues tenemos que a3ω̂ y aω+ω̂ son del
orden de â30 y que a2ω̂ es del orden de â20, tal y como predijimos con ambos métodos perturbativos

en la Sección 3. Es más, se aprecian a la perfección las divergencias en σ1 =
√
2 y σ2 =

√
7
2 predichas

en las Secciones 3.1.1 y 3.1.2.
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Figura 12: Comparación entre los resultados numéricos y anaĺıticos para la dependencia de las
amplitudes de radiación asociadas a 2ω̂, 3ω̂ y ω+ ω̂ con el parámetro σ. Las ĺıneas rojas discontinuas
se corresponde con las predicciones teóricas (3.19), (3.32) y (3.33), mientras que las lineas azules se
corresponden con los resultados numéricos.
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5. Conclusiones

A lo largo del presente trabajo hemos analizado con detalle cómo los modos discretos de vibración
longitudinales y ortogonales asociados al kink en el modelo MSTB para σ > 1 se relacionan entre śı.
Durante este estudio, hemos conseguido obtener que esta interacción entre modos provoca, en segun-
do y tercer orden de teoŕıa de perturbaciones, radiación cuando nos encontramos lo suficientemente
alejados del origen de coordenadas.

Usualmente, en la literatura, se analizan procesos de scattering entre kinks para intentar desentrañar
el funcionamiento f́ısico de este tipo de procesos de transferencia de enerǵıa, siendo, por lo tanto,
poco habituales los desarrollos en los que se parte de un kink excitado mediante uno de sus modos
de vibración. Es por ello que el trabajo realizado y todos los desarrollos presentados constituyen un
nuevo punto de vista en relación al estudio del comportamiento de los defectos topológicos en teoŕıa
de campos. Es más, las teoŕıas de perturbaciones aqúı usadas pueden ser adaptadas para estudio
y entendimiento de sistemas más complejos que los estudiados, por ejemplo en teoŕıas de campos
escalares con otros tipos de potencial o con de tres o más componentes.

A la hora de realizar tanto los cálculos anaĺıticos como las simulaciones numéricas, hemos visto que
prácticamente la totalidad de los resultados obtenidos depend́ıan directamente del valor del paráme-
tro σ. Esta dependencia provoca la aparición y desaparición de frecuencias en los espectros de los
campos. Por ejemplo, en el régimen σ <

√
2, pudimos ver que el término radiativo de la prime-

ra componente del campo desaparećıa completamente cuando nos encontrábamos lejos del origen
de coordenadas. Además, hemos podido ver que estas mismas cantidades se mantienen práctica-
mente independientes del valor inicial con el que excitamos la amplitud de los modos de vibración
correspondientes al kink analizado.

Todo este trabajo nos ha permitido obtener una excelente aproximación de la descripción de la
evolución del kink perturbado y la forma que toma la radiación emitida a frecuencias 2ω̂, 3ω̂, ω+ ω̂,
aśı como la dependencia de las respectivas amplitudes con el parámetro σ. Una extensión de los
razonamientos y resultados desarrollados en el presente trabajo puede consultarse en la Referencia
[35], en donde se realiza un análisis más exhaustivo de los resultados de las simulaciones numéricas.

Centrándonos más en las técnicas anaĺıticas, hemos usado dos teoŕıas de perturbaciones distintas,
las cuales han demostrado complementarse entre śı. Por ejemplo, aunque el método de Manton y
Merabet nos haya dado una dependencia de las amplitudes de radiación con σ que concuerda con
todo lo llevado a cabo con las simulaciones numéricas, ha sido el método de Oxtoby y Barashenkov
el que nos ha permitido llegar a órdenes más altos, pudiendo aśı predecir la existencia de más
frecuencias en los espectros de la primera componente del campo. Es más, en ambos métodos hemos
obtenido expresiones para la misma magnitud cuya forma es prácticamente idéntica, este es el caso
de las leyes de decaimiento calculadas para â(t) o la obtención de las amplitudes de radiación para
la frecuencia 2ω̂.

Por último, cabe destacar que la totalidad de los fenómenos f́ısicos desentrañados en el presente
documento son altamente novedosos y dan pie a nuevas posibilidades para intentar mejorar aún
más la comprensión de estos sorprendentes fenómenos. Una de estas posibilidades puede consistir
en la aplicación de estos mismos métodos a nuevos modelos, o incluso estudiar los mecanismos de
transferencia de enerǵıa cuando, inicialmente, excitamos varios modos de vibración.
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A. Anexo: Resolución general a una ecuación diferencial homogénea
con coeficientes que incluyen funciones hiperbólicas

En el presente Anexo, expondremos como obtener soluciones a la ecuación diferencial

d2g(x)

dx2
+
(
ϵ − ν cosh 2µ − ν sinh 2µ tanhx + cosh2 µ sech2 x

)
g(x) = 0 . (A.1)

La solución a (A.1) puede ser dada en términos de los parámetros a y b obtenidos del siguiente
sistema de ecuaciones: 

a2 + b2 = −ϵ+ ν cosh 2µ ,

2ab = ν sinh 2µ .

Ahora, si introducimos el cambio de variable dependiente

g(x) = e−a x (sechx)b F (x) (A.2)

en nuestra ecuación diferencial llegamos a que la nueva ecuación a resolver es

d2F (x)

dx2
− 2 (a + b tanhx)

dF (x)

dx
+ (ν cosh2 µ− b(b + 1)) sech2 xF (x) = 0 . (A.3)

A continuación, si realizamos un segundo cambio de variable, en este caso en la variable independiente
dada por

u =
1

2
(1 − tanhx) (A.4)

Con el cambio de variable (A.4), la ecuación (A.3) se transforma en

u (1 − u)
d2F (u)

du2
− 2

(
a + b + 1 − 2(b + 1)u

) dF (u)
du

+ (ν cosh2 µ− b(b + 1))F (u) = 0 , (A.5)

cuya solución es

F (u) = A 2F1(α, β, γ, u) +B u1−γ
2F1(α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ, u) (A.6)

donde 2F1 es la función hipergeométrica y donde

α = b + 1
2 −

√
ν cosh2 µ + 1

4 ,

β = b + 1
2 +

√
ν cosh2 µ + 1

4 ,

γ = a + b + 1 .

Todo lo expuesto anteriormente, nos permite escribir la solución general a (A.1) como

g(x) = e−a x (sechx)b
(
A 2F1(α, β, γ, u) + B u1−γ

2F1(α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ, u)
)
, (A.7)

con la variable u dada por la fórmula (A.4).

Generalmente, u1−γ
2F1(α − γ + 1, β − γ + 1, 2 − γ, u) presentará divergencias en el ĺımite x → ∞,

es por ello que a la hora de usar la solución (A.7) fijemos B = 0.4

4Este procedimiento se puede encontrar también en el Apéndice C de [4] y el el Caṕıtulo 11 de [36].
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