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Resumen

En este TFG se explicara con profundidad el concepto de prolongacién
analitica de una funciéon compleja holomorfa. En el primer capitulo se expondran
definiciones y ejemplos de prolongacién analitica directa junto con el resultado
del principio de Reflexion de Schwarz y sus variantes. En el segundo capitulo
explicaremos la prolongaciéon analitica a lo largo de una curva contenida en C
junto con varios resultados, entre ellos el teorema de Monodromia. En el tercer
capitulo estudiaremos resultados que justifican mediante su expresion en serie
de potencias, cudndo una funcién se puede prolongar o no (series lacunares).
En el cuarto capitulo expondremos ejemplos de prolongacién analitica que nos
dan funciones muy importantes en matematicas como la zeta de Riemann. En el
ultimo capitulo se demostrara que la solucién de un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales puede prolongarse a lo largo de caminos contenidos en el dominio
de definicién y se probard que existen soluciones holomorfas en dicho dominio
si este es simplemente conexo.

The aim is to introduce concepts and results about analytic continuation, for
example, the Schwarz Reflexion with several variants, and introduce examples
of holomorfic extendible functions, for example, the Riemann function. One of
most important analytic continuation is along the curve. We'll tell definitions
and properties with about this concept , and will enunciate and prove the mo-
nodromy theorem. Also we’ll ilustrate functions that cannot be extended. In the
end, We’ll prove that solutions of linnear diferencial equations can be extended
along paht contained in a simply connected domain .



Introduccion

Dada una funcién f: Qg — C holomorfa, siendo €}y C C una regién, nos
hacemos la siguiente pregunta:

s Fs posible extender el dominio de definicion de la funcion f sin alterar su
holomorfia, es decir, encontrar una g: Q0 — C holomorfa y tal que g = f en
Qo C Q7

La teoria matematica que se encarga de estudiar esta posibilidad es La pro-
longacion analitica de funciones holomorfas. Esta rama de la variable compleja
es muy util en las matematicas ya que nos sirve para comprender mejor las
propiedades de funciones de variable compleja y nos permite definir con mayor
claridad las funciones multiformes o multivaluadas, como el logaritmo o poten-
cia (f(z) = 2%, con z,w € C).

Uno de los resultados mas importantes que nos permite extender el dominio de
holomorfia es el principio de Reflexion de Schwarz, que presenta varias varian-
tes que se expondran y se demostrardn en el capitulo 1, seccién 1.2, donde el
concepto de simetria sobre una recta o incluso sobre un arco de circunferencia
tomara gran importancia en estos resultados.

Uno de los hombres més influyentes en la prolongacion analitica fue K. Weierstrass
(1815-1897). A diferencia de Riemann, quien estaba més interesado en una pers-
pectiva mas geométrica, Weierstrass pensd como prolongar una funcion analitica
con su expresion en series de potencias. Esta estructura es mucho més comoda
a la hora de encontrar una extensiéon analitica y ademas podremos determinar
cuando una funcién holomorfa, definida en una regién, puede no extenderse a
un recinto mas amplio que su dominio de definicién. Las series de potencias
que no se pueden extender se las conocen como series lacunares, estudiadas por
algunos matematicos entre los siglos XIX-XX como Hadamard u Owstrowski
entre otros. En este caso, el hecho de que una serie de potencias pueda exten-
derse o no, dependera de la frontera de la bola donde estd definida dicha serie.
Un tipo de prolongacion importante es el de prolongacién a lo largo de una
curva ¢, que consiste en ir construyendo funciones holomorfas y dominios de
definicién (f;,Gy), tales que extiendan la funcién holomorfa fo: Gy — C. El
soporte de ¢ no tiene por qué estar contenido en G. De la prolongacién analiti-
ca a lo largo de una curva se extrae un importante resultado: El Teorema de



Monodromia, que nos da una condicion suficiente para que la prolongacion a lo
largo de dos curvas hométopas, que parten de un punto a y llegan a un punto
b, sean iguales.

Ejemplos de funciones que pueden ser prolongables son el logaritmo, la funcién
Gamma y la funcion zeta de Riemann, las dos tltimas introducidas por L.Euler
en el siglo XVIII. La funcién zeta de Riemann tiene un importante significado
en la teoria de nimeros por su relacion con la distribucién de los niimeros pri-
mos. La funcion Ganma es muy utilizada tanto en la teoria de la probabilidad
y estadistica (la distribucién t de Student, la distribucién x3%,...) como en com-
binatoria.

Ahora nos planteamos la siguiente pregunta:

s FEs posible extender la solucion de una ecuacion lineal diferenciable holomorfa
o sistema diferenciable holomorfo?

La respuesta es si, es mas, la prolongacion se puede realizar a partir de curvas
cuyo soporte esté contenido en el dominio de definicion de dicho sistema y
también se puede encontrar una solucién del sistema lineal holomorfo en dicho
dominio siempre y cuando sea simplemente conexo.
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Capitulo 1

Prolongacién analitica

En este capitulo explicaremos de forma genérica qué es la prolongacion

analitica, junto con varias propiedades relevantes. En la primera seccién de-
finiremos el concepto de prolongaciéon analitica directa y prolongacién analitica
a lo largo de una cadena de regiones. Ademas ilustraremos y demostraremos
importantes resultados relacionados con estos conceptos.
En la segunda seccién ilustraremos y probaremos uno de los resultados mas
comunes para prolongar una funcién: Principio de Reflexion de Schwarz, jun-
to con sus variantes, como el principio de reflexiéon a lo largo del arco de una
circunferencia. Pero antes ilustraremos algunos conceptos importantes para su
demostracion. A lo largo de todos estos capitulos entenderemos por rama c de
logaritmo como la funciéon

log.(z) = In(z) + iarg(z)

donde arg(z) es una funcién que toma el inico argumento de z que se encuentra
en el intervalo [c, ¢+ 27), donde ¢ € R. También diremos que f(z) = log(z) con
la rama ¢, cuando f es igual a la rama ¢ del logaritmo.

1.1. Definicién y primeras propiedades

Antes de explicar los conceptos y propiedades basicas de esta seccién, ex-
pondremos y probaremos un resultado importante para entender y demostrar
algunas propiedades sobre la prolongacién analitica. Este resultado se le cono-
ce como principio de identidad, pero antes mostraremos un teorema tutil para
probarlo.

1.1.1.Teorema (Principio de los ceros aislados): Sea f una funcién holo-
morfa en una regiéon U de C. Si existe un subconjunto A C U tal que tiene al
menos un punto de acumulacién en U (A’ NU # &)y f = 0 en A, entonces
f=0enU.
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Demostracion:
Sea

Z(f) ={z € U; f(z) = 0}

y L = Z'(f) su conjunto derivado. Como A C Z(f), entonces A" C Ly, por
tanto, L N U # @&. Ahora veamos que L es abierto y cerrado en U. El derivado
de un conjunto siempre es un conjunto cerrado, por tanto, L es cerrado en U.
Probemos ahora que L es entorno de todos sus puntos. Sea zy € L, entonces al
ser f holomorfa, 30 > 0 tal que

2 R) (1
f(Z) _ Z f k(' ) (Z—Zo)k.

Vz € B(20,0). Como f(z9) = 0, entonces pueden ocurrir dos casos:
1. f™ (%) =0, V¥n € N.
2. zp es un cero de orden m > 1.

Supongamos que se da el caso 2. Entonces existe ¢, holomorfa en B(z,)) y con
©(z9) # 0, tal que f(z) = ¢(2)(z — 2)™. Como ¢ es continua, existe ¢ > 0 tal
que p(Z) # 0, Vz € B(z,¢). Por tanto, B(zo,6) N Z(f) = @, luego 2o ¢ L. Esto
contradice lo supuesto al principio y entonces se cumple el caso i), es decir, f es

nula en B(zp,0). Entonces L es abierto y cerrado en U, pero como U es conexo,
L =1U, es decir, f=0en U.

1.1.2.Teorema (Principio de identidad): Sean f y ¢ funciones holomorfas
en una regiéon U de C. Si f =gen A, con A'NU # ), entonces f = g en U.

Demostracion:
Como f — g es holomorfa, aplicando el anterior resultado se tiene lo deseado.

1.1.3.Observacion:
Ambos resultados son falsos si U no es conexo. Por ejemplo, si cogemos dos
discos con interseccion vacia, By y B, y definimos las funciones

[ exp(z) size By,
g(z)—{z si z € By,

y f(z) = exp(z) para z € By U By, ambas bien definidas, se tiene que f y ¢
son iguales en la bola By, con puntos de acumulacién en By U By, pero no son
iguales en el abierto de definiciéon de las dos funciones.
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Demos ahora un nuevo concepto de gran importancia en este capitulo.

1.1.4.Definicién: Sea f una funcion compleja definida en M C C, subcon-
junto cualquiera. Decimos que f admite una prolongacién o extension analitica
a una region D D M si existe una funciéon g, definida y holomorfa en D, tal que

g |lm=f.

1.1.5.Ejemplos:

i) Si definimos f como la exponencial en R, sabemos que f admite una extension
g, que es la funcion exponencial definida en los complejos. Si en caso de existir
otra funcién g¢;, holomorfa en C, entonces por el principio de identidad g = ¢;,
al ser R cerrado en C.

i) Otros casos son, por ejemplo, las funciones trigonométricas definidas en los
reales que, como en el caso i), admiten extensién analitica hacia el plano com-

plejo.

iii) La serie de potencias

flz)=> ="

definida en el disco unidad, tiene como extensiéon la funcion

para z € C\ {1}. Esto se debe a que
g™ (0) = n!

y, por tanto, aplicando el desarrollo de Taylor, tenemos que

g(z)=> ="

en un entorno del 0.

1.1.6.Definicién: Sea f una funcién definida y holomorfa en una region D
de C. Decimos que el par (f,D) es un elemento de funcién.

1.1.7.Definicién: Sean (f,D) y (g,E) dos elementos de funcién. Decimos que
ambos son la prolongacion analitica directa o inmediata uno del otro si existe
una region H C DN E tal que f = g en H. Esta relacion la representamos como

(f,D) ~ (9,E).

1.1.8.0bservacion:
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i) Por el principio de identidad, si (f,D) ~ (g,F), entonces podemos tomar la
mayor componente conexa © C DN E que contenga a H tal que f =g en F.

ii) Si tomamos una funcién f, holomorfa en una regién €2, y una subregién

Qy C Q, entonces (f,Q2) ~ (f,).

iii) Es légico pensar que si dados dos elementos de funcién (f1,D1) v (f2,D2)
tales que (f1,D1) ~ (f2,D2), entonces existe (g,B), con B = Dy U Dy, tal que
g coincide con f1 y fo en Dy y Dy respectivamente. Sin embargo, este caso
no siempre se da. Tomemos, por ejemplo, f; = log(z) la rama principal del
logaritmo y fo = log,(z) la rama 0 del logaritmo. Las funciones f; y fo son ho-
lomorfas en W7, que es todo el plano complejo menos el semieje real negativo, y
en Wy, todo el plano complejo menos el semieje real positivo, respectivamente.
Su interseccion es todo el plano complejo menos el eje real. Estas dos funciones
coinciden en el semieje imaginario positivo (el argumento 57/2, que determina
los niimeros imaginarios positivos puros, se encuentra en [—m,7) N [0, 27).)

Sin embargo, estas dos funciones no coinciden en el semieje imaginario negativo
(el argumento 37 /2 se encuentra en el intervalo [—m,m), pero no en el intervalo
[0,27), donde se encuentra el argumento 77/2. En este caso fi(z)— fa(2) = 2mi).
Por lo tanto, no siempre es posible definir una nueva funcién ¢ en B que sea
extension analitica de las funciones f; y fs.

A pesar de la observacién 1.1.8, apartado ii), si D N E es conexo se da el
siguiente resultado.

1.1.9.Corolario: Si (f,D) ~ (g,£), con D N E conexo, entonces el elemen-
to de funcién (h,D U E) tal que

es una extensién analitica de (f,D)y (g,F).

Demostracion:

h esta bien definida por el principio de identidad, debido a que f = gen DNE,
al ser éste conexo. Ademds es holomorfa ya que coincide con f en D y con g en
E.

Ahora ilustremos algunos ejemplos de prolongacion analitica directa.

1.1.10.Ejemplos:
i) Sean dos elementos de funcién tales que (f,D) ~ (g,G), siendo D y G dos
discos cualesquiera que no contienen al cero. Si f es una rama de logaritmo,
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entonces g también, ya que el dominio de holomorfia de una rama del logaritmo
es todo el plano complejo menos una semirrecta que empieza en el origen. Si
GG no corta a esa semirrecta, entonces g también estara definida por la misma
rama del logaritmo por el principio de identidad. En caso contrario, podemos
encontrar una nueva rama tal que su dominio de definicién sea todo el plano
complejo menos una semirrecta que sea perpendicular a la anterior, cuya colo-
cacion dependerd en cual de los dos cuadrantes la interseque.

ii) Un ejemplo de funcién prolongable seria la del ejemplo 1.1.5, apartado iii).
Este ejemplo lo podemos generalizar. Sea

P(z)
Q(2)

un cociente de polinomios, con grad(Q(z)) > grad(P(z)), donde grad(P(z))
denota el grado de un polinomio P(z). En este caso al ser (z) un polinomio, por
el teorema fundamental del dlgebra se anulard en exactamente n = grad(Q(z))
raices. Si cogemos un punto zy, donde Q(z) no se anule, siempre podremos
encontrar € > 0 tal que

f(z) =

(n

00 )ZO
flo =3 Ty

n=1

Vz € B(zp,¢). En este caso se tiene que

n

%) (2,
<Zf (, )(Z—Zo)n,B(zo,e)>N(f(z),(C\{zl,,zn})

siendo 2y, ..., z, las raices de Q(z).
Ahora generalicemos el concepto de prolongacion analitica.

1.1.11.Definicién: Una cadena es una sucesion finita de regiones Y = { Dy,...,D,, }
tal que D;_1 N D; # @, para 1 = 1,...,n. Si tenemos un elemento de funcién
(fo,Do) y tenemos que (f;_1,D;_1) ~ (f;,D;), parai = 1,...,n, entonces diremos
que (fn,D,) es una prolongacién analitica de (fy,Dp) a lo largo de Y.

1.1.12.0bservacién:

i) Nétese que la prolongacién analitica directa es un caso particular de prolon-
gacién analitica a lo largo de una cadena. Es mas, dados (f,F) y (g,G) dos
elementos de funcién, entonces la cadena en este caso seria YT = {F,G}.

ii) Si (fn,Dy,) es la prolongacion analitica de (fo,Dp) a lo largo de T, con
Dy N D,, # @, entonces no necesariamente (fo,Do) ~ (fn,Dp)-

Tomemos la funcién f(z) = log(z), la rama principal del logaritmo, y considere-
mos Wi, la region formada por el primer, tercer y cuarto cuadrante quitando el

10
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semieje real negativo, y W el semiplano por encima del eje real. Consideremos
también g(z) = log(z), con la rama 0, y W3 el semiplano situado a la derecha
del eje imaginario. Se tiene que (f,W1) ~ (f,Wa) v (f,W2) ~ (9,W3), ya que en
el semieje imaginario positivo los argumentos son de la forma 7/2+2kw, para
k € Z,y w/2 se encuentra en (—m,7] N (0,27]. En cambio, en la interseccién
Wy N W3, las funciones f y ¢g no coinciden en el semieje imaginario negativo, ya
que uno de los argumentos de los elementos de ese semieje es —m /2, que se en-
cuentra en el intervalo (—m,m] pero no en el intervalo (0,27], donde se encuentra
el argumento 37 /2. En este caso f(z) — g(z) = 2mi, luego aplicando el principio
de identidad, al ser W, N W3 conexo, se tiene que f # g, Vz € Wy NW3. En este
caso se tiene que (f,Ws5) v (g,Ws3) no son prolongaciones analiticas directas, sin
embargo, se tiene que (f,Ws) y (g,W3) son prolongaciones analiticas a lo largo
de una cadena T, donde T = {W;,W,y,W3}. La siguiente imagen muestra una
representacion grafica de los dominios del contraejemplo que hemos expuesto
antes.

Wa
e

Y Wy N Wy Winw,

Wy

‘ Wy AW,

iii) El apartado ii) también justifica que la relacién (f,D;) ~ (g,D3), donde
(f,D1) vy (9,D2) son elementos de funcién, no necesariamente es transitiva. Sin
embargo, es inmediato que ~ es reflexiva y simétrica.

Denotemos por ~*, la relacién a lo largo de una cadena cualquiera de regio-
nes dada Y. A diferencia de ~. esta relacion cumple la siguiente propiedad.

1.1.13.Corolario: ~* es una relaciéon de equivalencia.

Demostracion:
Veamos que se cumplen las tres propiedades:

Refleziva: (f,D) ~* (f,D).
Es inmediata, solo basta tomar T = {D}

Simétrica: Si (f,D) ~* (g,F) a lo largo de una cadena Y, entonces (g,E) ~*
(f.D).
Basta considerar la misma cadena, ya que ~ es simétrica.

Transitiva: Si (f,D) ~* (¢g,£) a lo largo de una cadena Y, y si (¢,E) ~* (h,G)

11
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a lo largo de una cadena Yo, entonces (f,D) ~* (h,G).
Basta considerar T3 = Y1 U YTy. Es facil ver que (f,D) ~* (h,G) a lo largo de
Ts.

Sabemos que por la observacién 1.1.12, apartado ii), la relacién ~ no es de
equivalencia ya que no cumple la propiedad transitiva, sin embargo, se da un
caso particular:

1.1.14.Corolario: Si (f(),Do) ~ (flaDl) y (fl,D1> ~ (fQ,DQ), con DO N D1 N
D,y # @, entonces (fo,Do) ~ (f2,D2) siempre que D; N D; sean conexos, para
i,7 € {1,2,3} distintos, y Dy N\ Dy N Dy # .

Demostracion: Como fo = f1 en DyN Dy v fi = fo en Dy N Dy, entonces
fo = fa en Dy N Dy N Dy, pero al ser Dy N Dy conexo, se tiene que por el
principio de identidad, fy = fo en Dy N Ds.

Ahora enunciaremos un resultado que afirma que el producto, suma y producto
por un escalar mantienen la relaciéon de prolongacién analitica directa.

1.1.15.Proposicién: Sean (f,F), (9,G), (f1,D1),(f2,D1),(g1,E1) y (g2,E1) ele-
mentos de funciéon. Entonces se cumplen los siguientes resultados:

i) Si tenemos H: 2 — C, holomorfa en una regién 2, f(F),g(G) C Qy
(f,F) ~ (9,G), se tiene que (H o f ,F) ~ (H o g,G).

ii) Si (f1,D1) ~ (91,E1) y (f2.D1) ~ (g2,E1), entonces (f1+ f2,D1) ~ (g1 +g2,E1)
y (f1- f2,D1) ~ (g1 - g2, F1).

iii) Si (f;,D;) ~ (g:,F;), parai = 1,2,y si fo, g2 # 0, Vz € Dy, entonces

(f1/f2, D1) ~ (91/92,D1)

1.1.16.0Observaciones:

i) Si tenemos f(z) una funcién holomorfa en unaregion U C C tal que P(f(z)) =
0, con P un polinomio de grado n con coeficientes complejos, y ademés f(2)
admite prolongacién analitica g(z) a una regién V', entonces por la proposicién
1.1.15 y el principio de identidad se tiene que P(g(z)) = 0.

ii) Si f, holomorfa en una regién U, admite un logaritmo analitico g, y a su
vez, g admite una prolongacion directa g; a una regién mas grande V', entonces

12



1.1. DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

f admitird también una prolongacion directa f; hacia V. Ademas dicha pro-
longacién analitica admitira logaritmo analitico g; por el principio de identidad.

Ahora demostraremos un par de resultados relacionados con las derivadas y
las primitivas.

1.1.17.Proposicién: Si (f;,D1) ~ (f,D), entonces (fl("),Dl) ~ (f™.D), ¥n €
N.

Demostracion:

Probemos el caso para n = 1, ya que para el resto de los casos se razona de
forma inductiva. Si (f1,D1) ~ (f,D), entonces existe G C D; N D, una regién
donde f; = f. Al ser G un abierto, se tiene que f' = f| en G, por lo tanto,

(f{aDl) ~ (f/aD)
|

1.1.18.Proposicién: Si (f,D) ~ (f;,D;) y ambas funciones admiten primi-
tivas, entonces existen primitivas F'y F} de f y fi respectivamente tal que
(£,D) ~ (F1,D).

Demostracion:

Como (f,D) ~ (f1,D,), existe una regién L C DN Dy, donde f = f;. Suponga-
mos que existe zg € G, con G(zy) # G1(z), donde G y G son primitivas de f
y f1 respectivamente. Consideremos

H(z) = G(z) — G1(2).

Al ser H continua, existe un entorno U C L tal que H(z) # 0, Vz € U.
Por un lado, por la proposicién 1.1.17, existe € > 0 tal que

Vz € B(zp,€).

Entonces tenemos que H"(z9) = f(z0) — fi(20) = 0y que H(z) = H(z) en
B(2p,¢). Por el principio de identidad tenemos que H(z) es constante en L.
Ahora tomando F'(z) = G(z) — H(z) y F1 = Gy, se tiene el resultado deseado.

1.1.19.Ejemplos:
El elemento de funcién (1/(1 — 2),C\ {1}) es prolongacién analitica directa de

(f: 2" B(0, 1)) .

13



CAPITULO 1. PROLONGACION ANALITICA

La derivada de 1/(1 — z) es —1/(1 — 2)?. Por la proposicién 1.1.17, —1/(1 — 2)?
y

[e.9]

Z(n +1)2"

n=0

deben ser iguales en B(0,1), luego tenemos que

(Z(n +1)2", B(0, 1)) ~ (~1/(1 = 2)%,C\{1}).

n=0

1.1.20.Definicién: A cada clase de equivalencia de la relacion ~* se la llama
funcién analitica global, general o completa.

1.1.21.0Observacion:

Las funciones analiticas globales estan representadas por un elemento de fun-
cién (f,D). A dichas clases de equivalencia se las suele denotar por f, haciendo
alusion a un representante de dicha clase.

Ahora expongamos una definicién més especifica de funcién analitica completa.

1.1.22.Definicién: Decimos que dos pares (f1,21) ¥ (f2,22) son equivalentes
si, y solo si, z1 = 29 ¥y f1 = fo, en alguna region que contenga a z; € C. A cada
clase de equivalencia de esta relacion se la conoce como germen o germen de
una funcion. Cada germen determina un Unico 2, conocido como la proyeccién
del germen. Se suele denotar el germen como f, o [f]..

1.1.23.Definicidon: Sea f una funcion analitica completa y M la union de todas
las regiones G que forman parte de un elemento de funcién (f,G)e f. Al con-
junto M lo llamaremos campo de existencia de la funciéon analitica completa f.

1.1.24.Proposicién: El campo de existencia M de una funcién analitica com-
pleta es una region.

Demostracion:

Como M es uniéon de abiertos, entonces es abierto. Probemos que es conexo
viendo que es conexo por caminos. Sean zi,z; € M dos puntos cualesquiera,
entonces al ser f funcién analitica completa, existen dos pares de elementos de
funcién (Gi,f1) v (Ga,f2) de f, tales que z; € Gy y 20 € Go. Como (G, f1),
(Ga,f2)€ £, existe una cadena de elementos de funcién

{(L0,90)=(G1,f1), (L1,91) s (Ln,gn)=(G2,f2)}
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1.2. PRINCIPIO DE REFLEXION DE SCHWARZ.

tal que (Lg_1,fr—1) ~ (Lg,fr), para k = 1,...,n. Como Lj, es una regién entonces
es arco conexo, luego existird un camino v, que una un punto 0, € Lj_1 N Ly
con otro punto 0y 1 € LN Ly, 1, para k = 1,...,n— 1. Sean los caminos 1y, que
une z; con 6y, y ¥,, que une 6,, con z,, contenidos en Ly y L, respectivamente.
Si consideramos el producto de caminos ¢ = g - ... - ¥, se tiene que 1 es un
camino contenido en M que une z; con z3, ya que cada camino ; del producto
¥ esta contenido en L;, para i =0,...,n, y

n
ULicm
i=0
por definicién de campo de existencia. Por consiguiente, M es una region.

1.1.25.Definicién: Decimos que un elemento de funcién (f,G) es subordinado
al elemento (¢,F)si EC Gy f=g,Vz€FE.

1.1.26.0Observacion:
i) Un elemento de funcién (f,G) y cualquier subordinado suyo siempre serdn
prolongaciones analiticas directas y, por tanto, siempre perteneceran a la fun-
cién analitica global f.

ii) Dada f: U — C, una funcién holomorfa, existird un desarrollo de Taylor
de la funcién f, para zy € U, en una bola B(zy,e)C U, con ¢ > 0. Por tanto,
el elemento de funcién (T',B(zp,e)), donde T es el desarrollo de Taylor de la
funcién f, holomorfa en una region U, sera un subordinado de (f,U).

1.2. Principio de Reflexién de Schwarz.

En esta seccién expondremos uno de los resultados més importantes sobre

prolongacién analitica: El principio de Reflexion. También ilustraremos y de-
mostraremos todas sus variantes, (rectas inclinadas, circunferencias e incluso
curvas analiticas). El primer caso es la reflexion en el eje real y fue probado por
H.A.Schwarz (1843-1921), matemético alemén que estuvo interesado en cuestio-
nes geométricas, lo cual le llevo a demostrar este resultado, sin embargo, nunca
dio una generalizacién completa. Este principio consiste en lo siguiente:
Dada una funcién f, holomorfa en €2, una regién que corta al eje real, entonces
es posible extender la funcién a la region simétrica de €2 con respecto al eje
real. Antes de probar dicho resultado introduciremos unos cuantos conceptos
importantes.

1.2.1.Definicién: Dado D C C definimos D* como el simétrico de D respecto
del eje real, es decir

15



CAPITULO 1. PROLONGACION ANALITICA

D*={z¢€C;z e D}.
Se dice que D es simétrico si D = D*.

1.2.2.0bservacion:
i) Si tenemos D C C una regién simétrica, se denota por DT, D~ y Dy como

Dt ={z€ D, Im(z) > 0}
Dy={z€ D, Im(z) =0}
D~ ={ze D, Im(z) <0}

ii) Si denotamos por C*, C~ y Cy, los planos superior e inferior de C y el eje
real respectivamente, entonces se tiene que:

Dt=DNC",D-=DNC" yDy=DnNC,

iii)Sea D una regién simétrica. El conjunto Dg es no vacio, ya que si lo fuera,
D =D"UD~,donde DT y D~ son abiertos no vacios disjuntos de C. Esto iria
en contra de que D es una regién de C (D es unién disjunta de dos abiertos no
vacios, luego no es conexo).

En la siguiente imagen se puede observar un ejemplo de conjunto simétrico.

1.2.3.Proposicién: (Principio de simetria): Sea D una regién simétrica
con respecto al eje real, con f* y f~ funciones holomorfas en D' y D~ respec-
tivamente. Entonces podemos definir una funcién holomorfa f de la siguiente

manera:
11(2) siz € DT,

f(z)=1 f (2 size D™,
f7(2)=f"(2) sizé€ Dy,

Demostracion:
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Como f* y f~ son continuas en D" U Dy y D~ U D, respectivamente, al ser
estos dos conjuntos cerrados con la topologia de subespacio de C en D, entonces
f es continua en D. Ahora solo falta ver que f es analitica en los puntos de Dj.
Para ello nos basaremos en el teorema de Morera, que dice que si la integral de
f alolargo del borde de cualquier tridngulo 7" tal que 7' C B(zo,¢), para zy € D
y € > 0, es nula, entonces f es holomorfa en B(zg,¢). Para ello consideremos 4
casos.

Caso 1:

Si el tridngulo 7' estd contenido en D' o D™, entonces al ser f holomorfa en
una de esas regiones se tiene por el teorema de Cauchy-Goursat que la integral
a lo largo del borde del tridngulo es nula.

Caso 2:

El tridngulo 7" tiene uno de sus lados en D,. Supongamos que 7' C DT U D,
(el otro caso es igual). Como T es compacto y f es continua en Dt U Dy, en-
tonces f es uniformemente continua en 7'y, por tanto , Ve > 0, 36 > 0 tal
que |f(z)—f(w)| <€, Vz,w € T tal que |z —w| < ¢. Supongamos que 7" tiene
por vértices a,b y ¢, con el lado (b,c) contenido en Dy, y consideremos una
recta paralela al eje real que corta a 9T en dos puntos, e y h de tal forma que
max{|e — b|,|h — ¢|}< §. Sean Ty, el borde del tridngulo con vértices a,e y h, y
Ty, el borde del cuadrildtero formado por los vértices (e, b, ¢, h). Se tiene que:

/an:/Tler Tzf-

Como T} estd contenido en DT, por el caso 1 se tiene que:

/<9Tf: T2f

Si consideramos M = méx{|f(z)|, para z € T'} y [ el perimetro del tridngulo,
acotando por M y teniendo en cuenta la desigualdad en modulo de la integral
y la continuidad uniforme en 7" de f, tenemos que:

}f| = |(c—b)/0 (fte+(1—12)b))dt+(h—e) f(th+(1—t)e)dt|

[+
] [e;h]

|
[b,c le,h

< |c—b|/0 | (f(te+ (L —=1t)b) — f(th+ (1 —t)e)dt |
+(|e—b|+|h—c|)/0 (f(th+ (L —t)e))dt

<|ec—ble+ M(lc—h|+|b—e])
<le+2Mod

Por otro lado

17



CAPITULO 1. PROLONGACION ANALITICA

max{| [ f], | [

[c,h]

fI} < Mé
]

b,e

y, por tanto,

| [ fl<el+4Ms

T2

Eligiendo ¢ < ¢ y al ser ¢ arbitrario se tiene que | / fl=0.
T

a

./ ~

—9 ¢

Caso 3:

Si tenemos un triangulo 7', que corta a Dy en un solo punto, entonces podemos
prolongar el lado de T" que no corta a Dy hasta hacerlo interseccionar. De esta
forma obtenemos otro triangulo 75. Aplicando el caso 2 a T3 y a T, siendo T}
la unién de T y T, y considerando que:

thzAf+TJ

se tiene que / f = 0. Esto se observa muy bien en la siguiente imagen.
T

Caso 4: Siint(T) N D" # @ e int(T N D~ # &, entonces podemos subdividir
T en tres subtridngulos 17, 15 y T3, y aplicando los casos 2 y 3 se obtiene que

[1=o
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1.2. PRINCIPIO DE REFLEXION DE SCHWARZ.

Este caso se observa con claridad en la siguiente imagen.

Entonces por el teorema de Morera se tiene que f es holomorfa en Dq y, por
tanto, en todo D.

Teorema 1.2.4 (Principio de Reflexién de Schwarz): Sea D una regién
simétrica y f una funcién holomorfa en D y continua en Dy U DT, que toma
valores reales en Dy. Entonces f es prolongable hacia la region D, es decir,
existe g, holomorfa en D, tal que (g,D) ~ (f,D7).

Demostracion: Consideremos g de la siguiente forma

f(2) size DT,
9(z) =< f(z) siz€ D™,
f(2) = f(Z) size Dy,

Veamos que f(Z) es holomorfa en zy € D~. Como D7 es abierto, podemos en-
contrar € > 0 tal que B(zp,¢) C D~. Tenemos que

9(z) —g(20) _ f(2) -~ f=)

Z— 2 Z— 2

por otro lado B*(2g,¢) = B(Zy,6)C D™T. En este caso g es holomorfa en B(Zg,e)
y, por tanto, tenemos la siguiente igualdad de limites para w =%z € D™.
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donde la tltima igualdad se debe a que f holomorfa en B*(zg,¢). De esta forma
hemos probado que g es holomorfa en D~ y, aplicando el principio de simetria
probado anteriormente, se tiene que g es holomorfa en D.

1.2.5.0bservacion:

i) El principio de simetria no solo da una posibilidad de encontrar una funcién
que sea prolongacion de la original, sino también una manera de crear la nue-
va region donde se extiende la funcién y la forma de realizar dicha prolongacion.

ii) La condicién de que f tome valores reales en Dy es para que esté bien
definida. Es mads, la extension analitica g construida en la demostracion del
teorema de reflexion de Schwarz, cumple que ﬁ = ¢(2), para z € Dy. Como
g(Z) = g(z), en un conjunto con puntos de acumulacién (Dy N D # &), se tiene

que por el principio de identidad g(Z) = ¢(2), Vz € D.

iii) Dada f una funcién holomorfa cualquiera en una regién simétrica €2, se
tiene que f = fi + ifs, siendo f; y fo holomorfas en 2 y que toman valores
reales en €. L

Si consideramos f(2) = u(z) +i-v(z) y tomamos f(z)+ f(Z), se tiene que para
zeR

fR)+ f(2) = f(2) + f(2) = 2u(2).

Haciendo las mismas operaciones pero con f(z) + f(Z), se obtiene que esta
funcion vale 2i - v(z). Entonces tomando

o) = L1470

fle) = ()BT

se obtiene que f(z) = fi(2) + ifo.

Antes de empezar a dar casos mas generales del principio de reflexién, dare-
mos unos conceptos y resultados breves, pero imprescindibles para entender la
generalizacién de este resultado.

1.2.6.Definicion: Sean a,b,c y d numeros complejos, con ad — bc # 0, en-

tonces la aplicacion
_az+b

oz +d

¢ (2)

se llama transformacion bilineal o transformacion de Mobius.

1.2.7.0bservacion:
i) Algunas de las transformaciones de Mébius més importantes son:
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1.2. PRINCIPIO DE REFLEXION DE SCHWARZ.

1. Traslaciones 2z — z+b con b € C.
2. Rotaciones z — az, con | a | 1.

3. Dilataciones z — rz, con r > 0.

4. Inversiones z — —.
z

Es mas, cada transformacion de Mobius es composicion de alguna de estas cua-
tro aplicaciones. ( La demostracién de este resultado esta en [7])

ii) Las tres primeras transforman rectas en rectas y circunferencias en circunfe-
rencias, pero no ocurre lo mismo con la cuarta transformacién (por ejemplo, la
transformacién

Z—1
w(Z)—ZH

que veremos méas adelante). Sin embargo, las inversiones envian elementos de A
a elementos de A, donde A denota el conjunto de rectas y circunferencias del
plano complejo.

iii) Dada una transformacién de Mébius, como en la definicién anterior, si im-
ponemos la condicién ¢(z) = z, entonces igualando las expresiones obtenemos
una ecuaciéon de segundo grado que, por el teorema fundamental del algebra,
posee a lo sumo dos soluciones. Por otro lado, sean a,b y ¢ ntimeros comple-
jos evaluados en la transformacién de Mobius. Si existiera otra transformacion
bilineal 1), que tomase los mismos valores que ¢ en esos tres puntos, entonces
™1 o tiene tres puntos fijos, pero por lo visto anteriormente solo nos queda
la posibilidad de que 1! o ¢ = Id, es decir, 1) = ¢. Luego las transformaciones
de Mobius quedan determinadas de manera tnica por tres valores.

iv) Existe una unica transformacién de Mobius M que envia los puntos (a, b)
en (0,1) y que lim M (z) = co. Esta aplicacion esta dada por
zZ—C

z—a
M(z) = g:;
b—c

Dicha transformacién la denotaremos por (z,a, b, ¢).También existe una tnica
transformacion conforme M, que envia (a, b, c) en (d, e, f) dada por (z,d, e, f) (2, a,b, c).

Ahora probemos lo afirmado en ii)
1.2.8.Proposicion: Toda aplicacion de Mobius transforma rectas y circun-

ferencias en rectas y circunferencias.
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Demostracion:

Solo es necesario ver el caso para los cuatro tipos de transformaciones explicados
en la observacién 1.2.7, apartado i), ya que cualquier transformacién de Mobius
es composicion de algunas de estas cuatro. Tenemos la siguiente ecuacion:

azZz+ Bz +ZB+~v=0 (1.1)

para a,y € R (si @ # 0y v/a <| f/a |?, (1.1) es la ecuacién de una circunfe-
rencia, ysia =0y |v|=10~v =0, es la de una recta.

Si a # 0, entonces podemos dividir la ecuacién (1.1) por a, y como v > 0 se
tiene que

Zz+nz4zn+y/a=(z—n)(z—n) =—y/a—|n|?

siendo n = /.
Si a = 0, tenemos que

BZ+26=pP2+Z=—7 (1.2)

Consideremos primero que Re(3) = 0. Entonces tenemos que 3 = —3 y, por
tanto,

Bz+z28=Pz+z28=—y

y como % + z = 2ilm(z), se tiene que
=1

2i3
Si Re(f) # 0, dividiendo la ecuacién (1.2) por Re(f3), se tiene que

(I1+ai)z+ (1 —ai)z = —y/Re(p)
donde a = I'm(3)/Re(f). Teniendo en cuenta que Re(z) = (2 +7%)/2 e Im(z) =
(z —2)/2i, se llega a que
Re(z) = alm(z) — /(2 Re(f))

donde la ultima ecuacién determina una recta). Para traslaciones tenemos que
si consideramos w = t(z) = z+a, donde t es la traslacion, entonces sustituyendo
z por w—a en (1.1) se tiene que:

Im(z)

aw—a)(w—a)+ Bw—a)+(w—a)f+~v=0

aww + (B + a—a)w+ (B +a — a)w + (v + aae) = 0.

Para rotaciones si consideramos w = cz, con | ¢ |= 1, sustituyendo z por we™!

tenemos que B
a(we ) (we™) + Blwe™) +we 1 +v=0

oww + Betw +we 1B+ =0.
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1.2. PRINCIPIO DE REFLEXION DE SCHWARZ.

Para el caso de dilataciones el proceso es el mismo. En estos tres casos se tiene
que la ecuacion se transforma en otra, donde el o 'nuevo’ es distinto del 0 si, y
solo si, loesen (1.1). Esto no ocurre en el caso de las inversiones. Para inversiones
si consideramos w = 1/z, con z # 0, y sustituimos z por 1/w tenemos que
2 4 p + g +v=0
lw? w w

luego B
o+ fw + fw + yww =0

En este caso la inversion transforma rectas que no pasan por el cero en cir-
cunferencias que pasan por el cero sia = 0y 0 # 0, y al revés si a # 0 y
0 =0.

Ahora daremos el concepto de simetria respecto de una circunferencia y una
recta.

1.2.9.Definicion: Sea S una circunferencia, con centro zg y radio R > 0, y
z, 2* dos puntos distintos de zy. Decimos que dichos puntos z y z* son simétri-
cos respecto de una circunferencia S si z, z* y 2y estan alineados de forma que
|z—2 || 2* — 2 |= R%

Decimos que dos puntos z y z* son simétricos respecto una recta p si el seg-
mento [z,z*] es perpendicular a p y la distancia de z y 2* al punto interseccién
del segmento con p es la misma. Denotaremos por z* al simétrico de z sobre p,
siendo p un arco de circunferencia o trozo de curva.

En la definicién de simetria con respecto a una recta, obviamente se tiene que si
giramos la recta p hasta que coincida con el eje real, obtenemos que el simétrico
de z pasa a ser el conjugado de r(z), donde 7 es la rotacién que nos lleva al eje
real.

Ahora veremos un resultado importante que nos afirma que si realizamos trans-
formaciones conformes se seguira manteniendo la relacién de simetria entre dos

puntos a lo largo de una circunferencia o recta.

1.2.10.Proposicién: Si z y z* son simétricos respecto de una circunferencia o
recta ', y  una transformaciéon de Mobius, se tiene que p(2*) = p(2)*.

No haremos la demostracion ya que se sale de los objetivos de esta seccién.
Este resultado se encuentra probado en [7].

El principio de reflexion de Schwarz admite varias generalizaciones tanto a rec-
tas distintas del eje real como a circunferencias.

23



CAPITULO 1. PROLONGACION ANALITICA

Consideremos una recta p que corta al eje real en zy. Si «v es el dngulo formado
por la recta p ya trasladada con el eje real, entonces la aplicacién conforme:

—i

p(2) = (2 = 20)e

lleva la recta p al eje real, trasladandola primero al punto cero y después hacerla
rotar hasta que coincida con el eje real.
Si tenemos un conjunto €2, que es simétrico respecto de p, entonces el conjunto

' ={€C, 2 =p(z) para z € Q}

es simétrico respecto al eje real por la proposicién anterior. Denotamos con §2; y
s, la dos partes de ) que se encuentran en los dos semiplanos definidos por p,
y €12 = QNp. Con estas notaciones ya podemos enunciar el siguiente resultado.

1.2.12.Proposicion: Si {2; es una regién del plano complejo que tiene por
borde un "trozo”de una recta p, denotado por €25, y f es una funcién holo-
morfa en 5 que se puede extender de forma continua a €23 U €5 y tal que
f(£12)C p1, donde p; es otra recta, entonces podemos prolongar analiticamen-
te f aunaregion 2 = Q;US),, siendo 25 1a region simdétrica a {2y con respecto a p.

Demostracion:
Sean 1 y ¢ las transformaciones de Mobius que giran las rectas p; y p respec-
tivamente al eje real. Entonces la funcion:

profopt: 0] —»C

es composicion de aplicaciones holomorfas bien definidas, luego es holomorfa.
En este caso, tomamos ()], que es el conjunto obtenido al aplicar ¢ sobre €,
deshacemos primero el giro hecho de antes hasta llegar a €21, donde f esta defi-
nida, y por ultimo realizar un giro de la recta p; al eje real, donde se encuentran
los valores de €, » evaluados por f.

Aplicando el principio de simetria de Schwarz podemos encontrar una exten-
sion g a Q' = Q) U (Q))*, tal que g = f en Q}, donde (2])* es el simétrico de
2} con respecto al eje real. Deshaciendo los cambios, tenemos que la funcién
G = ¢;' 0 gop es una extensiéon analitica de f a una regién simétrica respecto
ap =10 UQ U, tal que G = f en 2, donde {2y es el simétrico de €2y
con respecto a p.
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W

Q,

Antes de demostrar el principio de reflexién para circunferencias, vamos a ex-
poner y probar un resultado importante para este principio.

1.2.13.Proposicién: La transformacién de Mobius

1+2
T(z)—zl_z

transforma la circunferencia unidad S' en el eje real.

Demostracion:
Si |z |=1 entonces

1.2.14.Proposiciéon: Sea f una funcién holomorfa en una region €2, cuyo bor-
de poseé un arco de circunferencia C, y denotemos {2* como su simétrico sobre
C. Supongamos ademas que f admite extension continua al borde C y ademas
f(C)C p, donde p es otro arco de circunferencia o una recta. Entonces f admite
extension analitica a QQ U~y U Q*.

Demostracion:
Consideremos C; = {z € C,| z—a |= R, con R >0y a € C} tal que C; C C.
Dividamos la demostracion en dos casos:

Caso 1:
Supongamos que p es una recta. La funcién
p(z) = it
1—=z

transforma el circulo unitario en el eje real por la proposicion anterior. La
funcién
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g=profopltortont: Q0 —=C

es una funciéon holomorfa, donde 7 y x son las traslaciones y dilataciones de la
bola E? en la bola con borde C

n(z):z;a

k(z) = —=
()=%
1 la traslacion que gira la recta p al eje real y €’ el conjunto obtenido de €2 al
aplicar 7, k y . Por el principio de Schwarz, g admite prolongacién analitica G
hacia QFUQyUQ ™. Luego F = ;oG ook on es una prolongacién analitica
de f al conjunto simétrico con respecto a C.

Caso 2: Si p es otro arco de circunferencia (p C Cy = {z€ C, | z—b |< Ry, con
Ry > 0y b e C}), el razonamiento es el mismo solo que en vez de componer
con ¢y lo haremos con ¢ o ny o k1, donde:

m(z) =z—b
K1 Z) = Rlz

y ¢ es la transformacion de Mobiiis considerada en la proposicién 1.2.13.

El principio de reflexion de Schwarz también se puede generalizar a partir de
una curva analitica ¢, pero de manera local, es decir, a partir de un entorno
de C de un punto ty € [a,b], para a,b € R, contenido en la regién Q2 donde
esta definida una funcién f holomorfa. Notemos que una curva analitica es una
curva tal que en un entorno £ C R de un punto de R se puede expresar en series
de potencias, luego esto nos permite definir dicha curva a valores complejos en
entornos £ C C .
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Al ser ¢ analitica podemos dar la siguiente definicion.

1.2.15.Definicién: Sean z y z* dos puntos de C y
¢:la,b]— C

una curva analitica arbitraria. Decimos que z y z* son simétricos respecto de ¢
si Ir > 0y tres puntos t, t*, tg € [a,b] con t* =ty [t —to| < r, tal que ¢(t) = z
y o(t") = 2"

1.2.16.Proposicién: Sea f una funcién holomorfa en una regién 2 C C, cu-
yo borde contiene el soporte de una curva analitica ¢ :[a,b]— C no constante.
Supongamos ademas que la funciéon f se puede extender de forma continua al
soporte ¢* y tal que f(¢*)C ¢*, donde p* es el soporte de otra curva analitica
¢ :[c,d]— C no constante. Entonces para cada ty € [a,b], existe una regién
to € Oy, C (2 tal que f admite prolongacion analitica hacia €2, U 2y , donde

to?
Q; ={2€C, z=2*}

y 2* es el simétrico de z con respecto de ¢.

Demostracion:

Sea ty € [a,b]. Como ¢'(tg) # 0, por el teorema de las funciones inversas, 3G
region tal que G N R es un segmento y tg € G, de forma que ¢ establece un
homeomorfismo entre G'y ¢(G) C Q, tal que ¢ ! es también holomorfa. Su-
pongamos también que existe uy € [¢, d] tal que ¢(ug) € f(o(d)), donde d es el
segmento real de G, y ¢'(ug) # 0. Por lo tanto, aplicando otra vez el teorema de
las funciones inversas, existe ry > 0 tal que ¢ establece un homeomorfismo, con
inversa holomorfa, de B(ug,r) en ¢(B(ug,r)). Como fo¢ es continua, podemos
tomar G lo suficientemente pequenio de forma que f o ¢(G) C @(B(ug,rp)). La
aplicacién:

g lofog

es holomorfa en G, con ¢! o f o ¢(d) C R, por tanto, aplicando el principio
de simetria de Schwarz, existe H holomorfa que es prolongacién analitica de
@ Yo fo¢@. Deshaciendo los cambios, ¢ o H o ¢! es una prolongacién analitica
de f en un entorno de ¢(tg).

1.2.17.0Observacion:
i) Este resultado se puede aplicar también de forma local tanto en rectas como
en arcos de circunferencia, al ser éstos también curvas analiticas.
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ii) Si se tuviera que ¢'(t) = 0, Vt € [a,b], entonces ¢ seria constante y, por
tanto, estariamos considerando solo un punto del borde de 2. Por lo tanto no
tiene sentido estudiar la prolongacion analitica en ese caso.
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Capitulo 2

Prolongacion analitica a lo largo
de curvas

En este capitulo expondremos el concepto de prolongacion analitica a lo lar-
go de una curva, que consiste en ir construyendo elementos de funcién (g,D)
a lo largo de un camino o curva de forma que en trozos pequenos de la curva
los elementos de funcion son prolongaciones analiticas directas y tales que las
regiones de definicion son no disjuntas. También demostraremos la unicidad de
las prolongaciones analiticas a lo largo de curvas, junto con varias propiedades
y ejemplos ilustrativos.
La ultima seccién de este capitulo la dedicaremos a la demostracién del teore-
ma de Monodromia, junto con ejemplos practicos. Este teorema justifica que si
una region €2, que contiene el dominio de definicién D de una funcién f, siendo
(f,D) un elemento de funcién que admite prolongacién a lo largo de una curva
¢, con ¢* C (2, es simplemente conexa, entonces la funcién f se puede extender
analiticamente a 2. En otros libros se expone el teorema de Monodromia como
una condicién suficiente para que dos prolongaciones analiticas a lo largo de dos
curvas con mismo inicio y final de un elemento de funcién (f,D) sean equiva-
lentes, es decir, que pertenezcan al mismo germen. Esa condicion suficiente es
la homotopia entre dos curvas.
Al final demostraremos algunas de las consecuencias mas importantes del teo-
rema de Monodromia (criterio de Radé y teorema de Poincaré (1887-1985)). A
lo largo de esta seccién consideraremos curvas continuas en el intervalo [0,1].

2.1. Definicion y primeras propiedades
El concepto de prolongacion analitica a lo largo de una curva se expresa

de distintas formas. En esta seccion daremos dos definiciones de prolongacion
analitica y veremos que son equivalentes.
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2.1.1.Definicién: Sea (f,D) un elemento de funcién, ¢ : [0, 1] — C una curva
y {(fi,D¢): t € [0,1]} una familia de elementos de funcién que cumplen las tres
condiciones siguientes:

1. (fo,Do) = (f,D);
2. o(t) € Dy, Vit € [0, 1];

3. Para cada t € [0,1] 30 > 0 tal que ¢(s) € Dy y f; = fs en un entorno
conexo de ¢(s), Vs € (t — d,t +9).

En este caso diremos que (f,D) es prolongable a lo largo de ¢. Diremos que
(f1,D1) es una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de ¢, o que (f1,D;) se
ha obtenido de (f,D) a lo largo de ¢. Escribimos (f,D) ~! (g,E) si existe una
curva ¢ para la cual (g,F) es una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de

o.

2.1.2.Proposicién: La relacién ~! es de equivalencia.

Demostracion:

Refleziva: (f,D) ~* (f,D).
Consideremos el camino ¢(t) = a y los elementos de funcién (D, fi) = (f,D),
vt € [0, 1].

Simétrica: Si (f,D) ~* (¢g,E), entonces (g,FE) ~* (f,D).
Como (f,D) ~' (g,F), existe una curva ¢ y una familia de elementos de funcién

{(f,Dy): t € [0,1]}

donde (g,F) es una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de ¢. Si conside-
ramos pu(t) = ¢(1 —t) y la siguiente familia de elementos de funcién

{(f1.D): t € [0,1]}
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2.1. DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

donde (f!,D}) = (fi_¢,D1_4), al cumplirse que ~ es simétrica se tiene que (f,D)
es una prolongacion analitica de (g,E) a lo largo de p.

Transitiva: Si (f,D) ~* (¢,E) y (g,E) ~* (h,F), entonces (f,D) ~' (h,F).
Tomemos ¢; y ¢y, curvas para las cuales (f,D) ~' (¢,E) y (9,E) ~* (h,F)
respectivamente. Consideremos dos casos:

Caso 1:
Si se da ¢1(1) = ¢2(0), entonces consideremos la curva:

_ | u(20) si t €1[0,1/2],
P 42{0) _{ Ga(2t — 1) site[1/2,1],

y la familia de elementos de funcion
{(fi.Dy): t € [0,1]}

donde (f},D;) = (for,Dar), para t € [0,1/2], y (¢;,D;) = (far—1,D2-1), para
t € [1/2,1]. De esta forma se tiene que (f,D) ~' (h,F).

Caso 2:

Si tenemos que ¢1(1) # ¢2(0), al ser E una regién, existe un camino ¢ que
une estos dos puntos. De esta forma, podemos encontrar la siguiente familia de
elementos de funcién:

{(9:B(¢12(1),6(1))): t € [0, 1]}

donde §(t) es cualquier niimero no negativo de forma que B(¢12(t),0(t)) C E.
Razonando como en el caso 1, pero considerando la curva

p(t) = ¢1(t) - P12(t) - Pa(t)
se obtiene que (h,F') es la prolongacion a lo largo de p de (f,D).
[ |

2.1.3.0Observacion:
i) Dado un elemento de funcién (f,D) que admite una prolongacién analitica a
lo largo de una curva cerrada ¢ con la siguiente familia de funciones:

{(fi,Dr); t € [0, 1]}

con Dy = Dy = Dy (fo,D) = (f,D), no necesariamente tiene que ocu-
rrir que (f,D) ~ (f1,D1). Consideremos, por ejemplo, el elemento de fun-
cién (log(z),B(1,1/2)), tomando la rama principal del logaritmo, y la curva
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o(t) = exp(2mit).
Consideremos

(

1

(log(z), B(exp(2mit),1/2)) site [0, 1| on la rama principal de logaritmo

(fi, D) =< (log(2), B(exp(2mit),1/2)) sit € con la rama de logaritmo 0

3
4
1

N GRS

(log(z), B(exp(2mit),1/2)) site , con la rama de logaritmo 7

’
\

Podemos encontrar un intervalo (si,t;) C (0,1) que contenga a 1/4, de forma
que (fs,Ds) ~ (fi,Dy), Vs, t € (s1,t1), ya que Dy y D; estén situados en el
semiplano superior menos el semieje real positivo, donde los logaritmos con la
rama principal y la rama 0 coinciden debido a que los argumentos de esos niime-
ros complejos se encuentran en el intervalo [0,7). Con el mismo razonamiento
pero para 3/4, se concluye finalmente que la cadena expuesta arriba cumple
las condiciones de la definicién de prolongacion analitica a lo largo de ¢. Sin
embargo, no se tiene que (f,B(exp(27i),1/2)) ~ (f,B(1,1/2)), ya que en este
caso f1(z) — f(z) = 2mi, para z € B(exp(2mi), 1/2) N B(1,1/2) .

ii) Sea f una funcién holomorfa en €, regién en C, ¢ una curva contenida en §)
y la familia de elementos de funcion

{(fe,Dy); t € [0,1]}

con Dy C Q, Vt € [0,1]. Si (fy,D0) se prolonga analiticamente a lo largo de ¢,
con la familia

{(fe,Dy):t € [0,1]}

y con fo = f en Dy, entonces f; = f en D, para todo t € [0, 1].
Consideremos
A={tel0,1]; fi =/}
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Este conjunto es no vacio por hipétesis (0 € A). A es abierto, ya que si consi-
deramos t € A, por definiciéon de prolongacion analitica a lo largo de ¢, existe
o(t) > 0tal que fs = f; = f en un entorno conexo de ¢(s), Vs € (t—0(t), t+0(%)).
Por el principio de identidad se tiene que f; = f en Dx.

Ahora veamos que A es cerrado. Sea t € [0, 1], limite de una sucesién {t,}°°, C
A. Por definicién de prolongacién analitica a lo largo de ¢, 34(¢) tal que f; = fs,
en un entorno conexo de ¢(t), Vs € (t — 0(t),t + d(t)). Por otro lado, por la
definiciéon de convergencia de una sucesion, Ing € N tal que | t — ¢, |< 0(¢),
luego fi = fi,, = [ en una region de ¢(t) y aplicando el principio de identidad
se tiene que f; = f en D;.

Como [0, 1] es conexo, se tiene que A = [0, 1].

iii) Si existe f holomorfa en una regién @ C C y definimos (f,D), con D C Q
una regién, entonces (f,D) se puede prolongar a lo largo de cualquier curva ¢
contenida en €2, con ¢(0) € D. Para ello basta considerar para cada t € (0, 1]
una bola D; contenida en €2, con ¢(t) € Dy, y considerar la siguiente familia de
elementos de funcion:

{(faDt)v te [07 1]}
con Dy = D. Esto justifica que (f,D) se puede prolongar a lo largo de ¢.

A continuacion daremos un nueva definicién de prolongacion a lo largo de una
curva que es equivalente a la expuesta anteriormente.

2.1.4.Proposicién: Sean dos elementos de funcién (f,D) y (¢g,E), y ¢ una
curva de C con ¢(0) € Dy ¢(1) € E. Se tiene que (g,£) es prolongacién
analitica de (f,D) a lo largo de ¢ si, y solo si, existe una cantidad finita de
elementos de funcién (fi,D1),(f2,D2),....(fn,Dyn) y una particién

O=tg<ti <..<t,<thp1=1
de forma que:
L. o([titis1])C Dy, Y0 < i < n.
2. fi = fiy1, en un entorno conexo de ¢(t;), V1 < i < n.

Demostracion:
Supongamos que (g,F) ~* (f,D). Dado que la segunda condicién impuesta en
la definicién se cumple para todo ¢t € (0,1), se tiene que

0.1] = [J ((t =€), t +€(t)) N[0, 1)).

te(0,1)

Como [0,1] es compacto y estd recubierto por abiertos de la forma ((t —€(t), ¢t +
e(t)) N [0,1]), con respecto a la topologia inducida de R, utilizando el lema del
numero de Lebesgue, se tiene que existen n ntmeros:
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O=sp<s1<...<s,=1
tales que cumplen las dos condiciones siguientes:
1) ¢([s;,5j+1])C Ds,-
2) fs; = [fs;4, en un entorno conexo de ¢(s;).

Supongamos ahora que se da la segunda definicién impuesta en el enunciado de
la proposicién. Entonces podemos considerar la siguiente familia de elementos

de funcion: (fi, Gi) [ ]
B i, Gy site ti1,t; )
(ft: Dt) - { (fn7 Gn) site [tn—htn]?

Considerando en este caso d(t;) =t; —t; 1y 0(t) < d(t;), para t € [t; 1,t;], se
verifican las condiciones impuestas por la definicion de prolongacién analitica.

2.1.5.0bservacion:

Este resultado nos justifica que la prolongacion analitica a lo largo de una curva
y a lo largo de una cadena son conceptos equivalentes. Si existe una curva donde
el elemento de funcién (f,D) se puede prolongar analiticamente, entonces por
el anterior resultado podemos encontrar una cadena I' finita de regiones, donde
(f,D) se puede prolongar a lo largo de T'. Reciprocamente, si tenemos una
cadena

I'={D;;1<i<n}

finita de regiones donde (f,D) se puede prolongar de forma que existen fi, ..., fn,
tales que (f;,D;) ~ (fiz1,Di41), para 1 <i < n — 1, entonces tomemos z; € Gy,
donde G; C D; N D;,q es la region tal que f; = fiy1, paral <7 < n — 1.
Como D; es una region, existen caminos ¢; que unen z; con x;;1, con ¢ C D;.
Considerando el camino

G=1- . Pna

se tiene que por el anterior resultado, hay una prolongacién analitica de (f,D)
a lo largo de una curva ¢.

Veamos a continuacién que la prolongacion a lo largo de una curva no depende
de la familia elegida.

2.1.6.Teorema (de unicidad): Sean (f,D), (¢9,E) y (h,F), tres elementos
de funcién, y ¢ una curva en C, con ¢(0) € Dy ¢(1) € ENF. Entonces si (g,E)
y (h,F) son dos prolongaciones analiticas de (f,D) a lo largo de ¢, se tiene que
g = h en una regioén conexa Dy, con ¢(1) € D1 C ENF.

Demostracion:
Existen dos familias de elementos de funcién
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{(g:,E4): t € [0,1]}

{(he.F3): t € [0, 1]}

con (go,E0) = (ho,Fo) = (f,D), (91,F1) = (¢,F) v (h1,F1) = (h,F).
Consideremos el siguiente conjunto:

T = {t € [0,1]; g+ = h4, en una regién contenida en E; N F;}.

El conjunto 7" es no vacio por hipétesis (0 € T). Se tiene que 1" es abierto. Si
consideramos ¢t € T, entonces por definicién de prolongacién analitica a lo largo
de una curva, existiran d,(t), 0,(t) tales que

[ gs Vse (t—04(t),t+ 0,(t)) en una regiéon G5 de Es N Ey, con ¢(s) € G
F= hy Vse (t — On(t),t + On(t)) en una regién Fy de E, N Ey, con ¢(s) € Fi.

Como en este caso tenemos que ¢(s) € Fs NGy, existe una region 2 C Gy N Fy,
con ¢(s) € ), tal que hy = g5. Por lo tanto, se tiene que s € T.

Veamos ahora que 7" es cerrado. Cojamos una sucesiéon {t,}>°>, C T, que con-
verge a un punto ¢. Si consideramos

e = min{d,(t).0n(t)}

siendo ¢,4(t) (respectivamente 0p,(t) > 0) tal que g, = g; (respectivamente hy, =
h:) en una regién que contiene a ¢(s), Vs € (t—0,(t),t+0,(t)) (respectivamente
Vs e (t —6;(t),t + 6;(t))). Entonces existe ny € N tal que

|t —tn, |[< €
por lo tanto, se tiene que

Gty = ¢ €1 una region, con ¢(t,,) € Dy C E,
ht,, = ht en una region, con O(tn,) € Dy C Fi,
ht,, = 9t,, en una regién, con ¢(t,,) € D3 C Ex N F.

Como ¢(t,,) € D1N DyN D3, podemos encontrar una regién 2 C Dy N DyN Dy,
con ¢(t,,) € €2, tal que hy = g; y por consiguiente, T es cerrado.
Entonces al ser [0,1] conexo, se tiene que T = [0, 1].

Ahora daremos una segunda demostracion.

Demostracion:
Por la segunda definicién de la proposicién 2.1.4 tenemos que existen

0=159<51 <...<8, < Spy1 = 1.
O=ty <ty <..<tly<tp =1
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tales que

¢( [Sia Si-}-l] ) (- Ez

o([ti, tis1])C Fi
de tal forma que (g;,E;) ~ (gi+1,Eit1) v (hi,F;) ~ (hix1,Fi41), para 0 < i < n,
0<j3<m.

Veamos ahora que si [s;,5,41] ¥ [tj,t;41] tienen interseccién no vacia, enton-
ces (gZ>EZ) ~ (hJaF})

Supongamos que esta condicién no se da para algin par (7,7) y entre todos ellos
consideremos el par tal que ¢ + j sea minimo. Se tiene que

[8is siv1] N [E5, tj41] = [max(ty, si)min(tj1, siv)]

Asi que podemos considerar el caso en el que t; > s; (la otra situacién se razona
de manera andloga) y, por tanto, tendremos que [s;,s;41] N [tj—1,t;] # 2.
Como i+ j es minimo, tenemos que (g;—1,E;_1) ~ (h;,Fj) y como

(/)('52) € Ei—l N Ez N F}

se da que h; = g; en un entorno de ¢(s;). Por lo tanto, se tiene que (h;,F;) ~
(9:,F;) en contra de lo supuesto. En particular tenemos que (h,,,F) ~ (Gn,En),
que es lo que queriamos probar.

Los resultados acerca de convergencia, derivacion, primitiva y composicién con
una funcién holomorfa que se cumplian con las prolongaciones analiticas direc-
tas, también se cumplen para la prolongaciéon a lo largo de un camino.

2.1.7.Proposicion: Sea (f,D) y (g,F) dos elementos que admiten prolongacién
analitica a lo largo de una curva ¢ en C, con D N F # &. Entonces se cumple:

1. (f + g,F1) admite prolongacién analitica, siendo F; C E'N D una regién.
2. (f - g,F,) admite prolongacién analitica, siendo Fy, C £ N D.

3. (f/g,Fs) admite prolongacién analitica, siendo F3 C E N D, siempre y
cuando g(z) # 0, Vz € F3.

Demostracion:
Si tenemos las dos siguientes familias:

{(ft;D:); t € [0,1] y fo=f,Do= D}
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{(9¢,E:); t € [0,1] y go = g, Ey = E}

Podemos considerar la siguiente familia de elementos de funcién:

{(fi +96,B:); t € [0,1] y fo+ g0 = f + g}

donde B; es un disco con centro en ¢(t) tal que B(t) C D, N E;. Estos discos
recubren toda la curva y ademés se tiene que 30, > 0, para cada t € [0, 1] tal
que (fy + g4,Bi) ~ (fs + 95,Bs), Vs € [t — &, t + 9. Esto se debe a que By N By
es una region.

Para las otras dos situaciones se razona de manera analoga, teniendo en cuenta
que en 3. puedo encontrar un entorno en el que la funcién g no se anule en
ningin punto.

2.1.8.Proposicidn: Sea (f,D) un elemento de funcién que admite una prolon-
gacion analitica a lo largo de ¢ con la siguiente familia de funciones:

{(ft,Dy): con fo = f,Dy= D parat e [0,1]}

tal que fi,(D;) C Q, siendo Q C C una regién. Si definimos una funcién
h : Q — C holomorfa, se tiene que (ho f,D) ~' (ho f1,Dy).

Demostracion:
Consideramos la siguiente familia de elementos de funcién:

{(hof;,Dy): con (ho fo,Do) = (ho f,D)ytel0,1]}.

Existe 6(t) > 0, para t € [0, 1], tal que (fy,D;) ~ (fs,Ds), Vs € [t — (1), t +
0(t)]. Como la composicién con una funcién holomorfa mantiene la relacién de
prolongacién analitica directa, se tiene que (h o fi,D;) ~' (ho f,,D,), Vs €
[t —0d(t),t+ 0(t)].

2.1.9.Proposicién: Si (f,D) ~' (g,E), entonces (f™ D) ~! (¢ E), Vn € N.

Demostracion:

Demostremos la proposicién para n = 1, ya que para el resto de los casos se
prueba facilmente por induccion. Consideremos la siguiente familia de elementos
de funcién:

{(f{,Dy): con fj = f,Dy =D parat € [0,1]}.

Se tiene que por la proposicién 1.1.17, 35(¢) > 0 tal que (f/,D;) ~ (f.,D;), para
cada s € [t — (t),t + 0(¢)], al tener que (fr,D¢) ~ (fs,Ds).

37



CAPITULO 2. PROLONGACION ANALITICA A LO LARGO DE CURVAS

2.1.10.Proposicién: Si (f, D) ~' (¢,F) y tanto f como g admiten primi-
tiva, entonces existen primitivas F' 'y G de f y g respectivamente tal que
(I",D) ~' (G, F).

Demostracion:
Existe una cantidad de n niimeros t4,t,,...,t, tales que

O=tg<ti <..<t,<thpy1 =1
y de elementos de funcién (fo,Do),--,(fnr1,Dns1) tales que
(fi;Di) ~ (fiz1,Diy1) para 0 <i <n

Por lo probado en la proposicién 1.1.18, existen Fy, ..., Fj,11, primitivas de
f07 ceey f?’H—la tales que

(Fi,D;) ~ (Fiy1,Diy1), para 0 < i < n.

De esta forma se tiene que existen F' y G, primitivas de f y g respectivamente,
tal que (F,D) ~' (G,E).

2.1.11.0Observacion:

i) La prolongacién analitica directa es un caso especifico de prolongacién analiti-
ca a lo largo de una curva. Si tenemos que (f,D) ~ (¢,F) ya € G C DNF,
siendo G la regién donde f = g, entonces se tiene que (g,F') es la prolongacién
analitica de (f,D) a lo largo de ¢(t) = a, tomando la familia f, =gy D, = F,
vt € (0, 1].

ii) Debido a que el concepto de prolongacién a lo largo de una cadena y a
lo largo de una curva son equivalentes, una funcién analitica completa se puede
entender también como las clases de equivalencia ~1.

iii) También una funcién analitica completa se puede entender como la coleccién
de todos los gérmenes g, tal que existe un punto a y un camino ¢ que une a
con b tal que g, es prolongacién analitica de f, a lo largo de ¢, entendiéndose
la prolongacion analitica de un germen como una definicion equivalente a la
de elemento de funcion, pero considerando en la segunda condicion la igualdad

(£s)ogs) = (£)os)-

iv) Si tenemos dos sucesiones f, vy g, de funciones holomorfas en D y E con
(fu,D) ~* (gn,F), que convergen en los compactos de Dy F a f y g, respecti-
vamente, entonces no necesariamente se tiene que (f,D) ~! (g,FE).
Consideremos la siguiente sucesién de funciones

Jm(z) = Z z inc

n=1
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tal que ¢, € S' y

)
D> an
n=1

es absolutamente convergente.
Haciendo tender m a oo y teniendo que

N el ) -
z—cy |z | -1
n=1

n=1

donde la iltima serie de la desigualdad es convergente en los compactos del dis-
co unidad, entonces podemos aplicar el criterio de Weierstrass y concluir que la
sucesion es uniformemente convergente en los compactos del disco unidad. Dado
que f, es holomorfa en C\ {cy,...,¢n}, ¥m € N, se puede extender a partir
de cualquier curva que pase por un nimero p € C\ {cy,..., ¢y, ...} cualquiera
contenido en la circunferencia unidad.

Consideremos la sucesion ¢, € S, de tal forma que su rango es denso en la
circunferencia unidad (témese, por ejemplo, ¢, = exp(2nt,), para t, € Q, con-
siderando todos los racionales), entonces si consideramos p, con parte real irra-
cional, es imposible prolongar f a lo largo de una curva ¢ que pase por p, con
¢* C B(0,1), ya que cualquier entorno de p contendra algin nimero de la suce-
sién ¢, (el razonamiento seria andlogo si consideramos que el nimero irracional
es la parte imaginaria de p).

2.1.12.Ejemplos:

i) Si consideramos (f,D) tal que f(z) = log(z), con cualquier rama, y D un
disco que no contiene al 0, entonces se tendra que cualquier prolongacién suya
a lo largo de una curva cualquiera ¢, con 0 ¢ ¢*, serd una rama del logaritmo,
es mas, se tendra que cualquier f; de la familia

{(fe,Dy): t € [0,1]}

serd también una rama del logaritmo, donde D; es un disco con 0 ¢ D;. Esto
se debe a que como las circunferencias no contienen al cero, el disco no inter-
secciona a los cuatros cuadrantes y, por tanto, podemos encontrar un semieje
que se encuentre en el cuadrante que tiene interseccién vacia con Dy, tal que
podamos definir la funcién logaritmo que sea holomorfa en C menos ese semi-
eje, de tal forma que en la bola Dy, el valor sea el mismo que toma la funcion
logaritmo, Vt € [—0(0),0(0)], siendo 0 la funcién tal que (f;,D;) ~ (fs,Ds),
Vit € [s —d(s), s+ 0(s)].

ii) Si 0 € E, entonces (g,E) no puede ser la prolongacién analitica de (f,D),
siendo f una rama del logaritmo. Esto se debe a que si 0 € E, entonces F
cortara a los cuatro cuadrantes y de esta forma, por el teorema de identidad,
podriamos definir g como la funcién logaritmo de f en E menos la recta donde
la funcién logaritmo no es holomorfa. Pero también podriamos definir g como
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otra rama del logaritmo de forma que en D N E se tiene que los argumentos
de z € D N E se encuentren en los intervalos de ambos logaritmos. Luego se
deduce que (g,F) no es una prolongaciéon analitica de (f,D). De esta forma se
tiene que (g,F) es prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de una curva ¢ si
se cumple la existencia de una cantidad finita de entornos Dy,...,D,,, tal que 0
no pertenezca a D;, para 0 < i < n.

iii) Sea ¢ la curva representada abajo. Empecemos tomando el punto A y un
disco D centrado en A de forma que no corte al semieje real positivo. Con-
sideremos el elemento de funcién (f,D), donde f(z) = log(z), con la rama 0
del logaritmo. Tomemos una cantidad finita de bolas centradas en puntos de la
curva, recorriendo la curva ¢ en sentido horario, hasta que lleguemos a un punto
donde el disco obtenido al final D,, interseque al semieje real positivo. Ahora
consideremos (g,D,,), siendo ¢g(z) = log(z) con la rama principal. De esta forma
se tiene que (g,D,) ~ (f,D,). Por lo tanto, tomando en el resto del camino
discos del mismo radio y con la misma funcion logaritmo, se llega a que hemos
obtenido una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de ¢.

0.8 A
0.6

0.4

T T T 1
1.2 14 16 18

2.2. Teorema de monodromia

Dados dos caminos ¢ y 9, con los mismos puntos final e inicial, un elemento
de funcién (f,D) y dos prolongaciones analiticas (fi1,D1) y (g1,F1) de (f,D).
Nos planteamos la siguiente cuestion:

;Se tiene que (f1,D1) ~ (g1,F1)?

Si tenemos que ¢ = 4, la respuesta es afirmativa debido al teorema de unicidad
de prolongacion analitica. Sin embargo, no tiene por qué ser en general cier-
to. Considérese el ejemplo expuesto en la observacion 2.1.3, donde las curvas
a tomar eran ¢, la circunferencia de radio 1 centrada en el 0, y ¢, el camino
constante 1, ambas con el mismo punto final e inicial.
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Sin embargo, podemos encontrar una condicién suficiente para garantizar que
las prolongaciones analiticas de (f,D) a lo largo de ¢ y § sean prolongaciones
analiticas directas: la homotopia de las curvas entre ¢ y d en una region que
contiene a D y al soporte de ambas curvas. Uno de los resultados mas impor-
tantes en variable compleja que garantiza esta posibilidad, es el Teorema de
Monodromia.

En varios textos como [7], definen el teorema de Monodromia como un resultado
que justifica que una condicion suficiente para que las prolongaciones analiticas
a lo largo de dos curvas sean prolongaciones analiticas directas es la homotopia
entre las curvas. Otros libros como [14], exponen el teorema de Monodromia
como una forma de extender una funcién holomorfa definida en una regién D
a una region €2, tal que D C (), siempre y cuando () sea simplemente conexo.
En esta seccién definiremos el teorema de Monodromia de la segunda forma,
pero también demostraremos la primera. Ademads expondremos varias de sus
consecuencias, como el criterio de Radé y el teorema de Poincaré. En el capitu-
lo 5, utilizaremos el teorema de Monodromia para demostrar la extension de
soluciones de ecuaciones diferenciales a dominios de mayor tamano. Antes de
exponer y demostrar los resultados relevantes del teorema de Monodromia, da-
remos el siguiente concepto.

2.2.1.Definicién: Diremos que un elemento de funcién (f,D) es arbitraria-
mente prolongable en €2, con D C 2, siendo () una regién, si es prolongable a
lo largo de cualquier curva con soporte contenido en €2 y con inicio en un punto

de D.

2.2.2.0bservaciones:
i) Ejemplo de funciones que son arbitrariamente prolongables son las funciones
enteras definidas en una regién €2 cualquiera.

ii) Toda funcién holomorfa f en una regiéon 2 admite su desarrollo de Tay-
lor en un disco B(zg,e)C Q2. En este caso el elemento de funcién (f,B(z,e))
admite prolongacién analitica en €.

Ahora daremos una version 'local’ del teorema de Monodromia:

2.2.3.Proposicion: Sea (f,D) un elemento de funciéon que admite una pro-
longacién analitica a lo largo de una curva ¢ : [0,1] — C. Entonces existe € > 0
tal que para toda curva 0: [0,1] — C, donde (f,D) admite una prolongacién
analitica, con mismo inicio y final que ¢, con

| 6(t)—o(t) |< €, VE € ]0,1].

Entonces tenemos que los elementos de funcién (g,F) y (h,F’), que son prolonga-
ciones analiticas de (f,D) alo largo de ¢ y J respectivamente, son prolongaciones
analiticas directas el uno del otro.
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Demostracion:
Si (f,D) admite una prolongacion analitica a lo largo de ¢, existen

O:t0<t1<...<tn<tn+1:1

{(fi,D;); 0 < i< n}

tal que o([t;, ti41])C Dy (fi,Di) ~ (fix1,Di41), para 0 < ¢ < n. Consideremos

0 < e <min{d(o([t;,ti +1]), C\ D;), 0 <i <n}

donde d denota la distancia entre dos conjunto. Si tomamos J, una curva tal
que

| (t)—¢(t) [< €

se tiene que d([t;, ti + 1])C D;, por la anterior desigualdad y (fi,D;) ~ (fix1,Dis1),
para 0 < ¢ < n. Por lo tanto tenemos dos prolongaciones analiticas a lo largo
de una curva. Por el teorema de unicidad se tiene que (g,E) = (f1,D1) ~ (h,F)
en un entorno conexo de ¢(1).

Vamos a dar ahora una condicion suficiente para que la prolongacion analitica
de (f,D) alo largo de dos curvas sean iguales: la homotopia entre curvas.Nos re-
ferimos a familia uniparamétrica de funciones homotopas f; y fo dadas, como el
conjunto de funciones creadas a partir de una homotopia entre las dos funciones.

2.2.4.Proposicién: Sea (f,D) un elemento de funcién, €2 una region tal que
D C Qy ¢, ¢ dos caminos hométopos relativamente a {0,1}. Si (f,D) admite
prolongacién analitica a lo largo de todos los caminos de la familia uniparamétri-
ca formada por ¢q y ¢;, entonces se tiene que las prolongaciones analiticas (g,F)
y (h,F), a lo largo de las curvas ¢y y ¢; respectivamente, son prolongaciones
analiticas directas.

Demostracion:
Al ser ¢ y ¢1 homoétopos, se tiene que existe H:[0,1] x [0, 1] — € continua y
tal que:

H(tv O) = ¢O(t>7 H<t7 1) = le(t)

Consideremos el camino ¢s(t) = H(t,s), Vs € [0,1]. Por hipétesis existe una
familia de elementos de funcién:

{(fs:Dsp); t € 10,1]}
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con (f11,D11) = (h,F)y (fo1,D01) = (9,F), donde (f,D) es prolongable analiti-
camente. Tomemos ahora el siguiente conjunto

U={ue|0,1], fiu = fio en un entorno conexo de ¢y(1)}.

U es no vacio ya que 0 € U. Veamos que U es abierto.

Je > 0 tal que para toda curva w(t) que cumple | w(t) — ¢(t) |[< €, Vt € [0,1], se
tiene que las prolongaciones analiticas de (f,D) a lo largo de estas curvas son
prolongaciones analiticas directas la una de la otra.

Como el producto cartesiano de compactos es compacto y H es continua, uti-
lizando el teorema de Heine en varias variables se tiene que H es uniforme-
mente continua. Por lo tanto, para el € anterior, 30 > 0 tal que para todo
(s1,t1), (S2,t2) € [0,1] x [0,1], con || (s1,t1) — (S2,t2) |l2< 9, siendo || |2 la
norma cuclidea, se tiene que

| H(Sl,tl) — H(Sg,tg) |< €.
En este caso tenemos que
| H(s,t) — H(u,t) |<e€

al tener que || (s,t) — (u,t) ||2=| v — s |< 0. De esta forma tenemos que
(u—d,u+9d)C U,y de aqui se tiene que U es abierto.

Sea una sucesion {s,}2>, C U tal que s, — s. Considerando el € de la pro-
posicion anterior y teniendo en cuenta la continuidad uniforme de H, tenemos
que

| H(sn,t) — H(s,t) |<e€

para | s, —s |< d. Por lo tanto se tiene que fi,, = fi0 en un entorno conexo de
¢o(1), y de aqui se concluye que U es cerrado.

Al ser [0,1] un conjunto conexo se tiene que U = [0, 1] y, por tanto, (g,F) ~
(h,F).

2.2.5.0bservacion:

Este resultado nos permite también ver cuando un conjuntos no es simplemente
conexo. Por ejemplo, las dos curvas consideradas en la observacion 2.1.3, apar-
tado i), no son hométopas en C\ {0}, ya que habiamos justificado que la funcién
logaritmo con la rama principal f(z) podia tener una extensiéon de forma que
en el punto i se diferenciara de f(z) en 2.

Ahora ya tenemos los resultados necesarios para probar el teorema de Mo-
nodromia.

2.2.6.Teorema (Teorema de Monodromia): Sea €2 una regién simplemente
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conexa y (f,D) un elemento de funcién arbitrariamente prolongable en €, con
D C Q. Entonces existe F, holomorfa en Q, tal que F' = g en E, siendo (g,F)
una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de ¢, con ¢(0) € D y ¢* C (L.

Demostracion:
Fijemos un punto zy € D. Consideremos ahora la siguiente familia de elementos
de funcién:

R = {(94,E5): V¢ curva con ¢(0) = 2o y ¢* C Q}

tal que (g4,Ey) es prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de ¢.
Notemos que

o= |J EnQ
V$,0(0)=z0

para todo Ey, tal que (g4,E5)€ R. Si z € 1, al ser ) una regién, existe un
camino ¢ que une zy con z. Como (f,D) es arbitrariamente prolongable, existe
(94,E4), prolongacién analitica de (f,D) en ¢ tal que z € E,. La otra contencién
es inmediata.

Definimos F' : 8 — C como:
F(z) = g4(2) para z € Ey

siendo (g4,Fs) una prolongacién analitica de (f,D) a lo largo de una curva ¢,

con ¢(0) =z y (1) = 2.
Veamos primero que F' estd bien definida. Para ello demostremos que:

1. El valor de F(z) no depende de la curva que se tome en la prolongacién
de (f,D).

Si consideramos dos curvas ¢ y ¢, con ¢(0) = p(0) = 29 y ¢(1) = ¢(1) = z, al
ser () simplemente conexo, se tiene que ¢ y  son hométopas, luego por el resul-
tado probado anteriormente se tiene que si (g4,£4) y (¢9,,L£,) son prolongaciones
analiticas de (f,D) a lo largo de ¢ y ¢ respectivamente, entonces:

g, =gsen G C EyNE,
siendo G una region con z € G.
2. 81 32 € Q tal que z € Ej,, siendo (gy,,E,,) una prolongacién analitica
de (f,D) a lo largo de una curva ¢y, con ¢1(0) = zy y ¢1(1) = 2, entonces
g¢ = gg, €n una region G C E4, N Ey, con z € G.
Como (f,D) ~' (g4,,Es, ), entonces existe una familia de elementos de funcién:

{<<g¢1,tvE¢17t>>: te [07 1]}
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con (g¢1,07E¢170> = <f7D> y (g¢1,17E¢171> = (g¢17E¢1>’
Como E,, es arcoconexo, existe un camino ¢) que une z con z; y con Sopor-

te contenido en Ly, . Como Ey, también es abierto, existe r(t) > 0 tal que
B(y(t),r(t))C Ey,, para 1 > t > 0. De esta forma podemos considerar la si-
guiente familia de elementos de funcion:

{<g¢17Gt>: te [07 1]}

con Gy = Ey, y Gy = B(¢(t),r(t)) para 1 >t > 0.

Obviamente se tiene que (gy,,G1) es prolongacion analitica de (f,D) a lo largo
de ¢1 - 9.

Como () es simplemente conexo, ¢ - 1 ~ ¢ rel{0,1}, con ¢; - (1) = z y, por
tanto, por el resultado anterior, se tiene que

9¢1 = ge en una region G C Gy N Ey

con z € G. Por consiguiente, gy, (2) = g4(2).
1. v 2. nos permite justificar que F' esta bien definida.

La holomorfia de F' en 2 se debe a que F' coincide con una funcién holomorfa
en una regién de un punto z € () cualquiera. Con esto termina la demostracion
del teorema de Monodromia.

2.2.7.0bservacion:

En la observacién 1.1.8, apartado iii), no se podia realizar una extensién holo-
morfa de la funcion logaritmo con la rama principal a todo el plano complejo.
Esto no es contradictorio con el teorema de Monodromia, ya que no se puede
hacer una prolongacion analitica a lo largo de una curva que pase por el 0 de
una funcién logaritmo por lo demostrado en el ejemplo 2.1.7, apartado i). Por
otro lado C \ {0} no es simplemente conexo, ya que retracta por deformacién
sobre la circunferencia unidad.

Ahora veremos un resultado que nos permite justificar que el teorema de Mo-
nodromia se cumple si, y solo si, {2 es simplemente conexo.

2.2.8.Teorema (Criterio de Radd): Sea () una regién de C. Si para ca-
da elemento de funcién (f,D) arbitrariamente prolongable, con D C €, se tiene
que existe F', holomorfa en 2, con F' = g en E y siendo (g,£) una prolongacién
analitica de (f,D) a lo largo de una curva ¢, con soporte contenido en €2, en-
tonces se tiene que €2 es simplemente conexo.

Demostracion:

Si 2 = C, el resultado es trivial. Consideremos ) # C. Tomemos ¢ holomorfa
en ), tal que g(2) # 0, Vz € Q. Tomemos el elemento de funcién (g,D) con D
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un disco.

Al ser D simplemente conexo, existe f holomorfa en (2 tal que g(z) = exp(f(z)),
Vze D.

Calculando derivadas tenemos que

f'(2) es arbitrariamente prolongable en €2, al ser g(z) y ¢’(z) holomorfas en €,
con g # 0. Por la Proposicién 2.1.10, al ser f primitiva de f’, f es arbitraria-
mente prolongable en ). Entonces por hipotesis, existe F' holomorfa en ) tal
que ' = f; en Dy, siendo (f;,D1) prolongacion analitica de (f,D) a lo largo de
una curva con soporte contenido en 2.

Como se da que exp(F)= g en D, al ser € conexo y D con puntos de acu-
mulacién en su interior, por el teorema de identidad se tiene que exp(F) = g
en (), luego €2 es simplemente conexo. Esta conclusion es un resultado que no
probaremos en este capitulo. Su prueba esta en [14].

Asi que podemos concluir que el teorema de Monodromia no se verifica en nin-
guna regién que no sea simplemente conexa.

Ahora veamos que el nimero de elementos de una funcién analitica completa
es a lo sumo numerable.

2.2.9.Teorema (Poincaré-Volterra): Sea ) una regién de C. Sea (f,D) un
elemento de funcién arbitrariamente prolongable, con D C 2, y a € D. Enton-
ces el numero de prolongaciones analiticas de (f,D) a lo de curvas es numerable.

Demostracion:

Solo basta considerar las curvas que parten de a, ya que al ser D conexo,
podriamos encontrar una curva que una a con otro punto z; € D. Conside-
remos los siguientes elementos de funciéon que son prolongaciones analiticas de
(f,D) a lo largo de cualquier curva contenida en .

{(94,E4): donde ¢ es una curva por donde se puede prolongar (f,D)}.
Consideremos ahora el siguiente conjunto
Q7)) = {ay + iag, con ay,as € Q}

Se tiene que Q(7) es numerable y denso en C. Si consideramos una curva ¢ por
donde se puede prolongar (f,D) a (g,F), con ¢(1) = z para z € Q, podemos
tomar un elemento z, € Q(i) proximo de z de manera que z, € E. De esta
forma uniendo z con z, por medio de un camino v, podemos considerar solo los
caminos que tienen como punto final un elemento perteneciente a Q(7).

Ahora solo falta ver que el nimero de clases de curvas homotopas que van
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de a a ag es a lo sumo numerable, con aq cualquiera.
El conjunto de curvas poligonales que une n puntos de Q(¢) es numerable y lo
denotamos por L(o,). De esta forma

U L<‘7n)

es numerable.

Consideremos ahora una curva ¢, donde se prolonga (f,D). Podemos considerar
una cantidad finita de puntos ¢y, ..., ¢, € Q(7) y una curva poligonal ¢,, que los
una, de forma que ¢, esté préxima a ¢. Por la proposicion 2.2.3, se tiene que
las prolongaciones analiticas a lo largo de ¢, y ¢ son prolongaciones analiticas
directas unas de otras. De esta forma el niimero de prolongaciones analiticas de
(f,D) a lo largo de una curva es a lo sumo numerable.
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Capitulo 3

Prolongacion analitica mediante
series de potencias

En este capitulo consideraremos funciones analiticas expresadas de la si-
guiente forma:

©  4(n)
=3 By

n=0
definida en la bola B(zg,R), donde R es el radio de convergencia de dicha serie
y 2o el centro.
Esta manera de representar una funcién facilita el trabajo a la hora de encontrar
cualquier prolongacién analitica de un elemento de funcién (f,D) a lo largo de
una curva. Cualquier funcién f, definida en D, puede representarse mediante
una serie de potencias centrada en un punto 2y € D.
Uno de los matematicos mas influyentes en este tema fue el aleman K. Weierstrass,
quien estaba interesado en demostrar y construir métodos de prolongacion
analitica mediante series de potencias. Por ejemplo, considérese la siguiente
serie de potencias:

f(z) = Z an(z — 2o)"

con radio de convergencia r. Si fijamos un punto z; € B(zo,r), con 2 # 2o,
entonces existird r; > r— | z9 — 21 |, tal que f admite el siguiente desarrollo en
series de potencias

> f(n)
z
SO

n!

n=0

Vz € B(z,r1). En la primera seccién daremos definiciones importantes, como
punto singular, punto regular y prolongacién analitica en el sentido de Weiers-
trass, analizando el caso r; > r— | zg — 21 |. Ademads justificaremos que la

prolongacion analitica de un elemento de funcién (f,D) a lo largo de una curva
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¢ se puede realizar mediante series de potencias. Daremos casos en los que es
posible realizar la extension analitica con ejemplos ilustrativos y también es-
tudiaremos la posibilidad cuando r1 = r— | zy — 21 | (Teorema de Pringsheim
(1850,1941)).

Otro matematico importante en la prolongaciéon analitica mediante series de
potencias fue el francés J.Hadamard (1865-1963), quien en 1892 considerd en
una de sus tesis el siguiente problema:

¢ Qué relacion hay entre los coeficientes de una serie de potencias y las
singularidades de la funcion holomorfa que ésta representa?.

Hadamard dijo lo siguiente:

Las series de Taylor no revelan las propiedades de las funciones representadas
e wncluso parecen ocultarlas por completo

La pregunta de Hadamard condujo la aparicién de grandes resultados, que per-
miten realizar una prolongaciéon analitica de forma mas sencilla o afirmar que
es imposible extender el dominio de holomorfia de una funcién dada. Ahora nos
planteamos la siguiente pregunta:

¢ Qué relacion hay entre los coeficientes de una serie de potencias y la
posibilidad de extender su dominio de definicion?

En la segunda seccion estudiaremos varios resultados que nos garantizan cuando
una serie de potencias puede no extenderse fuera de la bola donde es holomorfa
(ejemplos importantes son las series lacunares) dando la definicién de dominio de
holomorfia mencionado anteriormente. Ilustraremos y probaremos los teoremas
de Hadamard y Ostrowski. Todos estos comentarios, preguntas e informacion
histérica han sido sacados de [13].

3.1. Definicion y primeras propiedades.

Antes de exponer varios resultados acerca de prolongacién analitica median-
te series de potencias, daremos varias definiciones sencillas pero importantes en
esta seccion.

3.1.1.Definicién: Decimos que el elemento de funcién (f,,B,) es un elemento
canonico si f, es una serie de potencias centrada en a € C y B, el disco de
convergencia, de radio R, maximo, de f,.

3.1.2.0bservacion:

i) A diferencia de elementos de funcién genéricos, no hace falta especificar la re-
gién donde las series de potencias de los elementos candnicos coincidan cuando
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éstos son prolongaciones analiticas directas, ya que la interseccion de dos bolas
siempre nos dard una region.

ii) Por el apartado i) anterior y el corolario 1.1.9, dados dos elementos canéni-
cos (fa,Bs) ~ (fy,Bp), con radios de convergencia R, y R} respectivamente,
podemos definir un elemento de funcién (g,£2) que sea la extensién analitica de
(fasBa) v (f5,Bs), 0 que (fa,B.) y (f,Bp) sean subordinados de (¢,Q2).

iii) Dados dos elementos canénicos (fy,Ba) ~ (fp,Bp), con By, B, C C, no puede
darse que B, C B,, ya que si se diera el caso podriamos recubrir la frontera de
By por bolas contenidas en B,. Al ser compactas las circunferencias, se tiene
que existen n bolas contenidas en B, que recubren la frontera de B;,. Denotemos
las bolas por Dy, ..., D,,. Si fijamos un punto x; € D; {ND;, parai=1,...n—1,
entonces tomando € > 0 tal que

e < min{d(Sy, z;), i =1,....,n—1}

donde S, denota la frontera de By, se tiene que f, se puede extender a la bola
B(b,e + Ry), lo cual contradice que el radio de convergencia de la serie f, sea
Ry.

iv) La anterior afirmacién nos justifica que las circunferencias 0B, y 9B, se
cortan en dos o un punto. Por tanto, se cumple la siguiente desigualdad

| R, — Ry |[<|b—a|.

v) Todo elemento de funcién (f,D) es prolongacién analitica directa de algin
elemento canénico. Para verlo basta fijar un punto a € D y considerar el desa-
rrollo de f en series de Taylor

0 £n)(g
=3 0 oy

n!
Se tendrd que existe 6 > 0 tal que f, = f en B, = B(a,0) C D.
3.1.3.Proposicidn: Sea (f,D) un elemento de funcién que admite prolongacién

analitica a lo largo de una curva ¢ mediante la siguiente familia de elementos
de funcién

{(f,Dy); t € [0,1]}

con (fo,Do)=(f,D). Entonces podemos encontrar una familia de elementos canéni-
cos

{(farsDay); t €10,1]}
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con a; = ¢(t) y radio de convergencia R(t), que prolonga analiticamente (f,D)
a lo largo de ¢.

Demostracion:
Como la funcién f; es analitica en Dy para cada t € [0, 1], con ¢(t) € Dy, existe
ry > 0 de forma que

o o(n)
72) = ) = S IO gy

para todo z € B(a;,r¢) = D,,, con a; = ¢(t) y tal que
fa, = fren Dy,.

Veamos que la familia de elementos de funcién

{(g:,E4); t € [0,1]}

prolonga (f,D) a lo largo de ¢, con (g4,E;) = (fa,,Da,), para t € [0, 1].

Es evidente que ¢(t) € E;. Por hipétesis tenemos que 35(t) > 0, tal que f; = f;
en un entorno conexo de as y ¢((s)) € Dy, Vs € (t —d(t),t + 0(t)). Como ¢ es
continua, podemos tomar €(t) < d(t) lo suficientemente pequenio tal que a, €
ENE;, Vs € (t—e(t), t+e€(t)). Como EsNEy C DyNDy, para s € (t—e(t), t+e(t)),
se tiene que g; = g, y, por tanto, hemos probado que la familia de elementos
candnicos

{(ge,E4); t € [0, 1]}

prolonga analiticamente (f,D) a lo largo de ¢.
[

Estudiemos ahora la variacién del radio de convergencia r(t), mencionado en la
demostracion de la anterior proposicion.

3.1.4.Proposicion: Sea (f,D) un elemento canénico que admite prolongacién
analitica a lo largo de ¢ mediante la siguiente familia de elementos canénicos

{(fe,Dy): t € [0,1]}

con (fo,D0) = (f,D) y centradas en ¢(t), para t € [0,1]. Si denotamos por 7(t)
el radio de convergencia del elemento candnico (f;,D;), entonces se tiene que
r(t) = oo, Vt € [0,1] o que r(t) es una aplicacién continua en [0,1] con llegada
en (0,00).

Demostracion:
Si existe ¢ € [0, 1] tal que r(¢)oo, entonces f(t) se puede extender a todo el plano
complejo. Por el principio de identidad, se tiene que f(t) = f(s), Vs € [0,1] y,
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por tanto, r(s) = oo, Vs € [0,1].

Supongamos que 7(t) < oo, Vt € [0, 1].
Por hipétesis, fijado ¢ € [0, 1], existe 6 > 0 tal que Vs € (t —0,t+0) se tiene que

| ¢(s) — o(t) [< r(t)

ft:fSVZGBthS

Por el apartado iii) de la observacién 3.1.2 y la definicién de prolongacién analiti-
ca a lo largo de ¢, tenemos que el radio de convergencia del elemento candénico
es r(s) < r(t)— | &(t) — ¢(s) | (razonando de forma andloga se tiene que

r(t) < v(s)= | ¢(t) = ¢(s) [), luego
| 7(t) = r(s) I<] &(s) — o(t) |
Esta desigualdad junto con la continuidad de ¢ justifican la continuidad de r(t).

3.1.5.Definicién: El conjunto de todos los elementos canénicos que se obtienen
a partir de uno dado mediante prolongacion analitica a lo largo de una curva
¢, se le conoce como prolongacion analitica en el sentido de Weierstrass.

3.1.6. Observacion:
i) Nétese que la definicién dada anteriormente es un caso especifico de funcién
analitica global.

ii) Por la unicidad de la prolongacién analitica a lo largo de una curva ocurre
que si tenemos dos familias de elementos canonicos que prolongan el elemento
(f,D), entonces sus elementos son prolongaciones analiticas directas para cada
t € [0, 1]. Por la propia definicién de radio de convergencia de una serie, se tiene
que r(t) es independiente de la familia elegida.

Veamos ahora una nueva definicion que nos justificara si es posible realizar
o no una prolongacién analitica de un elemento candnico.

3.1.7.Definicién: Sea (f,D) un clemento canénico y a € C un punto de la
frontera de D. Decimos que a es un punto regular o que (f,D) o D admite un
punto regular a si existe al menos un elemento canénico (f,,D,), con D, una
bola de centro a € D, tal que (fy,Dp) ~ (f,D). Si a no es regular decimos que
el punto es singular.

3.1.8. Observacion:

i) Si tenemos un elemento canénico (f,D) que admite un punto regular a € 9D,
frontera de D, entonces podemos prolongar analiticamente (f,D). Si el elemento
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canénico (f,,D,) admite un punto regular b € 9D,, entonces podemos prolon-
garlo. Podemos repetir este proceso reiteradamente y se terminara si se llega
a un elemento de funcién (f,,D,) donde todos los puntos frontera de D,, sean
singulares. Sin embargo, puede seguir de forma indefinida.

ii) Sea (f,D) un elemento canénico con centro zy y a € dD. Si a es regular, en-
tonces existe (fq,D,), elemento canénico con D, € D, tal que (f,D) ~ (fa,Da).
Si fijamos un punto z; perteneciente al segmento abierto (zp,a), por el desarrollo
de Taylor, podemos encontrar un elemento canénico (f,,,D,,) ~ (f,D), donde
el radio de D,, es

rn>r—|zn—al.

siendo r el radio de convergencia de f. Esto se debe a que si se diese la igualdad
en la ecuacion anterior, podemos recubrir la frontera de D,, por bolas que estén
contenidas en D, U D. Por ser la frontera de D,, compacta, podemos extraer
una cantidad finita de bolas

Bi,..,B,

tal que B;NB;;1 # &, parai = 1,...,n— 1. Si tomamos un punto z; € B; N B,
y consideramos

ro = min{| z; — 2o |}

entonces tenemos que ro > r— | z; —a |, luego el radio de convergencia de f; es
ry > 11 v llegamos a una contradiccion.

iii) Reciprocamente, si para todo punto z; € (29,a) se tiene que el radio de
convergencia 7, del desarrollo de Taylor de f en z; es r,, > r— | 21 —a |, enton-
ces se tiene que a € B(z1,r,,) v por lo tanto, 3¢ > 0 tal que B(a,e) C B(z1,7,,)
y f admite desarrollo de Taylor en esa bola, luego a es regular. Esto implica
que hemos podido dar otra definiciéon equivalente a 3.1.7.

iv) Los apartados ii) y iii) justifican que si se da la desigualdad (respectiva-
mente la igualdad) de (1) en un punto del segmento abierto (zg,a), entonces se
da la desigualdad (respectivamente la igualdad) en todos los puntos de (zg,a).

Ahora demostraremos la existencia de puntos singulares y cémo determinar

alguno de ellos con las condiciones impuestas sobre los coeficientes de una serie
de potencias f.
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3.1.9.Teorema: Sea (f,D) un elemento candnico con centro a € C y radio de
convergencia r,. Entonces siempre existira al menos un punto singular.

Demostracion:

Supongamos que todos los puntos de la frontera de D son regulares, por tan-
to, existe un elemento canénico (f,«,D,«) ~ (f,D) con centro en z*, un punto
cualquiera de la frontera de D. Como D, recubre la frontera de D, Vz* € 0D,
y ésta es compacta, entonces podemos extraer una cantidad finita de puntos

Z1y ooy Zn

de la frontera de D, n discos Dy, ..., D, centrados en zq, ..., z,, de forma que
D; N D;yq # @, para 1 < i < n, que recubren la frontera de D, y elementos de
funcién (f;,D;) tales que

(fi,Di) ~ (f,D).

Si fijamos n puntos z; € D;ND;,4 tales que | zf —a |> e+r,, parai =1,....,n—1,
con € > 0 cualquiera, y consideramos

r=min{|a—z:i=1,..,n}
entonces hemos encontrado una extension analitica de (f,D), (g,F), dada por

g(z):{ f(z) sizeD,

fi(z) size€ D;parai=1,...,n,

tal que E = B(a,r), pero por el apartado ii) de la observacién 3.1.2 llegamos a
una contradiccion.

3.1.10. Teorema (de Pringsheim): Sea (f,D) un elemento candnico, con r
su radio de convergencia. Si

flz) = Z an(z — 2)"
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con a, > 0, entonces tenemos que zy + 7 es un punto singular.
Demostracion:

Si zp+ 1 fuera regular, tomemos entonces un punto z; = zp+hy con 0 < hy <7,
luego existe un elemento canénico (f;,D1) ~ (f,D) con centro z tal que

| F) (4,
):Zf n(, )(Z_Zl)n

Por otro lado tenemos que
F® () Zn (n—1)...(n—k+ Da,(hy)"~
n=k

Tomemos ahora zo = hy + 29, con hy > r, de forma que z5 € D;. Combinando
las dos ecuaciones anteriores tenemos que

[o.¢] [e.¢] n
29) = ay, ™| (hy — hy)™
) mz(z; () )( 2= i)
Como a,, es positivo podemos reordenar la suma y obtener que

Zan<2()h”m(h2— ) Zanh”<oo

m=0

Como hy > r se tiene una contradiccion, ya que el radio de convergencia del
elemento canénico (f,D) es r.

3.1.11.Ejemplos:
Tomemos

o
= E 2",
n=0

Esta serie tiene radio de convergencia 1, pero podriamos realizar la prolongacién
fuera de la bola unidad. El desarrollo de Taylor de f en el punto 1/2 es

Z% (z+1/2)"
n=0

g tiene radio de convergencia 3/2 (se tiene que

W(-1/29)= 2

va que f es el desarrollo de Taylor en el punto 0 de la funcién
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Si se tiene que
| z+1/2 1< 3/2

entonces el radio de convergencia de g es 3/2 ).

Se tiene que el punto 1/2 es regular, luego hemos encontrado un elemento
candnico (g,8(1/2,3/2)) que es prolongacion directa de (f,B(0,1)).

3.2. Funciones que no pueden prolongarse: Se-
ries lacunares.

En esta secciéon daremos varios resultados que nos afirman cuando una se-
rie no se puede prolongar a una regién mas amplia. Daremos la definicién de
dominio de holomorfia y frontera natural de una serie de potencias

f(2) =) an(z = z)"

junto con algunas propiedades importantes. Estos conceptos fueron dados por
K.Weierstrass, que en 1842 se planteo la posibilidad de que las funciones holo-
morfas tuvieran frontera natural, concepto que aparece por primera vez en 1866
en una de sus obras Monatsber. Akad. Wiss. Berlin. En 1880, el matematico
aleman afirma que todo dominio de C es un dominio de holomorfia de una
funcion f, diciendo lo siguiente:

Es fdacil demostrar para una region  arbitraria la existencia de funciones
holomorfas que no pueden ser prolongadas mas alld de dicha region.

No dio una prueba lo suficientemente convincente, pero si Runge, 5 anos des-
pués.

Posteriormente, definiremos varios tipos de series lacunares y daremos demos-
traciones que nos justifican cuando no se pueden extender, como los teoremas
de Ostrowski o Hadamard entre otros.

Las series de potencias que no se pueden prolongar fueron descubiertas por
Weierstrass y Kronecker en 1860. Sin embargo, uno de los métodos mas im-
portantes para determinar si una serie se puede extender o no, fue dado por
Hadamard en 1892. Posteriormente, otros matematicos como Szego en 1921 o
J.L.Mordell en 1927 dieron demostraciones alternas a este teorema. En este
capitulo daremos la demostracion de este teorema como un corolario del teore-
ma de Ostrowski, quien pudo observar esta forma de probarlo en 1921.
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LACUNARES.

Al final ilustraremos ejemplos de series de potencias que no se pueden prolongar,
justificando este hecho por medio de varios resultados probados anteriormente.

3.2.1.Definicién: Una region G C C es un dominio de holomorfia de una
funcién f, holomorfa en G, si Vz € G el disco de convergencia de la serie de
Taylor de f en z esta contenido en G.

3.2.2.0bservacion:

i) Si D es un dominio de holomorfia de una funcién f, siendo (f,D) un elemen-
to candnico, entonces no se puede definir un elemento de funcién (g,F) tal que
(f,D) sea su subordinado. Si existe £ D D y g holomorfa en E, tal que g |p= f,
entonces £ = D, yaquesi F 2 D se tendria que C' C E, siendo C' un "trozo” de
curva de la frontera de D. Sea a el centro de D y a; € C'. Si tomamos un punto
ap € (a,a1) C Dy considerando que (f,D) ~ (g,E), se tiene por definicién que
ay es regular, luego existird una bola A = B(ag,r) € D en la que f admite su
desarrollo de Taylor, con radio de convergencia r. Por definicion de dominio de
holomorfia llegamos a una contradiccién.

ii) En general el reciproco de i) no tiene por qué ser cierto. Si consideramos
la funcién f(z) = log(z), con la rama principal del logaritmo, entonces la regién
de mayor tamano, denotado por A, donde se puede definir f para que sea holo-
morfa, es todo el plano complejo menos el semieje real negativo. Sin embargo,
tomando g(z) = log(z) con la rama 0, tenemos que g(z) = f(z) en el segun-
do cuadrante sin el semieje real negativo, denotado por As, luego cojamos un
punto ¢ € A,. El disco de convergencia del desarrollo de Taylor intersecciona al
semieje real negativo, ya que dicho desarrollo coincide con g(z). Por lo tanto, A
no puede ser su dominio de holomorfia.

Demos ahora una nueva definicion que estd relacionada con el concepto de
dominio de holomorfia y es importante en las series lacunares.

3.2.3. Definicién: Sea (f,D) un elemento canénico. Si D tiene todos sus
puntos singulares, entonces decimos que 0D es un borde o frontera natural de
f o del elemento canénico (f,D).

3.2.4.0bservacion:

i) Sea B un disco con centro en a. Si B es el dominio de holomorfia de una fun-
cién f, entonces OB es la frontera natural de f. Si existiera un punto ¢ regular,
entonces tomando un punto zy € (a,c) se tiene que el disco de convergencia
del desarrollo de Taylor de f en zg es tal que no esta contenido en B, lo cual
contradice lo supuesto al principio.

ii) Reciprocamente, si OB es una frontera natural de f, para f holomorfa en B,
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entonces B es un dominio de holomorfia de f. El radio maximo del desarrollo de
Taylor, para z € B, es tal que el disco centrado en z esta totalmente contenido
en B debido a que todos los puntos son singulares.

3.2.5.Definicion: Tenemos la siguiente serie de potencias

f(z) = Z a, 2"

Decimos que f(z) es una serie lacunar si existe una secuencia de enteros positivos
mp <meg < ...<m,<..
tal que
a; = 0 para m, < j < My41, siendon € N

y se tiene que lim, oo (Mmpy1 — my) = 00

Veamos ahora el siguiente resultado.

3.2.6.Teorema (de convergencia de Ostrowski): Si tenemos la siguiente
serie de potencias lacunar

f(2) =) anz"
n=0

con radio de convergencia r, que admite al menos un punto regular 3, entonces
la sucesién de sumas parciales {s,}22, converge en algiin entorno de .

Demostracion:

Sea (g,F) la prolongacién analitica en el sentido de Weierstrass de (f,D) tal
que # € E. Tomemos ay,a, € dD, dos puntos que comprenden el arco de cir-
cunferencia en el que se encuentra 3, de forma que se puede coger un sector
circular S contenido estrictamente en D U E, pero tal que S Q D.

Solo hay que probar que lim, ,, | g — s, |5, = 0, siendo B; C S un disco cen-
trado en [ y tal que su radio sea estrictamente menor que la distancia entre (3
v a;, para i = 1,2. Si consideramos las siguientes funciones

ho(2) = W(z —a)(z — a2)

es suficiente ver que lim,, . | h, |s= 0 ya que
| g — Sn |D§| d_lh'n |S

con d' =min{(z —a1)(z —as) : 2 € By}

Veamos primero que h,, esta acotada.
Si z = a;t con t < 1, entonces
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1

T”+1

- A
| hn(2) |< Z Ar™ < 1_rr"+l

m=n+1

(1—7r)2=24

ya que | ay — z |< 2, siendo A = sup | a,, |< 0.

Siz=ta; con1l<t<s entonces
| 7 (2) [< ([[9lloc + A)(r = D(s +1) < (lgllc + AL +5)

h, esté acotado en el segmento [0,a;] y se razona de manera andloga paral0,as].

En el arco circular entre a; y as tenemos que

) 1< (llollo + AL+ 022D

qmn+1_mn

R

s—1

luego se tiene que h,, esta acotada en DU E.

Sea
M={z¢e§: lim h,(z) =0}.

Como las circunferencias de radio ¢ < 1 son cerradas y estan contenidos en el
disco unidad, aplicando el teorema de Vitali, cuya demostracion se encuentra
en [7], que C, C M, siendo C, la circunferencia de radio ¢ y centro 0.

Tenemos que

| g (2) 1<) Ag(1+ qr)?—qmn+1 =A™ /(1 - q)(1+ Q)Q—qmnH =
n=0
1 2
AL+ e
—q

Probemos ahora uno de los casos donde una funcion no pueda extenderse mas
alla de su dominio de definicion.

3.2.7.Teorema (Criterio de No extensién): Si tenemos una serie lacunar
f, definida en una bola B y que diverge en todos los puntos de 0D, entonces el
dominio de holomorfia de f es B.

Demostracion:

La sucesion de sumas parciales s, no converge en ningtin punto de 9D, luego
por el teorema de convergencia de Ostrowski se tiene que todos los puntos de
0D son singulares. Luego B es el dominio de holomorfia de D.
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Ahora mismo daremos un nuevo concepto, que gracias a unas condiciones es-
pecificas que cumplen los coeficientes de una serie de potencias, podemos ga-
rantizar la posibilidad de que la sucesion de sumas parciales converja fuera del
disco. Este fenémeno se le conoce como sobreconvergencia. Demos ahora la si-
guiente definicion.

3.2.8.Definicién: Sea

f(Z) = Z anz"

n=0
una serie de potencias con radio de convergencia 1 que admite al menos un
punto regular /3. Se dice que f es sobreconvergente si existe

O<mo<mi <..<m,<..
una secuencia de enteros de forma que la sucesién de sumas parciales {s,,, }
converge en un entrono de f3.

Demos ahora otra definiciéon importante para justificar un resultado importante.

3.2.9.Definicion: Un serie de potencias

f(z) = Z a, 2"

se dice que es una serie de Ostrowski si existe d > 1 y dos secuencias de niimeros
naturales ng, ny, ... y mg, mq, ... tal que

mog <ng<mp <ng < .o<my <ng <y <.

ng > 5mk
Ademas se cumple que
a; = 0 para my <@ < ng

3.2.10.Lema: Sea ¥(z) = (2" + 2"™')/2, con n € N. Si consideramos ), =
B(0,1) U B(1,€), entonces para cada € > 0, existe r > 1 tal que

b(B(0,7)) € Qo

Demostracion:

Si|z|< 1, entonces | ¥(2) |=| 2" 1+ 2| /2 <| 1+ 2| /2 que es estrictamente
menor que 1 a menos que z = 1. Por lo tanto, tenemos que 1 (B(0,1)) C €.
Entonces como 1 es continua, 1)~!(€),) es abierto, luego podemos recubrir cada
punto de S! por discos contenidos en 1)~ (€),). Por la compacidad de S' podemos
encontrar una cantidad finita By, ..., B,, de discos que recubran la circunferencia
unidad, luego para 1 < ¢ < m — 1 cogemos un punto z; € B; N B;4; tal que
| z; |> 1. Entonces considerando
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r < min{| x; |}

tenemos que B(0,r)C ¢¥~1(Qc), luego ¥ (B(0,r))C Q..

3.2.11.Teorema (sobreconvergencia de Ostrowski): Sea

fz) =) an"
n=0

una serie de potencias de Ostrowski con radio 1 y 8 € S! un punto regular.
Entonces la sucesion de sumas parciales converge uniformemente en un entorno

de 6.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad podemos considerar § = 1. Consideremos 1) como
en el lema anterior y definamos g(z) = f(¢(z)), siendo ¢ la funcién del lema
anterior, para la existencia de r > 1y z € B(0, 1). Consideremos

9(z) = f(W(2)) = Y anth(2)"

y el desarrollo de Taylor de g en 0

F(z) = Z b 2"
n=0
El objetivo es ver que

S(p+1)ny (w) = lmy (Qb(w))

siendo {s,} y {t,} las sucesiones de sumas parciales de F'y g respectivamente.
El mayor exponente de t(w)™ es mas pequenio que el menor exponente de
W (w)™. Por la condicién de espaciado satisfecha por a,, tenemos que

S(p+1)ng (w) = tmk(¢(w))
tm, () converge cuando | w [< 7, luego s(,41),, converge en un entorno de 1.

3.2.12.Definicion: Sea
f(z) = Z a, 2"
n=0

una serie de potencias con radio de convergencia r. Decimos que es una serie la-
cunar de Hadamard si existe > 1 y una secuencia de niimeros enteros positivos
mg, mq, ... tales que
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Mpr1 > 1M vy a; = 0 para my < < My

3.2.13.Teorema (de Hadamard): Cualquier serie lacunar de Hadamard f,
con radio de convergencia R, tiene a 0B(0, R) como su frontera natural.

Demostracion:

La subsucesiéon de sumas parciales s,,, de la definicién 3.2.9 es la sucesién de
sumas parciales de la serie lacunar de Hadamard f definida en el teorema, te-
niendo en cuenta que n; = m; 1. Esta sucesién diverge en cualquier punto fuera
de la bola, luego por definicion de radio de convergencia y por el teorema de
sobreconvergencia de Ostrowski, podemos garantizar que no hay ningtin punto
regular en 0B(0, R).

3.2.14.Ejemplos:
i) Consideremos a,, = 1, si n es una potencia de 2, y a, = 0 en caso contrario.
Definamos

f(z) = Z 22V
n=0

Como

lim sup(| agn | 22V =1
n—oo
se tiene que el radio de convergencia de la serie f es 1 por el criterio de la raiz.
Aplicando el teorema de Hadamard (a,41/a, =2 > 1, Vn € N) tenemos que la
frontera natural de f es el disco unidad, sin embargo, consideremos

FO(2) =Y “n(n—1)..(n =k + 1)a,2"/V"2"*
n==k

para k entero no negativo, se tiene que f*) converge uniformemente en la cir-
cunferencia unidad, luego f y todas sus derivadas se puede extender de forma
continua al disco cerrado unidad. Este ejemplo justifica que aunque f tenga co-
mo frontera natural a S*, no necesariamente tiene que haber discontinuidades,
es mas, es posible realizar una prolongaciéon continua de f al borde del disco
unidad.

ii) Si T es el borde natural de una funcién f, entonces también lo serd para
f%® con k € C. En caso de que no fuera asi, podriamos realizar una prolonga-
cién analitica de f®| y utilizando el resultado de prolongacién analitica directa
de primitivas, llegariamos a la conclusion de que f posee puntos regulares. Lo
mismo ocurre con dominios de holomorfia, si G es un dominio de holomorfia de
f, entonces también lo serd para f*).

iii) Otros ejemplos también interesantes de series lacunares de Hadamard son:
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f2)=> 2 ygz)=> ="

También podriamos demostrar de otra forma que la serie de potencias f tiene
a S! como su frontera natural. Consideremos el siguiente conjunto:

B = {exp(2mik/2"); n, k € N}.

Se tiene que B es denso en S!, ya que contiene a todos los posibles niimeros de
la forma exp(mik), donde k € (0,1) NQ. Como el conjunto de puntos singulares
de la funcién f es cerrado (se debe a que el conjunto de puntos regulares es
abierto, ya que si tenemos un punto regular ¢, habra una bola de centro ¢ que
contenga un arco C' de S!. Por la definicién 3.1.7 los puntos de C son regulares.
Entonces el conjunto de puntos regulares es abierto en S!, luego el conjunto de
puntos singulares es cerrado, pero como S! es cerrado, se tiene que este con-
junto es cerrado en la topologia usual), se tiene que la frontera natural de f es S'.

iv) Un ejemplo de serie lacunar que no sea de Hadamard es

oo
>
n=0

ya que para n = 0 se da la igualdad con el 1, pero lim ((n + 1)? — n?) = cc.
n—oo
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Capitulo 4

Ejemplos clasicos de funciones
prolongables

En este capitulo expondremos de forma breve, pero con detalle, la prolon-
gacién analitica de algunas funciones de variable compleja importantes en las
matematicas como el logaritmo, la funcién gamma y la funcion zeta de Riemann.

4.1. Primeros ejemplos

He ido dando ejemplos donde se puede aplicar facilmente la teoria que he-

mos visto a lo largo de los anteriores capitulos. En esta seccion explicaré como
la extension analitica puede definir con mayor claridad las funciones analiticas
multivaluadas.
Dos ejemplos importantes de funciones analiticas multivaluadas en variable com-
pleja son: la funcién logaritmo y la raiz n-ésima. Estudiaremos en esta seccion
la funcién logaritmo (la raiz n-ésima es un caso parecido). Consideremos los
siguientes conjuntos:

Hy ={z € C; Re(z) > 0}
Hy ={z€C; Im(z) > 0}
H; ={z €C; Re(z) <0}
Hy={z€C; Im(z) <0}

Sabemos que dados z1, 2o con exp(z;) = exp(zq), entonces z; = z9 + 2kmi para
k € Z. Vamos a dar a partir de ramas de logaritmo una definiciéon general de la
funcion logaritmo utilizando prolongaciones analiticas.

Consideremos para z € S, = H;, con1=1,2,3,4, y n = 4k + 1 para k € Z, las
siguientes funciones:

fa(2) = log(| 2 |) +iarg(2)

siendo arg(z) el argumento de z que se encuentra en el intervalo [r(n—2)/2, n7/2).
Si consideramos r € R tal que (n — 1) < r < n, entonces es facil ver que
(fu,H;) ~ (log(2),,H;) donde log(z), = In(| z |) +iarg(z), arg(z) € [r,r + 2).
Por otro lado, por la diferencia de los argumentos, tenemos que

64



4.2. FUNCION GAMMA

Jn(2) = foran(2) = 2mik

Vk € Z.

Entonces tenemos que para cada ¢ = 1,2,3,4 y n = 4k + ¢, para k € Z, las
funciones f,, dan todos los posibles valores que puede tomar la funcién logaritmo
en un punto z € H; cualquiera

log(z) = {fr(2) : para arg(z) € [c,c+ 2m), siendo ¢ € R cualquiera}

4.2. Funcién gamma

La funcién gamma es una de las mds importantes en varias ramas de las
matemaéticas, ya sea la probabilidad y estadistica (es muy utilizada en varias
distribuciones como la ¢t de Student o la F de Fisher) como la variable com-
pleja y ecuaciones diferenciales (juega un papel importante en la solucién de
las ecuaciones de Laplace). Esta funcién se caracteriza por extender el concepto
de funcién factorial al plano complejo, de forma que dicha funcién sea holomorfa.

Dicha funcién se puede calcular numéricamente a partir de féormulas como la
de Stirling y crece muy rapidamente para valores de gran tamano, por lo que
varios lenguajes de programacion como R tienen una funcién que devuelve el
logaritmo de la funcion gamma.

La funcién gamma fue introducida por Euler en el ano 1729 junto con Christian
Goldbach. Esta funcién surgié de una mezcla entre un problema interpolatorio y
otro integral. El problema consistia en encontrar una funcién sencilla que diese
valores de factoriales con la entrada de un entero. Goldbach se planted varias
preguntas: ;Es posible definir una funcion que devuelva factoriales de ntimeros
enteros positivos? ;Es posible dar el factorial de un nimero racional no ente-
ro?... Las respuestas a estas preguntas son proporcionadas por la funcién T
La funcion I tiene varios resultados interesantes. En esta seccion solo demos-
traremos su extension analitica, pero antes daremos su definicion.

4.2.1. Definicién: Sea I'(z) la siguiente funcién

/ t* e tdt
0

Esta funcion se le conoce como funcion gamma y su notacion fue introducida
por Legendre.

Demostremos el siguiente resultado.

4.2.2. Proposicion: Si tenemos A = {z € C: Re(z) > 0} y

£, = / #letdt
1/n
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entonces f, es holomorfa en A, para cada n € N, y converge uniformemente en
los compactos de A a I'(z).

Demostracion:

Como la funcién g(z) = e '*~1 es holomorfa en A, entonces aplicando el lema
de holomorfia bajo el signo integral con la curva ¢(z) tal que ¢* = [1/n,n], el
segmento que une n con 1/n, tenemos que f,, es holomorfa en A.

Si K C A es compacto, entonces podemos encontrar dos niimeros positivos a, b
tales que

K Cc{z:a<Re(z) <b}

Luego

1/n

ﬁm@)—-ﬁxz)ztl e‘%**drhéme—%?Jdt

/m

para m > n. Por otro lado

1/n 1/n 1 1 1
[ e (L1
1/m 1/m a \n m

| / et |< / Me 24t = 2M(e(_1/2)m — e(_l/Q)”)

siendo M > 0 tal que t*'e~* < Me */? al tener que lim;_,., e "1 = 0.
Tenemos que la sucesion de funciones f,, es uniformemente de Cauchy en K, y
por consiguiente, tenemos que f, converge uniformemente en K.

Por otro lado, aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
tenemos que la sucesion f,, converge puntualmente a I', luego lo hace unifor-
memente por la unicidad de convergencia puntual y uniforme. Tenemos que,
aplicando el criterio de Weierstrass, I' es holomorfa en {z : a < Re(z) < b}.

Ahora veamos una propiedad que nos permitira justificar la prolongacion analiti-
ca de I'.

4.2.3.Proposicion: Se tiene que
[(z+1)z=T(2)

Demostracion:
Es simplemente aplicar integracién por partes

/ et = —e T L™ —z/ e 't = 2T(2)
0 0
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4.3. FUNCION ZETA DE RIEMANN

Veamos ahora que podemos prolongar I' a todo el plano complejo menos los
enteros no positivos.

4.2.4.Proposicién: Definimos la funcién I1,,(z), con n € N, como

B I'(z+n)
LG = o) Grno D

entonces si definimos TI(2) = II,(2) si —n < Re(z) < —n+1 paran # 0y
[Ty =T, se tiene que II es la extensién analitica de I" a C\ {0, —1,—2,...}.

Demostracion:

Si tenemos zy € C\{0, -1, -2, ...}, existird n € N tal que —n < Re(2) < —n+1,
luego podemos encontrar un disco D con centro en 2 y contenida en el semiplano
Re(z) > —n, de forma que II(z) = II,41(2), Yz € D. Luego II es holomorfa en
z y por consiguiente, es una extension analitica de T hacia C\ {0,—1,-2,...},
ya que II = Il = I en el semiplano Re(z) > 0.

4.3. Funcion zeta de Riemann

Esta funcién tiene una gran repercusion en la teoria de niimeros, sobre todo
con la distribucion de los niimeros primos. De hecho, uno de los problemas mas
famosos de matematicas sin resolver es la localizacion de ceros de esta funcion.
Esta conjetura se le conoce como hipdtesis de Riemann y fue formulada en 1859.
Aunque esta funcién cobra una gran importancia en la matematica abstracta,
también es de gran utilidad en la estadistica y la fisica. En este capitulo no
explicaremos los detalles de todas las consecuencias y resultados relacionados
con la funcién zeta de Riemann. Solo demostraremos que se puede extender a
todo el plano complejo menos el punto 1.

Si tenemos la siguiente serie
(oo}
>
nCY
n=1

con o € R, entonces se tiene que la serie es convergente si, y solo si, a > 1.
Podemos definir una funcién {(z) con z € C tal que
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para z € C tal que Re(z) > 1. Esta funcién se le conoce como funcién zeta
de Riemann. Veamos ahora que ¢ es holomorfa en A = {z € C : Re(z) > 1}.
Tenemos que si z € A, entonces 39 > 0 tal que Re(z) > 1+ §. Luego tenemos
que

=1 =1 =1
|C(2)|§Z;|”Z|:ZOWSZ;W'

Como 14 9 > 1 se tiene que la serie es convergente en A, luego ¢ es holomorfa
en Ay = {2z € C: Re(z) > 1+ 6}, ¥ > 0. Por consiguiente, ¢ es holomorfa en
{z: Re(z) > 1}.

Si consideramos el siguiente desarrollo en series de potencias

[e.e]

1 1
U - &

n=0

para p; primo, tenemos que

= 1 |
Hl—l/pf:H<ZW>'

j=1 Jj=1 \n=0

Dado n € N, existirdn pq, ..., p,, primos no necesariamente distintos, tales que
n = p1-...-Pm. Luego reordenando sumas y haciendo tender m a infinito tenemos
que

Esta es la ecuacion del producto de Euler.
Antes de demostrar la extension analitica de la zeta de Riemann, daremos una

relacién entre ¢ y I' para Re(z) > 0.
Tenemos que

['(z2) :/ e 't
0

realizando el cambio ¢t = nu, tenemos que

n‘ZF(z):/ e "t
0

luego

(()0(2) =) /0 ety
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A partir de ahora solo vamos a enunciar resultados importantes para el proceso
de extensién analitica de la funcién ((z), ya que el objetivo de este capitulo es
simplemente dar una introduccién escucta de la prolongacion analitica de al-
gunos ejemplos de funciones importantes en las matematicas. Estos resultados
estan probados con detalle en [7].

4.3.1.Proposicién: Para Re(z) > 1 se tiene que

C(2)(z) = /Ooo(et — 1) dt

4.3.2.Corolario:

i)

! 1 1
/ - 2 lat
o \exp(t)—1 ¢

es holomorfa en Re(z) > 0.

ii)

es holomorfa en Re(z) > —1.

iii)

es holomorfa en Re(z) < 1.

4.3.3.Proposicién: Para Re(z) > 1 se tiene que

CT(z) = [ ($ - %) 1t + /loo <$) L

Demostracion:
Tenemos que

C(2)T(2) = /0 St 1) = /0 - 1)+ /1 Tt = 1) g —

! 1 1\ ., > 1 - 1
J (G o) [ )
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4.3.4.Corolario: ( se puede extender hacia Re(z) > 0 menos al punto 1.
Demostracion:

Como la funcion I' nunca se anula (Este resultado no se probard en esta seccion,
ya que excede los objetivos de este capitulo. Sin embargo, daremos un esbozo de
esta prueba. Esta propiedad se prueba justificando antes que la funcién gamma
se puede escribir como producto infinito de funciones holomorfas) y ademds es
holomorfa en Re(z) > 0, entonces podemos pasarla dividiendo en la ecuacién
del enunciado de la proposiciéon 4.3.3. Todas las funciones en esta ecuacion son
holomorfas en Re(z) > 0, menos en el punto 1, luego se tiene la extension
analitica de la funcién zeta de Riemann en Re(z) > 0.

4.3.5.Proposicién: En {z € C: 0 < Re(z) < 1} se tiene que

e = [ e e L

_i_l_/oo ;_1 L dt
2z J; \exp(t)—1 ¢t
4.3.6.Proposicion: ((z) se puede extender a {z € C: Re(z) > —1}\{1}

Demostracion:

Por el corolario 4.3.2 se tiene que todos los sumandos que aparecen en la ecua-
cién de la proposicién 4.3.5, pasando la funcién I' dividiendo, son holomorfos
en Re(z) > —1 menos el punto 1. El lado derecho de la ecuaciéon seguiria siendo
holomorfo en z = 0, ya que tenemos que 22I'(z) = 2I'(z 4+ 1).

A continuacién enunciaremos un resultado importante que no probaremos por
su dificultad y extensién que nos permitird realizar la extension hacia C\ {1}.

4.3.7. Proposicién (Ecuacién funcional de Riemann): Se tiene que

C(2) = 20277 1T(1 — 2)C(1 — 2) sin <%m)
para z € C con —1 < Re(z2) < 0.

Esto nos permite justificar que la funcion ((z) se puede extender hacia el plano
complejo menos el punto 1, ya que el lado derecho de la ecuaciéon funcional
de Riemann es holomorfo en Re(z) < 0, debido a que ((z) es holomorfa en
Re(z) > —1y
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Re(1—2) > —1 <= 2> Re(z) = Re(z) < 0.

Por otro lado I'(z) es holomorfa en C\ {0, —1,—2,...}, entonces se tiene que
I'(1 — 2) es holomorfa en Re(z) > 0. Como el conjunto siguiente

A={2z€C:—1< Re(z) <0}

es conexo, por el corolario 1.1.9 tenemos que ((z) se puede extender a todo el
plano complejo menos el punto 1.
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Capitulo 5

Prolongacion de soluciones de
ecuaciones diferenciales.

En este capitulo probaremos que cualquier sistema de ecuaciones lineales de
la forma

7'(2) = A(2)z(2),Vz € G (5.1)

siendo G una regién y A(z) una matriz de dimensién n x n, cuyas entradas son
funciones holomorfas, es decir, de la forma

a11(2) a12(2) ... a1n(2)

QQJ(Z) Q272(2) ClQm(Z)
(5.2)
Cln,l(Z> Qp 2 Qpon
con condicién
x(20) = o

siendo z9 € G, g € C" y a;;(2) una funciéon holomorfa en G, V1 < 4,5 < n,
admite soluciéon holomorfa en una bola contenida en GG con centro en un punto
20 € G cualquiera. Ademads probaremos que dicha solucién se puede prolongar a
lo largo de cualquier camino ¢ contenido en GG con inicio en zj, probando tam-
bién que dicha solucion se puede extender a toda la regién GG siempre y cuando
(G sea simplemente conexo.

El sistema escrito anteriormente se dice que es analitico en G si las entradas
de A(z) son holomorfas en G. El punto zp, donde todos los coeficientes de A(2)
son holomorfos, se le denomina punto ordinario, en caso contrario se le conoce
como singular del sistema. En este caso todos los coeficientes de A(z) se pueden
expresar como series de potencias

ai;(2) =Y ez — 20)"
n=0
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para 1 < i,7 < n, siendo n la dimensién de A(z). Esta situacién serd muy
importante para probar la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacion
diferencial escrita anteriormente.

Al final del capitulo se expondran otros ejemplos de ecuaciones diferenciales
donde es posible realizar la prolongacion analitica de su solucién siempre y
cuando G sea simplemente conexo.

Ahora probaremos un resultado que justifica la existencia y unicidad de so-
luciones del siguiente sistema

'(2) = A(2)z(2),Vz € G, x(2) = x9 (5.3)

siendo zp un punto ordinario del sistema y xy € C™ un vector.

5.1.Lema: Consideremos el sistema (5.1), con GG una regién tal que sus puntos
son ordinarios. Luego para cualquier punto zg € G y xg € C", existe un vector
de funciones holomorfas en el disco D = B(z,e€)C G, del mayor tamano posible
y de dimension n tal que

2'(2) = A(2)x(2), Yz € D, z(2) = .

Ademas dicha solucién es unica.

Demostracion:

Primero probemos la unicidad de la solucion. Supongamos que existieran dos o
més soluciones de (5.3) holomorfas en un disco D C G

Cojamos un vector solucién de (5.3), x(z). Todas sus coordenadas son holomor-

fas, luego es posible encontrar un desarrollo en series de potencias en el disco
D

xi(2) = Z Cim(z — 20)™

m=0

donde z;(z) es una coordenada de z(z) para 1 <i < n.
De la misma manera para la matriz A(z), podemos expresar sus entradas en
series de potencias

Aij(2) =D Blijim(z — 20)™

m=0
siendo A; ;(z) las entradas de A(z) para 1 <4, j < n. Tomemos ¢, = (C1,m, --s Ca.m)
Y B = (B(ij)m), para 1 <i,j < n.
Sustituyendo las dos ecuaciones en (5.1) e igualando términos acompanados del
mismo orden de potencia (z — 2p)", tenemos que

(’I’L + ]-)Cn-‘,-l = Z Bn—mxmvn >0

m=0
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Si tenemos la condicién inicial z(zy) = xg, entonces ¢q serfa el mismo para todas
las soluciones posibles del sistema (5.3). Razonando de forma inductiva tenemos
que la solucién de (5.3) es unica.

Para la existencia tengamos en cuenta las dos expresiones en series de potencias
expuestas anteriormente y consideremos

e=min{d; ;, 1 <i,j <n}

donde d;; serfa el mayor radio de convergencia del desarrollo de Taylor de
A, ;(z) en el punto zy. Por el criterio de la rafz tenemos que || ¢, ||2< ¢K", para
K > 1/e. Entonces por lo probado antes tenemos que

(n+1) [ enllz< e Y K || e Il2

m=0
Si consideramos la siguiente sucesion

m

Qo :H Co ||2 y (m + ]-)am+1 = Z Km_lcl
=0

tenemos que | ¢, |< a,,, por construccion de a,,. Si consideramos la siguiente
serie de potencias

f(2) = am2"
m=0

se tiene que cumple la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

v =c(1-Kz)ly.
Esta ecuacion tiene como solucién a yo = co(1 — K2)~%¥ que es holomorfa en
el disco con radio de convergencia 1/K. Realizando el desarrollo de Taylor de
la solucién en torno a el punto 0 y comparando coeficientes, se puede ver que
los coeficientes satisfacen la misma relacion que hemos expuesto para construir
a,. Esto prueba que el radio de convergencia de la serie

xi(2) = Z Cim(z — 20)"

es al menos 1/K. Por lo tanto, K lo podemos tomar lo suficientemente grande
para que B(0,1/K)C G, cumpliendo que K > 1/e. Esto justifica la existencia
de una solucién en (5.3).
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Ahora veamos que es posible prolongar la solucién de (5.3) a lo largo de cual-
quier camino.

5.2.Proposicién: La solucién de (5.3) puede ser prolongada a lo largo de cual-
quier curva que comienza en zy € Gy cuyo soporte esta contenido en G.

Demostracion:

Sea ¢ una curva tal que ¢* C G con ¢(0) = 2. Por el lema 5.1 tenemos que
existe un disco D C G, de radio € y con centro en zp, tal que el sistema (5.3)
admite solucién xy(z) en D.

Tomemos 2, € G tal que

|Zo—21 |<€

Por el lema anterior siempre podremos encontrar una solucién unica z;(z) del
siguiente sistema:

t'(2) = A(2)x(2), Yz € D x(z1) = xo(20)

Entonces tenemos que en el disco Dy = B(z1,6e1— | 21 — 20 |)C D1 N Dy, hay
dos soluciones z; y xy del sistema lineal anterior con z1(z;) = x¢(29). Por la
unicidad probada en el lema 5.1, tenemos que

T1 = x9 en Dy

y por el teorema de unicidad se tiene que son iguales en D; N Dy. Por ser Dy, Do
discos, podemos definir una nueva prolongacién analitica de z1(z) y zo(2)

| x(2) size Dy,
#(z) = { ro(z) siz € Dy.

Repitiendo este proceso de forma reiterada podemos encontrar n + 1 puntos
20, 215 - 2o € ¢* y n + 1 soluciones xo, ..., r,, que satisfacen z;(z;) = z;_1(2;_1)
y tal que

(25,D5) ~ (vi11,Di41)

para 1 < ¢ < n, siendo D; el disco donde es holomorfa x;, de forma que los
n discos de los elementos de funciéon expuestos antes recubren la curva que se
haya elegido para prolongar la solucién de (5.3).

Ahora veamos un resultado que demuestra la existencia de una soluciéon de ma-
nera global con una condicién sobre la region G.

5.3.Teorema: Consideremos el sistema (5.3) con A(z) holomorfa en una re-

gion simplemente conexa. Entonces para cualquier zg € G y 1y € C", existe una
solucién x(z), holomorfa en G, tal que
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2'(z) = A(2)x(2), z € G, x(20) = xg

Demostracion:

Por la proposicién 5.2 siempre podremos prolongar cualquier vector de funciones
holomorfas a lo largo de cualquier curva contenida en G.

Aplicando el teorema de Monodromia podemos concluir la existencia de un
vector de funciones holomorfas F'(z) en G tal que

F=xenD
siendo D el disco centrado en zy donde z(z) es holomorfa.

5.4.0bservaciones:
i) También podemos demostrar los mismos resultados para sistemas no ho-
mogéneos, es decir, de la forma

¥'(2) = A(2)x(2) + b(2), z € G
donde b(z) es un vector de funciones holomorfas en G.

ii) El teorema 5.3 nos permite justificar resultados interesantes.
Si tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

con F' entera, entonces la solucién con una condicién especifica impuesta, tam-
bién sera entera.

iii) También podriamos realizar la prolongacién de la solucién de
2™ (2) — ay(2)x™V(2) — .. — an(2)x(2) =0

para z € (. Sabemos que admite solucién tnica cuando se imponen ciertas
condiciones

x(20) = o, ..., 7™ (29) = Tpn

para xo, ..., t;, € Cy zg € G. Si consideramos el siguiente sistema

con

X(z)=| . (5.4)



CAPITULO 5. PROLONGACION DE SOLUCIONES DE ECUACIONES

DIFERENCIALES.
y
0 1 0
0 0 1 0
A(z) = ' ' R (5.5)
0 0 1
A (2)  am—1(2) ... ae(2)

Entonces por el teorema 5.3 es posible realizar la extensién de la solucion a G.
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