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Introducción

Los conceptos de función convexa y conjunto convexo son muy naturales y no
requieren muchos conocimientos previos. Es por eso que se introducen desde el co-
mienzo de los estudios de matemáticas preuniversitarios. También porque su uso es
ubicuo en multitud de ramas de las matemáticas, tanto a nivel teórico como prácti-
co. Así, por ejemplo, aparte de sus aplicaciones más evidentes al análisis matemático,
aparecen en la geometría más clásica de polihedros y su uso para la topología alge-
braica y la teoría de la medida; o también en la geometría algebraica, particularmente
en la geometría tórica. En el terreno práctico, la convexidad es la pieza clave en op-
timización, programación lineal, teoría de control, etc., disciplinas cuyos resultados
tienen aplicación directa a la industria, economía y medicina, entre otras.

En este trabajo presentamos una introducción a la teoría de las funciones con-
vexas y damos una muestra, necesariamente muy reducida, pero diversa, de su basta
aplicabilidad. Hemos recogido algunos de los conceptos más básicos y algunas de-
mostraciones de ciertos resultados que dan idea de lo potentes que a veces son los
argumentos sencillos cuando se tienen las buenas definiciones. Por mantener una ex-
tensión razonable, muchos resultados se citan sin detalles sobre las demostraciones,
pero hemos intentado enviar al lector a las referencias (de entre la gran mayoría de
libros y textos sobre geometría convexa o temas relacionados que existen) que más
adecuadas nos han parecido en cada caso.

Las aplicaciones que aparecen son mayoritariamente en el terreno del análisis
matemático, en el que la convexidad y el concepto de subdiferencial reemplaza muchas
veces la derivabilidad y la diferencial y ofrece resultados importantes en el análisis
de funciones “no regulares”, desigualdades notables y funciones especiales como las
funciones Gamma y Beta, a las que dedicamos un capítulo. Por otro lado, presentamos
la desigualdad isoperimétrica como una aplicación geomérica clásica a la teoría de la
medida de Lebesgue. Ésta establece la generalización a dimensión superior de una
propiedad geométrica bastante plausible y conocida: el círculo es la figura en el plano
de mayor área de entre las que tienen el mismo perímetro.

Por último, recogemos una aplicación mucho más reciente y más específica de
los sistemas dinámicos, que entronca con las líneas de investigación del equipo de
investigación ECSING de la Universidad de Valladolid al que pertenece el tutor de
este trabajo. Se trata de la desigualdad de Lojasiewicz para funciones convexas semi-
continuas y subanalíticas. Este nombre se debe a que generaliza para las funciones
mencionadas una conocida desigualdad debida a Lojasiewicz para funciones analíti-
cas reales en el entorno de un punto crítico (en nuestro caso la desigualdad tiene un
carácter global pues las funciones convexas presentan mínimo global).

Precisando un poco más, la desigualdad de Lojasiewicz para una función analíti-
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ca, establece que los valores de la función en un entorno del punto crítico, en valor
absoluto, están acotados por una cierta potencia de exponente mayor que uno del
módulo del gradiente de la función. Entre otras cosas, esta desigualdad permite pro-
bar la longitud finita de trayectorias del campo de vectores gradiente de la función
analítica. En nuestro caso, esta consecuencia también es válida, siempre que defina-
mos correctamente el sentido del sistema dinámico (generalizado) definido por el
(sub)gradiente de una función semicontinua, convexa y subanalítica. A este objetivo
empleamos buena parte del último capítulo de esta memoria.

Queremos señalar por último que pensamos que la desigualdad de Lojasiewicz pa-
ra funciones convexas subanalíticas podría ser útil para tratar el problema del gradiente
de funciones analíticas, nombre éste que resume ciertas cuestiones abiertas tratadas en
el seno del equipo ECSING, como son la existencia de tangente para las trayectorias
o su carácter no-oscilante. El argumento que sustenta esta esperanza es el siguiente:
un campo de vectores gradiente, tras un proceso de reducción de singularidades por
explosiones, deja de ser gradiente pues la métrica degenera a lo largo del divisor;
bajo ciertas hipótesis, una modificación de la función podría hacer pensar en dicho
transformado como un sistema sub-gradiente al que los resultados anteriores pueden
aplicarse.

A continuación analizamos con un poco más de detalle los contenidos del trabajo
capítulo por capítulo.

En el primer capítulo tratamos en profundidad las funciones convexas de una
variable real: operaciones entre ellas, caracterizaciones de la convexidad, puntos ex-
tremos, monotonía, a la vez que establecemos unas primeras desigualdades básicas de
renombre como son la forma discreta de la desigualdad de Jensen, la desigualdad de
las medias (MGAn ) y sus implicaciones o la de Popoviciu. También nos ocupamos
de su derivabilidad mediante el lema de Galvani y el posterior teorema de Stolz, que
recoge lo necesario a saber acerca de la derivabilidad, y la convergencia de sucesiones
de derivadas de funciones convexas. Introducimos la derivada simétrica de orden dos
para llegar a probar el test de la segunda derivada como una forma rápida de compro-
bar la convexidad de una función real. Más adelante, damos dos ejemplos concretos y
constructivos de funciones convexas no derivables sobre conjuntos numerables, uno
de ellos incluso denso. Acabamos el capítulo introduciendo el concepto de subdife-
rencial y algunos resultados importantes concernientes a él.

El segundo capítulo, como su propio título indica, versa sobre desigualdades des-
tacables que ponen de manifiesto la importancia de los temas tratados hasta el mo-
mento. La primera desigualdad hace uso del concepto de subdiferencial, dándonos
una idea de su importancia. La segunda es una generalización clásica de la desigual-
dad de Jensen que usa combinaciones lineales (no necesariamente convexas) y para la
prueba de la cual se necesita de la primera desigualdad del capítulo. La tercera simple-
mente pondera entre que dos valores se encuentra la media integral en un intervalo
de una función convexa. Esta desigualdad se usa más adelante en el texto. La cuarta
desigualdad trata sobre la forma integral de la desigualdad de Jensen, usando para ello
medias integrales sobre espacios de medida arbitrarios. Para finalizar, mostramos la
desigualdad de Hardy como aplicación de la anterior.

El tercer capítulo está dedicado íntegramente a estudiar detalladamente las fun-
ciones Gamma y Beta reales, estableciendo, entre otras cosas, varias fórmulas de re-
nombre de aplicación a campos como la estadística o la teoría de números.

En el cuarto capítulo tratamos con las funciones convexas reales en dimensión
superior, para lo cual necesitamos recordar “cosas” de conjuntos convexos, teoremas
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de separación, hiperplanos soporte, etc. Aquí aparecen también conceptos más sofis-
ticados, como por ejemplo, funciones de valores reales extendidos, semicontinuidad
inferior, envolventes de Moreau (suma epigráfica), y como no, la subdiferencial para
funciones de varias dimensiones.

En el capítulo cinco se trata la desigualdad de Brunn-Minkovsky en Rn, dándose
un par de demostraciones alternativas, y la desigualdad isoperimétrica como aplica-
ción de ésta, de la que ya hemos hablado un poco más arriba. Para ello se usa parte
de la teoría de la medida de Lebesgue.

El sexto y último capítulo trata sobre la desigualdad de Lojasiewicz y su posible
aplicación a sistemas dinámicos gradientes, como ya hemos indicado antes. Para po-
der establecerla y probarla se necesita lo básico de conceptos como la subanaliticidad
de conjuntos y funciones reales, que tratamos en primer lugar en el capítulo.

El apéndice simplemente es una recopilación de resultados acerca de la teoría de
la medida, a los que se hace referencia en algunos momentos a lo largo del trabajo.
Son cosas de sobra conocidas que sólo se pretenden recordar brevemente y no están
dentro del texto para no estropear la claridad del mismo. Esto no quiere decir que
los resultados que aquí aparecen sean sencillos o irrelevantes, de hecho algunos de
ellos son de gran importancia y se usan en multitud de áreas de las matemáticas. Es
el caso de la desigualdad de Rogers-Hölder o de Minkovsky para espacios de medida
arbitrarios.





Capítulo 1

Funciones convexas reales
unidimensionales

1.1. Definiciones y primeros resultados
Empecemos tratando las funciones de una variable real. De aquí en adelante,

mientras no se diga lo contrario, I ⊆ R será un intervalo de interior no vacío y f
denotará una función de I sobre R. La siguiente definición engloba los conceptos
básicos.

Definición 1.1.1. f es convexa si f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(y) para
cualesquiera x, y ∈ I y λ ∈ [0, 1]; y estrictamente convexa si la desigualdad es estricta
con λ ∈ (0, 1) y x e y distintos. Se dice f cóncava si −f es convexa. Análogamente
con estrictamente cóncava.

Ejemplos básicos de funciones estrictamente convexas son las funciones elemen-
tales ex, x2 ó log(1/x), como puede verse usando el cálculo diferencial elemental.

Proposición 1.1.1 (Operaciones con funciones convexas). Se tienen las siguientes pro-
piedades (la demostración es rutinaria):

1. La suma o el producto por escalares de funciones convexas (resp. estrictamente con-
vexas) es convexa (resp. estrictamente convexas).

2. La restricción a un subintervalo de una función convexa (resp. estrictamente con-
vexa) es convexa (resp. estrictamente convexa).

3. Si f es convexa (resp. estrictamente convexa) y g es convexa creciente (resp. estric-
tamente creciente), entonces g ◦ f es convexa (resp. estrictamente convexa).

4. Sea f una biyección, si es estrictamente creciente entonces f es convexa (resp. estric-
tamente convexa) sii f−1 es cóncava (resp. estrictamente cóncava). Además, si f es
biyección decreciente, f y f−1 son del mismo tipo de convexidad; es decir, o las dos
son convexas o las dos son cóncavas.

Gráficamente, es sencillo ver que f es convexa si y sólo si ∀u, v ∈ I , u < v, la
gráfica de f |[u,v] está por debajo (ó coincide con, aunque sólo sea en algunos puntos)
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el segmento que une (u, f(u)) con (v, f(v)). Esto es,

f(x) ≤ f(v)− f(u)

v − u
· (x− u) + f(u) ∀u, v ∈ I, u < v ∀x ∈ [u, v]

f

(u, f(u))

(x, f(x))

(v, f(v))

u x = (1− t)u+ tv v

(x, (1− t)f(u) + tf(v))

Consecuentemente, las funciones convexas están acotadas en cualquier subinter-
valo compacto por funciones afines. Así, si una función es a la vez cóncava y convexa
entonces es afín.

f es convexa sii ∀J ⊆ I subintervalo compacto y ∀ϕ función afín, el supremo
de f + ϕ en J se alcanza en un punto extremo de J .

Teorema 1.

Demostración. [⇒] Defino F := f + ϕ, que es convexa porque la suma de convexas
lo es. Sea J = [x, y] ⊆ I , zλ := (1− λ)x+ λy ∈ J para todo λ ∈ [0, 1]. Ocurre que

sup
zλ∈J

F (zλ) ≤ sup
λ∈[0,1]

{(1− λ)F (x) + λF (y)}

Ahora bien, como [0, 1] es un compacto y la función ψ(λ) := λ(F (y)−F (x))+F (x)
es afín, su máximo es máx{ψ(0), ψ(1)} y deducimos entonces supzλ∈J F (zλ) =
máx{F (x), F (y)}.

[⇐] Si J := [x, y] ⊆ I , existe una función afín L tal que f(x) = L(x) y f(y) = L(y).
Por hipótesis, supλ∈[0,1]{(f − L)((1− λ)x+ λy)} = 0; entonces

0 ≥ f((1− λ)x+ λy)− (1− λ)f(x)− λf(y) ∀λ ∈ [0, 1]

luego f es convexa.

Corolario 1.1.2. Toda función convexa es acotada en cada subintervalo compacto [u, v]
de su intervalo de definición. Aún más, como f(x) ≤ M ∀x ∈ [u, v] con M =
máx{f(u), f(v)} tenemos que con |t| ≤ (v − u)/2

f((u+ v)/2 + t) ≥ 2f((u+ v)/2)− f((u+ v)/2− t) ≥ 2f((u+ v)/2)−M

Otro de los resultados básicos es el caso discreto de la desigualdad de Jensen,
que nos da una caracterización en términos de combinaciones convexas arbitrarias.
Para ello necesitamos recordar que los intervalos son cerrados bajo dichas combina-
ciones.
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Proposición 1.1.3 (Desigualdad de Jensen discreta). f es convexa sii para cualesquiera
x1, . . . , xn ∈ I , λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] con

∑
λk = 1 se tiene que

f

(
n∑
k=1

λkxk

)
≤

n∑
k=1

λkf(xk)

Demostración. [⇐] Trivial. Basta tomar n = 2.

[⇒] Inducción. n = 1 es trivial, lo suponemos cierto para n − 1 y lo probamos
para n. Separamos la suma como sigue

f

(
n∑
k=1

λkxk

)
= f

(
λ1x1 +

n∑
k=2

λkxk

)
= (?)

Si λ1 = 1 hemos terminado, pues todos los demás son cero y la desigualdad es clara.
Mientras que si es distinto de 1

(?) = f

(
λ1x1 + (1− λ1)

n∑
k=2

λk
1− λ1

· xk

)

≤ λ1f(x1) + (1− λ1)f

(
n∑
k=2

λk
1− λ1

· xk

)

≤ λ1f(x1) + (1− λ1)

n∑
k=2

λk
1− λ1

f(xk) =
∑

λkf(xk)

1.1.1. Caracterizaciones de la convexidad
Vamos a proponer ahora algunos criterios clásicos para la convexidad de funcio-

nes continuas. El primero de ellos se debe a Jensen.

Si f es continua, entonces es convexa sii es punto-medio convexa; esto es que

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
∀x, y ∈ I

Teorema 2 ( JENSEN, 1906).

Demostración. [⇒] Obvio. Basta tomar λ = 1/2 en la definición de convexidad.

[⇐] Reducción al absurdo. Supongamos que f es punto-medio convexa y que no
es convexa, esto es que ∃[a, b] ⊆ I tal que la gráfica de f |[a,b] no queda por debajo del
segmento que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Luego la función ϕ definida por

ϕ(x) := f(x)− f(b)− f(a)

b− a
· (x− a)− f(a) ∀x ∈ [a, b]

verifica que γ := sup{ϕ(x)|x ∈ [a, b]} > 0. Además, ϕ es continua por serlo f ,
ϕ(a) = ϕ(b) = 0, y es punto-medio convexa. Como se comprueba fácilmente.
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Definimos c := ı́nf [a,b]{x : ϕ(x) = γ}, entonces ϕ(c) = γ y necesariamente
c ∈ (a, b). Sea h > 0 tal que c±h ∈ (a, b), luego ϕ(c−h) < ϕ(c) y ϕ(c+h) ≤ ϕ(c).
Así,

ϕ(c) >
ϕ(c− h) + ϕ(c+ h)

2

lo que contradice la propiedad de ser punto-medio convexa. Concluimos que f es
convexa.

Observación. El resultado es falso si quitamos la hipótesis de continuidad, pues
se puede dar ejemplos de funciones punto-medio convexas que no son continuas en
el interior de su intervalo de definición, y por lo tanto no pueden ser convexas. Pues
como veremos, convexidad implica continuidad.

Corolario 1.1.4. f convexa sii f(x + h) + f(x − h) − 2f(x) ≥ 0 para todo x ∈ I y
todo h > 0 con x± h ∈ I .

Observación. Hay versiones de estos resultados para convexidad estricta, simple-
mente las desigualdades deben serlo.

Ejemplo. Usando el corolario anterior podemos dar una demostración alternativa
que no usa el cálculo diferencial de que ex es estrictamente convexa. La conocida
desigualdad media geométrica-media aritmética

∀a, b > 0, a 6= b,
√
ab < (a+ b)/2 (MGA2)

junto con dicho corolario nos da el resultado. En efecto, si x ∈ R, h > 0, entonces
ex+h 6= ex−h y 1

2 (ex+h + ex−h) >
√
ex+hex−h = ex.

Como curiosidad, usando esto podemos demostrar la desigualdad de las medias
(MGAn ) dada por ROGERS en 1888, una generalización a dimensión n de MGA2.
A saber, en las condiciones de (1.1.3) con I = (0,∞) y λk ∈ (0, 1) se tiene∑

λkxk ≥
∏

xλkk

dándose la igualdad en el caso en que x1 = · · · = xn. Para probarlo, ponemos
yk = log xk y usamos

∏
(eyk)λk = e

∑
λkyk <

∑
λke

yk . A partir de ésta se obtienen
también la forma ponderada de la desigualdad media geométrica-media armónica: en
las mismas condiciones (

n∑
k=1

λk
xk

)−1

≤
n∏
k=1

xλkk

dándose la igualdad en el caso en que x1 = · · · = xn; y la desigualdad más general
siguiente: sean aij , αi > 0 para i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , n con α1 + · · ·+αm = 1.
Entonces,

n∑
j=1

(
m∏
i=1

aαiij

)
≤

m∏
i=1

 n∑
j=1

aij

αi

Presentamos ahora un teorema análogo al (2) pero para ternas de puntos en vez de
para parejas.
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Sea f continua. Entonces f es convexa si y sólo si

f(x) + f(y) + f(z)

3
+ f

(
x+ y + z

3

)
≥

≥ 2

3

[
f

(
x+ y

2

)
+ f

(
x+ z

2

)
+ f

(
y + z

2

)]
para cualesquiera x, y, z ∈ I . En el caso de funciones estrictamente convexas, la
desigualdad superior es estricta en todos los casos, salvo cuando x = y = z.

Teorema 3 (Desigualdad de Popoviciu. POPOVICIU, 1965).

Demostración. [⇒] Ésta implicación no requiere la hipótesis de que f sea continua.
Sin pérdida de generalidad, x ≤ y ≤ z. Llevaremos a cabo varios pasos.

1. Supongamos que y ≤ x+y+z
3 , entonces tenemos que

x+ y + z

3
≤ x+ z

2
≤ z y

x+ y + z

3
≤ y + z

2
≤ z

luego existen s, t ∈ [0, 1] de manera que podemos escribir los puntos interme-
dios como combinación lineal convexa de los extremos

x+ z

2
= s · x+ y + z

3
+ (1− s)z (1)

y + z

2
= t · x+ y + z

3
+ (1− t)z (2)

Multiplicamos ambas por 3 y sumamos, obteniendo

3

2
(x+y+2z) = (x+y+z)(s+t)+3z(2−(s+t)) = (s+t)[(x+y+z)−3z]+6z

3

2
(x+ y − 2z) = (s+ t)(x+ y − 2z)

entonces
(x+ y − 2z)(s+ t− 3/2) = 0

En el caso en que (x+ y− 2z) = 0, z = x+y
2 . Pero como x ≤ y ≤ z, entonces

necesariamente x = y = z. Así, la desigualdad de Popoviciu es inmediata.
Mientras que si (s + t − 3/2) = 0, entonces s + t = 3/2. Por otro lado,
utilizando que f es convexa y las igualdades (1) y (2) tenemos que

f

(
x+ z

2

)
≤ s · f

(
x+ y + z

3

)
+ (1− s)f(z)

f

(
y + z

2

)
≤ t · f

(
x+ y + z

3

)
+ (1− t)f(z)

f

(
x+ y

2

)
≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(y)
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Multiplicando todas las desigualdades en ambos lados por 2/3 y sumándolas
obtenemos la desigualdad buscada

2

3
f

(
x+ y

2

)
+

2

3
f

(
x+ z

2

)
+

2

3
f

(
y + z

2

)
≤ 1

3
f(x) +

1

3
f(y)+

+ f

(
x+ y + z

3

)
(s+ t)

2

3
+

2

3
f(z)(2− (s+ t))

=
f(x) + f(y) + f(z)

3
+ f

(
x+ y + z

3

)
2. Para el caso en el que y > x+y+z

3 el camino a seguir es una copia del hecho en
el punto anterior, por lo que se hace de manera análoga.

[⇐] Asumiendo que la desigualdad de Popoviciu es cierta, y poniéndonos en el caso
en el que y = z, obtenemos la siguiente desigualdad que sustituye a la de la definición
de función punto-medio convexa

f(x) + 2f(y)

3
+ f

(
x+ 2y

3

)
≥ 2

3

[
f

(
x+ y

2

)
+ f(z) + f

(
x+ y

2

)]

=
4

3
f

(
x+ y

2

)
+

2

3
f(y)

multiplicando por 3/4 tenemos que

f

(
x+ y

2

)
+

1

2
f(y) ≤ 1

4
f(x) +

1

2
f(y) +

3

4
f

(
x+ 2y

3

)

f

(
x+ y

2

)
≤ 1

4
f(x) +

3

4
f

(
x+ 2y

3

)
Ahora bien, utilizando la desigualdad superior y siguiendo la prueba hecha en teore-
ma (2), obtenemos la implicación hacia la izquierda.

1.2. Derivabilidad de funciones convexas

1.2.1. Derivadas laterales y continuidad
Las propiedades de derivabilidad referidas a funciones convexas sobre intervalos

se basan principalmente en el estudio de las pendientes de los segmentos inscritos en
sus gráficas. El siguiente lema nos ayudará a comparar estas pendientes.

Lema 1.2.1 (Lema de las tres cuerdas. GALVANI, 1916). Si f es convexa se tiene que

f(z)− f(x)

z − x
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(y)− f(z)

y − z

para cualesquiera x < z < y de I .
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f

X

Z

Y

x z = (1− t)y + tx y

(z, (1− t)f(y) + tf(x)) Lema de las tres cuerdas: pendien-
te XZ ≤ pendiente XY ≤ pendien-
te ZY .

Demostración. Sean x < z < y puntos de I , podemos escribir z como combinación
lineal convexa de x e y

z =
y − z
y − x

x+
z − x
y − x

y

Como f es convexa, por definición

f(z) ≤ y − z
y − x

f(x) +
z − x
y − x

f(y)

Luego

f(z)− f(x) ≤
(
y − z
y − x

− 1

)
f(x) +

z − x
y − x

f(y) = (f(y)− f(x))
z − x
y − x

que es exactamente la desigualdad de la izquierda. La de la derecha se obtiene restando
f(y) en vez de f(x).

Definición 1.2.1. Dada f convexa y a ∈ I definimos una nueva función

sa(x) :=
f(x)− f(a)

x− a
∀x ∈ I\{a}

cuyo valor es la pendiente del segmento que une los puntos (x, f(x)) y (a, f(a)).

Sea f convexa. Entonces para cada a ∈ I , sa es creciente en I\{a}.

Teorema 4.

Demostración. Fijado a ∈ I , x, y ∈ I\{a} con x < y. Debemos probar que sa(x) ≤
sa(y). Hay 3 posibilidades para la distribución de x, y, a: o bien x < y < a, o bien
x < a < y, o bien a < x < y. Supongamos el primer caso, x < y < a. Aplicando el
lema de las tres cuerdas con x = x, y = a y z = y tenemos que

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(a)− f(x)

a− x
≤ f(a)− f(y)

a− y

o lo que es lo mismo sx(y) ≤ sx(a) ≤ sy(a). Esto es , sy(x) ≤ sa(x) ≤ sa(y). Pues
si α 6= β, sα(β) = sβ(α). Los casos restantes se hacen de manera análoga.

Vamos ahora con la piedra angular de esta sección, el resultado que recoge lo necesa-
rio acerca de la derivabilidad de las funciones convexas.
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Sea f convexa. Entonces, es continua en int(I). Además, f tiene derivadas fini-
tas por ambos lados en cada punto del int(I) y se verifica la siguiente cadena de
desigualdades para x < y de I

f
′

−(x) ≤ f
′

+(x) ≤ f
′

−(y) ≤ f
′

+(y)

En particular, f
′

− y f
′

+ son crecientes en int(I).

Teorema 5 (STOLZ, 1893).

Demostración. Sea a ∈ int(I), y ∈ I con a < y. Por el teorema anterior, sa es
creciente. Luego ∃ ĺımx→a− sa(x) y está acotado superiormente por sa(y). Esto es
que ∃f ′−(a) y satisface la desigualdad f ′−(a) ≤ sa(y). Haciendo y → a+ en esta
última expresión, vemos por los mismos motivos que antes, que ∃f ′+(a) y verifica
f ′−(a) ≤ f ′+(a).

Sea ahora x, y ∈ int(I). Si u, v ∈ int(I) con x < u ≤ v < y, aplicando el teo-
rema (4) y el lema de Galvani (1.2.1) tenemos que

f(u)− f(x)

u− x
≤ f(v)− f(x)

v − x
≤ f(v)− f(y)

v − y

Y además, sx(v) = sv(x) ≤ sv(y) = sy(v). De nuevo, sx y sv son crecientes por lo
que tienen límite cuando u → x+ y v → y− respectivamente. Así, f

′

+(x) ≤ f
′

−(y).
Juntándolo todo, si x < y tenemos que f

′

−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y).

Por otra parte, como f admite derivadas laterales finitas en cada punto del int(I),
entonces es continua. En efecto, si a ∈ int(I)

ĺım
x→a+

(f(x)− f(a)) = ĺım
x→a+

sa(x)(x− a) = f ′+(a) · 0 = 0

Análogamente, ∃ ĺımx→a−(f(x)− f(a)) = 0. Luego, ∃ ĺımx→a f(x) = f(a), lo que
es que f sea continua en a.

Observación. Existencia de derivadas laterales en puntos extremos del intervalo. Si
f es convexa y continua definida en un intervalo cerrado de la forma [a, b], enton-
ces admite derivadas laterales f

′

+(a) y f
′

−(b) en los puntos extremos del intervalo;
aunque éstas pueden ser infinitas. Además debe tenerse

−∞ ≤ f
′

+(a) < +∞ y −∞ < f
′

−(b) ≤ +∞

Un ejemplo de ésto es la semicircunferencia y = −(2 +
√

4− (x− 3)2)

(1,−2)

(5,−2)

(0, 1)

(1, 1)



1.2 Derivabilidad de funciones convexas 9

Nótese que, tal y como se ilustra en el segundo dibujo de arriba, puede darse
el caso de que en los puntos extremos de I la función salte hacia arriba (que no
hacia abajo, pues contradeciría la convexidad) a pesar de ser convexa. Por ejemplo,
la función constante 0 en (0, 1) y 1 en los extremos. Pero ésto puede arreglarse para
que la función sea continua sin dejar de ser convexa. La siguiente proposición, que es
consecuencia de la que la sigue, nos permite modificar una función convexa para que
sea continua en todo su dominio.

Proposición 1.2.1 (Modificación de una función convexa para que sea continua
en todo su dominio). Sea I = [a, b], f convexa. Entonces f(a+) y f(b−) existen en R
y la función

f̃(x) =

 f(x) si x ∈ (a, b)
f(a+) si x = a
f(b−) si x = b

es continua y convexa en I .

1.2.2. Extremos de funciones convexas
En este apartado estudiamos la monotonía de una función convexa. El resultado

clave se recoge en la siguiente proposición.

Proposición 1.2.2. Sea f convexa, entonces ó bien f es monótona en int(I), ó bien
∃ξ ∈ int(I) tal que f es decreciente en (−∞, ξ] ∩ I y creciente en [ξ,∞) ∩ I .

Demostración. Como int(I) ⊆ R es un abierto, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que I también es abierto, int(I) = I . Supongamos que f no es monótona
en I , entonces existen a < b < c puntos de I de manera que ocurre alguno de los
siguientes casos

1. f(b) < f(a) y f(b) < f(c)

2. f(a) < f(b) y f(c) < f(b)

pero como f(x) ≤ su(v)(x−u)+f(u) ∀[u, v] ⊆ I tal y como se probó al comien-
zo de la sección (1.1), el segundo supuesto queda descartado ya que con la elección
u = a, v = c y x = b no se cumple dicha desigualdad. Estamos en el caso primero.

Como f es continua en [a, c] por ser convexa, el mínimo en [a, c] se alcanza. Es-
to es ∃ξ ∈ (a, c) tal que f(ξ) = ı́nf [a,c]{f(x)} = mı́n[a,c]{f(x)}. Veamos que, de
hecho, es absoluto, f(ξ) = mı́nx∈I{f(x)}. En efecto, sea x < a por el teorema
(4), sξ es creciente, sξ(x) ≤ sξ(a). Usando que ξ es mínimo y que a < ξ tenemos
por definición que sξ(a) ≤ 0 y, por tanto, sξ(x) ≤ 0. De aquí obtenemos, al ser
x < ξ, que f(x) ≥ f(ξ) para todo x < a y por lo tanto ξ es mínimo en (−∞, a]∩ I .
Análogamemte, se prueba que ξ es mínimo en [c,∞)∩I . Y así será un mínimo global.

Consideremos ahora u < v < ξ puntos de I , entonces su(ξ) = sξ(u) ≤ sξ(v) ≤ 0
ya que ξ es mínimo. Luego su(v) ≤ su(ξ) ≤ 0, pero por como es la definición de
su(v) y recordando que v > u, f(v)−f(u) ≤ 0. Así, f es decreciente en I∩(−∞, ξ].
Similarmente, f es creciente en I ∩ [ξ,∞).

Corolario 1.2.3. Toda función convexa f que no es monótona en int(I) tiene un mí-
nimo global en int(I).
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Los últimos resultados ya nos dan una idea de como se comportan las funciones
convexas. En la línea del corolario anterior damos a conocer algunas características
de las mismas sin utilizar más que conceptos básicos.

Proposición 1.2.4. Sea f convexa, entonces ocurre que

1. Si tiene un máximo global en int(I), entonces es constante.

2. Si tiene un mínimo local, éste es global.

Demostración. 1. f tiene un máximo global en c ∈ int(I). Sean x < c < y, en-
tonces f(x), f(y) ≤ f(c). Como f es convexa, por el teorema (5), f ′−(c) ≤ f ′+(c).
Pensemos ahora en como son estas derivadas laterales, por definición de derivada
f ′ε(c) = ĺımx→cε sc(x) y teniendo en cuenta la posición que ocupa x respecto a c
obtenemos que 0 ≤ f ′−(c) ≤ f ′+(c) ≤ 0. Luego f es derivable en c con derivada nu-
la. Tenemos así la siguiente relación entre las pendientes de los segmentos inscritos
en la gráfica de f correspondientes a los puntos x, c e y, sc(x) ≤ 0 ≤ sc(y). Pero
como x < c, entonces f(x) − f(c) ≥ 0. Que con la desigualdad que ya teníamos
f(x) = f(c) ∀x < c. Similarmente, f(y) = f(c) ∀y > c. Así, f es constante.

2. f tiene un mínimo local en c ∈ I . Sea x > c, entonces ∃y con c < y < x y
f(y) ≥ f(c). Por el lema de las tres cuerdas, 0 ≤ sc(y) ≤ sc(x). Luego f(x) ≥
f(c) ∀x > c. Análogamente si tomamos el punto x < c. Así, el mínimo es glo-
bal.

Proposición 1.2.5. Si I = R y f es convexa y acotada superiormente, entonces es cons-
tante.

Demostración. Sea M la cota, x < y puntos de I y θ > 0, gracias al lema de las tres
cuerdas y a que M es cota superior, sabemos que

f(x)−M
θ

≤ f(x)− f(x− θ)
θ

≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(y + θ)− f(y)

θ
≤ M − f(y)

θ

y tomando límite cuando θ →∞

0 = ĺım
θ→∞

f(x)−M
θ

≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ ĺım
θ→∞

M − f(y)

θ
= 0

Luego, sx(y) = 0. Así, f(y) = f(x) ∀x, y ∈ R con x < y, esto es que es constante
en todo R.

Observación. Puntos de no derivabilidad de una función convexa. Ahora que gra-
cias al teorema (5) sabemos que para una función convexa las derivadas laterales exis-
ten en los puntos de int(I), nos preguntamos: ¿Cuánto no derivable puede ser una
función convexa? La respuesta es que a lo más no es derivable sobre una cantidad
numerable de puntos de I , tal y como muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.2.6. Sea f convexa, entonces es derivable en todo I salvo a lo más en un
conjunto numerable.

Demostración. Sea Ind := {x ∈ int(I)|f ′−(x) < f
′

+(x)} y a cada x ∈ Ind le asocia-
mos rx ∈ Q ∩ (f

′

−(x), f
′

+(x)). Tenemos así la función ϕ : Ind → Q | x 7→ rx. Se
sigue del teorema (5), que si x, y ∈ Ind con x < y entonces

f ′−(x) < rx < f ′+(x) ≤ f ′−(y) < ry < f ′+(y)
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Así, rx < ry. Lo que muestra que el conjunto de puntos de int(I) (y también de I )
para los cuales f no es derivable, es numerable. Nótese que este argumento depende
del axioma de elección.

Proposición 1.2.7. Sea f convexa, entonces es Lipschitz en cualquier subintervalo com-
pacto contenido en el interior de I .

Demostración. Sea [a, b] ⊆ int(I). Por el teorema (5) sabemos que se cumple que

f ′+(a) ≤ f ′+(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′−(y) ≤ f ′−(b) ∀x, y ∈ [a, b] con x < y

Basta con tomar la constante L := máx{|f ′+(a)|, |f ′−(b)|}, y darse cuenta de que
f |[a,b] es Lipschitz con ésta constante.

Proposición 1.2.8. Para cada n ∈ N, sea fn convexa en I . Supongamos que la sucesión
(fn)∞n=1 converge puntualmente a una función f en I . Entonces, f es convexa. Además,
la convergencia es uniforme sobre cualquier subintervalo compacto contenido en int(I),
y la sucesión de derivadas (f ′n) converge a f ′ en todo I salvo quizás en una cantidad
numerable de puntos.

Demostración. Sean x, y ∈ I y λ, µ ∈ [0, 1] con λ+ µ = 1, para la primera parte del
corolario simplemente

f(λx+ µy) = ĺım
n→∞

fn(λx+ µy) ≤ ĺım
n→∞

(λfn(x) + µfn(y))

= λ ĺım
n→∞

fn(x) + µ ĺım
n→∞

fn(y) = λf(x) + µf(y)

luego f es convexa. Definamos para cada natural n, el conjunto An de puntos de
I donde fn no es derivable, y A := {x ∈ I : f no es derivable en x}, ambos son
numerables por (1.2.6). Llamamos B :=

(⋃
n∈NAn

)
∪A, numerable, y por lo tanto

I − B 6= ∅ es infinito no numerable. Sea ahora a ∈ int(I) − B un punto fijo, y
tomemos otros dos puntos x, y ∈ I tales que x < a < y. Por las desigualaddes que
aparecen en la demostración de la proposición anterior, para un natural cualquiera n
se tiene que como fn es convexa y derivable en a

fn(x)− fn(a)

x− a
≤ f ′n(a) ≤ fn(y)− fn(a)

y − a

como hay convergencia puntual de la sucesión (fn) a f , tomando límite cuando
n→∞ tenemos

f(x)− f(a)

x− a
≤ ĺım inf

n
f ′n(a) ≤ ĺım sup

n
f ′n(a) ≤ f(y)− f(a)

y − a

Para abreviar, llamo α = ĺım infn f
′
n(a) y β = ĺım supn f

′
n(a). Tenemos lo siguiente

f(x)− f(a)

x− a
≤ α ∀x < a

luego, tomando límite cuando x→ a− y teniendo en cuenta que f es derivable en a

ĺım
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
= f ′−(a) = f ′(a) ≤ α
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Análogamente,

ĺım
y→a+

f(y)− f(a)

y − a
= f ′+(a) = f ′(a) ≥ β

Nos queda que
f ′(a) ≤ α ≤ β ≤ f ′(a)

y entonces α = β. Por lo tanto, ∃ ĺımn→∞ f ′n(a) = f ′(a). Luego f ′n → f ′ en
I\B. Supongamos ahora [a, b] ⊆ int(I) con a, b ∈ I\B y veamos que fn conver-
ge a f uniformemente en dicho intervalo (para la convergencia uniforme en cual-
quier subintervalo compacto [r, s] ⊆ int(I), considerar un [r̃, s̃] ⊆ int(I) con los
extremos pertenecientes a I\B tal que contenga al intervalo [r, s]). Como fn es
convexa, entonces |fn(x) − fn(y)| ≤ kn|x − y| ∀n ∀x, y ∈ [a, b] donde kn =
máx{|f ′n(a)|, |f ′n(b)|} por la demostración de la proposición (1.2.7). Luego, como
kn → k = máx{|f ′(a)|, |f ′(b)|}, ∃C > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|, y |fn(x)− fn(y)| ≤ C|x− y| ∀n ∀x, y ∈ [a, b]

(nos basta con tomar como C una cota de la sucesión (kn)∞1 ). Sea ε > 0. Tomemos
E ⊆ [a, b] un conjunto finito tal que para todo x ∈ [a, b] exista z ∈ E que verifica
|x− z| ≤ ε/(3C). Entonces, existe M ∈ N tal que

|fn(z)− f(z)| < ε/3 ∀n ≥M ∀z ∈ E

Sea n ≥M . Si x ∈ [a, b], sea z ∈ E tal que |z − x| < ε/(3C), entonces

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fn(z)|+ |fn(z)− f(z)|+ |f(z)− f(x)|
≤ C|x− z|+ ε/3 + C|x− z| ≤ ε

Por tanto, supx∈[a,b]{|fn(x)− f(x)|} ≤ ε si n ≥M . Luego (fn) converge uniforme-
mente a f en [a, b].

La derivada simétrica de orden dos

Es bien conocido el criterio de la positividad de la segunda derivada para la con-
vexidad de una función que es al menos dos veces diferenciable. Sin embargo, puesto
que la derivada primera de una función convexa puede no existir en un subconjunto
denso de puntos, debemos ser más laxos en el concepto de derivada segunda.Por este
motivo damos la siguiente definición.

Definición 1.2.2 (Derivada simétrica (superior e inferior) de orden dos). Si f es
una función, definimos la derivada simétrica (superior e inferior, respectivamente) de
orden dos de f en un punto x ∈ I como

D
2
f(x) := ĺım sup

h→0+

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

D2f(x) := ĺım inf
h→0+

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

No es difícil ver que si f es dos veces derivable, f ′′(x) = D
2
f(x) = D2f(x). Sin

embargo, tal y como están definidas las derivadas simétricas, éstas pueden existir
incluso en los puntos de discontinuidad de f : basta considerar la función signo que
no es continua en el cero y por lo tanto no es derivable en dicho punto, pero sí
existen las derivadas simétricas de orden dos en el origen y valen cero.
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Vamos con un resultado concerniente a estos últimos conceptos y que nos permi-
tirá establecer una importante y sencilla caracterización de las funciones convexas, el
test de la segunda derivada.

Sea I un intervalo abierto y f una función definida sobre I . Entonces, f es
convexa sii es continua y D2

f(x) ≥ 0 ∀x ∈ I .

En particular, si una función f es convexa en un entorno de cada punto
de I , entonces es convexa en todo I .

Teorema 6.

Demostración. [⇒] Como I = int(I) y f es convexa, por (5) es continua en I .
Además, gracias a (1.1.4), se verifica

f(x+ h)− f(x− h)− 2f(x) ≥ 0 ∀x ∈ I ∀h > 0 con x± h ∈ I

Ahora bien, debido a la definición de D2
f y D2f , tenemos que

D
2
f(x) ≥ D2f(x) ≥ 0 ∀x ∈ I

donde la última desigualdad se debe a que, por ser f convexa, los cocientes que inter-
vienen en la definición de D2f(x) son positivos.

[⇐] Para esta implicación consideramos dos casos. En el primero supongamos que
D

2
f(x) > 0 ∀x ∈ I y veamos que f es convexa. Si no es así, entonces existe un

subintervalo de I , I0 = [a0, b0], tal que (aquí se usa el teorema (2))

f

(
a0 + b0

2

)
>

1

2
(f(a0) + f(b0))

Ahora, podemos elegir un nuevo intervalo I1 más pequeño en longitud que I0 y
contenido en éste de manera que si denominamos I1 = [a1, b1] se siga verificando
que

f

(
a1 + b1

2

)
>

1

2
(f(a1) + f(b1))

y sea de longitud la mitad de la de I0, b1 − a1 = b0−a0
2 . Para dicho nuevo intervalo

nos valdría uno de los tres siguientes

[a0,
a0 + b0

2
] [

3a0 + b0
4

,
a0 + 3b0

4
] [

a0 + b0
2

, b0]

a0
3a0+b0

4
a0+b0

2
a0+3b0

4

b0

En efecto, si suponemos que ninguno de los anteriores nos valiera, como todos
tienen longitud la mitad que la del de partida, sería porque ocurre lo siguiente

f

(
a0 + b0

2

)
≤ 1

2

(
f

(
3a0 + b0

4

)
+ f

(
a0 + 3b0

4

))
= (♦)
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y

f

(
a0 + 3b0

4

)
≤ 1

2

(
f

(
a0 + b0

2

)
+ f(b0)

)
y

f

(
3a0 + b0

4

)
≤ 1

2

(
f

(
a0 + b0

2

)
+ f(a0)

)
entonces

(♦) ≤ 1

4

[
f

(
a0 + b0

2

)
+ f(b0) + f

(
a0 + b0

2

)
+ f(a0)

]
=

1

4

[
2f

(
a0 + b0

2

)
+ f(a0) + f(b0)

]
luego

f

(
a0 + b0

2

)
≤ 1

2
(f(a0) + f(b0))

lo cual es una contradicción, pues entra en conflicto con la primera desigualdad es-
tricta obtenida en esta implicación de la demostración.

Si ahora repetimos el proceso por inducción, obtenemos una sucesión de interva-
los encajados y no vacíos cuya longitud tiende a cero. Luego, la intersección de todos
ellos es un punto x0 ∈

⋂∞
n=0 In. En dicho punto debemos tener D2

f(x0) ≤ 0 por
definición. Esto contradice la hipótesis de partida.

En el segundo caso, supongamos que D2
f(x) ≥ 0 ∀x ∈ I . Consideremos la su-

cesión de funciones fn(x) := f(x) + 1
nx

2. Veamos que D2
fn(x) > 0 ∀x ∈ I y

aplicando el caso primero podemos concluir que fn es convexa para cualquier n ∈ N.
En efecto, si x ∈ I , h > 0 es tal que x± h ∈ I y n ∈ N, entonces

fn(x± h) = f(x± h) +
1

n
(x± h)2

Por tanto

fn(x+ h) + fn(x− h)− 2fn(x)

h2
=

2

n
+
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

luego

D
2
fn(x) =

2

n
+D

2
f(x) > 0 ∀x ∈ I ∀n ∈ N

Ahora, puesto que fn(x) → f(x) ∀x ∈ I , la convexidad de f la obtenemos de
manera inmediata gracias a la proposición (1.2.8).

Corolario 1.2.9 (El test de la segunda derivada). Sea f una función dos veces derivable
definida sobre un intervalo abierto. Entonces,

1. f es convexa⇔ f ′′ ≥ 0

2. f es estrictamente convexa⇔ f ′′ ≥ 0 y el conjunto de puntos donde f ′′ se anula no
contiene intervalos de longitud positiva. Es decir, si N := {x ∈ I : f ′′(x) = 0}
entonces [r, s] * N ∀r, s ∈ N .
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Demostración. 1. f es dos veces derivable y convexa ⇔ continua y además ocurre
que f ′′(x) = D

2
f(x) = D2f(x) ≥ 0 ∀x ∈ I .

2. En cuanto a la convexidad estricta se sigue de la siguiente manera: por reducción
al absurdo, supongamos que f ′′(x) = 0 sobre (a, b) ⊆ N ⊆ I . Entonces, sobre (a, b)
se tiene que f ′(x) = k ∈ R y por lo tanto que f(x) = kx + k′ con k′ ∈ R sobre
(a, b); es decir, f es una función afín sobre el intervalo (a, b), y evidentemente una
función afín no es una función estrictamente convexa (es convexa y cóncava a la vez)
tal y como vimos en la primera sección. Recíprocamente, busquemos también una
contradicción. Supongamos que f no es estrictamente convexa, entonces ∃x, y ∈ I
tales que

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) ∀λ, µ ∈ [0, 1] : λ+ µ = 1

entonces derivando dos veces

f ′′(λx+ µy) = λf ′′(x) + µf ′′(y) = 0 ∀λ, µ ∈ [0, 1] : λ+ µ = 1

luego f ′′(z) = 0 ∀z ∈ [x, y] ⇒ [x, y] ⊆ N . Lo cual es una contradicción, pues N
no contenía intervalos.

1.2.3. Un par de ejemplos: construcción de convexas

Para acabar esta sección daremos dos ejemplos de funciones convexas no deriva-
bles en un subconjunto numerable; en el segundo ejemplo el subconjunto será además
denso, y nos proporcionará un método para construir de manera general funciones
convexas a partir de crecientes, además no necesariamente derivables.

Ejemplo 1.2.1 (Función convexa no derivable en un subconjunto numerable).
Sea la función

f(x) :=

∞∑
n=0

|x− n|
2n

∀x ∈ R

entonces, f es convexa en R y es derivable en R\N (no siéndolo en los naturales).

Demostración. La convexidad es inmediata sin más que dejarse llevar partiendo de la
definición. Luego es continua. Veamos que es derivable en R\N. Sea x ∈ (−∞, 0) la
expresión de f se reduce a

f(x) =

∞∑
n=0

n− x
2n

y no habría problemas de derivabilidad. En efecto, de manera sencilla, en este caso

f(x) =

∞∑
n=0

n− x
2n

=

∞∑
n=0

n

2n
− x

∞∑
n=0

1

2n
= A(1/2)− 2x

donde A(1/2) :=
∑∞
n=0

n
2n = 2. Así, f es una función afín y por lo tanto derivable,

con derivada −2 para todo x ∈ (−∞, 0). Veamos ahora que es derivable en los reales
positivos que no son un natural. Sea a ∈ R+\N, entonces a ∈ ([a], [a] + 1) donde el
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corchete representa la función parte entera. En dicho intervalo podemos escribir

f(x) =

∞∑
n=0

|x− n|
2n

=

[a]∑
n=0

x− n
2n

+

∞∑
n=[a]+1

n− x
2n

= x

[a]∑
n=0

1

2n
−

[a]∑
n=0

n

2n
+

∞∑
n=[a]+1

n

2n
− x

∞∑
n=[a]+1

1

2n

= x

 [a]∑
n=0

1

2n
−

∞∑
n=[a]+1

1

2n

+

 ∞∑
n=[a]+1

n

2n
−

[a]∑
n=0

n

2n


donde los términos entre paréntesis son escalares que no dependen de la variable x.
Luego la función f es, de nuevo, una función afín sobre el intervalo ([a], [a] + 1) y
por lo tanto derivable, con derivada constante, en dicho intervalo. Explícitamente,

f ′(x) =

[a]∑
n=0

1

2n
−

∞∑
n=[a]+1

1

2n
=

1− (1/2)[a]+1

1− (1/2)
− (1/2)[a]+1

1− (1/2)
= 2− 1

2[a]−1

para cualquier x ∈ ([a], [a] + 1). Ya sólo resta probar que f no es derivable sobre los
naturales. Sean entonces m ∈ N, y x, y ∈ R\N no fijos tales que m− 1 < y < m <
x < m+ 1. Tal y como hemos visto antes, tratando primero con la x, tenemos

f(x) = x

(
m∑
n=0

1

2n
−

∞∑
n=m+1

1

2n

)
+

( ∞∑
n=m+1

n

2n
−

m∑
n=0

n

2n

)
∀x ∈ (m,m+ 1)

y para la y

f(y) = y

(
m−1∑
n=0

1

2n
−
∞∑
n=m

1

2n

)
+

( ∞∑
n=m

n

2n
−
m−1∑
n=0

n

2n

)
∀y ∈ (m− 1,m)

Derivando en estos dos casos, nos queda

f ′(x) = 2− 1

2m−1
∀x ∈ (m,m+ 1) f ′(y) = 2− 1

2m−2
∀y ∈ (m− 1,m)

luego, como f es continua en m

f ′−(m) = ĺım
y→m−

f ′(y) = 2− 1

2m−2
6= 2− 1

2m−1
= ĺım
x→m+

f ′(x) = f ′+(m)

y así f no es derivable en m.

Antes de mostrar el segundo ejemplo que anunciábamos, vamos a dar unos reta-
zos generales sobre funciones construidas a partir de la integración adecuada de otras,
pues es así como estará definida la función de dicho ejemplo. Los resumimos en la
siguiente proposición.

Proposición 1.2.10. Sean I un intervalo abierto y una función ϕ : I → R creciente.
Entonces, para todo c ∈ I , la primitiva f : I → R definida por

f(x) :=

∫ x

c

ϕ(t)dt ∀x ∈ I

es continua, convexa y derivable en cada punto x de I en el que ϕ es continua, cumplién-
dose en tales puntos que f ′(x) = ϕ(x).
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Demostración. Como ϕ es creciente y acotada sobre intervalos cerrados y acotados,
obtenemos fácilmente que f es localmente Lipschitziana y, por lo tanto, continua.
Para ver que es convexa, puesto que ya sabemos que es continua, por el teorema (2)
basta ver que f es punto-medio convexa. En efecto, sean x ≤ y puntos de I , entonces

f(x) + f(y)

2
− f(

x+ y

2
) =

1

2

∫ x

c

ϕ+
1

2

∫ y

c

ϕ− 1

2

∫ (x+y)/2

c

ϕ

=
1

2

∫ x

c

ϕ+
1

2

(∫ x

c

ϕ+

∫ (x+y)/2

x

ϕ+

∫ y

(x+y)/2

ϕ

)
−

(∫ x

c

ϕ+

∫ (x+y)/2

x

ϕ

)

=
1

2

(∫ y

(x+y)/2

ϕ−
∫ (x+y)/2

x

ϕ

)
≥ 0

donde la positividad se obtiene porque ϕ es función creciente. La tercera propiedad
es consecuencia de la definición de f y del teorema fundamental del cálculo.

De hecho, vamos a necesitar un poquito más que la última propiedad enunciada
en la proposición anterior relativa a la derivabilidad de la primitiva de una función:
la derivabilidad lateral.

Proposición 1.2.11. Sea φ una función integrable Riemann en [0, 1]. Sea g la pri-
mitiva definida por g(x) :=

∫ x
0
φ(t) dt. Sea a ∈ [0, 1) y supongamos que existe

el ĺımx→a+ φ(x) = R. Entonces la función g tiene derivada por la derecha en a y
g′+(a) = R. Análogo resultado se tiene para las derivadas laterales por la izquierda.

Demostración. Dado ε > 0, sea δ > 0 tal que si 0 < h < δ y a+ h ∈ [0, 1] entonces
|φ(a+ h)−R| < ε. Observemos lo siguiente∣∣∣∣g(a+ h)− g(a)

h
−R

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1h
∫ a+h

a

(φ−R)

∣∣∣∣∣ = (♠)

Luego

(♠) ≤ 1

h

∫ a+h

a

|φ(t)−R| dt < 1

h
· ε · h = ε

luego ∃ ĺımh→0+
g(a+h)−g(a)

h = R, entonces g′+(a) = R.

Ejemplo 1.2.2 (Función convexa no derivable sobre un subconjunto numerable
denso). Sea (qn)n≥1 una enumeración de los racionales de [0, 1]. Definimos la función
ϕ : [0, 1]→ R+ como

ϕ(t) :=
∑

{k:qk≤t}

1

2k

y a partir de ella tomamos la primitiva f : [0, 1]→ R+ definida de la siguiente manera

f(x) :=

∫ x

0

ϕ(t)dt ∀x ∈ [0, 1]

Entonces, f es convexa en [0, 1] y no derivable en los racionales de [0, 1].
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Prueba del ejemplo. Se trata de probar que f no es derivable sobre los elementos
de la sucesión (qn) y sí lo es en los demás puntos de [0, 1]. Utilizamos las propiedades
que acabamos de ver. Estamos en las condiciones adecuadas, pues la función ϕ es
creciente. En efecto, antes de nada, para abreviar en notación, si t ∈ [0, 1], al conjunto
{k : qk ≤ t} lo llamaré At. Sean entonces r, s ∈ [0, 1] con r < s, luego

ϕ(r) =
∑
k∈Ar

1/2k

y
ϕ(s) =

∑
k∈Ar

1/2k +
∑

{k:r<qk≤s}

1/2k

y como los racionales son densos en [0, 1], en paticular, habrá racionales en (r, s], por
lo que el sumatorio último de la segunda expresión no será nulo. Así, ϕ(r) < ϕ(s),
y entonces ϕ es función estrictamente creciente.

Por lo tanto la función f es convexa y continua en [0, 1]. Además f es derivable
en los puntos de continuidad de ϕ. Esos puntos de continuidad de ϕ son exactamen-
te los de [0, 1]\{qn}n≥1 (probamos más abajo una igualdad cuya demostración es
análoga a la que se precisa para la prueba de esta afirmación). Sin embargo, veamos
que para cada n ∈ N, ϕ tiene una discontinuidad de salto (finito) en qn. Fijemos un
n ∈ N y llamemos q = qn. Tenemos

ϕ(q−) := ĺım
t→q−

ϕ(t) = ĺım
t→q−

∑
k∈At

1/2k =
∑

{k:qk<q}

1/2k

y
ϕ(q+) := ĺım

t→q+
ϕ(t) = ĺım

t→q+

∑
k∈At

1/2k =
∑

{k:qk≤q}

1/2k

entonces, ϕ(q+) = ϕ(q−) + 1
2n , y por lo tanto ϕ tiene una discontinuidad de salto

finito en q.
Antes de continuar con la demostración, probemos las igualdades (en realidad una,
la otra se hace de manera análoga) no obvias de arriba. Por ejemplo, hagamos la
primera. Se trata de ver que

ĺım
t→q−n

ϕ(t) =
∑

{k:qk<qn}

1/2k

equivalentemente∣∣∣∣∣∣
∑

{k:qk<qn}

1/2k −
∑

{k:qk≤t}

1/2k

∣∣∣∣∣∣ −→ 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣
∑

{k:t<qk<qn}

1/2k

∣∣∣∣∣∣ −→ 0

cuando t → q−n . Para ello utilicemos que la serie
∑∞
m=1 1/2m es absolutamente

convergente a 1. Así, dado ε > 0 ∃N ∈ N tal que para todo n ≥ m > N se verifica
que

n∑
k=m

1/2k < ε (?)
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Se tiene así que∑
k∈F

1/2k ∀F ⊆ N tal que F ∩ {1, 2, . . . , N} = ∅ (4)

En efecto, supongamos que F ∩ {1, 2, . . . , N} = ∅. Si F es un subconjunto finito de
los naturales, entonces es claro, gracias a (?), que∑

k∈F

1/2k ≤
máxF∑
k=mı́nF

1/2k < ε

Si F ⊆ N es infinito llevamos a cabo el siguiente razonamiento. Denotamos F :=
{η1, η2, . . .} ⊆ N, con η1 < η2 < . . .. Si llamamos Fm := {η1, . . . , ηm} y sm :=∑
k∈Fm 1/2k para cada m ∈ N, entonces por (?)

sm ≤
máxFm∑
k=mı́nFm

1/2k < ε ∀m ∈ N

luego, tomando límite cuando m→∞ tenemos que

s :=
∑
k∈F

1/2k = ĺım
m→∞

∑
k∈Fm

1/2k < ε

Para concluir la demostración, definamos

δ := mı́n{|qn − qi| : i ∈ {1, . . . , N}\{n}} > 0

y sea t ∈ (qn − δ, qn). Por como hemos definido δ, sabemos que

{k : t < qk < qn} ∩ {1, . . . , N} = ∅

Luego, dado ε > 0 hemos encontrado δ > 0 tal que si t ∈ (qn − δ, qn) entonces∑
{k:t<qk<qn}

1/2k < ε

al verificarse la condición de la expresión (4). Por lo tanto,

ĺım
t→q−n

ϕ(t) =
∑

k:qk<qn

1/2k

lo cual es lo que buscábamos.
Como ya dije antes, la segunda igualdad (cuando t → q+

n ) se lleva a cabo de manera
análoga ; es más, no es necesario hacer toda la demostración de nuevo, pues gran
parte de la misma es reutilizar la de arriba. Incluso para probar que ϕ es continua en
[0, 1]\Q se reutiliza la de arriba parcialmente.

Se trata ahora de aplicar el resultado (1.2.11). Desde luego ϕ es integrable Riemann
en [0, 1] por ser monótona. Sea n ∈ N, como hemos visto que ϕ tiene límites laterales
en el punto qn y son finitos, la función f tendrá derivadas laterales en el punto qn y
valdrán lo que los límites laterales de ϕ antes mencionados. Es decir,

∃f ′−(qn) = ϕ(q−n ) ∃f ′+(qn) = ϕ(q+
n )

pero habíamos visto que ϕ tiene discontinuidades de salto (finito) en qn. Luego
f ′−(qn) 6= f ′+(qn) y, por tanto, f no es derivable en qn. Consecuentemente, f no
es derivable en {qn : n ∈ N}.
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1.3. La subdiferencial en una dimensión
En esta sección trabajaremos con funciones convexas no necesariamente diferen-

ciables. Traduciendo literalmente del inglés, hablamos de funciones no suaves; colo-
quialmente, aquellas cuyas gráficas tienen picos. Puesto que en los puntos donde la
función no es derivable no existe recta tangente, necesitamos manejar conceptos más
laxos para el estudio de la convexidad. Introducimos los conceptos de recta soporte
y subdiferencial.

Definición 1.3.1. Sea f una función, x ∈ I . Se dice que f admite una recta soporte
en x si ∃λ ∈ R tal que

f(y) ≥ f(x) + λ(y − x) ∀y ∈ I

Definición 1.3.2. Se llama subdiferencial de f en x al conjunto de todos los λ ∈ R
que cumplen la condición de la definición (1.3.1). Se denota por ∂f(x).

Pensemos un momento en lo que significa geométricamente, ∂f(x) está formada
por las pendientes de las rectas soporte de f en x. El siguiente dibujo lo aclara

f

t+a

t−a

∂f(a)

La subdiferencial. Las rectas t+a ,
t−a son las tangentes a la gráfica de
la función por la derecha y la iz-
quierda resp. El arco representa el
ángulo en el que nos podemos mo-
ver para que las rectas que pasan
por (a, f(a)) sean rectas soporte.

En el mismo las rectas t+a y t−a son rectas límite para las rectas soporte de f en a.
Es evidente que si f es derivable en a, t−a = t+a es la tangente a f en a y, por lo tanto,
∂f(a) = {f ′(a)}. En general, la subdiferencial es siempre un conjunto convexo,
aunque puede ser vacío. Y si x ∈ int(I), ∂f(x) = [f ′−(x), f ′+(x)].

Proposición 1.3.1. Siendo f : I → R, f es convexa si y sólo si ∂f(x) 6= ∅ ∀x ∈
int(I). Además, cada función ϕ : I → R que cumple que ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ int(I)
es creciente en el interior de I y verifica que

f ′−(x) ≤ ϕ(x) ≤ f ′+(x)

Demostración. Sean u, v ∈ I, u 6= v y sea t ∈ (0, 1), de modo que (1 − t)u + tv ∈
int(I). Podemos considerar entonces λ ∈ ∂f((1 − t)u + tv) y tendremos, por la
definición (1.3.2), que

f(u) ≥ f((1− t)u+ tv) + λ[u− (1− t)u− tv]

= f((1− t)u+ tv) + λ(u− v)t

y que
f(v) ≥ f((1− t)u+ tv)− (1− t)(u− v)λ

Ahora bien, si multiplicamos la primera desigualdad por 1− t > 0 y la segunda por
t > 0 y las sumamos obtendremos que

f(u)(1− t) + f(v)t ≥ f((1− t)u+ tv)
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Luego, f es función convexa. Sea ahora a ∈ int(I), x ∈ I con x > a, por ser f con-
vexa sa(z) ≤ sa(x) para todo z ∈ (a, x). Luego si z → a+, tenemos f ′+(a) ≤
sa(x). O lo que es lo mismo, f(x) ≥ f(a) + f ′+(a)(x − a). Si ahora x < a,
similarmente, usando que f es convexa, y que f ′−(a) ≤ f ′+(a), obtenemos que
f(x) ≥ f(a) + f ′+(a)(x − a). Por tanto, f ′+(a) ∈ ∂f(a). De manera análoga,
f ′−(a) ∈ ∂f(a). Consecuentemente, una función ϕ como la del enunciado, verifi-
ca que f ′−(a) ≤ ϕ(a) ≤ f ′+(a). Que ϕ es creciente en el interior de I es consecuencia
inmediata del teorema (5). Encadenando desigualdades, sean x, y ∈ int(I) con x < y.
Por dicho teorema, f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y) que junto con la desigualdad
del enunciado nos da

f ′−(x) ≤ ϕ(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ ϕ(y) ≤ f ′+(y)

Luego ϕ es creciente.

Observación. La subdiferencial en los puntos extremos de I puede ser vacía. Un
ejemplo de ello es la función 1−

√
1− x2 con x ∈ [−1, 1].

Proposición 1.3.2. Sea f continua y convexa y ϕ : I → R una función tal que ϕ(x) ∈
∂f(x) ∀x ∈ int(I). Entonces,

f(z) = sup
x∈int(I)

{f(x) + (z − x)ϕ(x)} ∀z ∈ I

Demostración. Por la definición (1.3.1) para puntos z ∈ int(I) la igualdad del enun-
ciado se da. Veamos qué pasa entonces para puntos extremos: sea z un punto extremo
de I , digamos, por ejemplo, el de la izquierda, entonces si t > 0 es suficientemente
pequeño tenemos que

f(z + t)− f(z) ≤ tϕ(z + t) ≤ f(z + 2t)− f(z + t)

Obtenemos que ∃ ĺımt→0+ tϕ(z + t) = 0. Así, dado ε > 0 ∃δ > 0 tal que si
0 < t < δ se verifica que

|f(z)− f(z + t)| < ε/2 y |tϕ(z + t)| > ε/2

Luego, si 0 < t < δ entonces f(z + t) − tϕ(z + t) < f(z) + ε. Identificando z + t
con x y t con z − x conseguimos el resultado buscado.

Proposición 1.3.3. Sea f convexa. Entonces tiene un mínimo global en a si y sólo si
0 ∈ ∂f(a).

Demostración. Que f tenga un mínimo global en a significa que f(x) ≥ f(a) ∀x ∈
I . O sea, f(x) ≥ f(a) + 0 · (x− a) ∀x ∈ I . Es decir, 0 ∈ ∂f(a).



Capítulo 2

Desigualdades notables

En este capítulo mostraremos algunas desigualdades para funciones convexas que
ponen de manifiesto la importancia de los temas tratados hasta ahora. Las dos prime-
ras son discretas, mientras que las siguientes son integrales, relativas tanto a la recta
real como a espacios de medida arbitrarios.

2.1. Desigualdad de Hardy-Littlewood-Polya

El siguiente resultado mostrará la importancia del concepto de subdiferencial in-
troducido en el capítulo 1.

Sea f convexa, y consideremos dos familias finitas de puntos de I , x1, . . . , xn e
y1, . . . , yn tales que verifican

m∑
k=1

xk ≤
m∑
k=1

yk ∀m ∈ {1, . . . , n} y
n∑
k=1

xk =

n∑
k=1

yk

Entonces, si x1 ≥ · · · ≥ xn tenemos que

n∑
k=1

f(xk) ≤
n∑
k=1

f(yk)

Mientras que, si y1 ≤ · · · ≤ yn, tenemos la desigualdad contraria.

Teorema 7 (La desigualdad de Hardy-Littlewood-Polya).

Demostración. Inducción sobre n. Si n = 1 es evidente gracias a la segunda hipótesis.
Asumimos para familias de n− 1 puntos y lo probamos para las de n. Antes de ésto,
démonos cuenta de que podemos hacer una reducción del problema: debido a las
hipótesis tenemos que x1, . . . , xn ∈ [mı́n yk,máx yk], luego podemos suponer que
mı́n yk < xn ≤ . . . ≤ x1 < máx yk. Así, es claro que x1, . . . , xn ∈ int(I). Luego
por (1.3.1), existe una ϕ : int(I)→ R creciente tal que ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ int(I).
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Aplicando la proposición (1.3.2) a f y ϕ, tenemos

f(yk) ≥ f(xk) + (yk − xk)ϕ(xk) ∀k ∈ {1, . . . , n}

Así,
n∑
k=1

f(yk)−
n∑
k=1

f(xk) ≥
n∑
k=1

(f(xk) + (yk − xk)ϕ(xk)− f(xk))

=

n∑
k=1

(yk − xk)ϕ(xk) = ϕ(x1)(y1 − x1) +

n∑
m=2

ϕ(xm)(ym − xm)

= ϕ(x1)(y1 − x1) +

n∑
m=2

ϕ(xm)

[
m∑
k=1

(yk − xk)−
m−1∑
k=1

(yk − xk)

]

= ϕ(xk)

n∑
k=1

(yk − xk) +

n−1∑
k=1

[(ϕ(xm)− ϕ(xm+1))

m∑
k=1

(yk − xk)] = (♦)

donde la última igualdad se obtiene de la siguiente manera
n−1∑
k=1

[(ϕ(xm)− ϕ(xm+1))

m∑
k=1

(yk − xk)] =

=

n−1∑
k=1

ϕ(xm)

m∑
k=1

(yk − xk)−
n−1∑
k=1

ϕ(xm+1)

m∑
k=1

(yk − xk)

= ϕ(xn−1)(yn−1 − xn−1) + · · ·+ ϕ(x1)(y1 − x1)− ϕ(xn)

n−1∑
k=1

(yk − xk)

ya que los términos se van cancelando. Luego

(♦) =

n−1∑
m=1

[(ϕ(xm)− ϕ(xm+1))

n−1∑
k=1

(yk − xk)] ≥ 0

pues ϕ es creciente, xm ≤ xm+1 para todo m ∈ {1, . . . , n − 1} e (yk − xk) ≥ 0
para todo k ∈ {1, . . . , n}. Resumiendo,

∑n
k=1 f(yk) −

∑n
k=1 f(xk) ≥ 0 y hemos

acabado la inducción. La segunda conclusión sale de la primera sin más que cambiar
f por f̃ : I → R, donde f̃(x) := f(−x) ∀x ∈ Ĩ , siendo Ĩ := {−x : x ∈ I}.

Observación. Ya vimos en la primera sección la desigualdad de Popoviciu, teore-
ma (3), la cual se obtenía como la generalización a ternas de puntos de la desigualdad
que aparecía en el concepto de función punto-medio convexa, y cuya demostración
estaba basada en la de éste último. Ahora bien, la desigualdad de Popoviciu puede ob-
tenerse a partir del teorema (7). Sean x, y, z ∈ I , sin pérdida de generalidad podemos
asumir que x ≥ y ≥ z, pues renombramos las variables si fuera necesario. Entonces,
ocurre que

x+ y

2
≥ x+ z

2
≥ z + y

2
y que x ≥ x+ y + z

3
≥ z

Si x ≥ (x + y + z)/3 ≥ y ≥ z, se sigue de aplicar el teorema a los puntos x1 =
x, x2 = x3 = x4 = x+y+z

3 , x5 = y, x6 = z e y1 = y2 = x+y
2 , y3 = y4 =

x+z
2 , y5 = y6 = z+y

2 . Mientras que si x ≥ y ≥ (x + y + z)/3 ≥ z se aplica a
x1 = x, x2 = y, x3 = x4 = x5 = x+y+z

3 , x6 = z e y1 = y2 = x+y
2 , y3 =

y4 = x+z
2 , y5 = y6 = z+y

2 . Usamos en ambos casos la segunda conclusión.
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2.2. Desigualdad de Jensen-Steffensen
Veamos ahora otra aplicación de la desigualdad de Hardy-Littlewood-Pólya. Se

trata de una generalización clásica de la desigualdad de Jensen de la primera sección que
utiliza combinaciones lineales (no necesariamente convexas).

Sean xn ≤ xn−1 ≤ . . . ≤ x1 puntos de un intervalo [a, b], y sean p1, . . . , pn ∈
R que verifican que sus sumas parciales, sk =

∑k
i=1 pi con k ∈ {1, . . . , n},

están relacionadas como sigue

0 ≤ sk ≤ sn ∀k ∈ {1, . . . , n}, y sn > 0

Entonces, cada función convexa f definida sobre el intervalo [a, b] verifica la
desigualdad siguiente

f

(
1

sn

n∑
k=1

pkxk

)
≤ 1

sn

n∑
k=1

pkf(xk)

Teorema 8 (desigualdad de Jensen-Steffensen).

Demostración. Definamos x := (
∑n
k=1 pkxk) s−1

n y sk := sn − sk−1 =
∑n
i=k pi ≥

0 ∀k ∈ {2, . . . , n}. Ocurren las dos propiedades siguientes

1. sn(x1 − x) =

(
n∑
i=1

pi

)(
x1 −

∑n
i=1 pixi∑n
i=1 pi

)
=

n∑
i=1

pix1 −
n∑
i=1

pixi

=

n∑
i=1

pi(x1 − xi) =

n∑
j=2

(xj−1 − xj)sj ≥ 0, entonces

se tiene que x1 − x ≥ 0

2. sn(x− xn) =

(
n∑
i=1

pi

)(∑n
i=1 pixi∑n
i=1 pi

− xn
)

=

n∑
i=1

pixi −
n∑
i=1

pixn

=

n−1∑
i=1

pi(xi − xn) =

n−1∑
i=1

(xi − xi+1)si ≥ 0, entonces

se tiene que x− xn ≥ 0

Así, xn ≤ x ≤ x1. Reduciéndonos al caso en el que f es continua y convexa en [a, b]
y los puntos x1, . . . , xn pertenecen a (a, b), lo podemos hacer gracias a proposición
(1.2.1), estamos en condiciones de aplicar la proposición (1.3.1). Obtenemos enton-
ces una función ϕ : (a, b) → R tal que ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ (a, b). Aplicando la
proposición (1.3.2), si c ∈ (a, b), como ϕ es creciente, entonces

f(z)− f(y) ≥ ϕ(c)(z − y) si z ≥ y ≥ c (?)

y
f(z)− f(y) ≤ ϕ(c)(z − y) si c ≥ z ≥ y (??)
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Por otro lado, ∃m ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ [xm+1, xm]. Así, si c = x

f

(
s−1
n

n∑
i=1

pixi

)
− s−1

n

n∑
i=1

pif(xi) =

=

m−1∑
i=1

(ϕ(x)(xi − xi+1)− f(xi) + f(xi + 1))
si
sn

+

+ [ϕ(x)(xm − x)− f(xm) + f(x)]
sm
sn

+

+ [f(x)− f(xm+1)− ϕ(x)(x− xm+1)]
sm+1

sn
+

+

n−1∑
i=m+1

[f(xi)− f(xi+1)− ϕ(x)(xi − xi+1)]
si+1

sn

luego, aplicando las desigualdades (?) y (??) en los sumandos superiores según co-
rresponda, obtenemos que la suma de arriba es no positiva. Así,

f

(
s−1
n

n∑
i=1

pixi

)
≤ s−1

n

n∑
i=1

pif(xi)

2.3. Desigualdad de Hermite-Hadamard
Proposición 2.3.1 (La desigualdad de Hermite-Hadamard). Sea f convexa definida
en [a, b], entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

Demostración. Como f convexa entonces f(x) ≤ f(a) + f(b)−f(a)
b−a (x − a) para

cualquier x ∈ [a, b]. Por proposición (1.2.1), f puede ser modificada en los extremos
del intervalo para que sea convexa y continua en [a, b], luego es integrable. Así,∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a)(b− a) +
f(b)− f(a)

b− a

∫ b

a

(x− a)dx

= (b− a)[f(a) + (f(b)− f(a))(1/2)]

que es la desigualdad de la derecha. En cuanto a la de la izquierda, simplemente sub-
dividiendo la integral

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx =
1

b− a

(∫ a+b
2

a

f(x)dx+

∫ b

a+b
2

f(x)dx

)

y juntándolas posteriormente en una sola con un cambio de variable apropiado

1

2

∫ 1

0

[
f

(
a+ b− t(b− a)

2

)
+ f

(
a+ b+ t(b− a)

2

)]
dt ≥ f

(
a+ b

2

)
donde la última desigualdad es gracias a la convexidad punto-medio de f (ver teorema
(2)).
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2.4. Fórmula integral de la desigualdad de Jensen

En este apartado mostramos una especie de generalización de la desigualdad de
Hermite-Hadamard en la que intervienen espacios de medida más generales que un
intervalo. Un espacio de medida es una terna (X,Σ, µ) con X un conjunto no vacío,
Σ una σ-álgebra sobre X y µ una medida sobre (X,Σ) (en el apéndice se recuerdan
estos conceptos brevemente).
Lo análogo a la media aritmética en el contexto de los espacios de medida finita
(X,Σ, µ), recordemos que ésto es que µ(X) < ∞, es la media aritmética integral
(ó simplemente media aritmética si no hay confusión). Se define para una función
µ-integrable f : X → R como

M1(f ;µ) =
1

µ(X)

∫
X

f dµ ∈ R

También se denota como M1(f) por simplicidad.
Uno de los resultados básicos acerca de la media aritmética es la desigualdad de
Jensen.

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida finita y g : X → R una función µ-
integrable. Si f es convexa e I contiene a la imagen de g, entonces M1(g) ∈ I ,
y además la siguiente desigualdad ocurre

f(M1(g)) ≤M1(f ◦ g)

siempre que la composición sea µ-integrable

Teorema 9 (Desigualdad de Jensen. JENSEN, 1906).

Demostración. Mostremos que M1(g) ∈ I por reducción al absurdo. Si no fuera así,
la función h := M1(g) − g sería estrictamente positiva o estrictamente negativa.
Supongamos, por ejemplo, que h es estrictamente positiva, tendríamos que

∫
X

h =

∫
X

M1(g)−
∫
X

g = M1(g)µ(X)−M1(g)µ(X) = 0

lo que no puede ser, pues la integral de una función estrictamente positiva no puede
ser nula cuando es evaluada en todo X .
Por la proposición (1.3.1), como f es convexa, podemos elegir una función ϕ : I →
R tal que ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ int(I). Ahora bien, si M1(g) ∈ int(I), como g(x) ∈
I ∀x ∈ X y ϕ(M1(g)) ∈ ∂f(M1(g)), utilizando la definición de la subdiferencial
sabemos que

f(g(x)) ≥ f(M1(g)) + (g(x)−M1(g))ϕ(M1(g)) ∀x ∈ X
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integrando

M1(f ◦ g) · µ(X) =

∫
X

f(g(x)) dµ

≥ µ(X)f(M1(g)) + ϕ(M1(g))

∫
X

(g(x)−M1(g)) dµ

= µ(X)f(M1(g)) + ϕ(M1(g))

∫
X

g(x) dµ−

− ϕ(M1(g)) ·M1(g) · µ(X) = µ(X) · f(M1(g))

luego f(M1(g)) ≤ M1(f ◦ g) pues 0 ≤ µ(X) < ∞. Mientras que si M1(g) fuera
un punto extremo de I , entonces se sigue directamente que g = M1(g) en casi todo
punto. En efecto, digamos que M1(g) = a0, entonces a partir de la definición de
media aritmética integral de la función g conseguimos que∫

X

g dµ = a0µ(X) ⇒
∫
X

(g − a0) dµ = 0

pero como a0 es un punto extremo de I , y la imagen de g está contenida en dicho
intervalo, no queda otra que el integrando sea nulo en c.t.p.; es decir, g − a0 = 0 en
c.t.p. Luego, g = M1(g) en c.t.p. Así,

M1(f ◦ g) =
1

µ(X)

∫
X

f ◦ g dµ =
1

µ(X)

∫
X

f(M1(g)) dµ = f(M1(g))

luego se da la igualdad y por lo tanto se cumple la desigualdad.

Observación. Si ponemos X = I con la medida de Lebesgue usual y tomamos
g : I → R la inclusión natural, la desigualdad de Jensen proporciona la primera de
las desigualdades de Hermite-Hadamard.

Observación. De la demostración del teorema se sigue que la igualdad en el mis-
mo se tiene cuandoM1(g) es un punto extremo de I . Además, nótese que la la hipóte-
sis de que f ◦ g es µ-integrable es necesaria. Basta tomar las funciones, f(x) = −x1/2

y g(x) = x−2 en (1,∞), de modo que f es convexa, y g es positiva e integrable con
integral 1. La composición (f ◦ g)(x) = −x−1 no es integrable en (1,∞).

El teorema (9) nos permite establecer la forma integral de la desigualdad media
aritmética geométrica armónica, cuya versión discreta hemos recordado y aborda-
do más arriba en el primer capítulo. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida finita, f
una función de L1(µ) tal que f ≥ 0, y definimos log 0 := −∞ y e−∞ := 0, entonces
definimos la media geométrica (integral) de f en X como

M0(f ;µ) = exp(µ(X)−1

∫
X

log(f(x)) dµ)

La desigualdad media aritmética-media geométrica es entonces

M0(f) ≤M1(f)

Para ver esta desigualdad, usamos la desigualdad de Jensen en su forma integral apli-
cada a la función logaritmo (que es cóncava, por lo que ésta cambia de sentido) nos
da que

1

µ(X)

∫
X

log(f(x)) dµ ≤ log

(
1

µ(X)

∫
X

f(x) dµ

)
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que tras tomar exponenciales, nos proporciona M0(f ;µ) ≤M1(f ;µ), como quería-
mos.
Ahondando más en este tema, si admitimos que 0 e∞ son recíprocos el uno del otro
(1/∞ = 0, 1/0 = ∞), podemos introducir también la media armónica de f en su
forma integral como

M−1(f ;µ) =

(
1

µ(X)

∫
X

1

f(x)
dµ

)−1

Así, es claro que M−1(f) = (M1(1/f))−1 y que

(M0(1/f))−1 = exp

(
1

µ(X)

∫
X

− log f(x) dµ

)−1

= exp

(
1

µ(X)

∫
X

log(f(x)) dµ

)
= M0(f)

y por lo que acabamos de ver, M−1(f) = (M1(1/f))−1 ≤ (M0(1/f))−1 = M0(f).
Recopilando, conseguimos la cadena de desigualdades siguiente.

Proposición 2.4.1. Si f : X → R es no negativa con f ∈ L1(µ), entonces se tiene que
M−1(f) ≤M0(f) ≤M1(f).

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida finita y sea g : X → R una función µ-
integrable. Si f es convexa definida sobre un intervalo I que incluye la imagen
de g y ϕ : I → R es una función que verifica que

1. ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ I

2. ϕ ◦ g y g(ϕ ◦ g) son µ-integrables

entonces, tienen lugar las siguientes desigualdades

0 ≤M1(f ◦ g)− f(M1(g)) ≤M1(g(ϕ ◦ g))−M1(g)M1(ϕ ◦ g)

Teorema 10 (Forma completa de la desigualdad de Jensen).

Demostración. Puesto que estamos en unas condiciones más fuertes que en el caso
del teorema (9), y la primera desigualdad del teorema (10) es ésta misma, ya sabemos
que se cumple. Vayamos con la segunda desigualdad. Como antes M1(g), g(x) ∈ I ,
y ϕ(g(x)) ∈ ∂f(g(x)) para cualquier x ∈ X , utilizando la definición (1.3.2)

f(M1(g)) ≥ f(g(x)) + (M1(g)− g(x))ϕ(g(x)) ∀x ∈ X

e integrando sobre X

f(M1(g)) ≥ 1

µ(X)

(∫
X

(f ◦ g) +M1(g)

∫
X

(ϕ ◦ g)−
∫
X

g(ϕ ◦ g)

)
= M1(f ◦ g) +M1(g)M1(ϕ ◦ g)−M1(g(ϕ ◦ g))

luego
M1(f ◦ g)− f(M1(g)) ≤M1(g(ϕ ◦ g))−M1(g)M1(ϕ ◦ g)

que es la segunda desigualdad.
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Corolario 2.4.2 (Versión discreta del teorema (10)). Sea f convexa y ϕ : I → R
una función con ϕ(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ I . Entonces,

0 ≤
n∑
k=1

λkf(xk)− f

(
n∑
k=1

λkxk

)

≤
n∑
k=1

λkxkϕ(xk)−

(
n∑
k=1

λkxk

)(
n∑
k=1

λkϕ(xk)

)

para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ I , λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] con
∑n
k=1 λk = 1.

Demostración. Basta tomar como espacio el asociado a la medida de contar (ver
Apéndice).

Corolario 2.4.3 (Aplicación a triángulos del plano). Sean α1, α2, α3 ∈ (0, π/2) án-
gulos de un triángulo acutángulo. Entonces, tenemos que

3
√

3

2
−

3∑
i=1

(π
3
− αi

)
cosαi ≤

3∑
i=1

senαi ≤
3
√

3

2

Demostración. Consideremos f(x) := senx ∀x ∈ (−π/2, 0), es convexa; y to-
mamos ϕ(x) := cosx. Como f es derivable, ∂f(x) = {f ′(x)} ∀x ∈ (−π/2, 0).
Así, ϕ(x) ∈ ∂f(x) = {cosx} ∀x ∈ (−π/2, 0). Luego, estamos en condiciones de
aplicar el corolario anterior a los puntos xi = −αi

0 ≤
3∑
i=1

1

3
sen(−αi)− f

(
3∑
i=1

(−αi)

)

= −1

3

3∑
i=1

sen(αi)− f(−π/3) =

√
3

2
− 1

3

3∑
i=1

sen(αi)

≤
3∑
i=1

1

3
(−αi)ϕ(−αi)−

(
3∑
i=1

1

3
(−αi)

)(
3∑
i=1

1

3
ϕ(−αi)

)

= −1

3

3∑
i=1

αi cos(αi) +
π

3

(
1

3

3∑
i=1

cosαi

)
=

1

3

3∑
i=1

(π
3
− αi

)
cosαi

2.5. Desigualdad de Hardy
Ahora vamos a usar la forma integral de la desigualdad de Jensen para probar otro

importante y clásico resultado, conocido como desigualdad de Hardy. Pero antes
necesitamos un pequeño lema.

Lema 2.5.1. Sean 0 < b < +∞ y −∞ ≤ a < c ≤ +∞, si u es una función convexa
positiva sobre (a, c) entonces se verifica la desigualdad siguiente∫ b

0

u

(
1

x

∫ x

0

h(t) dt

)
dx

x
≤
∫ b

0

u(h(x))
(

1− x

b

) dx

x

para cualquier función integrable h : (0, b)→ (a, c).
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Demostración. Sea 0 < x < b, por la desigualdad de Jensen, u(M1(h)) ≤M1(u ◦ h),
equivalentemente, restringiendo el dominio de la función h al intervalo (0, x)

u

(
1

x

∫ x

0

h(t) dt

)
≤ 1

x

∫ x

0

u(h(t)) dt

Integrando entre 0 y b∫ b

0

u

(
1

x

∫ x

0

h(t) dt

)
dx

x
≤
∫ b

0

∫ b

0

1

x2
u(h(t))χ[0,x](t) dt dx = (♠)

Si llamamos f(x, t) := 1
x2u(h(t))χ[0,x](t) definida en (0, b)2, nos encontramos traba-

jando en un subconjunto de medida finita de R2 con la sigma-álgebra de los conjuntos
medibles Lebesgue y la medida de Lebesgue y f ≥ 0. Luego, gracias al teorema de
Fubini-Tonelli1

(♠) =

∫ b

0

∫ b

0

1

x2
u(h(t))χ[0,x](t) dx dt =

∫ b

0

u(h(t))

∫ b

0

1

x2
χ[0,x](t) dx dt

=

∫ b

0

u(h(t))

∫ b

t

1

x2
dx dt =

∫ b

0

u(h(t))

(
1− t

b

)
dt

t

Sea 1 < p <∞, f ∈ Lp(0,∞) con f ≥ 0. Si definimos la función F como

F (x) :=
1

x

∫ x

0

f(t) dt ∀x > 0

entonces se tiene que ‖F‖p ≤
p
p−1 ‖f‖p. Con igualdad sii f = 0 en ctp.

Teorema 11 (Desigualdad de Hardy).

Demostración. Consideremos p ∈ (1,∞) y la función u(x) := |x|p, que es convexa
en todo R (por ejemplo usando el criterio de la segunda derivada). Consideremos
ahora nuestra función u, y sean λ, µ ∈ [0, 1] tales que su suma da uno, y x, y ∈ R.
Entonces, utilizando la desigualdad triangular y que la función anterior es convexa
en [0,∞) tenemos que

u(λx+ µy) = |λx+ µy|p ≤ (λ|x|+ µ|y|)p ≤ λ|x|p + µ|y|p

por lo que u es convexa en todo R. Apliquemos ahora a ésta u el lema anterior,
obtenemos que∫ α

0

∣∣∣∣ 1x
∫ x

0

f(t) dt

∣∣∣∣p dx ≤
(

p

p− 1

)p ∫ α

0

|f(x)|p
(

1−
(x
α

) p−1
p

)
dx

donde α = bp/(p−1) y f(x) = h(x1−1/p)x−1/p. Así hemos conseguido lo análogo
a la desigualdad de Hardy para funciones f ∈ Lp(0, α), con 0 < α < +∞, y basta
con hacer tender α a infinito. En cuanto a la igualdad, si se da, entonces F y f
son proporcionales; es decir, f es de la forma Cxr con C una constante. Como
f ∈ Lp(0,∞), entonces ésto sólo es posible si la constante es nula. Y por lo tanto
f = 0 en ctp.

1 En la pág. 102 de [Cer00] aparece este resultado para espacios de medida arbitrarios
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Observación. La constante que aparece en la desigualdad de Hardy no puede ser
mejorada. Para ello, encontremos una sucesión (fn) de Lp(0,∞) de manera que la
sucesión de números reales (||Fn||p/||fn||p) converja a p/(p − 1) cuando n → ∞.
Sea n ∈ N y definamos

fn(t) := t
1
n−

1
pχ[0,1](t) ∀t > 0

Como
Fn(x) :=

1

x

∫ x

0

fn(t) dt =
1

x

∫ x

0

t
1
n−

1
pχ[0,1](t) dt

entonces,

||Fn||pp =

∫ ∞
0

1

xp

(∫ x

0

t
1
n−

1
pχ[0,1](t) dt

)p
dx

=

∫ 1

0

1

xp

(
x
p−1
p + 1

n

p−1
p + 1

n

)p
dx+

∫ ∞
1

1

xp

(
1

p−1
p + 1

n

)p
dx = (?)

ya que, de manera general, si a ∈ (0,∞), como 1 + 1/n− 1/p > 0, tenemos que∫ a

0

t
1
n−

1
p dt =

t
p−1
p + 1

n

p−1
p + 1

n

∣∣∣∣∣
a

0

=
a
p−1
p + 1

n

p−1
p + 1

n

Calculemos ahora las dos integrales de la expresión (?). Empecemos por la última,
para una mayor sencillez denotemosla por II y definamos αn := (p−1

p + 1
n )−p.

Entonces,

II = αn

∫ ∞
1

1

xp
dx = αn ·

1

1− p
En cuanto a la primera integral, denotada por I

I = αn

∫ 1

0

1

xp

(
x
p−1
p + 1

n

)p
dx = αn

∫ 1

0

x
p
n−1 dx = αn ·

xp/n

p/n

∣∣∣∣1
0

= αn ·
n

p

Luego,

(?) = αn

(
1

1− p
+
n

p

)
Pasemos ahora a calcular la norma de fn,

||fn||pp =

∫ ∞
0

(
t

1
n−

1
pχ[0,1](t)

)p
dt =

∫ 1

0

t
p
n−1 dt =

n

p

Tenemos así, puesto que αn → ((p − 1)/p)−p cuando n → ∞, que la sucesión de
números reales (||Fn||pp/||fn||pp) converge a

(
p
p−1

)p
. En efecto,

||Fn||pp
||fn||pp

=
αn

(
1

1−p + n
p

)
n
p

= αn

(
p

1− p
· 1

n
+ 1

)
−→

(
p

p− 1

)p
cuando n→∞. Por lo tanto, ||Fn||p/||fn||p −→ p/(p− 1) cuando n→∞. Lo cual
era justamente lo que buscábamos.



Capítulo 3

Ejemplos clásicos. Las funciones
Γ y β

En este capítulo nos centraremos en el estudio detallado de las funciones Gam-
ma y Beta: definiciones, características, propiedades, estimaciones, relaciones entre
ellas,. . . Puesto que estas dos funciones pertenecen a una clase muy importante, la
clase de las funciones logarítmicamente convexas (log-convexas), la primera sección
del capítulo irá dedicada a una pequeña introducción acerca de esta clase de funciones.

3.1. La clase de las funciones logarítmicamente conve-
xas

Sea I un intervalo, se dice que una función f : I → (0,∞) es logarítmicamente
convexa (ó log-convexa) si cumple que

f((1− λ)x+ λy) ≤ f(x)1−λf(y)λ x, y ∈ I ∀λ ∈ [0, 1]

Una primera y sencilla observación que debemos hacer es que si una función es log-
convexa, entonces es convexa. En efecto, utilizando la desigualdad media armónica-
media geométrica, vista en el primer capítulo, tenemos que

f((1− λ)x+ λy) ≤ f(x)1−λf(y)λ ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

para cualesquiera x, y ∈ I y λ ∈ [0, 1]. Por tanto f es una función convexa. Nótese
que al revés no ocurre, un contraejemplo de ello es la función g(x) = ex− 1 definida
en (0,+∞), que es convexa y no es log-convexa, pues basta tomar los valores concre-
tos x = 1/2, y = 1 y λ = 1/2 para que ocurra que g((1−λ)x+λy) > g(x)1−λg(y)λ.

Por otra parte, a partir de la definición se tiene que f es log-convexa si y sólo si log f
es convexa. De ahí la utilización de la expresión y notación log-convexa. Veamos esta
equivalencia: tomando logaritmos en la definición de log-convexidad llegamos a que,
dados x, y ∈ I con λ ∈ [0, 1]

log(f((1− λ)x+ λy)) ≤ log(f(x)1−λf(y)λ) = log(f(x)1−λ) + log(f(y)λ)

= (1− λ) log(f(x)) + λ log(f(y))
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pues log es función estrictamente creciente. Nótese que tomar logaritmos tiene senti-
do debido a que la función f tiene como espacio de llegada el intervalo abierto (0,∞)
por pertenecer a la clase de las funciones log-convexas. Para el recíproco, si partimos
de que log ◦f es una función convexa, entonces, por definición, se cumple que

log(f((1− λ)x+ λy)) ≤ (1− λ) log(f(x)) + λ log(f(y))

= log(f(x)1−λ) + log(f(y)λ)

= log(f(x)1−λ · f(y)λ)

luego, utilizando de nuevo que log es creciente, deducimos que f es convexa.

3.2. Estudio de las funciones Gamma y Beta.

3.2.1. La función Gamma
Definición 3.2.1 (La función Gamma). Ésta1 es una aplicación de los reales no
negativos con valores en R, definida y denotada como2

Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−tdt para todo x ∈ (0,∞)

Figura 3.1: Función Γ a diferente escala y zoom

Comprobemos que está bien definida; es decir, que la integral impropia conver-
ge. Sea x > 0, dividimos el dominio de integración en dos partes, a saber, [0, 1] y
[1,∞], y estudiamos la convergencia de cada integral asociada a estos subdominios
por separado. La correspondiente al subdominio [0, 1] 3 t, como 0 < e−t < 1, se
puede mayorar por

∫ 1

0
tx−1dt = 1

x , luego converge. Para la otra parte distingamos
dos casos.

Caso 1. Si x ≤ 1, entonces tx−1 ≤ 1 y podemos mayorar la correspondiente integral
por

∫∞
1
e−tdt = e−1.

1 Las imágenes de la función Γ han sido hechas online con el software WolframAlpha® : Computational
Knowledge Engine.

2 Puesto que a lo largo del trabajo no entramos en el mundo complejo, para mantener la coherencia
con el resto del texto, aquí únicamente tratamos la función Γ real y para probar sus características nos
ceñimos a argumentos de varibale real. Aunque, si definimos dicha función en los complejos obtenemos
propiedades más completas e interesantes, con mayores aplicaciones. Ésto, sin embargo, conlleva un ma-
yor esfuerzo; pues es necesario saber acerca de la teoría de productos infinitos de funciones holomorfas,
entre otras cosas. Un muy buen libro de variable compleja para ver todo ésto en detalle es el de John B.
Conway: Functions of one complex variable I, Graduate Texts in mathematics, 2a edición, Springer (vol.
11), referencia [Con].
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Caso 2. Si x > 1, usamos el criterio de comparación por paso al límite con la función
g(t) = t−2 > 0. Tenemos que tx−1e−t/g(t) = tx+1e−t → 0 cuando t → ∞.
En efecto, como [x] + 2 > x + 1 y t ≥ 1, entonces t[x]+2 ≥ tx+1 ≥ 0, donde
ĺımt→∞ e−t · t[x]+2 = 0 sin más que aplicar la regla de L’Hôpital [x] + 2 veces.
Así, ∃ ĺımt→∞ e−t · tx+1 = 0, y puesto que la integral de g sobre el intervalo
[1,∞) converge, también lo hará la de tx−1e−t.

Ahora, vamos a tratar de establecer diferentes expresiones que involucren a la fun-
ción Gamma y el teorema de la unicidad de Γ como extensión logarítmicamente
convexa de la función factorial, así como sus propiedades. Para ello necesitamos te-
ner en mente el teorema de derivación bajo el signo integral (que se obtiene como
consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) (ver A). És-
te teorema nos permitirá ver que Γ es derivable; es más, nos dirá que Γ es de clase
C∞(0,∞).

Aplicando directamente el teorema de derivación bajo el signo integral a la función
Γ, resulta que es de clase C∞ y que

Γn)(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t(log t)ndt

En efecto, tomemos como función f(t, x) el integrando de Γ, definido en (0,∞)2.
Nótese que, para cada t > 0 la función de una variable f(t, ·) = ft(·) es trivialmente
continua y derivable en (0,∞); y que si 0 < α < 1 < β < +∞ y x ∈ [α, β] se tienen
las acotaciones

0 < t < 1 : f(t, x) ≤ tx−1 ≤ tα−1 ⇒
∣∣∣∣∂nf∂xn

(t, x)

∣∣∣∣ ≤ tα−1| log t|n, ∀n ∈ N

1 < t < +∞ : f(t, x) ≤ e−ttβ−1 ⇒
∣∣∣∣∂nf∂xn

(t, x)

∣∣∣∣ ≤ e−ttβ−1(log t)n, ∀n ∈ N

En efecto, sean (t, x) ∈ (0,∞)2, por ejemplo, como ∂f
∂x (t, x) = e−t ∂∂x (tx−1) =

f(t, x) log(t), gracias a las cotas de arriba obtenemos el caso para n = 1 cuando
0 < t < 1. El caso n-ésimo se demuestra sin dificultad por inducción sobre n.
Simplemente hay que hacer notar que las sucesivas derivadas parciales n-ésimas au-
mentan en una unidad el exponente del logarítmo. Análogamente se tiene el caso
en el que 1 < t < ∞. Y puesto que la funciones, tα−1| log t|n ≥ 0 ∀t ∈ (0, 1) y
e−ttβ−1(log t)n ≥ 0 ∀t ∈ (1,+∞), son integrables, podemos aplicar a cada caso el
th. de derivación bajo el signo integral obteniendo lo buscado.

Ahora que ya conocemos la regularidad de la función Gamma, vamos a establecer
algunas de sus propiedades y características, así como diferentes fórmulas y expresio-
nes que la involucran. Partimos con tres de las más sencillas.
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La función Γ verifica que

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x) para todo x > 0.

2. Γ(1) = 1.

3. Γ es log-convexa.

Teorema 12 (Propiedades elementales de la función Gamma).

Demostración. Las dos primeras propiedades son de comprobación inmediata. En
cuanto a la tercera, tomemos x, y > 0 y sean λ, µ ≥ 0 tales que λ+ µ = 1. Así

Γ(λx+ µy) =

∫ ∞
0

tλx+µye−tdt =

∫ ∞
0

(tx−1e−t)λ(ty−1e−t)µ dt (?)

Si consideramos λ y µ distintos de cero (pues en otro caso la desigualdad que garan-
tiza que Γ es log-convexa sería trivial) y los expresamos como 1/p y 1/q respectiva-
mente y aplicamos la desigualdad de Hölder a las funciones (tx−1e−t)λ y (ty−1e−t)µ,
obtenemos que

(?) ≤
(∫ ∞

0

(tx−1e−t)λp dt

)1/p(∫ ∞
0

(ty−1e−t)µq dt

)1/q

= Γ(x)λΓ(y)µ

lo que garantiza la log-convexidad de la función Γ.

Corolario 3.2.1. Γ(n+ 1) = n! para todo n ∈ N ∪ {0}.

Corolario 3.2.2. La función Gamma es convexa y ĺımx→0+ xΓ(x) = 1.

Corolario 3.2.3 (Mínimo absoluto de la función Gamma). La función Gamma
tiene un mínimo absoluto en (0,+∞).

Demostración. Sabemos que ĺımn→∞ Γ(n) = +∞, y que Γ(x) = xΓ(x)/x −→ ∞
cuando x→ 0+. Luego, Γ no es monótona en (0,∞). Entonces, por las propiedades
de las convexas obtenemos que tiene un mínimo absoluto en (0,∞).

Como curiosidad cabe señalar que fue el gran Carl-Friedrich Gauss el primero en
averiguar que la función Gamma alcanza su mínimo absoluto en x = 1, 461632145...

Siguiendo con las propiedades, hay una especialmente relevante: la función Gamma
es la única extensión logarítmicamente convexa de la función factorial.
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Supongamos que la función f : (0,∞) −→ R cumple las tres siguientes propie-
dades

1. f(x+ 1) = xf(x) para todo x > 0.

2. f(1) = 1.

3. f es log-convexa.

Entonces f es la función Γ.

Teorema 13 (H. BOHR y J. MOLLERUP, 1922).

Demostración. Al igual que hicimos con la función Γ, podemos obtener a partir de
las dos primeras propiedades que f(n + 1) = n! para todo n ∈ N. Sea ahora, x ∈
(0, 1] y n ∈ N. Entonces, gracias a (3) y a (1)

f(n+ 1 + x) = f((1− x)(n+ 1) + x(n+ 2)) ≤ (f(n+ 1))1−x(f(n+ 2))x

= (f(n+ 1))1−x(n+ 1)x(f(n+ 1))x = (n+ 1)xf(n+ 1)

= (n+ 1)xn!

Además, también tenemos que

n! = f(n+ 1) = f(x(n+ x) + (1− x)(n+ 1 + x))

≤ (f(n+ x))x(f(n+ x+ 1))1−x

= (f(n+ x+ 1))x(n+ x)−x(f(n+ x+ 1))1−x

= (n+ x)−xf(n+ x+ 1)

Por otra parte

f(n+ x+ 1) = (n+ x)f(n+ x) = (n+ x)(n− 1 + x)f(n− 1 + x)

= · · · = (n+ x)(n− 1 + x) · · ·xf(x)

Luego, uniendo convenientemente todas las desigualdades(
1 +

x

n

)x
≤ (n+ x)(n− 1 + x) · · ·xf(x)

n! · nx
≤
(

1 +
1

n

)x
conseguimos, f(x) = ĺımn→∞

n!·nx
(n+x)(n−1+x)···x cuando x ∈ (0, 1].

Ahora probaremos que la fórmula de arriba no sólo es válida para los x ∈ (0, 1],
sino para todo x > 0. Así, como dicha fórmula ha sido obtenida sólamente de las
condiciones (1), (2) y (3) del enunciado, la función f quedará inequívocamente de-
terminada por esas condiciones. Consecuentemente, como Γ cumple las tres hipó-
tesis antes mencionadas, entonces f = Γ. Luego, no hay más que una función
log-convexa que extienda a la función factorial, y ésta es la función Gamma.

Supongamos que x > 0 y elegimos un natural m tal que 0 < x − m ≤ 1. Así,
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gracias a (1) y a la fórmula de arriba, tenemos que

f(x) = (x− 1)f(x− 1) = (x− 1)(x− 2) · · · (x−m)f(x−m)

= (x− 1) · · · (x−m) · ĺım
n→∞

n! · nx−m

(n+ x−m)(n− 1 + x−m) · · · (x−m)

= ĺım
n→∞

(
n! · nx

(n+ x)(n− 1 + x) · · ·x
· (n+ x)(n+ x− 1) · · · (n+ x−m+ 1)

nm

)

= ĺım
n→∞

(
n! · nx

(n+ x)(n− 1 + x) · · ·x

)
· ĺım
n→∞

((
1 +

x

n

)
· · ·
(

1 +
x−m+ 1

n

))

= ĺım
n→∞

(
n! · nx

(n+ x)(n− 1 + x) · · ·x

)
, que es la expresión buscada.

Pues, el límite de la derecha es 1.

Corolario 3.2.4. Para cada x > 0 se tiene que

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt = ĺım
n→∞

(
n! · nx

(n+ x)(n− 1 + x) · · ·x

)
Relación trigonométrica de Gamma. Una vez vistas las propiedades básicas de la
función Γ, la siguiente parte del capítulo corresponde al intento de establecer una
relación entre dicha función y la función sen. Pero antes debemos saber escribir
sen(x) como un producto infinito.

Sea x ∈ R, entonces

sen(x) = x ·
∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
Teorema 14 (L. EULER).

Demostración. En primer lugar veamos que fijado x ∈ R, el producto infinito conver-
ge. Para ello utilicemos la caracterización que afirma que si pk ≥ 0 para todo k ∈ N,
un producto infinito de la forma

∏∞
k=1(1−pk) converge si y solo si la serie

∑∞
k=1 pk

converge. En nuestro caso, pk = x2

k2π2 ≥ 0 y
∑∞
k=1 pk = x2

π2

∑∞
k=1

1
k2 < +∞.

Gracias a la fórmula de D´Moivre, (cos(x)+i·sen(x))n = cos(nx)+i·sen(nx) ∀n ∈
N, obtenemos que sen(2n+ 1)θ es un polinomio de grado 2n+ 1 en la variable sen θ
para cada n ∈ N fijado. En efecto, sea n ∈ N fijo, gracias al desarrollo ofrecido por el
binomio de Newton y la fórmula de D’Moivre

(cosx+ i senx)2n+1 =

2n+1∑
k=0

(
2n+ 1

k

)
cosk x(i senx)2n+1−k

= cos(2n+ 1)x+ i sen(2n+ 1)x
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Como i2 = −1, el sumatorio de arriba es igual a
n∑
j=0

(
2n+ 1

2j

)
cos2j x(−1)n−j i sen2(n−j)+1 x+

+

n∑
j=0

(
2n+ 1

2j + 1

)
cos2j+1 x (−1)n−j sen2n−2j x

Igualando las partes imaginarias de la expresión primera y usando que para cada
j ∈ {0, . . . , n}, cos2j x = (cos2 x)j = (1− sen2 x)j =

∑j
l=0

(
j
l

)
(−1)j−l sen2(j−l) x

sen(2n+ 1)x =

n∑
j=0

(
2n+ 1

2j

)
cos2j x (−1)n−j sen2(n−j)+1 x

=

n∑
j=0

j∑
l=0

(
2n+ 1

2j

)(
j

l

)
(−1)n−l sen2(n−l)+1 x

luego sen(2n + 1)θ es un polinomio en la variable sen θ de grado 2n + 1, pues el
coeficiente que acompaña al término de mayor orden es (−1)n

∑n
j=0

(
2n+1

2j

)
, que no

es nulo. Lo cual era justamente lo que buscábamos. Además, puesto que sen θ es una
función impar y se anula cuando θ = kπ con k ∈ Z, entonces nuestro polinomio
tendrá raíces en los valores ± sen (kπ/(2n+ 1)) con k = 0, . . . , n. Nótese que hay
exactamente 2n+1 raíces, pues son 2 posibilidades para el signo (que sale gracias a
que el seno es función impar) y (n+1) para los valores que puede tomar k, pero
como cuando k = 0 el signo no determina nada, entonces en total habrá 2n+1
posibilidades. Además, es evidente que todas las raíces son distintas ya que la función
sen es estrictamente creciente en [−π2 ,

π
2 ] y

0 <
π

2n+ 1
<

2π

2n+ 1
< . . . <

(n− 1)π

2n+ 1
<

nπ

2n+ 1
<
π

2

0 > − π

2n+ 1
> − 2π

2n+ 1
> . . . > − (n− 1)π

2n+ 1
> − nπ

2n+ 1
> −π

2

luego están todas. Si denotamos sen(2n + 1)θ = P (θ), siendo P un polinomio de
grado 2n + 1, y si α representa al coeficiente director del polinomio P , podemos
escribir

P (X) = αX

(
X2 − sen2 π

2n+ 1

)
· · ·
(
X2 − sen2 nπ

2n+ 1

)
= αX

n∏
k=1

(
X2 − sen2 kπ

2n+ 1

)
Luego

sen(2n+ 1)θ = P (sen θ) = α sen θ

n∏
k=1

(
sen2 θ − sen2 kπ

2n+ 1

)

= (−1)nα sen θ

n∏
k=1

(
sen2 kπ

2n+ 1

)(
1− sen2 θ

sen2 kπ
2n+1

)

=

(
(−1)nα

n∏
k=1

sen2 kπ

2n+ 1

)
sen θ

n∏
k=1

(
1− sen2 θ

sen2 kπ
2n+1

)
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Si llamamos β al primer factor entre paréntesis, su valor lo calculamos haciendo el
límite siguiente

1 = ĺım
θ→0

sen(2n+ 1)θ

(2n+ 1)θ
= ĺım
θ→0

[
β

2n+ 1

sen θ

θ

n∏
k=1

(
1− sen2 θ

sen2 kπ
2n+1

)]

=
β

2n+ 1
· ĺım
θ→0

n∏
k=1

(
1− sen2 θ

sen2 kπ
2n+1

)
=

β

2n+ 1

Así

sen(2n+ 1)θ = (2n+ 1) sen θ

n∏
k=1

(
1− sen2 θ

sen2 kπ
2n+1

)
Supongamos ahora que x > 0, y sean m y n dos enteros tales que x < m < n.
Tomando θ = x

2n+1 en la expresión de arriba, tenemos que

senx

(2n+ 1) sen x
2n+1

=
n∏
k=1

(
1−

sen2 x
2n+1

sen2 kπ
2n+1

)

Si denotamos por ak al término k-ésimo del producto superior, como 2θ/π < sen θ <
θ cuando 0 < θ < π/2, entonces

0 < 1− x2

4k2
< ak < 1 si m < k ≤ n

En efecto, la siguiente cadena de implicaciones muestra que 0 < ak < 1

0 < x < m < k ≤ n ⇒ 0 < x < kπ ≤ nπ ⇒

⇒ 0 <
x

2n+ 1
<

kπ

2n+ 1
≤ nπ

2n+ 1
<
π

2

⇒ 0 <
sen x

2n+1

sen kπ
2n+1

< 1 ⇒ 0 <
sen2 x

2n+1

sen2 kπ
2n+1

< 1

Para ver que 0 < 1− x2

4k2 < ak, como

0 < sen
x

2n+ 1
<

x

2n+ 1
⇒ 0 < sen2 x

2n+ 1
<

x2

(2n+ 1)2

y

sen
kπ

2n+ 1
>

2kπ

π(2n+ 1)
=

2k

2n+ 1
⇒ sen2 kπ

2n+ 1
>

4k2

2n+ 1

entonces

0 <
sen2 x

2n+1

sen2 kπ
2n+1

<

x2

(2n+1)2

4k2

(2n+1)2

=
x2

4k2
< 1

que era lo que buscábamos. Continuando con la demostración, afirmamos que

1 > am+1 · am+2 · · · an >
n∏

k=m+1

(
1− x2

4k2

)
> 1− x2

4

n∑
k=m+1

1

k2
> 1− x2

4m
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donde la penúltima desigualdad estricta se prueba fácilmente por inducción y la úl-
tima por métodos de integración. En cuanto a la primera, como si 0 ≤ bk < 1 para
todo k ∈ {1, . . . , n} entonces

∏n
k=1(1 − bk) ≥ 1 −

∑n
k=1 bk, aplicamos ésto con

bk = x2/(4k2) para todo k ∈ {m + 1, . . . , n}. Para ver la segunda desigualdad con-
sideremos la función f(x) := 1/x2 definida en el intervalo [1,∞) y razonemos de
la siguiente manera. Para cada k ∈ {m + 1, . . . , n}, el número 1/k2 > 0 coincide
exactamente con el área del rectángulo de base el segmento de R2: [k− 1, k]×{0}, y
altura f(k). Así, si k recorre el conjunto {m+ 1, . . . , n}, puesto que los rectángulos
asociados a cada k son consecutivos y subyacentes a la gráfica de la función f en el
intervalo [m,∞), se tiene que

n∑
k=m+1

1

k2
<

∫ n

m

f(x) dx = − 1

x

∣∣∣∣n
m

= − 1

n
+

1

m
<

1

m

lo cual era justamente lo que se estaba buscando. Así,

senx

(2n+ 1) sen x
2n+1

=
n∏
k=1

ak =

(
m∏
k=1

ak

)(
n∏

k=m+1

ak

)

pertenece al intervalo[(
1− x2

4m

) m∏
k=1

(
1−

sen2 x
2n+1

sen2 kπ
2n+1

)
,

m∏
k=1

(
1−

sen2 x
2n+1

sen2 kπ
2n+1

)]

y haciendo n→∞ y teniendo en cuenta que

ĺım
n→∞

(2n+ 1) sen
x

2n+ 1
= ĺım
n→∞

x ·
sen x

2n+1
x

2n+1

= x

y que

ĺım
n→∞

sen x
2n+1

sen kπ
2n+1

= ĺım
n→∞

x

kπ
·

(
sen x

2n+1

)
/
(

x
2n+1

)
(

sen kπ
2n+1

)
/
(

kπ
2n+1

) =
x

kπ

nos queda que

senx

x
∈

[(
1− x2

4m

) m∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
,

m∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)]

y haciendo tender m a infinito, finalmente obtenemos que

∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
≤ senx

x
≤
∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)

Γ(x)Γ(1− x) =
π

senπx
, ∀x ∈ (0, 1)

Teorema 15 (Relación trigonométrica de Γ).
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Demostración. Tenemos que

Γ(x)Γ(1−x) = ĺım
n→∞

n!nxn!n1−x

(n+ x)(n− 1 + x) · · ·x(n+ 1− x)(n− x) · · · (1− x)
= (?)

Pero démonos cuenta que simplemente reordenando

(n+ x)(n− 1 + x) · · · x · (n+ 1− x) · · · (1− x) =

= (n+ x)(n− x)(n− 1 + x)(n− 1− x) · · · (1 + x)(1− x) · x · (n+ 1− x)

=

(
n∏
k=1

(k2 − x2)

)
· x · (n+ 1− x) = x · (n+ 1− x)

n∏
k=1

(
k2

(
1− x2

k2

))

= (n+ 1− x)(n!)2x

n∏
k=1

(
1− x2

k2

)
Y como ĺımn→∞ n/(n+ 1− x) = 1, obtenemos

(?) = ĺım
n→∞

n

(n+ 1− x)x
∏n
k=1

(
1− x2

k2

) =
1

x
∏∞
k=1

(
1− x2

k2

) =
π

senπx

Corolario 3.2.5. La función Γ en 1/2 toma el valor
√
π.

Nótese que para llegar a éste corolario no hubiera sido necesario utilizar los teoremas
anteriores. Simplemente, haciendo uso de las herramientas del cálculo integral básico,
defino la función real ϕ en todo R como ϕ(x) = e−x

2/2. Nuestro objetivo es calcular
la integral I =

∫∞
−∞ ϕ(x)dx, que existe, pues 0 < e−x

2/2 < e−|x|+1 si −∞ < x <

∞ y
∫∞
−∞ e−|x|+1dx = 2e. Hacemos un cambio de variable a coordenadas polares,

entonces

I2 =

∫ ∞
−∞

ϕ(x) dx ·
∫ ∞
−∞

ϕ(y) dy =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−
1
2 (x2+y2)dxdy

=

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−
1
2 r

2

r dθdr =

∫ 2π

0

[
e−

1
2 r

2
]∞

0
dθ =

∫ 2π

0

1 dθ = 2π

luego I =
√

2π. Ahora bien, como Γ(1/2) =
∫∞

0
t−1/2e−tdt, si hacemos el cambio

de variable t = u2/2, dt = udu nos queda que

Γ(1/2) =

∫ ∞
0

u−1

2−1/2
· e−u

2/2udu =
√

2 · I
2

=
√
π

Hemos demostrado así, de forma directa, sin pasar por el teorema de Euler, la igual-
dad superior. Una variante de la misma es

1√
2π
·
∫ ∞
−∞

e−t
2/2 dt = 1

Sea x > 0, entonces se tiene que

Γ
(x

2

)
· Γ
(
x+ 1

2

)
=

√
π

2x−1
· Γ(x)

Teorema 16 (Fórmula de duplicación de Gauss-Legendre).
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Demostración. Simplemente, como la función f definida a partir de la fórmula del
enunciado verifica las hipótesis del teorema (13), el mismo nos asegura que f =
Γ.

El siguiente paso que daremos será el de probar la fórmula de Stirling, la cual tiene
importantes aplicaciones en la teoría analítica de números. Pues, para n ∈ N grande,
permite aproximar el natural n! y puesto que Γ(n + 1) = n!, también permitirá
aproximar la función Gamma en estos valores. Después del resultado aparecerá un
corolario que mostrará de manera explícita la importancia de la fórmula de Stirling
en relación con la función Γ. Necesitaremos de una proposición previa para facilitar
la demostración de la misma.

Proposición 3.2.6. La sucesión (an)n∈N, donde an = log n! − (n + 1
2 ) log n + n,

converge.

Demostración. La convergencia de (an) estará garantizada si vemos que es decreciente
y que está acotada inferiormente. Sea n ∈ N, entonces

an − an+1 = log
n!

(n+ 1)!
− (n+ 1/2) log n+ (n+ 1 + 1/2) log(n+ 1)− 1

= (n+ 1/2)(log(n+ 1)− log n)− 1

= (n+ 1/2) log

(
1 +

1

n

)
− 1

Ahora bien, utilizando la desigualdad de Hermite-Hadamard, proposición (2.3.1),
aplicada a la función 1/x sobre el intervalo [n, n+ 1], obtenemos que

(
n+ 1

2

)−1 ≤∫ n+1

n
1/x dx = log

(
1 + 1

n

)
. Luego

an − an+1 = (n+ 1/2) log

(
1 +

1

n

)
− 1 ≥ (n+ 1/2)

(
n+

1

2

)−1

− 1 = 0

y así la sucesión (an) es decreciente. Veamos ahora que es acotada inferiormente por
1/2. Usamos la siguiente desigualdad, obtenida a partir de la proposición (2.3.1), si
g(x) := log(x)

g

(
r − 1/2 + r + 1/2

2

)
= g(r) = log(r) ≥

∫ r+1/2

r−1/2

g(x) dx

Tenemos que∫ n

1

log xdx =

∫ 1+1/2

1

log xdx+

∫ 2+1/2

1+1/2

log xdx+ · · ·+
∫ n

n−1+1/2

log xdx

≤ 1

2
log(3/2) + log(2) + · · ·+ log(n− 1) +

1

2
log(n)

<
1

2
+ log(n!)− 1

2
log(n)

Ahora bien, como
∫ n

1
log xdx = n log n− n+ 1, entonces

an = log n!− (n+ 1/2) log n+ n >

∫ n

1

log x dx− 1

2
− n log n+ n = 1/2

la arbitrariedad de n nos garantiza que (an) está acotada inferiormente por 1/2.
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ĺım
n→∞

n!√
2π · nn+1/2 · e−n

= 1

Teorema 17 (Fórmula de Stirling).

Demostración. Antes de nada, en esta demostración todas las convergencias que apa-
recen son cuando n → ∞. Utilizando la notación de la proposición anterior, dado
n ∈ N defino el término n-ésimo de la sucesión (bn)n∈N como

bn := ean = elogn!−(n+ 1
2 ) logn+n = n! · n−(n+ 1

2 ) · en =
n!

nn+ 1
2 · e−n

Ahora bien, debido a la definición de bn, si digamos que an → a0 entonces, bn →
b = ea0 > 0. Luego,

b2n
b2n

=
(n!)2 · [e−2n · n2n+1]−1

(2n)! · [(2n)2n+ 1
2 · e−2n]−1

=
(n!)2 · 22n+ 1

2

(2n)! · n1/2
−→ b2

b
= b

Esta conclusión la utilizaremos más adelante. Ahora definamos una nueva sucesión,
(cn)n∈N que nos ayudará a encontrar el valor real de b. Dado n ∈ N

cn :=
n! · n1/2

(n+ 1
2 ) · · · 3

2 ·
1
2

Luego, ĺımn→∞ cn = Γ(1/2) =
√
π. Así, utilizando lo que anunciábamos antes

b2n
b2n

= cn

(
1 +

1

2n

)√
2 −→

√
π
√

2 =
√

2π (?)

Por lo que b =
√

2π ya que habíamos probado que b2n/b2n → b > 0. Consecuente-
mente

bn√
2π

=
n!√

2πnn+ 1
2 · e−n

−→ b

2π
= 1

Para completar la demostración deberemos probar la igualdad no obvia en la expre-
sión (?). Para ello démonos cuenta de los siguiente. Escrito de manera expandida
para una mejor comprensión

(2n)!

22n
=

1

2
· 2

2
· 3

2
· 4

2
· 5

2
· · · n

2
· n+ 1

2
· n+ 2

2
· · · 2n− 2

2
· 2n− 1

2
· 2n

2

=

(
1

2
· 3

2
· 5

2
· · ·
(
n− 1

2

))
· (1 · 2 · 3 · · ·n)

pues lo único que hemos hecho ha sido reordenar los factores, agrupando primero los
que ocupaban una posición impar en la expresión expandida de (2n)!

22n y en segundo
lugar los que ocupaban una posición par. Nótese que también hemos simplificado las
expresiones fraccionarias. Teniendo ésto en mente es más fácil comprobar la igualdad
deseada. Simplemente

b2n
b2n

=
(n!)2 · 22n+ 1

2

(2n)! · n1/2
=
n! · n1/2 · 22n

(2n)!
· n!

n
·
√

2

=
n! · n1/2

1
2

3
2 · · ·

(
n− 1

2

) · n!

n · 1 · 2 · · ·n
·
√

2 = cn

(
1 +

1

2n

)
·
√

2
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3.2.2. La función Beta
Definición 3.2.2 (La función Beta). Es una función real de 2 variables que viene
definida a partir de la expresión

β(x, y) :=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

para cualesquiera x, y > 0. Nótese que β sólo está definida en el primer cuadrante de
R2 (sin incluir los ejes)3.

Figura 3.2: Función β con vista cenital

Lo primero que haremos será comprobar que la función Beta está bien definida.
Para ello separamos el dominio de integración en dos obteniendo dos nuevas inte-
grales. Por el criterio de comparación por paso al límite, dichas integrales convergen
para x, y > 0 ya que las integrales

∫ 1/2

0
tx−1dt y

∫ 1

1/2
(1− t)y−1dt hacen lo propio.

El siguiente resultado reune las propiedades más relevantes acerca de la función Beta,
y su relación con Γ.

La función Beta tiene las siguientes propiedades:

1. β es simétrica; es decir, β(x, y) = β(y, x) ∀x, y > 0

2. β(x+ 1, y) = x
x+yβ(x, y) ∀x, y > 0

3. Fijado y > 0, β(·, y) es log-convexa

4. Relación con Γ,

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
∀x, y > 0

Teorema 18 (Propiedades de β ).

3 Al igual que las gráficas de la función gamma, las de β también están hechas online con
WolframAlpha® : Computational Knowledge Engine.
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Demostración. Para la primera, simplemente hacemos el cambio de variable u = 1−t,
du = −dt. La segunda se obtiene a partir de la definición e integrando por partes;
mientras que la tercera sólo hay que aplicar la desigualdad de Rogers-Hölder, ver teo-
rema (36). Hagamos con algo más de detalle la cuarta.

Fijemos un y > 0 y definamos la función

ψy(x) :=
Γ(x+ y)β(x, y)

Γ(y)
∀x > 0

Notesé que ψy está bien definida y que Γ(y) ∈ R+ es un valor fijo. Así, puesto que
ψy es producto de funciones logarítmicamente convexas, ella también lo será. En
efecto, de manera general, si tenemos dos funciones log-convexas, u, v : I −→ R, y
dos puntos x, y ∈ I , y tomamos dos escalares λ, µ ≥ 0 tales que su suma valga uno

(uv)(λx+ µy) = u(λx+ µy) · v(λx+ µy) ≤ u(x)λu(y)µv(x)λv(y)µ

= (uv)λ(x) · (uv)µ(y)

Continuando con la demostración, observemos que por las propiedades ya probadas
de las funciones Gamma y Beta

ψy(x+ 1) =
Γ(x+ y + 1)β(x+ 1, y)

Γ(y)
=

(x+ y)Γ(x+ y)xβ(x, y)

Γ(y)(x+ y)
= x · ψy(x)

Además, también se tiene que

ψy(1) =
Γ(1 + y)β(1, y)

Γ(y)
=
y Γ(y)β(1, y)

Γ(y)
y

∫ 1

0

t0(1− t)y−1dt = 1

Consecuentemente, ψy tiene las tres propiedades que caracterizan a la función Gam-
ma y que sólo ella tiene, luego por el teorema (13) concluimos que ψy(x) = Γ(x)
para todo x > 0. Así ψy(x) = Γ(x) ∀x > 0 Como el y > 0 fijado es arbitrario,
deducimos (4).

3.2.3. Algunas otras importantes expresiones que involucran a las
funciones Gamma y Beta

A partir de los resultados anteriores podemos obtener las siguientes expresiones.

PRIMERA. Valor que toma Γ a medio camino entre un natural y el siguiente

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

n! 4n
∀n ∈ N

Para obtener este resultado simplemente aplicamos la fórmula de duplicación de
Gauss-Legendre

SEGUNDA. Expresión de la función β en términos de sen y cos:

β(x, y) = 2

∫ π/2

0

sen2x−1 t · cos2y−1 tdt ∀x, y > 0
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Simplemente hacemos un cambio de variable en la integral dada por la definición de
la propia β, t = sen2 u, dt = 2 senu cosudu.

TERCERA. Se tiene la siguiente igualdad para el cálculo de integrales Riemman∫ π/2

0

sen2n tdt =
(2n)!

√
π

22n+1 (n!)2

CUARTA (Fórmula de Euler para integración). Si 0 < x < 1, entonces ocurre que∫ ∞
0

tx−1

1 + t
dt =

π

sen(πx)

QUINTA (Fórmula de Weierstrass para la función Γ). Si γn = 1 + 1/2 + · · · +
1/n− log n, llamamos constante de Euler a γ := ĺımn→∞ γn ≈ 0,5772.... Entonces, se
tiene la siguiente expresión de la función Gamma

Γ(x) =
e−γx

x

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)−1

ex/n

para todo x estrictamente positivo.

SEXTA. Para todo x > 0 se tiene que

d2

dx2
(log(Γ(x))) =

∞∑
n=0

1

(x+ n)2

Como consecuencia de la forma de expresar Γ como producto infinito, podemos
calcular fácilmente la función log ◦Γ

log(Γ(x)) = −γx− log x+

∞∑
n=1

[x
n
− log

(
1 +

x

n

)]
y derivando

d

dx
(log(Γ(x))) =

Γ′(x)

Γ(x)
= −γ − 1

x
+

∞∑
n=1

[
1

n
− 1

n
· 1

1 + x/n

]

= −γ − 1

x
+

∞∑
n=1

x

n(n+ x)

Además, también hemos obtenido otra fórmula para la derivada de Gamma

Γ′(x) = Γ(x)

[
−γ − 1

x
+

∞∑
n=1

x

n(n+ x)

]
(x > 0)

Estamos ya en condiciones de abordar la sexta cuestión, que sale de manera inmedia-
ta gracias a la dedución que acabamos de hacer.

SÉPTIMA. Para cada x > 0 se tiene que

Γ(x/3)Γ((x+ 1)/3)Γ((x+ 2)/3) = 2π
√

3 Γ(x) 3−x



Capítulo 4

Funciones convexas en varias
dimensiones

Una vez visto en profundidad el caso de una variable, pasamos ahora a tratar
las funciones convexas en varias variables reales, para lo cual necesitamos primero
recordar algunas cosas de los conjuntos convexos, pues es allí donde están definidas
estas funciones.

4.1. Conjuntos convexos

En lo que sigue E1 será un espacio lineal real mientras no se diga lo contrario. Un
conjunto C ⊆ E es convexo si para cada dos puntos x, y ∈ C, el conjunto C contiene
al segmento lineal convexo2

[x, y] := {(1− λ)x+ λy : λ ∈ [0, 1]}

Dados A,B ⊂ E y λ, µ ∈ R, se define la suma lineal de conjuntos como λA+ µB :=
{λx+µy : x ∈ A, y ∈ B}. Esta suma es convexa si A y B lo son y los escalares λ, µ
son no negativos. Un conjunto A se dice afín si (1−λ)x+λy ∈ A para cualesquiera
x, y ∈ A y λ ∈ R. Dados x1, . . . , xn ∈ E, una combinación afín de ellos es

x =

n∑
i=1

λixi con λi ∈ R y
n∑
i=1

λi = 1

Se dice que la combinación es convexa si λi ≥ 0 ∀i.

Sea ahora A ⊆ E, se define la envolvente convexa de A, co(A), como la intersección
de todos los subconjuntos convexos de E que contienen a A. Así, co(A) es convexo y
es el menor convexo que contiene a A. Se tiene que co(A) es el conjunto de todas las
combinaciones convexas de elementos de A. La variación afín de esta construcción
se llama envolvente afín, aff(A). Se define la dimensión de un conjunto convexo
A ⊂ E como dim(A) := dim(aff(A)). La demostración del siguiente teorema que
involucra todos estos nuevos conceptos se encuentra en [NP06].

1 Para la mayoría de las aplicaciones que describimos aquí, E será de dimensión finita, pero las defini-
ciones y primeros resultado pueden establecerse en dimensión cualquiera

2 Para ver una teoría más detallada y explicativa acerca de los conjuntos convexos ir a [Web94]
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Sea A ⊆ E, dim(co(A)) = dim(aff(co(A))) = m. Entonces cada punto
x ∈ co(A) es la combinación convexa de a lo más m+ 1 puntos de A.

Teorema 19 (Teorema de Carathéodory).

Se llama polítopos3 a cualquier conjunto de la forma C = co({x0, . . . , xn}). Si los
puntos x1−x0, . . . , xn−x0 son independientes entonces C es un n-símplice con vér-
tices los puntos x0, . . . , xn. Se tiene también que dim(C) = n. Para cualquier punto
x de un n-símplice existen λi ≥ 0 (únicos) tales que x =

∑
λixi es combinación

convexa y dichos λi se denominan coordenadas baricéntricas de x.

4.1.1. Hiperplanos (soporte) y teoremas de separación
Los hiperplanos4 son la extrapolación a dimensión superior del concepto de línea

en R2 y de plano en R3. Son usados para separar el espacio en dos partes llamadas
(sub)espacios mitad. Un hiperplano de E es un conjunto de la forma

H := {x ∈ E : h(x) = α}

con h : E → R un funcional lineal no nulo y α ∈ R. A los conjuntos {x ∈ E :
h(x) ≥ α} y {x ∈ E : h(x) ≤ α} se les llama semi-espacios asociados (determinados)
por H . Son adjetivados de abiertos ó cerrados según sea la desigualdad estricta ó no.
Si h ∈ E∗, es decir, h es continua, entonces H y los dos semi-espacios determinados
por él son conjuntos cerrados de E. Decimos simplemente que H es cerrado.

Sean U, V ⊆ E convexos contenidos en un espacio lineal normado con
int(U) 6= ∅, V ∩ int(U) = ∅. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa
U y V .

Teorema 20 (Teorema de separación).

Sean K,C ⊆ E convexos no vacíos con K ∩ C = ∅, K compacto y C cerrado.
Entonces existe un hiperplano cerrado que separa K y C estrictamente.

Teorema 21 (Teorema de separación fuerte).

Idea de la prueba del teorema (21) en el caso dim(E) < ∞. Se prueba primero que
existen puntos x ∈ K e y ∈ C de modo que la distancia de K a C se realiza por la
distancia de x a y. Después es fácil ver que un hiperplano que pasa por un punto del
segmento [x, y] y es ortogonal a [x, y] separa estrictamente K y C.

3 En el libro Convexity, referencia [Web94], se da una buena teoría acerca de los polítopos: característi-
cas, propiedades, usos en otros ambientes para facilitar la prueba de determinados resultados, volumen de
los mismos, área de su frontera, etc. De ésta última hablaremos más adelante cuando tratemos la desigualdad
de Brunn-Minkovsky

4 La teoría de teoremas de separación e hiperplanos soporte aparece en multitud de libros. Aquí se ha
seguido la recopilación de resultados que aparece en el apéndice A de [NP06]. También puede verse algo
más detallado en [Web94]



4.2 Funciones convexas en dimensión superior 49

Definición 4.1.1 (Hiperplano soporte). Se dice que un hiperplano H soporta A,
un convexo de E, en un punto a ∈ A si dicho punto también está en H y A está
contenido en uno de los semi-espacios determinados por H5.

Definición 4.1.2 (Punto extremo). Un z ∈ U ⊆ E convexo es un punto extremo si
no existen x, y ∈ U distintos ni λ ∈ (0, 1) tales que z = (1− λ)x+ λy.

Así, por ejemplo, los puntos extremos de un símplice son sus vértices, y en un
disco cerrado como DR(0) = {(x, y) : x2 +y2 ≤ R2} lo son los puntos de ∂DR(0).
El semiplano y ≥ 0 de R2 no tiene puntos extremos.

Cada K ⊆ Rn no vacío, convexo y compacto es la envolvente convexa de sus
puntos extremos.

Teorema 22 (Minkovsky).

Demostración. Por inducción sobre la dimensión m de K. Si m = 0 ó m = 1; esto
es, cuando K es un punto o un segmento cerrado la afirmación es obvia. Asumimos
cierto el resultado para m ≤ n− 1 y tomamos K de dimensión m+ 1 embebido en
un subespacio lineal E de dimensión m+ 1.
Tenemos dos casos, si z ∈ ∂K, entonces existe un H ⊆ E hiperplano soporte para
K en z. Así, como K ∩H es compacto, convexo y de dimensión menor o igual que
m, por la hipótesis de inducción, z es una combinación convexa de puntos extremos
de K ∩ H . Ahora bien, cualquier punto extremo e ∈ K ∩ H es también un punto
extremo de K. En efecto, sea

H = {t ∈ E : ϕ(t) = α}

podemos suponer que K ⊆ {ϕ ≤ α}. Si e = (1− λ)x+ λy, x 6= y en K, λ ∈ (0, 1)
entonces ϕ(x) = ϕ(y) = α. Esto es que x, y ∈ K ∩ H , en contradicción con la
elección de e.
Si z ∈ int(K), cada línea a través de z intersecta a K en un segmento cuyos puntos
finales están en ∂K. Consecuentemente, z es una combinación convexa de puntos
frontera que son combinaciones convexas de puntos extremos, como acabamos de
ver.

Observación. Versión más fina del teorema (22). Cada punto en un compacto conve-
xo de Rn es la combinación convexa de a lo más n+1 puntos extremos6. Su demostración
puede hacerse usando el teorema (19).

4.2. Funciones convexas en dimensión superior
Sea en lo que sigue U ⊆ E un convexo de un espacio lineal real E.

Definición 4.2.1 (Función convexa). Se dice que f : U → R es convexa si

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) ∀x, y ∈ U ∀λ ∈ [0, 1]

5 Usaremos el siguiente resultado explícitamente más adelante: si A es un conjunto convexo y x es un
punto de la frontera de A entonces, por el teorema (20), existe un hiperplano soporte de A en x

6 Ver su enunciado completo y demostración en [RW98], teorema 2.29, pág. 55
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Podemos reducir la convexidad en varias variables a ver la convexidad en un sola
variable, así una tal f como la de arriba sería convexa sii para todo x, y ∈ U , la
función ϕ(t) := f((1 − t)x + ty) en [0, 1] también lo es. Además nótese que la
convexidad aquí definida es más fuerte que ser convexa en cada variable por separado:
la función f(x, y) = xy en R2 es convexa cuando fijamos un valor cualquiera a una
de las variables (es una función afín), sin embargo no es convexa en R2 como se
comprueba al restringirla a la recta y = −x. Ejemplos de funciones estrictamente
convexas serían

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

ϕ(xi) g(x1, . . . , xn) =
∑
i<j

cij(xi − xj)2

con ϕ una función estrictamente convexa de R y cij > 0.

Definición 4.2.2 (Epigrafo). Se denomina epigrafo de una función f : U → R al
conjunto epi(f) = {(x, y) : x ∈ U, y ∈ R, f(x) ≤ y}7

Se tiene la caracterización de que f es convexa sii epi(f) ⊆ E×R es un conjunto
convexo. Así podemos subordinar el estudio de las funciones convexas al de los con-
juntos convexos. Si ahora U es un abierto convexo del espacio lineal normado E y f
es continua y convexa, entonces epi(f) tiene interior no vacío y cada (a, f(a)) es un
punto frontera para epi(f). Luego, ∃H ⊆ E × R hiperplano cerrado que contiene a
(a, f(a)) y epi(f) cae en uno de los subespacios mitad determinados por H . Se dice
en este caso que H es un hiperplano soporte de f en a.

Como los hiperplanos cerrados H están asociados a funcionales lineales continuos
no nulos en E × R y (E × R)∗ está constituido por los pares (h, λ) de funcionales
continuos y lineales de E y números reales, entonces un hiperplano soporte de f en
a está determinado por un par (h, λ) y un α ∈ R tales que

h(a) + λf(a) = α, h(x) + λy ≥ α ∀y ≥ f(x) ∀x ∈ U

en realidad, λ > 08 y así de la existencia de hiperplano soporte concluimos que ∃h
funcional lineal continuo tal que

f(x) ≥ f(a) + h(x− a) ∀x ∈ U

al que llamamos soporte de f en a.

En lo que sigue, vamos a necesitar tener funciones que pueden tomar valor infini-
to en algún punto del dominio. Hablaremos así de funciones de valores extendidos
f : U → Rc := R ∪ {∞}. Se define para ellas el dominio, denotado por dom(f),
como el conjunto de puntos donde f toma valor finito. El epigrafo de f , denotado
por epi(f), sería como en la definición (4.2.2), esto es epi(f) = {(x, y) x ∈ U, y ≥
f(x)}.

Definición 4.2.3 (Suma epigráfica). Se define la suma epigráfica de dos funciones de
valores reales extendidos f, g : U → Rc como la función h : U → Rc tal que

U 3 u 7−→ h(u) := ı́nf{f(v) + g(v − u) : v ∈ Rn} ∈ [−∞,+∞]

7 Ver [RW98] para una muy buena exposición sobre epigrafos y envolventes y teoremas de separación
8 λ 6= 0, pues de otra manera se tendría que h(x) ≥ h(a) para todo x ∈ Br(a), lo que implicaría que

h = 0. Un momento de reflexión muestra que λ es positivo



4.2 Funciones convexas en dimensión superior 51

Recordamos ahora otra definición común que vamos a necesitar.

Definición 4.2.4 (Función semicontinua inferior). f : U → R ∪ {∞} = Rc se
dice semicontinua inferior si f(x) = ĺım infy→x f(y) para todo x ∈ Rn.

Antes de pasar a hablar del concepto de subdiferencial para funciones de varias
variables vamos a probar un resultado importante que hace ver la rigidez que pro-
porciona el concepto de convexidad a una función, el principio del máximo.

Si f es convexa y tiene un máximo global en int(U) entonces es constante. Lo-
calizando, si f es convexa y tiene un máximo local en s ∈ int(U) entonces f es
localmente constante en a.

Teorema 23 (Principio del máximo).

Demostración. Por RA. Supongamos f no constante con un máximo global en a ∈
int(U). Tomamos x ∈ U y ε ∈ (0, 1) tales que f(x) < f(a) e y = a+ ε(a− x) ∈ U .
Entonces, a = y

1+ε + εx
1+ε , lo que da una contradicción ya que

f(a) ≤ f(y)

1 + ε
+
εf(x)

1 + ε
<
f(a)

1 + ε
+
εf(a)

1 + ε
= f(a)

Terminamos este párrafo con una consecuencia importante que es un principio bási-
co de la teoría de optimización.

Corolario 4.2.1. Toda función convexa y continua f en un conjunto compacto convexo
K alcanza su máximo en un punto extremo.

Demostración. Sea a ∈ K un punto donde f alcanza el valor máximo. Siendo a
combinación convexa de puntos extremos e1, ..., er ∈ K (por el teorema (22)),
tenemos a =

∑
λiei con λi ≥ 0 y

∑
λi = 1. Al ser f convexa tenemos que

f(a) ≤
∑
λif(ei), lo que obliga a que f(a) = f(ei0) para algún ei0 .

4.2.1. Propiedades de regularidad
Aquí solo mostramos algunos resultados claves relativos a la regularidad de fun-

ciones convexas de dimensión superior9. Para funciones suficientemente regulares
tenemos, como en el caso de funciones de una variable, criterios sencillos para la
convexidad. Más explícitamente.

Proposición 4.2.2 (Test de la derivada para dimensión superior10 ). Sea f una
función de clase C2 definida en un abierto convexo U ⊆ Rn, entonces f es convexa sii
alguno de los siguientes ocurre

1. 〈y − x,∇f(y)−∇f(x)〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ U

2. f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ∀x, y ∈ U
9 Aquí solo damos lo necesario que usaremos en relación a las funciones convexas en dimensión su-

perior. Para ver una teoría más profunda sobre ellas, por ejemplo entre otras cosas, la continuidad y
diferenciabilidad en términos de las derivadas parciales; así como otros resultados más sofisticados que
involucran conceptos mucho más refinados como la subdiferencial, ver [NP06], [Web94] y [RW98]

10 Ver demostración en [RW98], pág. 47
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3. D2f(x) es semidefinida positiva para todo x ∈ U
La relación convexidad/continuidad que establecimos para funciones de una va-

riable también pasa a funciones en varias variables, si bien la demostración requiere
pasar por varias etapas (básicamente mostrar que una función convexa es localemnte
acotada y localmente lipschitz). Resumimos en el siguiente enunciado estos resulta-
dos.

Toda función convexa f : U → R en un abierto convexo U ⊂ E es localmente
lipschitz y, por tanto, continua.

Toda función convexa f : Rn → Rc es continua en int(dom(f)).

Teorema 24 (Continuidad de funciones convexas).

La demostración de la primera parte del teorema está hecha en [NP06]. Por otro
lado, en la pág. 59 y ss. de [RW98] aparece demostrada la segunda parte como teore-
ma independiente y la primera como corolario de ésta. Siguiendo este método, basta
aplicar la segunda parte del teorema a la función g definida como f en U y∞ en el
resto; así, int(dom(g)) = U . Una demostración alternativa para la parte de funcio-
nes finitas, sin usar la generalización a funciones de valores reales extendidos viene
detallada en [Cer00], pág. 173.

Ejemplo. En R2, la función

f(x, y) =


x2

2y si y > 0

0 si x = y = 0
∞ en el resto

es semicontinua inferior y convexa. Además, no es continua en el compacto y convexo
{(x, y) : x4 ≤ y ≤ 1} ∩ dom(f)11.

La semicontinuidad inferior de f se deduce sin mucho problema analizando por sepa-
rado el punto (0, 0) y los puntos (x, 0) del dominio donde la función no es continua.
Veamos, por otro lado, la convexidad en el semiplano abierto H = {(x, y) : y > 0}.
Usando la proposición (4.2.2), el hessiano sería

D2f(x, y) =
1

y

(
1 −x/y
−x/y x2/y2

)
que es semidefinido positivo, pues el primer menor principal es 1 y det(D2f(x, y)) =
0. La convexidad en todo R2 (como función extendida) se obtiene a partir de esta
propiedad usando un resultado mostrado en [RW98]12.

4.3. La subdiferencial en dimensión superior
Tratamos ahora la generalización a varias variables del concepto de subdiferencial

de una función convexa y recogemos algunas de sus propiedades básicas. Para ver
11 Ir a [RW98], pág. 61, para ver este ejemplo más detallado con algunas propiedades adicionales que

aquí no enunciamos
12 Ver [RW98], teorema 2.35 y ss.
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una exposición más extensa remitimos al lector, como en otras ocasiones, a los libros
[NP06], [RW98], y en menor medida [Web94].

Sea f una función en un abierto U ⊆ E, dado a ∈ U , decir que f tiene un hi-
perplano soporte en a equivale, por lo que hemos visto en la sección anterior, a que
∃h : E → R funcional lineal y continuo con

f(x) ≥ f(a) + h(x− a) ∀x ∈ U

El conjunto de los funcionales h de esta forma es la subdiferencial de f en a, denota-
do por ∂f(a). Por lo tanto, haciendo uso de este concepto podemos caracterizar las
funciones convexas como sigue.

Proposición 4.3.1. Supongamos que U es un subconjunto convexo de E y sea f : U →
R. Entonces, f convexa sii ∂f(a) 6= ∅ ∀a ∈ U .

Ahora bien, si E = Rn ó es un espacio de Hilbert h puede ser representada de
manera única como h(x) =< x, z > para algún z ∈ E. Así, la inecuación que define
los elementos de la subdiferencial queda como

f(x) ≥ f(a)+ < z, x− a > ∀x ∈ U (?)

y la subdiferencial se vería como el conjunto de los z (comúnmente llamados subgra-
dientes) que verifican (?).

Observación. Nótese que si f es de clase C1 en a ∈ U , la subdiferencial coincide
con el concepto usual de gradiente. Esto es que ∂f(a) = {∇f(a)}.

En el caso de funciones no diferenciables, la subdiferencial proporciona una he-
rramienta para poder realizar un cálculo diferencial, sobre todo en el caso de fun-
ciones convexas. Por ejemplo, recordemos que las derivadas laterales direccionales de
una función f en un punto a ∈ U según la dirección v se definen como

f ′+(a, v) := ĺım
t→0+

f(a+ tv)− f(a)

t
f ′−(a, v) := ĺım

t→0−

f(a+ tv)− f(a)

t

Cuando f es convexa, por el teorema de Stolz para una variable, la derivada direc-
cional por la derecha es mayor ó igual que la de por la izquierda. Además, tenemos
fácilmente de la definición, z ∈ ∂f(a) sii f ′+(a, v) ≥< z, v > ∀v ∈ Rn.

Queremos analizar también algunos aspectos del cálculo diferencial de funciones
extendidas convexas, no necesariamente regulares. Fijemos entonces ahora, f : Rn →
Rc semicontinua inferior y convexa. La subdiferencial de f se define igual (como el
conjunto de subgradientes) para puntos a ∈ dom(f) y para un punto a 6∈ dom(f)
como ∂f(a) = ∅. Primero, vemos que la fórmula (?) puede también enunciarse
como sigue.

Proposición 4.3.2. Siendo a ∈ dom(f), se tiene que a es un mínimo global de la
función f si y sólo si 0 ∈ ∂f(a).

También, el siguiente resultado nos permite ver la subdiferencial de una función
tal y como se usa de manera usual dicho concepto en Análisis Convexo.
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Proposición 4.3.3. Sea f semicontinua inferior y convexa, entonces el grafo de la sub-
diferencial es cerrado y

∂f(x) = {x∗ ∈ Rn : f(·)− < x∗, · > tiene un mínimo global en x} ∀x ∈ U

Vamos a entender la subdiferencial de f , como la aplicación punto a conjunto
∂f que asigna a cada a ∈ Rn el conjunto ∂f(a) ⊂ Rn. Denotamos ∂f : Rn ⇒ Rn

según la notación usual de aplicaciones punto a conjunto. Recordemos también los
siguientes conceptos, si u, v : Rn ⇒ Rn

dom(u) = {x : u(x) 6= ∅}

grafo(u) = {(x, y) : y ∈ u(x)}

u−1(y) = {x : y ∈ u(x)}

u ⊆ v si grafo(u) ⊆ grafo(v)

u es monótona si < x1 − x2, y1 − y2 >≥ 0 para todo x1, x2 ∈ Rn y todo
y1 ∈ u(x1), y2 ∈ u(x2).

u es maximal si se verifica la implicación [u ⊆ v, v monótona] ⇒ v = u.

Proposición 4.3.4. Si f : Rn → Rc es semicontinua inferior convexa, entonces ∂f es
maximal monótona y verifica13

int(dom(f)) ⊆ dom(∂f) ⊆ dom(f)

Estudiemos ahora unos conceptos que nos harán falta más abajo para la desigualdad
de Lojasiewicz de funciones convexas, subanalíticas y semicontinuas inferiormente.

Definición 4.3.1 (Pendiente no suave y puntos críticos). Sea f : Rn → Rc una
función de valores extendidos. La pendiente no regular ( ó no suave, traducción directa
del inglés: non-smooth) de f en un punto x se define como

mf (x) := ı́nf{‖x∗‖ : x∗ ∈ ∂f(x)}

cuando ∂f(x) 6= ∞ y cuando ∂f(x) = ∅, como mf (x) := +∞. Se define también
el conjunto de puntos críticos de f como

crit(f) := {x ∈ Rn : 0 ∈ ∂f(x)}

Proposición 4.3.5. Si f es semicontinua inferior y convexa, ó si el dom(f) es cerrado
y f |dom(f) es continua, entonces grafo(∂f) es cerrado. Como consecuencia, crit(f) es
cerrado también.

Finalmente, necesitaremos el siguiente resultado interesante sobre funciones con-
vexas semicontinuas que describe un procedimiento sistemático para “regularizar”
una tal función. No incluimos aquí la demostración, que puede verse con detalle en
[RW98] pág. 20 y ss14.

13 Ver la demostración en [NP06], enunciado 3.7.7, pág. 131
14 A lo largo de dichas páginas se establece también, de forma muy detallada, la teoría de las envolventes

de Moreau, de las que hablamos más abajo y que nosotros sólo damos unos pequeños retazos
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Proposición 4.3.6 (Diferenciabilidad de la suma epigráfica). Sea f : Rn → Rc una
función convexa semicontinua inferior tal que infRnf ∈ R. Si h es la suma epigráfica de
f y 1

2‖ · ‖
2

h(x) := ı́nf

{
f(u) +

1

2
‖x− u‖2 : u ∈ Rn

}
∀x ∈ Rn

entonces h es una función C1. Además se tienen las siguientes propiedades15

(i) h ≤ f .

(ii) crit(h) = crit(f).

(iii) ı́nfRn(h) = ı́nfRn(f).

(iv) h toma siempre valores finitos, dom(h) = Rn.

Este resultado forma parte de, la teoría más general, las envolventes de Moreau.
Aquí daremos sólo unos pequeños retazos de ella.

Definición 4.3.2 (Envolventes de Moreau). Para una función propia, semicontinua
inferior f : Rn → Rc y un λ > 0, la envolvente de Moreau es la función definida y
denotada como

eλf(x) := ı́nf
Rn
{f(w) +

1

2λ
‖w − x‖2} ≤ f(x)

Nótese que si λ = 1 tenemos lo que nosotros hemos definido como la suma epigráfi-
ca.

En general, eλf aproxima f ‘desde abajo’; y cuanto más pequeño sea el valor λ
mejor será dicha aproximación. Ahora necesitamos una definición asociada

Definición 4.3.3 (prox-acotada). Una función f : Rn → Rc es prox-acotada si existe
un λ > 0 tal que eλf(x) > −∞ para algún x ∈ Rn. El supremo del conjunto de
tales λ es el umbral λf de las prox-acotaciones para f .

Obtenemos estas caracterizaciones, que f sea prox-acotada equivale a cualquiera
de las siguientes:

1. f mayora una función cuadrática

2. f + r/2‖ · ‖2 está acotado por debajo en Rn para algún r ∈ R

3. ĺım inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖2 > −∞

Además se tiene que eλf es finita y continua para todo λ ∈ (0, λf ).

15 Tal y como pueden verse con mayor detalle en [RW98]



Capítulo 5

Desigualdades de
Brunn-Minkovsky e
Isoperimétrica

En este capítulo vamos a desarrollar una aplicación clásica de las funciones con-
vexas en varias variables que es la desigualdad de Brunn-Minkovsky y su corolario
geométrico más conocido que es la desigualdad isoperimétrica. Daremos un par de
demostraciones de la desigualdad de Brunn-Minkovsky, una usando el famoso teo-
rema de Prékopa-Leindler y otra simplemente haciendo consideraciones de carácter
general sobre la medida de Lebesgue. En realidad, ambas están relacionadas porque
comparten parte de la demostración1.
En lo que sigue, se supone conocida la teoría de integración de Lebesgue en los espa-
cios euclídeos Rn (si bien en un apéndice recogemos algunos de los resultados más
básicos de la teoría de la medida en general, aplicables, claro está, a la medida de
Lebesgue). Entonces, si A ⊂ Rn, se dirá que A es medible (o que tiene volumen) si
es medible para la medida de Lebesgue y en tal caso vol(A) denotará la medida de
Lebesgue del mismo2.

1 Todas estas cuestiones han sido muy estudiadas y aparecen en multitud de libros. Aquí probaremos
la desigualdades de Brunn-Minkovsky e isoperimétrica para espacios euclídeos; para la extensión de éstas a
los conocidos como volúmenes mixtos, la rotación simétrica de Schwarz de un conjunto adecuado alrededor
de un eje, y la simetrización de Steiner ver [Web94]. En el libro de Burago, [BZ88], Geometric Inequalities,
hay un estudio muy profundo de las desigualdades de Brunn-Minkovsky e isoperimétrica generalizadas a
diferentes situaciones y espacios. Por ejemplo: en la esfera y en el esp. de Lobachevsky, para familias de con-
juntos, en esp. normados finito dimensionales, para varias definiciones de área diferentes y para volúmenes
mixtos.

2 También representamos, indistintamente, por m a la medida de Lebesgue, por ejemplo en las inte-
grales usamos esta notación
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5.1. Desigualdad de Brunn-Minkovsky (motivación y
enunciado)

Empecemos con una pequeña motivación. Si A,B ⊆ Rn son subconjuntos, en-
tonces se define su suma de la forma usual como

A+B := {x ∈ Rn : x = a+ b con a ∈ A, b ∈ B}

La primera observación que hay que hacer es que aunque A y B sean medibles, ello
no implica que su suma también lo sea3. Pero si ambos son cerrados o uno de ellos
es abierto entonces A + B es medible. También conviene destacar que si A,B son
compactos entonces A+B es compacto y por tanto medible.

Ejemplo. Sea A ⊂ Rn cerrado y sea Bε la bola cerrada de centro 0 y radio ε > 0.
Entonces A+Bε es el conjunto de puntos de Rn que distan del conjunto A a lo más ε, es
decir

A+Bε = {x ∈ Rn : dist(x,A) ≤ ε}

Nos preguntamos ahora, suponiendo queA+B sea medible, ¿podemos acotar vol(A+
B) superiormente en términos de vol(A) y vol(B)? La respuesta es NO, pues por
ejemplo en R2, basta tomar los subconjuntos (segmentos ambos de R2 )

A = [0, 1]× {0} = {(x, 0) : x ∈ [0, 1]} B = {0} × [0, 1] = {(0, y) : y ∈ [0, 1]}

que tienen medida (volumen) cero; y sin embargo, su suma A + B = [0, 1]2 tiene
medida 1. Sin embargo, acotar la suma de los volúmnes de A y B por el volumen
de A + B si va a ser posible y es precisamente lo que constituye la desigualdad de
Brunn-Minkovsky en Rn.

Sean A, B ⊆ Rn medibles tal que A+B también lo es. Entonces,

vol(A+B)1/n ≥ vol(A)1/n + vol(B)1/n (?)

Teorema 25 (Desigualdad de Brunn-Minkovsky).

Con respecto a la desigualdad de Brunn-Minkovsky, queremos señalar que se conocen
bien los casos en que se da la igualdad. Por ejemplo, es fácil ver que si vol(A+B) = 0
(la suma es de medida nula) entonces se da la igualdad y ambos sumandos son de
medida nula. También es bastante fácil mostrar que si, por ejemplo, vol(A) = 0 y se
da la igualdad vol(A+B) = vol(B), entonces A es un punto. Pero también se tiene
el siguiente resultado para el caso en que se da la igualdad y ambos sumandos A y B
tienen medida positiva.

Proposición 5.1.1. Si A y B son compactos y de medida no nula para los cuales se da
la igualdad (?) del teorema (25), entonces A, B son ambos convexos y uno se obtiene de
otro por una homotecia de razón positiva más una traslación4.

3 En [Sha05] aparece un ejemplo de ésto, concretamente es el ejercicio 13 del capítulo 2, pág. 92.
Básicamente consiste en considerar los subconjuntos de R2, {0} × [0, 1] y N × {0}, donde N es el
conjunto de Vitali, que se construye en la pág. 24 del mismo libro

4 En [BZ88] puede verse una demostración geométrica muy elegante de esta proposición
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5.2. Desigualdad Isoperimétrica

Se trata aquí de obtener una versión de la desigualdad isoperimétrica para conve-
xos y compactos de Rn como consecuencia de la desigualdad de Brunn-Minkovsky.

Definición 5.2.1 (Área de un conjunto de Rn ). Sea C ⊆ Rn un subconjunto com-
pacto. Se define el área de C ó el volumen de ∂C como

a(C) := ĺım sup
t→0+

vol(C + tBn)− vol(C)

t
=: vol(∂C) ∈ [0,+∞]

siendo Bn la bola unidad euclídea de Rn.

En algunas referencias de la bibliografía al área se le llama también el contenido
exterior de Minkovsky (outer Minkovsky content). Hemos preferido tomar el nombre
más “gráfico” de área porque esta definición nos da precisamente el área (n − 1)-
dimensional de la frontera de C, ∂C, en el caso en que C es un cuerpo convexo, es
decir, un compacto, convexo con interior no vacío. Caso en el que además la existen-
cia del límite (no necesariamente superior) está garantizada. Por otro lado, si C es tal
que su frontera es diferenciable a trozos (esto es, C es un dominio regular), entonces
el límite en la fórmula anterior existe y es igual al área (n− 1)-dimensional de dicho
borde5.

Fijémonos que en la definición del área, el vol((C + tBn)) es, según lo que hemos
indicado en la sección (6.1), el volumen del conjunto de puntos que distan de C co-
mo mucho t. Esto puede justificar gráficamente porqué la definición de área mide el
“volumen” de ∂C.

Como curiosidad, para ilustrar esta definición vamos a evaluar el área de la bola uni-
dad cerrada Bn ⊆ Rn. Denotemos por ωn = vol(Bn). Sabemos que, para cualquier
t > 0, vol(Bn + tBn) = vol((1 + t)Bn) = ωn(1 + t)n, así

a(Bn) = ĺım
t→0+

ωn(1 + t)n − ωn
t

= nωn

Esto es, si n = 2, a(B2) = 2ω2 = 2π, el perímetro de un círculo de radio unidad,
claro está. Y si, n = 3, a(B3) = 3ω3 = 4π, el área de la superficie de una bola unidad
en R3.

Por la proposición (5.1.1), si se da la igualdad de Brunn-Minkovsky para el con-
junto C + tBn empleado en la definición de su área, entonces C es homotético a Bn,
y es por tanto también una bola. Estas consideraciones nos pueden servir de moti-
vación para la desigualdad isoperimétrica clásica, que se obtiene directamente como
conscuencia de Brunn-Minkovsky.

5 Ver [BZ88] para ello, aunque dicho autor envía al lector a otra referencia para la prueba que está
en alemán y no hemos sido capaces de encontrar. También aparece un resultado similar en [Web94] para
polítopos y después para compactos convexos. Este autor usa la denominación outer Minkovsky content
que decíamos arriba
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SeaC un subconjunto convexo y compacto con interior no vacío de Rn, entonces
se tiene que (

vol(C)

vol(Bn)

)1/n

≤
(
a(C)

a(Bn)

)1/(n−1)

Teorema 26 (La desigualdad isoperimétrica).

Demostración. Por Brunn-Minkovsky,

vol(C + tBn) ≥ [vol(C)1/n + t · vol(Bn)1/n]n

= vol(C) + n · t · vol(Bn)1/n vol(C)(n−1/n) +O(t2)

entonces

vol(C + tBn)− vol(C)

t
≥ n · vol(Bn)1/n vol(C)(n−1)/n +O(t)

por lo que
a(C) ≥ n · vol(Bn)1/n vol(C)(n−1)/n + ĺım

t→0+
O(t)

Consecuentemente(
a(C)

a(Bn)

)1/(n−1)

≥ n
1

n−1 vol(Bn)
1

n(n−1) vol(C)1/n

(n · vol(Bn))1/(n−1)
=

vol(C)1/n

vol(Bn)
1

n−1−
1

n(n−1)

=

(
vol(C)

vol(Bn)

)1/n

y queda así probada ésta versión6 de la desigualdad isoperimétrica.

Observación. Nótese que a(Bn) = n · vol(Bn), y que para conjuntos C convexos,
compactos y de interior no vacío que tengan área igual a la de Bn, el volumen de
ésta es mayor ó igual que el del conjunto C. Esto justifica el nombre de desigualdad
isoperimétrica. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado como consecuencia
inmediata del teorema (26).

Sea ωn := vol(Bn). Entonces Bn tiene la frontera con menor volumen; es de-
cir, el área de Bn es la menor de entre todos los subconjuntos de Rn compactos
convexos y con interior no vacío de volumen ωn.

Teorema 27 (Frontera de menor volumen).

Demostración. Sea A ⊆ Rn con vol(A) = ωn. Defino f(t) := vol(A + tBn) para
todo t ≥ 0. Entonces

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f(t)1/n) =
1

n
f(0)

1
n−1f ′(0) =

1

n
vol(A)1/n−1a(A)

6 Ya hemos comentado en una nota al principio del capítulo donde encontrar más resultados sobre este
tema. Añadir que, en [Sha05], pág. 134 y ss. viene la desigualdad isoperimétrica para curvas rectificables
de Rn
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pero por otra parte

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f(t)1/n) = ĺım
t→0+

vol(A+ tBn)1/n − vol(A)1/n

t
≥ vol(Bn)

luego, a(A) ≥ nvol(Bn)1/nvol(A)1−1/n = n · ωn = a(Bn).

5.3. Prueba de la desigualdad de Brunn-Minkovsky

5.3.1. Primera demostración

Empecemos por la que no hace uso del teorema (28). Se trata de una demos-
tración geométrica y directa de (25), tal y como puede encontrarse en [BZ88] y en
[Sha05]. Pero antes establezcamos la demostración para el caso de compactos de di-
mensión 1, pues se usa parcialmente en la prueba del teorema (28).

Paso 0. Desigualdad de Brunn-Minkovsky para compactos de dimensión 1. Su-
pongamos primero queA,B son subconjuntos compactos de R. Sean a0 := ı́nf(A) ∈
A y b1 := sup(B) ∈ B. Entonces (a0+B)∩(b1+A) = {a0+b1}, pues a0+b ≤ a+b1
para todos a ∈ A y b ∈ B, con igualdad si y sólo si a = a0 y b = b1. Luego, clara-
mente (a0 + B) ∪ (b1 + A) ⊆ A + B y, por tanto, como la medida de Lebesgue es
invariante por traslaciones

vol(A+ b1) + vol(a0 +B) = vol(A) + vol(B)

y como la intersección hecha arriba tiene medida nula, pues es un punto, la expresión
superior es igual a

vol((a0 +B) ∪ (b1 +A)) ≤ vol(A+B)

lo que nos da la desigualdad de Brunn-Minkovsky en este caso. Para continuar será
necesario el siguiente lema.

Lema 5.3.1. SeanA ⊆ Rn medible y acotado y θ ≥ 0. Entonces, para cada i = 1, . . . , n
∃λi ∈ R tal que

vol({(x1, . . . , xn) ∈ A : xi < λi}) = θvol({(x1, . . . , xn) ∈ A : xi > λi})

Demostración. Como A es acotado, ∃a > 0 tal que

A ⊆ {(x1, . . . , xn) : −a ≤ xi ≤ a ∀i = 1, . . . , n} (1)

Defino fi : R→ R como fi(x) := vol({y ∈ A : yi < x}); así si x < y usando (1)

0 ≤ fi(y)− fi(x) = vol({(x1, . . . , xn) ∈ A : x ≤ xi ≤ y}) ≤ (2a)n−1(y − x)

lo que demuestra que cada fi es continua. Por otro lado, fi(−a) = vol(∅) = 0
y fi(a) = vol(A\N) = vol(A) con N un conjunto de medida nula. Luego para
algún λi ∈ [−a, a] tendremos que fi(λi) = θ(1 + θ)−1vol(A). Consecuentemente
fi(λi)(1+θ) = θfi(a), y fi(λi) = θ(fi(a)−fi(λi)) = θvol({x ∈ A : xi > λi}).
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Primera demostración

Se lleva a cabo en varios pasos, usando el anterior para el siguiente. Se trata de ir
restringiendo cada vez menos el tipo de conjuntos que son A y B.

Paso 1. Para rectángulos7. Sean A y B dos rectángulos de Rn con lados de longi-
tudes {ai}ni=1 y {bi}ni=1 respectivamente. Hacemos la reducción siguiente; gracias a
que sabemos medir rectángulos y a que la suma de rectángulos da otro rectángulo, la
desigualdad (?) equivale a probar(

n∏
1

(ai + bi)

)1/n

≥

(
n∏
1

ai

)1/n

+

(
n∏
1

bi

)1/n

(♣)

Por homogeneidad, podemos suponer que ai + bi = 1 para todo i = 1, . . . , n. En
efecto, si sustituimos las cantidades ai, bi por αiai, αibi respectivamente con αi > 0
para todo i, entonces en la desigualdad (♣) ambos miembros quedan multiplicados
por el factor (α1 · · ·αn)1/n y nada cambiaría en ella. Así, sólo tenemos que elegir
αi = 1

ai+bi
, que lo podemos hacer ya que ai, bi > 0 por ser longitudes de lados de

rectángulos de interior no vacío.
Ahora bien, una vez hecha la reducción, la desigualdad (♣) sale debido a la desigual-
dad media aritmética mayor que media geométrica (ver capítulo 1, pág. 4). Así, en
nuestro caso, fácilmente

1

n

n∑
i=1

ai ≥

(
n∏
i=1

ai

)1/n

y
1

n

n∑
d=1

bi ≥

(
n∏
i=1

bi

)1/n

Sumando ambas expresiones tendremos que(
n∏
i=1

bi

)1/n

+

(
n∏
i=1

ai

)1/n

≤ 1

n

n∑
i=1

(ai + bi) = 1 = (Πn
1 (ai + bi))

1/n

Paso 2. Para uniones finitas de rectángulos con interiores disjuntos dos a dos.
Sean ahora A = I1 ∪ . . . Im y B = J1 ∪ · · · ∪ Jp como en el título del paso. Lo
demostraremos por inducción sobre m + p. Nótese que el primer paso de la induc-
ción, cuando m + p = 2, correspondería al paso 1. Supongamos entonces que se
cumple para cuando el número total de rectángulos es menor que m + p > 2. Pode-
mos asumir que m ≥ 2. Como los rectángulos I1 e I2 son casi-disjuntos, existe algún
i ∈ {1, . . . , n} y algún µ ∈ R tal que I1 cae en el subespacio mitad cerrado xi ≤ µ e
I2 hace lo propio en xi ≥ µ, ó viceversa; es decir existe un hiperplano que separa los
rectángulos I1 e I2. Denotamos por A− y A+ a las intersecciones de A con los subes-
pacios mitad abiertos xi < µ y xi > µ. Entonces, tanto A− como A+ son no vacíos,
porque contienen al interior de I1 ó I2; y además son unión de una cantidad finita de
rectángulos casi-disjuntos dos a dos menor que m, pues al menos un rectángulo cae
en el otro lado. Es decir, A− y A+ tienen al menos un rectángulo menos que A.
Por otra parte, como A = A+ ∪ A− ∪ {xi = µ} con uniones disjuntas y vol({xi =
µ}) = 0, vol(A) = vol(A−) + vol(A+). Por el lema (5.3.1), existe un λ ∈ R tal que

7 En lo que sigue, los rectángulos son de lados paralelos a los ejes y de interior no vacío. También
conocidos como hiper-rectángulos o hipercubos
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el hiperplano xi = λ divide a B (de manera similar a como hemos hecho más arriba
con A) en dos conjuntos disjuntos B−, B+ verificando que

vol(B−)

vol(A−)
=

vol(B+)

vol(A+)
= α

dondeB−, B+ son unión de p ó menos rectángulos casi-disjuntos dos a dos y vol(B) =
vol(B−) + vol(B+). Ahora bien, los conjuntos suma A− + B− y A+ + B+ caen
en semiespacios abiertos acotados por el hiperplano xi = λ+ µ, y así son disjuntos;
además su unión es un subconjunto de A+B. Aplicando la HI a los pares (A−, B−)
y (A+, B+) tenemos que

vol(A+B) ≥ vol(A− +B−) + vol(A+ +B+)

≥ (vol(A−)1/n + vol(B−)1/n)n + (vol(A+)1/n + vol(B+)1/n)n

= (vol(A−) + vol(A+))(1 + α1/n)n = vol(A)(1 + α1/n)n

= (vol(A)1/n + α1/nvol(A)1/n)n = (vol(A)1/n + vol(B)1/n)n

lo que completa la inducción.

Paso 3. Conjuntos medibles con volumen positivo. Una de las propiedades de la
medida de Lebesgue nos asegura que existen sucesiones {Ai}i∈N ⊆ A, {Bi}i∈N ⊆ B
de conjuntos no vacíos formados por uniones finitas de rectángulos con interior
no vacío casi-disjuntos dos a dos y de lados paralelos a los ejes, verificando que
vol(Ai)→ vol(A) y vol(Bi)→ vol(B). Luego, por el paso 2 y Ai +Bi ⊆ A+B

vol(A+B)1/n ≥ vol(Ai +Bi)
1/n ≥ vol(Ai)1/n + vol(Bi)1/n

Estas desigualdades se mantienen tomando el límite superior cuando i→∞ y pues-
to que los dos sumandos en el último término tienen límite igual a vol(A)1/n y
vol(B)1/n respectivamente, tenemos el resultado buscado. �

Corolario 5.3.1. Sean A, B ⊆ Rn conjuntos convexos acotados y no vacíos. Entonces
la función f : [0, 1]→ R con f(t) := vol((1− t)A+ tB)1/n es cóncava.

Demostración. Sean x, y ∈ [0, 1], λ, µ ≥ 0 con suma 1. Aplicamos el teorema (25) a
los conjuntos λ((1− x)A+ xB) y µ((1− y)A+ yB)

f(λx+ µy) = vol((1− (λx+ µy))A+ (λx+ µy)B)1/n

= vol(λ((1− x)A+ xB) + µ((1− y)A+ yB))1/n

≥ λvol((1− x)A+ xB)1/n + µvol((1− y)A+ yB)1/n

= λf(x) + µf(y)

5.3.2. Desigualdad de Prékopa-Leindler

A continuación proponemos el siguiente resultado que tiene un gran interés en
sí mismo y que nos servirá para dar una demostración distinta de la desigualdad de
Brunn-Minkovsky.
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Sean f, g, φ : Rn → [0,∞] medibles y tales que, para algún 0 < λ < 1 y para
todo r, s ∈ Rn, se verifica

φ(λr + (1− λ)s) ≥ f(r)λg(s)1−λ

Entonces, se tiene que para la integral de Lebesgue∫
φ dm ≥

(∫
f dm

)λ(∫
g dm

)1−λ

Teorema 28 (Desigualdad de Prékopa-Leindler).

Demostración. Se hace la prueba por inducción. Cuando n = 1. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que ‖f‖∞ = ‖g‖∞ = 18. Para cada 0 ≤ a < 1 se tiene
que

{φ ≥ a} ⊇ λ{f ≥ a}+ (1− λ){g ≥ a}

En efecto, si x pertenece al conjunto de la derecha entonces x es de la forma λr +
(1 − λ)s, y por lo tanto φ(λr + (1 − λ)s) ≥ f(r)λg(s)1−λ ≥ aλa1−λ = a. Ahora
bien, como los dos conjuntos de la derecha son no vacíos, pues ‖f‖∞ = ‖g‖∞ = 1,
entonces, usando la desigualdad del paso 0

vol({φ ≥ a}) ≥ λvol({f ≥ a}) + (1− λ)vol({g ≥ a})

e integrando, obtenemos que∫ ∞
a

φ dm ≥ λ
∫ ∞
a

f dm+ (1− λ)

∫ ∞
a

g dm ≥
(∫ ∞

a

f dm

)λ(∫ ∞
a

g dm

)1−λ

donde en la última desigualdad hemos usado la desigualdad de las medias. Conclui-
mos la desigualdad requerida haciendo a→ 0+.

Supongamos cierto para n− 1 y probémoslo para n. Partimos de f, g, φ : Rn →
[0,∞] medibles como en el enunciado y tomamos y ∈ R fijo. Definimos, fy, gy, φy :
Rn−1 → [0,∞] las respectivas funciones que resultan de fijar el valor y para la pri-
mera coordenada. Es claro que si y0, y1 son tales que y = λy1 + (1 − λ)y0, se tiene
que

φy(λr + (1− λ)s) ≥ fy1(r)λgy0(s)1−λ

para todo r, s ∈ Rn−1 sin más que reagrupar y usar la hipótesis del enunciado. Por
lo tanto, por la hipótesis de inducción∫

Rn−1

φy dm ≥
(∫

Rn−1

fy1 dm

)λ(∫
Rn−1

gy0 dm

)1−λ

y utilizando el caso n = 1 se consigue que∫
Rn
φ dm ≥

∫
R

(∫
Rn−1

φy dm

)
dy ≥

(∫
Rn
f dm

)λ(∫
Rn
g dm

)1−λ

8 Esta norma denota el supremo de los valores de la función
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5.3.3. Segunda demostración
No está de más observar que, aunque hemos utilizado la desigualdad de Brunn-

Minkovsky para probar la desigualdad de Prekopka-Leindler, en realidad sólo hemos
usado dicha desigualdad para conjuntos medibles en dimensión uno, caso que se prue-
ba fácilmente con el paso 0 de (6.3.1) más un argumento como el que se ha hecho en
general, que permite pasar de conjuntos compactos a conjuntos medibles.

En este apartado comprobamos que la desigualdad de Prekopka-Leindler permite
también dar una demostración de la desigualdad de Brunn-Minkovsky, por lo que
ambas desigualdades son equivalentes. Aún más, la desigualdad (28) es la forma inver-
sa de la desigualdad de Rogers-Hölder (teorema (36))9. La desigualdad de Prekopa-
Leindler puede, evidentemente, demostrarse independientemente de la desigualdad
de Brunn-Minkovsky. Puede verse una tal demostración en el libro de Constantinu,
referencia [NP06], como una consecuencia de una desigualdad más general conocida
con el nombre de desigualdad de Borell-Brascamp-Lieb10.

Paso 1. Para compactos n-dimensionales. Aplicamos el teorema (28) a las funciones
f = χA, g = χB y φ = χλA+(1−λ)B con λ > 0 obtenemos fácilmente que

vol(λA+ (1− λ)B) ≥ vol(A)λvol(B)1−λ (♠)

Pero si hacemos

λ =
vol(A)1/n

vol(A)1/n + vol(B)1/n
> 0

conseguimos rápidamente la desigualdad buscada. Pues, si definimos los conjuntos
A′ = vol(A)−1/nA y B′ = vol(B)−1/nB y les aplicamos (♠), teniendo en cuenta
que en Rn, vol(tC) = tnvol(C), y concluimos la desigualdad usando vol(λA′+ (1−
λ)B′) ≥ 1 y como

λA′ + (1− λ)B′ =
1

vol(A)1/n + vol(B)1/n
(A+B)

Paso 2. Para medibles. Supongamos ahora que A,B son conjuntos medibles con
volumen positivo y finito. Para probar la desigualdad de Brunn-Minkovsky para
A,B usamos la propiedad que ya hemos usado en el último paso de la primera
demostración: existe una sucesión de conjuntos compactos Ai ⊂ A de modo que
limivol(Ai) = vol(A), y lo mismo para B. �

Corolario 5.3.2 (Forma multiplicativa de la desigualdad BM). Sean A,B ⊆ Rn
medibles no vacíos, 0 < λ < 1 tal que λA+ (1− λ)B es medible. Entonces,

vol(λA+ (1− λ)B) ≥ vol(A)λvol(B)1−λ

Observación. La demostración es inmediata a partir del teorema (28). De hecho,
de la segunda demostración se deduce que este corolario es equivalente al teorema
(25).

9 Ir al teorema 3.12.1, pág. 158 de [NP06] para verlo
10 Ver [NP06], teorema 3.12.5, pág. 160 para la demostración. La desigualdad de Prekopa-Leindler, (28),

es el caso particular p = 0 de ésta



Capítulo 6

La desigualdad de Lojasiewicz
para funciones convexas.
Aplicación a sistemas dinámicos

En este último capítulo vamos a utilizar algunos de los conceptos introducidos
en capítulos anteriores sobre funciones convexas, como la subdiferencial, para pro-
bar una generalización, a funciones convexas y subanalíticas, de la desigualdad de
Lojasiewicz para funciones analíticas1. Seguidamente, aplicaremos esta desigualdad al
estudio de sistemas dinámicos definidos por el (sub)gradiente de la función convexa
en cuestión, probando la longitud finita de las trayectorias (curvas integrales) de di-
cho sistema.

El contenido de este capítulo está basado en el artículo de investigación de Bolte-
Danilidis-Lewis, referencia [BDL07].

6.1. Conjuntos subanalíticos y funciones subanalíticas

Aquí sólo pretendemos dar una recopilación de los resultados que nos hacen falta
para probar la desigualdad de Lojasiewicz del texto. Para una exposición más deta-
llada de la geometría subanalítica, ver [Bie88] o [Mil96] para generalizaciones a la
geometía o-minimal.

Definición 6.1.1 (Subanaliticidad). Englobamos varias definiciones

1. Un conjunto A ⊆ Rn se dice semianalítico si cada punto de Rn admite una
vecindad V para la cual A ∩ V se puede escribir como

p⋃
i=1

q⋂
j=1

{x ∈ V : fij(x) = 0, gij(x) > 0}

donde las funciones fij , gij : V → R son analíticas reales para cada i y j.

1 Ver referencia [Loj83], Sur les trajectoires du gradient d’une fonction analytique
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2. A se dice que es subanalítico si cada punto de Rn tiene un entorno V tal que

A ∩ V = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ B}

donde B ⊆ V × Rm es un subconjunto semianalítico acotado para algún
m ≥ 1; en pocas palabras, A es subanalítico si localmente en cada punto es
proyección de un conjunto semianalítico acotado.

3. Dados m,n ∈ N∗, una función f : Rn → Rc (resp. una aplicación punto
a conjunto T : Rn ⇒ Rm ) se dice subanalítica si su grafo es un conjunto
subanalítico de Rn × R (resp. de Rn × Rm ).

La siguiente proposición recoge las propiedades geométricas básicas de los con-
juntos subanalíticos.

Proposición 6.1.1. Se tiene que

1. La familia de conjuntos subanalíticos de Rn es cerrada bajo uniones e intersecciones
finitas, por paso al complementario y por productos cartesianos.

2. Teorema de la proyección. La imagen de un conjunto subanalítico por una pro-
yección lineal π : Rm → Rn, conm ≥ n, es subanalítico. También lo es la imagen
por una aplicación subanalítica propia (ver [Bie88], lema 6.4).

3. La frontera, clausura e interior de un subanalítico también lo son.

4. La función distancia a un conjunto subanalítico S, dS(x) := ı́nfa∈S{‖x − a‖}
es subanalítica.

5. Un conjunto subanalítico tiene localmente en cada punto un número finito de
componentes conexas que son subanalíticas y conexas por caminos subanalíticos
(ver [Mil96], 1.10 a 1.12).

6. Los conjuntos subanalíticos verifican el lema de la elección de curva: SiA ⊂ Rn es
subanalítico y x ∈ ∂A, existe un camino subanalítico continuo z : (−1, 1)→ Rn
que en el origen pasa por x y tal que z((0, 1)) está contenido en A (ver [Bie88],
lema 6.3).

Las propiedades 1 y 2 de la proposición anterior pueden axiomatizarse para fa-
milias de subconjuntos de Rn para cada n, dando lugar a las llamadas estructuras
o-minimales cuando se da la propiedad adicional de finitud (global) del número de
componentes conexas. Los conjuntos subanalíticos como los hemos definido no tie-
nen esta propiedad globalmente, sólo localmente como asegura la propiedad 5 . Tó-
mese por ejemplo la intersección del grafo de la función sin(x) en R con el eje y = 0,
conjunto subanalítico que consiste en una sucesión infinita de puntos en la recta real.
Esta sucesión no tiene puntos de acumulación en la recta, pero sí en el “infinito”, en
un entorno del cual deja de ser un conjunto subanalítico.

Para evitar estos fenómenos se definen los conjuntos subanalíticos globales que son
también subanalíticos “en el infinito” y que tienen todas las propiedades de la propo-
sición anterior y además la finitud del número de componentes conexas.

Definición 6.1.2 (Subanaliticidad global, ver [Mil96] pág. 506). Para cada n ∈ N,
consideremos la aplicación

τn(x1, . . . , xn) :=

(
x1

1 + x2
1

, . . . ,
xn

1 + x2
n

)
∈ (−1, 1)n
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1. Un subconjunto S ⊆ Rn se dice que es globalmente subanalítico si τn(S) ⊆ Rn
es subanalítico.

2. Una función de valores reales extendidos es globalmente subanalítica si su grafo
lo es.

Necesitamos también el siguiente resultado.

Proposición 6.1.2 (Lema de factorización de Lojasiewicz (ver [Mil96], ejem. 4, pág.
505)). SeaK ⊆ Rn un compacto, y f, g : K → R dos funciones continuas subanalíticas.
Si f−1(0) ⊆ g−1(0), entonces existe un c > 0 y un entero positivo r tales que

|g(x)|r ≤ c|f(x)| ∀x ∈ K

6.2. La desigualdad de Lojasiewicz

Aquí tratamos con funciones extendidas convexas subanalíticas globales2 y semi-
continuas inferiores de la forma f : Rn → Rc con dom(f) 6= ∅. Por la definición
de función (extendida) subanalítica, se deduce que el dominio dom(f), así como el
epigrafo epi(f) son conjuntos subanalíticos (globales, si lo es f ).

Recordemos también del apartado 4.3 la definición de la subdiferencial ∂f : Rn ⇒
Rn de f , el conjunto crit(f) = {x : 0 ∈ ∂f(x)} de puntos críticos generalizados
y la función de pendiente no regular mf : Rn → Rc, mf (x) = min{‖x∗‖ : x∗ ∈
∂f(x)}. Gracias a la proposición (4.3.3), en este caso el grafo de la subdiferencial ∂f
es cerrado y el conjunto crit(f) es cerrado y convexo y coincide con el conjunto de
puntos que minimizan los valores de f .

Pues bien, de la definición de función subanalítica global y usando las propiedades
de los conjuntos subanalíticos, recogidas en la proposición (6.1.1), obtenemos que
∂f es una aplicación punto a conjunto subanalítica global, que mf es una función
(extendida) subanalítica global y que crit(f) es un conjunto subanalítico global. Para
ilustrar los argumentos estándar que se usan para probar estas afirmaciones, vamos
a comprobar que la subdiferencial es subanalítica. Para ello recordamos primero que
∂f(x) es el conjunto de puntos x∗ ∈ Rn tales que la función f(·) − 〈x∗, ·〉 tiene un
mínimo global en x (ver proposición (4.3.3)). Así, tendremos que el grafo de ∂f se
describe como el conjunto de pares (x, y) ∈ Rn × Rn tales que x ∈ dom(f) y

f(t)− 〈y, t〉 ≥ f(x)− 〈y, x〉 ∀t ∈ dom(f)

o, equivalentemente,

6 ∃t ∈ dom(f) con f(t)− 〈y, t〉 < f(x)− 〈y, x〉

Consideramos entonces primero el conjunto A de dom(f)×Rn× dom(f) ⊂ (Rn)3

definido por {(x, y, t) : f(t) − 〈y, t〉 < f(x) − 〈y, x〉}, que es subanalítico en
(Rn)3 por serlo la función f y nuestro conjunto grafo(∂f) es el complementario

2 En realidad, no va a resultar una verdadera restricción suponer que f es subanalítica global. Pueden
probarse todos los resultados y afirmaciones que siguen (con los cambios necesarios en los enunciados) pa-
ra funciones subanalíticas, aún no subanalíticas globales si suponemos la propiedad de que f es localmente
acotada relativamente en su dominio, ver [BDL07] para los detalles
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en Rn × Rn de la imagen de A por la proyección lineal π(x, y, t) = (x, y).

Por otro lado, recordemos también del apartado 4.3, que hemos definido para una
función semicontinua inferiormente y convexa f : Rn → Rc la suma epigráfica (una
de las envolventes de Moreau de f )

h(x) := ı́nf

{
f(u) +

1

2
‖x− u‖2 : u ∈ Rn

}
∀x ∈ Rn

que, por la proposición (4.3.6) es una función de clase C1. Usando argumentos pare-
cidos a los anteriores, puede también probarse lo siguiente.

Proposición 6.2.1 (Subanaliticidad de la suma epigráfica). Si f : Rn → Rc es
semicontinua inferiormente, convexa y subanalítica global, entonces la suma epigráfica
h también es subanalítica global.

Ahora podemos enunciar el resultado principal que queremos presentar en este
capítulo.

Sea f : Rn → Rc una función convexa subanalítica y semicontinua inferior
con crit(f) 6= ∅. Para cada compacto K existe un θ ∈ [0, 1) y C > 0 tal que la
función

|f −mı́n f |θ ≤ C ·mf (x) ∀x ∈ K ∩ dom(f)

Teorema 29 (Desigualdad de Lojasiewicz).

Demostración. Sea S := crit(f). Como f es convexa, para cada a ∈ S y todo par
(x, x∗) ∈ grafo(∂f) tenemos que

f(a) ≥ f(x)+ < x∗, a− x >

lo que implica que |f(x) − f(a)| ≤ ‖x∗‖ · ‖x − a‖ para todo (x, x∗) ∈ grafo(∂f).
Tomando mínimo sobre a

|f(x)−mı́n f | ≤ ‖x∗‖ · dS(x) (?)

donde dS es la función distancia al conjunto S.
Por la proposición (6.2.1), la función g definida antes es subanalítica y continua,
además de convexa. Usando (ii) de la proposición (4.3.6) y las propiedades que sabe-
mos del conjunto de puntos críticos, llegamos a que S es cerrado y subanalítico. El
contenido

{|g −mı́n g| = 0} ∩K ⊆ {dS = 0} ∩K

usado con el lema de factorización de Lojasiewicz (6.1.2) para las funciones subana-
líticas y continuas |g − mı́n g|K y dS |K , nos garantizan la existencia de constantes
r > 1 y c > 0 tales que

c · dS(x)r ≤ |g(x)−mı́n g| ∀x ∈ K

Por otra parte, las propiedades (i), (ii), (iii) de g implican que

|f(x)−mı́n f | ≥ |g(x)−mı́n g| ∀x ∈ Rn
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luego
dS(x) ≤ c−1/r|f(x)−mı́n f |1/r (♠)

Juntando (?) y (♠), tenemos que para todo x ∈ K y todo (x, x∗) ∈ grafo(∂f)

|f(x)−mı́n f | ≤ c−1/r‖x∗‖ · |f(x)−mı́n f |1/r

y tomando θ = 1− r−1, la última desigualdad implica que

|f(x)−mı́n f |θ ≤ c−1/rmf (x)

para todo x ∈ K. Que era lo que buscábamos.

6.3. Algunas ideas sobre su aplicación a sistemas diná-
micos

En esta sección únicamente pretendo dar una idea de la posible aplicación actual a
sistemas dinámicos de la desigualdad de Lojasiewicz que nosotros hemos tratado, por
eso no lo veremos a fondo3. Empezamos asumiendo las hipótesis que necesitaremos

(H1) f es semicontinua inferior y convexa.

(H2) f es finita en algún lugar, esto es dom(f) 6= ∅ y acotada por abajo.

Partimos de un sistema dinámico subgradiente

ẋ(t) + ∂f(x(t)) 3 0

Una trayectoria es por definición cualquier curva absolutamente continua x : [0, T )→
Rn satisfaciendo las condiciones

(?)

{
ẋ(t) + ∂f(x(t)) 3 0 en c.t.p. de (0, T )

∂f(x(t)) 6= ∅ ∀x ∈ [0, T )

Recordemos que ser absolutamente continua significa ser diferenciable en c.t.p. y que
puede ser determinada enteramente, salvo constante, por integración de su derivada
clásica. Al igual que en la teoría ordinaria de EDO’s, se dice maximal si su dominio
no puede extenderse verificando las condiciones (?).

Por otra parte, las hipótesis (H1) y (H2) nos garantizan4, por cada punto x0 ∈ Rn,
la existencia de una única trayectoria x con la condición inicial

(??) x(0) = x0

Usando algunas de las propiedades de la subdiferencial y que x(t) es diferenciable
en c.t.p., puede verse que la función x∗ 7→ 〈ẋ(t), x∗〉 es constante en ∂f(x(t)). De
aquí se deducen las siguientes igualdades (ver los detalles en [BDL07], colorarios 4.1

3 Para más detalles ver el artículo [BDL07]
4 Para ver los resultados concernientes a la existencia y unicidad de trayectorias en el caso convexo y

convexo con perturbacion Lipschitz ver [Bre73] el teorema 3.2 de la página 57 y la proposición 3.12 de la
página 106



70
La desigualdad de Lojasiewicz para funciones convexas. Aplicación a sistemas

dinámicos

y 4.2): si x es una trayectoria maximal cumpliendo (?) y (??), entonces para casi todo
t > 0 real se tiene que

‖ẋ(t)‖ = mf (x(t)) y
d

dt
(f ◦ x)(t) = −[mf (x(t))]2

Un análisis de este último resultado nos proporciona la siguiente característica de
las trayectorias, en analogía con los sistemas de EDO’s: si la trayectoria pasa por
un punto crítico de f , permanece constante, es decir si mf (x(t0)) = 0, entonces
x(t) = x(t0) para todo t ≥ t0 y tiene así longitud finita

∫ t0
0
‖ẋ(t)‖dt.

Sin embargo, aunque la compacidad implica que trayectorias acotadas tengan al me-
nos un punto de acumulación cuando t→ +∞, éstas pueden no converger a uno de
ellos y tener así longitud infinita. Ahora bien, si f satisface la desigualdad de Lojasie-
wicz, como en el caso analítico o el del teorema (29), ésto no puede pasar.

Sea f una función subanalítica satisfaciendo (H1) y (H2), entonces cualquier
trayectoria maximal acotada de (?) tiene longitud finita y converge a algún
punto crítico de f .

Teorema 30 (Longitud finita de trayectorias).

La demostración usa la desigualdad de Lojasiewicz y puede verse en [BDL07], teore-
ma 4.5, que es una adaptación de la prueba hecha en el articulo de Lojasiewicz para
funciones analíticas, referencia [Loj83].

Finalizamos con un resultado que describe con más precisión el moddo en que una
trayectoria de un sistema dinámico subgradiente converge a un punto crítico5.

Se dice un número θ ∈ [0, 1) es un exponente de Lojasiewicz para una función f
en un punto a de su dominio, si la desigualdad de Lojasiewicz se conserva alrededor
de dicho a.

Sean f una función subanalítica cumpliendo (H1) y (H2), y x(t) una trayectoria
maximal acotada de (?). Entonces, x(t) converge a algún punto crítico a ∈
Rn de f . Sea además θ ∈ [0, 1) un exponente de Lojasiewicz para este punto,
entonces existen k, k′ > 0 y t0 ≥ 0 tales que para todo t ≥ t0 las estimaciones
siguientes ocurren

1. Si θ ∈ (1/2, 1), entonces ‖x(t)− a‖ ≤ k(t+ 1)−
1−θ
2θ−1

2. Si θ = 1/2, entonces ‖x(t)− a‖ ≤ k exp(−k′t)

3. Si θ ∈ [0, 1/2), entonces x(t) converge en tiempo finito.

Teorema 31.

5 Ver la demostración en [BDL07], teorema 4.7



Apéndice A

Resultados sobre Teoría de la
medida

Aquí aparecerán resultados ó ideas necesarias para entender el texto, que se supo-
nen conocidas y en la mayoría de los casos sólo se recuerdan brevemente, y no están
en el mismo para no estropear la línea argumentativa y claridad de éste.

Empecemos recordando lo que es un espacio de medida1. Tal y como aparece en el
texto es una terna (X,Σ, µ) donde X es un conjunto no vacío, Σ una σ-álgebra de
conjuntos sobre X y µ una medida sobre el espacio medible (X,Σ). La siguiente defi-
nición engloba todos estos conceptos.

Definición A.0.1. Sea X un conjunto no vacío. Una σ-álgebra, Σ, sobre X es un
subconjunto de partes de X verificando que X, ∅ ∈ Σ; que si A,B ∈ Σ, entonces
A\B ∈ Σ; y que

si {Ak}k∈N ⊆ Σ, entonces ∩k∈N Ak, ∪k∈NAk ∈ Σ

Mientras que una medida µ sobre (X,Σ) es una función de conjunto, µ : Σ→ [0,∞]
cumpliendo que µ(∅) = 0 y la σ-aditividad, esto es que µ(]k∈NAk) =

∑
k∈N µ(Ak)

donde la unión es disjunta.
Por otra parte, si (X,Σ) y (Y,Σ′) son espacios medibles, una función g : X → Y se
dice medible (o (Σ,Σ′)-medible) si f−1(E) ∈ Σ para toda E ∈ Σ′.

Un ejemplo de medida que aparece en el texto es la medida de contar. La cual,
denotada como ν, sobre un conjunto no vacío arbitrario X es la definida sobre la
σ-álgebra partes de X por ν(A) = card(A) si A es finito, y∞ en otro caso.

Definición A.0.2 (Función integrable). Sea f : X → (−∞,+∞) una función
medible, se dice integrable si cumple que

∫
|f |dµ < +∞. Y se dice que f es integrable

sobre E ⊆ X si fχE es integrable, y se define entonces
∫
E
f dµ =

∫
fχE dµ.

Definición A.0.3 (Espacios de funciones Lp(µ)). Consideramos funciones reales
integrables las de la clase de las funciones f : X → R medibles tales que ‖f‖1 :=∫
|f |dµ < +∞, clase que se denotará como L1(µ).

1 En el libro de Cerdà, referencia [Cer00], aparece una muy buena exposición sobre Teoría de la
medida, con todos sus detalles. Ver también [Sha05]
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Su generalización son los espacios de funciones Lp(µ). Si p ∈ [1,+∞], su conjugado
es p′ = p/(p− 1). Se definen la normas

‖f‖p :=

(∫
|f |p dµ

)1/p

y ‖f‖∞ := ı́nf{M ≥ 0 : |f | ≤M c.p.t}

Asi, Lp(µ) := {f : ‖f‖p <∞}.

Mostramos ahora los teoremas que se usan en algún momento en el texto. Em-
pecemos por el de la convergencia dominada. Todos los resultados que de aquí en
adelante no estén probados aparecen demostrados en [Cer00].

Sean (X,Σ, µ) un espacio de medida, (fn)∞n=1 una sucesión de funciones medi-
bles con valores reales, f otra función real medible y 0 ≤ g ∈ L1(µ). Entonces,
si

i. (fn) converge puntualmente a f en casi todo punto, y

ii. |fn(x)| ≤ g(x) en c.t.p. x ∈ X, ∀n ∈ N

se tiene que fn, f ∈ L1(µ); aún más, el límite y la integral permutan. Es decir,∫
f dµ = ĺım

n→∞

∫
fn dµ

Teorema 32 (Teorema de la convergencia dominada).

Éste importante teorema de la teoría de integración de Lebesgue se puede obtener
como consecuencia inmediata del lema de Fatou sin más que aplicar dicho lema a las
funciones g + fn y g − fn que son no negativas en c.t.p. Es evidente que fn y f son
integrables, pues el valor absoluto de las primeras está mayorado por una función
integrable y el límite puntual del valor absoluto de éstas es, esencialmente, el valor
absoluto de la función f ; por lo que también estará mayorado por dicha función g
integrable.

Ésto es esencialmente el camino de la demostración del teorema de la convergen-
cia dominada. Para saber hacerla debemos conocer el ya nombrado lema de Fatou,
que aunque tenga la categoría de lema no es de menospreciar, pues es muy útil, dice
que:

Lema A.0.1 (Lema de Fatou). Si (fn)∞n=1 es una sucesión de funciones medibles no
negativas, entonces ∫

ĺım inf
n→∞

fn dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
fn dµ

La prueba de ésta lema se basa principalmente en considerar unas funciones espe-
ciales definidas a partir de las fn y aplicar el teorema de la convergencia monótona,
que asegura que:
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Sean (fn)∞n=1 una sucesión creciente de funciones medibles no negativas y f
una función medible ≥ 0. Si f es límite en c.t.p. de la sucesión (fn), entonces la
integral de f permuta con el límite; es decir,∫

f dµ = ĺım
n→∞

∫
fn dµ

Teorema 33 (Teorema de la convergencia monótona).

Puesto que no es objetivo aquí desarrollar una base para la teoría de la medida, no de-
mostraré los importantes resultados anteriores, sino que sólo los enuncio de manera
rigurosa y ofrezco una pequeña orientación de como iría la prueba de los mismos.
Sin embargo, no haré ésto con el teorema que sigue, pues como lo utilizaré explíci-
tamente en la prueba de una propiedad de Γ, lo enunciaré y probaré formalmente.

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida e I un intervalo de R. Sea además f(·, t)
una función definida en X integrable para todo t ∈ I y definimos

F (t) :=

∫
f(x, t) dµ(x)

Si 0 ≤ g ∈ L1(µ), tenemos que

1. Si f(x, · ) es continua en t0 para cada x ∈ X y |f(x, t)| ≤ g(x) ∀x ∈
X ∀t ∈ I , entonces también es continua en t0 la función F .

2. Si para todo x ∈ X la función f(x, ·) es derivable en todo t ∈ I y además
ocurre que

∣∣∣∂f∂t (x, t)
∣∣∣ ≤ g(x) ∀x ∈ X ∀t ∈ I , entonces obtenemos

que F es derivable; más aún, obtenemos que

F ′(t) =

∫
∂f

∂t
(x, t) dµ(x)

Teorema 34 (Teorema de derivación bajo el signo integral).

Demostración. Antes de nada, nótese que gracias a las hipótesis la función F del
enunciado está bien definida. Además, tampoco es necesario considerar dos funciones
no negativas integrables distintas en lo referente a las hipótesis 1 y 2 del enunciado;
pues si así fuera, digamos g1 y g2 para las hipótesis 1 y 2 respectivamente, bastaría
considerar la función

g(x) := máx{g1(x), g2(x)} ≥ 0 ∀x ∈ X

que es trivialmente integrable. En efecto, sean los subconjuntos de X siguientes:

A1 := {x ∈ X : g(x) = g1(x)}

A2 := {x ∈ X : g(x) = g2(x), g(x) 6= g1(x)}
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entonces es claro que X = A1 ∪A2 y A1 ∩A2 = ∅. Así,∫
X

g dµ =

∫
A1

g dµ+

∫
A2

g dµ ≤
∫
X

g1 dµ+

∫
x

g2 dµ <∞

Hagamos los casos por separado.

1. Para probar este apartado basta tomar una sucesión (tk) de elementos de I que
converja a t0 y aplicar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue a
la sucesión de funciones fk := f(·, tk), obteniendo así la continuidad de la fun-
ción F . Podemos aplicar éste teorema pues estamos en las hipótesis del mismo
por haberlo preparado así conscientemente. En efecto, |fk| = |f(·, tk)| ≤ g, y
fk(x) = f(x, tk) −→ f(x, t0) = f0(x) para cada x ∈ X cuando k →∞.

2. Aquí trabajaremos un poco más para conseguir lo buscado. Sea t ∈ I y (hm)
una sucesión de números reales no nulos que converge a 0, hay que probar que

ĺım
m→∞

(∫
f(x, t+ hm)− f(x, t)

hm
dµ(x)

)
=

∫
∂f

∂t
(x, t)dµ(x)

pero ésto es fácil, pues gracias al teorema del valor medio conseguimos la si-
guiente acotación∣∣∣∣f(x, t+ hm)− f(x, t)

hm

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂f∂t (x, cm)

∣∣∣∣ ≤ g(x)

donde cm ∈ (t, t+ hm). Luego, dado t ∈ I , ya podemos aplicar el teorema de
la convergencia dominada a las funciones

fm(x) :=
f(x, t+ hm)− f(x, t)

hm
∀x ∈ X

obteniendo lo buscado.

A.1. Desigualdades notables en espacios de medida ge-
nerales

A.1.1. La desigualdad de Young
Antes de establecer ésta importante desigualdad que da lugar a otras dos también

bien conocidas, la de Hölder y la de Minkovsky, necesitamos saber lo que entendemos
por par conjugado de números reales. En nuestro caso, diremos que dos números
reales p, q pertenecientes al intervalo [1,∞] forman un par conjugado si verifican
que 1/p + 1/q = 1 (entendiéndose que la expresión fraccionaria 1/∞ es igual a 0,
y viceversa). Podemos ya decir que la desigualdad de Young para números reales
afirma que si a y b son dos números reales no negativos, entonces

a · b ≤ ap

p
+
bq

q

donde p, q son un par conjugado de (1,∞). La igualdad se da si y sólo si se verifica que
ap = bq .
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x

y
y = f(x)

x = f−1(y)

a

b La Des. de Young. Dibujo en general
de la demostración, que representa lo si-
guiente: la suma de las áreas de los dos trián-
gulos curvilíneos excede a la del rectángu-
lo de lados a y b, siendo igual cuando b =
f(a).

Para demostrar esto aprovecharemos que ya vimos que la función exponencial es
estrictamente convexa. En efecto, sean p, q ∈ (1,∞) un par conjugado. Sean a, b > 0
tales que ap 6= bq, entonces

a · b = elog(a·b) = e(1/p) log(ap)+(1/q) log(bq)

<
1

p
elog(ap) +

1

q
elog(bq)

=
ap

p
+
bq

q

Es evidente que si ab = 0 la conclusión se cumple.
Nótese que hemos probado, a la vez que la desigualdad, la forma contrapositiva de la
implicación hacia la derecha en la equivalencia de la igualdad, sólo nos resta probar
la implicación hacia la izquierda. Es decir, que si, con las notaciones del enunciado,
ap = bq entonces se da la igualdad. Pero ésto es fácil,

ab = a(bq)1/q = aap/q = ap/pap/q = ap(1/p+1/q) = ap =
ap

p
+
bq

q

Tenemos así demostrada la desigualdad de Young para reales, pero antes de dar la
generalización establezcamos otra prueba más gráfica: al igual que antes, sean a y
b reales no negativos, y p, q ∈ (1,∞) conjugados. Utilizando la función continua
y = f(x) = xp−1 en [0,∞), establecemos los siguientes casos

1. Supongamos primero que a < bq−1. Sabemos que si x = bq−1, entonces y = b.
Ya que con pares conjugados se verifica que p(q − 1) = q y que q(p− 1) = p.
Así, el área del rectángulo cuyos lados tienen longitud a y b es menor o igual
que la suma de las áreas S1 y S2 , entonces

ab ≤ S1 + S2 =

∫ a

0

xp−1dx+

∫ b

0

yq−1dy =
ap

p
+
bq

q

y evidentemente la igualdad se da cuando bq−1 = a⇔ ap = b(q−1)p = bq.

2. En el caso en que a > bq−1, aunque el dibujo varíe levemente, se procede de la
misma manera.
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3. Es evidente que cuando a = bq−1 se verifica la desigualdad, pues se da la igual-
dad, ya que nos encontraríamos en el caso en que la suma de las áreas S1 y S2

sería exactamente la del rectángulo de lados a y b.

Sea f : [0,∞) −→ [0,∞) una función continua y estrictamente creciente que
verifica que f(0) = 0 y existe ĺımx→∞ f(x) =∞. Entonces,

ab ≤
∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx

para cualesquiera a, b ≥ 0. Además, la igualdad se da si y sólo si b = f(a).

Teorema 35 (Desigualdad de Young).

Demostración. Sean a, b ∈ [0,∞). Es evidente que si a = 0 ó b = 0, entonces la
desigualdad del enunciado tiene lugar. Supongamos entonces que tanto a como b son
distintos de cero.
Como f es estrictamente creciente, entonces es inyectiva, y por lo tanto tiene inversa.
También ocurre, puesto que f es continua, f(0) = 0 y ĺımx→∞ f(x) = ∞, que el
rango de f es [0,∞), entonces f−1 es continua en su dominio (que es el rango de f ).
Queda así justificado que la desigualdad establecida en el enunciado tiene sentido. Es
fácil convencerse de ella haciendo un dibujo. Definamos las dos funciones siguientes

F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt y G(x) :=

∫ x

0

f−1(t) dt

para todo x > 0. Del párrafo anterior se sigue que están bien definidas.
Como f−1 es estrictamente creciente (por serlo f ); entonces, gracias a un argumento
ya utilizado anteriormente, sabemos que G es estrictamente convexa. Así, el segmen-
to que une cualesquiera dos puntos de la gráfica de G queda por encima (de manera
estricta, a excepción de los extremos del segmento) de la propia gráfica de G. Por
lo tanto, para cada c ∈ (0,∞), con c 6= b, tenemos la desigualdad (la veremos más
tarde)

G(b) > G(c) +G′(c)(b− c) (?)

= G(c) + f−1(c)(b− c)

Si c = f(a), f(a) 6= b

F (a) +G(b) > F (a) +G(f(a)) + a(b− f(a)) = ab

pues F (a) + G(f(a)) = af(a), y tenemos así probada la desigualdad. Demostre-
mos lo que falta, la igualdad anterior y la primera desigualdad estricta escrita arriba.
Empecemos por la igualdad. Definamos, para una mayor claridad, la función

y(x) := F (x) +G(x)− xf(x) ∀x ∈ [0,∞)

Se trata de ver que y es derivable y con derivada nula en todo punto; entonces sería
constante, pero como y(0) = 0, tendríamos que y(x) = 0 para todo x ≥ 0. Así,
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F (x) +G(x) = xf(x) para todo x ≥ 0. En efecto, sea d ∈ [0,∞). Tenemos que ver
que

ĺım
h→0

y(d+ h)− y(d)

h
= 0

Para ello,∣∣∣∣ 1h (y(d+ h)− y(d))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1h
(∫ d+h

d

f +

∫ f(d+h)

f(d)

f−1 + df(d)− (d+ h)f(d+ h)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1h
(∫ d+h

d

f +

∫ f(d+h)

f(d)

f−1 − d(f(d+ h)− f(d))− hf(d+ h)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1h
(∫ d+h

d

f +

∫ f(d+h)

f(d)

f−1 −
∫ f(d+h)

f(d)

d − hf(d+ h)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫ d+h

d
f

h
+

∫ f(d+h)

f(d)
(f−1 − d)

h
− f(d+ h)

∣∣∣∣∣∣
Ahora bien, como f y f−1 − d son continuas (pues d es constante) entonces, la
última expresión de arriba tiende cuando h→ 0 a

f(d) + (f−1(f(d)) − d)− f(d) = 0

Que era lo que buscábamos.
En cuanto a la desigualdad de la expresión (?), sea c ∈ (0,∞); como G es continua y
derivable en (0,∞) (recuérdese la definición de G y que ésta es convexa), en particu-
lar, lo será en [b, c] (supongamos que c > b, el caso en el que c < b se hace de manera
análoga). Así, existe un ξ ∈ (b, c) tal que

G′(ξ) =
G(c)−G(b)

c− b

Ahora bien, como G′ = f−1 y f−1 es estrictamente creciente y c > ξ, entonces
G′(c) > G′(ξ). Consecuentemente,

G′(c)(c− b) > G(c)−G(b)

O lo que es lo mismo
G(b) > G(c) +G′(c)(b− c)

Tenemos así establecida la desigualdad estricta que buscábamos.
Notesé que además de haber probado la desigualdad, también queda probada la im-
plicación hacia la derecha en la equivalencia de la igualdad (ésto está hecho por con-
trarrecíproco: si b 6= f(a), entonces no se da la igualdad). Para completar la demos-
tración falta probar que si b = f(a), entonces la igualdad occurre. Pero ésto es fácil,
simplemente teniendo en mente la interpretación geométrica de la integral

ab = af(a) =

∫ a

0

f +

∫ f(a)

0

f−1 =

∫ a

0

f +

∫ b

0

f−1
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Ésta desigualdad de Young es muy útil pues tiene un montón de aplicaciones, por
ejemplo para la obtención de otras desigualdades. Veamos las desigualdades de Höl-
der (o de Rogers-Hölder) y de Minkovsky obtenidas a partir de la desigualdad de
Young.
Éstas se establecen para funciones de espacios Lp(µ), con la norma asociada ‖f‖p =(∫
X
|f |p

)1/p, en el marco de un espacio de medida arbitrario (X,Σ, µ), donde X es
un conjunto no vacío, Σ una sigma-álgebra de subconjuntos de X y µ una medida
positiva sobre Σ. En lo que sigue, consideraremos que las funciones de Lp(µ) veri-
fican que |f(x)| < +∞ para todo x ∈ X (pues las modificamos sobre un conjunto
µ-nulo si fuera necesario). Empecemos por la de Hölder.

A.1.2. La desigualdad de Hölder

Sean p, q ∈ (1,∞) conjugados, f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ). Entonces, se tienen
las siguientes desigualdades:∣∣∣∣∫

X

fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|fg|dµ

y ∫
X

|fg|dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q

y ∣∣∣∣∫
X

fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q

Teorema 36 (Desigualdad de Rogers-Hölder).

Cabe señalar que la desigualdad clave aquí, la comúnmente conocida como desigual-
dad de Hölder, es la número dos. Pues a partir de ella, de forma inmediata, sabemos
que fg ∈ L1(µ). Y así es claro que se verifica la primera desigualdad. Pues, de forma
general, sabemos que si h es una función real integrable (lo que implica que su valor
absoluto también lo sea), como −|h| ≤ h ≤ |h|, se obtiene que gracias a las propie-
dades básicas de la integral de Lebesgue se verifica −

∫
|h| ≤

∫
h ≤

∫
|h|; por lo que∣∣∫ hdµ

∣∣ ≤ ∫ |h|dµ.
Nótese que una vez que tenemos la primera y segunda desigualdad, la tercera sale
como consecuencia de estas sin más que encadenar las desigualdades. Empecemos
entonces a probar la parte fundamental de este teorema.

Demostración. Como ya dijimos, obtendremos la desigualdad de Hölder a partir de
la de Young.
El caso trivial es cuando f ó g son cero en µ-c.t.p. (µ-casi-todo-punto), esto es que el
conjunto de puntos en el cual f ó g no son nulas es un conjunto µ-nulo; es decir, está
contenido en un conjunto medible y con medida cero. Más claramente, tomemos f
como ejemplo, sea

C := {x ∈ X|f(x) 6= 0}, ∃B ∈ Σ con C ⊆ B tal que µ(B) = 0
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Si el espacio de medida en el que nos encontramos trabajando es completo, entonces
todo conjunto µ-nulo es medible.
Una vez desechado el caso trivial continuemos con el grueso de la demostración.
Llamo

A :=

(∫
|f |p

)1/p

y B :=

(∫
|g|q
)1/q

Como f ∈ Lp, g ∈ Lq, y hemos desconsiderado el caso trivial, entonces 0 < A <
∞, 0 < B < ∞. En efecto, pongamos que A = 0, de manera equivalente tendría-
mos que |f |p = 0 en µ-c.t.p., que es lo mismo que f = 0 en µ-c.t.p., pero esto no
puede ser, pues hemos quitado el caso trivial.
Sean ahora

ax =
|f(x)|
A

, y bx =
|g(x)|
B

los cuales están bien definidos, y son no negativos en todo X . Podemos entonces
aplicar la desigualdad de Young

|f(x)|
A
· |g(x)|

B
= ax · bx ≤

apx
p

+
bqx
q

=
1

p
· |f(x)|p

Ap
+

1

q
· |g(x)|q

Bq

para todo x ∈ X . Luego, tomando integrales

1

‖f‖p ‖g‖q
·
∫
X

|fg|dµ ≤ 1

p
+

1

q
= 1

que es lo mismo que ∫
X

|fg|dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q

quedando ya desmotrada la desigualdad de Hölder.

Observación. ¿Cuándo se da la igualdad en la desigualdad de Hölder? Ésta ocurre
si y sólo si existen dos constantes α y β no nulas al mismo tiempo y positivas tales que
α|f |p = β|g|q para µ-c.t.p. En efecto, con las notaciones de arriba, durante la demos-
tración de la desigualdad de Hölder aplicábamos en cierto momento la desigualdad
de Young a unos ciertos valores reales no negativos dependientes de la variable x,
estos eran ax = |f(x)|

A y bx = |g(x)|
B . Puesto que para esta última desigualdad ya co-

nocemos cuando se da la igualdad, en dicho momento la igualdad se dará si y sólo si
|f(x)|p ‖g‖qq = |g(x)|q ‖f‖pp para casi todo x ∈ X . Recíprocamente, si sabemos que
|f |p = M |g|q en µ-c.t.p., una sustitución en la desigualdad de Hölder nos proporcio-
nará la igualdad.

A continuación veremos la otra desigualdad anunciada: la de Minkovsky, que se
obtiene a partir de la de Hölder y por lo tanto a partir de la de Young. Así:

YOUNG =⇒ HÖLDER =⇒ MINKOVSKY
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A.1.3. La desigualdad de Minkovsky

Sean 1 ≤ p <∞, y f, g ∈ Lp(µ). Entonces se verifica que(∫
X

|f + g|p dµ

)1/p

≤
(∫

X

|f |p dµ

)1/p

+

(∫
X

|g|p dµ

)1/p

equivalentemente, escrito de otra manera

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

Teorema 37 (Desigualdad de Minkovsky).

Demostración. Es evidente que, si p = 1 entonces la desigualdad sale de integrar la ya
conocida: |f + g| ≤ |f | + |g|. Supongamos ahora que 1 < p < ∞. Para que tenga
sentido la desigualdad debe ocurrir que f + g ∈ Lp(µ). Pero sencillamente como

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ (2 sup{|f |, |g|})p ≤ 2p(|f |p + |g|p)

entonces
‖f + g‖pp ≤ 2p(‖f‖pp + ‖g‖pp) < +∞

y así conseguimos que f + g ∈ Lp(µ).
Por otra parte, si llamamos q al conjugado de p, también sabemos que la función
|f + g|p−1 pertenece al espacio de funciones integrables, Lq(µ). En efecto, como
p y q son conjugados, entonces (|f + g|p−1)q = |f + g|q(p−1) = |f + g|p, luego
|||f + g|p−1||qq <∞.
Partiendo de la desigualdad

|f + g|p = |f + g||f + g|p−1 ≤ |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1

e integrando, obtenemos que∫
X

|f + g|p dµ ≤
∫
X

|f ||f + g|p−1 dµ+

∫
X

|g||f + g|p−1 dµ

Nótese que puesto que |f | ∈ Lp y |f + g|p−1 ∈ Lq, entonces tal y como probamos
durante la demostración de la desigualdad de Hölder, su producto, |f ||f + g|p−1,
pertenecerá a L1 y así tendrá sentido lo escrito arriba.
Recopilando toda la información que tenemos hasta el momento nos damos cuenta
de que estamos en las condiciones adecuadas para poder aplicar la desigualdad de
Hölder a las funciones |f | y |f + g|p−1. Quedándonos entonces la última expresión
de arriba menor ó igual que(∫

X

|f |p dµ

)1/p(∫
X

|f + g|q(p−1) dµ

)1/q

+

+

(∫
X

|g|p dµ

)1/p(∫
X

|f + g|q(p−1) dµ

)1/q

Ahora bien, si se da el caso de que
∫
X
|f+g|q(p−1) dµ =

∫
X
|f+g|p dµ = 0, entonces

la desigualdad de Minkovsky es trivial. Supongamos entonces que dicha integral no es
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nula; además tampoco puede ser infinita, pues ya hemos visto que |f+g|p−1 ∈ Lq(µ).
Podemos dividir entonces la última expresión por el real

γ :=

(∫
X

|f + g|q(p−1) dµ

)1/q

=

(∫
X

|f + g|p dµ

)1/q

> 0

quedándonos ∫
X
|f + g|p dµ

γ
≤
(∫

X

|f |p dµ

)1/p

+

(∫
X

|g|p dµ

)1/p

pero como

γ−1 ·
∫
X

|f + g|p dµ =

(∫
X

|f + g|p dµ

)1−1/q

=

(∫
X

|f + g|p dµ

)1/p

hemos conseguido la desigualdad buscada.

Observación. ¿Cuándo se da la igualdad en la desigualdad de Minkovsky? Aquí la res-
puesta dependerá del caso en el que nos encontremos.

1. Si p = 1 se da la igualdad si y sólo si |f + g| = |f |+ |g| en µ-c.t.p., lo que equivale
a que exista una función medible h, h ≥ 0 en µ-c.t.p., tal que g(x) = h(x)f(x)
siempre que sea f(x)g(x) 6= 0.

2. Si 1 < p < ∞, la igualdad se da si y sólo si existen dos constantes α y β no
simultáneamente nulas tales que αf = βg en µ-c.t.p.

Empecemos con el caso más sencillo, p = 1. Aquí la desigualdad equivale a que
la integral

∫
X

(|f |+ |g| − |f + g|) dµ ≥ 0. Pero esta integral es nula, al ser la función
que se integra no negativa, si y sólo si dicha función es nula en casi todo punto. O
sea, |f + g| = |f |+ |g| en µ-c.t.p. Tenemos así la equivalencia que nos da la igualdad.
En el caso en que 1 < p <∞, una sustitución muestra la suficiencia. Sencillamente,
supongamos que α, β 6= 0 (si alguna lo fuera la función que no va asociada a la nula
valdría 0 en casi todo punto y la igualdad sería trivial)(∫

X

|f +
α

β
f |p
)1/p

=

(
α

β
+ 1

)(∫
X

|f |p
)1/p

=

(∫
X

|f |p
)1/p

+

(∫
X

|α
β
f |p
)1/p

Para la necesidad es necesario trabajar un poco más. Si se tiene la igualdad en la de-
sigualdad de Minkovsky, entonces en su prueba deben darse las igualdades siguientes∫

X

|f ||f + g|p−1 dµ = ‖f‖p
∥∥|f + g|p−1

∥∥
q∫

X

|g||f + g|p−1 dµ = ‖g‖p
∥∥|f + g|p−1

∥∥
q

Por lo que en virtud de la desigualdad de Hölder, salvo conjunto de µ-medida cero,
deben existir α1, β1, α2, β2 ≥ 0, no nulos a la vez cada dupla con el mismo subíndice,
tales que

α1|f | = β1|f + g|p−1 (1)

α2|g| = β2|f + g|p−1 (2)
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Nótese que si, por ejemplo, β2 = 0, entonces g = 0 en µ-c.t.p., y se cumpliría
trivialmente la condición a verificar. Ya que bastaría tomar α = 0 y β una constante
cualquiera mayor que 0. Así, una vez desechados los casos en los que algún peso de
las igualdades (1) y (2) valen 0, podemos llevar a cabo el razonamiento siguiente

α2

β2
|g| = |f + g|p−1 ⇒ α1|f | = β1 ·

α2

β2
|g|

y tomando como α el valor α1β2 y como β el valor β1α2, tenemos casi la condición
buscada (aquí todas las igualdades que involucren a funciones, aunque no aparezca
explícitamente escrito, son en µ-c.t.p.). Pues la que obtenemos realmente es

α|f | = β|g| en µ-c.t.p.

Si conseguimos eliminar los valores absolutos ya habríamos acabado de probar la
necesidad. Para ello veamos que el signo de las dos funciones es el mismo en casi
todo punto. Reescribamos la igualdad de arriba como |g| = λ|f | en c.t.p., puesto que
suponemos que se da la igualdad en la desigualdad de Minkovsky, se obtiene(∫

X

|s(f)|f |+ λs(g)|f ||p dµ

)1/p

= (1 + λ)

(∫
X

|f |p dµ

)1/p

con f = s(f)|f | en c.t.p. y |s(f)| = 1 en c.t.p., y |s(g)| = 1 en c.t.p. de manera
análoga. Tendremos así que |s(f) + λs(g)| = |1 + λs(g)/s(f)| = 1 + λ en c.t.p.,
y se deduce ahora fácilmente que s(g)/s(f) = 1 en c.t.p., que era lo que estábamos
buscando. Concluimos que αf = βg en c.t.p.

Para acabar con estas dos famosas desigualdades demos un ejemplo concreto. Se
trata del caso en el que el espacio de medida (X,Σ, ν) es un espacio de medida aso-
ciado a la medida de contar sobre un conjunto finito X , donde

ν : P (X) −→ R+ tal que A ⊆ X ⇒ ν(A) = card(A)

es la medida de contar sobreX y card(A) representa el cardinal deA. Obtenemos las
formas discretas de las desigualdades antes mencionadas. Desigualdad de Rogers-
Hölder, ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ηkξk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
1

|ξk|p
)1/p

·

(
n∑
1

|ηk|q
)1/q

donde ηk, ξk ∈ R ∀k = 1, . . . , n y 1/p+ 1/q = 1 con p, q ∈ (1,∞)
Desigualdad de Minkovsky,(

n∑
k=1

|ηk + ξk|p
)1/p

≤

(
n∑
1

|ηk|p
)1/p

+

(
n∑
1

|ξk|p
)1/p

donde ηk, ξk ∈ R ∀k = 1, . . . , n y p ∈ (1,∞)
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene haciendo p = 2 en la de Hölder∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ηkξk

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
1

|ξk|2
)1/2

·

(
n∑
1

|ηk|2
)1/2

donde ηk, ξk ∈ R ∀k = 1, . . . , n.
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