Universidad deValladolid

FACULTAD DE CIENCIAS

TRABAJO FIN DE MASTER
Master en Matematicas

El problema de Riemann-Hilbert

Autor: Mario Garcia Mayo
Tutor: Jorge Mozo Fernandez
2023



Indice general

Introduccién

1. Prolongacién analitica
1.1. Prolongacién a lolargodecurvas . . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

1.2. El teorema de monodromia . . . . . . . . . ...

2. Ecuaciones diferenciales complejas
2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden . . . . . . ... .. ..
2.2. Ecuaciones diferenciales lineales de ordenn . . . . . . . ... ... ... ..
2.3. Prolongacién analitica y grupo de monodromia . . . . . . .. ... ... ..
2.4. Soluciones en el recubrimiento universal . . . . ... ... ... ... ....

2.5. Singularidades regulares y fuchsianas . . . . . . . ... ... ... ... ...

3. El problema de Riemann-Hilbert
3.1. El contraejemplo de Bolibruch . . . . . .. ... ... ... L.
3.2. Basesde Levelt . . . . . . . ..
3.3. Elsistema de segundoorden . . . . . . . .. .. ... oL
3.4. Elsistema de tercer orden . . . . . . . . ..o

3.5. Algunas variantes del problema con solucién positiva . . . . . . . . ... ..

A. Superficies de Riemann y topologia algebraica
A.1. Superficies de Riemann . . . . . .. ... ... L
A.2. Homotopia decurvas . . . . . . . . . . . o

A.3. Recubrimientos . . . . . . . . . . ...
B. Algunos teoremas clasicos del analisis complejo

Bibliografia

11
12
17
19
22
23

31
31
33
48
o4
62

64
64
65
67

70

72



Introduccion

En el afio 1900, el matemético aleman D. Hilbert present6 en el Congreso Internacional de
Matematicos de Paris una lista con veintitrés de los problemas mas importantes del siglo

XX que aun estaban sin resolver, los llamados problemas de Hilbert.

Entre ellos, el problema ntimero veintiuno era el siguiente: demostrar que existe un sistema
fuchsiano con singularidades y monodromia prefijadas. El problema adquiriria el nombre
de problema de Riemann-Hilbert cuando se vio que B. Riemann habia investigado proble-

mas similares anteriormente.

En 1908, J. Plemelj supuestamente resolvié este problema, obteniendo una respuesta afir-
mativa. Sin embargo, mas de setenta afios después se descubrié un fallo en su demostracién.
La soluciéon que habia obtenido Plemelj era al problema de encontrar un sistema regular
con singularidades y monodromia prefijadas. Los sistemas regulares y los fuchsianos guar-
dan cierta relacion entre ellos, y de hecho los sistemas fuchsianos resultan ser también

regulares, pero no son conceptos equivalentes.

Seria en 1989 cuando A. A. Bolibruch encontré una monodromia que no podia pertenecer

a ningun sistema fuchsiano, obteniendo asi una respuesta negativa para el problema.

El objetivo de este trabajo seré estudiar el problema de Riemann-Hilbert y el contraejemplo
de Bolibruch, haciendo previamente una introduccién a las ecuaciones diferenciales ordi-
narias complejas y desarrollando toda la teoria necesaria para entenderlo. Esta, ademas
de nociones de variable compleja y ecuaciones diferenciales, incluird también conceptos

propios de la topologia algebraica, la teoria de grupos y la geometria diferencial.



Capitulo 1

Prolongacién analitica

En este primer capitulo estudiaremos el problema de extender una funcién analitica a un
dominio mas amplio de su dominio de definicién original y veremos como extender funciones
definidas en un disco a través de curvas que no estén contenidas en él. El resultado principal
que demostraremos, el teorema de monodromia, nos dara condiciones para ver cuando las
prolongaciones de funciones a través de distintas curvas coiniciden. La referencia principal

de este capitulo sera [12].

1.1. Prolongacién a lo largo de curvas

Definicién 1.1. Un elemento de funcion es un par ordenado (f, D) donde D es un disco
abierto de C y f una funcién holomorfa en D. Dos elementos de funcion ( fo, Do) y (f1, D1)
se dice que son prolongacién analitica uno del otro si Dy N Dy # 0y fo(z) = fi(z) para
todo z € Dy N Dy. En este caso escribiremos ( fo, Do) ~ (f1,D1).

Definicién 1.2. Una cadena es una sucesién finita de discos C = {Dy, ..., D,} tal que
D,y N D; # 0 para cada i = 1,...,n. Si dados una cadena C = {Dy,...,D,} y un
elemento de funcién (fy, Dy) existen elementos de funcién (f1, D1),...(fn, Dy) tales que

(fi—1,Di—1) ~ (fi, D;) paracada i = 1,...,n, se dice que (fn, Dy) es prolongacion analitica
de (fo, Do) a través de C.

Observacion 1.3. De la definicién anterior se pueden deducir facilmente dos propiedades

interesantes:

I) Dados C = {Dy,...,Dn}y (fo, Do) existe a lo sumo una tnica prolongacién analitica
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a través de C: si tuviesemos (fo, Do) ~ (f1,D1) v (fo, Do) ~ (g1, D1), entonces
f1(2) = fo(2) = g1(2) Vz € DoN Dy,

y al ser D un conjunto conexo por el principio de identidad (B.1) se tiene que f1 = g1

en Di. Aplicando el mismo razonamiento por induccién se llega a la unicidad de f,.

IT) Si C ={Dy,...,Dy} es una cadena tal que Dy N D,, # 0 y (fn, Dy) la prolongacién
analitica de (fo, Do) a través de C, en general no es cierto que (fo, Do) ~ (fn, Do).
Por ejemplo, si Dy, D1 y D5 son los discos de radio 1 centrados en los puntos 1, w y

27mi . .
w?, donde w =e™3 (w® = 1), y consideramos las funciones

.arg(z)
fo(z) = \z|elg2 , arg(z) € [-m,7),
file) = I, arge) € [ 5.7,
iarg(z) ™ 77'('
pz) = fide™$, arg(z) € [T,

analiticas en Dy, D; y Da, se tiene que (fo, Do) ~ (f1,D1), (f1,D1) ~ (f2,D2) y
Do N Dy # 0, pero fo # fo en Do N Dy: si 2 € Dy N Dy, al calcular fo(z) tomaremos

arg(z) en (—%,—%) C [-m,m) y al calcular fo(2) en (3, 1) C [Z, TT), luego
f2(2) = fo(2)e'™ = —fo(2).
Definicién 1.4. Sean + : [0, 1] — C una curva continua y C = {Dy,...,D,} una cadena.

Se dice que C recubre v si existen nimeros 0 = sg < 51 < ... < s, = 1 tales que v(0) es el
centro de Dy, (1) el centro de Dy, y v([si, Si+1]) C D; para cada i =0,...,n — 1. Si un
elemento de funcién (fy, Dg) puede ser prolongado a través de esta cadena C a (f,, D), se

dice que (fp, D) es una prolongacion analitica de (fo, Do) a través de .

La prolongacién analitica de un elemento de funcion a través de una curva a priori no parece
que tenga por qué ser unica, ya que aunque si que lo sea a través de cadenas podria haber
mas de una cadena que recubriese la curva. Probaremos a continuacién que en verdad si

que lo es, haciendo uso de una especie de transitividad de ~ bajo hipdtesis mas restrictivas.

Proposicién 1.5. Sean (fo, Do), (f1,D1) y (f2, D2) tres elementos de funcién tales que
(fo; Do) ~ (f1, D1), (f1,D1) ~ (f2; D2) y Do N D10 Dy # 0. Entonces (fo, Do) ~ (f2, D2).

Demostracion. Como fo = fr en DgN Dy y fi = fo en D1 N Dy se tiene que fy = fo en
DoN Dy N Dy # (. Al ser Dy N Dy un conjunto conexo, por el principio de identidad (B.1)
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se tiene que fy = fo en Dy N Ds. O

De aqui en adelante, cuando hablemos de curvas supondremos que son continuas, toman

pardmetros en el intervalo [0, 1] y tienen llegada en C a no ser que se especifique lo contrario.

Teorema 1.6. Sean (f, D) un elemento de funcién y « una curva tal que v(0) es el centro

de D. Entonces existe una tnica prolongacion analitica de (f, D) a través de ~.

Demostracion. Sean C; = {Ao,...,Amn} vy C2 = {Bo,..., By} dos cadenas que recubren =y
y a través de las cuales se puede prolongar analiticamente (f, D). Por definicién, existen

numeros

O=s9<s1<...<8,, =1,

O=0gg<o1<...<op=1,
tales que
v([84, si41]) C Aiy y([oj,0j+1]) CB; Vi=0,...,m—1,5=0,...,n—1,
y elementos de funcién
(96, Ai) ~ (gir1, Ait1), (hy, Bj) ~ (hjs1, Bjya),

paracadai=0,....,m—1,5=0,...,n—1, donde Ag = By =D y go = hg = f. Vamos
averquesi0<i<m-—1y0<j<n-—1,ysi/s;s+1] tiene intersecciéon no vacia con
[0j,0j+41], entonces (g;, A;) ~ (hj, Bj).

Supongamos que esto no es cierto, es decir, que existen pares (i,j) para los que la hipd-
tesis no se cumple. Entre estos pares, escogemos el par que haga que ¢ + j sea minimal.
Supongamos que s; > 0 (en caso contrario se razonaria de forma similar). Entonces ¢ > 1,

y como [s;, s;41] corta a [0, 0j41] se tiene que
’Y(SZ) cA,_1NAN Bj.

Al ser i + j minimal se tiene que (g;—1, Ai—1) ~ (hj, Bj), y como (gi—1, Ai—1) ~ (gi, 4;) la
proposicién 1.5 implica que (g;, A;) ~ (hj, Bj), contradiciendo la suposicion.

Como 1 € [sy—1,8m] N [on—1,04], se tiene que (gm—1,Am-1) ~ (hn—1,Bn—1). Ademads,
(gm—1, Am—1) ~ (gms Am), (An—1, Bn-1) ~ (hn, Bn) y

’y(l) cA,-1NA,NB,_1NB,.
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Entonces, por la proposicién 1.5 se tiene que (gm, Am) ~ (hn, By) y por tanto g, = hy,
en A, N By. Como ambos discos A,, y B, estan centrados en ~y(1), las expansiones en
potencias de z — y(1) de g, y de h,, tienen que ser las mismas y podemos concluir que

gm = hy, en el disco més grande de los dos. O

Observacion 1.7. La prolongacion analitica de un elemento de funciéon a través de dos
curvas con los mismos extremos no tiene por qué ser la misma. Por ejemplo, consideramos

las dos semicircunferencias de radio 1 que van de 1 a -1
71 (t) = cos(mt) + isin(nt), ~2(t) = cos(wt) — isin(nt),

y los discos Ag = By = D, Ay, By y As = By que se muestran a continuacién:

Figura 1.1: Curvas con extremos iguales que dan prolongaciones distintas.
Si definimos las funciones g; en A; y h; en B; (i = 0,1, 2) mediante

f(2) = go(2) = ho(2) = log(|z]) +iarg(z), arg(z) € [-m,7),

91() = 2(2) = log(|e]) + iare(), arg(z) € [, ),
3m

5);

hi(z) = ha(z) = log(|z|) + targ(z), arg(z) € [—?, 5
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entonces C; = {Ayp, A1, Aa} recubre v1, Co = { By, B, Ba} recubre y2 y (gs, 4i) ~ (git+1, Ai+1),
(hiy Bi) ~ (hit1, Biy1) para i = 0,1, pero g2(2) # ha(z) en Ay = Bs.

De un modo similar, ultilizando distintas ramas del logaritmo y la circunferencia completa
se puede ver que la prolongacién analitica de una funcién a través de una curva cerrada
no tiene por qué coincidir con la propia funcién (esto también se podia intuir tras ver la

observacién 1.3, II). Este hecho nos serd de gran importancia méas adelante.

1.2. El teorema de monodromia

Definicién 1.8. Sean a, 3 puntos de C, I = [0, 1] y ¢ una aplicacién continua de I2 = I x I

en C tal que p(0,t) = ay ¢(1,t) = § para todo ¢ € I. Las curvas 74 definidas por
n(s) =@lt,s) telsel,
se dice que forman una familia uniparamétrica de curvas {v}ier de o a B.

Vamos ahora con una propiedad de la prolongacion analitica que serd fundamental para

demostrar el teorema de monodromia.

Proposicién 1.9. Sean «, 5 € C, {7} una familia uniparamétrica de curvas de a a 8, D
un disco centrado en « y (f, D) un elemento de funcién que admite prolongacién analitica

a través de cada curva - a un elemento (g, D). Entonces, gy = g1.

Demostracion. Fijamos t € I. Sea C = {Ay,...,A,} una cadena que recubre ; tal que

Ap = D. Existen ntimeros 0 = sg < ... < s, = 1 tales que
E; = ’}’t([sz‘, Si+1]> CA; Vi=0,...,n—1.

Como cada E; es compacto, existe € > 0 tal que la distancia entre F; y el complementario
de A; es menor que € para cada i =0,...,n — 1. Sea ¢ : I? = C la funcién que define la
familia uniparamétrica de curvas {7;}. Al ser ¢ continua en el compacto I2, se tiene que
¢ es uniformemente continua en I? y entonces existe un § > 0 tal que para cada s,u € I

con |(s,t) — (s,u)| = [t — u| < I se tiene que

p(s,t) = @(s,u)| = [7e(s) —(s)] <e

Tomamos u € I que satisfaga |t — u| < J. Por la eleccion de €, se tiene que la cadena C

también recubre ~,. Entonces, por el teorema 1.6 se tiene que g: y g, se obtienen mediante
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prolongacién analitica a través de la misma cadena C y por tanto g = gu.
Se tiene asi que cada t € I es el centro de un segmento J; de longitud 2§ tal que g; = gy
para todo u € I N J;. Como I es compacto, se puede recubrir por una cantidad finita de

Jt, y como es conexo en un numero finito de etapas se puede llegar a que gy = ¢1. ]

Introducimos a continuacién las tltimas definiciones que necesitaremos antes de llegar al

resultado final del capitulo.

Definicién 1.10. Sean « y 3 puntos de un dominio (abierto conexo y no vacio) 2 de C
y I'g y 'y dos curvas en €2 de o a 3. Se dice que I'g y I'1 son Q—homdtopas si existe una
familia uniparamétrica de curvas {7;} de a en 3 tal que cada 7; es una curva en €2, 79 = I'g

yy =TI1.

Definicién 1.11. Sean © un dominio de C, D C € un disco y (f, D) un elemento de
funcién. Se dice que (f, D) admite prolongacion analitica sin restricciones en 2 si (f, D)

se puede prolongar analiticamente a través de cada curva en ) que comience en el centro
de D.

Teorema 1.12 (de monodromia). Sean €2 un dominio de C, D C Q un disco y (f, D) un

elemento de funcién que admite prolongacién analitica sin restricciones en ). Entonces,

I) Si Ty y 'y son curvas Q-hométopas de « a 3, siendo « el centro de D, entonces la
prolongacion analitica de (f, D) a través de 'y coincide con su prolongacién analitica

a través de I'y.

IT) Si ademas ) es simplemente conexo, existe una funcién g holomorfa en € tal que
g(z) = f(z) para todo z € D.

Demostracion. La primera parte se deduce trivialmente del teorema 1.9. Para probar II,
observamos que al ser €2 simplemente conexo, por el teorema de representacién conforme
de Riemann (B.2) existe un homeomorfismo h : Q@ — U, donde U es el disco unidad. Al ser

U convexo, podemos definir
Ye(s) = h (1 = t)h(To(s)) + th(T'1(s))), donde 0<s<1,0<t<1.

La familia uniparamétrica de curvas {7y} que obtenemos muestra que cualquier par de
curvas ['g y 'y en 2 de « en § son 2-homotopas. Entonces, por I se tiene que todas las

prolongaciones analiticas de (f, D) a través de una curva en {2 que acaben en un punto
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f llevan al mismo elemento de funcion (gg, Dg), donde Dg es un disco centrado en f3.

Definimos
9(z) = gp(2) Vze Dg.

Hay que ver que g esta bien definida, es decir, que si existen Sy, 51 € €2 distintos tales que
z € Dg, N Dg, entonces gg,(2) = gg,(2). Pero si esto ocurre, podemos prolongar primero
(f, D) hasta (gs,,Dg,) a través de una curva que termine en fy, y luego hasta (gg,, D3, )
a través de la curva obtenida al pegar a la curva anterior el segmento que une 8y y (1.

Entonces, gg, tiene que coincidir con gg, en Dg, N Dg,. O



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales complejas

En este capitulo estudiaremos ecuaciones diferenciales complejas con coeficientes analiticos.

Comenzaremos estudiando sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo

Y1
y =AR)y, y=|":], (2.1)
Yn

donde A € M, (#H(S)) es una matriz cuyos coeficientes son funciones holomorfas en un

dominio S C C, y continuaremos con ecuaciones diferenciales lineales de orden n del tipo
™ a2y 4+ an(2)y =0, (2:2)

donde a; € H(S) para cadai = 1,...,n. Veremos bajo que condiciones podemos garantizar
la existencia e unicidad de las soluciones, la estructura de las mismas y como aplicar lo que
hemos visto en el capitulo anterior para prolongar analiticamente estas soluciones a otros
dominios. Finalmente, nos centraremos en el estudio de un tipo de ecuaciones y sistemas

llamados fuchsianos (en honor al matematico L. Fuchs).

Los resultados de las tres primeras secciones del capitulo se pueden encontrar en textos
sobre ecuaciones diferenciales ordinarias como [4] o [11] (aunque hay que adaptarlos al
caso complejo). Las dos tltimas secciones del capitulo siguen principalmente el texto [2],

aunque también se han utilizado [3], [6] y [9] para concretar alguna parte.

11
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2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

En esta seccion y la siguiente, supondremos que el dominio S donde los coeficientes del

sistema (2.1) (resp. de la ecuacién (2.2)) son analiticos es un disco D = D(z, p).

Si al sistema (2.1) le afadimos una serie de valores iniciales en el punto zp, obtenemos
lo que se llama un problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Vamos a ver en
primer lugar que el problema de Cauchy

Yy =A@y, y=1.u)"

)

y(20) = wo, woeC”,

admite una unica solucién y € H(D)".

Teorema 2.1. El problema de Cauchy (2.3) tiene una tnica solucién y € H(D)" que

solamente depende del valor inicial wg = (w1, ..., wy,).

Demostracion. Vamos a tratar de obtener las funciones y; en sus desarrollos en series de

potencias
yi(z) = chk)(z—zo)k, i=1,...,n. (2.4)

(0)

Juntando (2.4) y las condiciones iniciales del problema obtenemos que ¢;”’ = w; para cada

i=1,...,n. 51 A(z) = (ai;j(2))1<ij<n y cada a;; tiene desarrollo en serie de potencias
0
a;j(z) = Z a;; (z — zo)k, i,j=1,...,n, (2.5)
k=0

al sustituir en las ecuaciones del sistema los desarrollos (2.4) y (2.5) e igualar los coeficientes

correspondientes a cada potencia de z — zy obtenemos que

n k
(k+ 1)) = leoagf-s)cgs) VkeEN, i, j=1,...,n (2.6)
j=ls=

Luego los coeficientes cgk) estan determinados de forma Unica y solamente nos falta ver si
sus series convergen. Sea z un punto tal que |z — z9| =r < py sea R = 3(r + p) < p. Las

series (2.5) convergen absolutamente cuando |z — 29| < R, luego existe un nimero positivo
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M > 0 tal que
(k)| pk I
la;;'|R* <M VkeN, i,j=1,....,n

Entonces, aplicando esta desigualdad en (2.6) se obtiene que

n k
(k+ 1" < MRS R wheN i=1,...,n (2.7)
7j=15=0
Si tomamos ¢*¥) = ) \cg-s)\, de (2.7) se deduce que
k
(k+1)|c | <nMR™*Y" R%® vk eN. (2.8)
s=0

Definiendo los coeficientes C'*) mediante C(©) = ¢(©) y

k
(k+1)|C* | =nMR™*Y R C®) VEeN, (2.9)
s=0

se obtiene una serie Y7, C*) (2 — 20)* que, por (2.8), domina a 35, ¢ (2 — z)* y por
tanto a cada una de las series de (2.4). Ademads, de (2.9) se obtiene que
k—1

(k+1)C* ) = R RO (3" R0 4+ RFCW) = R71ECH + nMCW),
s=0

para cada k € N y entonces

i C(k+1) Y Rflk._‘_nM B l
Fose O kb k+1 R

Por tanto, si |z—zp| =7 < R < p, la serie 352, C*) (2 —20)*

es absolutamente convergente.
Como esta serie domina a cada serie de (2.4) podemos concluir que todos estos desarrollos

convergen si |z — zg| < p. O

Observacion 2.2. La existencia y unicidad de las soluciones se puede probar adaptando
alguno de los procedimientos clasicos del caso real como el método de aproximaciones
sucesivas (o iterantes de Picard) al caso complejo. Sin embargo, al estar tratando con fun-
ciones holomorfas podemos aprovechar los desarrollos en series de potencias para obtener

una demostracién mas sencilla y acorde con las técnicas de variable compleja.
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Nos preguntamos ahora qué sucede si en vez de buscar las soluciones de un problema
de Cauchy particular vamos variando las condiciones iniciales para un mismo sistema.
Recordamos que el espacio de funciones holomorfas en D, H(D), es un espacio vectorial de
dimensién infinita con las operaciones de suma y producto escalar definidas punto a punto,
y entonces el producto H (D)™ con sus correspondientes operaciones también lo es. Vamos
a ver que el conjunto de soluciones del sistema (2.1), S(D), forma un subespacio vectorial
de H(D)™ de dimensién finita.

Teorema 2.3. El conjunto de soluciones de (2.1),
S(D)={y e H(D)" : y' = A(2)y},

es un espacio vectorial de dimensién n. Ademés, {y1,...,yn} es una base de S(D) si, y

solo si, {y1(20),...,yn(20)} es una base de C™.

Demostracion. Para ver que S(D) tiene estructura de espacio vectorial, probaremos que

es cerrado bajo las operaciones de suma y producto escalar en H(D)". Si y1,y2 € S(D),

(y1+y2) =y1+vy5=A(2)y1 + A(2)y2 = A(2)(y1 + y2),
(cy1) = ey = cA(2)y1 = A(z)(cy1).

Luego S(D) es un subespacio vectorial de H(D)™. Para ver la dimensién de S(D), obser-

vamos que la aplicacién

S(D) — C™

y — ¥(20),

es un isomorfismo por el teorema 2.1 (sobreyectiva por la existencia de soluciones e in-
yectiva por la unicidad, la linealidad es obvia). De aqui se deduce que dimS(D) =n y la

equivalencia entre las bases de S(D) y C". O

La estructura de espacio vectorial de S(D) motiva las siguientes definiciones.

Definicién 2.4. Sean yi,...,yn, n soluciones del sistema (2.1). Diremos que la matriz

Y = (y17"'7yn)7

cuyas columnas son las n soluciones anteriores es una matriz solucion de (2.1). Si, ademaés,
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las n soluciones son linealmente independientes, diremos que forman un sistema funda-

mental de soluciones y que la matriz Y es una matriz fundamental de (2.1).
En virtud de esta definicion es trivial la siguiente proposicién.
Proposicién 2.5. Sea Y una matriz solucién del sistema (2.1). Entonces Y es solucién de
la ecuacion diferencial matricial
Y' = A(2)Y. (2.10)

Introducir las matrices soluciones es de gran utilidad para estudiar la independencia li-
neal de un conjunto de n soluciones del sistema, ya que las soluciones seran linealmente
independientes (es decir, formaran un sistema fundamental de soluciones) si, y solo si, su

matriz solucion asociada es invertible. Esto nos lleva a introducir la siguiente definicion.

Definicién 2.6. Sea Y = (yi,...,yn) una matriz solucién de (2.1). A la aplicacién
W(y1,..-,¥n): D — C definida por

y11(2) v12(2) ... ya(2)
ya1(2) y22(z) ... yon(2)
Wyt ... yn)(z) — det(Y(2) = | . N

Yn1(2) Yn2(2) oo Ynn(2)
se la denomina wronskiano de Y.
Teorema 2.7. Sea Y = (y1,...,y,) una matriz solucién de (2.1). Entonces, su wronskiano
W(y1,...,yn) es solucién de la ecuacion diferencial

y = tr(A(2))y, (2.11)
y, por tanto,
20,2

para todo z, zg € D, donde la integral que aparece es a través del segmento que une z y 2.
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Demostracion. Derivando det(Y (z)) por filas, se tiene que

yi1(2) vi2(2) o Y1 (2)
d%det(Y(z)): y”:(Z) y”:(z) yQ”:(@ P
Ynl (Z) ynQ(Z) cee y’rm(z)
yi1(z) yi2(z) ... yin(2)
y21(2) y22(2) cee yzn(Z)
+.. . . .
Yn1(2) Una(2) oo ypn(2)

Como Y'(z) = A(2)Y (2), se tiene que el primer sumando es

a11Y11 + -+ QnYn1  --- @11YIn 0+ GinYnn
Y21 Yon
. . = a11(z)det(Y (1)),
Ynl o Ynn

y de modo similar el resto son aga(z)det(Y(t)),...,ann(z)det(Y (t)). Entonces, el wrons-
kiano es solucién de la ecuacién diferencial (2.11). Al resolverla, obtenemos la expresion
(2.12). O

Teorema 2.8. Un conjunto de soluciones yi,...,y, € S(D) es un sistema fundamental

de soluciones si, y solo si, existe zg € D tal que W(y1,...,yn)(20) # 0.

Demostracion. Por el teorema 2.7, el wronskiano de la matriz asociada al conjunto de
soluciones serd identicamente nulo si, y solo si, se anula en algiin punto, lo que nos da el

resultado que buscabamos. O

El dltimo resultado que comentaremos relacionado con la estructura de espacio vectorial

de S(D) es el siguiente.

Proposicién 2.9. Sea Y (z) una matriz solucién de (2.1). Si X (z) es otra matriz tal que
X(z) = Y(2)C para alguna matriz C, entonces Y (z) es otra matriz solucién de (2.1).
Ademas, si Y (z) es una matriz fundamental del sistema, entonces X (z) es otra matriz

fundamental si, y solo si, X (z) = Y (2)C para alguna matriz C regular.

Demostracion. Si X(z) = Y (z)C, derivando y teniendo en cuenta que Y es una matriz



Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales complejas 17

solucion es sencillo ver que
X'(z) =Y'(2)C = A(2)Y (2)C = A(2) X (2).

Esto también nos da la segunda implicacién de la ultima parte de la proposicion, ya que
solo habria que anadir que al ser X (z) = Y (2)C producto de matrices invertibles también

seria invertible.

Para probar la primera implicacién, en primer lugar observamos que al derivar la expresién
I =Y(2)Y~1(2) se obtiene

0=I'=@Y ) =YY l+y(y ),
y despejando
Yy =y ly'y—L
Entonces, teniendo en cuenta que X e Y son soluciones del sistema

Y IX)Y =y )YX+Yy ' X' =y WYy X +Vv1iXx' =
=Y 'AYY !X + Y 14X =0,

y concluimos que C' =Y ~!(2)X(2) es la matriz regular que buscabamos. O

2.2. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Si tenemos una ecuacién diferencial lineal de orden n como (2.2), podemos construir un
sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente del tipo (2.1). Basta

considerar el sistema con matriz

AR)=| | : : A (2.13)

—an(z) —ap—1(2) —ap—2(2) ... —ai(z)
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y tomar y = y1. Entonces, la existencia y unicidad de soluciones del problema de Cauchy

asociado a (2.2),

™ 4 =D 4t an(2)y =0,
{y ar(=)y () (2.14)

y(z0) = wo, - . .,y(”*l)(zo) =wp_1, w; € C,
se deduce facilmente del teorema 2.1.

Teorema 2.10. El problema de Cauchy (2.14) tiene una tnica solucién y € H(D) que

solamente depende de los valores iniciales wy, ..., w,—1.

Demostracion. Si consideramos el problema de Cauchy (2.3) con la matriz A(z) dada en
(2.13) y wog = (wo,...,wp—1), por el teorema 2.1 se tiene que existe una unica soluciéon
v =(y1,---,yn) € H(D)™ del problema. Entonces, la funciéon y = y; € H(D) sera la tinica
solucién de (2.14). O

De un modo similar a como sucedia en el caso de los sistemas de primer orden, para
las ecuaciones lineales de orden superior el conjunto de soluciones S(D) también tendra

estructura de espacio vectorial.
Teorema 2.11. El conjunto de soluciones de (2.2),
S(D) ={y € H(D) : y'™ + a1(2)y™ V) + - + an(2)y = 0},

es un espacio vectorial de dimensién n. Ademas, {y1,...,yn} es una base de S(D) si, y

solo si, {y1(20),...,yn(20)} es una base de C", donde y;(z0) = (v:i(20),- -, yi(n_l)(zo)).

Demostracion. Es sencillo ver que, por la linealidad de la derivada, S(D) es cerrado por la
suma y el producto escalar de H (D), luego forma un subespacio vectorial suyo. Para ver

la dimensién de S(D), observamos que la aplicacién

S(D) —C"
y— y(z0) = (y(20), ...y (20)),

es un isomorfismo por el teorema 2.10. De aqui se deduce que dimS(D) = n y la equiva-
lencia entre las bases de S(D) y C". O

Vamos ahora a estudiar cémo son las bases de S(D).
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Definicién 2.12. Sean yi,...,Yyn, n soluciones de la ecuacién (2.2). Si las n soluciones
son linealmente independientes, es decir, forman una base de S(D), diremos que forman

un sistema fundamental de soluciones de (2.2).

Definicién 2.13. Sean y1, ..., y, € H(D). La aplicacion W (y1,...,y,) : D — C definida

por

yi(z ya2(2) yn(2)
Winsom)e) =| 1 BE B
(@) W) )
se denomina wronskiano de yi,...,Yn.
Observamos que, si y1, ..., yn € S(D), esta definiciéon de wronskiano se puede ver como un

caso particular de la definicién 2.6 al considerar el sistema con matriz (2.13) asociado a
nuestra ecuacién. Entonces, de los teoremas 2.7 y 2.8 se deducen inmediatamente los dos

teoremas siguientes:

Teorema 2.14. Sea yi,...,y, € S(D) un conjunto de soluciones de (2.2). Entonces, su

wronskiano W (yi,...,y,) es solucién de la ecuacion diferencial

Y = —an—1(2)y,

y, por tanto,

Wy, .., yn)(z) = W(y1,...,yn)(20) exp (/ —ap—1(u)du)

[ZOVZ]

para todo z,29 € D.

Teorema 2.15. Un conjunto de soluciones yi,...,y, € S(D) es un sistema fundamental

de soluciones si, y solo si, existe zg € D tal que W (y1,...,yn)(z0) # 0.

2.3. Prolongaciéon analitica y grupo de monodromia

Consideramos ahora el sistema (2.1) en un dominio cualquiera S. Sabemos que en cualquier
disco D contenido en S podemos encontrar soluciones al sistema. Siy = (y1,...,¥yn) €s una

solucién en D, tiene sentido considerar los elementos de funcién (y;, D) y preguntarnos si
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al prolongarlos analiticamente a otro disco contenido en S obtendremos una nueva solucién

del sistema en él.

Proposicién 2.16. Sean Dy = D(zg,r9) y D1 = D(z1,71) dos discos contenidos en S tales
que z1 € Dg. Siy € H(Dp)" es una solucién de (2.1) en Dy, entonces existe y* € H(D1)"
tal que y* es solucion de (2.1) en D; y (y;, D1) es prolongacién analitica de (y;, Do) para

cadai=1,...,n.

Demostracion. Consideramos el problema de Cauchy

x' = A(2)x,

x(z1) = y(21).

Por el teorema 2.1, existe una tnica solucién y* € H(D1)™ al problema en D;. Para dicha

solucion se verifica que
yi(z1) =y (z1) Vi=1,...,n.

Como z; es un punto de acumulacién del abierto conexo Dy N D1, por el principio de
identidad B.1 se tiene que y; = y* en Dy N Dy y por tanto (y;, Do) ~ (v, D1) para cada
1=1,...,n. O

Corolario 2.17. Sean Dy C S un disco, y = (y1,. .., ¥Yn) una solucién de (2.1) en Dy y =y
una curva en S. Entonces, cada elemento de funcion (y;, Do) admite prolongacién analitica

(yr,Dq1) a través de v, y ademds y* = (y7,...,y;) es solucién de (2.1) en D;.

Demostracion. Basta con construir una cadena contenida en S tal que el centro de cada
disco esté en el disco anterior y que recubra -y, e ir aplicando la proposicién anterior en

cada par de discos consecutivos. O

Corolario 2.18. Si S es un dominio simplemente conexo e y = (y1,...,¥y,) una soluciéon
de (2.1) definida en un disco D C S, entonces y se puede extender a una funcion y* € H(S)

que es solucién de (2.1) en todo S.

Demostracion. Se deduce inmediatamente del teorema de monodromia 1.12 viendo que
cada (y;, D) se puede prolongar a través de cualquier curva en S como en el corolario

anterior. O]

Si consideramos una curva cerrada  con origen en zy y prolongamos una solucién de (2.1)

definida en un disco D = D(zp,r) C S a través de v, obtendremos una nueva solucién
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en ese disco que, a priori, no tiene por qué ser la misma. Ademds, por el teorema de
monodromia 1.12 sabemos que las soluciones que obtengamos de este modo al prolongar por
curvas hométopas seran las mismas. Entonces, para cada clase de equivalencia [y] € m1(.S)

podemos definir la aplicacién

o, :S(D) — S(D)
y = Y’Yu
que envia cada solucién de (2.1) en D en la solucién que obtenemos al prolongar a través
de una curva hométopa a ~. Al prolongar analiticamente se respetan las combinaciones
lineales de funciones (simplemente hay que observar que coinciden en las intersecciones de

los discos), luego ®., envia bases de S(D) en bases de S(D) y resulta ser un automorfismo

del espacio vectorial S(D).

Proposiciéon 2.19. Sean D C U un disco y S(D) el espacio de soluciones de (2.1) en D.

Con la notacién anterior, la aplicacion

X : m1(S) — Aut(S(D))
(V] — @,
es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. El producto de curvas - definido en 7 (.S) consiste en "pegar” curvas una
detras de otra (ver A.10), asi que es obvio que si 7 y 1 son dos representantes de clases
de 71(S) las soluciones que obtendremos al prolongar a través de la curva 7 - 7 seran las

mismas que las que obtenemos al prolongar primero a través de v y luego a través de n. [
El resultado anterior nos permite introducir la siguiente definicién.

Definicién 2.20. Con la notacién de la proposicién 2.19, la imagen de 71(S) a través de

X es un subgrupo de Aut(S(D)) que se denomina grupo de monodromia de (2.1) en D.

Observacion 2.21. El espacio de soluciones S(D) es isomorfo a C"* y Aut(C") = GL(n,C),

luego x se puede ver como un homomorfismo de grupos
X : m1(S) — GL(n,C),

es decir, x es una representacion de grupos. La llamaremos la respresentacion de mono-

dromia.
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2.4. Soluciones en el recubrimiento universal

Para esta seccion son necesarias algunas nociones sobre superficies de Riemann y topologia
algebraica que se introducen en el apéndice A. También pueden encontrarse con mayor
detalle en [6].

Sea p: S —> S el recubrimiento universal del dominio S. Por definicién de recubrimiento,
para cada z € S existe un entorno U C S de z tal que p~1(U) = Ujes Vj, donde los
V; son abiertos disjuntos de S y las restricciones ply, : V; — U son homeomorfismos
para cada j € J. Entonces, estas restricciones son cartas complejas de S que forman un
atlas complejo con el que podemos dotar al recubrimiento de estructura de superficie de

Riemann. Ademas, si f es una funcién holomorfa en S, se tiene que
(fop)oply :p(Vi) — C,

es la funcién f \p(vj), holomorfa para cada Vj, luego f o p es holomorfa en S. Ademés,
siZ € plz C S setiene que (f op)(2) = f(2), luego denotaremos también por f a la
composicién f o p. Entonces, si y es una solucién de (2.1) en un disco D C S, y también
serd solucién del sistema en p~!(D) C Sy, al ser S simplemente conexo, y serd solucién
del sistema en todo S. De un modo similar, si Y es una matriz fundamental de soluciones

del sistema en D lo ser4 en todo S.

Ademés, si A es el grupo de transformaciones recubridoras de p : S — Sy o € A, se
tiene que poo = p y entonces y oo e Y o ¢ seran de nuevo soluciones de (2.1) y (2.10) en

S. Por tanto, existird una matriz (o) € GL(n, C) tal que
Y = (Y oo)x(o). (2.15)

La aplicacién x : A — GL(n,C) resulta ser una representacién de grupos: si 7 es otro

elemento de A,
Yor=(Yoo)(o))or=(Yooor)x(o),
y entonces
Y= or)x(r) = (Y ooor)x(o)x(r) = (Y oor)x(o)x(7),

luego x(o7) = x(0)x(7). Si en vez de partir de Y partimos de otra matriz fundamental de
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soluciones Y de (2.1), por la proposicién 2.9 se tiene que
Y =YC,

donde C' € GL(n,C). En lugar de (2.15), obtenemos ¥ = (¥ o ¢)x(c), donde { también
es una representacién de grupos { : A — GL(n, C). Entonces,

(Yoo)x(c)C =YC =(YCoo)x(o) = (Y oo)Cx(o),

y se tiene por tanto que

o) = C\(0)C,

donde C' es la misma para cada ¢ € A. Diremos en este caso que las representaciones x y

X son conjugadas.

Definicién 2.22. La clase de representaciones de grupos conjugadas A — GL(n,C)

correspondiente al sistema (2.1) se denomina la monodromia del sistema.

Observacion 2.23. La monodromia de la definicién anterior es, esencialmente, la repre-
sentacion de monodromia definida en la observacién 2.21, en el sentido de que prolongar
soluciones a través de lazos cerrados en S se traduce en aplicar la transformacién recu-
bridora correspondiente en S (el grupo de transformaciones recubridoras A y el grupo

fundamental 71 (S) son isomorfos, ver teorema A.37).

Los contenidos de esta seccién y la anterior se puede llevar al caso de ecuaciones diferenciales
lineales (2.2) considerando el sistema asociado con matriz (2.13) a la ecuacién, asi que

daremos por introducidos estos conceptos también en ese contexto.

2.5. Singularidades regulares y fuchsianas

Definicién 2.24. Se dice que un punto zy € C es un punto singular del sistema (2.1) (resp.
de la ecuacion (2.2)) si la matriz A(z) (resp. alguno de los coeficientes a;(z)) presenta una

singularidad aislada en zp.

Vamos a estudiar como se comporta el sistema (2.1) cerca de un punto singular zy. Supon-
gamos que zg = 0 y consideramos un disco U* = {z € C : 0 < |z] < €} tal que A(z) es
holomorfa en U*. Si p : U* —» U* es el recubrimiento universal de U*, las soluciones y e

Y seran holomorfas en U*.

El grupo fundamental m1(U*) es un grupo ciclico isomorfo a Z generado por la clase de



Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales complejas 24

curvas homotopas que dan una vuelta al origen en sentido antihorario, luego A serd un
grupo ciclico generado por una transformacion recubridora o € A que se corresponde con
dicha clase de curvas homoétopas. Entonces, la funcion logaritmo, que en U* es una funcién

multiforme con diversas ramas, en U* serd una funcién holomorfa que verifica
log(o2) = log Z + 2mi.

Observacion 2.25. En este caso, se puede construir explicitamente el recubrimiento univer-

sal de U*. Se trata de la exponencial

p: U — U"

Z— e,

definida en U* = {Z € C : ReZ < loge}. Las transformaciones recubridoras son las trasla-
ciones por 2k7i con k € Z, y el generador ¢ es la traslaciéon por 27i. Se puede ver entonces
que al llevar el logaritmo de U* a U* lo que obtenemos es la aplicacién constante (estamos

componiendo exponencial y logaritmo), y entonces esta claro que
log(cz) = log(z + 2mi) = Z + 2mi = log Z + 2.

Aun asi, no es necesario usar la expresion explicita del recubrimiento universal. En general,
el recubrimiento universal sera notablemente mas complicado de obtener explicitamente,

si es que es posible hacerlo.

Sean G = x(c )y E = ﬁ log G, donde log G es una matriz que verifica e®¢¢ = G siendo

gk
eA:ZH’

k=0

la exponencial matricial (por tanto, e?™¥ = ). Observamos que de (2.15) se deduce
Yoo=Yx(o)' =YG, (2.16)

al ser x un homomorfismo de grupos. A priori log G no es tnica, pero si A; son los auto-
valores de G' entonces los autovalores de E tendran que ser de la forma p; = ﬁ logA;, e

imponiendo que

0 < Rep; < 1, (2.17)
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(es decir, tomando la rama con 0 < argz < 27 para los ;) conseguiremos la unicidad de

E _ eElogé

log G. Consideramos la funcién z , holomorfa en U*. Se tiene que

(UE)E _ eE(longrQﬂ'z) _ eElogz€27rzE' _ ZEG,

y, aplicando (2.16),
Y (02)(02) F = Y (5)Ge FCmHoe2) — y (5 oGP = Y (3)3”.
Por tanto, la aplicacién Z(z) = Y (2)2” est4 bien definida y es holomorfa en U*. Obtenemos

asi el siguiente resultado.

Teorema 2.26 (representacion de Poincaré). Para cualquier matriz fundamental de solu-
ciones Y de (2.1) en U* existen una funcién Z holomorfa en U* y una matriz constante
E € CL(n,C) tales que

Y (2) = Z(2)zF. (2.18)
Corolario 2.27. La ecuacién (2.2) admite una solucién en U* de la forma y(Z) = h(z)2*,

donde h(z) es una funcién holomorfa en U*.

Este resultado nos servird para estudiar qué sucede cerca de determinados tipos de puntos

singulares que introduciremos a continuacion.

Definicién 2.28. Sea zy un punto singular del sistema (2.1). Se dice que zy es una sin-
gularidad regular o que (2.1) es regular en zy si cualquier solucion y = (y1,...,y) del
sistema tiene a lo sumo crecimiento polinomial (crecimiento moderado) cuando z — zp, es

decir, si existen £ € Ny C > 0 tales que para cualquier sector
S={z=z+7e:0<r<ea<b <0},
se tenga que
C
i(2)| < ——% Vzek,
‘y]( )| |Z—Zo‘k

para cada j = 1,...,n. Si todos los puntos singulares del sistema son singularidades regu-

lares, diremos que el sistema es regqular.

Observacion 2.29. Si en la definicién de punto regular no imponemos que z — zp en

un sector del tipo de ¥, podriamos hacer que funciones multiformes como el logaritmo
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creciesen tanto como quisieramos al acercarnos a zg haciendo tender z — 2y a través
de espirales que fuesen dando vueltas a zg, ya que cada vuelta supondria un incremento

constante al valor de la funcion.

Las funciones holomorfas en un disco agujereado con centro en zy que no tienen una
singularidad esencial en zg, los logaritmos o las potencias son ejemplos de funciones de

crecimiento moderado.

Definicién 2.30. Sea zp un punto singular del sistema (2.1). Se dice que zy es una singu-
laridad fuchsiana o que (2.1) es fuchsiano en zy si A(z) tiene a lo sumo un polo de orden
uno en zg. Si todos los puntos singulares del sistema son singularidades fuchsianas, diremos

que el sistema es fuchsiano.
Veamos ahora que tipo de relacién existe entre estos dos tipos de sistemas.
Teorema 2.31. Toda singularidad fuchsiana de (2.1) es una singularidad regular.

Demostracion. Supongamos que zg = 0 es una singularidad fuchsiana del sistema. Sean
Y={z=re?:0<|z|<e,a<0<b},

un sector e y una solucién del sistema definida en ¥ (la podemos definir en un disco y
extender a todo ¥ al ser simplemente conexo). Fijamos 6 con a < 6 < b y consideramos

los puntos de la forma z = re’®. Observamos que

d vy _ AY oy 0 _ 0 40 i 0
@ i _ 0)o10 _ 510 A(pet 0y
L (y(re) = D(re)e = A(re)y(re')
Entonces, si ||y|| = (327, \yj\z)% se tiene que
dy . g dy; i) ? -\ 2\ 2
Hd—(re I = Z (re’ Z Ze ajr( re’ )yk(re ) <
r = dr =
< sup ag(re”)Vally(re?)]|.
0<r<e
1<jk<n

B
@ para cada z € X,

Al ser zp = 0 una singularidad fuchsiana, podemos escribir A(z) =

donde B(z) es holomorfa en . Entonces, si C = sup o<r<: |bjr(re??)|\/n se tiene que
1<j,k<n

7 < = i
1% ety < Cyre).
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para cada r con 0 < r < rg. Por la regla de Barrow,

€ .
=— d—y(sew)ds.

i0
) r ds

i9)

y(re") —y(ee

Entonces, aplicando la desigualdad triangular y la cota anterior para la norma de la deri-

vada se llega a que
i0 i0 °C i0
[y (re)I| < [ly(ee”)]] +/ - [y (se™)llds.
'

Por la desigualdad de Gronwall (ver [4]), se tiene que

C
Iytre)l1 < liy(ee)(5)
para cada 0 < r < ¢. Entonces,
Ivtre)ll < sup [iyeell(Z)
a<0<b r
para cada z = re’ € ¥ y concluimos que y tiene crecimiento moderado en el origen, es
decir, que zg = 0 es una singularidad regular del sistema. ]
Observacion 2.32. El reciproco de este resultado, en general, no es cierto. Si por ejemplo
consideramos la ecuacion
1 1
vy + 5y =0,

el sistema asociado a la ecuacién con matriz

A=) = <_01 _11> ’

es regular en zy = 0, pero no es fuchsiano en ese punto ya que presenta un polo de orden

dos.

En el caso de las ecuaciones del tipo (2.2), la definicién de singularidad regular es la misma
que para los sistemas (punto en el que las soluciones tienen crecimiento regular), pero la

definicién de singularidad fuchsiana es algo distinta.

Definicién 2.33. Sea zp un punto singular de la ecuacién (2.2). Se dice que zp es una

singularidad fuchsiana o que (2.2) es fuchsiana en zj si cada coeficiente a; tiene, a lo sumo,
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un polo de orden 7 en zp.

En este caso se puede ver que los conceptos de singularidad regular y fuchsiana resultan

ser equivalentes.
Teorema 2.34. Una singularidad de (2.2) es fuchsiana si, y solo si, es regular.

Demostracién. Comenzamos suponiendo que la ecuacién (2.2) es fuchsiana en zy = 0. Si

> es un sector e y es una solucién de la ecuaciéon en X, tomando

UL = Zk—ly(k_l),

para cada k =1,...,n, se tiene que

- - - -2 Yk 1Yk
vho = (k= 1) 2y 0 = (1) 17; -
1
= (k= Dk +yr+1)

parak=1,....n—1,y

n n— n 1 n n—
g = (=12 + 277y = (0= Dy — 2@ ()" + -+ an(2)y)) =

z z
1 n
= (0= Dya — ar(zyn =+~ an(2)"w ).
Es decir, y = (y1,...,%n)" es solucién del sistema
0 1
1 1
1 .
y = 2 2 . y=DB(z)y (2.19)
1
—an(2)2" —an_1(2)2"70 . . (n—1)—ai(2)z.

Las funciones ay(z)2"

son holomorfas en U por ser la ecuacion fuchsiana en el origen, luego
el sistema (2.19) es fuchsiano y, por el teorema 2.31, regular en 0. Entonces, cada funcién
yr(z) = 2719y (2) tiene crecimiento moderado y podemos concluir que y(z) también,

quedando probada la primera implicacién.

Para la segunda implicacién, razonamos por inducciéon sobre el orden n de la ecuacion.
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Para n = 1, se tiene que la ecuacién se reduce a

donde a(z) debe tener a lo sumo un polo en zy = 0 por la hip6tesis de ser el sistema regular.

Entonces, existe un entero N € Z tal que
-2
a(z) = 3 et = 3 ap a1z +s(2),
k>N k=N

con s holomorfa en U, y la solucién de la ecuacién en cada sector X viene dada por

y(z) = exp (/CLNZN +o 4+ a22_2dz> 2% 1exp </S(Z)d2’>.

Para que y tenga crecimiento moderado, tiene que darse ay = -+ = a_s = 0, luego a tiene

un polo de orden uno en el origen y la ecuacion es fuchsiana alli.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para k < n. Si ¥ es un sector, por el corolario
2.27 existird una solucién de la ecuacién de la forma y;(z) = 2*s(z) en ¥ con s holomorfa
en U*. Si y es otra solucién en ¥, existird una funcién w holomorfa en ¥ tal que y = yjw.

Entonces, derivando y se tiene que

LICES (Z) " PP ).

k=0

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion (2.2),

. n—1
> (Z) ") () w® (2) + ay(2) ( 3 (n ; 1) Y10 ()M (Z)> .
w0 k=0

1
+an-(2) ( > (;) yil‘“(z)w(’@(z)) + an(2)y1(2)w(z) = 0.

k=0

Agrupando los términos correspondientes a cada derivada w®) | 1a ecuacién se transforma

en

by (2)w™ 4 - 4 by(2)w = 0,



Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales complejas 30

donde
br(z) = @ R ORTHO (n b l>y5”‘k‘1><z> o k(2 (2).

En particular, observamos que

bo(2) = 7 (2) + a1 ()" () + -+ an(2)y(2) = 0,

luego

bui(2) ey, D)

Consideramos el cambio de variable © = w’ que transforma la ecuacién anterior en la

ecuacion de orden n — 1

w4 (2)u™D 4 e 1 (2)u = 0, (2.20)
donde
bn,k(z)
ck(2) = ,
) y1(2)
para cada k = 1...,n—1. Por ser la ecuacién regular en 0, la funcién w(z) = y(2)z*s(z) ™

es de crecimiento moderado y su derivada u también. Luego la ecuacion (2.20) también es

regular y, por la hipétesis de induccién, fuchsiana en 0. Entonces, cada funcién ck(z)zk es

holomorfa y

en(2)2F = (nik>y§k)(z) +oo 4t ak(z)yl(z>zk —
' o)

= ((Z))\()\—l)...()\—k—i-l)jk+'-'+ak(z))zk7

luego cada ay(z)z* es holomorfa y podemos concluir que (2.2) es fuchsiana en 0. O



Capitulo 3
El problema de Riemann-Hilbert

Una vez llegado este punto, ya hemos introducido todos los conceptos necesarios para poder

plantear el problema de Riemann-Hilbert. El enunciado del problema es el siguiente:

Problema de Riemann-Hilbert 3.1. Encontrar un sistema fuchsiano con puntos sin-

gulares y monodromia prefijados.

Como hemos comentado en la introduccién, en 1989 Bolibruch dio una respuesta negativa al
problema, construyendo un sistema regular cuya monodromia demostrd que no podia tener
ningln sistema fuchsiano. Vamos a ver cudl es este sistema y a estudiarlo en detalle para
ver como llegar a la respuesta final, introduciendo para ello una nueva teoria desarrollada
por Levelt en su tesis [7] que nos permitird estudiar el comportamiento de los sistemas
regulares cerca de sus puntos singulares. La referencia principal de este capitulo serd el
texto [2] del propio Bolibruch y Asonov, en particular el segundo capitulo del mismo.

Tambén se ha utilizado [8] para completar algin detalle.

3.1. El contraejemplo de Bolibruch

Consideramos el sistema (2.1) con

. 01 0 . 0 6 0
A _ = _ 3.1
(2) 5|0 2 0 +6(z+1) 0 —1 1|+ (3.1)
0 0 —z 0 -1 1
0 0 2 0 -3 -3
+ ! 0 -1 —1]|+ 1 0 -1 1
2(z—1 I 3(z— 1 B
( ) 0 1 1 (2 =3) 0 -1 1

31
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FEl sistema tiene singularidades en a; = 0, ag = —1, a3 =1y aq = % (tendriamos que
comprobar también que no tiene una singularidad en oo, lo deduciremos de la férmula
(3.30) que probaremos més adelante). Los puntos as, as y a4 son singularidades fuchsianas,
pero en a; la matriz A(z) presenta un polo de orden 2, luego el sistema no es fuchsiano en

aj.

Vamos a probar el siguiente resultado:
Teorema 3.2. Consideramos el sistema (2.1) con matriz (3.1). Sean {ai,a2,as,as} sus
puntos singulares y x su monodromia. Entonces, no existe ningun sistema fuchsiano con

dichos puntos singulares y dicha mondromia. Como consecuencia, la respuesta al problema

de Riemann-Hilbert 3.1 es negativa.

La forma de probar este resultado sera algo peculiar. En primer lugar, observamos que la

matriz del sistema se puede escribir de la forma

0 alg(z) a13(z)

A(z) = , 3.2
=" s (32
0
donde
1 1 1 1 1
wH=mtoa oy sy 33
y

1(1 O 1 -1 1

1 -1 -1 1 -1 1
+2<z—1>(1 1)*3@—9(—1 1)‘

Entonces, si y = (y1,%2,%3)" es una solucién del sistema, se tendra que

Y1 = a12(2)y2 + a13(2)ys, (3.5)

e (y2,y3) serd solucién del sistema con matriz (3.4),

y' = B(2)y. (3.6)
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Estudiaremos este sistema de forma independiente para ver que cualquier sistema con sus
singularidades y monodromia tiene que cumplir cierta condicién, y después veremos que
si existe un sistema fuchsiano con las singularidades y monodromia de (3.1), podremos
extraer un sistema de orden 2 con las singularidades y monodromia de (3.6) pero que no

cumple la condicién adicional que hemos comentado.

3.2. Bases de Levelt

Antes de estudiar el contraejemplo, necesitaremos introducir una nueva teoria local para
sistemas regulares que presentaremos en esta seccién. Esta teorfa fue desarrollada por
Levelt en [7].

Supongamos que y es una funcién holomorfa en U* con crecimiento moderado en zg = 0.

Si existen k € Z y C > 0 tal que para cualquier sector X

|()|SW cuando z — 0, z € X,

al considerar ¥ C U* tal que p(f]) =Y se tendra que existe A € R tal que
y(2)]z2| ™ — 0 cuando z — 0, pZ =2, €3, (3.7)

Esta es la definicién de punto regular que se da en algunos textos como [2], y aunque es

equivalente a la anterior nos resultarda mas cémodo trabajar con ella de aqui en adelante.

Si y es una funcién holomorfa en U* con crecimiento moderado cuando z — 0, definimos

o(y) = {Sup {)\ eR: |(|/\) — 0 cuando z — O}J
Zméx{kGZ |(’)\) — 0 cuando z — 0 V)\<k} (3.8)
¢(0) = oo,

donde la convergencia se entiende como en (3.7). Si tenemos un vector de funciones holo-

morfas y = (y1,...,yn)’, definimos

ply) = min o(y;).
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Observamos que si 0 € A es una transformacién recubridora de U™,
y(2)

=~ —0 cuando z — 0 & M

L FR — 0 cuando z — 0,
z z

luego se tiene que
plyoo) = e(y). (3.9)

Definicién 3.3. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una aplicacién ¢ : X — Z U {o0}

es una valoracidn si para todo x,y € X, a € C\ {0} se tiene que

plr) =02 =0,
p(az) = p(), (3.10)
¢(z +y) = min{p(z), o(y) }-

Observacion 3.4. Las valoraciones tienen una definicion més general en el algebra (ver

[13]), pero nosotros solo necesitaremos estas propiedades.

Proposicion 3.5. Sean X un espacio vectorial sobre C y ¢ una valoracién. Si z,y € X y

o(x) # ¢(y), entonces se da la igualdad
p(x +y) = min{p(z), o(y)}-
Demostracidn. Supongamos que ¢(z) < ¢(y). Entonces,
p(x +y) = minf{o(z), o(y)} = ¢(z).
Por otro lado,

e(z) = p((x +y) + (—y)) > min{p(z +y), (y) }.

Como ¢(z) < ¢(y), el minimo tiene que ser p(z + y) y tenemos la igualdad. O

Proposicion 3.6. Sea X un espacio vectorial sobre C de dimensién n < oo y ¢ una

valoracién. Entonces, ¢ solo puede tomar una cantidad finita de valores

00 =g > Y1 > ... > Yy,
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con h < n. Si para cada j =0, ..., h definimos
Xj={x e X :9p(x) >},
se tiene que cada X; es un subespacio vectorial de X y
{0}=XoCcX;C---CXp=X.

Ademas, ¢(X;\ X;_1) =1 paracada j=1,...,hy,si k; = dim(X;/X;_1), entonces

kj = n.
j=1

Demostracion. Definimos para cada k € Z el conjunto
Yi={ze€X:9(x) >k}
Es sencillo ver que cada Y} es un subespacio vectorial de X: si x,y € Y%, a € C, entonces

p(z+y) =2 min{p(z), p(y)} > k,
o(az) = {(p(l’) >k sia#0,

oo >k sia=0.

Ademas, si x € Yy, se tiene que p(z) > k > k — 1 y entonces Y, C Yj_; para cada
k € Z, luego tenemos una cadena infinita de subespacios contenidos en X. Como X tiene
dimensién n < oo, solo puede haber una cantidad finita h < n de subespacios distintos. Es

decir, ¢ solo puede tomar los valores
0o =1y > Y1 > ... > Yp.
Sea X; ={x € X : p(x) > 1;} para cada j =0,..., h. Entonces,
{0}=XoC X1 C---CX)=X.

Six e X;\ Xj_1, se tiene que ¢ < ¢(z) < 1Pj_1, luego ¢(X; \ X;_1) = ;. Por tltimo, si
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definimos k; = dim(X,;/X;-1) = dim X; — dim X;_; para cada j = 1,...,h, se tiene que

h h
n =dim X = Z(dlmXJ - diijfl) + dim Xy = Z k‘j,
j=1 j=1
quedando asi probado el ltimo de los resultados. ]

Sea S el espacio vectorial de soluciones de (2.1) en U*, y supongamos que el sistema es
regular en 0. Si definimos ¢ como en (3.8), la restriccién de ¢ a S serd una valoraciéon en

un espacio vectorial de dimensién finita, luego dard lugar a una cadena de subespacios
{O}IS()CSlC"'CSh:S. (3.11)

Sean ¥; = ¢(S; \ Sj—1) y k; = dim(S;/S;—1) para j = 1,...,h. Definimos los nimeros

©1, -, pn mediante

p1="" =P, = Y1,

Chytothn_141 = " = Py btk +kn = Yh-

Si tomamos ki vectores linealmente independientes de S, ko representantes de vectores

linealmente independientes de S3/S1, y asi sucesivamente, obtenemos una base

{yllu” . 7Yk117~- 7Y1h7--kahh}

de S tal que

o(Yim) = Y- (3.12)

Vamos a ver como podemos "mejorar” esta base. Si o € A es una transformacién recubri-
dora en U* e y es una solucion del sistema, y o o seguira siendo una solucién del sistema.

Tenemos entonces una aplicacion lineal

of:§— S, (3.13)

y—yoo.

Por (3.9), o* conserva la cadena de subespacios (3.11). Ademés, ¢* induce una aplicacién

lineal o en cada espacio cociente S;/S;—1. Sea {¥;, ... ,yk].j} una base de S;/S;_1 tal que
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la matriz de o] en esta base esté en su forma de Jordan (luego serd triangular superior).
Podemos entonces repetir el procedimiento mostrado en el parrafo anterior para obtener

una base de S utilizando representantes de {¥y;,...,¥y,;} en cada S;/S;-1.

Definicién 3.7. Sea {y11,...,Yki1,--->¥Y1h,-- -+ Yk,h} una base de S obtenida mediante el
procedimiento descrito en el parrafo anterior (teniendo en cuenta el orden de los elementos).
Diremos que la base es una base de Levelt de S y que la matriz Y cuyas columnas son los

vectores de la base es una matriz de Levelt.

Proposicién 3.8. Sea {yi1,...,¥ki1,---+Y1h---»Yk,n} una base de Levelt de S. Enton-

ces, la matriz de la aplicaciéon o* definida en (3.13) en esta base es triangular superior.

Demostracion. Seay; =y, con 1 <1 <k;, 1 <m < h, un elemento de la base de Levelt.

En S, /Sm—1, se tiene que la matriz de ¢}, es triangular superior y entonces

[
1 Fim € Y C¥ym-

q=1
Por tanto, como {y11,...,Yki1,--->¥Y1,m—1---sYkn_1,m—1} € una base de S,,_1 se tiene
que
l l m—1 kyr J
U*Yj = U*Ylm € Z (Cqu +Sn-1= Z (Cqu + Z ZCqu = ZCYSa
g=1 q=1 r=1 q s=1
y concluimos que la matriz de o* en la base de Levelt es triangular superior. O

Corolario 3.9. Sea {y11,...,Yki1,--->¥1h,---+Yk,h una base de Levelt de S. Entonces

la matriz G = x(o~!) asociada a Y = (y1,...,yn) segin (2.16) es triangular superior.

Demostracion. Basta con darnos cuenta de que la matriz G es precisamente la matriz

de o* en esta base de Levelt. Para ello, consideramos un vector y € S con coordenadas
B : .- - .

c=(c1,...,¢,) € Cen labase de Levelt, es decir, y = 377, ¢;y; = Y¢ (viendo ¢ como un

vector columna). Entonces,
n
o'y = ch(yj oo)=(Yoo)ec=YGec.
j=1

Es decir, o*y tiene coordenadas Gc en la base de Levelt, luego G es la matriz de ¢* en

esta base. O



Capitulo 8. FEl problema de Riemann-Hilbert 38

Al ser G una matriz triangular superior, las matrices E = ﬁ log Gy 2F = eFlo8% también
lo seran. Vamos a ver que esto nos permitird mejorar la representaciéon de Poincaré (2.18)

cuando Y sea una matriz de Levelt.

En primer lugar, observamos que la matriz X (¢) = e!* es una solucién del sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden dado por % = EX que verifica X(0) = I. De
aqui se deduce que si X () = (25(t))1<jk<n, entonces xz;;(t) = e's* (u; son los autovalores
de E), zjr, = 0si j > k y cada z,(t) con j < k es una suma de productos de polinomios

logZE _ (Oékj(i))lgk,jgn se tiene que

en t y exponenciales del tipo e#!. Por tanto, si 2F = e
a;j(Z) = 21
y, por la condicién (2.17) impuesta sobre la parte real de los autovalores,

¢(a;) = 0. (3.14)

Ahora, si Z(z) es la matriz holomorfa en U* obtenida en (2.18) y zj son sus columnas, al

ser ZF triangular superior se tendrd que

vi(2) = Z a;(2)zk(2) (3.15)
k=1

y entonces cada zj puede tener, a lo sumo, un polo en el origen. Entonces, podemos

considerar (z,) y escribir zj(z) = 29#)wy,(2), donde wy,(0) # 0.

Una vez hecha esta introduccion, vamos a probar dos lemas que nos permitiran obtener la

representaciéon de Poincaré mejorada que habiamos comentado.

Lema 3.10. Con la notacién anterior, se tiene que ¢(ayjzr) > ¢(zk) y, en particular,

p(ajzj) = p(z;).

Demostracion. Para ver la primera desigualdad, observamos que si A < ¢(zy) existe € > 0

tal que A 4+ ¢ < ¢(zy), luego

ALz Zp

|z

cuando z — 0 (el primer término tiende a cero porque —e < 0 < ¢(ay;) v el segundo
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porque A + ¢ < ¢(zx)) y entonces

Oékak
|21}

{)\ER:)\<¢(Z;€)}C{)\€R: —)Osiz—)O},

lo que implica que p(zx) < @(ag;zk).

Para ver la igualdad en el caso j = k, observamos que para € > 0 suficientemente pequeno

se tiene por (2.17) que Rep; < 14 ¢ y entonces

|lovjjzgl Ii"j|< |Z; |
|

|Z|<p(z]-)+1—s - |Z’175 Z|‘p(zj)> — 00,

cuando z — 0 (el primer término tiende a infinito por la eleccién de € y el segundo a
[w;(0)] # 0), luego

i
sup{)\eR: |”|Aj — 0 si z—>0} < (z;)+1—c¢,
z
y entonces la parte entera de este superior, es decir, ¢(a;;z;), es menor que (z;). O

Lema 3.11. Con la notacién anterior, se tiene que ¢(z;) > ¢(y;) = ¢;.

Demostracién. Razonamos por inducciéon. Para j = 1, como y; = «j1z1 (ver (3.15)) se

tiene por el lema anterior que ¢(z1) = p(y1)-

Supongamos que el resultado es cierto para cada k < j, es decir, que ¢(zx) > p(yr) para

cada k < j. Usando (3.15) de nuevo, obtenemos que

7j—1
Y; = @jz; + Z Qg2
k=1

Supongamos que ¢(zx) < ¢(y). Si denotamos por ¥ al sumatorio de la expresiéon anterior,

se tiene que

©(X) > min{p(agz;) :k=1...,7 —1} >min{p(z;) :k=1...,j -1} >
>min{p(y;) :k=1....7 =1} = o(y;j-1) = o(y;) > ©(z;) = ¢(aj;z;),

donde hemos usado las propiedades (3.10) y (3.12) de la valoracién ¢, el lema anterior y

la hipdtesis de induccién. Entonces, por la proposicion 3.5 se tiene que

o(y;) = elaj;z;) = ¢(z;),
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lo que nos lleva a una contradiccién. Tiene que darse entonces ¢(z;) > p(y;). O

Teorema 3.12. Si Y es una matriz de Levelt de un sistema (2.1) regular en 0, existen
una funciéon V holomorfa en U, una matriz diagonal ® de ntimeros enteros y una matriz

E € GL(n,C) triangular superior tales que
Y (2) = V(z)2®F. (3.16)

Demostracion. Si z; son las columnas de la funcion Z(z) en (2.27), por el lema 3.11 se

tiene que ¢(z;) > ¢(y;). Entonces, podemos escribir
2,() = 20, (2),
con v; holomorfa en U, y entonces
Z(2) = (21(2), ..., 2n(2)) = (vi(2),...,va(2))2* = V(2)22,
donde ® es la matriz diagonal dada por ®;; = ¢(y;) = ¢;. O
Consideramos ahora la funcién
L(z) =0+ 2*E2"2. (3.17)

Claramente, L es holomorfa en U*. Vamos a ver que sucede en 0. Si E = (e;5)1<i j<n,
se tiene que el sumando de la derecha viene dado por z®Ez~% = (2%i€;2 %9 )1<i j<n-

Entonces, haciendo tender z — 0 se tiene que

0, siz>j,
P P C _
ll_{%z ‘eijz T =1q¢€4, sii<j, ¢ =yj,

0, sii<yj, ¢i> ;.

Luego el limite existe y L es holomorfa en todo U. Ademés, por lo que acabamos de ver L(0)
es una matriz diagonal por bloques (triangulares superiores) donde cada bloque procede
de los k; elementos de la base de Levelt en los que ¢ tiene el mismo valor v;, y es sencillo

ver que

trL(0) = tr® + trE.



Capitulo 8. FEl problema de Riemann-Hilbert 41

Teorema 3.13. Un sistema (2.1) regular en 0 es fuchsiano en 0 si y solo si V(0) es

invertible, donde V' es la matriz que aparece en (3.16).

Demostracion. Comenzamos con la segunda implicacién. Si Y es una matriz de Levelt del

sistema, por ser solucién de este se tiene que A(z) = Y'Y ~!. Teniendo en cuenta que

1
() = 0221 = ~ 9.,
z

(v similar para ), al derivar (3.16) se obtiene

1

1 1
Y = V2% 4+ SV 4 SVePEEE = — (V) + V)22,
z z

z
Como Y1 = (2F)71(2®)71V 1, se tiene que

A:YT”:1@V+VDV*.
z

Por hipétesis V' (0) es invertible, luego todas las matrices del lado derecho son holomorfas
en U y entonces A tiene a lo sumo un polo de orden uno en 0, luego el sistema es fuchsiano

en 0.

Vamos ahora con la primera implicacion. Supongamos que el sistema es fuchsiano en 0, es

decir,
1
A(z) = -C(2), (3.18)
con C holomorfa en U. Entonces,
1 d-F 1 ! 1 ! d-F
—CVzPz2" =-CY =AY =Y = -V + VL)2"z7,
z z z
luego
CV =2V + VL. (3.19)
Haciendo tender z — 0 en esta expresién, se obtiene
C(0)V(0) = V(0)L(0). (3.20)

Para ver que V(0) es invertible, probaremos que ker V(0) = {c € C" : V(0)c = 0} = {0}.
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En primer lugar, observamos que (3.20) implica que si ¢ € ker V(0) entonces

luego L(0)ker V(0) C ker V(0). Entonces, L(0)*kerV(0) C ker V(0) para cada k € N
y 21O ker V(0) € ker V(0). Supongamos ahora que ¢ # 0 y consideramos la solucién
y = Y (2)c del sistema. Si

c=(c1,...,Cm,0,...,0), (3.21)

donde ¢; € C* y ¢, # 0, se tiene que ¢(y) = 9. Vamos a probar que ¢(y) > 1y, para

llegar a un absurdo y concluir que ker V(0) = {0}. Observamos que
y=Y(E)e=V(2)22Fc = V(2)"Vc 4+ V(2)(2%2F — 2L O)c.
Entonces, nos basta con probar

p(V(2)2"0¢) > ¢y, (3.22)

o(V(2)(222F — 25O c) > 4. (3.23)

Como 25O ker V(0) € ker V(0), se tiene que V(0)249¢ = 0. Entonces, al ser V holomorfa

podemos desarrollar sus coeficientes en series de Taylor en torno a 0 y se obtiene
V(2)zM0¢ = (V(0) + 0(2))z0¢ = O(2) 4. (3.24)

La matriz L(0) es una matriz diagonal por bloques triangulares superiores de tamafo k;
y de la forma 1;I; + E;; (I; aqui es la identidad de tamaifio k;), luego zLO0) también sera

diagonal por bloques y sus bloques serdn de la forma

sili+Ej; — i zEi5
Entonces, teniendo en cuenta (3.21) se llega a que

0 = (1zPucy, . . ¥mzBmme, 0...,0).
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Por (3.14), se tiene que @(2¢) > 1/, y entonces, usando (3.24), obtenemos finalmente
la primera desigualdad (3.22).

Vamos ahora con la segunda. Como V es holomorfa en U,

p(V(2)(2%27 = 2 D)e) > (2727 — 2 )e),

y entonces nos basta con probar

(2227 — 21O e) > oy, (3.25)
La matriz 222% es triangular superior por bloques, de la forma
2 (E ) 2 (E e o 2 (ER )
225F = o . ng(%E)2h . (3.26)
0 O zwh(éE)hh

Los bloques de la diagonal, z¥7 (2F) jj» son precisamente los bloques 2% 3Fii que aparecfan

en la matriz 29 luego la diferencia 2®2¥ — 24 serd una matriz como (3.26) pero sélo

con los bloques por encima de la diagonal. Entonces, al multiplicar por ¢ obtenemos un

vector (222F — ZL(O))C =x=(X1,...,Xm-1,0,...,0) donde
m
X; = Z Zq’bj (ZE)ijcj.
J=i+1

Por tanto, si m = 1 se tiene que x = 0 y ¢(x) = 0o, y si m > 1 solamente aparecen
potencias 2%, ..., z¥m-1 y aplicando de nuevo (3.14) se tiene que ©(x) > 1 > Y. En

cualquiera de los dos casos, queda probado (3.25) y hemos terminado. O
Definicién 3.14. Sea Y una matriz de Levelt del sistema (2.1) regular en 0. Los nimeros

Br = P + ks

donde py son los autovalores de la matriz E considerada en (2.27) se denominan exponentes

del sistema en el punto 0.

Observacion 3.15. Los exponentes que acabamos de definir estan determinados de forma

Unica salvo reordenaciones, ya que podemos cambiar el orden en el que aparecen los
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siempre y cuando se correspondan con los autovalores de o en S;/S;_1, pero a cada uno

de estos autovalores le sumaremos siempre el mismo ; = ¢,.

Consideramos ahora un sistema fuchsiano en 0 de la forma (3.18). Por el teorema 3.13, si
tomamos una matriz de Levelt Y y la representamos de la forma (3.16) entonces V(0) sera

invertible, luego de (3.20) se deduce que

es decir, las matrices C'(0) y L(0) son semejantes. Por la estructura de L(0), los exponentes
B; resultan ser los autovalores de L(0) y, al ser las matrices semejantes, los de C'(0). En-
tonces, podemos obtener estos exponentes directamente de la matriz del sistema y usarlos
para calcular ¢; = |Ref;] (recordemos (2.17)), u; = Bj — ¢; v pj = Rep;. Ademas, tanto

L(0) como C(0) y ® + E tendran la misma forma canénica de Jordan y
> B =tx(® + E) = trL(0) = trC(0). (3.27)
j=1

Para finalizar este capitulo, vamos a ver como llevar estos conceptos al caso global cuando

tengamos un sistema con coeficientes analiticos en un dominio S = C\ {aq,...,a,}.

En primer lugar, vamos a hacer una consideracién sobre el estudio local del sistema en
puntos singulares distintos de 0. Sean a; # 0 un punto singular del sistema, U; un disco
pequeno centrado en a; que no contenga ningtin otro punto singular del sistema, U} el
disco agujereado U; \ {a;} v p; : Uf¥ — U} su recubrimiento universal. Lo primero que
se puede pensar es en hacer una traslacién al origen introduciendo la variable z — a;, pero
hay que tener cuidado con qué significaria esta traslaciéon en UZ-*: no tiene sentido hablar de
Z — a; sin dar explicaciones ya que Z es un elemento de f]i* con el que, a priori, no tenemos
definidas operaciones como la suma con un ntmero complejo. En vez de considerar esta

traslacién, nos moveremos de 0 a a;. La composicion

s — U — U/, (3.28)

Z— z— 2+ a,

(U* es un disco agujereado centrado en 0 y U™ su recubrimiento universal) nos permite ver
U* como un recubrimiento universal sobre U;* (aunque no define un isomorfismo entre U* y
U; de forma unica, ya que podriamos meter transformaciones recubridoras de por medio).

Entonces, veremos (Nfi* como U* teniendo en cuenta (3.28), denotando z +a; € 01‘* yzeU*
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el mismo punto pero sobre z + a; € U} o sobre z € U* (y algo similar con Z — a; € U*
y Z € U¥). En este contexto, tiene sentido hablar de log(Z — a;) o (2 — a;)%, y entonces

podemos escribir de forma andloga a (3.16) la expresion
Y (2) = Vi(2)(z — a;)% (2 — ))¥, 2€ U}, 2=pzeU, (3.29)
donde V; es holomorfa en U;, y las matrices ®; y F; juegan el mismo papel que las matrices

® y E en el caso de que el punto singular fuese el origen.

Continuamos hablando sobre singularidades en el infinito. En particular, nos interesara
estudiar cémo debe ser un sistema fuchsiano para no presentar una singularidad en oco. Si

(2.1) es fuchsiano, la matriz A(z) debera ser de la forma

n
1
A(z) = B;+ B
(Z) Z Z—a; Z+ (Z),
=1
donde B es holomorfa en C. Reescribimos el sistema en términos de t = 1, obteniendo

z

G = DO =Dy, D =53 E s B0 = 5(5)

El sistema serd fuchsiano en ¢ = 0 si y solo si t%B (%) tiene a lo sumo un polo de orden uno
alli. Esto implica que B(oco) = 0, y como B es holomorfa en C del teorema de Liouville

B.4 se deduce que B = 0. Entonces, los sistemas fuchsianos en C tienen matriz A(z) de la

forma

1

Z— a;

B;.

Alz) =)

=1

Estos sistemas no presentaran una singularidad en oo si y solo si el residuo de Dy en t =0

es zero, es decir,

> B;i=0. (3.30)

Con las consideraciones que acabamos de hacer, toda la teoria local desarrollada por Levelt

se puede llevar a puntos singulares distintos de cero, obteniendo asi parametros

®;, Ei, Li(0), i, pl, 1, B (3.31)

77
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en cada punto singular a;. Para esto atin no necesitamos hacer nada a nivel global, basta con
considerar parametros locales z — a; o % si a; = oo como acabamos de comentar. Podemos

ahora introducir el Ultimo teorema que necesitaremos para estudiar el contraejemplo.

Teorema 3.16. Para cualquier sistema regular, ; ; ﬁg < 0. La igualdad se da si y solo si

el sistema es Fuchsiano.

Demostracion. Sean Y; matrices de soluciones de Levelt en cada punto a;. Usando coorde-

nadas locales, podemos escribir
Yi(2) = Vi(2)(z — a))* (2 — a)™, €U}, 2 =pz e Uy,

como en (3.29). Es sencillo comprobar que el determinante de la exponencial de una matriz
es la exponencial de su traza, luego al aplicar esto en las expresiones anteriores se obtiene

que
det Y;(2) = det V;(2) (2 — a;)r®iToF, (3.32)

La funcién det Vj(z) es holomorfa en U;, luego podemos escribir
det Vi(2) = (2 — a;)%hs(2), (3.33)

donde b; € Ny h; es holomorfa en U; con h;(a;) # 0. Por (3.27), se tiene que

n
s; = tr®; +trE; = Z Bg (334)
j=1

Entonces, sustituyendo (3.33) y (3.34) en (3.32) obtenemos que
det Y;(2) = hi(2)(Z — ai)bi"l‘si‘

Como Y; = AY;, por el teorema 2.7 se tiene que det Y; es solucién de la ecuacién diferencial

escalar ¢/ = trA y y entonces

_ (et Yi(2)' _bitsi | Bi(2)
tI‘A(Z) = dety;(g) - z—a; + hi(2)7

en cada a;. Si tomamos R > 0 suficientemente grande como para que todos los puntos

singulares (excepto el infinito, si es que fuese uno de ellos) estén dentro de la circunferencia
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I'r de radio R, por el teorema de los residuos B.5 se tiene que

= trA(z)dz = Z Res(tr4, a;) = —Res(trA4, co).

2wt Jry =

a;F#0o
Entonces, independientemente de si algin a; = oo (si no lo es entonces trA es holomorfa
en oo y el residuo alli vale 0) se tiene que la suma de todos los residuos es 0. Pero estos

residuos son precisamente

(7 )

(bz‘ + 54 h;(z)
_l’_ —_— 7
z—a; hi(z)

luego
. n n
Zﬁf :Zsi = _Zbi <0
i,j i=1 i=1

y obtenemos la desigualdad para sistemas regulares. Ademas, la igualdad se da si y so-
lamente si todos los b; son 0, es decir, si det Vj(z) # 0 para cada i. Por el teorema 3.13

concluimos que esto solo ocurre si el sistema es fuchsiano. ]

Hacemos ahora unos dltimos comentarios ya sobre el caracter global del sistema que nece-
sitaremos mas adelante. Si p : § — S es el recubrimiento universal de Sy p; : U} — U}
el recubrimiento universal de U}, se tiene que p~ U} es més grande que Ui*, ya que p~ LU}
incluye puntos obtenidos al prolongar analiticamente Y a través de curvas que rodeen otras
singularidades del sistema y no estén contenidas en U}. Resulta entonces que p~ U} es un
conjunto que no es conexo y cuyas componentes conexas son isomorfas a Ui* como espacios
recubridores de U/, luego podemos identificar una de estas componentes con U;*. Ademas,
cualquier otra componente conexa de pilUi* se puede obtener aplicando una transforma-
cién recubridora 7 € A (de S) a U}, es decir, estas componentes conexas tienen la forma
Tf]i*. Entonces, si Y es una soluciéon global del sistema en S tal que Y| g €8 una base de

Levelt en U, por (3.16) y lo que acabamos de comentar se tendra, que
Y(E) =YY@ x(r ) = V(2)(z —a)® (1712 — a)Pix(r ), (3.35)

si Z es un punto de otra componente conexa TU;" de p*IUi*.
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3.3. El sistema de segundo orden

Vamos a estudiar el sistema (3.6) con matriz (3.4). Los puntos singulares del sistema son
a1 =0,a20=-1,a3 =1y a4 = %, y todas ellas son singularidades fuchsianas (para ver
que no hay singularidad en oo se puede comprobar facilmente que el sistema verifica la

condicién (3.30)). Si escribimos el sistema en la forma

, 1

Z — Qa;

Ci(2)y,

de forma similar a como hicimos en (3.18), obtenemos que las matrices C;(0) son

1 0 1/-1 1 1/(-1 -1 1/-1 1
C1(0) = , Co(0) = = , C3(0) = = , Cy(0) = = .
o=y ) o1 (71 1) ao-3 (1 ) ao-3 ()
Recordamos que el polinomio caracteristico de una matriz M, det(M — AI) = 0, resulta
ser A2 — \trM + detM = 0 cuando la matriz es de tamafo 2 x 2. Entonces, los autovalores

de cada una de las matrices, que son los exponentes ﬁ;-, vienen dados por 3{ =1, 7 = —1

y 5{ =0 para j =1,2, 7 = 2,3,4. Entonces, para i = 2, 3,4 se tiene que

ol =0l =pl =0, j=1,2,

®i no aparecen en las representaciones (3.35) cerca de los

y ®; = 0, luego los factores z
puntos az, a3 y a4, las cadenas de subespacios (3.11) son triviales ({0} =S? C S} =S)) v

la tnica condiciéon que tenemos para tener una base de Levelt es que la matriz F; en esta
0

0
en la diagonal). Por tanto, para cualquier matriz fundamental de soluciones Y del sistema

€; .
base sea de la de la forma E; = ( Z) (triangular superior con los autovalores ] = 0

(que no tiene por qué ser de Levelt en a;) se tendrd que
Y(2) = Vi(2)(2 — )", 2 €Uy, (3.36)

con V; holomorfa en U;, E; triangular superior con ceros en la diagonal y V;(0) es invertible:
si Y es dicha matriz fundamental, se tiene que ¥ = Y;C con Y; matriz de Levelt en a; y

C € GL(2,C), luego

Y =YiC = Vi(s — )50 = (GC)(C™'( - a)PC) = (ViO)(z — ) B,
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y las matrices V;C y C~'E;C verifican las condiciones deseadas. Ademés, por (3.35) en

p U\ U se tiene que
Y (2) = Vi(2)(r7 2 — a)) Pix (v 7)), (3.37)
donde 7 es la transformacién recubridora de S tal que el punto Z € pilUi* \ Ui* estd en la

componente conexa TU;".

En el punto a; = 0, la situacion es algo més complicada. Se tiene que

p1=B =Ll =p=-1u =0, j=12

0 e ;
La matriz F; tendréd la forma E = (O 0) (es triangular superior y ,u,{ = 0), pero a priori

e es desconocido. Para hallarlo, vamos a considerar los términos de orden menor o igual

que 2 en C1(z) = zB(z) y Vi(z). La matriz (3.4) se puede escribir de la forma

1 1 1 1

B(z) = (z_ 6(z+1) 2(z—1) 3(z—§)>q>+

1 1 1
M <6(z+1) T3E-D 3o ;)>‘I”

1 0 0 1
donde ¢ = (0 1) y ¥ = ( ) 0). Desarrollando en serie de potencias en torno a

z = 0, obtenemos que
Ci(z) = (14242240 — 220 + ... (3.38)

Es sencillo ver que
b b b 2b
{CP, “ } o) (¢ e © : (3.39)
c d c d c d —2c 0

a 0 ot 0\ (0 aple
Gl )G o
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1 se observa también que

Tomando av =z, 8 = 2z~
22E127% = 22F). (3.41)

Entonces, de (3.41) se deduce que Li(z) = ® + 22F;. Al ser V; holomorfa en Uy, se tiene

que
(o)
n=0

Sustituyendo las expresiones que acabamos de obtener para C1, Vi y Ly en 2V = CV -V L

(recordemos (3.19)) e igualando los términos en potencias de z de orden menor o igual que

2, obtenemos

0= [®, Wy, (3.43)
Wi = [®, W] + Wy, (3.44)
2Wo = [®, W] + W —1 +(2® — ¥)Wy — WoEy. (3.45)

b
Si Wy = (a d)’ por (3.39) y (3.43) se tiene que b = ¢ = 0. Ademas, si (y1,y2) es
c

una base de Levelt, al multiplicar por constantes no nulas (c1y1, c2y2) seguird siendo una

base de Levelt (¢(c;yi) = ¢(yi) v la forma triangular de o* se conserva), luego podemos
-1
a

reemplazar (y1,y2) por (a~ty1,d lys). Entonces, Y ( 0

d_1> es una nueva solucién de

(3.6) y, como Y verifica (3.16), se tiene que

v( ) e ()0 -
26D 6D )
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Por (3.40), se tiene que

)

a 0 a0
-1 Ey
a 0\ _g (a 0 \0 d 0 dt
z =Z
0 d 0 da!

donde en el caso de ® también hemos tenido en cuenta la forma diagonal de esta. Entonces,

para la nueva matriz de Levelt (la denotaremos Y de nuevo, al igual que con el resto

de matrices de las que hablaremos a continuacion), tenemos que Vi se reemplaza por

0 4!
Wo = Vi (0) = 1.

-1
a 0
71 ( ), Ei por ad 'E; y ® sigue igual. Entonces, la nueva V; verificard que

En esta nueva base de Levelt con V4(0) = I, (3.44) pasa a ser

b
Si Wy = (a d>’ la igualdad anterior junto con (3.39) implecan que b = 2b y ¢ = —2¢,
c

luego b = ¢ = 0. Entonces, [®, W3] =0y (3.46) se reduce a W1 = ®. Sustituyendo Wy = I
y W1 = ® en (3.45), se tiene que

2Wy = [®, Wa] + &2 + 28 — ¥ — F.
b
Si Wy = <a d)’ al igualar el elemento de la esquina superior derecha en ambos lados
c
(usando de nuevo (3.39)) se obtiene que
20 =2b—1—e,

luego e = —1 # 0. Ademas, como en W; y Wy b = ¢ = 0 se tiene que Vi(z) es de la forma

Vl(z):(l—'—”' az )

Bz2 14...
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Observando que E{“‘ = 0 para k > 2 (es decir, E; es nilpotente de orden dos), vemos que

o0 ~ k o
2B _ Jogzmy _ N~ (108 2E)Y o (1 —logz
h=e 1_1;:0 u =I+logZlby = 0 ) ,

luego sustituyendo en (3.16) obtenemos que los primeros términos de Y (%) para z € Uy

son

Y (3) 1+... az? 210 1 —logZz z+... —zlogZ4az+...
Z)= = .
Bz 1+...)\0 z7'J\o 1 B2+ ... 14
(3.47)

Utilizaremos esta expresion mas adelante. Ahora, vamos a introducir una nueva definicién
que usaremos para obtener la condicién que habiamos comentado al principio del capitulo

que tiene que cumplir un sistema con las singularidades y monodromia de (3.6).

Definicién 3.17. Si (3.6) es un sistema fuchsiano de orden 2 con puntos singulares

ai,...,ay, se define el peso fuchsiano del sistema como

n

Yy = (i — ©7)-

=1

En el caso (3.4) que hemos estudiado, de los valores de Lpg se obtiene que yp) = 2. A
partir de estos pesos fuchsianos de un sistema dado, podemos definir otros pesos asociados

a todos los sistemas que compartan una misma mondromia.

Definicién 3.18. Sean {ay,...,a,} un conjunto de puntos singulares y {C~!xC} una clase
de monodromia (x es una representacion A — GL(2,C)). Se define el peso fuchsiano de
X como el minimo de todos los pesos fuchsianos de los sistemas y’ = Dy con singularidades

a; y monodromfa {C~'yC}. Lo denotaremos por v, = min Y(D)-
Vamos ahora con la condicién que comentamos en la introduccién.

Lema 3.19. Si a; y x son las singularidades y monodromia del sistema (3.4) con matriz

(3.6), entonces v, = 2.

Demostracién. Supongamos que existe un sistema y’ = Dy con estas singularidades y
monodromia tal que y(py < 2. Para este sistema, denotamos los pardmetros mencionados en
(3.31) por goz (D), BZ(D), ,ug(D), pz (D). Para la monodromia y, las matrices E; = 5 log G;

(donde G; = x(07 1), luego estas matrices realmente dependen de x) hemos visto que son



Capitulo 8. FEl problema de Riemann-Hilbert 53

triangulares superiores con ceros en la diagonal y tienen autovalores ug (D) = 0, luego
pg(D) =0y cpg(D) = Bf(D) Sean k = "1 (D) y 1 =1L, (D). Se tiene entonces
que ypy = k — 1 y k > [ (recordemos que ¢} (D) > ©?(D)), luego por el teorema 3.16 se

tiene que
k+i=Y ¢l =Y pl=0.
0] i,J

Entonces, k = —I, ypy = 2k y si 0 < yp) < 2 se tiene que k = | = yp) = 0, luego
o} (D) = p2(D) para cada i. Esto quiere decir que en un mismo punto regular a; todas las
soluciones del sistema tienen un crecimiento similar (ignorando potencias fraccionarias y
logaritmos), pero para diferentes puntos a; el crecimiento puede variar. Vamos a modificar

el sistema para que esto no ocurra manteniendo las singularidades y monodromia.

Sea m; = ¢} (D) = ¢?(D). Consideramos el cambio de variable z = fy, donde

4
f = H(Z - az) i
i=1
Derivando,
/
2 =fy+fy=(D+FNfy="rz (3.48)
donde F = D 4 (log f)'T = D — 3, s7i-1. Entonces, si D = S Z%%Di se tiene que

F = 221:1 Z%%FZ con F; = D; —m;I, luego el nuevo sistema no tiene ninguna singularidad
adicional en oo (Y}, D; = 0 por ser y’ = Dy fuchsiano y 7, m; = k = 0). Entonces,
el nuevo sistema tiene las mismas singularidades y monodromia y para cualquier solucién
z suya se tiene ¢;(z) = p;(y) — m; = 0. Por tanto, para cualquier matriz solucién Z con

7' = FZ se tiene que
Z(2) = Wi(2)(r7 2 — ay)Pix(v™1), zerU;. (3.49)

Consideramos ahora una matriz de Levelt Y del sistema con matriz (3.6) tal que V1(0) = I.
Sea x su representacién de monodromia (definida segtin (3.5)) y Z una solucién de 7' = FZ
con la misma representacién de monodromia. En pilUi* con i = 2,3,4 se verifica (3.37),

mientras que en p~ U se tiene que

Y (2) = Vi(2)22(r15)Ery (Y, ze U
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Entonces, al hacer el producto Y Z~! se cancelan factores y se tienen las siguientes propie-
dades:

YZ7' =Vi(2)2*Wi(2)7t, zep U7, (3.50)
YZ7'=Vi(2)Wi(2)™', 2ep U, i=2,3,4, (3.51)

Y Z~! es holomorfa en S, (3.52)
YZloo=(Yoo)(Zoo) ' =Yx YHo)x(o)Zt =Y2Z~L (3.53)

Las propiedades (3.52) y (3.53) implican que Y Z~! es holomorfa en S, y (3.51) junto con
el teorema 3.13 (que implica W;(0) # 0) nos dice que YZ~! también es holomorfa en

Us UUs U Uy. En Uy, recordando la expresion de Y que obtuvimos en (3.47) se tiene que

22 2 2 2
YZ7 = Vi(2)22 W (2) = (gg; OO((I))> (0 z01> (matriz hol.) = (Oi ) Oi )> .

Se tiene entonces que la primera fila de YZ~! es holomorfa en Uy, luego es holomorfa en
todo C y, por tanto, constante. Al ser O(z) en Uy, tiene que ser idénticamente nula, pero

esto contradice el hecho de que Y Z~! sea invertible. ]

3.4. El sistema de tercer orden

Finalmente, vamos a estudiar el sistema (2.1) con matriz (3.1). Como habiamos comentado,
este sistema es equivalente al sistema de orden 2 (3.6) con matriz (3.4) junto con la ecuacién
(3.5). En primer lugar, vamos a ver que el sistema no tiene singularidad en oco. Para el
sistema (3.6) ya lo habfamos comprobado en la seccién anterior, luego solo basta con
reescribir la ecuacién (3.5) en términos de la variable ¢ = % y comprobar que no hay polos

en t = 0. Con el cambio de variable la ecuacién tiene la forma

dy 1 1\ 1) 3)
P tQ(alz(t>y +a13<t y )
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Teniendo en cuenta (3.3), se ve facilmente que t%alg (1) y t%alg (1) no tienen polos en

t=0.

Los puntos as = —1, a3 =1y a4 = % son claramente fuchsianos. Entonces, escribiendo

Ci(2)y,

Z — Qa;

como en (3.18) obtenemos que

) 0 6 0 ) 0o 0 2 ) 0 -3 -3
C2(0) = 5 0 -1 1], C3(0) = 3 0 —1 =11, C4(0)= 3 0 -1 1
0 -1 1 0o 1 1 0 -1 1
Calculando los autovalores de estas matrices, se obtiene que 6{ = 0 para ¢ = 2,3,4,

7 =1,2,3, luego

Por tanto, ®; = 0, y E; = L;(0). Observamos que y — C?(0)y anula las dos tltimas
componentes de cada vector y (lo vimos en la seccién anterior al estudiar el sistema de
orden 2), y entonces Cf’ (0)y = 0 al ser la primera componente de Cg’(()) una combinacién
lineal de las dos tltimas. Entonces, las matrices E; = L;(0) son nilpotentes de orden tres

(E¥ = 0si k > 3) y tienen rango 2 al ser semejantes a C;(0).

Vamos ahora con el punto singular a; = 0. Si y es una solucién del sistema, al ser (3.6)
fuchsiano (y por tanto regular) las componentes ys e y3 tendran crecimiento moderado, y
entonces al satisfacerse la ecuacion (3.5) la primera componente y; también lo tendré. Por
tanto el sistema es regular en a; = 0 (aunque no es fuchsiano, ya que un coeficiente de la

matriz presenta un polo de orden 2).

Vamos a ver como obtener una base de Levelt del sistema en el punto 0. Sean
1
2 2
— Y — Y
yi=10 7y2:<§>7y3:<§>7
0 Y2 Y3

donde (¥,,¥3) es una base de Levelt para el sistema de orden 2 (3.6) tal que V(0) = I

(vimos en la seccién anterior que se podia construir una base de esta forma). Anadimos a
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los vectores de esta base las componentes

ys = /(&1293 + a13y3)dz,

?/% = /(a12y§ + alsyéf)dz,

de modo que los vectores ys e y3 satisfacen la ecuacion (3.5) (la constante de integracion
no es relevante, podemos tomar 0 mismamente). Entonces, de las expresiones de aj2 y a3

de (3.3) y la expresién de Y de (3.47) obtenemos que

1 1
a12ys + ai3ys = ?(z +...) 4 (hol)(z +...) + (hol.)(B2> +...) = 2 + hol.,

donde hol. denota una expresion holomorfa en 0 y los puntos suspensivos términos de orden
superior. Por tanto,
ys =logZ + f, (3.54)

donde f es holomorfa en Uy y ¢(f) > 0. Por tanto,

A+ plog Z 4 hol.
AY1 + py2 = hol. ;
hol.

y entonces si (A, ) # (0,0) se tiene que

e(\yi + pyz) = (A +plogz + f) =0,

y para el resto de coordenadas al aplicar ¢ obtenemos un ntimero mayor que 0 por ser
holomorfas. Entonces, S{ = Cy; @ Cys es un subespacio vectorial de S; (el espacio de

soluciones del sistema en Uj) para el que se verifica ¢(S] \ {0}) = 0.

Veamos que sucede con ys. Teniendo en cuenta (3.3) y (3.47) de nuevo, obtenemos que

1 1

1
algy§+a13y§’: <22+hol.>(—zlog2+az+...)+<—2+...>(z+...) =

log 2 ( 1)1
= — +la—=<)-—+...,
z 2)z
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luego
1 1
ys = —ilogQZ—i— (a— 2) logz+ ...

Entonces, p(y3) = ¢(y2) = 0y p(y3) = —1, luego el minimo es ¢(y3) = —1. Por tanto,
©(S1\ S1) = ¢(Cys \ {0}) = —1 y hemos obtenido asf la cadena de subespacios (3.11)

{0} =8 c Sl cst=s,

donde ¢} = p? =0y o = —1.

Nos queda ver como es F;. Como y; es holomorfa (constante), ofy1 = y1 001 = yi1.
Ademads, como logoo; = log +27i se deduce de (3.54) que ojy2 = y2 0 01 = y2 + 27wiy;
(01 sélo modifica la primera componente del vector porque lleva un logaritmo, el resto son

holomorfas). Entonces, si G1 = x(o] 1) donde x es la monodromia asociada a Y se tiene

que
1 y% yé a b ¢ 1 y%+2m’ y:,l,
YGi=10 45 $3||0 d e[=]0 43 43| =Yoou
v y3) \0 0 f 0 ¥

Podemos despejar facilmente a = d =1 y b = 2mwi. Ademés,

1
(y27y3) 001 = (y27y3) (0 ;) = (y27y3)G17

donde G7 = X(o7 1) es la matriz de la representacién X obtenida al considerar el sistema
fundamental de soluciones (¥,,¥3) del sistema (3.6) que estudiamos en la seccién anterior

(recordemos que se trata de una base de Levelt con V1(0) = I). Tal y como vimos en esa
0

-1
entonces
0 O ) Y

seccién, la matriz E; correspondiente viene dada por F; = <

_ _ 1 —2m
Gy =TI+ 2miE, = ™
0 1
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Por tanto,

1 2m *
Gi=|0 1 —2m
0 O 1

Observacion 3.20. Razonando de un modo similar para una transformacién recubridora
cualquiera o € A (no necesariamente 1), se obtiene que log oo = log +x1(c~!) donde x

es una representaciéon A — 2wiZ y
1
x(e)=10 X (o) . (3.55)
0

Para obtener Ej nos bastara con usar G = x(o; '), pero mas adelante usaremos esta

expresion més general.

Los autovalores de (G1 son )\{ = 1 para j = 1,2,3, luego los de E; serdn p; = %m log )\{ =0.

Ademés, al ser F triangular superior estos autovalores apareceran en la diagonal principal

y entonces

E, = , E¥=0sik>3.

o O O
o O 2

Por tanto, se tiene que
Gy =1+ 2miFE, — 21°E?,

y de aqui se deduce que

By =

o o O

o O =
|
[

luego E; tiene rango 2 y es nilpotente de orden 3, igual que el resto de E;, i = 2,3, 4.

Antes de probar finalmente el teorema 3.2, hacemos una tltima observacion. Hemos visto

2mE,

que las aplicaciones o} (i = 1,2,3,4) tienen matrices G; = e i en alguna base, siendo

cada F; de rango 2 y nilpotente de orden 3, luego la dimensién de los autoespacios de cada
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G; (asociados a sus Unicos autovalores A\; = 1) seran
dim(ker(G; —I)) =3 —rg(G; — I) = 1.

Como y; = (1,0,0)7 verifica o}y = y; para cada i = 1,2, 3,4, estos autoespacios resultan

ser

1
(Cylz(C 0
0

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el teorema 3.2 y dar asi una respuesta

al problema de Riemann-Hilbert 3.1.

Demostracién del teorema 3.2. Supongamos que z' = Cz es un sistema fuchsiano con las
singularidades y monodromia del sistema (2.1) con matriz (3.1) y denotamos por S su es-
pacio de soluciones. Sea Y = (y1,y2,¥y3) una matriz fundamental de soluciones del sistema
y X su representaciéon de monodromia. El sistema z' = Cz tendrd entonces una matriz
fundamental de soluciones Z = (z1,z2,23) con la misma representacién de monodromia.

Consideramos el isomorfismo
0:S — S,

Yi — Z;.

Se tiene que @ verifica §(y o o) = (fy) o o para cualquier 0 € A: siy = Yn € S, donde
neC,yz=0y,entoncesz=2ny

O(yoo)=0(Ynoo)=0((Yoo)y) =0(Yx (o)) =
=Zx Nom=(Zoom=2Znoo=zon.
Por tanto,

1
Zy = glo] = 9}’0,
0

verifica que 0;zg = zg 0 0; = 0(yo 0 0;) = 0yo = zp para cada i = 1, 2,3, 4, luego se puede

ver como un vector de funciones holomorfas en S. Al tener z(y crecimiento moderado en
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cada a; por ser el sistema regular, se tiene que zg es meromorfo en C. Entonces, al menos
una de sus componentes z5 tendra que verificar S @i(2E) < 0: 1a valoracién ¢, en cada
punto p € C nos daré el orden del polo (resp. del cero) si p es un polo (resp. cero) de z5 o
0 si p no es ni un orden ni un polo, luego ZpeE ©p(25) = 0 (la suma de los érdenes de los
polos es igual a la suma de los 6rdenes de los polos por ser z(’f meromorfa en C) y entonces
si S 0i(2E) > 0 se tendrfa que p,(2§) < 0 para algtin p # a;, pero esto no puede ser ya

que los a; son los tnicos posibles polos de z(’)“. Entonces,

4 4 4
> wilzo) = > min{pi()).5 = 1,2,3} < Y ¢(z5) < 0. (3.56)
i=1 i=1 i=1
De o}zg = z¢ se deduce que zg es el primer vector de alguna base de Levelt del sistema

7' = Oz en cada a;, luego ¢} (C) = ¢i(zo) es el mximo valor que toma ¢;. Sean

4 4 4
=3 ¢1(C), 1= ¢}(C), m= ¢}C).
=1 =1 =1

Por (3.56) se tiene que k < 0. Ademds, como ¢} (C) > ¢?(C) > ¢3(C) se tiene que

0>k>1>m,y como M{ (C) = ,ug (A) = 0 (estos valores solo dependen de la monodromia

del sistema) se tiene que

k+l+m=> g(C)=0,
i

por ser z' = Cz fuchsiano (teorema 3.16). Entonces, k =1l =m =0y ¢}(C) = ¢?(C) =
;(C).

Ahora, de modo similar a como hicimos en la seccién anterior, consideramos el cambio de
variable w = fz con f = [[i(z — a;)™™, donde n; = ©}(C). Obtenemos asf un sistema
w’ = Dw que sigue siendo fuchsiano, mantiene las mismas singularidades y monodromia
y verifica 4,0{ (D) = 0. Ademés, wg = fzo es un vector de funciones holomorfas en C y, por
tanto, es constante. Por tanto, existird una matriz M € GL(3,C) tal que wo = Myp. Si

consideramos la nueva variable u = M ~'w, tenemos que
u = M 'DMu, (3.57)

es un sistema fuchsiano que conserva las mismas singularidades y monodromia: si Wx(oc~1) =
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W o o, entonces
MUx(c™')=MUoo=MUoo),

luego Ux (0! = Uoo. Ademés, cpg(M_lDM) = gp{(D) = 0 (al multiplicar D por matrices
constantes no se altera el crecimiento de las soluciones del sistema), es decir, ¢(u) = 0
para cualquier solucién u # 0 de (3.57). El vector ug = M ~twq = (1,0,0)7 es solucién de

(3.57), luego la primera columna de la matriz M ~1DM tiene que ser nula y entonces

0 * *
M'DM =0 F ,
0

para alguna matriz F'(z) de tamafio 2 x 2. Consideramos el sistema reducido
v/ = Fv. (3.58)
Este sistema es fuchsiano por serlo (3.57) y tiene las mismas singularidades. Ademas,
(u1,uz,u3) 00 = (uy, ug, uz)x(c 1),

donde x (o~ !) serd como en (3.55), luego si escribimos

1 1

[ ug _[u3
ug = N I usz = N I

us us

se tiene que (Uz,U3) es un sistema fundamental de soluciones de (3.58) que verifica
(113, 15) 0 0 = (11z, W)X (0 ),

luego tiene la misma monodromia que el sistema de orden dos con matriz (3.6) que estu-

diamos en la secciéon anterior. Vamos a ver que

Yr) =0<2=15,

lo que nos llevard a una contradiccion con el lema 3.19 y nos permitird concluir la demos-

tracién. Para ello, observamos que si v es una solucion de (3.58) entonces existird alguna
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solucién u de (3.57) de la forma u = <u1>7 luego denotando v = (ug,us3) se tiene que
v

pi(v) = min{epi(uz), pi(uz)} = min{pi(u;), j = 1,2,3} = pi(u) = 0.
Entonces, como los (pg (F) son p;(v) para alguna solucién v se tiene que
Pl(F) >0 Vi,j, (3.59)

y como (3.58) tiene la misma monodromia Y que (3.6) se tiene que ug (F) = 0 para cada
i, 7. Entonces, BZJ (F) = @{ (F) > 0y, al ser (3.58) fuchsiano, por el teorema 3.16 se tiene

que
ST BlF) =0.
4,

Por tanto, teniendo en cuenta (3.59) se llega a que cpZ(F) = 6{ (F) =0y, finalmente,

4

Yy = (@ (F) — @2(F)) = 0.
=1

3.5. Algunas variantes del problema con solucién positiva

Para finalizar el trabajo, vamos a comentar (sin entrar en detalles) algunas variantes del
problema de Riemann-Hilbert en las que, al anadir alguna hipdtesis adicional, se obtiene

una solucién positiva.

La primera de ellas ya la hemos comentado en la introduccién: se trata del resultado proba-
do por Plemelj que se tomo6 como respuesta afirmativa al problema durante mas de setenta
anos. Si en vez de buscar sistemas fuchsianos buscamos sistemas regulares, podremos en-
contrar un sistema regular con singularidades y monodromia prefijadas. La demostracién
de este resultado es algo complicada, ya que requiere del uso de fibrados vectoriales holo-
morfos y no entraremos en estos temas. Pero resumiendo brevemente, gracias a un resultado
(teorema de Birkhoff-Grothendieck) que describe la forma de los fibrados vectoriales sobre
C se puede construir un sistema con singularidades y monodromia prefijadas que sea fuch-

siano en todas las singularidades excepto en, a lo sumo, una de ellas, donde el sistema sera
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regular. Para mds detalle sobre este resultado, se pueden consultar el tercer capitulo de [2]
o [8].

Por dltimo, enunciamos un par de casos méas en los que, anadiendo hipétesis no muy com-

plicadas de entender, se puede obtener una solucién positiva:

= Sean b € Sy v1,...,7, una serie de lazos cerrados con inicio y fin en b que tnica-
mente rodean una singularidad a; del sistema. Si al menos una de las matrices x/(o;)
es diagonalizable (x es la monodromia del sistema y cada o; es la transformacién
recubridora correspondiente a +;), entonces el problema de Riemann-Hilbert tiene

respuesta positiva. La demostracién se puede encontrar en [10].

» En el caso de que el sistema tenga orden 2, la respuesta es positiva (independien-
temente del nimero n de puntos singulares). La demostracién se puede encontrar
en [5].



Apéndice A

Superficies de Riemann y

topologia algebraica

En este apéndice daremos una breve introducciéon a las superficies de Riemann y a algunos
conceptos de topologia algebraica. El apéndice esta basado completamente en las cinco pri-
meras secciones del primer capitulo de [6]. Omitiremos las demostraciones de los resultados

que enunciemos, pero todas ellas se pueden encontrar en el texto mencionado.

A.1. Superficies de Riemann

Definicién A.1. Sea X una variedad dos-dimensional (es decir, un espacio topoldgico
Hausdorff tal que todo punto a € X tiene un entorno abierto homeomorfo a un abierto de
R™). Una carta compleja en X es un homeomorfismo ¢ : U — V de un abierto U C X
en un abierto V' C C. Dos cartas complejas ; : U; — V;, ¢ = 1,2, son holomdrficamente

compatibles si la aplicacién
pa0 01! 11U NU2) — 2(Ur NUa),

es biholomorfa.

Definicion A.2. Sea X una variedad dos-dimensional. Un atlas complejo en X es un
sistema U = {; : U; — V;,i € I} de cartas complejas que son holomérficamente compa-
tibles y recubren X, es decir, U;c;U; = X. Dos atlas complejos U y U’ son analiticamente

equivalentes si cada carta de U es holomérficamente compatible con cada carta de U’.

Observamos que la nocién de equivalencia analitica de atlas complejos es una relaciéon de

04
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equivalencia.

Definicion A.3. Sea X una variedad dos-dimensional. Una estructura compleja en X es

una clase de equivalencia de atlas analiticamente equivalentes en X.

Definicién A.4. Una superficie de Riemann es un par (X,Y) donde X es una variedad
dos-diferenciable conexa y 3 una estructura compleja en X. A no ser que haya ambigiiedad,

escribiremos tan solo X para referirnos a una superficie de Riemann.

Definicion A.5. Sea X una superficie de Riemann y Y C X un abierto. Una funcién

f:Y — C es holomorfa si para cada carta ¢ : U — V en X la funcién
Jou l:p(UNY) —C,

es holomorfa en el sentido usual en el abierto ¥(U NY) C C. Denotaremos por H(Y") al

conjunto de funciones holomorfas en Y, que resulta ser una C-algebra.

Definicion A.6. Sean X e Y superficies de Riemann. Una aplicacién continua f : X — Y
es holomorfa si para cada par de cartas ¢ : Uy — Vi en X y ¢y : Uso — Vo en Y con
f(Uy) C Uy, la aplicacién

Yoo foyrt i Vi — Vh,

es holomorfa en el sentido usual. Si ademéds f es biyectiva y f~! : Y — X también es
holomorfa, se dice que f es biholomorfa. Dos superficies de Riemann X e Y son isomorfas

si existe una aplicacién biholomorfa f: X — Y.

Muchos de los teoremas de la variable compleja se pueden llevar al caso de superficies de

Riemann, ya que cuentan con una estructura similar a C. Por ejemplo,

Teorema A.7 (principio de identidad). Sean X e Y dos superficies de Riemann y fi, fo :
X — Y dos aplicaciones holomorfas que coinciden en un conjunto A C X que contiene a

un punto de acumulacién a de X. Entonces f; = fo.

A.2. Homotopia de curvas

Recordamos que una curva en un espacio topoldgico X es una aplicacion u : [ — X,
donde I = [0, 1]. Los puntos @ = u(0) y b = u(1) son los puntos inicial y final, y se dice que
u es una curva de a a b. Un espacio topoldgico es arcoconexo si para cada par de puntos

a,b € X existe una curva de a a b.
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Definicion A.8. Sean X un espacio topolédgico y a,b € X. Dos curvas u,v: [ — X de a
a b son homdtopas si existe una aplicacién continua A : I x [ — X tal que A(¢,0) = u(t)
y A(t,1) = v(t) para todot € I y A(0,s) =ay A(1l,s) = b para todo s € I.

Teorema A.9. Sean X un espacio topoldgico y a,b € X. La nocién de homotopia es una

relacion de equivalencia en el conjunto de curvas de a a b, cuyas clases denotaremos por
[u].

Definicion A.10. Sean X un espacio topoldgico, a,b,c € X, u: I — X una curva de a

abyv:I — X unacurvadeb a c.

s Se define la curva producto w-v: I — X de a a ¢ por

u(2t) si
v(2t —1) si

o
IN
IN

(u-v)(t) =

—_ N

<t

IN

s Se define la curva inversa u~ : I — X de b a a por

u (t)=u(l—1t) Vtel.

Definicion A.11. Sean X un espacio topoldgico y a € X. Se define la curva constante en

a como la aplicacién constante ug : I — X dada por ug(t) = a para todo t € I.

Definicion A.12. Sean X un espacio topoldgico y v : I — X una curva. Se dice que u
es una curva cerrada si w(0) = u(1). Una curva cerrada w : I — X con punto inicial y

final a se dice que es hométopanula si es hométopa a la curva constante en a.

Teorema A.13. Sean X un espacio topolégico y a € X. El conjunto (X, a) de clases de
homotopia de curvas cerradas en X con punto inicial y final a tiene estructura de grupo

con el producto de curvas definido en A.10.

Definicién A.14. En las condiciones del teorema anterior, al grupo 71(X,a) se le deno-

mina grupo fundamental de X con punto base a.

Teorema A.15. Sean X un espacio topoldgico y a,b € X puntos unidos por una curva

w. Entonces, la aplicacién

frm(X,a) — m(X,a)
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es un isomorfismo de grupos. Como consecuencia directa, si X es un espacio arcoconexo

entonces el grupo fundamental de X no depende del punto base (escribiremos 71 (X)).

Definicion A.16. Un espacio topoldgico arcoconexo X se dice que es simplemente conexo

si m1(X) = 0 (es decir, el grupo fundamental solo contiene al elemento unidad).

Teorema A.17. Sea X un espacio topoldgico simplemente conexo y a,b € X. Entonces,

para cualquier par de curvas u,v : I — X de a a b se tiene que v y v son hométopas.

A.3. Recubrimientos

Definicion A.18. Sean X e Y espacios topologicos y p : Y — X una aplicacién continua.

Para cada x € X, el conjunto p~!(z) C Y se denomina fibra de p sobre .

Definiciéon A.19. Sean X un espacio topologico y A C X. Se dice que A es discreto si
para cada a € A existe un entorno V tal que VN A = {a}. Una aplicacién p : Y — X entre
espacios topologicos es discreta si la fibra de p sobre cada punto de X es un subconjunto
discreto de Y.

Teorema A.20. Sean X e Y superficies de Riemann y p : ¥ — X una aplicacion

holomorfa y no constante. Entonces p es abierta y discreta.

Definicion A.21. Sean X e Y superficies de Riemann y p : ¥ — X una aplicacion
holomorfa y no constante. Un punto y € Y es un punto de ramificacion si no existe ningtin

entorno V' de y tal que p|y sea inyectiva.

Teorema A.22. Sean X e Y superficies de Riemann. Una aplicacién holomorfa no cons-
tante p : Y — X no tiene puntos de ramificacién si, y solo si, p es un homeomorfismo
local, es decir, para cada punto y € Y existe un entorno abierto V' de y tal que p|y es un

homeomorfismo sobre un abierto U de X.

Definicion A.23. Sean X, Y y Z espacios topolégicos y p : Y — X, f: Z — X
aplicaciones continuas. Un levantamiento de f respecto a p es una aplicacién continua

g:Z —Y talque f=pog.

Teorema A.24. Sean X e Y espacios topolégicos de Hausdorff y p : ¥ — X un homeo-
morfismo local. Sea Z un espacio topolédgico conexoy f : Z — X una aplicacién continua.
Sig1,92 : Z — Y son dos levantamientos de f y g1(z0) = g2(20) para algin punto zg € Z

entonces g1 = go.
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En particular, es interesante aplicar el concepto de levantamiento a curvas. Si X e Y son
espacios de Hausdorff, p : ¥ — X un homeomorfismo local y u : I — X una curva en
X, si existe un levantamiento @ : I — Y de u, quedara determinado de forma tnica al

fijar su punto inicial.

Teorema A.25. Sean X e Y dos espacios de Hausdorff, p : Y — X un homeomorfismo
local, a,b € X y a €Y tal que p(a) = a. Ademds, supongamos que A : I x I — X es una
aplicacién continua tal que A(0,s) = a y A(1l,s) = b para cada s € I. Sea us(t) = A(t, s).
Si cada curva ug se puede levantar a una curva s con punto inicial @, entonces g y 41

tienen el mismo punto final y son curvas homotopas.

Buscar una condicién que nos permita levantar curvas siempre nos lleva a la siguiente

definicion.

Definicion A.26. Sean X e Y espacios topoldgicos. Se dice que una apliaciéonp: Y — X
es una aplicacion recubridora o recubrimiento si cada punto x € X tiene un entorno abierto

U tal que su preimagen p~!(U) se puede escribir como
p_l(U) = UjGJVYja

donde los Vj, j € J, son abiertos disjuntos de Y y las restricciones p|y, : V; — U son

homeomorfismos (es decir, p es un homeomorfismo local).

Definicion A.27. Una aplicacién continua p : Y — X tiene la propiedad de levanta-
miento de curvas si para cada curva u : I — X y cada punto yo € Y con p(yo) = u(0)

existe un levantamiento @ : I — Y tal que 4(0) = yo.

Teorema A.28. Todo recubrimiento p : Y — X entre espacios topologicos X e Y tiene

la propiedad de levantamiento de curvas.

Teorema A.29. Sean X e Y espacios de Hausdorff con X arcoconexoyseap:Y — X un
recubrimiento. Entonces, para cada par de puntos zg,r; € X las fibras p~1(zg) y p~!(21)

tienen el mismo cardinal. En particular, si Y no es vacio se tiene que p es sobreyectiva.

Teorema A.30. Sea X una variedad, ¥ un espacio de Hausdorff y p : ¥ — X un
homeomorfismo local con la propiedad de levantamiento de curvas. Entonces p es un recu-

brimiento.

De todos los recubrimientos de un espacio topoldgico, nos interesa ver si hay alguno que

podria considerarse el més “grande”.



Apéndice A. Superficies de Riemann y topologia algebraica 69

Definicion A.31. Sean X e Y espacios topolégicos conexos y p : ¥ — X un recubri-
miento. Se dice que p es el recubrimiento universal de X si satisface la siguiente propiedad
universal: para cada recubrimiento ¢ : Z — Y con Z conexo, y cada par de puntos yg € Y
y 20 € Z con p(yo) = q(z0), existe exactamente una aplicacién continua que conserva las
fibras f: Y — Z tal que f(yo) = 0.

Teorema A.32. Un espacio topoldogico conexo X tiene a lo sumo, salvo isomorfismo, un

Unico recubrimiento universal.

Teorema A.33. Sean X e Y variedades conexas con Y simplemente conexa y sea p :

Y — X un recubrimiento. Entonces p es el recubrimiento universal de X.

Teorema A.34. Sea X una variedad conexa. Entonces existen una variedad simplemente
conexa X y un recubrimiento p: X — X (por el teorema anterior, p es el recubrimiento

universal de X).

Vamos ahora con los ultimos conceptos del apéndice y con un resultado que serd funda-

mental en el trabajo.

Definicion A.35. Sean X e Y espacios topoldgicos y p : ¥ — X un recubrimiento.
Diremos que una aplicacién f : Y — Y es una transformacion recubridora si f es un
homeomorfismo que conserva las fibras de p. Con la composicién de aplicaciones, el conjunto

de transformaciones recubridoras de p : ¥ — X forma un grupo al que denotaremos
Deck(Y/X).

Definicion A.36. Sean X e Y espacios de Hausdorff conexos y p : Y — X un recubri-
miento. Se dice que el recubrimiento es normal si para cada par de puntos yg,y1 € Y con

p(y0) = p(y1) existe una transfomacion recubridora f : Y — Y tal que f(yo) = y1.

Teorema A.37. Sea X una variedad conexa y p : X — X su recubrimiento universal.

Entonces p es normal y ademés Deck(X /X) es isomorfo al grupo fundamental 71 (X).



Apéndice B

Algunos teoremas clasicos del

analisis complejo

En este apéndice se recogen los enunciados de los teoremas clasicos del andlisis complejo
que emplearemos a lo largo del trabajo. Las demostraciones de todos los resultados se

pueden encontrar en [1].

Teorema B.1 (principio de identidad). Sean f y g funciones holomorfas en un abierto

conexo €. Si el conjunto

{zeQ:f(2) =9(2)},
tiene algiin punto de acumulacién de €2, entonces f = g.

Teorema B.2 (de representacion conforme de Riemann). Sea 2 un abierto simplemente
conexo no vacio de C que no sea todo el plano complejo. Entonces existe una aplicacion

biholomorfa de € en el disco abierto unidad D.

Teorema B.3 (férmula integral de Cauchy). Sean 2 un abierto de C, D un disco cerrado
contenido en €2 y f una funcién holomorfa en €. Si I' es la circunferencia que forma la
frontera de D (recorrida en sentido antihorario) y z un punto del interior de D, se tiene

que

f(z) = 1 ﬂdw.

S omi Jrw— 2

Teorema B.4 (de Liouville). Si f es una funcién entera (holomorfa en todo C) acotada,

entonces f es constante.
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Teorema B.5 (de los residuos). Sean {2 un abierto simplemente conexo, S un subconjunto
de Q sin puntos de acumulacién y f una funcién holomorfa en ©Q \ S. Si v es una curva
cerrada en Q '\ S tal que n(y,z) = 0 para cada z € C\ Q (n(y, z) denota el indice de la

curva v en el punto z), se tiene que

21 el

[yf(z)dz L n(vy,w)Res(f,w).
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