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Prologo

Le plus court chemin entre deux vérités dans le
domaine réel passe par le domaine complexe.

El camino mas corto entre dos verdades del campo
real pasa por el campo complejo.

JACQUES HADAMARD

Repito aqui las consideraciones generales que hice, en su momento, para el manual de
Analisis Matematico. La modesta intencion de este documento relativo al Analisis Complejo
es la misma: proporcionar un guion, ajustado al temario de la asignatura. Asimismo, la
estructura del texto vuelve a presentarse en un resumen teorico, mas o menos extenso y
glosado de cada uno de los temas, y una coleccion de enunciados de ejercicios de dificultad
variada.

El temario es autocontenido pero, evidentemente, los prerrequisitos son mucho mayores
que para las asignaturas de cursos anteriores: aparte de toda la materia previa de Analisis
Matematico y los rudimentos de Algebra y Geometria lineales, se necesitan sélidos conoci-
mientos de Topologia General.

En general, para el uso de estas notas de la manera mas provechosa, recomendamos que €l
alumno se anticipe a la presentacion de la teoria en las lecciones magistrales, dedicando unos
pocos minutos a la lectura somera de la materia que corresponda de forma inminente; esto
servira, al menos, para adquirir un primer contacto con la terminologia y notacion. Luego,
el manejo simultaneo de las notas tomadas en clase con la bibliografia basica recomendada
(entraremos luego en detalle sobre este aspecto) permitira dar forma al cuerpo tedrico cuyo
esqueleto podemos identificar con este guion.

Vuelvo a insistir en la necesidad del trabajo personal del alumno: tanto en el aspecto
teorico, como se ha indicado antes, como en el practico, mediante la resoluciéon de ejercicios
y problemas, o al menos el intento de resolucion, buscando respuestas por uno mismo, no
leyendo las que se encuentren en la literatura relacionada.

La teoria de funciones de variable compleja es un vasto campo de las matematicas cuyos
recursos se aplican a aspectos, en apariencia tan lejanos, como las Ecuaciones en Deriva-
das Parciales elipticas (concretamente, en la denominada teoria del potencial) o la Teoria de
Numeros. Precisamente, hemos elegido para ilustrar la portada un trabajo de Riemann, pa-
dre de la Teoria Analitica de Numeros; la hipdtesis de Riemann es uno de los denominados
problemas del milenio que atn no esta resuelto (ver, por ejemplo, el texto de R. B. Ash [3]).

En esta asignatura, reducida a 6 créditos, no podemos sino establecer los fundamentos
de esta materia, intentando mostrar en tan breve plazo los tres puntos de vista: el geométrico
de Riemann, el infinitesimal de Cauchy y el analitico de Weierstrass que, sorprendentemente,
desde distintos puntos de partida conducen a la misma idea. Aqui, en la equivalencia entre
las nociones de conformidad, holomorfia y analiticidad radican la belleza y la potencia del
Analisis Complejo. De forma somera, la asignatura se estructura asi:

> Comenzamos con un primer tema que en buena parte consiste en un repaso de conceptos
aritméticos y topolégicos ya tratados previamente.

> En el segundo tema se establecen las nociones relativas a la derivacion compleja y holo-
morfia, el fundamento de la teoria de Cauchy, y se estudian las funciones elementales.

> El tercer tema se dedica a la teoria de Weierstrass, la de las funciones analiticas, y se
establece una primera relacion entre analiticidad y holomorfia.

> En el cuarto tema se presenta la version local de la teoria integral de Cauchy, estableciendo
ya la equivalencia entre analiticidad y holomorfia. Aqui aparecen también resultados
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de aplicacion tan interesantes como el teorema fundamental del Algebra, corolario del
teorema de Liouville, o los principios de identidad, del médulo maximo, etc. Después
prestamos atencion a las versiones homolégica y homotopica del teorema de Cauchy.

> Las aplicaciones del teorema global de Cauchy son tan numerosas que, por razones de
extension, se recogen en los dos siguientes temas. Entre las consecuencias mas desta-
cadas se encuentra el teorema de los residuos y sus aplicaciones al calculo integral en
la recta real, que por si mismas justifican el estudio de estos aspectos mas avanzados.
No somos nada originales repitiendo la cita que se atribuye a Hadamard, pues esa frase
es utilizada asiduamente en publicaciones tanto divulgativas como académicas ya que,
pese a su simpleza, es muy reveladora.

Lamentablemente, lo apretado del programa impide abordar otros temas tan interesantes
como la interpolaciéon y aproximacion, funciones enteras, productos infinitos y factorizacion,
funciones meromorfas, espacios de funciones analiticas...

En cuanto a las referencias bibliograficas, se pueden encontrar en la actualidad numero-
sas obras de gran calidad, abarcando todos los niveles de dificultad. La lista que proporcio-
namos aqui es s6lo una pequefia muestra.

De forma orientativa, el texto de Ash y Novinger [3] bien nos puede servir de referencia
basica en la parte tedrica, y también da respuestas a la coleccion de ejercicios que propone.
Ademas, los autores ofrecen esta obra gratuitamente en formato digital.

Otro recurso muy util son las notas [25] que, generosamente, el profesor F. J. Pérez, del
area de Analisis Matematico de la Universidad de Granada, ofrece en su pagina web.

El libro de Churchill y Brown [6], el de Marsden y Hoffman [21], o el de Wunsch [34], son
también referencias clasicas con varias reediciones en su historial.

Para quienes, ademas de progresar en el aprendizaje de la materia, estén interesados en
los aspectos historicos, los textos de Remmert resultaran muy gratificantes. El temario de la
asignatura esta completamente contenido en [27]. La biblioteca de la UVa ha adquirido los
derechos de versiones digitales de la editorial Springer, entre ellas este libro que, al igual que
[28], puede ser consultado en version pdf.

Para las cuestiones aritméticas y geométricas basicas, ademas de los textos especificos
sobre funciones de variable compleja, es también util el texto de Apostol [2]. En [10] se
encuentra una pequena coleccion de ejercicios resueltos relativos al primer tema.

En relacion con las funciones elementales debo advertir de un ligero cambio en la notacion
respecto a ediciones de otras notas elaboradas por mi. La cuestién es que no hay unanimidad
en la notacion para las funciones trigonométricas e hiperbdlicas, y cada cual debe optar por
una de las posibilidades, eso si, de manera coherente. En cualquier caso, estos cambios
no afectan a la comprension del texto, y en cada libro los indices y tablas de propiedades
permiten al lector determinar inmediatamente con qué funcion se esta tratando. En resumen,
he optado por la notacion que se estd imponiendo a nivel internacional en detrimento de
los antiguos usos de la matematica escrita en espanol (curiosamente, los defensores mas
acérrimos de esta tradicion se encuentran en México, no en Espana): asi escribiremos “sin”
en lugar de “sen” para el seno; “tan” para la tangente, en lugar de “tg”; “sinh”,“cosh” para las
funciones hiperbélicas y no “Sh”, “Ch”; etc.

En esta primera ediciéon, en que escribo las notas con pocos dias de antelacion a la expo-
sicion de las lecciones, a buen seguro apareceran numerosas erratas, espero que de indole
menor, fundamentalmente relativas a aspectos gramaticales u ortograficos. Es por ello que
pido la maxima colaboraciéon a sus destinatarios. La correccion de errores beneficia tanto a
los actuales como a los futuros alumnos. Agradezco de antemano dicha colaboracién, que se
puede realizar por cualquiera de las vias habituales de comunicacion: en persona, mediante
los foros del curso virtual, etc.

También quiero sefnalar que, aunque este material esta dirigido a mis alumnos, cualquier
persona que desee usarlo para fines no comerciales tiene mi expreso permiso de reproduc-
cion. En este sentido, sera bien recibidas toda critica o sugerencia, tanto en el aspecto litera-
rio como en el matematico, que ayuden a mejorarlo (email: |tri stan@m uva. es).

Valladolid, abril de 2015 Luis A. Tristan Vega
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Tema 1

Numeros complejos

El Axioma de Completitud de la recta real garantiza que para cada a > 0 la ecuacion z2 = a

tiene al menos una solucién en R; no sucede lo mismo si ¢ < 0. De forma mas general, no
todo polinomio con coeficientes reales tiene una raiz real. La recta real es “incompleta” en
este sentido. Para subsanar esta deficiencia algebraica se introduce el concepto de niimero
complejo. Esta ampliacion de la recta real gozara de las mismas propiedades aritméticas.
A cambio se pierde la estructura de orden compatible con la estructura de cuerpo que alli
esta presente.

La evolucion histérica comienza en el siglo XVI, cuando Cardano y Bombelli introducen
los numeros “imaginarios”, que fueron cada vez mas utilizados en el siglo XVIII, dando lugar a
numerosas paradojas y debates en los que participaron matematicos de tanto renombre como
L. Euler, G. Leibniz, los Bernoulli, y J. D’Alembert. No se produjo una verdadera comprension
de estos numeros hasta la primera mitad del siglo XIX.

Una etapa importante de este proceso se halla en la interpretacion geométrica del niumero
imaginario dada por C. Wessel y J.R. Argand. A partir de esta interpretacion, la genialidad
de Gauss y de Cauchy logro realizar un algebra rigurosa de estos numeros, llamados “com-
plejos”, término que poco a poco sustituy6 al de imaginarios (en su tesis doctoral, de 1799,
Gauss prueba rigurosamente el teorema fundamental del Algebra, ver enunciado 1.9).

1.1. El cuerpo de los nimeros complejos

Se consideran en el producto cartesiano R? = R x R las operaciones suma ‘+ 'y producto ‘-’
definidas como sigue:

1] (CL17 bl) + (CLQ, bg) = (a1 + as, b1 —+ bg)

ii) (a1,b1) - (az,b2) := (a1 - az — by - by, a1 - by + by - az)
Por supuesto, los signos de suma y producto a la derecha de las igualdades corresponden a
las operaciones definidas en R.
Proposicién 1.1. (R? +, -) es un cuerpo conmutativo. Concretamente:

i) (R% +) es un grupo abeliano; (0,0) es el elemento neutro, y el elemento opuesto de (a,b)
es el elemento (—a, —b).

ii) (R%\ {(0,0)}, -) es un grupo abeliano; (1,0) es el elemento unidad, y si (a,b) # (0,0), su
inverso es
(e arw)
a2+b2’ a2+b2 '
iii) El producto es distributivo respecto de la suma.

Definicién 1.2. La terna (R?, +,-) se denomina cuerpo de los niuimeros complejos y se denota
por C. Sus elementos son los niimeros complejos.

Observaciones 1.3.

i) El subconjunto {(z,0) € C: z € R}, con las operaciones heredadas de C, es un subcuerpo
de C. Si se le dota de la relacion de orden obvia (la inducida por el orden en R en la
primera componente), verifica el resto de los axiomas que caracterizan R, es decir, el
orden es compatible con las operaciones y se tiene el axioma de completitud. Por lo
tanto, se puede decir que la recta real es un subcuerpo del de los nimeros complejos.

1



2 Tema 1. Numeros complejos

ii) Cada numero complejo (z,y) se puede escribir

(x,y) = (l‘,O) + (Ovy) = (.’IJ,O) + (07 1) . (y,O) :
Denotando por i al numero (0, 1) (que se denomina unidad imaginaria) e identificando,
de acuerdo con lo anterior, (z,0) e (y,0) con los nimeros reales z e y, el namero (z,y) se
representa por x + ¢y . Es habitual designar a los numeros complejos por la letra z, y la
representacion
z=x+1y

recibe el nombre de expresion binémica del niumero complejo z. En lo sucesivo, salvo que
se indique lo contrario, siempre que se escriba un complejo de esta forma se entendera
que se trata de su expresion binémica, de modo que = e y son numeros reales (véase la
siguiente definicion).

iii) Por supuesto, se siguen los convenios de notacion habituales para operaciones en grupos,
anillos o cuerpos, y también se suele escribir, de forma simplificada, zw enlugarde z-w;
z? por zz; los simbolos > y [] para abreviar sumatorios y productorios; etc.

iv) Obsérvese que
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1, obien i*+1=0,

de modo que la unidad imaginaria es solucion de la ecuacion 22 + 1 = 0, que carecia de
soluciones reales.

Definiciéon 1.4. Sea z = 2z + iy (r,y € R) un numero complejo. Los niimeros reales z e y
reciben el nombre de parte real y parte imaginaria de z, respectivamente, y se denotan por
x =Re(z) e y=Im(z).

Observacion 1.5. De acuerdo con la obervacion 1.3.ii, los niumeros reales son aquellos nu-
meros complejos que tienen parte imaginaria nula, mientras que los nimeros complejos con
parte real nula se denominan imaginarios (puros).

Definicion 1.6. Sea z =z +iy (z,y € R) un numero complejo.

i) El numero complejo z — iy se denomina corjugado de z y se denota por Z.

ii) El namero real no negativo /z2 + y? se denomina mddulo de z y se denota por |z|.
Observacion 1.7.

i) Un numero complejo z es real si, y solo si, z = Z.

ii) Un numero complejo z es imaginario si, y solo si, z = —Z.

iii) Si z € C es real, el modulo de z es el valor absoluto de z.

Propiedades 1.8. Sean z y w numeros complejos. Se verifican las siguientes propiedades:

DwFz=w+7z. vii) [Re(2)| < |2| 'y [Im(z)] < |z].
i) wz=w?z. viii) |z| < |Re(z)| + | Im(z)].
Z+Z 22—z
iii) Re(z) = e Im(z)=——. ix) |zw| = [z]|w].
2 24
iv) 2z = |[z?. x) Si w#0 entonces ‘i’ :ﬂ.
1 z v vl
v) Si z# 0 entonces ;:W. xi) |z 4 w| < |z| + |w].
vi) |z] = |Z]. xii) ||z| = |w|| < |z — w|.

Como vemos, los numeros complejos mantienen todas las propiedades algebraicas de los
numeros reales, y lo mismo le sucede al moédulo con respecto al valor absoluto. Ademas,
el cuerpo C es algebraicamente cerrado, como muestra el siguiente resultado (cuya demos-
tracion es consecuencia inmediata del teorema de Liouville 4.26, que se presentara en el
capitulo 4).

BRy Departamento de Algebra, Analisis Matematico, Geometria y Topologia



1.2. Sucesiones y series de numeros complejos 3

Teorema 1.9 (fundamental del Algebra). Todo polinomio con coeficientes complejos de
grado mayor o igual que uno admite al menos una raiz en C.

De hecho, si el polinomio es de grado n > 1, tiene exactamente n raices (contando sus
multiplicidades).

Observaciones 1.10.

i) Como consecuencia del teorema anterior, todo polinomio Q(z) con coeficientes complejos
se descompone de forma unica como un producto

Q(z)=C(z—r1)™(z—12)" ... (2 = rp)™",
donde C' es una constante (el coeficiente del monomio de mayor grado), r1,...,r, son las
raices de ), y mq,...,m; son sus multiplicidades respectivas.

Esto también es relevante en la descomposicion en fracciones simples de fracciones ra-
cionales (es decir, cocientes de polinomios) F(z) = P (Z)/Q(z)v con el grado de P menor
que el de @, que adquiere la forma:

P(z) b1 b1 2 b1,m,
= T £ L.
Q(z) (z=r1)  (2—m1)? (2 —ry)m™
(1.1)
br,1 br 2 br,m,
ol g Ry e
(z=1k)  (z2—m)? (2 —7g)mn

donde los b; ; son numeros complejos.

ii) En contrapartida, la relacion de orden en R no puede extenderse a C con las mismas
propiedades. Por supuesto, se pueden definir relaciones de orden en C = R? que al ser
restringidas a R coincidan con la usual de la recta, por ejemplo, la “lexicografica”, pero
ninguna de ellas puede ser compatible con la aritmética. Explicitamente, esta compati-
bilidad se refiere a la monotonia en la suma (si a < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todo ) y
en el producto (sia < by c >0, entonces a-c < b-c).

Véase: si se supone que existe una relacion de orden total < compatible con la aritmética,
entonces el producto de un numero por si mismo sera positivo. En particular, —1 =42 = 0
y 1=12 =0, lo cual es absurdo.

1.2. Sucesiones y series de numeros complejos

Definicién 1.11. Una sucesion de niimeros complejos es una aplicacion o: N — C. La termi-
nologia general usada para las sucesiones de términos cualesquiera se aplica a este caso, y
asi una sucesion de nimeros complejos se representa de forma mas compacta por el simbolo
{zn}22,, donde z,, = o(n); z, se denomina término n-ésimo de la sucesion.

El conjunto imagen de la aplicacion o, es decir, {z, : n € N}, se denomina conjunto de
términos o rango de la sucesion.

Una subsucesion de una sucesion dada {z,}5° ; es la composicion de una sucesion estric-
tamente creciente de nimeros naturales {n;};>, con aquella, y se representa por {z,, }7°,.

Observacién 1.12. Otra notacién de uso frecuente para designar una sucesion es (z,)5° ;.
También, en ciertos campos de la Ciencia, cuando la sucesion {z,}>° ; representa una senal
discreta (dicho mas correctamente, “en tiempo discreto”), es usual representar por z[n| el
término z,. Esto se hace para distinguir de las sefiales en tiempo continuo, denotadas de la

forma usual f(t).

Definicién 1.13. Se dice que una sucesion {z,}22; de nimeros complejos es convergente si
existe un numero complejo z verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real € > 0 existe un niumero natural ny (que depende de ¢) tal que para
cada niimero natural n > ng se tiene que |z, — z| <& ”.

En este caso el numero z, que es unico, se llama limite de la sucesion; se dice que la
sucesion {z,}5° ; converge hacia z y se escribe

z= lim z,.
n—oo

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



4 Tema 1. Numeros complejos

Proposicion 1.14. Si la sucesion {z,}5°,; converge hacia z, toda subsucesion suya es con-
vergente hacia el mismo limite z.

Corolario 1.15. Sila sucesion {z,}°°, tiene dos subsucesiones que convergen hacia distintos
limites, o tiene una subsucesion que no converge, entonces no puede ser convergente.

Observacién 1.16. Conviene destacar que dar una sucesion de nimeros complejos {z,}5°,
equivale a proporcionar un par de sucesiones de numeros reales, {z,}52, e {y,}52,, relacio-
nadas mediante las igualdades z,, = x,, + iy, para cada n € N. Esto permite reducir el estudio
de propiedades para sucesiones complejas al de esas mismas propiedades para sucesiones
reales; asi, por ejemplo, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.17. Una sucesion {z,}52,; de numeros complejos es convergente si, y sélo si,
las sucesiones de numeros reales {Re(z,)}52; e {Im(z,)}>2, son convergentes. En este caso,
lim z, = lim Re(z,)+14 lim Im(z,).
n—oo n—r oo n—roo

El concepto de sucesion de Cauchy y el criterio de convergencia de Cauchy se enuncian
exactamente en los mismos términos que para sucesiones de numeros reales.

Definicién 1.18. Sea {z,}2°; una sucesion de niumeros complejos. Se dice que la sucesién
es de Cauchy si verifica la siguiente propiedad:

“Para cada numero real € > 0 existe un niumero natural ny (que depende de ¢) tal que para
cada par de numeros naturales n, m > ng Se tiene que

|2 — 2m| < &7

Proposicion 1.19 (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesiéon de numeros com-
plejos es convergente si, y solo si, es una sucesion de Cauchy.

El criterio de Cauchy es especialmente titil en ciertas situaciones en las que es imposible
determinar, a priori, el posible limite de la sucesion. Nétese que, mientras que para aplicar
el criterio de convergencia dado por la misma definiciéon 1.13 es necesario el conocimiento
previo de dicho limite, no sucede lo mismo en este caso.

En general, se obtienen las mismas propiedades sobre la aritmética de los limites que en el
caso real, pero carece siquiera de sentido enunciar aquéllas que se establecen en términos de
la relacion de orden de los numeros reales; por tanto, para sucesiones de niumeros complejos
no es licito hablar de monotonia, ni establecer propiedades como el criterio del sandwich.

Por ese mismo motivo, la nociéon de acotacién se ha de establecer en términos del moédulo.

Definiciéon 1.20. Se dice que una sucesion {z,}°2; de numeros complejos es acotada si
existe M > 0 tal que

|zn] = \/Re(2,)2 +Im(2,)2 < M paracadan e N.

Proposiciéon 1.21. Una sucesion {z,}72,; de nimeros complejos es acotada si, y sélo si, lo
son las sucesiones de numeros reales {Re(z,)}>2; e {Im(z,)}>2,.

Proposicion 1.22. Sila sucesion {z,}5°, es convergente, entonces estd acotada.

Teorema 1.23 (de Bolzano-Weierstrass). Si la sucesion {z,}2,; esta acotada, existe una
subsucesion {z,, }72, que es convergente.

Propiedades 1.24.

i) Sila sucesion {z,}22, esta acotada y la sucesion {w, }2°; converge hacia O, entonces la
sucesioén {z, w, }>°, converge hacia 0.

ii) Sila sucesion {z,}>2; converge hacia z, entonces la sucesion {|z,|}22, converge hacia |z|.
El reciproco, en general, no es cierto; no obstante, es inmediato probar a partir de la
definicion que la sucesion {z,}52,; converge hacia 0 si, y sélo si, la sucesién {|z,|}52,
converge hacia 0.
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iii) Sila sucesion {z,}>2, converge hacia z y la sucesion {w, }22, converge hacia w, entonces

la sucesion {z, + w, }>2, converge hacia z+w, y la sucesion {z,w, }5>, converge hacia z w.

iv) Sila sucesion {z,}52; converge hacia z y la sucesiéon {w, }°2; converge hacia w, con w # 0,
w, # 0 para cada n € N, entonces la sucesion {#n/,, }72, converge hacia z/,, .

Estas propiedades pueden verse escritas de forma compacta en la tabla A.1.

Estudiamos a continuacion el concepto de serie compleja y sus principales propiedades.

Definicién 1.25. Dada una sucesion de numeros complejos {z,}2° ;, se le puede asociar una
sucesion {5, }22, de sumas parciales:

S7L:'Zl+32+"'+zna TLEN;
&)
se denomina serie de término general z, a la sucesion {5, }°2,, que se representa por . z,.
n=1
o0
Se dice que una serie ) z, de niumeros complejos es convergente si la sucesioén de sus
n=1
sumas parciales {5, }>° ; es convergente. En este caso el nimero complejo lim S, se llama
n—oo
suma de la serie y es usual escribir, abusando de la notacion,

n—oo

lim S, = > zn.
n=1

Observaciones 1.26.

i) Estudiar la naturaleza o cardcter de una serie consiste en determinar si converge o no.
Si la serie es convergente, el problema de sumar la serie es el de hallar su suma.

ii) Por diversas razones, en algunas ocasiones las series se indican a partir de un nimero
[ee] (o]

entero k en adelante, por ejemplo > z,, > w,, Y. an,. Obviamente, el caracter
p=—1 n=0 =

de una serie de numeros complejos no se altera cuando se suprimen o se cambian un
numero finito de sus términos, o cuando todos sus términos se multiplican por una
constante compleja no nula; en caso de convergencia, es sencillo analizar como estas
alteraciones se traducen en la suma correspondiente.
De la proposicion 1.19 se deduce el siguiente criterio para series.
Teorema 1.27 (Criterio de convergencia de Cauchy para series). Es condicion necesaria
o0
y suficiente para que una serie ) z, de numeros complejos sea convergente que para cada

n=1

numero real ¢ > 0 se pueda determinar un numero natural ny (que depende de ¢) tal que para
cada par de numeros naturales py g con p > ¢ > ng, se verifique que

|Sp — Sql =241+ ...+ 2p| <e.

Teorema 1.28 (Condicion necesaria de convergencia). Si la serie de numeros complejos

o0
> z, es convergente, entonces lim z, =0.

n—1 n—00

Teorema 1.29. La serie de numeros complejos de término general z, es convergente si, y

solo si, las series de numeros reales Z Re(zn) ¥ Z Im(z,) son convergentes. En este caso
n=1 n=1
S zn = > Re(zn) +i > Im(zy,).
n=1 n=1 n=1

o0 o0
Proposicion 1.30. Sean > z, vy > w, dos series convergentes de nimeros complejos. Si «
n=1 n=1

y 8 son numeros complejos, la serie Y (az, + Sw,) es convergente. Ademas
n=1
Z (QZ7L+5wn) =« Z Zn +5 Z Wp, .
n=1 n=1
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&)
Definiciéon 1.31. Se dice que una serie ) z, de numeros complejos es absolutamente con-

n=1

o0
vergente si la serie de numeros reales no negativos  |z,| es convergente.

n=1

o0
Teorema 1.32. La serie ) z, converge absolutamente si, y sélo si, las series de ntmeros
n=1

o0 o0
reales > Re(z,) y > Im(z,) son absolutamente convergentes, en cuyo caso se tiene que
n=1

n=1

o0
Z Zn
n=1

< Z_:l |zn| < Z_:l ’ Re(zn)’ + Z_:l ’ Im(zn)‘ .

Observaciones 1.33.

i) La serie > |z,| es de términos positivos, y por tanto se le pueden aplicar el criterio de
n=1

comparacion y los criterios usuales de convergencia que de €l se derivan, tales como el
del cociente, el de la raiz, etc. (para consultar estos resultados ver, p.e., [2] o [10]).

No obstante, por su uso frecuente, mencionaremos que, al igual que en el caso real, una

&
serie geométrica de numeros complejos > " converge si, y sélo si, |r| < 1, y en este caso
n=0

su suma es 1/(1 — r): al comparar con series geomeétricas se deducen:

1. Criterio de D’Alembert o del cociente: Supongamos que z, # 0 para cadan € Ny
que existe A = lim |Zn+1|/| » |, entonces la serie converge absolutamente si A < 1, y
n—00 n

no converge si A > 1.

] ] ’ . . . n .
2. Criterio de la raiz: Si existe lim +/|z,| = A, entonces la serie converge absoluta-
n— oo
mente si A < 1, y no converge si A > 1.

Cabe mencionar que, si se dispone de los conceptos de limite superior e inferior, es
posible dar versiones mas precisas de estos criterios (ver la observacion 3.27.ii).

ii) Asimismo, la formula de sumacion por partes de Abel (de indole puramente aritmé-
tica) sigue siendo valida: dadas dos sucesiones de nimeros complejos {z,}°22; y {w,}52 4,

n
se define S,, = > z;, n € N; Sy = 0. Entonces, para p,q € N con p > ¢ se tiene que
k=1

p p
>z wy = Spwpy1 — Sq—1 W+ > Sk(wk — Wiy1). (1.2)
k=q k=q
De ella se deducen diversos criterios de convergencia para series de términos no necesa-
riamente positivos (ver los ejercicios 1.26 y 3.10).

o0 o)
Definicién 1.34. Sean ) z,y > w, dos series de numeros complejos. Si se define
n=0 n=0

n
Cn = D ZKWn—k = 20 Wy + 21 Wp—1 + -+ + Zn_1 W1 + 2pwo, n >0,
k=0

la serie Y ¢, se llama producto de Cauchy de las series dadas.

n=0

o0 &)
Teorema 1.35 (criterio de Mertens). Sean ) z, y Y w, dos series de nimeros complejos
n=0 n=0

absolutamente convergentes. Entonces, el producto de Cauchy de ambas es absolutamente
convergente, y se tiene que

S £ () -(E)(Ew)

n=0 “k=0 n=0
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1.3. Nociones topolégicas en C. Funciones complejas

Nos ocupamos ahora del estudio de las funciones complejas y los conceptos de limite y
continuidad para las mismas. Esto requiere precisar la idea de proximidad entre puntos del
plano complejo, lo que se traduce en la introduccion de una topologia en C. Ahora bien, como
conjunto, el cuerpo de los numeros complejos es R?, si a esto se anade el hecho de que el
modulo de un numero complejo z = x + iy es la norma euclidea del punto (z,y) de R?, se
concluye que todos los conceptos topolégicos ya conocidos en R? se pueden trasladar a C.
Para la conveniencia del lector, repasamos aqui los conceptos y propiedades basicos.

Definicién 1.36. Si z, € C y r > 0, el conjunto
B(zp,r) ={z€C:|z— 2| <r}

se denomina bola o disco abierto centrado en z, y de radio r. Analogamente se define el disco
cerrado centrado en z, y de radio r,

B(zp,7) ={2€C:|z— 2 <r}.

Definicién 1.37. Sea E un subconjunto de C.

i) Se dice que un punto z; € E es interior a E si existe un disco abierto centrado en dicho
punto y totalmente contenido en E.

Se llama interior de E, denotado por FE, al conjunto de los puntos interiores de F.

ii) Se dice que un punto z; € C es adherente a E si cada disco abierto centrado en z, tiene
interseccion no vacia con E.

Se llama adherencia de E, denotado por E, al conjunto de los puntos adherentes a E.

iii) Se dice que un punto zy € C es de acumulacién de E si para cada r > 0 se tiene que
(B(20,7) \ {20}) N E # ©.

El conjunto E’ de los puntos de acumulacién de E se llama derivado de E.

Observacién 1.38. Cada punto z = = + iy de C se identifica con el punto (z,y) € R? y cada
subconjunto E de C se considera como un subconjunto de R?, entonces, resulta que los
discos abiertos en C son las bolas abiertas en R? para la norma euclidea:

B(ZOar) i~ {(xay) € ]Rz : H(-’L',y) - (movyO)” < 7"} = B((.’Eo,yo),r);

asi, un punto zy = zo+iyo es interior al conjunto £ C C si, y so6lo si, el punto (z,yo) es interior
al conjunto E C R2. De esta forma, para subconjuntos de C, la nocién de ser abierto (todos
sus puntos son interiores) coincide con la referida a subconjuntos de R?. Lo mismo se puede
decir respecto a los conceptos de cerrado, acotado o compacto, que se enuncian exactamente
igual que en R? sustituyendo la norma de los vectores por el modulo complejo.

Nos dedicamos ahora al estudio de las funciones complejas definidas en subconjuntos
de R (habitualmente, intervalos) o en subconjuntos de C (o, si se quiere, de R?). De hecho,
puesto que hemos identificado de forma canoénica la recta real con un subconjunto de C,
basta considerar unicamente el segundo caso; no obstante, la frecuente aparicion de fun-
ciones complejas definidas en intervalos cuando se tratan las curvas paramétricas en C, las
integrales complejas a lo largo de curvas, etc., puede aconsejar hacer un tratamiento especi-
fico de esta situacion, lo que haremos cuando proceda.

La ya comentada equivalencia topoldgica entre R? y C permitira que muchas de las propie-
dades relativas a limites y continuidad de las funciones en R? se trasladen de forma inmediata
a las funciones de variable compleja.

Notacion: Si f es una funcién compleja definida en un subconjunto 4 de C, las expresiones
f=u+iv o} f(z)=flz+iy)=ulz+iy) +iv(x+iy)

se utilizaran para significar que v = Re(f) y v = Im(f) son la parte real y parte imaginaria,
respectivamente, de f, esto es, que el numero complejo f(x + iy) tiene parte real u(z +iy)y
parte imaginaria v(z+iy) . Asi, la funcién f se puede identificar con la aplicacién f definida de
A C R? en R? mediante f(z,y) = (u(z+1iy),v(z+iy)): y también es usual escribir, observando
a u y v con funciones de dos variables reales:

f(.%‘ + Zy) = f(x,y) = (u(m,y),v(x,y)) .
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8 Tema 1. Numeros complejos

Los conceptos de acotacion, limite y continuidad para funciones reales se adaptan al caso
complejo sin mas que sustituir el valor absoluto por el médulo.

Definicion 1.39. Se dice que una funcion f: A — C es acotada en A si existe M > 0 tal que

|f(2)] <M paracadazec A.

Obviamente, la acotacion de una funcién compleja equivale a la de sus partes real e
imaginaria.

Definiciéon 1.40. Sean A un subconjunto de C, f: A — C una funcién y 2z, un punto de
acumulacion de A. Se dice que f tiene limite ¢ € C en el punto z; si para cada ¢ > 0 existe
0 > 0 (que depende de ¢) de modo que para todo z € A tal que 0 < |z — 29| < ¢ se tiene que

1f(z) =t <e.

Proposicion 1.41. Con la notacion de la definicion anterior, la funciéon f = u+i v tiene limite ¢
en el punto zy = zp+iye si, y solo si, las funciones reales wy v tienen limites Re(¢) e Im(¢),
respectivamente, en dicho punto.

Observaciones 1.42.

i) Segun la proposicion anterior, todos los resultados sobre limites que se verifiquen para
aplicaciones de R? en R? se verifican para funciones complejas de variable compleja. Por
ejemplo, el limite, si existe, es tnico y se escribird, en las condiciones anteriores, como
es usual:

lim f(z)="¢.

zZ— 20
Son validos también los criterios secuenciales del limite, las propiedades aritméticas de
los limites, etc. Puesto que suponemos conocidas por el lector todas estas propiedades en
el caso de aplicaciones a valores en R"”, no insistiremos en estos aspectos y nos limitamos
a ilustrar dos propiedades:

1. Supongamos que las funciones complejas f; = u; + iv1 ¥ fo = us + ivy, definidas
en un conjunto A C C, tienen limites ¢; y /,, respectivamente, en un punto z, de
acumulacion de A. La funcion producto se escribe en términos de wuj, v1, us y va,

Jife = (u1 +ivr)(ug +ive) = (urug — v1ve) + i (urve + ugvy) ,

y puesto que cada una de estas cuatro funciones reales tiene limite en el punto
(z0,90) ¥ €s Re(¢1), Im(41), Re(¢2) e Im(¢2), respectivamente, se deduce que f; f, tiene
limite en el punto 2, y es precisamente ¢,/¢5.

2. Si la funcién compleja f = u + ¢ v, definida en un conjunto A C C, tiene limite ¢ # 0 en
un punto z; de acumulacion de A, existe 6 > 0 tal que f(z) # 0 para cada z € A con
0 < |2~ 20| < 0. Entonces la funcion 1/ esta definida en AN B(z0,6)\ {20} y se expresa

en este conjunto por
1 U )

- = —1 .
f‘ ’LL2+U2 U2+’U2

Puesto que u y v tienen limites Re(¢) e Im(¢), respectivamente, en 2, la funcion 1/ f
tiene limite 1/y en este punto (nétese que u? +v? = |f|? y esta funcién es no nula
en los puntos z =z +1iy enlos que f(z) #0).

ii) Si A se identifica con un subconjunto de R, se puede decir que la aplicacién f: A — C
es una funcion compleja de variable real. Por supuesto, esta situacion no es mas que un
caso particular de lo anterior, aunque se aplican las simplificaciones de notacion obvias:
sit € A, se escribe f(t) = u(t) +iv(t) para indicar las partes real e imaginaria de f, etc.

iii) No tiene sentido en el caso complejo el concepto de limite infinito, +0c0 6 —oo, planteado
mediante la relacion de orden. No obstante, cuando una funcién compleja verifique que
lim |f(2)] = oo diremos que tiende a infinito en z,. La consideracion de la esfera de Rie-
Z—Z20

mann, que trataremos en la secciéon 1.5, proporciona una interpretacion clara y rigurosa
de esta terminologia.
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La nocién de continuidad se enuncia en términos de la distancia precisando la idea de
que “puntos proximos tienen imagenes proximas”.

Definiciéon 1.43. Sean A un subconjunto de C, f: A — C una funcién y z, un punto de A.
Se dice que f es continua en el punto z, si para cada ¢ > 0 existe un ¢ > 0 tal que

[f(z) = f(z0)| <e s z€A,|z—2]<0.

Se dice que f es continua en A si es continua en cada punto de A.

Proposicion 1.44. La funcion f = u+iv es continua en zy = xg+1iyo si, y solo si, las funciones
reales v y v son continuas en dicho punto; es decir, si, y sdlo si, la aplicacién

(z,y) € Ar— (u(z,y),v(z,y)) € R?

es continua en (zo, yo).

Observacién 1.45. De nuevo, los resultados sobre aplicaciones continuas de R? en R? se
verifican para funciones complejas de variable compleja (por ejemplo, la continuidad en un
punto implica acotacion local; la continuidad es preservada por la suma y el producto de
funciones, etc.) y por esta razoén no se detallan. Citaremos no obstante dos propiedades de
uso habitual:

1. Si zy es un punto de acumulacion de A, la continuidad de la funcién f en dicho punto
equivale a que
Jim f(2) = f(z).
2. Sila funcién f esta definida en un entorno de z; € C, es continua en este puntoy f(zp) # 0,
entonces existe r > 0 tal que f(z) # 0 para cada z € B(zy,7). Ademas la funcién 1/ f. que
esta bien definida en este disco, es continua en z.

Tratamos a continuaciéon de manera similar el concepto de continuidad uniforme.

Definiciéon 1.46. Sean A un subconjunto no vacio de C y f una funcién compleja definida
en A. Se dice que f es uniformemente continua en A si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 (que
solo depende de ¢) tal que

1f(z) = fw)] <e,

siempre que z,w € A con |z —w| <.

Proposicion 1.47. Si f es una funcién compleja uniformemente continua en el conjunto A,
entonces f es continua en A.

Teorema 1.48 (de Heine). Sea K un subconjunto compacto de C. Si f es una funcién conti-
nua en K, entonces f es uniformemente continua en K.

La adaptacion del concepto de derivada es también inmediata, pero existe en este caso una
gran diferencia entre las funciones de variable real y aquellas de variable compleja. Mientras
el estudio de la derivabilidad para las segundas sera el objeto del capitulo 2, indicamos
brevemente las propiedades para el primer supuesto.

Definicion 1.49. Sea f una funcién compleja definida en un intervalo real 7/, y consideremos
un punto a € I. Si existe el limite
f(x) — f(a)

lim ——————=
T—a T —a

se dice que f es derivable en a. El valor del limite sera un nimero complejo que se denomina
derivada de [ en a, y al que se denota igualmente por f’(a).
El caracter derivable de una funcién compleja se reduce al de sus partes real e imaginaria.

Proposiciéon 1.50. Sean [ un intervalo abierto de Ry f(¢) = u(t) +4v(¢) una funcién compleja
definida en /. La funcién f es derivable en el punto a € I si, y solo si, lo son u = Re(f) y
v =1Im(f), y en este caso se tiene que

f'(a) = u'(a) +iv'(a).
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Este resultado permite generalizar a este contexto las propiedades y las reglas usuales de
derivacion para las funciones reales, siempre que no intervenga el orden de R. Por ejemplo, no
es posible establecer teoremas de valor medio para funciones complejas, pero la derivabilidad
implica la continuidad, se tiene la regla de la cadena, etc.

Ejemplo 1.51. La funcion
g(x) = (z+i)* = (2" — 627 + 1) +i(42® — 42)
es derivable en todo R y su derivada es

g (x)=4(x+i)=42®-122)+i (1222 — 4).

De cara a la definiciéon en el contexto complejo de la integral de Riemann, herramienta
clasica en el estudio de las funciones reales, se ha de notar que para funciones complejas
acotadas carece de sentido considerar sumas de Darboux, en cuya definicion interviene de
manera crucial el concepto de orden; no obstante, la integracion se puede extender al caso
complejo mediante la consideracion de las sumas de Riemann, que son numeros complejos
perfectamente definidos. Sin entrar en detalles, mencionamos el siguiente resultado, que
bien podria tomarse como definicion de la integral de Riemann de una funcién compleja de
variable real.

Proposicion 1.52. Sea f = u + iv una funciéon compleja definida en el intervalo [a,b]. f es
integrable si, y s6lo si, lo son u = Re(f) y v = Im(f), en cuyo caso se tiene que

/abf(x)dx:/ubu(x)dx—i-i /abv(x)dx.

Observacion 1.53. Del resultado anterior se deducen similares criterios de integrabilidad y
reglas aritméticas de integracion que en el caso real. También es cierto que si una funciéon

compleja f es integrable en [a,b] lo es su médulo y ]f: fl < 12111

Finalmente, son validos también para funciones complejas de variable real el teorema
fundamental del calculo, la regla de Barrow, la férmula de integracion por partes y el teorema
del cambio de variable.

b N3 (z=b N 3
Ejemplo 1.54. / (x4 i)2de = (x"g’) _(b+7) 3(a+2) .

r=a

Comparese con fj(;ﬁ —1)dz +i ff 2z dx.

Observacion 1.55. Otra propiedad topolégica importante en el estudio de las funciones de
variable compleja es la de conexion. No entraremos en detalles, pues el lector debe estar
familiarizado con la teoria de espacios topoldgicos, en general, y con los espacios euclideos
en particular. Aun asi, por su importancia, recordamos algunos aspectos relevantes:

i) Se dice que un subconjunto E de C es inconexo si existen dos abiertos U; y Us de C, con
EnNUi #0, ENUs #0, ENU1NU; =0y E C U UUs. En caso contrario E es conexo.

ii) Un subconjunto E de C es conexo por caminos, conexo por arcos o arcoconexo si para
cada par de puntos z,w € E existe una aplicacién continua ~: [a,b] — E tal que ~(a) =z
y v(b) =w (v es el arco que une o conecta z con w dentro de F).

iii) Todo subconjunto de C conexo por arcos es conexo (en general, no es cierto el reciproco).

iv) Un conjunto convexo es estrellado respecto de cualquiera de sus puntos y, en conse-
cuencia, conexo por arcos.

v) Todo subconjunto A de C que sea abierto y conexo es conexo por arcos.

vi) Es costumbre llamar dominios a los subconjuntos que son, simultaneamente, abiertos y
conexos. Estos conjuntos son, valga la redundancia, los dominios de definicion natura-
les de las funciones holomorfas o analiticas, a cuyo estudio nos dedicaremos en temas
posteriores.

BRy Departamento de Algebra, Analisis Matematico, Geometria y Topologia



1.4. Argumento de un numero complejo. Forma polar 11

1.4. Argumento de un numero complejo. Forma polar

En esta seccion haremos uso de las propiedades basicas de las funciones trigonométricas
de variable real, tales como periodicidad, puntos de anulaciéon, etc., que suponemos conoci-
das por el lector.

Denotaremos por T a la circunferencia unidad,
T={2€C:|z|=1} = {(2,y) eR? : 2® +y* =1} .

Proposicion 1.56.
i) Para cada t € R se tiene que cos(t) + ¢ sin(t) € T.
if) Para cada z € C con z # 0 se tiene que Z/| z| € T, y existe un numero real ¢ tal que
Z/|z| = cos(t) + i sin(t).
Esto justifica la siguiente definicion.

Definicion 1.57. Si z € C, z # 0, se denomina argumento de z a cualquier 0 € R tal que

é‘ = cos(f) + isin(6).

Dicho valor 6 se denota de forma genérica por arg(z).

Proposicion 1.58. Sea z € C, 2z # 0, y sea 6 € R uno de sus argumentos. Entonces, el
conjunto de los argumentos de zes {0 +2kw:keZ}.

Proposicion 1.59. Sean z,w € C, z # 0, w # 0. Se verifica que:

i) Los argumentos de zw son precisamente los nimeros reales de la forma « + 3, donde «
es un argumento de z y § es un argumento de w.

ii) Los argumentos de %/, son precisamente los numeros reales de la forma « — 3, donde «
es un argumento de z y 5 es un argumento de w.

iii) Los argumentos de z y los de 1/, son precisamente los numeros reales de la forma —a,
donde « es un argumento de z.

Ejemplos 1.60.

i) Siz € R, z > 0, entonces los argumentos de = son los numeros reales 2k 7, con k € Z.

if) Siz € R, z < 0, entonces los argumentos de = son los nimeros reales —7+2kx, con k € Z.
iii) Los argumentos de ¢ son los numeros 7/o + 2k, k € Z.

iv) Los argumentos de 2 + 27 son de la forma 7/4 + 2k, k € Z.

Observaciones 1.61.
i) Sit € R escribiremos, para abreviar,
exp(it) = e := cos(t) +i sin(t).

Mas adelante, cuando estudiemos con detalle la funcién exponencial compleja, quedara
perfectamente justificada esta expresion que, de momento, nos conformamos con tomar
como un convenio de notacion.

i) Siz € C, z # 0, y 6 es un argumento de z, la representacion
z = |z] e = |z| (cos(0) + i sin(6))
se conoce como expresion polar del numero z. En estas condiciones, es obvio que
Re(z) = |z| cos(6) e Tm(z) = |z| sin(0).
Reciprocamente, si z=xz+iy (z,y € R) se escribe como
z=pe? =p (cos(f) +isin(9)), p>0,

entonces
p=lz|=v2?2+y*> y 6 esunargumentode z.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



12 Tema 1. Numeros complejos

Observacién 1.62. Si z € C y n € N, la notacion estandar 2" representa el resultado de
multiplicar z por si mismo n veces, de modo que 2! = z, 22 = 2.z, etc. Sin € Zyn < 0,
se define 2" = 1/,—n para cada z # 0. Por ultimo, se adopta z° = 1 para cada z # 0, lo que
concuerda con la propiedad, valida para todos n,m € Z con n # —m, de que 2"t = z"z™ para
todo z # 0. Con este convenio, dicha propiedad es valida para cualquier par de enteros.

El calculo de las potencias de exponente entero, que acabamos de introducir, se realiza
comodamente en forma polar, como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.63 (Férmula de De Moivre). Sin € Zy z = p(cos(d) + isin(d)) € C, p > 0,
entonces
2" = p" (cos(n8) +isin(nb)) .

Dicho de otra forma: si z = pe’, entonces 2" = p"e'™,

Proposicion 1.64. Sean 2z € C, z # 0, y n € N. Existen exactamente n nimeros complejos
distintos wy, ws,...,w, tales que

wpy" =2z, k=1,2,...,n.

Estos numeros reciben el nombre de raices n-ésimas de z y se denotan de forma genérica
por +/z. Fijado 6, un argumento de z, se obtienen de la siguiente forma:

n 0+2n(k—1
wy, = \z|exp(iu), k=1,2,...,n.
n

Observacion 1.65. Para finalizar relataremos cémo se traducen algunos de los conceptos
expuestos anteriormente al contexto de la geometria de R?, al identificar el numero complejo
x +1iy con el afijo del vector (x,y) en la referencia cartesiana usual.

i) El moédulo de un niumero complejo z es la distancia euclidea de este punto al origen; en
general, |z — w| es la distancia entre los puntos z y w. Un argumento de z es el angulo que
forman la semirrecta de los numeros reales positivos y el radio vector que une el origen
con el punto z.

ii) La interpretacion geométrica de la suma de numeros complejos es obvia: el vector aso-
ciado al punto z 4w es el vector suma de los vectores asociados a z y w, respectivamente.

iii) Respecto al producto de nimeros complejos se observa lo siguiente: si w # 0 se escribe
w=pe?, con p>0y 0<6<2r, el punto que resulta al multiplicar un nimero complejo
z por w es el afijo del vector que se obtiene al aplicar al vector asociado a z la homotecia
de razén p y girar el vector resultante respecto del origen un angulo de amplitud 6 en
sentido antihorario.

iv) El conjugado del numero complejo z es el punto que se obtiene por reflexiéon de éste
respecto del eje OX .

an
W.. z
= Z+W
' ipz
.0 z
z : z
Suma Producto (|w| =p > 1) Conjugacion

Figura 1.1: Interpretacion geométrica de las operaciones en C.

v) Si z es un numero complejo no nuloy n € N, n > 3, las n raices n-ésimas de z son
los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia centrada en
. . n
el origen y de radio +/|z|.
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1.5. La esfera de Riemann. El punto del infinito

Las propiedades topoldgicas de C (sin entrar en detalles, es un espacio de Hausdorff y lo-
calmente compacto) permiten realizar su compactificacion mediante la adicién de un punto,
que se suele llamar el punto del infinito, denotado por co. Se consigue asi un nuevo espacio
topolégico compacto C, 1a llamada compactificacion de Alexandroff de C, de modo que la topo-

logia de subespacio que C induce en C coincide con la topologia euclidea habitual, mientras
que los complementarios de los compactos constituyen un sistema fundamental de entornos
del infinito.

Una construccion de esta compactificacion que permite ademas una visualizacién sencilla
de numerosas propiedades y resultados es la proporcionada por la denominada esfera de
Riemann, que pasamos a describir.

Definicion 1.66. Se llama esfera de Riemann al conjunto

1\2 152
5= {(nanan) e R ot +ad+ (1 - 1) = (2))

(la esfera de centro (0,0,1/9) y radio 1/9) dotado de la topologia inducida desde R?, es decir, la
definida por la distancia euclidea d dada por

d((z1, w2, 23), (Y1,Y2,¥3)) = V(@1 —y1)? + (22 — 32)? + (23 — y3)2

S es cerrado y acotado, y por lo tanto compacto.

El “polo norte” N de S es el punto (0,0,1). Identificamos el plano complejo C con el plano
horizontal {z3 = 0} de R3, es decir, cada complejo z = x + iy se entiende como el punto
(x,9,0) € R3, de modo que el “polo sur” de la esfera de Riemann, el punto (0,0,0), coincide con
origen de C. Se anade a C un punto, denotado por oo y denominado punto del infinito (por

razones que pronto seran claras), formandose asi el plano completado C = C U {o0}.
Definiciéon 1.67. Se denomina proyeccion estereogrdfica a la aplicacion p: S — C dada por:

i) Si P = (z1,22,23) € Sy P # N, entonces p(P) es el resultado de proyectar P sobre C desde
N, es decir, el corte con el plano z3 = 0 de la semirrecta que parte de N y pasa por P;

ii) Se define p(N) = oc.

Un sencillo calculo muestra que
X To

p(x1, 22, 23) = (w1, 292,73) # N,

1—x3+21—x3’

y que p es una biyeccion de S en C.

p(P) (%= 0}

Figura 1.2: Esfera de Riemann y proyeccion estereografica
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14 Tema 1. Numeros complejos

Definicién 1.68. Se define sobre C la métrica cordal § mediante §(z,w) := d(p~(z), p~*(w)).
z,w € C. En particular, para todos z,w € C se tiene que

|z — w| 1

0(z,w) = ; 0(z,00) = ——.
=) VI + [P+ [w]?) (%o V1t |z]?

La propia definicién hace a los espacios métricos (5,d) y (@, ) isométricos y, por lo tanto,
(C,0) es un espacio topolégico compacto.

Proposicion 1.69. Se verifican las siguientes propiedades:

i) La topologia usual en C y la inducida en C por la métrica cordal coinciden, de modo que
(C,9d), y por lo tanto (S, d), son compactificaciones de C.

ii) Sea {z,}°2, una sucesion de puntos de C. Es necesario y suficiente para que {z,}°2,
converja a co en C que lim |z,| = oco.
n—oo

iii) Los abiertos de C que no contienen a co son precisamente los abiertos habituales de C.

iv) Los abiertos de C que contienen a co son precisamente la union de {co} con un abierto
de C que contiene un conjunto de la forma {z € C : |z| > r} para r > 0 adecuado;
equivalentemente, los abiertos de C que contienen a co son precisamente de la forma
C \ K, donde K es un compacto de C.

Observaciones 1.70.

i) Existen otras construcciones de “esferas de Riemann” y “proyecciones estereograficas”.
Una alternativa frecuente en la literatura consiste en tomar la esfera de radio 1 centrada
en 0 € R? e identificar C con el plano {z3 = 0} C R® (ver, por ejemplo, [1], [6], [7] o [23]).

ii) De acuerdo con la expresion de la métrica cordal dada en la definicion 1.68, la bola (con
respecto a ) centrada en co y de radio r € (0,1) es

m}.

{wE@:é(w,oo)<r}z{oo}U{z€(C: z€C:lz] > "

1
—< T} = {0} U {
V14|22
Se observa entonces que los puntos del plano complejo que estan “cerca de oo” son
aquellos de modulo suficientemente grande. Esto concuerda con nuestra nocién intuitiva
del infinito y justifica la segunda propiedad mencionada en la proposicién previa.

iii) En un mismo sentido, si z; es punto de acumulacion del dominio de una funcién compleja
f/ queda plenamente justificado utilizar la notacién lim f(z) = co para indicar que se
Z—20

verifica que 1i_>m |f(2)] = +00. Andalogamente, para una funciéon definida en un conjunto
z Z0
no acotado de C la notacion lim f(z) = ¢ € C indica que se verifica que | llim flz)="(yla
Z—r00 zZ|—00
notacion lim f(z) = co significa que lim |f(z)| = +oo.
Z— 00

|z|—00

Definicion 1.71. Se dice que un subconjunto abierto y conexo U de Ces simplemente conexo
si C\ U, su complementario en el plano completado, también es conexo.

Se deduce inmediatamente la siguiente proposicion.

Proposicion 1.72. Un subconjunto abierto, conexo y acotado U de C es simplemente conexo
si, y s6lo si, C\ U, su complementario en C, también es conexo.

Observaciones 1.73.

i) Ejemplos sencillos y ya conocidos de abiertos simplemente conexos son los dominios de
Jordan, es decir, los conjuntos abiertos, conexos y acotados cuya frontera es el soporte
de una curva paramétrica cerrada, simple y de clase ¢! a trozos.

ii) La idea intuitiva de simplemente conexo es la de un abierto que no tiene ‘agujeros’. Esta
propiedad se puede precisar de la siguiente forma:

“Un abierto conexo U (acotado o no) es simplemente conexo si, y solo si, para cada curva
continua, cerrada y simple I' C U, que sea el borde de un dominio de Jordan D, se tiene
que también D C U”.
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iii)

iv)

Insistiendo en lo anterior, nétese que la proposicién 1.72 se refiere a abiertos acotados.
Para ilustrar la pertinencia inexcusable de esta restriccion consideremos U; = C\ {0} 6
U, = C\ B(0,1), que son abiertos, y en ambos casos su complementario en C es conexo

(un punto o un disco), pero C \ U1 = {0,000} no es conexo.

La nocién de conexioén simple que hemos dado es suficiente para la teoria que expon-
dremos, pero en realidad esta propiedad se puede enunciar en todo espacio topolégico
(en particular en cualquier subconjunto de C, sea abierto o no) a partir del concepto de
homotopia. En el caso de abiertos del plano se lee asi:

“Un abierto conexo U de C es simplemente conexo si, y soélo si, su grupo fundamental es el
trivial (cada curva continua y cerrada con soporte en U se puede transformar homotépica-
mente en un punto dentro de U)”.

La transformacion continua u homotopia de una curva -« en un punto z, consiste en una

aplicacion continua H: [0,1] x [0,1] = U tal que H(s,0) = H(s,1) paratodo se€ [0,1] y
H(0,t) =~(t) paratodot € [0,1] y H(1,t) = 2y paracadat € [0,1].

Dicho de una manera mas visual, si se denota ~,(t) = H(s,t), la familia {v,:0<s <1}

de curvas continuas, cerradas y con soporte contenido en U “varia de forma continua”

cuando s recorre el intervalo [0,1] desde +, = ~ hasta +;, que es una curva constante,

igual a zy.

Un par de ejemplos para acabar:

1. Los abiertos U; y Us contemplados en el apartado anterior se retractan mediante la
aplicacion continua z € U; — 2/ |z| enla circunferencia unidad T. Este ultimo espacio
topolégico no es simplemente conexo (su grupo fundamental es Z) y tampoco pueden
serlo Uy ni Us.

2. Es facil comprobar que todo conjunto estrellado es simplemente conexo; concreta-
mente, si F es estrellado respecto del punto zp € F y ~:[0,1] — F es una curva
continua y cerrada, entonces la aplicacién H: [0,1] x [0,1] — E dada por

H(s,t)=sz0+ (1 —s)v(t)

es una homotopia que transforma la curva « en la curva constante z;.

Ejercicios

1.1 Sean z;, z; numeros complejos. Demostrar:

i)
ii)
iif)
iv)

V)

|21 4 222 = |21]* + |22 + 2 Re(2122) -

21 + 22 + |21 — 22® = 2(|2 * + [22]%) -

2129 = i(|zl + 2% — |2 — 22\2) + %(|zl +i 292 — |21 — i22|2) .
11— Z1z0* = [21 — 22> = (1 = |1 ) (1 = |22]?).

Si |z1| = 1 entonces |1 — Z1 25| = |21 — 29/ .

1.2 Sea z € C, con |z| = 1. Probar que:

1)

ii)

1+zP2+ 11— 2> =4.

Sia,b € C, entonces |a+bz| = |aZ + b].

1.3 Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:

i)
ii)
iii)

iv)

{z€C:|z—a|l =|z=b|}; a,b € C, a#b. v) {z€C:Re(z?) >a}; a>0.
{zeC:|z—2|+|2+2|=8}. vi) {z€C:]1—z*<1-2]*}.
{z € C:Re(l/,) < 1/2}. vii) {z € C:|z| +Re(z) < 1}.
{z € C:Im(z?) > 0}. viii) {z € C: |z +Im(z) = 2}.
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16 Tema 1. Numeros complejos

1.4 Demostrar que para cada z € Cy cada n € N se tiene que

[ Tm(2")| < n[Im(2)]]2"~" .

1.5 Sean z,w € C ambos no nulos. Demostrar que zw es real si, y solo si, existe p € R tal que
zZ=pw.

1.6 Sea a € C, a # 0. Determinar los numeros complejos z tales que

z+a
Z—a

es real (resp. imaginario puro).

1.7 Sean a,b € Ccon |a| = |b| =1 y a # b. Probar que para cada z € C el nimero

Za—2zb

a—b

r =
es real.

1.8 Calcular:
i) Las raices cuadradas de —4, 24, 14+i y V3—i.

ii) Las raices cubicasde 8, -1, —i y 1—1.

iif) Las raices cuartas de 1+v/3i, -9 y (1+9)/1 ).

1.9 Resolver las ecuaciones:
i) 254+162=0.
i) z2*4+22241=0.

iii) 2" l=%, n>2.

1.10 Hallar todos los complejos cuyo cubo coincide con alguna de sus raices cubicas.

1.11 Resolver el sistema de ecuaciones:
Z1 + V) + z3 = ].,
Z1 29 23 — 1,

|z1] = |22| = [23] = 1.

1.12 Determinar las raices de la ecuacion

(Z+1>2n+(1_z)2n20.

1.13 Sea n € N. Probar que si z € C es una raiz de la ecuacion
(z+1)"+2"=0,

entonces Re(z) = —1/s.

1.14 Sean z;, 2 las raices de la ecuacion
22— (6+8i)z+1+30i=0.
i) Hallar z; y 25.

ii) Determinar z3, 24 € C de manera que sean vértices opuestos de un cuadrado cuyos otros
dos vértices son 2 y zs.
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1.15 Sea # un numero real. Probar que

cos(36) = cos®(#) — 3 cos(6) sin?(0) y sin(36) = 3 cos?() sin(f) — sin®(0)..
1.16 Expresar sin(50) y cos(50) en funcion de sin(f) y cos(6).
1.17 Sea n € N. Demostrar la igualdad

(1 e e 4 e"“g) sin (g) = sin (W) e

1.18 Seann € N, n > 1, y w una raiz n-ésima de la unidad distinta de 1.
i) Probar que 1+w+w?+...+w" 1 =0.
ii) Deducir del apartado anterior el valor de la suma

( 2T )+ ( 4 )+ n <2mr)
COS COS COS .
“\on+1 “\on+1 m+ 1

jii) Calcular 1+2w+3w?+...+nw™ .

1.19 Sean zj, 2,23 € C tales que |z;| = 1, j = 1,2,3. Demostrar que estos puntos son los
vértices de un triangulo equilatero si, y s6lo si, z; + 29+ 23 =0.

Sugerencia: Probar que los tres numeros son las raices cubicas de un numero complejo de modulo 1.
Obsérvese que si z1, 22, z3 son las raices del polinomio z* — az? + bz — ¢ se tiene que a = 2z + 22 + 23,
b=2z1204+ 2123 + 2223 § ¢ = 212223 .

1.20 Sean 2z, 29, 23,24 € C tales que |z;| =1, j = 1,2, 3,4. Demostrar que si estos puntos son
los vértices de un cuadrado, entonces z; + z5 + 23 + 24 = 0. ¢Es cierto el reciproco?

1.21 Si los numeros complejos zi, z2,..., 2, son los vértices consecutivos de un poligono
regular de n lados inscrito en la circunferencia unidad, demostrar que

n
H |2’1—Zk| =n.
k=2

1.22 Resolver la ecuacion

n

H (cos(m) + i sin(m0)) =1.

m=1
1.23 Sean zy,29,...,2,, n nUmeros complejos no nulos situados a un mismo lado de una
recta que pasa por el origen. Demostrar que:
1 1 1
21+ 204+ 2, #0 y —+—+...+—#0.
21 29 Zn

1.24 Estudiar la convergencia de las sucesiones de numeros complejos de término general:

n _ in® N\
) an:(—1+1x/§z‘) fii) an =€™7, G R v o= ()
2 2 n
. L s 24 (n+1)i . n®+in+1
i) an = (=5 +5V3i) ) a, ="t Vi) ay =
n e +n—+1

1.25 Comprobar la convergencia absoluta de las series de términos complejos siguientes:

3

4 Z
—, <1. iv — e C.
{ o= ] z::n ’

i) z_:lnllz"’ 2| # 0. i) Zzin 2| > 1.
- -
2
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18 Tema 1. Numeros complejos

1.26 Sean {a,}22; una sucesion de numeros reales que converge monoétonamente hacia 0
y {bn }77 ; una sucesion de nuimeros complejos tal que la sucesion de sumas parciales de la

serie Z b, esta acotada. Probar que la serie Z anb, es convergente (criterio de Dirichlet).
n=1 n=1
ST

Deducir que la serie E converge, pero no converge absolutamente.
n

—, log(n)
1.27 Sea {z,}52, una sucesion de numeros complejos con partes reales no negativas. Se
[e.e]

(oo} [ee]
supone que las series Y z,y Y 22 son convergentes. Probar que la serie Y |z,|? es también

n=1 n=1 n=1

n=1

1.28 Sea z un numero complejo que no es un entero negativo. Demostrar que la serie

i (_l)nJrl
= Z +n

es convergente.

1.29 Sean n,m € Z. Calcular

™
/ eznw ezmx dm
—T

segun los valores de n y m y deducir el valor de

/ sin(n ) sin(mx) dz .
1.30 Sea n un numero natural arbitrario. Demostrar que el polinomio

P(z)=2"-1
puede descomponerse en un producto de polinomios de primer y segundo grado, todos ellos

con coeficientes reales.

1.31 Sea S, un sector circular con vértice en 1, de amplitud a < 7 e interior al disco B(0,1);
explicitamente:

SaZ{ZEB(O,l)i z=1+re”, r>0, ﬂ—%<9<7r+%}.
Probar que si 0 < p < 2cos(@/9) existe una constante positiva K tal que

1 - 2|
1=z =

<K para todo z € S, N B(1,p0).
JEs posible establecer una acotacion similar en B(0,1) N B(1, 0)?
1.32 Probar que para cualesquiera zi, 22, z3 € C se tiene que

1 <14 z1|+ |21 + 22| + |22 + 23] + |23].

1.33 Demostrar que para todos z1, 29, ..., 2, € C se tiene que

Tiaa B

1+‘ZZ=1ZI€‘ = 1+ |z

1.34 Demostrar que las isometrias de C en C son las funciones de la forma
f(z)=uz+a o fz)=uz+a,

con u,a €C, |ul=1.
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1.35 Se considera el polinomio
Piz)=as+a1z+...+a,z2", an #0.

Demostrar que existe un nuamero real R > 0 tal que para cada z € C con |z| > R se tiene que

1 n n
3 lanl[2]" < [P(2)] < 2]an] [2]".

1.36 Sea aj,aq,...,a,—1 numeros complejos de moédulo menor o igual que 1. Probar que el
polinomio
P(Z) =2z" + a’TL—lzn_l +...+ CLQZZ + a1z + 1

tiene todas sus raices en la corona {z € C: 1/9 < |z| < 2}.

1.37 Sean P un polinomio no constante y a € C. Se define el conjunto
E,={z€C: P(z) =a}.

Demostrar que el namero de componentes conexas del conjunto F, no excede al grado de P.

1.38 Se considera el polinomio
P(z) =2" —p1z" " —po2" % — . = pp_12 — pa,

donde p1, ps, ..., p, son numeros reales no negativos tales que p; +p2 + ...+ p, > 0. Demostrar
que en el intervalo (0,00) C R el polinomio P tiene exactamente un cero.
1.39 Sean aj,aq,...,a, nimeros complejos no todos nulos y sea

P(z)=z2"+ az" V4 an_1z+ an.
Probar que el moédulo de cualquier cero de P es menor o igual que el unico cero real positivo
del polinomio

Q(z) = 2" — |ag|2" ™t — ... = |an_1|z — |an|.
1.40 Sea n un numero natural. Probar que la ecuacion
net=1+z+... 42" 142"

tiene todas sus raices en el disco cerrado unidad.

1.41 Para cada n € N se definen
n n
A, = —1)P B, = _1)P '
> oc(y) v >y, )
pEZ,0<2p<n pEZ, 0<2p+1<n

Demostrar que A2 + B2 = 2n,

1.42 Sean D un abierto conexo de Cy f: D — C una funcién continua en D y tal que
|f2(z) =1 <1  paratodo z € D.

Demostrar que, o bien |f(z) — 1] < 1 para todo z € D, o bien |f(z) + 1| < 1 para todo z € D.

1.43 Sea f: C — C una funcién continua en C y con las siguientes propiedades:
1. lim f(z) = oc.
Z— 00

2. f(C) es un conjunto abierto.

Probar que f es suprayectiva, es decir, f(C) = C.

1.44 Sea f: C — C una funcion continua en C y tal que
Zlglgo f(z)=0.

Probar que f es uniformemente continua en C.
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20 Tema 1. Numeros complejos

1.45 Sean K un conjunto compacto de Cy f: K — C una funcioén continua y que no se
anula en K. Demostrar que existe » > 0 tal que

F(K)ND(0,r) =0.

1.46 Demostrar que si b € R es un numero irracional, entonces

e?mnbi L o2mmbi para todos n,m € Z, n # m.

1.47 Demostrar que no existe una funcién f: C\ {0} — C\ {0} continua y tal que

f*(z) =2  paratodo z € C\ {0}.

1.48 Sea {z,}22, una sucesion acotada de numeros reales. Demostrar que si las sucesiones
{eimn}2 |y {ei*nV21>  son convergentes, entonces la sucesion {z,}°° , también es conver-
gente.

1.49 Sean S la esfera de Riemann dada por la definiciéon 1.66 y p: S — C la proyeccion
estereografica (ver definicion 1.67).

i) Sea P un punto de S, distino del polo norte, con longitud 6 y latitud ¢, medidas en radia-
nes, de oeste a este y desde el ecuador respectivamente, segiin los convenios habituales
de la cartografia (latitud sur es negativa; norte positiva). Demostrar que

p(P) = tan (% + %) e'?,

ii) Sean P y ) puntos de la esfera de Riemann, ambos distintos de los dos polos, y sean
z = p(P) y w = p(Q) sus respectivas proyecciones estereograficas. Probar que Py @ son
antipodales si, y s6lo si, zw = —1.

1.50 Sean S la esfera de Riemann, py = (0,0,1) su polo norte, pg = (0,0,0) su polo sur y
p: S — C la proyeccion estereografica. Demostrar que, dada una circunferencia C sobre S, se
tiene que:

i) SiC es un meridiano, p(C — {py}) es una recta en C que pasa por el origen.
ii) Sipy € Cy pg ¢ C, entonces p(C — {py}) €s una recta que no pasa por el origen.
iii) Sipy ¢ Cy pgs € C, p(C) es una circunferencia que pasa por el origen.

iv) Sipy ¢ Cy ps ¢ C, p(C) es una circunferencia que no pasa por el origen.



Tema 2

Derivacion compleja. Holomorfia

En este capitulo se prosigue con el estudio de las funciones complejas de variable com-
pleja, atendiendo ahora al concepto de derivabilidad y sus propiedades. Como se ha indicado,
desde el punto de vista topologico no hay diferencia entre R? y C. Sin embargo, la estructura
algebraica adicional de C, adquirida con las operaciones de suma y producto, provocara cam-
bios sustanciales en los resultados clasicos de derivabilidad o diferenciabilidad, tanto si se
compara con el caso de funciones reales de una variable real, con las que comparte una si-
militud algebraica, como si se hace con el caso de las funciones vectoriales de dos variables,
con las que comparte una similitud topolégica. Esas diferencias se haran patentes no sélo en
este capitulo sino también en los siguientes.

2.1. Derivabilidad de las funciones complejas de variable compleja

Para funciones de variable compleja el concepto de derivabilidad se define exactamente
igual que en el caso de funciones de una variable real, mediante limites de cocientes incre-
mentales, y en principio se obtienen resultados analogos. Ahora bien, la existencia del limite
de una funcién en un punto de C ~ R? implica la existencia de limites en todas las direccio-
nes; esto impone una relacion entre las partes reales e imaginarias de una funcién derivable
que, como veremos mas adelante, proporciona una serie de sorprendentes resultados no
validos en el caso de funciones de variable real.

Definicion 2.1. Sean U un subconjunto abierto de C, f: U — C una funcién y z; un punto
de U. Se dice que f es derivable en zj si existe el limite

S =) Gt )~ f()

eC. 2.1)
z—z0 zZ— 2y h—0 h

El limite anterior se denomina derivada de f en z, y se denota f'(z).

Se dice que la funcién f es holomorfa en el punto z, si existe un disco B(zp,r) C U tal que
f es derivable en cada punto de B(zp,7). Se dice que f es holomorfa en U si es holomorfa en
cada punto de U, es decir, si es derivable en cada punto de U.

Definicion 2.2. Sean U un subconjunto abierto de C, f: U — C una funcién y z; un punto
de U. Se dice que f es diferenciable en z; si existen una constante d € C y una funcion
e: U — Ccon lim e(z) =0 = e(z), tales que

Z—r20

f(Z) — f(Z()) =d (Z — Z()) + 5(2) |Z — Z()| para todo z€U. (2.2)

Proposicion 2.3. Sean U un subconjunto abierto de C, f: U — C una funciéon y z; un punto
de U. Entonces f es derivable en z; si, y solo si, es diferenciable en z;. En este caso, la
constante d de la definicion anterior es f/(z).

Observaciones 2.4.

i) Al igual que en el caso de una variable real, los conceptos equivalentes de derivabilidad
y diferenciabilidad tienen la siguiente lectura: si f es derivable en z,, entonces la funcion
f(2) = f(z0) admite, localmente, una aproximacion lineal en el punto z,. Ahora bien, esta
linealidad se refiere a la estructura vectorial compleja. Véase que w € C — f'(zp)w es
una aplicacioén lineal de C en C.

21
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ii)

Pero también se tiene una estructura subyacente de espacio vectorial real (en general,
todo espacio vectorial complejo de dimension n tiene estructura de espacio vectorial real
de dimension 2n) y podemos contemplar la linealidad en este contexto. Cuando sea ne-
cesario distinguir nos referiremos a la R-linealidad o linealidad en el sentido real, e igual-
mente con la R-diferenciabilidad.

En la linea del comentario anterior, si pensamos en {ej, es}, la base cartesiana usual de
R?, partiendo de la expresion

y tomando & real (incrementos en la direccion de e; = (1,0), si se prefiere) y escribiendo
como es habitual f(z) = u(z,y) + iv(z, y), se deduce que

(“(fﬂo + h,y0) — u(zo,Yo) n v(xzo + h,yo) — U(»”Cmyo))

/ T
f(Zo)—}lllgg

h h

ou COv
= g(ﬂfo, Yo) +i %(ﬂfm Yo)-

Analogamente, para h = ik imaginario puro (esto es, la derivada direccional segun el
vector e; = (0, 1)) se deduce que

v (ulzo,yo + k) —ulzo,y0) | . v(xo,yo + k) — v(z0, o)
o) = Jim o +i o

= i 9w, 90) + o2 (0, w0)
= dy 0> Y0 ay 0,Y0)-

En esta disquisicion radica la prueba del siguiente resultado.

Teorema 2.5 (Condiciones de Cauchy-Riemann). Sean U un abiertode Cy f=wu+iv una
funcion compleja definida en U. Es condicién necesaria y suficiente para que f sea derivable
en un punto zy, = xg + iy de U que las funciones u y v sean R-diferenciables en el punto
(z0,y0) y verifiquen las condiciones de Cauchy-Riemann:

0 0 0 0
871;(1.073/0) = %(anyO) 875(3:073/0) = - £($0>y0) (23]

Corolario 2.6. Sea f = u + iv una funcién compleja en un abierto U tal que v y v son
de clase ¢! (en el sentido real) en U y verifican las condiciones de Cauchy-Riemann (2.3) en
cada punto de U. Entonces la funciéon f es holomorfa en U.

Observacion 2.7. Con la notacion anterior, si se definen

of | _ ou o of .\ _u o0
%(Zo) = o2 (x0,y0) + i oz (%0,%0) , ay(Zo) ~ oy (%0,y0) + i ay (70,%0) ,

las condiciones de Cauchy-Riemann se expresan de forma equivalente como

0 0
é(‘ranO) +1 aiz(:ro’yo) = 07

y si f es derivable en el punto z, se tiene que

f’(zo) = g%:(l”o,yo) =—i %(mo,yo) = ;(gi(fﬂmyo) —1 gz(ﬂﬁoayo)> :

Las condiciones de Cauchy-Riemann se pueden expresar utilizando sistemas de coorde-

nadas diferentes, y en ocasiones es titil hacerlo. Asi, utilizando las coordenadas polares las
condiciones de Cauchy-Riemann se expresan como:

ou 1 0v ov 1 Ou

dp  p o6’ ap  p 00’

y sire!® es la expresion polar de z, entonces

PG = £ = e (Fna) i G na) )

BRy
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2.1. Derivabilidad de las funciones complejas de variable compleja 23

Ejemplos 2.8.

i) Si f es una funcién constante (f(z) = ¢ € C para todo z), entonces f es holomorfa en Cy
f'(2) = 0 para todo z € C.

ii) Si Id: C — C denota la funcién identidad (Id(z) = z para todo z), Id es holomorfa en todo
Cy Id'(z) =1 paratodo z € C.

iii) Mas general que lo anterior: dado a € C, si \,: C — C es la funcioén lineal \,(z) = a z,
entonces )\, es holomorfa en todo C y \,(z) =a paratodo z e C.

0 0
iv) Sea f(z) =z.Como u(x,y) =z, v(z,y) = —y, entonces 8—5 =1 pero a—;} = —1 en todo

punto, lo que implica que f no es derivable en ningiin punto de C.

Es evidente que si Lz = az es una aplicacion lineal de C en C, entonces L es uniforme-
mente continua en C. Como en el caso de espacios euclideos reales, la aproximacion lineal
que proporciona la diferencial implica la continuidad. Explicitamente:

Proposicion 2.9. Sea f una funcion compleja definida en un abierto U de C. Si f es deriva-
ble en el punto zy € U, entonces f es continua en z;. Como consecuencia, si f es holomorfa
en U, entonces f es continua en U.

Recordemos que la continuidad de una funcién en un punto implica la acotacion de la
funcién en un entorno de ese punto. Esta propiedad es fundamental a la hora de establecer
la derivabilidad de productos, lo mismo que en el caso real. A continuaciéon se presentan las
reglas basicas de derivacion, que no ofrecen ninguna novedad respecto al caso de funciones
de variable real; de hecho, la prueba es exactamente la misma con las minimas adaptaciones
de cambiar valor absoluto por moédulo, intervalos por discos centrados en el punto, etc.

Propiedades 2.10. Sean U un subconjunto abierto de C, zy € U, y f, g dos funciones comple-
jas definidas en U.

i) Si f y g son derivables en 2y y «, 8 € C, entonces « f + (g es derivable en zp, y ademas

(af+B9)(20)=af(20)+ B3 (20)-

ii) Si f y g son derivables en zy, entonces f g es derivable en 2y, y ademas
(f9)(20) = ['(20) 9(20) + f(20) ¢'(20) -

iii) Si f y g son derivables en zy y g(z9) # 0, entonces /f /g (que esta definida en un entorno

adecuado de z) es derivable en z,, y ademas
(1)/(20) _ f'(20) 9(20) — f(20) 9'(20)
g 9(20)?

También la regla de la cadena se enuncia exactamente igual y se prueba de forma similar
que en el caso de funciones reales de variable real.

Teorema 2.11 (Derivacion de la funcién compuesta). Sean U y V abiertosde C, f: U —» V
y ¢g: V — C funciones tales que:

1. f es derivable en 2z, € U.
2. g es derivable en wy = f(z) € V.
Entonces g o f es derivable en z;. Ademas, se verifica la denominada Regla de la cadena:

(g0 f)(20) = g'(f(20)) f'(20) = g’ (wo) f'(20) -

Observaciones 2.12.

i) Con la notacion del teorema anterior, y como consecuencia suya, si f es holomorfa en U
y g es holomorfa en V, entonces go f es holomorfa en U.

ii) En particular, si f es biyectiva y ¢ = f~!, segun la formula del ejemplo 2.8.ii, ha de
ser ¢'(f(z)) f'(z) = 1. Desde el punto de vista tedrico, el problema reside en determinar
condiciones para garantizar que existe la inversa y que es también holomorfa. Cerramos
esta seccion con el estudio del problema citado.
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24 Tema 2. Derivaciéon compleja. Holomorfia

2.1.1. Derivabilidad de las funciones inversas

Comencemos observando que si la funcion f =wu+iv es holomorfa en el abierto U de C,
la condicion de diferenciabilidad en un punto zy = z¢ + iy € U se escribe

fzo+h+ik)— f(z0) = f'(z0) (h+ik) +e(z0+h+ik)|h+ik|,
siendo " k%im(o 0 e(zo0 + h +ik) = 0. Ahora bien, la parte lineal se expresa de forma equivalente
k)= (0,
en términos de la diferencial (en el sentido real) de la aplicacion f = (u,v): U — R? como

/(o) (h 1) = (2%, 0) + i 22 g, 00)) (B + )

ox
ou ou
N (df) (h k) B %(55072/0) éTy(Io,yo) h
- (z0,y0) b - v v

%(x()vy()) @(woyyo)

En virtud de las condiciones de Cauchy-Riemann, la matriz jacobiana de la aplicaciéon f en
el punto (zp,y0) €s

0 0
S (@o.0) = 5o (w0, y0)
v du ’

%(‘r()vyO) %(xOvyO)

que resulta ser invertible si, y solo si, su jacobiano es no nulo; éste vale

T Fwo.w0) = (Getwom)) + (5otom))” = £ (z0)

La relacién anterior entre el jacobiano de la aplicacién f y el modulo de f/ permite obtener el
siguiente resultado, que se basa en el homoénimo para funciones de varias variables reales.

’ 2

Teorema 2.13 (de la funcién inversa). Sean U un abierto de C y f una funciéon holomorfa
en U tal que su derivada f’ es continua en U. Entonces, si zg € Uy f/(z0) # 0, existen un
entorno abierto V' de z;, y un entorno abierto W de f(z), tales que:

i) f'(z) #0 paracada z € V.
if) f aplica biyectivamente V' en W.

iii) La funcién inversa f~': W — V es holomorfa en W y su derivada viene dada por

(fY(f(2) = f’}z) para cada z € V,

o lo que es lo mismo,

(f Y (w) = - para cada w € W.

F(f=H(w))

Observaciones 2.14.

i) Al igual que sucede en el caso real, el teorema anterior tiene caracter local; aunque una
funcién holomorfa tenga derivada continua y distinta de 0 en todo punto no se puede
garantizar que sea globalmente inyectiva. Un ejemplo sencillo se presenta con la funciéon
exponencial (véase su tratamiento desde la definicion 2.16 hasta la proposicion 2.24),
que es localmente inyectiva (esto es, inyectiva en un entorno adecuado de cada punto) y
periodica de periodo 27, lo que impide la inyectividad global.

ii) La hipoétesis de continuidad de la derivada es necesaria para la aplicacion del teorema de
las funciones inversas en R?. Como veremos mas adelante, esta hipétesis es redundante,
pues resulta que si f = v+ iv es holomorfa en el abierto U, entonces ;las funciones
reales u y v sonde clase € enU !

iii) El teorema anterior permitira deducir la holomorfia de las inversas de las funciones
elementales, tales como ramas del logaritmo, arcos de las funciones trigonométricas,
etc., algunas de las cuales presentaremos seguidamente.
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2.2. Funciones elementales

La primera clase de funciones elementales, cuya holomorfia se deduce de las propiedades
algebraicas de la derivacion 2.10, consiste en las funciones racionales. Nétese la similitud
con el caso real, pero jatencion!, mientras que existen polinomios P no constantes y sin
raices en R, lo que permite definir 1/p en toda la recta, no sucede lo mismo en C (que es
algebraicamente cerrado), véase: R(z) = 1/(1 + 22) esta bien definida en todo punto de R,

pero R(z) = 1/(1 + 22) no esta definida en todo C.

2.2.1. Funciones polinémicas y racionales

Proposiciéon 2.15.

i) Sin € N, n > 2, la funcién p,,: C — C dada por p,(z) = 2™ es holomorfa en todo C y
pn'(2) = nz""! para todo z € C.

if) Si P es un polinomio con coeficientes complejos en la variable z,
Piz)=apn2"+an 12" " +...+a1z+ag,
entonces la funcién z — P(z) es holomorfa en Cy
P(2)=na, 2" ' +(n—1Da,_ 12" 2+.. . +a;.
iii) Si P y @ son polinomios con coeficientes complejos en la variable z, puesto que @ tiene
un numero finito de raices ry,7s,...,7,, la funcién racional R dada por R(z) = P (Z)/Q( 2)

esta bien definida en el abierto U = C\ {ry,r9,...,7»} y s holomorfa en él; su derivada es
a su vez una funcioén racional,

para todo z € U.

Las funciones que presentamos a continuacién pueden definirse haciendo uso sélo de la
aritmética y la completitud del espacio métrico C = R?, a partir de sus desarrollos en serie
de potencias; volveremos a este punto en el siguiente tema, cuando tratemos la teoria de
funciones analiticas. No obstante, es costumbre (casi todos los textos de variable compleja
asi lo hacen) dar la definicion de la exponencial compleja a partir de las funciones exponencial
y trigonométricas de variable real, e introducir las funciones logaritmicas, trigonométricas e
hiperbdlicas de variable compleja a partir de aquella. Hacerlo asi tiene la ventaja de disponer
pronto de una amplia gama de ejemplos practicos, ademas de las fracciones racionales.

2.2.2. Funcién exponencial

Definiciéon 2.16. Sea z = z + iy € C (x = Re(z),y = Im(z)). Se define la exponencial de z,
denotada por exp(z), como

exp(z) == €” (cos(y) + i sin(y)) .

Propiedades 2.17.

i) Si z € R entonces exp(z) = €.

ii) exp(z) = exp(z) para cada z € C.
iii) Tm(z) es un argumento de exp(z) y eR¢*) = |exp(z)| para todo z € C.
iv) exp(z) # 0 para cada z € C.
v) Si t € R entonces exp(it) = cos(t) + i sin(¢).
vi) exp(z) =1 si, y solo si, z=2kwi para algun k € Z.
vii) exp(z + w) = exp(z) exp(w) para todos z,w € C.
viii) exp(—z) = eX;(Z) para todo z € C.
ix) exp(z) = exp(w) si, y s6lo si, z =w+ 2kni para algun k € Z.

x) Size€C, z#0,y 0 es un argumento de z, entonces z = |z| exp(i0).
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Observaciones 2.18.
i) Debido a la propiedad 2.17.i es habitual representar, también cuando z ¢ R, exp(z) = e*.

ii) Es inmediato comprobar que la funcién exponencial verifica las condiciones de Cauchy-
Riemann en todo punto del plano, pues u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e*siny, y

ou . _Ov ou e Ov
G @) = " cosy = 3 a.1), G a) = —e*siny = 5 (@),

El siguiente resultado es ahora trivial.

Proposicion 2.19. La funcién exponencial es holomorfa en todo C y se tiene que

exp’(z) = exp(z) paracada z€C.

2.2.3. Logaritmos

En el contexto de funciones reales de variable real, es bien conocido que exp: R — (0, c0)
es biyectiva y su inversa es el logaritmo neperiano, In: (0,00) — R. No ocurre lo mismo en el
caso complejo, ya que la funcion exponencial exp : C — C, como muestra la propiedad 2.17.ix,
es periodica y por tanto no inyectiva; sin embargo, su restriccion a ciertos dominios si es
inyectiva, lo que permite la construccion de inversas, denominadas “ramas del logaritmo”.

Notacion: Dado c € R denotaremos por B. la banda
B.={2€C:c<Im(z) <c+2n}={(z,y) eR?*:c<y<c+27}.
Notese que sic € Ry z € C, z # 0, existe en el intervalo [c¢,c+ 27) un Unico argumento de z.
A partir de aqui no es dificil probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.20. Para cada ¢ € R, la aplicacion exp(z) es una biyeccion (es decir, es inyectiva
y suprayectiva) de B, en C \ {0}.

Definiciéon 2.21. La aplicacion inversa de exp: B. — C\ {0} se denota, de forma genérica,
por log: C\{0} — B. y se denomina rama o determinacién del logaritmo con rango B.; cuando
¢ = —m recibe el nombre particular de rama principal del logaritmo.

Observacién 2.22. Un sencillo calculo muestra que si ¢ € Ry z € C\ {0}, entonces la
determinacion del logaritmo con rango B, es

log(z) = In(|2|) + i arg(z),
donde arg(z) es el inico argumento de z que pertenece al intervalo [¢,c + 27). En particular,
si se toma la rama principal del logaritmo, resulta que
log(z) = In(x)

para cada x € R, z > 0, donde In denota al logaritmo natural o neperiano.

Observacion 2.23. Puesto que la derivada de la funcién exponencial es ella misma, y nunca
se anula, el teorema de la funcién inversa garantiza que es localmente invertible en un en-
torno de cada punto z; € C, pero podemos decir mas: fijado ¢ € R tal que ¢ < Im(z) < ¢+ 2,
el abierto

Vo=DB.={2€C:c<Im(z) <c+27}={(z,y) ER*:c<y<c+27}
contiene a zp y exp es una biyeccion entre V. y el abierto
W,=C\{re“:reR,r>0}, (2.4)

cuya inversa es la correspondiente rama del logaritmo. El teorema de la funcién inversa
proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 2.24. Para cada ¢ € R, la rama del logaritmo correspondiente es una funciéon
holomorfa en W,, y su derivada es
1 1 1
log' (w) = = =—, weW,..
g (w) exp’ (log(w))  exp (log(w)) w
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2.2.4. Potencias

Definicion 2.25. Sea z un numero complejo, z # 0. Fijada una rama del logaritmo con
rango B., se define para w € C la potencia de base z y exponente w por

w

2" 1= exp (wlog(z)) .

Observacion 2.26. En ocasiones, no se especifica la rama del logaritmo, entendiéndose que
la expresion z* denota todos los valores posibles de las potencias en las distintas determina-
ciones. Por ejemplo:

En la determinacion principal, log(i) = Tt/9, luego
it = exp (z g 2) =e 2.
En general, los valores en las distintas ramas viene dado por
i = exp (z (giJerm)) =e Rk ke,

Las potencias z*, lo mismo que log(z), son casos particulares de las denominadas funciones
multivaluadas o multiformes. Soélo a titulo informativo, mencionaremos que las superficies de
Riemann son objetos topolégicos (variedades analiticas) donde se definen, al estilo usual, de
forma univoca, las funciones multiformes.

Proposicion 2.27. Sea w un numero complejo y elijamos la rama del logaritmo correspon-
diente a ¢ € R. Entonces, la funcién potencial

f(z)=2" =exp (w 1og(z)) , ze€W,,

es holomorfa en W,., y su derivada es

f'(2) = exp (wlog(2)) — = w — (2.9

w z
z z

Observaciones 2.28.

i) El resultado anterior se sigue inmediatamente de la regla de la cadena, pero nétese que
en la féormula (2.5) no se ha simplificado

identidad cierta cuando z* y z“~! se construyen con la misma rama del logaritmo.
Aprovechemos aqui para insistir en que la expresion z* puede denotar, de forma genérica
mutiples valores.

ii) Para devolver la tranquilidad al lector novel, a continuacion enfocamos la atencion en
casos de particular interés de la potenciacion: los que se refieren a exponentes enteros y
sus reciprocos. Dichas potencias fueron definidas de otro modo en la observacion 1.62.
El mensaje tranquilizador es que la nueva definicién no altera la original.

Proposicion 2.29. Sean z € C, z # 0, y n € Z. Para cualquier determinacion del logaritmo se
tiene que:
i) Sin >0 entonces 2" =z-z @
1

—n veces

ii) Sin < 0 entonces 2" =
VAR
En otras palabras, la potenciacion con exponentes enteros viene determinada univocamente
(es decir, independientemente de la rama considerada) y coincide con la expresion usual.

En lo que se refiere a potenciacion con exponentes racionales, se deduce el siguiente
resultado.

Corolario 2.30. Sean z € C, z # 0, y r € Q. Entonces el conjunto de todos los valores de 2" en
las distintas determinaciones es finito. Concretamente, si r esta representado por la fraccion
irreducible m/,,, los valores de 2" son

wp™, k=1,2,....n,

siendo wy, k =1,2,...,n, las raices n-€simas de z (introducidas en la proposicion 1.64).
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2.2.5. Funciones trigonomeétricas

Definicion 2.31. Si z € C, se definen

y _exp(iz) —exp(—iz)
sin(z) := 5 ;

_exp(iz) + exp(—iz)
= 5 ,
denominadas cosenoy seno de z, respectivamente.

cos(z) :

Propiedades 2.32. Si z € R se verifica:

i) exp(—iz) =exp(iz) y |exp(iz) =1.

i) cos(z) = Re (exp(iz)) y sin(z) =Im (exp(iz)).
iii) |cos(x)| <1 y |sin(z)| < 1.

Observacion 2.33. Las funciones coseno y seno de variable compleja extienden a las homo-
nimas de variable real. Pero jatencion!: es un error frecuente en principiantes extender la
propiedad 2.32.iii a todo nimero complejo, lo que es falso. Por ejemplo, pasando al limite en
el infinito a través del eje imaginario

'Qt 7.215 —t t
lim cos(it) = lim exp(it) + exp(—i*t) im & T¢ _

t—o00 t—o00 2 t—00 2

Esto muestra que el coseno no es una funcién acotada en C, aunque puede serlo en alguno
de sus subconjuntos (como, por ejemplo, R).

Proposicion 2.34. Las funciones sin,cos: C — C son periédicas, de periodo 2w, es decir,
cos(z+2m) =cos(z) y sin(z+2m) =sin(z) paracadaze C.

En la tabla A.6 se recogen propiedades de utilidad, por su frecuente uso. Todas ellas se
deducen inmediatamente de la definicion. llustraremos, a modo de ejemplo, una de ellas:

Ejemplo 2.35. Deduzcamos la férmula del seno de la suma. Si z,w € C, entonces:

ez(z-‘r’w) _ e—z(z-‘rw) ezl _ p—izo—iw elzptw e~ izp—iw

2i B 2i 24 2i
(cos(z) + isin(z)) (cos(w) + i sin(w)) B (cos(z) —isin(z)) (cos(w) — isin(w))
21 21
_ cos(zyeos(w) + i cos(z) sin(w) + 4 sin(z) cos(w) — sin(z}shr(w)
24
cos(z)yeos({w) — i cos(z) sin(w) — isin(z) cos(w) + sin(}sir(w)
24

sin(z + w)

= sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) .

De la holomorfia de la funcioén exponencial se deduce inmediatamente la siguiente

Proposicion 2.36. Las funciones trigonométricas sin, cos son holomorfas en todo C, y para
cada z € C se tiene que

sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

Definicién 2.37. Para 2 € C, z # kn + /9 (k € Z), se define

sin(z) . exp(iz) —exp(—iz)

tan(z) := cos(z)  exp(iz)+exp(—iz)’

que recibe el nombre de tangente de z.
Para z € C, z # kn (k € Z), se define

cot(z) := cos(z) — exp(i z) + exp(—i 2)
t( ) . sin(z) exp(i Z) _ eXp(—i Z) s

denominada cotangente de z.
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Proposicion 2.38. La tangente es una funcion holomorfaen U = C\{kn+7/o: k€ Z},y

para cada z € U se tiene que
1
’ 2
tan’(z) = o2(s) 1+ tan”(z).

La cotangente es holomorfaen V =C\{k7:k €Z},y para cada z € V se tiene que

cot(z) = tan (g - z) y cot’(z) = cos_21(z) = —1—cot?(2).
2.2.6. Funciones hiperbdélicas
Definicion 2.39. Si z € C, se definen
cosh(z) := exp(2) + exp(=2) sinh(z) := exp(z) — exp(=2) ,

2 ’ 2
denominadas coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico de z, respectivamente.
Proposicion 2.40. Las funciones sinh, cosh : C — C son periddicas, de periodo 27, es decir
cosh(z+27i) =cosh(z) y sinh(z+ 27i)=sinh(z) paracadaze C.
La tabla A.7 compendia propiedades basicas de las funciones hiperbdélicas, que se deducen
de la definicion. En realidad, relatar todas esas propiedades es redundante, pues se deducen

de la correspondiente propiedad trigonomeétrica a partir de las siguientes relaciones, que
resultan obvias de las definiciones:

sinh(z) = —i sin(iz), sin(z) = —i sinh(iz); cosh(z) = cos(iz), cos(z) = cosh(iz).
Proposicion 2.41. Las funciones hiperbdlicas sinh, cosh son holomorfas en todo C, y para
cada z € C se tiene que

sinh’(z) = cosh(z), cosh’(z) = sinh(z).

Definicién 2.42. Para z € C, z # i (km +7/9) (k € Z), se define

_ sinh(z)  exp(z) — exp(—=2)
tenh(=) = Cosh(z) ~ exple) + exp(=2)

que recibe el nombre de tangente hiperbdlica de z. Si z € C, z # ik (k € Z), se define

cosh(z) _ exp(z) + exp(—=z)
sinh(z)  exp(z) — exp(—2)

coth(z) =

)

denominada cotangente hiperbdlica de z.

2.2.7. Funciones reciprocas de trigonométricas e hiperbélicas

Las funciones trigonométricas e hiperbdlicas no son inyectivas, de manera que sus posi-
bles funciones inversas (denominadas arcos y argumentos, respectivamente) han de buscarse
de forma local, o en dominios lo mas amplios posibles y garantizando la holomorfia; el pro-
blema es exactamente el mismo que se plantea para la funciéon exponencial. En todos los
casos se presenta la dificultad de determinar ramas adecuadas del logaritmo que permitan
representar de forma elemental dichas funciones entre los subconjuntos abiertos corres-
pondientes, cuya existencia viene garantizada de forma tedrica por el teorema de la funcion
inversa. Ilustraremos esto con un ejemplo (ver también los ejercicios 2.25, 2.28, 2.29 y 2.30).

1. Pongamos w = sin(z) = ;7,6 . Entonces
1
e*(1—(e7)?)=2iw, obien 1—(e%)*=2iwe *.
Haciendo s = e~ se obtiene la ecuacion de segundo grado

4+ 2ws—1=0,
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cuyas soluciones son s = —iw + /1 — w? . Notese que, excepto en el caso w? = 1, estos dos
numeros complejos corresponden a las dos determinaciones de la raiz cuadrada. De esto
se sigue que “z =ilog(—iw+ V1 —w?)", es decir, de manera puramente formal

arcsin(w) =i log (—iw+ V1 —w?). (2.6)
También, notese que si w = sinh(z) = —isin(iz), entonces iw = sin(iz), por lo que
iz = arcsin(iw) =i log (—*w+ V1 —2w?) =ilog (w+V1+w?),
y, en anadidura, obtenemos todos los argumentos del seno hiperbélico:

argsinh(w) = log (w + /1 4+ w?). 2.7

2. Por otro lado, sin calculos explicitos, la funcién seno es holomorfa en C y su derivada,
la funcién coseno, es nula en los puntos de la forma k7 + 7/9, k € Z. Para el resto
de los puntos existe inversa local, que denominaremos de forma genérica un arcoseno y
denotaremos ‘arcsin’; en estos puntos se tiene que

1 1 +1

sin’ (arcsin(w)) ~ cos (arcsin(w)) T Vi

El signo + hace referencia a la determinaciéon o rama particular elegida para la raiz,
como la expresion (2.6), a partir de la cual se obtiene también el valor de la derivada de
las distintas ramas de arcsin aplicando la regla de la cadena.

arcsin’(w) =

3. El estudio siguiente arrojara alguna luz sobre el problema de determinar abiertos de C lo
mas grande posibles donde la funcién seno sea inyectiva:

Si k € Z, la funcion seno transforma biyectivamente la banda vertical

Ukz{ze(C:k‘ﬂ—g<Re(z)<kj7r+g}
en todo el plano complejo menos dos semirrectas del eje real, en concreto, en
W=C\{reR:|rl>1}.
Precisando un poco mas, si para k € Z se consideran los conjuntos

Ul = {ze(C:lmr—g<Re(z)<k7r+g,lm(z)>0},

U, = {ZGC:I{W—%<Re(z)<k7r+g,1m(z)<0},
la funcién seno transforma biyectivamente:

a) Elintervalo (kw—7/y, km+7/9) en el intervalo (—1,1) C R.

b) El abierto U;” en el semiplano II* = {w € C : Im(w) > 0} si k es par, o en
II" = {w e C: Im(w) < 0} sik esimpar.

c) El abierto U, en el semiplano II~
It = {w € C: Im(w) > 0} sik esimpar.

{w € C : Im(w) < 0} sik es par, o en

d) Cada una de las dos semirrectas L} = {kn+T/o+it:¢t >0} y L, = {km+T/p+it:t <0}
en el intervalo (1,00) sik es par, o en el intervalo (—oo,—1) sik es impar (nétese
que sin (km+7/g +it) = (—1)F cosh(t)).

El estudio de los dominios de definiciéon y la holomorfia de las restantes funciones inversas
de trigonométricas e hiperbdlicas, ‘arccos’, ‘arctan’, ‘argcosh’, etc., se realiza de forma similar.
En todos los casos se presenta la dificultad de determinar una rama adecuada del logaritmo
que permita representar de forma elemental dichas funciones entre los subconjuntos abier-
tos correspondientes, cuya existencia garantiza, de forma tedrica, el teorema de la funciéon
inversa.
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Ejercicios

2.1
i) Sea A: C — C una aplicacion R-lineal. Probar que existen a,b € C tales que
Az)=az+bZ. (2.8)

ii) En las mismas condiciones del apartado anterior, probar A es C-lineal si, y s6lo si, b = 0
en (2.8). Volver a deducir las condiciones de Cauchy-Riemann a partir de este hecho.

iii) Escribir, en la forma (2.8) y matricialmente (como aplicaciones de R? en R?): homotecias,
giros y simetrias. ¢Cuales de estas aplicaciones son C-lineales?

2.2 Sea U un abiertode Cy f: U — C una funcion R-diferenciable. Se definen

ﬂzl(ﬂ_ﬁ) ﬁzl(ai+i6i)

0z 2\9x Oy 0z 2\0x  Oy/’

i) Probar que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en U siy s6lo si % =0.
z

ii) Si f es holomorfa en z, € U, probar que f'(zp) = %(zo).
2.3 Probar que la funcién f definida en C por

L Im(2?)
f(2) = {(1+z) |Z(2Z) siz#0
0 siz=0

verifica las condiciones de Cauchy-Riemann en zy = 0, pero no es derivable en dicho punto.

2.4 Sea f: C — C la funcion definida por
f(z) =Vlzyl, x=Re(z),y=1Im(z).

¢Es holomorfa dicha funcién? Estudiar las condiciones de Cauchy-Riemann en z; = 0.
2.5 Dado p > 0, estudiar la derivabilidad de la funcién f(z) = |z’ en z; = 0.

2.6 Sea f una funcion definida en C de la forma

f(z) = flz+iy) =u(x) +iv(y),  w=Re(f),v=Im(f),

y tal que f es holomorfa en todo C. Obtener una expresion de f.

2.7 Determinar los valores de los parametros reales «, (3, v, § para que la funcion

f(2) = f(z +iy) = ax + By + i(yx + dy)

sea holomorfa en todo C.

2.8 Si f =u+iv es holomorfa en C, su derivada f’ es también holomorfa y
ou  Ov
- - = 0

Ox * Oy ’

probar que f(z) =az+b, con a,b € Cy Re(a) = 0.

2.9 Dado un subconjunto 2 de C se define el conjunto conjugado de Q por
Q={zeC:zecQ}.
i) Probar que ) es abierto si, y so6lo si, 2 es abierto.

if) Si Q) es abierto y f es holomorfa en (2, demostrar que la funcién f definida en Q por
f(z) = J(Z)

es holomorfa en .
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2.10 (Regla de L’Hopital) Sean A un abierto de C, a € Ay fy g dos funciones de A en C
holomorfas en A, con f(a) = g(a) =0y ¢'(a) # 0.

i) Probar que existe un entorno V de a con V C A tal que g(z) # 0 para cada z € V' \ {a}.

ii) Probar que lim /() = f’(a)'
zvag(z)  g'(a)

2.11 Sea A un abierto conexo de Cy f: A — C holomorfa. Pongamos u = Re(f), v = Im(f).
Demostrar que cada una de las condiciones siguientes implica que f es constante en A:

a) f/(z) =0 paracada z € A.

b) u es constante en A.

c) v es constante en A.

d) Existen a,b,c € C, con a y b no simultaneamente nulos, y tales que
au(z)+bv(z) =c paracada z € A.

e) |f| es constante en A.

f) La funcion conjugada f también es holomorfa en A.

g) Existe ¢ € R tal que ¢ es un argumento de f(z) para todo z € A.

h) Existe k # 0 tal que u(z)v(z) = k para todo z € A.

k) Existe una funcién h: R — R derivable tal que u(z) = h(v(z)) para todo z € A.

2.12 Sean P un polinomio de grado n > 1y k un complejo no nulo. Se considera el polinomio

Q(2) = P(2) =k P'(2).
Demostrar que si los modulos de los ceros de P son inferiores a un numero real R > 0, los
modulos de los ceros de @ son inferiores a R + n|k|.
2.13 Hallar los puntos z € C en los que las siguientes funciones son derivables y calcular en
ellos la correspondiente derivada:
i) sin(z) iii) zRe(z) v) sin (e?)

z R e*

ii) cosh(Z) iv) ¢ = exp(e?) vi) 243

2.14 Determinar a lo largo de qué semirrectas R partiendo del origen existe el limite
Jim_exp(2).

zZER

2.15 Sean U un abierto conexo de Cy f: U — C una funciéon holomorfa en U. Se supone que
existe a € C tal que
J'(2)=af(z) paratodo z e U.

Demostrar que para cada par de puntos z,w € U se verifica que
f(z) = flw)er G

(ver también el ejercicio 2.16.ii).

2.16

i) Caracterizar las funciones f holomorfas en C que verifican
flz+w) = f(z)+ f(w) para todos z,w € C.
ii) Caracterizar las funciones f holomorfas en C tales que
flz+w) = f(2)f(w) para todos z,w € C

(ver ejercicio 2.15).
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2.17 Sean U,V dos abiertos de C y f, g funciones complejas definidas en U y V, respectiva-
mente, con f(U) C V. Se supone que go fy f son holomorfas en U. ;Se puede asegurar que
g es holomorfa en V?

2.18 Determinar los puntos de C en un entorno de los cuales la funciéon f correspondiente
admite inversa holomorfa:

i) fz)=22+2z+1 il) f(2) = exp(2? + 2).

2.19 Sean D un abierto conexo del plano complejoy f: D — C una funciéon continua tal que
ef?) =1 para cada z € D.

Probar que f es constante en D.

2.20 Resolver las ecuaciones:
i) sin(2z) =5 i) tan(z+1) =1 iii) cosh(z —1)=1+1.

2.21 Resolver la ecuacion
|sin(z)| = | cos(z)] .

2.22 Siz=uz+1iy, z,y € R, probar que
|sinh(y)| < |sin(z)| <cosh(y) y  [|sinh(y)[ < [cos(2)| < cosh(y).

2.23 Sea [ una funcién holomorfa en B(1,1) tal que para cada z € B(1,1),

OEES

z
y f(1) = 0. Demostrar que esta funcién es la rama principal del logaritmo.

2.24 Dados a,b dos numeros reales con a < b, demostrar que la funciéon

£() = 1og (Z=3),

donde log se toma en la rama principal, es holomorfa en C\ [a, b].

2.25 Determinar qué rama de la raiz cuadrada hemos de tomar para que la funcion

fo)= VA1
sea holomorfa en A=C\ {z € C:Im(z) =0, |Re(2)| > 1}.

2.26 Consideremos la funcion compleja definida en C por f(z) = z2. Con la notacién habitual:
x = Re(z), y =Im(z), u = Re(f), v = Im(f). Se pide:

i) Determinar las imagenes por f de las curvas:

a) z = cte b) y = cte Qy==x d) |z| = cte e) arg(z) = cte.

ii) Determinar las contraimagenes por f de las rectas:

f) u = cte g) v = cte.

2.27 Determinar los dominios que se aplican en el semiplano superior por cada una de las
siguientes funciones (en todos los casos a > 0y n € N):

i) w=2z" iii) w = sin(az) v) w = cosh(az)

if) w = e iv) w = cos(az) vi) w = sinh(az).
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2.28 Determinar las ramas de la raiz y del logaritmo que se han de elegir para que la funciéon
definida por (2.6) en la bola abierta B(0,1) coincida, al ser restringida a B(0,1) N R, con la
funcioén real

arcsin : (—1,1) = (=7/2,7/9) .

2.29 Procediendo como en la seccion 2.2.7, pero resolviendo la identidad 2iw = e* —e~%* en
la incognita s = e'#, establecer que las inversas locales del seno viene dadas por la expresion

arcsin(w) = —i log (iw + 1 —w?). (2.9)

Explicar la aparente discrepancia entre las féormulas (2.6) y (2.9).
2.30 Comprobar que, para z # i, —i se tiene que
arctan(z) = %(log(l —iz) —log(1 +iz)) .

Realizar un estudio similar al de la seccién 2.2.7 detallando las regiones transformadas por
estas funciones dependiendo de la rama del logaritmo elegida.
Probar que, independientemente de la rama del logaritmo, se tiene que

1

tan’(z) = —— .
arctan’(z) 522

2.31 (Funciones Arménicas) Una funcion g es armoénica en un dominio D de R? si es de
clase ¥? en D y verifica la denominada Ecuacion de Laplace:

0%g 0%
Agi=—= 4+ —= =
97 Be2 Oy?

i) Probar que si f = u + ¢v es holomorfa en un dominio D y v y v son de clase €% en D

(condicion que posteriormente veremos que es consecuencia de ser f holomorfa) entonces
u 'y v son armonicas en D.

0.

ii) Probar que si u es real y armoénica en un dominio estrellado D, existe una funcién f
holomorfa en D tal que u = Re(f). En este caso a v = Im(f) se le denomina armdnica
conjugada de u

Sugerencia: El campo vectorial (P, Q) = (94/g,, —0u/g,) es conservativo.

iii) En cada uno de los siguientes casos, se pide comprobar que la funcién real u verifica la
ecuacion de Laplace y encontrar una funcion f holomorfa en C y tal que u = Re(f).

a) u(z,y) = 2° — 3wy® + 22 — ¢, c) u(z,y) = 223 — 6xy® + 22 —y% —y

b) u(x,y) = e *(zsin(y) — ycos(y)) d) u(z,y) = 22 — y* + e Ysin(x) — e¥ cos(x).

2.32 (Transformaciones Conformes) Si v;,v; es un par ordenado de nimeros complejos no
nulos, observados como vectores de R?, se puede hablar del dngulo que forman, o1,05, que
es el que corresponde a cualquiera de los argumentos de v1/,, (nétese que v5,0; = —v1,03).

En general, si v, ¢ son curvas paramétricas simples en el plano complejo! que se cortan en
el punto zy = v(to) = ¢(so), en el que ambas son regulares (tienen tangente), el dngulo que
forman esas curvas en el punto zy, denotado ~,(z0), sera el que forman ~'(ty) y ¢’(s0) -

Si V es un abierto de Cy f: V — C es continua, se dice que f es conforme en el punto
zo € V si es R-diferenciable en zy con diferencial no nula y conserva angulos, es decir,

¥#(20) = fov.foe (f(20)) -
cualesquiera que sean las curvas parameétricas v, ¢ en V que pasan por zj.
En lo que sigue V es un abierto de C, zp € V'y f = u +iv una funcién continua en V.
i) Probar que si, ademas, f es derivable en zy y f/(20) # 0, entonces f es conforme en z.

ii) A modo de reciproco. Si f es conforme en z, y u,v son R-diferenciables en z;, entonces f
es derivable (C-diferenciable) en zp v f'(z9) #0.

1Una curva paramétrica en C no es otra cosa que curva paramétrica en R2, es decir, una funcién continua ~
definida en un intervalo de la recta, que ahora representamos ~(¢) = z(¢)+4y(t) . De acuerdo con la proposicién 1.50,
la regularidad de la curva en ~(to) equivale a que exista y sea no nulo el namero complejo ~/(to) = 2’ (to) + i y'(to).
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2.33 (Homografias) Una homografia es una funcién 7' de la forma
az+b

cztd’
siendo ad — bc # 0. Las homografias son también denominadas transformaciones de Mébius,

transformaciones bilineales o transformaciones racionales lineales. La homografia 7" dada por
(2.10) puede identificarse con la matriz

T(z) = z# %d , (2.10)

a b
M:(
T c d

siendo GL3(C) el grupo multiplicativo de las matrices invertibles de orden 2 con coeficientes
complejos. Dos matrices regulares M y N que verifican N = AM para algin A € C dan lugar
a la misma funcién T; escribamos MRN en este caso. Asi pues, se puede establecer una
biyeccién entre la familia de homografias y el espacio cociente GL2(C)/p.

) € GLy(C),

az+b

N cz+d

plano complejo ampliado C = CU {oc}, de modo que una homografia pueda considerarse
como una funcién T: C — C biyectiva.

i) Explicar de qué modo se puede prolongar 7'(z) = a una funcién definida en todo el

ii) Probar que la composicion de homografias es una homografia, y que cada homografia
es una funcién invertible en C cuya inversa es también una homografia. Determinar
las matrices que corresponden a la composicion de homografias y a la inversa de una
homografia.

iii) Comprobar que dados tres puntos distintos zq, 29, 23 € C, existe una unica homografia
T tal que T(z1) = 0, T(22) = 1, T(23) = oo. Deducir, que si wy, ws, ws son también tres
puntos distintos, existe una unica homografia tal que 7'(z1) = wy, T(22) = wa, T(23) = ws.

iv) Mostrar que toda homografia se puede expresar como composiciéon de no mas de 4 trans-
formaciones de los siguientes tipos elementales (no necesariamente en el orden que se
citan):

> traslaciones: z+— z + zg;
> multiplicaciones: z — wgz (giros y homotecias, ver observacion 1.65.iii);
> la inversion: z+ 1/,.
v) Probar que toda homografia distinta de la identidad tiene a lo sumo dos puntos fijos.
vi) Probar que toda homografia transforma rectas y circunferencias de C en rectas y circun-

ferencias, es decir, transforma circunferencias de la esfera de Riemann S en circunferen-
cias de S (ver ejercicio 1.50).

vii) La razon doble de cuatro puntos z;, 22, 23, 24 € C se define como
(21 — 22)(23 — 24)
(21 - 2’4)(2’3 - 2’2)

Probar que toda homografia conserva la razén doble, es decir, que dada una homografia
T y cuatro puntos z;, z3, 23, z4 € C se verifica

[T(21),T(22),T(23), T(24)] = [21, 22, 23, 24] -

[217227 23, Z4] —

Nota: El conjunto de las homografias, con el producto de composicion, es un grupo no abeliano
con elemento unidad (la homografia identidad 1d(z) = z) isomorfo al espacio cociente GL2(C)/p
que también tiene, obviamente, estructura de grupo, y se conoce con el nombre de grupo pro-
yectivo lineal general, denotado usualmente por PGL,(C) .

Las transformaciones de Mobius son, segun lo anterior, biyecciones conformes de CenC,
denominadas también automorfismos (ver el ejercicio 6.22), por lo que el grupo de las homo-

grafias se representa también por Aut(C) = PGLy(C) (ver, por ejemplo, [14]).

Una pequena aclaracion sobre la terminologia: en Andlisis se suele hablar del “plano” com-
plejo C ydel “plano” complejo completado C., atendiendo a la estructura euclidea o de variedad
diferenciable real, respectivamente. Pero desde el punto de vista lineal, C es la recta proyec-
tiva compleja, obtenida de la recta afin compleja anadiendo el punto del infinito, dicho esto con
la simpleza impuesta por la brevedad. Esta estructura geométrica y topoldgica no es el plano
proyectivo real (obtenido del plano afin real anadiendo la recta del infinito).
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36 Tema 2. Derivaciéon compleja. Holomorfia

La nocién de conformidad para funciones definidas entre superficies de Riemann se define
en términos de cartas, que son parametrizaciones locales de la variedad tales que los cambios
de carta son holomorfos. Una superficie de Riemann es, en particular, una variedad real dife-
renciable de clase ¢°° y dimension 2. La teoria de funciones, segun la concepcién original de
Riemann, se basa precisamente en ese principio de conservacion de angulos.

Las homografias son, también, funciones “meromorfas” en C. Precisaremos este concepto
cuando hablemos de singularidades aisladas y, concretamente, de singularidades polares. De
momento mencionaremos que el adjetivo meromorfa tiene su raiz etimoldgica en el griego cla-
sico: “ € pos (parte) + poppn (forma, apariencia)”, en contraposicion a “o\os (todo) + (Loppn”.
No obstante, esta distincion es ociosa si se trabaja en la esfera de Riemann C donde el polo
norte y el polo sur (es decir, oo y 0) juegan exactamente el mismo papel, de manera que las
funciones holomorfas f: C — C, cuando se restringen a C, son funciones meromorfas.

El calificativo “holomorfa” surge en la escuela de Cauchy (se atribuye a Briot y Bouquet,
dos de sus discipulos) y es, en la actualidad, el de uso mds frecuente; pero a lo largo de la
historia se han utilizado también como sinonimos de holomorfa, en sentido mds o menos gene-
ral, los adjetivos: “conforme”, “regular”, “uniforme”, “sinéctica”, “monédroma”, “monégena” o
“analitica”. La nocion de funcién monoégena en un punto z, se refiere a que los limites de los co-
cientes incrementales (f (2) = f (Zo)) / (z — z) Son iguales a través de todas las rectas que pasan
por zy (ver observacion 2.4.ii). En cuanto a la analiticidad, todo el tema siguiente se dedica al
estudio de esta propiedad, y en el cuarto tema, con la formula integral de Cauchy, se zanjard
la cuestion estableciendo la equivalencia entre holomorfia y analiticidad.



Tema 3

Series de potencias. Funciones analiticas

Recordemos que, si una funcion de variable real f es suficientemente derivable, es posible
aproximarla localmente mediante polinomios, los de Taylor. Esto conduce, para funciones de
clase ¥*°, a considerar el caso limite, que consiste en una serie de potencias. Este tema tiene
por objeto desarrollar esta idea desde el punto de vista inverso, es decir, el estudio de las
propiedades de las funciones definidas mediante una serie de potencias.

Veremos con posterioridad que el concepto de analiticidad, que introducimos aqui, coin-
cide con el de holomorfia, hecho que puede resultar sorprendente al observar que para este
ultimo solo se exige la existencia de la derivada de primer orden. Este aspecto es uno de los
mas relevantes en lo que se refiere a las diferencias entre las funciones derivables de variable
real y las de variable compleja.

Las series de potencias son un caso particular de series funcionales. El lector debe estar
familiarizado con las series de funciones de variable real (ver [10], por ejemplo); piénsese que
todo lo dicho en aquel caso se traslada al caso complejo substituyendo el valor absoluto real
por el modulo complejo. De hecho, a veces la terminologia es la heredada del contexto real,
por ejemplo, también en el caso complejo se habla de convergencia absoluta, que no modular.
En cualquier caso, se presenta en primer lugar la teoria general suficiente para el tratamiento
de las funciones analiticas, que es el objetivo final.

3.1. Sucesiones funcionales. Modos de convergencia

Si X es un conjunto no vacio se denota por .#(X,C) al conjunto de las funciones de
X en C. Una sucesioén de elementos de .#(X,C), se denomina genéricamente sucesion de
Junciones complejas en X . La notacion y terminologia general de sucesiones (término n-ésimo,
subsucesion, etc.) se aplica igualmente en este caso, en particular, la forma usual de denotar
una sucesion de funciones es {f,}22,. Por otra parte, construir una sucesién de funciones
en el conjunto X es dar, para cada = € X, una sucesion numérica; los conceptos relativos a
estas ultimas dan lugar a los que a continuacion se presentan.

Definicién 3.1. Se dice que una sucesion {f,}52; de funciones complejas en X es puntual-
mente acotada si la sucesiéon numeérica {f,(x)}>2,; es acotada para cada z € X.

Una sucesion {f,}>°; de funciones complejas en X es uniformemente acotada o total-
mente acotada si existe una constante M > 0 tal que

|fu(z)] <M paratodos z€ X y neN.

Definicién 3.2. Sea {f,}5°; una sucesion de funciones complejas en el conjunto X.

i) Se dice que la sucesion es puntualmente convergente si para cada x € X la sucesion
numérica {f,(z)}52,; es convergente. En este caso la funcién f definida en X por

flx) = ILm fulz), z€X,
se denomina limite puntual de la sucesion {f,}52,.

ii) Se dice que la sucesion es uniformemente convergente en X si existe una funcion f en X
verificando la siguiente propiedad:

“Para cada numero real ¢ > 0 existe un numero natural ny (Qque depende de <) tal que
para todo namero natural n > ny se tiene que

|fa(z) — f(z)| <& paracada ze X"
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Proposicion 3.3. Sea {f,}>2, una sucesion de funciones complejas en un conjunto X. Sila
sucesion {f,}52, es de funciones acotadas en X y es uniformemente convergente, entonces
el limite puntual f es una funcién acotada y la sucesion esta uniformemente acotada.

Proposicion 3.4. Sean {f,}°2, y {9,}>2, dos sucesiones de funciones en un mismo con-
junto X, que convergen uniformemente en X hacia las funciones f y g, respectivamente.

i) La sucesion {f, + ¢, }22, converge uniformemente hacia f + g en X.

ii) Si, ademas, ambas sucesiones estan uniformemente acotadas en X, entonces {f, g,}°2
converge uniformemente en X hacia fg.

Proposicion 3.5. Sea {f,}°2; una sucesion de funciones complejas que converge puntual-
mente en un conjunto X hacia la funcién f. Para cada n € N se define

Mp = Sllp{|fn(£) —fl@)] :ze X}7

con el convenio de que m,, = oo si el conjunto {|f,(z) — f(z)| : = € X} no es acotado. Son
equivalentes los siguientes asertos:

a) La sucesion {f,}52,; converge uniformemente en X hacia f.

b) Existe un ny € N tal que m,, € R para cada n > ny y la sucesion de numeros reales
{mn}52,,, converge hacia 0.

Corolario 3.6. Si {f,}>°, es una sucesion de funciones complejas que converge puntual-
mente en un conjunto X hacia la funcién f y existe una sucesion {u,}>°; de numeros
reales convergente hacia 0 y tal que |f,(z) — f(z)] < u, paratodos n € Ny z € X, entonces
la sucesion {f,}52,; converge uniformemente en X hacia f.

Definicién 3.7. Sea {f,}°°,; una sucesion de funciones complejas en el conjunto X. Se dice
que la sucesion es uniformemente de Cauchy en X si verifica la siguiente propiedad:

“Para cada numero real £ > 0 existe un namero natural ny (que depende de ¢) tal que para
cada par de numeros naturales n,m > ng se tiene que

|fn(x) = fm(x)| <& paracadazec X"

Proposicion 3.8 (Criterio de convergencia uniforme, de Cauchy). Una sucesion de fun-
ciones complejas en el conjunto X es uniformemente convergente en X si, y sélo si, es
uniformemente de Cauchy en X.

Teorema 3.9 (Continuidad del limite puntual uniforme). Sean X C Cy {f,}>2; una suce-
sion de funciones que converge uniformemente en X hacia la funcion f. Si z; € X es tal que
fn es continua en z; para cada n € N, entonces f es continua en zy. En consecuencia, si f,
es continua en X para cada n € N, la funcién limite f es continua en X.

3.1.1. Series de funciones

En cuanto a las series de funciones, comencemos recordando que una serie numérica no
es otra cosa que una sucesion, la de sumas parciales, construida a partir de otra sucesion,
la de los términos de la serie. Explicitamente:

Dada una sucesion {f,}>°; de funciones complejas en un conjunto no vacio X, se deno-
mina serie de término general f, a la sucesién {5, }>2; definida por

Sn:f1+f2++fn:Zf], n:l’Q,“_
j=1

Sy, recibe el nombre de suma parcial n-ésima 'y f, se denomina término n-ésimo de la serie.

&)
Es usual representar una serie de término general f,, de forma abreviada por > f,.

n=1
En consecuencia todo lo que se ha expuesto antes tiene su correspondiente traduccion al
caso de sumas parciales de sucesiones de funciones. Las nociones de acotaciéon y convergen-
cia, tanto puntual como uniforme, para una serie de funciones son obvias: las que se refieren
a la sucesion funcional de las sumas parciales. En particular:
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&)
Una serie de funciones ) f, en un conjunto X es puntualmente convergente si la suce-

n=1
sion {5,}>2, de sumas parciales de la misma es puntualmente convergente en X. En este

caso la funcion f definida en X por f(z)= lim S,(z) se denomina funcién suma de la serie
n— oo

o0
y se suele denotar también, en un abuso de notacién, por f = > f,, esto es,
n=1

Ademas de lo dicho en general para sucesiones funcionales, aparecen ahora nuevas no-
ciones de convergencia, relacionadas con la convergencia absoluta de series numeéricas.

Definicién 3.10. Sea ) f, una serie de funciones complejas en un conjunto X.

n=1

i) Si la serie Z |f»| es puntualmente convergente en X se dice que la serie Z fn es abso-

lutamente convergente (de forma puntual) en X. Obviamente, toda serie absolutamente
convergente es puntualmente convergente.

(oo}
ii) Se dice que la serie > f, converge normalmente en X si existe una serie convergente de
n=1

o]
numeros reales no negativos > m, tal que para todo n € N se tiene que
n=1

|fo(2)] <m, paracadaz € X.

Observacion 3.11. La convergencia normal o en norma se denomina asi por lo siguiente: si
en el espacio vectorial #(X,C) de las funciones complejas y acotadas en X se considera

[fllee = sup {|f(2)] : = € X},

entonces || - ||« es realmente una norma en #(X,C). El modo de convergencia normal es mas
fuerte que los otros mencionados, explicitamente:

Proposicion 3.12 (Criterio de Weierstrass). Sea >  f, una serie de funciones complejas en
n=1
el conjunto X. Si la serie converge normalmente en X, entonces converge absolutamente y

uniformemente en X.

Observacion 3.13. En ocasiones conviene tratar las nociones de convergencia de una su-
cesion o serie de funciones complejas atendiendo por separado a sus partes reales e imagi-
narias. Esto no supone ningin cambio desde el punto de vista conceptual; a partir de las
desigualdades

max {|ul, [v|} < |f] < |u] + [v] (f =u+iv)

o0

resulta inmediato comprobar que una serie ) f, de funciones complejas en un conjunto X
n=1

verifica una de las siguientes propiedades:

a) Es puntualmente acotada en X;

b) Esta uniformemente acotada en X;
c) Es puntualmente convergente en X;
d) Es absolutamente convergente en X;
e) Converge uniformemente en X;

J) Converge normalmente en X;

si, y solo si, las dos series de funciones reales > Re(f,) y > Im(f,) verifican la correspon-
n=1 n=1

diente propiedad.
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3.2. Series de potencias

Dirigimos ahora la atencion al caso particular en que X C C y los términos de la serie
sean monomios del tipo f,(z) = a,(z — 20)", z € C. Para incluir a las funciones constantes
(polinomios de grado 0), en este contexto, se sigue el convenio de notacion (z — )" = 1
para cada z € C, incluido z = zp, lo que permite dar una expresiéon compacta de la suma.
Concretamente:

Definicién 3.14. Sea z; un numero complejo. Siag € Cy {a,}52, €s una sucesién de ntimeros
complejos, la serie funcional

a0+Zan(z—zo)":Zan(z—zo)"

n=1 n=0

se denomina serie de potencias centrada en el punto zy.

Observaciéon 3.15. Para cada n € NU {0}, el polinomio f,(z) = a, (# — z9)" define una funcién
holomorfa (indefinidamente derivable, de hecho) en C. Se suscitan entonces de forma natural
las siguientes cuestiones:

1. El estudio de la convergencia de este tipo de series funcionales.
2. Determinar las propiedades que hereda la funciéon suma de los términos de la serie.
En esta seccion y en la siguiente se dara respuesta a estas dos preguntas.
Las distintas nociones de convergencia se concretan al caso de series de potencias, pero
con nuevos matices mas interesantes. En particular, en lo que se refiere a la convergencia

absoluta y a la convergencia normal, nétese que si |a, (21 — 20)"| < m,, para algun z; € C con
z1 # 29, entonces, poniendo r = |z; — z9| > 0, se tiene que para todo z € B(z, ),

lan (2 = 20)"| < lan (21 = 20)"] < M.

Proposicion 3.16 (Lema de Abel). Se considera la serie de potencias Y a, (z — z9)". Si R
n=0

es un numero real estrictamente positivo tal que la sucesion de numeros reales positivos
{lan| R"}32, es acotada, entonces la serie de potencias es absolutamente convergente en
B(z9, R). Es mas, la serie converge normalmente en los discos de la forma B(zg,r) para todo r
con0<r<R.

o0

Corolario 3.17. Si la serie de potencias Y a, (z — 29)" converge en el punto z; € C, z; # 2,
n=0

entonces converge absolutamente en B(zg, |21 — z0|), y converge normalmente en los discos

compactos B(zg,7), con 0 < r < |21 — 2g|.
Los resultados precedentes muestran que el conjunto de puntos donde una serie de po-

tencias converge puede ser:

1. Sélo el punto z; en el que esta centrada.

2. Un disco abierto centrado en el punto 2, junto con algunos puntos de su frontera.

3. Todo el plano.
Esto da sentido a la siguiente definicion.
Definicion 3.18. Dada la serie de potencias § an (z—2z0)™, se define su radio de convergencia,
que denotaremos por p, como: "

i) Si la serie converge unicamente en el punto z;, entonces p = 0.

ii) Si la serie converge en cada punto de C, se dice que p = occ.

iii) En otro caso, su radio de convergencia se define como el superior del conjunto de los

[ee]
numeros reales positivos r tales que la serie numérica > |a,|r™ es convergente.

n=0
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Proposicion 3.19. El numero real p > 0 es el radio de convergencia de la serie de potencias
o0
> an (z — zp)™ si, y sélo si, la serie converge en todo punto z con |z — zy| < p y no converge en

n=0

cada punto z con |z — 29| > p.

Definiciéon 3.20. Dada la serie de potencias ) a, (z — zp)" con radio de convergencia p > 0,
n=0

el disco abierto B(zp,p) se denomina abierto de convergencia de la serie (en el caso de que

p = oo se entiende que dicho disco coincide con C). El conjunto de los puntos z € C donde la

serie converge se denomina campo de convergencia de la serie.

Observaciones 3.21.

i) El campo de convergencia de una serie de potencias contiene al abierto de convergenciay,
si su radio de convergencia p es finito, esta contenido a su vez en el disco cerrado B(zo, p).
Puede ser que la serie converja en todos los puntos de la circunferencia {|z — z9| = p}; en
ninguno; etc. El ejercicio 3.18 ilustra las distintas situaciones que se pueden presentar.

ii) El radio de convergencia de una serie de potencias depende unicamente de sus coeficien-
o0 o0
tes a,, n=0,1,2,..., es decir, las series > a,(z—20)" ¥y >_ a, 2" tienen el mismo radio

n=0 n=0
de convergencia; el campo de convergencia de la primera es el trasladado por z, del de la
segunda.
Proposicion 3.22 (Férmula de D’Alembert-Cauchy). Se supone que existe, finito o infinito,

el siguiente limite
lim n\/|an| =\
n— oo

o0
Entonces, si p es el radio de convergencia de la serie > a, (z — 29)", se tiene que

n=0
oo si A=0;

p= ()1 si A= o0; (3.1)
X si 0 <A <oo.

(esta es la denominada Férmula de la raiz o de Cauchy).

En particular, si todos los coeficientes de la serie son no nulos, al menos a partir de un

término en adelante, y existe

. a
lim L ,
n—=0 |api1]

este limite coincide con p (Férmula del cociente o de D’Alembert).

Los limites contemplados anteriormente no tienen por qué existir; no obstante, es posible
dar una version mas fuerte del resultado anterior, para lo cual es necesario el concepto que
se define a continuacion.

Definicién 3.23. Sea {z,}72, una sucesion de numeros reales. Se dice que un nimero real
a es un valor de adherencia de la sucesion si existe una subsucesion {z,, }?° ; de la dada que
converge hacia a.

Dada una sucesion {z,}>2,; de numeros reales positivos se define su limite superior, de-
notado por

limsup x, o) lim =z, ,
n—00 n—oo
como sigue

1. limsup z,, = co si la sucesion no esta acotada superiormente.

n—oo

2. limsup z,, es el superior de sus valores de adherencia si la sucesion esta acotada.

n—oo
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42 Tema 3. Series de potencias. Funciones analiticas

Proposicion 3.24. Sea {z,}22; una sucesion acotada de numeros reales. Para cada n € N se
considera X, = sup{z,, : m > n}. Entonces, la sucesion {X,}>°, es mondtona decreciente y
converge hacia limsup z,, en particular, se verifica que

n—oo

limsup z,, = inf { sup{@,, : m > n} :n € N}.

n—oo

Observacion 3.25. Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, tiene un tunico valor de
adherencia, que es precisamente su limite y su limite superior (y su limite inferior, definido
de forma analoga: liminf x,, = sup { inf{z,, : m > n}:n € N}).

n— o0

Proposicion 3.26 (Féormula de Cauchy-Hadamard). El radio de convergencia p de la serie

de potencias > a, (2 — 29)" viene dado segun la féormula (3.1), siendo
n=0

A = limsup n\/ |an| . (3.2)

n— oo

Observaciones 3.27.

i) A diferencia del limite ordinario, el limite superior de una sucesiéon de numeros reales
positivos esta definido siempre, por lo que la férmula anterior es aplicable a toda serie de
potencias. No obstante, en algunas situaciones que se presentan con frecuencia, resulta
que una subsucesion de la de coeficientes es nula (términos pares, o impares, etc.), y
la subsucesion de los términos no nulos es tal que se le pueden aplicar las técnicas de
cocientes o raices. Incluso en algunas situaciones en las que no es aplicable el criterio de
d’Alembert resulta sencillo recurrir a la definicion 3.18, simplemente analizando la con-
vergencia absoluta de las series numéricas correspondientes a cada punto z. El ejercicio
3.16.viii ilustra muy bien estos comentarios.

ii) Con los conceptos de limite inferior y superior, se pueden dar versiones mejoradas de los
criterios que aparecieron en las observaciones 1.33.i:

1. Criterio de D’Alembert o del cociente: Sea ) a, una serie de nameros comple-

n=1
. :1s an+1 . .
jos no nulos. Si limsup [@n 1] < 1, entonces la serie converge absolutamente, y si
n—00 ‘an‘
. An+1 .
lim inf [@n 1] > 1, la serie no converge.
n—co |ay|

o0
2. Criterio de la raiz: Sea ) a, una serie de nimeros complejos. Si existe

n=1
lim sup +/ lan| = A,

n—o0

entonces la serie converge absolutamente si A < 1, y no converge si A > 1.

3.3. Funciones definidas por series de potencias

En lo que sigue consideraremos series de potencias con radio de convergencia no nulo.
La convergencia normal, y por tanto uniforme, de este tipo de series en los subconjuntos
compactos del abierto de convergencia permite concluir interesantes resultados sobre las
propiedades de la funcién suma.

o0
Teorema 3.28. Sea p > 0 el radio de convergencia de la serie de potencias » a, (z — z0)".
n=0
Si para cada z € B(zo, p) se denota por f(z) a la suma de la serie numérica correspondiente,
resulta que f es continua en B(zo, p).

Este resultado es valido también para p = oo, en cuyo caso f es continua en todo C.

De la continuidad de la funcién suma se sigue la siguiente propiedad.
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Teorema 3.29. Sea Z an (z — zp)" una serie de potencias con radio de convergencia p > 0, y

tal que alguno de sus coeﬁ01entes a, €s no nulo. Se denota por f a la funcién suma de la serie.
Existe entonces un nimero real §, con 0 < § < p, tal que f(z) # 0 para cada z € B(zg,9) \ {z0}-

Dicho de otra forma: si una serie de potencias tiene suma nula en un entorno del punto
en el que esta centrada, entonces es la serie idénticamente nula.

Corolario 3.30 (Principio de identidad). Si las series > a,(z — 20)" ¥y Z by (z — z0)"™
n=0
tienen radios de convergencia no nulos p; y p2, respectivamente, y existe un numero real J,

con 0 < ¢ < min{py,p2}, de manera que las sumas de ambas series coinciden para cada
z € B(zp,9), entonces las series son iguales, es decir,

an, =b, paracadan=0,1,2,

Para abordar el problema de la derivabilidad de una serie de potencias se hace uso del
siguiente lema, que es consecuencia de la férmula de Cauchy-Hadamard.

Lema 3.31. Sea p el radio de convergencia de la serie ) a, (z — z9)". La serie derivada
n=0

o0

Z nay (z—2)" "t = Z(n +1)ans1 (2 —20)"

n=1 n=0
tiene también radio de convergencia p.

&)
Teorema 3.32. Sea f la funcién suma de la serie Y. a, (2 — 2z9)", definida en el abierto de

n=0
convergencia B(zo, p). Entonces f es holomorfa en este disco y
fl(z) = Z(n + 1) ant1 (z — 20)" para cada z € B(zg,p).
n=0

Corolario 3.33. Si f(z) es la suma de la serie Z an (z — z0)™ en el abierto de convergencia

B(zp, p), entonces f admite derivadas de Cualquler orden en B(zp, p). Ademas, para cadam € N
se tiene que

Fm(z) = Z(n+m)(n+m— --(n+1)antm (2 —20)" = 27( o ) Aptm (2 — 20)
n=0 n=0 '
para todo z € B(zy, p). En particular,
(m)
f(m)(zo) =mla,, o = fT('ZO) para cada m > 0.

Teorema 3.34. Sea f la funcién suma de la serie de potencias Y a, (z — z9)", definida en el
n=0

abierto de convergencia B(zg, p). Si C € C, la funcién F, suma de la serie de potencias

>
W =0k
=1

es una primitiva de f en B(zg, p), es decir, F'(z) = f(z) para cada z € B(z, p).

o) o0
Definicién 3.35. Dadas las series de potencias ) a, (z — 20)" y >_ b, (2 — 20)", se define la
n=0 n=0
serie suma de ambas por
[e )

Z(an + bn) (Z - ZO)TL )

n=0
y la serie producto de Cauchy como

o0 n
ch(z—zo)”, siendo cn:Zakbn_k, n>0.
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44 Tema 3. Series de potencias. Funciones analiticas

No existe un criterio general que permita determinar el radio de convergencia de una suma
o un producto de series, sin embargo es posible dar una estimacion del mismo.

Teorema 3.36. Se supone que las series > a,(z — 20)" y . by (2 — 29)" tienen radios de
n=0 n=0

convergencia p; y p2, respectivamente. Entonces las series suma y producto de Cauchy de las
anteriores tienen radios de convergencia mayores o iguales que py = min{p1, p2}.

Definiciéon 3.37. Sean A un subconjunto abierto de C y f una funcién compleja definida
en A. Se dice que f es analitica en un punto zy € A si existen un numero 6 > 0 tal que

B(zp,6) C A, y una serie de potencias ) a, (z — z9)" convergente en B(z, ), tales que
n=0

flz) = Z an (2 — 29)" para cada z € B(z,0).
n=0

Se dice que f es analitica en A si es analitica en cada punto de A. Las funciones analiticas en
todo el plano complejo se denominan funciones enteras.

Observaciones 3.38.

i) El concepto de analiticidad, de indole marcadamente algebraica, es el punto de partida
de la teoria de funciones de Weierstrass que, inspirado por Lagrange, conserva para el
Analisis Complejo la terminologia usada por €l (cf. J.L. Lagrange: Théorie des Fonctions
Analytiques, 1797). Para Lagrange las funciones analiticas eran, simplemente, aquéllas
que trataba el Analisis, pues pensaba que todas las aplicaciones del Calculo se obtenian
de las propiedades que se pueden deducir de las series de Taylor. El caracter analitico
impone, aparentemente, condiciones mucho mas fuertes que, o sin relacion con, la deri-
vabilidad de Cauchy, de corte infinitesimal, o la visién geométrica de las transformaciones
conformes de Riemann; pero s6lo aparentemente.

ii) En las condiciones de la definicion anterior es habitual obviar el dominio de definicion
de la funcién f; lo que en realidad es relevante es el radio de convergencia de la serie
que la representa en un entorno del punto z;. Asi, en lo sucesivo, al referirnos a una tal
funcion, diremos simplemente que f es analitica en el punto z.

iii) El teorema 3.36 muestra que la suma y el producto de funciones analiticas en un punto
zo son también funciones analiticas en dicho punto.

iv) En virtud del corolario 3.33, si f es analitica en el punto z;, entonces es holomorfa en z,
e incluso indefinidamente derivable en un entorno B(zy, ¢) de dicho punto. Mas aun, f es
la suma de su serie de Taylor en zy:

> f(n)
fl)=>" fT('ZO) (z—20)"  |z—z2|<d.
n=0 :

v) Si f es analitica en z,, puesto que [ es indefinidamente derivable en un disco B(z,d), es
posible considerar la serie de Taylor de f centrada en cualquier otro punto z; de dicho
abierto; esto suscita de forma natural la pregunta de si esta serie representa también a f
en un entorno de z;. La respuesta es afirmativa y es el contenido del siguiente resultado.

Teorema 3.39. Se supone que la funcion f es analitica en el punto zg, esto es, f se representa

o0
en un entorno B(zp,) mediante la suma de la serie _ a, (z — z9)". Entonces [ es analitica
n=0

en cada punto z; € B(zp,9).

Observacién 3.40. Concretando un poco mas el teorema anterior, si e = § — |21 — 2|, f se
representa en el disco B(z;,¢) (que esta contenido en B(zp, §)) mediante la serie que se obtiene
al reordenar en potencias crecientes de (z — z1) la serie

Zan (z—2z)" = Zan (z—z1+21—20)" = Zanz (Z) (21 — 20)" % (2 — zl)k.
n=0

n=0 n=0 k=0
La dificultad de la prueba estriba en garantizar la convergencia de esta reordenacion formal.
No obstante, la integral compleja, tratada en el siguiente tema, nos proporcionara herramien-
tas muy potentes a partir de las cuales se obtienen estos resultados de manera sencilla.
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En lo que respecta a la division de series de potencias, es decir, de funciones analiticas,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.41. Sean [y g dos funciones analiticas en el punto zy. Si g(z9) # 0, entonces la
funcién [/, es analitica en z.

Observaciones 3.42.
an (2—20)" y g(z) = Z bn (2—20)" en

un entorno de zj, para calcular los coeficientes de la serie Z en (2 — 2p)™ que representa

118

i) En las condiciones del teorema anterior, si f(z) =

n=0

alf /g se puede proceder efectuando la division formal de las dos series anteriores en
potenc1as crecientes de (z — zp), lo cual es posible ya que by = ¢g(z0) # 0 (en particular,
co = Go/p, ). Sin embargo, es mas comodo proceder mediante el método de los coeficientes
indeterminados: teniendo en cuenta que se debe verificar que

zanz_zo (Zb (=~ 20) )(chz—zo ).

se identifican los coeﬁ01entes a, con los correspondientes al producto de Cauchy de las
otras dos series. Esto da lugar a un sistema (infinito) de ecuaciones lineales

ap = bo co
ap =bgcr +bico

a2:6002+b101+b200

an =bocp +brcp_1+...+byco

cuyas incoégnitas ¢,, n =0,1,2, ..., se despejan recurrentemente.

ii) Obviamente, todo lo anterior carece de sentido si g(zp) = 0. Ahora bien, la consideracion
de cocientes de funciones analiticas en un punto z; y que puedan, eventualmente, anu-
larse en €l constituye un problema muy interesante que tratamos mas adelante, al hablar
de singularidades aisladas.

Por ultimo, para la composicién de funciones analiticas se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.43 (de sustitucion de series). Sean g una funcion analitica en el punto zy, y f
una funcién analitica en el punto wy = g(zp). Entonces la funcién fog (que esta bien definida
en un entorno de zy por ser g continua) es analitica en z;.

Observacion 3.44. Sin entrar en detalles, supuesto que f y g se representen por
’LU) = Z 2% (w - wO)n ; g(Z) = Z bn (Z - ZO)n ) (nétese que bO = wO) )

entonces la serie que representa a fog en z se obtiene al desarrollar formalmente la expresion

£(9(2)) = ao +§j1an (mii:lbm - zo)m)n,

donde la potencia n-ésima que acompana a a,, se entiende como el correspondiente producto
de Cauchy. El estudio de la convergencia de la serie asi obtenida es un problema no de-
masiado complicado desde un punto de vista conceptual, pero si muy laborioso. Ahora bien,
senalaremos que cuando la funciéon g es un polinomio los productos de Cauchy contemplados
se reducen a productos de polinomios; por ejemplo, si

= Zan (w — wp)" y g(2) = wo +b(z — 2)?,

entonces

f( (2) —ao—i—Zan z—zo Zan z—zo2 .
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Como hemos anunciado en la introduccioén, en el préximo capitulo se obtendra que toda
funcion holomorfa en un abierto es analitica en dicho abierto. La constataciéon de este asom-
broso hecho requiere de otra propiedad no menos espectacular, la féormula integral de Cauchy.

Lo anterior se aplica, en particular, a las funciones exponencial, trigonométricas e hiper-
bolicas de variable compleja, que hemos introducido en el tema anterior mediante las ho-
monimas de variable real. Ahora bien, estas funciones se pueden definir directamente como
sumas de series de potencias y obtener de sus series de Taylor todas las propiedades de pe-
riodicidad, ceros, etc. Véase, por ejemplo, el prologo del texto de W. Rudin [29]. No obstante,
la analiticidad de otras muchas funciones elementales se deduce de la propia definicion y los
teoremas expuestos en este tema; algunos ejercicios estan orientados en este sentido (sumas
aritmético-geométricas, fracciones racionales, etc.).

En la tabla A.8 se presentan desarrollos en serie de potencias de algunas funciones. Todos
los desarrollos se refieren al punto z; = 0. En cada caso se relaciona el abierto de convergencia
de la correspondiente serie de potencias, donde dicha serie representa a la funcion.

Ejercicios

3.1 Demostrar que la serie funcional

|
— nt z+n

converge uniformemente en los compactos de U = C\ {0, —-1,-2,...}.

3.2 Probar que la serie funcional

>t
2 2
nzon + z

converge uniformemente en cualquier disco cerrado contenido en A =C\ {ni:n € Z}.

3.3 Sea {a,}52, una sucesion de niumeros complejos no nulos y de médulo menor que 1, tal
o0

que > (1 —|a,|) < co. Demostrar que la serie

n=1
-
Ay Apz — 1

n=

converge uniformemente en cada bola cerrada B(0,7) con 0 < r < 1.

3.4 Probar que la serie
Z e "sin(nz)
n=1

converge en A = {z € C: —1 < Im(z) < 1}. Estudiar si esta convergencia es uniforme en A.

3.5 Demostrar que la serie

(oo} Zn

converge uniformemente en los subconjuntos compactos de {z € C: |z| # 1}.
3.6 Estudiar la convergencia de la serie de funciones

> (eos () 1)

3.7 Probar que:

x 1
i) Y. — converge uniformemente en los compactos de {z € C: |z| > 1}.
Zn

n=1
< 1
if) 21 o converge uniformemente en los compactos de C\ {0}.
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3.8 Se considera la rama principal del logaritmo (entonces r* = ¢*!*(") para r € R, r > 0).

i) Sea A= {z € C:Re(z) > 1}. Probar que la serie funcional

o0

1
n?
n=1

converge uniformemente en los compactos de A, pero no converge uniformemente en A.

ii) Probar para Re(z) > 1 las siguientes igualdades

oo

L S RS N o~ (DM 1-2) L
;_:0(271_5_1)2_(1 ZZ)nz:nz’ Z n? -2 zz:n

Nota: A pesar de que la serie no converge para Re(z) < 1, la funcién suma de la serie > n=* se
n=1

prolonga a una _funcién holomorfa en todo el plano complejo, excepto en zy = 1, la denominada

funcion ¢ de Riemann'!. Es usual hoy en dia mantener la notacion original de Riemann s = o+it

para nL’Lmeros complejos s con o = Re(s), t = Im(s), asi que es frecuente encontrar la expresién
¢(s) = Z 1/ps, Re(s) > 1 (verlailustracion de la portada). En realidad, esta serie fue estudiada

con anterlorldad para valores reales de s, por Euler, que intuyé ya su conexién con los niimeros
primos. La hipétesis de Riemann, una conjetura sobre los ceros de la funcion ¢, es uno de los
grandes problemas matemadaticos abiertos, de gran trascendencia en la Teoria de Numeros.

3.9 Probar que la serie funcional

zz: 1—2m)( 1—z"+1)

converge uniformemente en los compactos de B(0, 1) hacia una funcién holomorfa que se ha
de calcular. Estudiar la misma cuestion respecto a los compactos de {z € C: |z| > 1}.

3.10 Sean X un conjunto no vacio, {f,}22; v {9,}52, sendas sucesiones de funciones com-

plejas definidas en X. Para cada n > 0y para cada = € X se denota S,(z) = Y fi(z).
=1

i) Se supone que la sucesion {5, }°° ; es uniformemente acotada en X. A partir de la formula

de sumacion por partes de Abel (1.2) probar que la serie funcional 3 f,(x) g,(z) converge
n=1

uniformemente en X si, ademas, se verifica cualquiera de las condiciones siguientes:

(o)
1) La serie Y |gn(z) — gny1(x)| converge uniformemente en X, y la sucesion {g,}5,
n=1
converge hacia 0 uniformemente en X (criterio de Dedekind).

2) La sucesion {g,}22, es de funciones reales, monéotona decreciente y uniformemente
convergente hac1a 0 en X (criterio de Dirichlet).

[ee]
3) La serie > f, converge uniformemente en X y {g,,}>°, es de funciones reales, mon6-
n=1

tona decreciente, uniformemente acotada y uniformemente convergente en X (crite-
rio de Abel, version débil).

(o]
ii) Si > f, converge uniformemente en X y {g,}52, es de funciones reales, monétona

n=1

o0
y uniformemente acotada en X, entonces > f.(z)g.(z) converge uniformemente en X
n=1
(criterio de Abel).
Sugerencia: Sumese de nuevo por partes, pero ahora pongase f, = Rn—1 — Ry, siendo {R,}.2; la
sucesion de los restos de la serie > >° | fn.

Ha letra griega ¢, cuya mayuscula es Z, se debe leer algo asi como “dseta”; el sonido zeta en espariol se corres-
ponde mas con la 6, © griega
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3.11 Sea {b,}52, una sucesion decreciente de numeros reales con lim b, = 0. Probar que:
n—oo

i) Si0<¢d <2, laserie > b,z" converge uniformemente en {z € C:|z| <1,|z —1| > §}.

n=0

ii) Si 0 < a < m, las series
Z by, cos(nt) y Z by, sin(nt)
n=0 n=1
convergen uniformemente en el intervalo [a, 27 — af.

3.12 (Series de Dirichlet) Dada una sucesiéon de ntimeros complejos {a,}°2, la serie

oo

n=1

n=1
se denomina serie de Dirichlet asociada a la sucesion.
i) Sea w € C con Re(w) > 0. Probar que la serie

3 RSN
—lnv  (n+1)*
es convergente y deducir del criterio de Dedekind que si la serie (3.3) converge en un

punto z, € C, también converge para todo z € C con Re(z) > Re(zo).

Se define la abscisa de convergencia A de la serie (3.3) como el infimo del conjunto de los
niimeros reales o tal que la serie converge en algtin punto z con Re(z) = o. Por supuesto, A = co
si la serie no converge en ningun punto y A = —oo si converge en todo punto.

ii) Supongamos que la serie (3.3) tiene abscisa de convergencia A < oo. Comprobar que la
serie converge uniformemente en los compactos del semiplano {z € C: Re(z) > A}.

3.13 Sea {a,}>2; una sucesion de numeros complejos. Se considera la serie funcional

o0

> fn(z) definida en el abierto U = {z € C: |z| # 1} por
n=1
anpz"
= — =1,2,...
fn(z) 172:” ) n ) )

o0 o0
i) Demostrar que si la serie numeérica 3 a, converge, la serie funcional }_ f,(z) converge
n=1 n=1

uniformemente en los compactos de U.
o0
ii) Supongamos que la serie de potencias > a,2" tiene radio de convergencia 0 < p < 1.
n=1

Probar que ) f,(z) converge uniformemente en los compactos de B(0, p).
n=1

o0 o0

iii) Probar que, si la serie numérica » a, no converge, entonces la serie ) f,(z) no con-
n=1 n=1

verge para ningun z € C con |z| > p.

(o)
3.14 Demostrar que si la serie de potencias ) a,2" tiene radio de convergencia no nulo,
n=0

oo
P
n!

n=0

entonces la serie

converge para cada z € C.

3.15 Sea {a,}52, una sucesion de numeros complejos verificando
T _
G/O—l, (n+1)'+n'+ +an_07 n21
Demostrar que |a,| < 1 paran =1,2,... y concluir que el radio de convergencia de la serie de
[ee]
potencias Y a,z"™ es mayor o igual que 1.

n=0
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3.16 Determinar el abierto de convergencia de las siguientes series de potencias:

DI 0SS Ly Sy
D2 3T 3) i) 3 o1 -2
NS " Sl R R
1) ;”! (z+3) viii) ;TTHZ Xiv) ;T
1ii) 7;071274'1 (Z -1 Jrl) ix) n; E<§) XV) n; prs z
) S (o2 S Sy,
iv) Z 3n (Z - 27’) X) Zq zZ, Q| <1 xvi) Z (1 + 7) P
n=1 n n—0 —_ n
0o 1 " ) 00 a” + b N . 0o Sll’lh(n) .
v) Z ndn (z—1) xi) Z " a,be C.  xvii) Z cosh(n) 2
n=1 n=1 n=0
e on 0o o .
v Do (5T xii) Yy onl(z =) xviil) 3 (cos(1/p))" ="
n=1 n=0 —

3.17 Sean o, € C. Determinar el radio de convergencia y la funcion suma de la serie de

o0
potencias Y a,z", cuyos coeficientes estan dados por
n=0

_ 2n+1 __ 22n
A2p41 = O , az, =B, n=>0.

3.18 Determinar el radio de convergencia p de la serie

o0 n

Z;—a, a€eR,

n=1

y estudiar su convergencia en la circunferencia C' = {z € C : |z| = p}.

o0
3.19 Sea ) a,2" una serie de potencias. Se supone que existen p € N y nimeros complejos

b1, B2, ... ,/37; 0e modo que
an+ Bran—1+Pean—o+...+ Bpa,—p, =0 paracadan>p. (3.4)
i) Demostrar que esta serie tiene radio de convergencia no nulo.
i) Demostrar que en el abierto de convergencia de la serie su suma S(z) verifica que
(1+Brz+Bez*+...+B,2P)S(2) = P(2),
siendo P un polinomio de grado menor o igual que p — 1.

iii) Reciprocamente, si S = P/ es una fraccion racional con el grado de P menor que el de
Q y tal que Q(0) # 0, probar que los coeficientes del desarrollo en serie de potencias de S
en 2o = 0 satisfacen una ecuacion en diferencias del tipo (3.4).

o0
iv) Apliquese lo anterior para sumar la serie de potencias »_ «a,2" cuyos coeficientes son los
n=0

de la sucesién de Fibonacci:

a0:a1:1; Ap = Ap—1 + Gp—2, n>2.

3.20 Supongamos que [ es la suma de la serie de potencias ) a,2" en el disco B(0,1).
n=0

i) ¢Pueden verificarse las desigualdades
£ (0)] > n!2", para infinitos indices n?

ii) Supongamos que existe una constante M > 0 de modo que |f(™(0)] < M™, n = 0,1,...
Probar que existe una funcion entera F' que prolonga a f.
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3.21 En los siguientes supuestos ) a,z" denotarda una serie de potencias convergente en
n=0
todo Cy f(z) su funcién suma.

i) Probar que si f es par (i.e., f(—z) = f(z) para cada z), entonces as,+1 = 0 para todo
n =0,1,... Analogamente, si f es impar, entonces as, =0 para cadan =0,1,...
ii) Se supone ahora que f es homogénea de grado k € N, es decir,
f(Az)=Xtf(z) paratodos ) zeC.
Probar que f es un monomio de grado k: f(z) = az"*.

iii) Si f no es constante y existe w # 1 tal que
fwz)=f(z) paracada z€C,

probar que existe un m € N para el cual w™ = 1. Ademas, si m es el mas pequeno de esos
naturales, existe una funcion entera g tal que

f(z) =g(2"™) paracada z e C.

3.22
i) Calcular la derivada cuadragésimotercera de la funcion f(z) = 2% ¢* en el punto zy = 0.
ii) Calcular la derivada trigésima de la funcion f(z) = (27 — 32°%)log(1 — 2) en zy = 0.

(z —i)t4

iii) Calcular la derivada vigésimoséptima de la funcion f(z) = 5 en el punto zy = i.
z

3.23 Sea f la suma de la serie de potencias f(z) = Y. a,z" que se supone con radio de
=0

convergencia p > 0. Supongamos ademas que f'(0) = a; # 0. Sin hacer uso del teorema de la
funcioén inversa, probar que existe r € (0, p] tal que f es inyectiva en la bola abierta B(0, ).

3.24 Demostrar que la serie de potencias

tiene radio de convergencia p = co y que su funciéon suma f satisface la ecuacion diferencial

2f"(2)+ f(2) +2f(2)=0  paratodo z € C.

3.25 (Sumas geométricas) Para » # 1 pongamos
1
T1-2
i) Deducir del desarrollo de Taylor de g en 2y = 0 los desarrollos de ¢, ¢”, ...y de la primitiva
de g que se anula en z, = 0.

9(2)

ii) Calcular la serie de potencias centrada en el punto z; = 0 que representa a la funcién

z

f(Z):m-

iii) Calcular el abierto de convergencia y la suma en €l de la serie de potencias

> (3n*+4in+5)2".

n=0

iv) Calcular el abierto de convergencia y la funciéon suma de la serie de potencias

oo

1 n
Zn(n+1)z '

n=1
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v) Sean wy un punto de C y £ un numero natural. Comprobar que la funcion f definida en

en el abierto U = C\ {wg} por

1
(2 — wo)k

flz) =

es analitica y determinar el desarrollo de Taylor de f en cada punto z, € U.
vi) Calcular el desarrollo de Taylor de la funcion
A +22 41
SR
en el punto z; = ¢, indicando su abierto de convergencia.

3.26 Supongamos que la funcién f es analitica en zy € C y consideremos ¢(z) = f(z) (ver
ejercicio 2.9). Estudiar la relacion que existe entre las series de potencias que representan a
f(z)en zyy a g(z) en z.

En particular, si zyp € Ry f forma valores reales en un intervalo (zp — d, 2o + ) C R, ¢qué se
puede decir de los coeficientes de estas series?

3.27 Desarrollar en serie de potencias en un entorno de z, = 0 las siguientes funciones:
L 2z e log(1 — 2) iv) sin’(z)
i . .
e ) 37 i) ——

3.28 Determinar el desarrollo de Taylor de la funcion f en el punto 2, que se indica en cada
uno de los siguientes casos:

i) f(z)=¢€*; z9=1. iii) f(2) = cos*(2); 29 =0.

i f() = ot

—_—; =1.
(22 -3iz—2)? o

iv) f(z) = 23sin(2); 2o = 7.

3.29 Consideremos la rama principal del logaritmo. Si |z| < 1/5, probar que
3l
2 )

|2
5 < |log(1+2)| <

o0
y deducir que, dada una sucesién de numeros complejos {z,}5°,, la serie numeérica > |z,|
n=0

&)
converge si, y solo si, Y |log(1 + z,)| converge.

n=0

3.30 Supongamos que la serie de potencias ) a, 2" tiene radio de convergencia p > 0y
n=0

denotemos por f(z) a su suma en el disco B(0,p). Se considera también un polinomio P de
grado k con coeficientes complejos:

P)=ca* +o 12"+t arto.

i) Probar que la serie de potencias
Z P(n)ay 2"
n=0

tiene también radio de convergencia igual a p. Denotemos por g a su funcién suma.
ii) Para cada entero no negativo m sea y,, la funcion definida en B(0, p) por
pm(2) = 2" (2).
Comprobar que g es combinacion lineal de las k + 1 funciones ¢,, con 0 < m < k.
iii) Se definen las funciones v,,, m =0, 1,2, ... mediante la siguiente relacién de recurrencia:
w():fv ¢m+1(z)zzw’/rn(z>7 mZO

Probar que también g es combinacioén lineal de las k£ + 1 funciones v,, con 0 < m < k.

. . 3n®—2in—1 ,
iv) Sumar la serie E e E—
n.
n=0
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3.31 Determinar la suma de las siguientes series de potencias, indicando su abierto de
convergencia:

z+2 2" +2 = 2n+1 om
p > B i Y ) 2 Ty 7
n=0 n=1
. >, p2n-1 . . n+1 > on+1 9
ii ix " xvi "
] Z DI PIETEE

uy 3o VG UL 0SSP
if) 7;2 n(n—1) X) nz::o )l (z+3) xvii) ; e
= (=1)"2 > on 4 1 s
iv) Z w 22n+1 Xxi) Z n—:— (Z + i)” XViii) Z T (Z + 1)n
. n=0 ' n=1
3 1—9)" - oo —_1)"
v Z M xii) Z(2n+ 1) 22" Xix) Z ( 4n) L2n
n=1 =0 o]
o0 0 - |
vi) Y n(n+1)(z+2)"" xifi) » L*i L2nt Y n! J|r L oa
b =" nmo
vii) i(?ﬁ +1)2"71 xiv) i = xxi) i n? -1,
n=1 —(n+2)(n+1) 2l

o0
3.32 Sean ) a, 2" una serie de potencias con radio de convergencia p = 1y f(z) su suma en
n=0
el disco unidad B(0,1). Supongamos ademas que la serie converge en z; = 1, esto es, que la
(&)

serie numeérica Y a, converge, y denotemos por s, =ag+a;+...+a, asussumas parciales
n=0
y por s= lim s, a su suma.
n—roo

i) Probar que f(z)—s=(1—2) > (s, —s)2" paracada z<c B(0,1).
n=0

ii) Sea S, un sector angular con vértice en 1, de amplitud « < 7 e interior al disco B(0,1).
Utilicese la acotacion obtenida en el ejercicio 1.31 para deducir que

lim1 f(z)=s. (teorema del limite, de Abel)
z—>
ZESa

o0
iii) Generalizar lo anterior al caso en que la serie > a, (z — 29)" tenga radio de convergencia
n=0
p < oo y converja en algun punto z; con |z — zo| = p.
iv) Calcular las sumas de las siguientes series condicionalmente convergentes:

n+1 s (_l)n

Z 2) Z:OQn—I—l'

3.33 Se considera la serie de potencias

Zan:z+z2+z4+zs+...
n=0

(véase: ap =1 si k = 2" es una potencia de 2 y a; = 0 en el resto de los casos).

i) Si f es la funcion suma de la serie, comprobar que para cada m € N existe un polinomio
P, tal que

FE) = f(2) = Pu(z), |zl <1,

ii) Deducir que f no esta acotada en ningun radio del disco unidad D = B(0,1) con extremo
en puntos de la forma z,, , = exp(27kijom), m, k € N.

iii) Comprobar que el conjunto {z,,; : m,k € N} es denso en T y deducir que no puede
prolongarse f de forma continua a ningun punto de la adherencia de D.
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3.34 (Ecuaciones diferenciales lineales) Consideremos una ecuacion diferencial lineal de
orden p, es decir, del tipo

cp(t) Y (1) + cpmr () y PV (@) + . ()Y (1) + cot) y(t) = b(2) (3.5)

Si los coeficientes ¢ y el término independiente b son funciones analiticas en un entorno del
punto ty y, ademas, ¢,(ty) # 0, la ecuacion (3.5) se puede reinterpretar en la incégnita y(z),
como funcién analitica en un entorno de zg = ¢,

Y (2) +rm1(2) PV (@) o n(2) Y (2) F0(2) y(2) = B(2) (3.6)

con vy = Cfe,, L<k<p yB= b/cp.

Al sustituir en (3.6) cada funcion por su serie de potencias en torno a z, se obtienen
ecuaciones cuyas incdgnitas son los coeficientes de la serie de potencias que representa a
y(z), y que pueden ser resueltas recurrentemente (ver también la observacion 3.42.i) a partir
de los coeficientes de orden 0, 1,...,p— 1, esto es, los valores iniciales del problema de Cauchy
asociado.

Se pide comprobar lo anterior en las situaciones siguientes y comparar lo obtenido con la
teoria clasica de ecuaciones diferenciales en intervalos de la recta.

y [yO -1 =o. S PUCEORT
y(0) = yo - y(0) = yo. ¥'(0) =u1.
o JY @) —tyt) =t L Jy ) +y"(t) =0,
= {ym) — 4. i {ym) — 40, #(0) = 41, "(0) = .
3.35 Resolver, en forma de serie de potencias, los siguientes problemas de Cauchy:
o (A=A E) —4zr@) —20() =0, w (IO +27@ 1) =0,
f0) =yo. f'(0) =y f0)=0, f'(0)=1.
w [AFD @21 -2G) =0, o [0 - 56 =0
f0)=wo, [f'(0)=u1. F(0)=1, f(0)=0.

w & =220 -2 =0,
F0) =1, f(0)=0.

3.36 Pruébese que no existe ninguna funcioén holomorfa en un entorno de O verificando que

2f(2) + f(z) = .
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Tema 4

Integracion compleja

El objeto fundamental de este capitulo es proporcionar la férmula integral (de Cauchy)
para funciones holomorfas. El hecho de que una condicién aparentemente tan simple como la
de derivabilidad proporcione una representacion integral, que no admite analogo en ninguna
otra clase de funciones, permitira obtener una serie de asombrosos resultados, algunos de
los cuales han sido ya anunciados anteriormente.

4.1. Integracion a lo largo de curvas

Una funcién compleja definida y continua en un intervalo de la recta, ~v: [a,b] — C, se llama
también curva o arco. La imagen de la curva ~ es su soporte y se representa por v*. Diremos
que ~ proporciona una parametrizacion de v*. Si A es un subconjunto de C diremos que ~ es
una curva en A si su soporte esta contenido en A; en este caso, escribiremos v: [a,b] — A.

Los puntos inicial y final de una curva «: [a,b] — C son los puntos v(a) y ~(b), respecti-
vamente. Si v(a) = v(b) decimos que la curva es cerrada. Si v(s) # ~(t) para s # t, con la
excepcion de y(a) = v(b) para curvas cerradas, diremos que -« es una curva simple.

Una curva paramétrica ~: [a,b] — R? se puede entender también como una curva en C,
y viceversa; asi, los conceptos de regularidad (derivabilidad a trozos, tangentes, etc.) enun-
ciados para las primeras se trasladan a este otro contexto, la unica diferencia es que ahora
escribimos ~(t) = z(t) +iy(t), e incluso z(t) = z(t) + iy(t).

Igualmente, diremos que dos curvas ~: [a,b] = C y ¢: [¢,d] — C son equivalentes si existe
un cambio de variable ¥: [a,b] — [c,d] tal que v(t) = ¢(¥(t)) para todo ¢; obviamente curvas
equivalentes tienen el mismo soporte. En esas condiciones, decimos que ademas las curvas
tienen la misma orientacién si 9'(t) > 0 para todo ¢.

Asimismo, se puede considerar la concatenacion o suma de curvas, consistente en enlazar
una curva con otra cuyo punto inicial es el punto final de la primera (por ejemplo, el borde
de un dominio poligonal es suma de segmentos). Habitualmente, cada una de estas curvas
que se suman admite una parametrizacion simple, de clase ¢! y regular, y estas expresiones
bastan para trabajar con la curva suma, sin necesidad de reparametrizar la curva completa
en un unico intervalo mediante una aplicacion de clase ¢ a trozos.

En ocasiones, por ejemplo al tratar con bordes de dominios, confundiremos curvas para-
métricas regulares y simples v (que no se cortan a si mismas) con su soporte v*, es decir,
con la curva geométrica que parametrizan, obviando estos objetos y hablando simplemente
de curvas, incluso cuando se tenga en mente que se esta trabajando en el conjunto soporte.

Es frecuente encontrar en la literatura matematica el término camino (path, en inglés)
como sinénimo de curva de clase ¢ a trozos. Asimismo, la palabra contorno se usa para
designar el borde orientado de un dominio de Jordan.

Definicién 4.1. Sea ~v: [a,b] — C una curva de clase ¢! a trozos.
i) La longitud de la curva es el numero real no negativo

b
long(~) ::/ |/ (t)] dt . 4.1)

ii) Si f es una funcioén compleja definida y continua en v+, el soporte de la curva, la integral
de f en~ es el numero complejo
b

/f(z)dz ::/ f('y(t))’y’(t)dt. (4.2)
Y
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En lo que sigue, aunque no se mencione explicitamente, y salvo que se diga lo contrario,

las curvas consideradas seran de clase ¢! a trozos (seran caminos, si se prefiere decir asi).
El proximo resultado es consecuencia del teorema del cambio de variable para integrales.

Lema 4.2. Sean v y ¢ dos curvas equivalentes en C, y f una funcién compleja definida y
continua en v* = ¢*.

1)

ii)

long(y) = long(¢).
Si vy ¢ tienen la misma orientacion, entonces

/ﬂyf(z)dz:/sof(z)dz.

Pero si las orientaciones de v y ¢ son opuestas, entonces

/yf(z)dz:—[Pf(z)dz.

Propiedades 4.3. Sean ~ una curva de clase ¢! a trozos y f,g dos funciones complejas
definidas y continuas en ~*. Se verifica que:

i)

ii)

Sia,b € C, entonces /
v

‘/yf(Z)dz‘ <sup{|f(2)| : 2 € v} long(y).

(af+bg)(z)dz:a/yf(z)dz+b[yg(z)dz.

Observaciones 4.4.

1)

ii)

iii)

iv)

SiI' es una curva geométrica orientada y de clase ¢! a trozos y f es una funciéon compleja
continua en I', en virtud del lema 4.2.ii, tiene sentido hablar de la integral de f a lo largo
de T, que estara dada, sin ambigiiedad, por

Ajwww=Aﬂdw,

siendo v cualquier parametrizacion simple de I' = ~* coherente con su orientacion. Lo
mismo respecto a la longitud de I', concepto para el que es irrelevante la orientacion.

Adviértase que, en el punto anterior, la condicion de ser v simple (inyectiva) no es ociosa.
Piénsese, por ejemplo, en las curvas t € [0,2mn] — ~,,(t) = €', cuyo soporte es, para todo
n € N, la circunferencia unidad T. En otras palabras, no se debe confundir la longitud de
una curva, observada como conjunto, con la longitud de las trayectorias o recorridos que
se efectuan sobre dicha curva. Lo mismo se puede decir, claro esta, acerca de la integral
de una funcion f.

Aunque las definiciones y propiedades anteriores se han enunciado para funciones con-
tinuas en el soporte de las curvas, lo que es suficiente, en los casos interesantes sucede
que las funciones estan definidas en abiertos que contienen al soporte de las curvas.

Si f se escribe en términos de sus partes real e imaginaria, f = u + iv, su integral a lo
largo de la curva ~(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b], se escribe
b b
.Lﬂ@@:=/(Mﬂmf@—vh@MﬁDﬁ+i/(M%mﬂ@+uh@M%Dﬁ,
y cada una de estas dos integrales representa la integral de un campo vectorial en R? a
lo largo de la curva ~(t) = (z(t),y(t)). t € [a,b]; concretamente

/f(z)dz = /ud:ﬂf’uderi/vderudy = /(u,fv)~dr+z‘/(v,u)~dr. (4.3)
v v v vy v

La relacion (4.3) tiene mas relevancia de la que en principio parece. De hecho, en muchos
textos elementales de variable compleja se presentan algunos teoremas sobre integracion,
que veremos un poco mas adelante, como consecuencia de la formula de Riemann-Green.
Invitamos a que se vuelva a revisar este punto tras la lectura del teorema 4.11 y su
corolario 4.12.
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4.1.1. Primitivas

Los resultados que presentamos ahora deben resultar familiares por su similitud con la
integracion de campos conservativos y el estudio de la existencia de potenciales (lema de
Poincaré, etc.). Baste senalar que las condiciones necesarias y suficientes para que los dos
campos vectoriales reales de (4.3) sean conservativos en dominios simplemente conexos son,
ni mas ni menos, que las de Cauchy-Riemann. Aunque desarrollaremos la teoria de forma
independiente a la de campos vectoriales, sirva este comentario para hacer una primera
llamada de atencion sobre el cuidado que se ha de tener con la geometria del dominio.

Definicién 4.5. Sean U un abierto de Cy f: U — C una funcién continua en U. Se dice que
f tiene una primitiva en U si existe una funciéon F' definida y holomorfa en todo el abierto U
de tal manera que F'(z) = f(z) para cada z € U.

Proposicion 4.6 (Regla de Barrow) Sea f una funcion continua en el abierto U con primitiva
F en dicho conjunto, y sea ~v: [a,b] — U una curva de clase ¢! a trozos. Entonces

/f Jdz = F(~(b)) — F(v(a)).

Teorema 4.7. Sean U un subconjunto abierto y conexo de Cy f: U — C una funcién conti-
nua. Son equivalentes los siguientes enunciados:

i) La integral de f a lo largo de una curva con soporte contenido en U s6lo depende de los
extremos de la curva, es decir, si v: [a,b] — U y ¢: [c,d] — U son de clase ¢! a trozos y
con los mismos extremos (vy(a) = ¢(c), v(b) = ¢(d)), entonces

[ o= o

ii) La integral de f a lo largo de cualquier curva cerrada con soporte contenido en U es nula,
esto es, si~: [a,b] — U es una curva cerrada de clase ¢! a trozos, entonces

72 f(2)dz =

iii) f tiene una primitiva en U.

Observaciones 4.8.

i) El simbolo § que aparece en la condicién 4.7.ii sélo sirve para enfatizar el caracter cerrado
de la curva y es opcional, bien se puede poner f7 f(z)dz, como en el caso general.

ii) La equivalencia de 4.7.i y 4.7.ii se deduce del lema 4.2.ii, y la condicion 4.7.iii implica
4.7.iy 4.7.ii como consecuencia de la regla de Barrow 4.6. Por ultimo, si se verifica 4.7.1i,
fijado un punto z, € U y elegida para cada z € U una curva v, . de clase 4" a trozos, con
origen zp y extremo z y con soporte contenido en U, la funcién F' dada por

F(z):/7 fw)ydw sizeU,

esta bien definida y es una primitiva de f en U.

iii) Si el abierto U es estrellado (respecto de uno de sus puntos, digamos z;), para la cons-
truccion de una primitiva de f es suficiente con que la condicién 4.7.ii se verifique para
los bordes de triangulos contenidos en U, y la curva v, . del apartado anterior se puede
tomar como el segmento de extremos zy y z.

iv) El comentario anterior sugiere prestar atencion a estas curvas sencillas: dados dos pun-
tos z1, 29 € C, denotaremos por [z1,z2] al segmento orientado de extremos z; y z2, que se
puede parametrizar, por ejemplo, ¢ € [0,1] — z; +¢ (22 —21) . Para una funcién f continua
en el segmento incluso se escribe

/[] F(2)dx = / () dz

imitando a las integrales en intervalos de la recta real, que no dejan de ser un caso
particular de éstas.
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Como consecuencia inmediata del teorema 4.7, es posible estudiar la existencia de loga-
ritmos holomorfos (o analiticos, como veremos) para una funciéon holomorfa en un abierto,
concepto que pasamos a definir.

Definiciéon 4.9. Sea U un abierto de C y f una funciéon holomorfa en U. Se dice que una
funcion compleja g definida en U es un logaritmo analitico u holomorfo de f en U si g es
holomorfa en U y

exp (g(z)) = f(z) paracada z€U.

Obviamente, una funcién que admita logaritmo analitico en U no puede anularse en U.

Proposicion 4.10. Sea f una funcion holomorfa en el abierto U y que no se anula en U. Son
equivalentes:

a) f admite logaritmo analitico en U.
b) /'/f admite primitiva en U.

c) La integral de [’/ f alo largo de cualquier curva cerrada de clase ¢ ! a trozos con soporte
contenido en U es nula.

4.2. Formula integral de Cauchy. Primeras consecuencias

El primer resultado que se presenta, y que es el punto de arranque de la teoria que
conduce a la formula que da titulo a esta seccion, se basa en la aproximacion lineal que
proporciona la derivada, f(z)— f(z0) = f'(20)(z — 2z0) + 0o(z — 29), junto con el hecho de que todo
polinomio admite primitiva en todo C (en particular, f’'(z9)(z — 20))-

Teorema 4.11 (de Cauchy-Goursat para tridngulos). Sean U un subconjunto abierto de C
y f: U — C una funcién continua en U y derivable en todos los puntos de U excepto quiza
en una cantidad finita de ellos. Si T' es un triangulo cuya adherencia esta contenida en U, es
decir, la unién de 7'y su borde o frontera 07" es tal que T"UJT C U, entonces

an(z)dz =0.

Procediendo como se indic6 en la observacion 4.8.iii se deduce el siguiente

Corolario 4.12 (Teorema de Cauchy-Goursat en dominios estrellados). Sean U un abierto
estrellado de Cy f: U — C una funcién continua en U y derivable en todos los puntos de U
excepto quiza en una cantidad finita de ellos. Entonces f tiene primitiva en U y por tanto

]{Yf(z)dz =0

para toda curva ~ cerrada y de clase ¢! a trozos con soporte contenido en U.

Observacion 4.13. Una version mas débil del teorema de Cauchy-Goursat es la siguiente:

Si se supone f holomorfa en todo el abierto U y f’ continua en U, para el caso en que la
curva cerrada I' = 9D sea el borde de un dominio de Jordan D con D C U, la igualdad

f(z)dz=0
JOD
se deduce inmediatamente de la formula de Riemann-Green, aplicada a las integrales de
campo que aparecen en (4.3), y teniendo en cuenta las condiciones de Cauchy-Riemann.

Pero la continuidad de la derivada, como ya se ha anunciado, es una hipétesis redundante
que se obtendra como consecuencia de la formula integral de Cauchy, que establece una
enorme diferencia en el tratamiento y los resultados aplicables a esta clase de funciones.
No deja de ser asombroso el hecho de que una condicion aparentemente tan simple como
la de la derivabilidad proporcione una representacion integral como la que se presenta a
continuacion.
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Notacién: Dados z, € Cy r > 0, se denotara por C(zg,r) a la circunferencia de centro z; y de
radio r, como borde orientado del disco B(z,r), o si se prefiere, parametrizada y orientada de
forma simple por «,, ,.: [0,27] — C, siendo

Veoor(t) =20+ 1", t €[0,2n]. (4.4)
En particular, C(z,7) =~%, ,={2€C:|z— 2| =r}.

Lema 4.14. Sean z; € Cy r > 0. Se tiene que:

1
i) Si |z — zy| > r, entonces % dw=0.
C(zp,r) W — %
ii) Si |z — z9| < r, entonces
1 = (z— z)" .
dw = f —————dw=271i.
fcuo,ﬂ W=z C(z0,7) 222 (w—z0)m

Teorema 4.15 (Férmula integral de Cauchy para circunferencias). Sean U un abierto
de C, f: U — C una funcion holomorfa en todo U y 2z, € U. Si el disco cerrado B(z,r) esta
totalmente contenido en U, entonces para todo z € B(zg,r) se verifica que

__1 f(w)
f(z)= QWij{C’(ZO,T) w—zdw (4.5)

La representacion como suma geométrica de (w — z)~! utilizada en 4.14.ii sirve también

para probar el siguiente resultado de holomorfia bajo el signo integral:

Lema 4.16. Sean ~ una curva de clase ¢! a trozos en C y h una funcion continua en v*. La
funcion f definida en C\ v* por
h
i = [ Mg
’7

w—z
es analitica en C\ v*. Ademas, para cada n € N se tiene que

f(n)(z):”!ly(w}i(:u))nﬂdw’ zeC\~".

Recordemos que toda funcion analitica, es decir, que se puede representar en un entorno
de cada punto como la suma de una serie de potencias, es holomorfa (teorema 3.32). A partir
de la férmula integral de Cauchy y el lema anterior se obtiene el reciproco.

Teorema 4.17. Si f es una funcion holomorfa en un abierto U de C, entonces [ es analitica
en U. En particular, f es indefinidamente derivable en dicho abierto.

Observacién 4.18. El teorema anterior tiene también otra lectura muy interesante: si B(zg, R)
es el mayor disco abierto centrado en z, y contenido en U, entonces la serie de Taylor de f en
el punto zy, esto es, la serie de potencias

> f(n)
HOEDY fTin) n(.ZO) (2= 20)" (4.6)
n=0 '

tiene radio de convergencia mayor o igual que R. En particular, si U = C, la serie (4.6)
converge en todo C. Esto viene a justificar el adjetivo de enteras que se ha dado a las funciones
analiticas en todo C. Resulta que la serie que representa, en el sentido de la definiciéon 3.37,
a una de tales funciones alrededor de un punto z,, no sélo converge en un entorno del punto,
sino en todo el plano, es una serie entera.

Corolario 4.19. Si f es una funcién en un abierto U de C y tiene una primitiva en U, entonces
es holomorfa en dicho abierto.

Corolario 4.20. Sean U un abierto de C y f una funcién continua en todo U y derivable en
todos los puntos de U excepto quiza en una cantidad finita de ellos, z1, 22, ..., z,. Entonces f
es holomorfa en todo U.
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Observaciones 4.21.

i) En otras palabras, el corolario 4.20 dice que en los puntos zi,zs,...,2, la funciéon f
tiene singularidades aisladas evitables, concepto que trataremos ampliamente en temas
posteriores.

ii) Es posible generalizar la formula de Cauchy a curvas cerradas, simples y de clase ¢ a
trozos, siempre que su soporte junto con el dominio de Jordan que encierran se encuentre
contenido en el abierto de holomorfia correspondiente. Una vez que se dispone del carac-
ter indefinidamente derivable de la funcién son aplicables los argumentos presentados
en la observacion 4.13.

Teorema 4.22 (Férmula integral de Cauchy para curvas de Jordan). Sean U un abierto
de Cy f: U — C una funcién holomorfa en todo U. Si D es un dominio de Jordan tal que su
adherencia D U 0D esta contenida en U, entonces

1 f(w)
9. D 4.7
f(2) QWij{aDw—zdw para todo z € D, (4.7)
considerando en 0D la orientacion inducida por D. En consecuencia, sin € N,
!
() — ™ f(w)
f"(z) 5 %GD (w2 dw para todo z € D. (4.8)

Cerramos esta seccion con el reciproco del teorema de Cauchy-Goursat, que es conse-
cuencia del corolario 4.19 y de la observacion 4.8.iii.

Teorema 4.23 (de Morera). Sea U un abierto de C y f una funcién continua en U tal que

an(z) dz=10

para cada triangulo T con T C U. Entonces f es holomorfa en U.

4.3. Otras consecuencias de la formula de Cauchy

El siguiente resultado garantiza la holomorfia de la funcién limite de una sucesion de
funciones holomorfas bajo condiciones naturales. Al contrario que en los teoremas analogos
sobre funciones de variable(s) real(es), en que la convergencia uniforme de las sucesiones de
derivadas es condicion a priori, ahora la convergencia de las derivadas es resultado de la
mera convergencia uniforme de la sucesion de funciones. Sin entrar en detalles, el teorema
de Weierstrass establece la completitud del espacio métrico #(U) de las funciones holomorfas
en U (ver también la seccion 6.4).

Teorema 4.24 (de Weierstrass). Sean U un abiertode Cy {f,}>2, una sucesion de funciones
holomorfas en U que converge uniformemente en los compactos de U hacia la funcién f. En-
tonces, f es holomorfa en U, y para cada k € N la sucesion { fé,k) }2° | converge uniformemente
en los compactos de U hacia f*).

Otra consecuencia interesante de la formula integral de Cauchy es el hecho de que las de-
rivadas de una funcién holomorfa se puedan acotar en términos de los valores de la funcién.

Proposicién 4.25 (Desigualdades de Cauchy para las derivadas). Sea f una funcion holo-
morfa en un abierto U de C. Si el disco cerrado B(zy,r) estd contenido en U, entonces, para
cada n=0,1,2,..., se verifica que

|f(n)(20>‘ < % sup {| f(w)| : |w — zo| =7}

Corolario 4.26 (Teorema de Liouville). Sea f una funcion compleja definida y holomorfa en
todo C. Si f es acotada, es decir, si existe M > 0 con |f(z)| < M para cada z € C, entonces f
es constante.
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Corolario 4.27. Si f = u +iv es una funcién entera no constante, entonces su imagen es
densa en C, esto es, f(C) = C. Por tanto, las imagenes de sus partes real e imaginaria son
toda la recta: u(C) =v(C) =R.

Corolario 4.28 (Teorema fundamental del Algebra). Si P es un polinomio de grado mayor o
igual que 1 con coeficientes complejos, P tiene al menos una raiz en C. De hecho, si el grado
de P es n > 1, entonces P se escribe

Pz)=ap,2"+...4+a1z24+ag = a, (z—r1)" (z—12)"2 - (2 —rg)"*,

siendo m; la multiplicidad de laraiz r; y mi;+ma+ ...+ mp =n.

4.3.1. Ceros de funciones holomorfas. Principios de identidad

En el corolario 3.30 dabamos una version del principio de identidad para funciones ana-
liticas. Ahora mejoraremos dicho resultado a partir de la nociéon de orden de un cero que
definimos a continuacion.

Definicion 4.29. Sean f una funcién holomorfa en un entorno del punto z; € C y k£ un
numero natural. Se dice que f tiene un cero de orden k en el punto z, si

flzo)=f(20)=...=f% V() =0 'y  fP(x)#0.

Observaciones 4.30.

i) En ocasiones convendra admitir que también pueda ser k£ = 0 el orden del cero de f en
el punto zy, entendiendo en este caso que f(zy) # 0. No obstante, cuando hablemos en
general de los ceros de una funcion siempre se entendera que lo son en sentido propio,
esto es, que el orden k es al menos 1.

ii) Si f es holomorfa en un disco B(zp,d) y tiene en el punto z, un cero de orden k > 1,
entonces para cada z € B(zp,d) se tiene que

X f(n)(, (g :
f(z) = Z fT(,O)(Z —z0)" = (z—2)" Z fT('O)(z —20)"" = (2 - 20)* (),
n=~k ' n=k :

siendo ¢ una funcién holomorfa en B(zy,d) y tal que ¢(z) = f(k)(zo)/k! #0.
Reciprocamente, si f se escribe en B(zy,d) como f(z) = (z — 29)* ¢(z), siendo k > 1y ¢
holomorfa en este disco y con ¢(zp) # 0, entonces f tiene en z; un cero de orden k.

Teorema 4.31 (Principio de los ceros aislados). Sea f una funcién holomorfa en un abierto
conexo U de C. Supongamos que existe un subconjunto A C U tal que:

1. f(a) =0 para cada a € A.
2. A tiene al menos un punto de acumulacién en U (es decir, A’ NU # Q).

Entonces f es la funcién idénticamente nula en U. De otro modo, y de ahi el nombre del
resultado, los ceros de una funcién holomorfa no idénticamente nula en un abierto conexo
han de ser aislados.

Corolario 4.32 (Principio de identidad). Sean [y ¢ dos funciones holomorfas en un mismo
abierto conexo U de C que coinciden en un subconjunto A que tiene al menos un punto de
acumulacién en U. Entonces f(z) = g(z) para cada z € U.

Observaciones 4.33.
i) Por supuesto, los dos resultados anteriores son falsos si el abierto U no es conexo.

ii) La forma practica habitual de aplicar el principio de identidad, fruto de la caracterizacion
secuencial de la topologia euclidea, consiste en considerar como conjunto A el rango de
una sucesion {a,}52, de puntos de U, con a, # a,, si n # m, y que converge hacia un
punto a € U.

iii) Quiza el lector se haya preguntado si es posible extender las funciones de variable real
(exponenciales, trigonométricas, hiperbdlicas) a C de otra forma distinta a la expuesta en
el tema 2. La respuesta es obviamente que no: si dos funciones enteras coinciden en un
segmento de la recta real, que tiene infinitos puntos de acumulacién, han de ser iguales
en todo el plano.
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4.3.2. Principio del médulo maximo

La siguiente aplicacion de la férmula integral de Cauchy, la propiedad de la media, esta
intimamente ligada a la de funciones armoénicas y subarmoénicas. A partir de ella se obtiene
facilmente el principio del moédulo maximo en sus distintas versiones.

Lema 4.34 (Propiedad de la media). Sea f una funcion holomorfa en un abierto que contiene
al disco cerrado B(zp, ). Entonces

i) El valor de f en z; es el promedio de los valores de f(z) sobre la circunferencia C(zo,r),
es decir, se verifica la denominada Propiedad de la media de Gauss:

1 27 )
f(z0) = — f(zo—i—re”) dt. (4.9)
27T 0
ii) Como consecuencia, )
1 4 .
F(20)] < — f(zoJrre”)’dt. 4.10)
27T Jo

Observacion 4.35. Si denotamos en la forma habitual f = u + iv, tomando partes reales e
imaginarias en (4.9) se deduce la misma propiedad para u y v. En general, esta propiedad la
verifican las funciones armonicas (ver ejercicio 2.31).

Una funcion real g definida en un abierto U se llama subarménica si sus promedios en los
bordes de cada disco cerrado contenido en U son mayores que el valor que toma en el centro
del disco. Toda funcién armoénica es, evidentemente subarmonica, y la propiedad (4.10) dice
que |f| es subarmoénica.

Las funciones subarmoénicas y no constantes en un dominio D no pueden alcanzar maxi-
mos relativos en ningiin punto del abierto. Esto se concreta en los siguientes resultados.

Teorema 4.36 (del médulo maximo). Sean U un abierto conexo de C y f una funcién holo-
morfa en U. Entonces:
i) Si|f| presenta un maximo local en un punto z, € U, es decir, si existe un entorno V de z
con V C Uy de modo que |f(z)| > |f(z)| paratodo z € V, entonces f es constante en U.

ii) Supongamos ademas que U es acotado y que f es continua en U . Entonces, |f| alcanza
su maximo absoluto en la frontera de U; es decir, existe un punto ¢ € Fr(U) tal que
£(€)] > 1£(2)| para todo = € U.

Corolario 4.37 (Teorema del médulo minimo). Sean U un abierto conexo de C y f una
funcién holomorfa en U tal que f(z) # 0 para cada z € U. Entonces:

i) Si |f] presenta un minimo local en un punto z, € U, es decir, existe un entorno V de z,
con V C Uy de modo que |f(z)| <|f(z)] paratodo z € V, entonces [ es constante en U.
ii) Supongamos ademas que U es acotado y que f es continua en U . Entonces, |f| alcanza

su minimo absoluto en Fr(U); es decir, existe un punto ¢ de la frontera de U tal que
If(&)] < |f(z)| paratodo z € U.

Corolario 4.38. Sean U un abierto conexo de Cy f = u + iv una funcién holomorfa en U.
Entonces:

i) Si la parte real u, o la parte imaginaria v, de f presentan un extremo local (maximo o
minimo) en un punto de U, entonces f es constante en U.

ii) Supongamos ademas que U es acotado y f es continua en U. Entonces, u y v alcanzan
sus extremos (maximo y minimo) absolutos en la frontera de U.

Una consecuencia muy util del teorema del moédulo maximo es el resultado siguiente.
Lema 4.39 (de Schwarz). Sea [ : B(0,1) — C holomorfa y tal que f(0) =0y |f(z)] < 1 para
todo z € B(0,1). Entonces:

i) Para todo z € B(0,1) se tiene que |f(z)| <|z| y |f(0)| <1.
ii) Si para algan z € B(0,1) \ {0} se tiene que |f(z)| = |z
con |c| =1tal que f(z)=cz paratodo z € B(0,1).

,0si|f’(0)] =1, entonces existe c € C
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4.3.3. Comportamiento local de las funciones analiticas

Los resultados previos nos permiten ahora mejorar, de forma sustancial, la primera ver-
sion el teorema de las funciones inversas 2.13. Lo primero es que, aunque la derivada de
una funcién holomorfa y no constante sea nula en un punto, la funcién transforma entornos
del punto en entornos de su imagen, no necesariamente de forma inyectiva, claro. Luego
podremos precisar, si no hay inyectividad, de qué manera se pueden repetir valores.

Teorema 4.40 (de la aplicacion abierta). Sea f una funcién holomorfa y no constante en
un abierto conexo U. Entonces f es una aplicacion abierta, es decir, para cada abierto V C U
se tiene que f(V) es abierto.

El siguiente resultado es consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat 4.12 y la proposi-
cion 4.10. Mas adelante, dentro de la teoria global de Cauchy, daremos una version general
del mismo en dominios simplemente conexos.

Lema 4.41. Si D es un dominio estrellado (un disco abierto, por ejemplo) y f es una funcion
holomorfa y no nula en D, entonces f tiene un logaritmo analitico en D y, en consecuencia,
raices analiticas de cualquier grado.

Teorema 4.42 (Variacion local de una funcién holomorfa). Sean U un dominio, 2y € U y
f una funcioén holomorfa y no constante en U. Sea m > 1 el orden del cero de la funciéon
g(z) = f(2) — f(20) en el punto z,. Entonces existen § >0 y e > 0 tales que B(zp,d) C U
y para cada w € B(f(20),¢) \ {f(20)} hay exactamente m puntos distintos z; € B(z,d).,
1<j<m, tales que f(z;)=w.

Observaciones 4.43.

i) La interpretacion geométrica del teorema 4.42 es sencilla: viene a decir que si f se escribe
en los términos de la observacion 4.30.ii, f(z) — f(z0) = (2 — 20)™¢(2), ¢(z0) # 0, entonces
la variacion de f es similar a la del monomio P(z) = ¢(z) (z — 29)™. Véase que para w # 0
la igualdad P(z) = w significa que z — z es una raiz m-ésima de W/,(,).

ii) Cuando se particulariza en el caso m = 1, se obtiene la equivalencia entre el caracter
localmente inyectivo de f en z, y el hecho de que f/(z) # 0; a partir de aqui se sigue la
conclusion del teorema 2.13, es decir, que f es una biyeccion local con inversa holomorfa.

Si la inyectividad se verifica de forma global se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.44. Si f es una funcion holomorfa e inyectiva en un abierto U de C, entonces f
es biholomorfa, esto es f~!: f(U) — U es también holomorfa.

4.4. Teoria general de Cauchy

La materia expuesta hasta este momento se suele denominar, dependiendo de autores,
teoria elemental, o local, de Cauchy, en cuanto a que la formula de Cauchy se establece in-
tegrando en bordes de dominios sencillos (triAngulos o discos), suficiente si se trabaja en
abiertos convexos, o estrellados, sin mas. Aunque los resultados contemplados hasta este
momento dan respuesta a numerosos problemas, algunos han sido resueltos solo parcial-
mente o en situaciones especiales. Algunas preguntas naturales son las que se recogen en
las siguientes observaciones.

Observaciones 4.45.

i) Dado un abierto U, uno puede preguntarse a lo largo de qué curvas cerradas en U se
tiene que la integral de cualquier funcion holomorfa en U es nula, o para qué curvas es
posible generalizar adecuadamente la formula integral de Cauchy para representar a toda
funcion holomorfa en U. La respuesta rigurosa a ambas cuestiones requiere del concepto
de indice de una curva respecto de un punto en el complementario de su soporte.
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if) Otra cuestion interesante es la de para qué abiertos U la integral de cualquier funcion
holomorfa en U a lo largo de cualquier curva cerrada en U es nula. Como se ha visto en el
teorema 4.7, este hecho esta intimamente ligado con la posibilidad de construir primitivas
para toda funciéon holomorfa en el abierto. La funcion f(z) = 1/, definida en C\ {0}
muestra un ejemplo de abierto en el que no toda funcién holomorfa admite primitiva
(ver también el ejercicio 4.13). Por otra parte, el corolario 4.12 proporciona una clase
de abiertos, los estrellados, para los que esta construccion si es posible, lo que pone de
relieve la importancia de la geometria del abierto. Veremos que la condicion de conexion
simple (ver definicion 1.71) es la adecuada para caracterizar estas propiedades.

Definicién 4.46. Sean X un espacio topolégicoy f: X — C\ {0} continua.

i) Se dice que f tiene un argumento continuo si existe una funcion continua ¢#: X — R tal
que para cada z € X se tiene que ¥(z) es un argumento de f(z).

ii) Se dice que f tiene un logaritmo continuo si existe una funcioén continua g: X — C tal que
para cada z € X se tiene que f(z) = e9(*),

Lema 4.47. Sea X un espacio topolégico. Una funcién continua f: X — C\{0} tiene logaritmo
continuo si, y solo si, tiene argumento continuo. Concretando mas:

i) Si g es un logaritmo continuo de f entonces Im(g) es un argumento continuo de f.

ii) Si ¢ es un argumento continuo de f, entonces In|f|+i¢ es un logaritmo continuo de f.

Observaciones 4.48.

i) Es obvio que si la imagen de f esta contenida en una de las regiones W,, ver (2.4),
entonces f tiene logaritmo continuo (y argumento continuo segun el lema 4.47); basta
considerar la composicion de f con la correspondiente rama del logaritmo: ¢ = log,of.
Pero este es el caso menos interesante.

ii) También es evidente que si f es holomorfa en un dominio U C C, no se anula en ningin
punto y admite logaritmo holomorfo en U (ver definicién 4.9 y proposicién 4.10), entonces
dicho logaritmo holomorfo es también un logaritmo continuo de f.

iii) No se debe confundir la existencia de argumentos continuos de una funcién f: X — C\{0}
con la continuidad del argumento en su imagen f(X) C C\ {0}. El ejemplo siguiente es
sencillo, pero muy significativo:

Es imposible definir de forma continua una funcién ¢: T — R tal que 6(z) sea un argu-
mento de z para cada z € T. Ahora bien, la curva v: [0,27] — C\ {0} dada por ~(t) = ¢*
tiene argumento continuo, que es precisamente (¢) = ¢, aunque su soporte sea v* = T.

El caso de la curva ~(t) = ¢ no es mas que uno particularmente sencillo del resultado
que recoge el siguiente teorema (ver también el ejercicio 4.9).

Teorema 4.49. Sea «: [a,b] — C\ {0} continua. Entonces ~ tiene argumentos continuos.
Ademas, si 1 y 2 son dos argumentos continuos de ~, se verifica que

U1(b) = h(a) = P2(b) — V2(a).
Este teorema avala la coherencia de la siguiente definicion.

Definicién 4.50. Sea «v: [a,b] — C continua y z ¢ ~*.
i) La variacion del argumento de ~ alrededor de z es la cantidad ¥(b) — ¥(a), siendo ¥
cualquier argumento continuo de la curva ~ — z.
ii) Si ~v es cerrada, el indice de « respecto de z es
0(b) — V(a)
27

El nimero entero Ind, (z) representa el nimero de vueltas (el signo indica la orientacion)
que da la curva ~ alrededor del punto z.

Ind,(2) = (4.11)
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Proposiciéon 4.51. Sea v una curva cerrada y de clase ¢! a trozos en C. Para cada z ¢ ~v*
pongamos

2mi w—z

1 dw
n(y,2) = =— (4.12)
7,

Entonces

i) n(v, z) es un numero entero para todo z € C\ v*.

ii) La funcién z € C\ v* — 7(v, z) es constante en las componentes conexas de C \ v*.
iii) n(, z) =0 en la inica componente conexa no acotada de C \ v*.

iv) Para cada z € C\ v* es n(v,z) =Ind,(z), el indice de ~ respecto de = dado por (4.11).

Observaciones 4.52.

i) No hay unanimidad sobre la notacion a usar para representar el indice. De ahora en
adelante nosotros utilizaremos 7(v, z), incluso cuando v no sea de clase ¢! a trozos.
Notese que la nocion de indice dada por (4.11) tiene sentido aunque la curva no sea
rectificable, a diferencia de la expresion (4.12), dada por una integral.

ii) Tampoco hay unanimidad en la terminologia y, dependiendo de autores, se puede leer
también “indice de z respecto v” en lugar de “indice de «y respecto de =z”. Quiza esto se deba
a la forma de pensar en el nimero entero 7(v, z): en el primer caso como funcién de z
para una curva fija v, mas acorde con la notacién Ind,(z); o como funcién de ~ fijado el
punto z, visiébn que se adapta mas a la nomenclatura que hemos adoptado. De cualquier
forma esta discrepancia no supone ninguna traba en el desarrollo de la teoria.

iii) Un ejemplo sencillo: si 2o € C, r > 0 y ~, , es la curva definida por (4.4), es facil
comprobar que
1 size B(z,r),
N(Vzg,m2) = _ (4.13)
0 sizeC\ B(z,r).
En la situacion considerada en el teorema 4.15, la formula integral de Cauchy para
circunferencias, si f es holomorfa en U y B(zy,7) C U y elegimos z € U \ B(zp,r), entonces

j{ EACO (4.14)
3

w—z
20,

pues f(w)/(w — z) es holomorfa en un convexo B(zp,8) CU con r < s< |z—z|.Porlo

tanto, a la vista de (4.13), para todo z € U\ Vioor las igualdades (4.5) y (4.14) se pueden
escribir en una sola:

_ 1 f(w)

N(Yzo,m02) f(2) = 2771‘7{, S dw, (4.15)
20,

Como veremos a continuacion, esta es la forma general que adopta la férmula integral de

Cauchy para curvas cuyo indice respecto de cada punto fuera de U es siempre O.

Antes proporcionamos una generalizacion del lema de derivacion 4.16.

Lema 4.53 (Holomorfia bajo el signo integral). Sean U un abierto de C, v una curva en C
y F:U x~* - C una funcion continua en U x v*. Se define

f(z)::/yF(z,w)dw, zeU.

Entonces la funcién f es continua en U.
Si, ademas, F' es holomorfa respecto de z (explicitamente: para cada w € 4* la funcion
F,(z) := F(z,w) es holomorfa en U), entonces f es holomorfa en Uy
OF

"(2) = —(z,w)dw.
1= [ Gt

Estamos en condiciones de establecer el teorema de Cauchy en su version homologica,
que proporciona respuesta a la pregunta planteada en la observacion 4.45.i.
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Teorema 4.54 (de Cauchy, versiéon homolégica). Sean U un abierto y v una curva cerrada
y de clase ¢! a trozos en U. Son equivalentes los siguientes enunciados:

a) Para todo z ¢ U se tiene que n(y, z) = 0.

b) Para toda funcion f holomorfa en U se tiene que j{ f(z)dz = 0.
vy
c) Para toda funcién f holomorfa en U y para todo z € U \ v* se tiene que

n(y,2) f(z) = eriﬁu]j(_w)zdw (4.16)

Observaciones 4.55.

i) Es usual referirse a la implicacion a) = b) del teorema 4.54 como Teorema de Cauchy,
mientras que a) = c) es, especificamente, la Férmula Integral de Cauchy.

ii) Si~ es una curva cerrada con soporte contenido en U y tal que n(v, z) = 0 para todos los
z € C\ U, se dice que v es homéloga a 0, o nulhoméloga, respecto de U.
Es obvio que si una curva es nulhomologa respecto del abierto U, entonces también lo
sera respecto de otro abierto mas grande V' > U, pues en este caso C\V c C\U, pero no
reciprocamente.

iii) El teorema homolégico 4.54 se puede generalizar considerando objetos geométricos mas
complicados que las curvas, las denominadas cadenas y ciclos, que presentamos a con-
tinuacion. Estos objetos son, asimismo, necesarios para la correcta interpretacion de la
naturaleza de los abiertos simplemente conexos, que gozan de las propiedades indicadas
para dar respuesta positiva a la cuestion planteada en la observacion 4.45.ii.

Definicién 4.56. Dadas curvas paramétricas y de clase ¢ a trozos ~,,7s,...,7,, y NUMeros
enteros ki, ko,...,kn, la combinacién formall
m

j=1
se llama cadena de curvas. Un ciclo es una cadena cerrada, esto es, tal que todas las curvas
v, que figuran en (4.17) son cerradas. Para una cadena se definen:

i) El soporte de la cadena (4.17) es la union de los soportes de las curvas que la componen,

*

o G *
Y ‘*jzl')/j'

Diremos que « es una cadena en U si v* C U.
ii) La longitud de la cadena (4.17) es el namero real no negativo

m

long(y) := ) _ |k;|long(;).

Jj=1

iii) Para una funcién f continua en ~*, la integral de f a lo largo de v es

m

flw)dw = k; flw)dw. (4.18)
[Y Z ' 7

j=1

iv) Si vy es un ciclo, para cada z € C\ ~* el indice de « respecto de z es
n(v.2) = > kin(y;,2). 4.19)
j=1

Como en el caso de curvas cerradas, si v es un ciclo en U tal que 7(v, z) = 0 para todos
los z € C\ U, se dice que v es homdlogo a 0, o nulhomdlogo, respecto de U. El abierto U
se denomina homoldgicamente conexo si todo ciclo en U es nulhomologo. En general, se
dice que dos ciclos vy ¢ en U son homoldgicamente equivalentes respecto de U si

n(vy,z) = nlp,z) paracada ze€ C\U. (4.20)

1 El adjetivo formal se refiere a que esta suma no es la de la aritmética compleja. Esto queda méas patente si se
consideran curvas geométricas; ver los ejemplos citados en las observaciones 4.57.i y 4.57.ii a continuacion.
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Observaciones 4.57.

i) La nocioén de ciclo permite considerar de forma natural conjuntos como la frontera de una
corona circular (ver definicién 5.13) A = {z € C: r<|z|<R}: atendiendo a la orientacién
que induce un abierto de Jordan en su borde, dicho borde queda parametrizado por el
ciclo v,, p+(-1)~,,.,, que también se representa v, p—7.,,,incluso C(zy, R)—C(z,7),
expresion que responde a la idea de que la circunferencia exterior se recorre una vez en
sentido antihorario, mientras que la interior se recorre una vez en sentido horario (como
sugiere el signo menos). El ciclo v, z — 7., €s nulhomdlogo respecto de U = C\ {zo}.

ii) De acuerdo con las definiciones anteriores, es sencillo comprobar que siguen siendo
vigentes las propiedades 4.3 para toda cadena y que para todo ciclo v y todo z € C \ v*
se sigue teniendo la igualdad (4.12). Asi, por ejemplo, el ciclo k+, , se puede interpretar
como la curva que consiste en recorrer |k| veces la circunferencia soporte C(zp,r); en
sentido horario si k£ < 0; y en sentido positivo si & > 0. Si £ > 0 la curva ¢ dada por

t € [0,2km] — @(t) = 29 +re”

y el ciclo k+, , son homologicamente equivalentes:

ksl |z—z| <r;
2)=k . 2) = ) .
n(p, 2) = kn(vz.,2) {0 si |2z > 1

iii) Ellema 4.53 y, en consecuencia, el teorema de Cauchy en su versiéon homolégica 4.54 son
validos para ciclos. En particular, si dos ciclos v y ¢ son homolégicamente equivalentes
respecto de U, entonces v — ¢ es nulhomologo respecto de U y

}{de:j{ de
Ny W=z pw—2

para cada funcién f holomorfa en U. Esto se incluye en el siguiente teorema que recoge
buena parte de los resultados previos.

Teorema 4.58. Sea U un abierto de C. Son equivalentes los siguientes enunciados:
a) Para todo ciclo v en U y para todo z ¢ U se tiene que n(vy, z) = 0.
b) Para toda f holomorfa en U y para todo ciclo v en U se tiene que 557 f(z)dz = 0.

c) Para toda f holomorfa en U, para todo ciclo v en U y para todo z € U \ v* se tiene que
1 fw)
—_= — —_— d .
WA =5

d) Toda funcién holomorfa en U admite una primitiva en U.
e) Toda funcién holomorfa en U y que no se anule en U admite un logaritmo analitico en U.

f) Toda funcién f holomorfa en U y que no se anule en U admite raices n-ésimas analiticas
en U, n=2,3,... (es decir, existe g holomorfa en U tal que ¢"(z) = f(z) para todo z € U).

g) Toda funcién real y armonica en U es la parte real de una funcién holomorfa en U.

4.4.1. Version homotépica del teorema de Cauchy

Al estudiar las transformaciones homotdpicas es comodo trabajar siempre en un mismo
intervalo de parametrizacion. El siguiente resultado es inmediato de las definiciones de in-
dice, tanto en el sentido de la féormula (4.11) como en el de (4.12), y nos permite trabajar bajo
esa premisa sin pérdida de generalidad, habida cuenta que todos los intervalos compactos
son difeomorfos entre si.

Lema 4.59. Sean ~: [a,b] - Cy ¢: [¢,d] — C dos curvas equivalentes, en el sentido de
que existe un cambio de variable o: [a,b] — [c,d] tal que () = ¢(o(t)) para todo ¢ € [a,b].
Entonces, para cada z que no esta en v* = ¢* se tiene que 7(v, z) = n(p, 2) .
Lema 4.60. Sean v, ¢: [0,1] — C. Supongamos que z € C\ (v* U ¢*) y que

|v(t) — @(t)] < |¥(t) — 2|  paratodo t € [0,1].
Entonces 7(v,z) =n(ep, z).
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Observacién 4.61. Aunque la nocién de homotopia (ver observacion 1.73.iv) se establece en
términos de curvas continuas, cuando se trata de abiertos de C se pueden sustituir (aproxi-
mar, mejor dicho) por curvas rectificables en el problema de calcular su indice respecto de
puntos fuera de U. Descrito vagamente: si v es una curva continua en el abierto U y 27 > 0 es
menor que la distancia de v* a la frontera de U, entonces los discos centrados en puntos de
~* y radio r estan contenidos en U y forman un recubrimiento del compacto v*. Extrayendo
un subrecubrimiento finito y ordenandolo adecuadamente se puede construir una poligo-
nal ¢ formada por segmentos contenidos en esos discos y cuyos extremos estan en ~v*; esa
poligonal ¢ es de clase ¢! a trozos y para cada z € C\U se verifica la condicion del lema 4.60.

Corolario 4.62. Sean vy ¢ dos curvas cerradas y de clase ¢! a trozos en un abierto U que
son homotépicamente equivalentes en U, es decir, existe una homotopia H: [0,1]x[0,1] — U tal
que H(0,t) = ~v(t), H(1,t) = ¢(t). Entonces v y ¢ son homolégicamente equivalentes respecto
de U, esto es, n(vy,2) = n(p,2) para cada z ¢ U. Dicho de otra forma, el ciclo v — ¢ es
nulhomologo respecto de U.

Teorema 4.63 (de Cauchy, version homotépica). Sea U un abierto de C. Si v y ¢ son
curvas de clase ¢! a trozos, cerradas y homotépicamente equivalentes en U, entonces para
cada funcion f holomorfa en U se tiene que

fmdw = ?{ de.
yW 2 pw—z

Proposicion 4.64. Sea U un dominio de C tal que @\ U es conexo (equivalentemente, tal que C\U
no tiene componentes conexas acotadas). Entonces U es homologicamente conexo (ie., n(vy,z) =0
para todo cicloy enU y z ¢ U).

Proposicion 4.65. Sea U un dominio de C en el que toda curva cerrada es homotépicamente
equivalente a un punto. Entonces U es homologicamente conexo.

Observaciones 4.66.

i) También es cierto el reciproco de la proposicion 4.64, pero es un asunto muy delicado que
se trata con desigual fortuna en la literatura existente. Si se aborda de forma elemental el
problema reside en construir, para un compacto K en C\U, un ciclo v en U, nulhomoélogo
respecto de U y tal que 75(v,z) = 1 para cada z € K (ver [3] o [25]). Otra posibilidad es
acudir a métodos mas avanzados, como el teorema de Runge (cf. [7] o [28]).

ii) Aunque nosotros hemos definido los abiertos simplemente conexos como aquellos cuyo
complementario en C es conexo, en realidad el adjetivo simplemente conexo se aplica en
espacios topologicos a aquellos cuyo grupo fundamental es trivial (toda curva cerrada es
homotoépicamente equivalente a un punto). Obviamente la ligereza en la nomenclatura
usada se debe a que también son equivalentes estas dos nociones cuando se trata de
abiertos conexos de C. Las tres propiedades establecen de forma rigurosa la idea de que
el abierto no tenga agujeros.

iii) Asumiendo la equivalencia de los tres conceptos, podemos anadir al teorema 4.58 los
enunciados

a) U es homologicamente conexo.

h) El complementario de U no tiene componentes conexas acotadas.

i) Toda curva cerrada en U es homotépicamente equivalente a un punto.

Y aqui, asombrosamente, no acaba la cosa. Podriamos afiadir: j) Toda funcién holomorfa
en U se puede aproximar por polinomios uniformemente en los compactos de U; k) U
es homeomorfo al disco unidad B(0,1); 1) U es C o existe f: U <> B(0,1) biholomorfa ...
pero eso es totalmente inalcanzable en el ambito de esta diminuta asignatura.
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Ejercicios

4.1 Calcular [.Re(z)dz en los siguientes casos:

i) I' es el segmento de extremos 0y 1 + .

ii) T es la circunferencia centrada en 0 y de radio 1.
iii) T es el borde del cuadrado [0, 1] x [0, 1].

4.2 Calcular [.|z|dz en los siguientes casos:
i) ' es el segmento de extremos iy —i.

ii) T' es el arco de la circunferencia centrada en 0 y de radio 1 que une los puntos i y —i en
el semiplano {Re(z) > 0}.

iii) T' es el arco de la circunferencia centrada en 0 y de radio 1 que une los puntos i y —i en
el semiplano {Re(z) < 0}.

4.3 Sean z; € Cy r > 0. Si C(zp,7) es la circunferencia centrada en z, y de radio r, calcular
7{ dz y j{ dz
C(z0,7) # = 20 C(zg,7) 12 — 20|

4.4 Sean z; un punto de C y D el cuadrado de vértices zp —a —ia, zo+a—1tia, 2o +a+ia,
20 —a+ia (@ > 0). Demostrar que, al considerar en el borde de D la orientacién inducida por

D, se tiene que
]{ dz .
=27i.
oD #— %o

4.5 En cada uno de los casos siguientes calcular §,, f(z)dz:
i) D={z€C:1<|z|<2,Im(z) >0}; f(z)==
ii) D={z€C:|z] <1,Im(z) >0}; f(z) =|z|Z

4.6 Probar las desigualdades siguientes:

i) Si T es el arco de la circunferencia centrada en 0 que une el punto 2 con 2, y recorrido
en sentido positivo, entonces
‘ / 1 d ‘ <
—-— az —.
rz2+1 -3

ii) Si T es el borde del triangulo de vértices 0, —4 y 34, entonces ‘ ff (e — %) dz‘ < 60.
iii) Siw,z € C, entonces |e® — ¢*| < |w — z| emax{Re(w).Re(2)}
4.7 Calcular:

i) [psin(2z)dz, donde I es el segmento que une 1+ i con —i.

. 2 . . .
ii) fr ze* dz, siendo I" una circunferencia.

4.8 Calcular la integral de la funcion f(z) = exp(i2?) a lo largo del borde del sector circular
de radio R > 0, en el primer cuadrante, y comprendido entre el eje real y la bisectriz de dicho

cuadrante. Utilizando que foooe—tz dt = v/T/9, deducir el valor de las integrales de Fresnel:

oo (oo} 1
/ cos(z?) dx = / sin(z?) dx = = T

4.9 Sea [a,b] un intervalo real, y sean r: [a,b] — (0,00) y 6: [a,b] — R funciones de clase .
(

|
t

Probar que la curva ~: [a,b] — C dada por )y =r(t)e?® es de clase €', que 0 ¢ v* y que
1 . (" b)) —0(a ).
2mi " 2mi r(a) 27
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4.10 Demostrar que la funcién F' definida en C por
F(z):/ de, z € C,
[0z W
es entera y encontrar el desarrollo de Taylor de F' en el punto z, = 0.
4.11 Sea g: [0,1] — C una funcién continua y

1
f(z) :/o gt)e**dt, zeC.

Demostrar que f es entera y hallar su derivada.

4.12 Demostrar que la serie Z
n=1 n!lzn

tos de C\ {0}. Calcular su integral alrededor de la circunferencia unidad.

converge en C\ {0} y uniformemente sobre los compac-

4.13 Se considera la funcion f(z) = 1/, definida en C\ {0}.
i) ¢Admite la funcion f(z) = 1/, primitiva en C\ {0}?

ii) ¢Puede existir una sucesion de polinomios que converja hacia f uniformemente en los
compactos de C\ {0}?

iii) Si~ es una curva cerrada en el semiplano {z € C: Re(z) < 0}, probar que la integral de f
en v es 0.

4.14 Calcular la integral / en los siguientes casos:

i) I es la elipse de ecuacion x2 +4y? =1.
ii) T es la elipse de ecuacion 422 + y? = 4.

z

4.15 Sea D un disco abierto. Calcular / —— = dz en las siguientes situaciones:
opz(1—2)°

i) El punto 0 pertenece a D y 1 no pertenece a D.
ii) El punto 0 no pertenece a D y 1 pertenece a D.

iii) Los puntos 0 y 1 pertenecen ambos a D.

4.16 Calcular el valor de las siguientes integrales a lo largo de circunferencias

i) 7{ sinh(z) 4, iv) / -
c(0,4) * C(0,1) =
g 1
11]]{ 02md2. V]/ 02)1+22dz
2z+5 -
= ]{ 2,5/9) 2(z +2)2(2 — 1) dz vi) / c(,1) =" o ®

4.17 En los siguientes casos calcular la integral de la funcién f a lo largo de la curva cerrada
correspondiente (cuando se cite su soporte I' se entiende que se ha de parametrizar de forma
simple y positivamente orientada):

i) f(z) =

sm(z)

; T' es el borde del cuadrado de vértices 1 +4¢, —1+14, —1 —4, 1 — 3.

G la raiz en la determinacion principal; ~(t) =1+ R t€0,27].
z — m

2
1

ol ; ' es una circunferencia de centro 0 y radio r # 2.

z (224 4)

i) f(z) =

i) f(z) =
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log(

) f(z) = -

2)

ek tomando el logaritmo en la rama principal; I' es la circunferencia de

centro 1y radio 1/5.

v) f(z) = (ioi(

?)

e’ siendo log(z) = In(|z|) + ¢arg(z) con arg(z) € (0,27); I es la curva de

ecuacion implicita 4 (z +1)? +y>=1.

- e
i = ~yt)=——1, te]0,27].
Vi) () = gyt 0 =G 1 te 0o
h
vii) f(z) = 20%7@ ; I' es el borde del cuadrado de vértices 1,i,—1 y —i.
22(z 4+ 1+414)
cos(z) + cosh(z) » . ) )
viii) f(2) = ———5———: I es el borde del triangulo de vértices 1, -1 +i y —1 —.
z
2
ix) f(z) = w; I' es el borde del cuadrado de vértices 1, i, —1y —i.
z
sin(z)
x) f(z) = 673 ; T' es la circunferencia centrada en z;, = 1 + i y de radio 3.
z

4.18 Sea f una funciéon entera. Para todo nimero entero k¥ € Z y para todo nuiimero real

r > 0, evaluar la

integral
2m

f(z0 + 7€) er dp.
0

z

4.19 Integrando la funcién f(z) = © _alo largo de C(0,1) deducir el valor de

- Zn+1

2
/ e cos (nt—sin(t)) dt.
0

4.20 Sea « un numero real positivo, a # 2. Si I es la circunferencia centrada en zp = 0y de
radio R = 2, calcular, segun los valores de a, la integral

hETaETs

4.21 Sea o un numero complejo con |a| # 1. Calcular

Sugerencia: Integrar f(z) =

27 do
/0 1—2acos(f) + a2’
I
(z = a)(z = 1/q)

en C(0,1) (ver también la subseccion 5.4.1).

4.22 Sean a,b dos numeros reales estrictamente positivos. Calcular

/2 ™ dt
o a2cos2(t) + b2sin?(t)

Sugerencia: Integrar la funcién f(z) =1/, alo largo de la elipse centrada en z, = 0 y de semiejes a y b.

4.23 Si f es una funcion holomorfa en un abierto que contiene a la bola cerrada B = B(0, 1),

demostrar que

%//Bf(x—kiy)dxdy:f(o)'

4.24 Sean [ una funcion holomorfa en el disco B(0,r) y 0 < s < r. Se define la curva
v :[0,27] — C por ~(t) = f(se'). Demuéstrese que

F(0)] < —

27 s

2 , 1
| 1= 5o tong(a).
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4.25 Sea U un abierto conexo y acotado de C con 0 € U, y f una funcién holomorfa en U con
f(U)C Uy f(0)=0. Se define la sucesion

f1:f7 fn:fofnfl sin>2.

Probar que la sucesion {f},(0)}22, es acotada, y deducir que |f’(0)| < 1.

4.26 Sea D =C\ {z € C:Re(z) <0, Im(z) = 0}. Se define en D la funcién f por

=l gz
f(z) = ¢ 1o8(z)
1 siz=1,

donde log es la determinacion principal del logaritmo. Demuéstrese que f es una funcion
holomorfa en D.

4.27 Si f es analitica en una region que contiene a B(0, p) y R, es el resto n-ésimo de la serie
de Taylor de f centrada en O, es decir,

" ofk)
Raz) = 1) -3 T
k=0

probar que:
i) Si |z] < r < p, entonces

o 7€)
o) =573 /C(O,r) erie—s "

if) Si M = sup |f(2)] v |2| <r < p, entonces

lz|=p
ryntl 1
R < (D)L
[Fn(2)] < P 1=/

4.28 Sea f una funcion entera.
i) Siexistenn € Ny r,M > 0 tales que
[f() < Mz[" siz[ =7,
demostrar que f es un polinomio de grado menor o igual que n.
ii) Si |f’(z)| < || para todo z € C, probar que existen a,b € C con |b| < 1/5 tales que
f(z)=a+bz* paracadazecC.

iii) Si lim |f(2)/2] =0, probar que f es constante.
Z— 00
iv) Si f(0) =0y lim f(2)/, existey es finito, probar que existe ¢ € C tal que
Z—00
f(z) =cz paratodo z € C.
4.29 Sea f una funcién holomorfa en un abierto que contiene a la bola cerrada unidad, de

modo que |f(z)] < 1 si|z] < 1. Sea r € (0,1) y sean zj, 2z, niumeros complejos distintos con
|z1] <7y |22| < r. Demostrar que

f(z1) — f(z2) 1

< .
Z1 — 29 1—r

Sugerencia: Acotar primero |f’| en el segmento |21, 2] integrando en circunferencias de radio 1 —1r.

4.30 Sea f(z) = Y, a,z" una funcion holomorfa en el disco B(0, R). Se considera la funcién
n=0

F(z) = Y anz"/,. Probar que F es una funcion entera y demostrar que para cualquier
n=0

ndmero real pcon 0 < p < R existe un numero A(p), que depende tinicamente de p, tal que

|F(z)| < A(p) ¢*Vo  paracada » e C.
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4.31 Sea f(z) = > a, 2™ una funcion entera. Supongamos que existen constantes positivas
n=0
A, Ay R tales que

|f(2)] < A" siempre que |2| > R. (4.21)

i) Demostrar que existe ny € N tal que

AXe\"™.
lan| < (—e) A para todo n > ng.
n

ii) Pongamos M(r) = sup {|f(z)| : |z| = r}. Probar que si existen constantes positivas A y A

tales que
In (M(r)) _ A

lim sup X ,
T

r—r00

entonces, para B > A existe un ny € N (que depende de B) de modo que

B\ LN
lan| < ( e> para todo n > ny.
n

iii) Probar que el radio de convergencia de la serie de potencias (n!)l//\ an Z"" €s menor o
n=0
igual que (AX)" .

Nota: Las funciones enteras que satisfacen una desigualdad del tipo (4.21) se denominan
de orden finito. Dados A, \, R > 0, es obvio que si se verifica (4.21) para |z| > R, entonces
cualquiera que sea > A\, es posible encontrar un radio R* > 0 (quiza deba ser R* > R) tal que

f()| <e", 2] > R (4.22)

El infimo de los numeros \ para los que se verifica (4.21) para algunos A, R > 0, es también el
infimo de los niimeros p para los que se verifica (4.22) con algun R* > 0. Este valor comun es
el denominado orden de la funcion f.

iv) Comprobar que si P es una funcion polinémica, entonces P es de orden nulo.

v) ¢Es la funcion f(z) = exp(z?) de orden finito? gy f(z) = exp(cos(2))?

4.32 Sea f una funcién holomorfa en B(0,2) tal que |f(z)| < 7 para todo z € B(0,2). Probar
que existe 6 > 0 tal que si 21,29 € B(0,1), |21 — 22| < J, entonces
1
() = Fz)] < o
Hallar un valor numeérico explicito 6 que cumpla lo anterior.

4.33 Sea f una funcion entera.
i) Se supone que existen zp, wp € C\ {0} tales que z; # \wy para cada X € R, de modo que
f(z) = f(z+20) = f(z+wy) paracadazecC.
Probar que f es constante.
ii) Si existen constantes R,c > 0 tales que
[f(z)| =& sifz[ >R,
probar que f es constante o tiene algun cero en B(0, R).

iii) Si existe una constante ¢ > 0 tal que |f(z)| > ¢ para todo z € C, entonces f es constante.

iv) Si lim f(z) = oo, probar que f se anula al menos en un punto.
Z— 00

v) Si f no es constante, demostrar que para cada ¢ > 0, existe algun z. € C con |f(z.)| < e.
Deduzcase de lo anterior que f(C) es denso en C. ¢Puede ser f(C) # C?

vi) Si existe una constante M > 0 tal que Re(f(z)) < M para cada z € C, probar que f es
constante.

vii) Si f(0) =0 y lim Re(f(z)) existe y es finito, probar que f es idénticamente nula.
Z—00
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4.34 Si f es una funcién holomorfa en el disco B(0,1) y f(0) = 0, demostrar que la serie
(o)
> f(z™) converge uniformemente en los compactos del disco.
n=1
4.35 Sea [ una funcién holomorfa en el disco B(0, 1) verificando que

1

—) | <e ™ > 2.

’f(n)’_e paracadan e N, n > 2

Probar que f es la funcion idénticamente nula.

4.36 Discutir si existen funciones holomorfas f en un abierto conexo U de C que contenga
al segmento [—1,1] y tales que, para cada n € N:

b (2= () - w ()1
i ()=1(5) = m1() =

4.37 Sean U un abierto conexo de C, f y g funciones holomorfas en U tales que fg es
holomorfa en U. Probar que g =0 en U o f es constante en U.

4.38 Supongamos que f es una funcion entera tal que para cada z € C existe un numero
n € NU {0} (que depende de 2) tal que f(")(z) = 0. Demostrar que f es un polinomio.

4.39 Sean [y g dos funciones holomorfas en un mismo abierto conexo D que no se anulan
en ninguin punto de D. Supongamos que existe una sucesion {a,}>2,; de puntos de D que
converge hacia un punto a € D, con a, # a para cada n € N, y tal que

f'(an) g (an)

= para cadan € N.

flan) g(an)

Probar que existe una constante ¢ € C tal que f(z) =cg(z) paracadaz € D.

4.40 Sea f una funcién entera.

i) Si existe una sucesion acotada de numeros reales distintos dos a dos {a,}2; tal que
{f(an)}52, también es una sucesion de numeros reales, probar que

f(z) = f(z) paracadazeC.
Deducir que f(R) C R.
ii) Si f(R) C Ry f(iR) C iR, probar que f es impar (por iR denotamos al eje imaginario:
iR = {iz: x € R}).
iii) Si f(R) CRy f(iR) C R, probar que f es par.
iv) Si f(z) € R para todo z € C con |Re(z)| = |Im(z)

v) Si existe una sucesion de numeros positivos {b,}°,, convergente hacia 0 y tal que
f(bn) = —f(—b,) para todo n € N, demostrar que entonces f es impar.

, probar que f es par.

vi) Si f(R) C R y existen sucesiones acotadas de numeros reales {a, }>°, y {b,}>2, tales que
bpy1 < an <b, y f(an) = f(b,) para cada n € N, probar que f es constante.

4.41 Sea P un polinomio de grado n, P(z) = ag+ a1z + ...+ a,2", con a, # 0.
i) Si |P(z)| <1 para todo z € B(0,1), probar que
P(z) < |2" sile] > 1.

Sugerencia: Considérese la funcion Q(z) = 2" P(1/,).

if) Si |a,| > 1, probar que o bien P(z) = a,z™ o bien existe un punto z, € C, con |z| = 1, tal
que |P(z)| > 1.
iii) Sean z1, 29, ..., z,, puntos del plano, no todos ellos iguales a cero. Demuéstrese que existe

un punto zg sobre la circunferencia unidad tal que

lz0 — 21| |20 — 22| -+ |20 — 2n| > 1.
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4.42 Identificar todas las funciones enteras tales que
fof=1F.
4.43 Sea f una funcién holomorfa en un abierto U de C que contiene a B(0,1). Se supone
que f(0) =0y que |f(z)] <1, para cada z € C, con |z| = 1. Demostrar que
le/®) —1| < (1+e)|2|, paracadaze B(0,1).
4.44 Sean U un abierto conexo y acotado de C y f y g dos funciones holomorfas en U y

continuas en U.

i) Si f no es constante en U, pero |f| es constante en Fr(U), probar que f tiene al menos un
cero en U.

ii) Si|f(2)| = |g(2)| para cada z € Fr(U), y fy g no se anulan en U, demostrar que existe una
constante A € C, con |A| =1, tal que f = Ag.

iii) Si Re(f(z)) = Re(g(z)) para cada z € Fr(U), demostrar que existe una constante 5 € R tal
que f =g+if.

4.45 Sean P un polinomio de grado n > 1y a > 0. Se considera el conjunto abierto
U={z€C:|P(z)| <a}.

Probar que n es el numero maximo de componentes conexas que puede tener H.

4.46 Demostrar que, si 1 < |z| < 2, se tiene

e—2

2

e2

< —.
-2

eiz

z

<

4.47 Sea f una funcion continua en B(0, 1) y holomorfa en B(0,1). Se supone que
[f(z)] <2 si|zl=1¢e Im(2) >0, y |f(2)|<3 si|z2/=1-¢e Im(z)<0.
Demostrar que |f(0)| < /6.

Sugerencia: Considerar la funcion g(z) = f(z)f(—=z).

4.48 Sean D el interior de un poligono regular cerrado de n lados centrado en el origeny f una
funcion compleja definida y continua en D y holomorfa en D. Denotaremos por L1, Lo, ..., L,
los n lados del poligono.

i) Supongamos que existen constantes M, Mo, ..., M, tales que
|[f(z)| <M sizelLlg k=1,2,...,n.
Probar que |f(0)] < (MM, --- M,)"n.
Sugerencia: El giro de amplitud 27/,,: 2z~ 2z e | dejan invariante a D

ii) Si f =0 en algun lado L; del poligono, probar que f =0 en D.

4.49 Sean R > 0y f una funcién holomorfa en B(0, R) no constante. Definamos para cada
r€[0,R)
A(r) = max{|f(z)| : [z] =r}.

Probar que la funcién r € [0, R) — A(r) es continua y estrictamente creciente.

4.50

i) Sea f una funcion holomorfa en el disco abierto B(0, R) y continua en el disco cerrado
B(0, R), que verifica que
|f(z)Im(z)| < M si|z|=R.

Demostrar que
8M —/. R
< — si =).
()< 5 sizeB(0.5)

Sugerencia: Considerar la funcion g(z) = (2% — R*)f(z).
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ii) Si f es una funcién entera, sea M(r) = sup {|f(z) Im(2)| : |z| = r} . Probar que si f no es
un polinomio, entonces para cualquler p>1se tlene que

lim (r)
r—oo 1P

= 400

4.51 Calcular el maximo de las siguientes funciones en los conjuntos que se indican:
i) |sin(z)| en {z €C:0<Re(z) <27,0<Im(z) < 271'} .

ii) |e*’| en B(0,1).

iii) Re(z?) en {z€C:0<Re(z)<1,0<Im(z) <1}.

4.52 Sean zi,2o9,...,2, numeros complejos distintos dos a dos y C una circunferencia de
modo que todos ellos se encuentran en su interior. Se define

Q(z) = (z—2)(z = 22) - (2= 2n).

Probar que, si f es una funcién holomorfa en un abierto convexo que contiene a C, entonces

L[ £ QO - Q)
P(z)=— g,
=T A R =t
es el unico polinomio de grado n — 1 que coincide con f en los puntos z1, 29, ..., z,.

4.53 Calcular el indice de las curvas siguientes respecto de z = 0:
i) y(t) =a+re, 0 <t <2m,
—2t 0 <t<2m, r>0.

if) y(t) =re

iii) ~v(t) = %cos( t) +isin(t), 0 <t < 27.
iv) ~(t) = 2cos(t) —isin(t), 0 <t < 6.
v) y(t) =1 +isin?(t), 0 <t < 27.

4.54 Sean v, y v, dos curvas cerradas continuamente diferenciables a trozos con 0 ¢ ~7 y
0 ¢ ~5, y ambos parametrizadas en el mismo intervalo [a, b]. Probar que si |v,(t)| < |v,(t)| para
todo t € [a,b], entonces 0 ¢ (v, +v,)* y ademas n(vy; + v3,0) = n(7v,,0).

4.55 Sea {v,}>2, una sucesion de curvas cerradas continuamente diferenciables a trozos,
parametrizadas en el intervalo [a,b]. Se supone que la sucesion converge uniformemente en
[a, b] hacia el arco cerrado continuamente diferenciable a trozos ~.

Si w ¢ ~*, probar que existe un numero natural ny tal que para cada numero natural

n > ng se tiene que w ¢y, y n(v,w) = n(v,, w).

4.56 Sean z,. .., 2, numeros complejos, distintos dos a dos, y m4, ..., m, nimeros enteros no
nulos. Demostrar que la funcién f(z) = (z —21)™ --- (2 — z,)™ admite un logaritmo analitico
en un abierto conexo U si, y s6lo si,

min(y,z1) + ...+ mpn(y,2n) =0

para cada curva v en U, cerrada y de clase €' a trozos.

4.57 Sean U un abierto de C, f una funcion holomorfa en U y v una curva cerrada y ¢! a
trozos en U. Probar que:

i) La aplicacion f o~ es una curva cerrada y ¢! a trozos (en C).

ii) Siz e C\ (f ov)*, se tiene que

n(fon,z) me{ Flw) -2 _Z : (4.23)
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4.58 Sea f una funcién holomorfa que no se anula en un subconjunto abierto U de C.
Demostrar que f tiene logaritmo analitico en U si, y solo si, f tiene raices k-ésimas analiticas,
para todo k= 2,3,... (cf. [3]).

4.59 Si v es una curva cerrada en C\ {0}, » un nimero natural y g(z) = 2", probar que

n(go~,0) =nn(v,0).

4.60 Dado el polinomio P(z) = 2" +a,_12" "' +...4+ag y la curva ~,(t) = re®, t € [0, 2n], probar
que si r es suficientemente grande, entonces 0¢ (Po~,)" y n(Po~,,0) =n.
Aplicando lo anterior, dar una nueva demostracion del Teorema Fundamental del Algebra.

4.61 Sea {v,}°2; una sucesion de curvas cerradas tal que para todo n € N, 7(~v,,,0) =1,y

si ponemos 6, = inf {|w| : w € v}, }, se tiene que lim §, = co. Probar que dado z € C, existe
n—oo

no € N tal que si n > ng entonces z ¢ v y n(vy,,2) = 1.

4.62 Sea U un abierto del plano, v una curva cerrada en U y tal que 7(v,z) =0, si z ¢ U. Sea
f una funcién holomorfa en U tal que |f(z)| < 1, para todo z € v*. Demostrar que

sup {|f(w)| : we U\~* y n(y,w) #0} <1.

1
2t , 2z # 1.
z—1

i) Probar que f admite un logaritmo analitico en

V=C\{z€C:Im(z) =0,|Re(2)| > 1}.

4.63 Sea f(z) =

if) ¢Se puede asegurar lo mismo para cualquier funcion g holomorfa en el abierto V' y que
no se anule en €1?

iii) Probar que f admite un logaritmo analitico en U = C \ B(0,1).

iv) ¢Se puede asegurar lo mismo para cualquier funcién g holomorfa en el abierto U y que
no se anule en €1?

4.64 Sean ay b dos numeros complejos distintos, U = C\ [a,b] y

f(z)=(z—a)(z=b), zeU=C\Ila,b].
Demostrar que f tiene una raiz cuadrada analitica pero no un logaritmo analitico sobre U.
4.65 Demostrar que una funcion entera [ tiene un numero finito de ceros si, y s6lamente si,
existen un polinomio P y una funcién entera g tales que

f(z) = P(z)e?® para todo z € C.

4.66 Sea U un abierto con 0 € U, y f holomorfa en U con f(0) = 0. Probar que, dado un
natural m, existen un abierto V' C U con 0 € V' y una funcién g holomorfa en V tales que

F(z™) = (g9(z)™ paratodo z€V.

4.67 Sean U un abierto de C, « un ciclo en U tal que para cada z ¢ U se tiene que n(vy,z) =0,
y f una funcién holomorfa en U. Probar que para cada n € Ny cada z € U \ v* se tiene que

) () — n! [ f(w)
n(r, 2)F™(2) /7

T2 oy (w— )

4.68 Caracterizar las funciones enteras [ y g tales que
fP+gi=1.
Sugerencia: Los factores de f? 4 ¢°> son f +ig y f —ig.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



78 Tema 4. Integracion compleja

4.69 (cf. Jones & Singerman [14]) Sea 2 = C\ {0}. Para n € Z denotaremos por " a la curva
en () dada por ‘
YU (t) = ¥ e 0,1].
i) Comprobar que n(y",0) =n (ver ejercicio 4.59).

ii) Si: [0,1] — Q2 es una curva cerrada con 7(p,0) =n € Z, pongase ¢(t) = p(t) e’*), siendo
p(t) = |¢(t)| >0 y ¥ un argumento continuo de . Definamos

R(s,t) =(1—s5)p(t)+s;

y H(s,t) = R(s,t) et O0s:t)
O(s,t) =(1—s)9(t)+2n7st;

Probar que la aplicacién H: [0, 1] x [0,1] — € es una homotopia entre ¢ y vy".

iii) Deducir que una curva cerrada en 2 es nulhomologa respecto de () si, y solo si, es
homotoépicamente equivalente a un punto.

4.70 (cf. Ash & Novinger [3]) Sean a y b dos nimeros complejos distintosy 2 = C\{a,b}. Pro-
bar que existen curvas cerradas en 2, nulhomoélogas respecto de (2, pero no homotépicamente
equivalentes a un punto.

Sugerencia: Estudiar la curva de la figura 4.1.

Figura 4.1: n(v,a) = n(v,b) = 0.

Nota: La version homotépica del teorema de Cauchy 4.63 establece que, cualquiera que sea
el abierto U de C, si una curva es homotopicamente equivalente en U a un punto, entonces
es homolégicamente equivalente en U a un punto. Lo que pone de manifiesto este ejercicio es
que, en general, el reciproco no es cierto.

Al comparar con el resultado del ejercicio 4.69.iii se intuye que el niimero de componentes
conexas acotadas que tenga C\ U es crucial en relacién con esta propiedad. Hablando en un
tono muy superficial, en el caso de Q2 = C\ {0} lo que se prueba es que la identificacion del
grupo fundamental m () ~ (Z,+) se realiza mediante la asignacion v n =n(v,0) € Z. En
general, el grupo fundamental de C\ {a1,as,...,a;} es el grupo libre generado por k elementos,
una estructura tanto mds complicada cuanto mds grande sea k.



Tema 5

Singularidades aisladas

Entre las consecuencias del teorema de Cauchy, citamos como resultado principal de este
tema el denominado teorema de los residuos y sus aplicaciones. Recordemos que el valor de
una funcién holomorfa f en un punto zy de su dominio de definicién U puede ser obtenido
por integracion de la funcion

f(z)

zZ— 20

go(z) =

en una curva adecuada, y lo mismo se puede decir sobre el valor de sus derivadas sucesi-
vas en dicho punto considerando las funciones g, (z) = f(2) (z — z0)~(»*" . Estas funciones
resultan ser holomorfas en todo U excepto en el punto zj, lo que da lugar al concepto de
punto singular o singularidad. Ademas, aunque se pierde el caracter analitico de la funcion
original sigue siendo posible representar las funciones g,, en un entorno de z, mediante series
de potencias, admitiendo en este caso la aparicion de exponentes negativos; surgen asi las
denominadas series de Laurent, cuyo estudio es otro de los aspectos que tratamos aqui.

5.1. Singularidades aisladas y su clasificacion

Un punto singular (en sentido estricto) de una funcién holomorfa es un punto adherente
a su dominio natural de definiciéon en el cual es imposible definir un valor para extender, al
menos de forma continua, la funcién original.

El uso del adjetivo “natural” en el comentario previo es impreciso, pero trata de evitar
situaciones como la siguiente: consideremos la funciéon f(z) = ¢~ definida en el conjunto

S={zeC:arg(z)| <7/4}.
Entonces, como se puede ver en el ejercicio 5.1, se tiene que
lim f(z) =0,
ies

de modo que f admite extension continua al punto O, que no seria un punto singular de f
cuando su dominio es S. Sin embargo, el ejemplo 5.2.iii muestra que O es una singularidad
de f cuando se la define en su dominio natural, que es C\ {0}.

Como un segundo ejemplo, si se considera la rama principal del logaritmo, la funcién

=3

esta definida y es holomorfa en el abierto
U=C\ ({z € C:Im(z) =0, Re(z) <0} U {i,—i}) ;

los puntos de la semirrecta real negativa son todos adherentes a U y es imposible definir en
ellos de forma continua una prolongacion de f (puesto que es imposible definir el logaritmo de
forma continua). Ademas, en cualquier entorno de uno de estos puntos hay infinitos puntos
del mismo tipo, esto es, singulares para f.

Otra cosa bien distinta sucede en i y —i: en estos puntos sigue siendo imposible extender
la funcién f de forma continua, puesto que no esta acotada en ningun entorno suyo, pero la
funcion es holomorfa en cualquier conjunto del tipo

B(@i,0)\{i} o B(=i,6)\ {~i},

con 0 < § < 1. Este ultimo tipo de singularidades es el objeto de nuestro estudio.
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Definiciéon 5.1. Sean U un abierto de Cy zp € U. Si f es una funcion definida y holomorfa
en U \ {2}, se dice que f presenta o tiene una singularidad aislada en el punto z,. En estas
condiciones:

i) Siexiste y es finito lim f(z), se dice que la singularidad es evitable.
Z—r20
if) Si lim |f(z)| = oo, se dice que la singularidad es polar o que z, es un polo de la funcion f.
Z— 20

iii) Sila singularidad en el punto zj no es evitable ni polar, se dice que es esencial.

Ejemplos 5.2.

3 h
i) La funcién definida en C\ {0} por f(z)= w tiene una singularidad aislada evitable
en el punto zy = 0 pues
lim sinh(z) = sinh’(0) = cosh(0) = 1.
z—0 z
ii) La funcién definida en C\ {k7: k € Z} por f(z) = —~ _ tiene singularidades aisladas en

sin(z)
los puntos de la recta real de la forma k7, con k € Z.
1. El punto z; = 0 es una singularidad evitable de f pues
1 1 1

i % _ _ _
prcy sin(z2) ey sin(z)/,  sin’(0)  cos(0)

2. Las demas singularidades de f son de tipo polar ya que, si k € Z, k # 0, se tiene que

2|

z
= 1 =
sin(z) ’ =k |sin(2))|

lim
z—km

pues el numerador converge hacia |k| 7 # 0y liril |sin(z)] =0.
Z—RT

iii) La funcion definida en C\ {0} por f(z)=exp(1/,) tiene una singularidad aislada de tipo
esencial en el punto zy = 0 pues

lim exp(Yy)=c0 y  lm exp (1) =0;
x—07T x—0"
zER z€R

el primer limite muestra que la singularidad no puede ser evitable mientras que del
segundo se deduce que tampoco puede ser polar.

Observacion 5.3. Es habitual obviar el dominio de definicion de las funciones a tratar
cuando, como sucede en los ejemplos anteriores, sus puntos singulares vienen dados de
forma evidente como aquéllos para los que carece de sentido la férmula que las define.

Los dos teoremas siguientes proporcionan otros criterios para la clasificaciéon de singula-
ridades aisladas que resultan en ciertas ocasiones de aplicacion mas sencilla que los de la
definicion.

Teorema 5.4 (Caracterizacion de singularidades evitables). Sean U un abierto de C, zy € U
y f una funcién holomorfa en U \ {zy}. Son equivalentes:
a) 2o es una singularidad evitable de f.
b) Existe una funcién g holomorfa en U tal que f(z) = ¢g(z) para cada z € U \ {z}.
c) Existe ¢ > 0 tal que B(zp,¢) C Uy f esta acotada en B(zg,¢) \ {20}
d) lim (z — 2) f(2) = 0.
Z—r 20

Observacién 5.5. En la situacion del enunciado previo, si la singularidad z, es evitable es
claro que la funcién dada por

{f(Z) siz e U\ {z},
g(z) =

lim f(z) siz =z,
Z—r20

es continua en U y holomorfa en U \ {z}, de modo que, segun el corolario 4.20, g es holo-
morfa en U y es precisamente la funciéon mencionada en el apartado b). Asi, la extensién por
continuidad de f al punto zj proporciona una funcién holomorfa en todo el abierto.
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Teorema 5.6 (Caracterizacion de singularidades polares). Sean U un abierto de C, 2y € U
y f una funcién holomorfa en U \ {z}. Son equivalentes:

a) zp es una singularidad polar de f.

b) Existe una funcién g holomorfa en U, con g(zp) # 0, y un namero natural m tales que

f(z) = (g(z))m para cada z € U \ {z0}.
zZ— 20

c) Existe un numero natural m tal que el limite lim (z—zp)™ f(z) existe, es finito y no nulo.
Z—r20

Observacion 5.7. En las condiciones del teorema 5.6, si z; una singularidad polar de f,
entonces el numero natural m que se cita en los apartados 5.6,b) y 5.6,c) resulta ser el
mismo y se denomina orden del polo de f en z,. Se dice en este caso que f presenta un polo
de orden m en zy, 0 que zy es un polo de orden m de f. Asimismo, las locuciones polo simple,
doble o triple son habituales para referirse a los casos m = 1,2 y 3, respectivamente.

Observacién 5.8. En numerosas ocasiones las singularidades aisladas aparecen al conside-
rar cocientes de dos funciones holomorfas en los que el denominador se anula en algunos
puntos del dominio de definicién, siendo estas singularidades aisladas en virtud del principio
de los ceros aislados.

Recordemos que en la observacion 4.30.ii se indicé que una funcién f holomorfa en un
disco B(zp,0) tiene en el punto z, un cero (aislado) de orden k > 1 si, y sélo si, se puede escribir
como f(z) = (z — z0)* ¢(z), siendo ¢ holomorfa en este discoy con ¢(z) # 0. A partir de esta
caracterizacion y de 5.6,b) se obtienen sin dificultad los siguientes resultados, simplemente
examinando la naturaleza de los cocientes

(z — 20)? — (2 — Zo)p_q _ 1 .
(z — 20)4 (z —2p)97P

Proposicion 5.9. Sean U un abierto de C, zp € Uy f y g dos funciones definidas y holomorfas
en U tales que f tiene un cero de orden p en z, y ¢ tiene un cero de orden ¢ en z,. Entonces
la funcion f /g tiene una singularidad aislada en el punto zq y se verifica que:

i) La singularidad es evitable si, y solo si, p > ¢. En este caso [ /g tiene (tras la extension
natural por continuidad mencionada en la observacion 5.5) un cero de orden p—g¢ en z
(entendiendo que si p = ¢ el valor del limite de f /g en zg sera no nulo).

ii) La singularidad es polar si, y s6lo si, p < ¢q. En esta situacion f /¢ tiene un polo de orden
q—p €n zp.

Proposicion 5.10. Sean U un abiertode C, zp € Uy fy g dos funciones holomorfas en U\ {z}
tales que f tiene un polo de orden p en zp y g tiene un polo de orden ¢ en z,. Entonces la
funcion f /g tiene una singularidad aislada en el punto z, y se verifica que:

i) La singularidad es evitable si, y s6lo si, p < ¢. En este caso f /g tiene un cero de orden
q—p €en z.

ii) La singularidad es polar si, y sélo si, p > ¢. En este caso f /¢ tiene un polo de orden p—gq
€en zp.

Teorema 5.11 (de Casorati-Weierstrass). Sean U un abierto de C, 2y € U y f una funcion
holomorfa en U \ {zp}. Son equivalentes:

a) 2o es una singularidad esencial de f.
b) Para cada r > 0 tal que B(zo,7) C U, se tiene que f(B(zo,7) \ {20}) es un subconjunto
denso en C.

Por ultimo, presentamos la nocién de funcién meromorfa, de momento s6lo como nomen-
clatura. Con posterioridad examinaremos con mas detalle este concepto.

Definicion 5.12. Sean U un abierto de C. Se dice que una funcién f es meromorfa en U si
existe un subconjunto A sin puntos acumulacién en U, tal que f es holomorfa en U\ Ay
cada a € A es una singularidad evitable o polar de f.
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5.2. Series de Laurent

A la hora de considerar series de Laurent las coronas juegan un papel analogo al de los
discos en los desarrollos de Taylor.

Definicién 5.13. Sir y R son numeros reales con 0 < r < Ry zy € C, el conjunto dado por
A(z0,m,R) ={2 € C:r < |z — 2| < R} = B(20, R) \ B(20,7)

se denomina anillo o corona circular (abierta) centrada en z, de radios r y R. El concepto de
corona se generaliza admitiendo la posibilidad de que » = 0 0 R = co. Concretamente:
En el caso particular de que r =0y R € R el conjunto

{z€C:0< |z~ 20| < R} = B(20, R) \ {20}

se representa por B*(z, R) y se denomina disco punteado de centro z, y radio R.
Si R = o0, la corona centrada en z, y de radios r € oo es

{zeC:r<|z—2},

es decir, el complementario de la bola cerrada B(zg,r) sir >0, 0 C\ {2} sir = 0.

Lema 5.14. Sean U un abierto de Cy f una funcién holomorfa en U. Se supone que z, € C
y 0<r < R<oo son tales que la corona {z € C:r <|z— 2| < R} esta contenida en U. Sean
ademas pi, po tales que r < p1 < p2 < R 'y C(z0,p1), C(20, p2) las circunferencias centradas en
zo y de radios p; y p2, respectivamente, orientadas ambas en sentido positivo. Entonces, para
cada numero complejo z, con p; < |z — z| < p2, se tiene que

_ 1 Jw) o1 f(w)
f(z)_27rij{0(207p2)w—zdw 27ri740(207p1)w—zdw' (5.1)

Observacion 5.15. El resultado previo es consecuencia inmediata de la versiéon homoldgica
del teorema de Cauchy para ciclos. No obstante, es posible razonar también observando que
la corona A= {z¢€ C:p <|z— 2] < p2} es un abierto de Jordan cuyo borde es el ciclo
0A = C(z0, p2) — C(z0, p1) (ver observacion 4.57.i). Ademas, si p; < |z — 29| < p2, la funcién

gz(w): row stz
f'(2) siw =z,

es holomorfa en U (la singularidad en wy = z es evitable) y el resultado se obtiene de la férmula
de Riemann-Green, como el teorema 4.22, siguiendo la pauta mencionada en la observacion
4.13.

Teorema 5.16 (Desarrollos de Laurent). Sea f una funcion holomorfa en un abierto U de
C que contiene a la corona A = {z € C:r < |z — 2| < R}, 20 € C, 0 < r < R < co. Entonces
existen:

1. Una serie de potencias Y a, (z — 20)" que converge absolutamente en B(zy, R) y

n=0
2. Una serie de potencias negativas > b, G que converge absolutamente en el com-
n=1 Z— 20 n
plementario de B(z,7),

tales que, para cada z € A, se tiene que

o0 . o0 1
f(Z) = T;an (Z - ZO) + Z by m 5.2)

n=1

Ademas, Los coeficientes de estas series vienen dados por

1
an——% &dw, n=20,1,2,...,
C

27Oz, p) (w = 20)" .
1 .
n = o flw) (w—z)""tdw, n=1,2,...,

37t S /) 0 20)

siendo C(zg, p) cualquier circunferencia centrada en z, y de radio p, » < p < R, orientada
positivamente.
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Observaciones 5.17.

i) Las formulas (5.3) muestran que la expresion de f en A dada por (5.2) es Unica, y se
denomina el desarrollo en serie de Laurent de f en la corona A; la primera serie es la
parte regular del desarrollo y la segunda la parte residual o singular.

ii) Es usual denotar, paran > 1, b, = a_, y asi la expresion (5.2) se escribe de forma mas

compacta como
o0

f2)= Y an(z—2)" (5.4)

n=-—oo

y las formulas dadas en (5.3) se resumen en una:

oo L W new (5.5)
214 JO (2, p) (w— 20)"+"

iii) La demostracion de este teorema es similar a la del teorema 4.17, donde se muestra que
toda funcion holomorfa es analitica. Ahora haciendo uso de la férmula (5.1) y pasando al
limite cuando p; tiende hacia r y p, hacia R. En ese otro caso se obtenia que la serie de
Taylor en torno a z, representaba a la funcién en el mayor disco abierto centrado en dicho
punto y contenido en el abierto donde es holomorfa la funcién; lo que se concluye aqui
es que f es representable en serie de Laurent (serie de potencias positivas y negativas)
en la mayor corona centrada en z, y contenida en U.

iv) Caso de particular interés es el que se refiere a funciones holomorfas en abiertos del
tipo U = V' \ {2}, es decir, con una singularidad aislada en el punto z,, en los que el
radio menor r es nulo. En esta situacion la parte regular del desarrollo de Laurent de f
define una funciéon holomorfa en B(zy, R), mientras que la parte residual, si es no nula,
aporta el caracter singular de la funcion en dicho punto. El siguiente resultado precisa
esta consideracion.

Teorema 5.18 (Clasificacion de singularidades segiin el desarrollo de Laurent). Sean f
una funcién holomorfa en un disco punteado B*(zg, R) y

0 . oo 1
T;)an(z—zo) +nz::1bnm

su desarrollo de Laurent en B*(zg, R). Entonces:

i) 29 es una singularidad evitable de f si, y solo si, la parte residual del desarrollo es nula,
es decir, si b, = 0 para todo n € N.

ii) zp es un polo de f si, y so6lo si, la parte residual del desarrollo es una suma finita, es
decir, si existe m € N tal que b,, # 0y b, = 0 para todo n > m. En este caso m es el orden
del polo.

iii) zp es una singularidad esencial de f si, y solo si, la parte residual del desarrollo tiene
infinitos términos no nulos.

El problema de determinar el desarrollo de Laurent de una funcién, es decir, de encontrar
los coeficientes a,, y b,, €s en general dificil si se hace uso de las formulas dadas en (5.3).
En la practica se recurre a otro tipo de argumentos basados en las propiedades de series ya
conocidas, el producto de Cauchy de series, etc. [lustraremos esto con unos ejemplos.

Ejemplos 5.19.

i) A la hora de calcular desarrollos de Laurent de fracciones racionales resultan de utilidad
los desarrollos de Taylor de la suma geométrica y sus derivadas. Recordemos:

k! >
m:Z(n+k)(n+k—l)~--(n+1)w”, k>0, |w <1
n=0

Resulta inmediato comprobar que el desarrollo de Laurent de una suma finita de funcio-
nes holomorfas en una corona es la suma de los desarrollos de Laurent de cada una de
ellas, y puesto que toda fraccion racional se escribe como la suma de un polinomio y una
combinacioén lineal de fracciones simples del tipo 1/( z— 7)™ siendo las r; las raices del

denominador, es suficiente determinar los desarrollos de estas ultimas:
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1. En primer lugar, si 2y = r;, la fracciéon
1 1

G=r)" G

es ya el desarrollo de Laurent (que consta de un so6lo sumando) de la funcién que
representa en la corona C \ {zp}.

2. Si zy # r;, se puede escribir

1 1 1 1
z=rj  (2—20)—(rj—2) rj—21-(2- Z‘))/(rj — )
B R ) = -1 "
= = z—29)";
mm & a2 G
1 1 (—1)m 1

=1 ((z=20) = (r;—20))" (5= 20)™ (1= (= 20)/(r; — )"

N D) (ntm—1)- (a4 1) (2 z0)"
_nz::o (rj — 20)™ (m —1)! (rj = z0)"

que es el desarrollo de Taylor de dicha funcién, valido en el disco B(z,|r; — zo]),
puesto que esta serie converge si

zZ— 20
EEEAP
Ty — %0
También se puede considerar el desarrollo en la corona {z € C : |z — zy| > |r; — 20|},
en este caso se escribe

1 1 1 1

z=rj  (z—20)—(r;—2) 22—z 1—(7"3'—20)/(2_20)

_ 1 i (rj —20)" _ i (rj —20)"
z—z0 = (z—z0)" = (22— z0)" T
1 1 1 1

m

=)™ ((z—20) —(r;—20)"  (z=z0)" (1—(rj— 20)/(z — z))

1 i(n+mfl)~~(n+1) (rj —zo0)"

(z = 20)™ — (m—1)! (z — zo)"
= (ntm—1)---(n+1) " 1 .
_Z 1) (rj —2o) Gy sim > 2,

n=0
siendo ésta una serie en potencias negativas de (z — z5) que converge si

’I“j—Z()

<1
Z— 20

ii) La funcién f definida en C\ {0} por

fe) =2 e (2)

tiene una singularidad aislada en el punto zy = 0. Para calcular su desarrollo de Laurent
en la corona C\ {0}, es decir, en potencias de z, basta recurrir a la serie de Taylor de la
funcion exponencial en torno al punto wy = 0; asi, para z # 0,

oo

1 11 I «— 1 1
— 52 — = 2 _—— = 2 — —_— —
f(z)==z exp(z) z nE:O z +z+2—|—n§:1

n! zn (n+2)! 27’

siendo este ultimo el desarrollo de Laurent en la citada corona; la parte regular del desa-

1
rrollo es el polinomio 22 + z + 5y la parte residual la ultima serie.
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5.3. Residuos

Dedicamos esta seccion al concepto de residuo y a los métodos de calculo de residuos que
se utilizan de forma constante en las aplicaciones que se expondran posteriormente.

Definicién 5.20. Sean z; € C, f una funciéon holomorfa en un disco punteado B*(zp, R) ¥

> an(z—20)" el desarrollo de Laurent de f en B*(z, R). El namero complejo b, =a_; se

n=—oo

denomina residuo de f en z; y se denota por Res(f,zo) -

Observacion 5.21. En las condiciones de la definicién anterior, el residuo de f en el punto
zo se obtiene, de acuerdo con las férmulas (5.3) o (5.5), mediante la integral

bi=a_1 = i f(w) dw, (5.6)
2mi C(20,p)
siendo C(zp,p) la circunferencia centrada en z; y de radio p, con 0 < p < R, orientada posi-
tivamente. En este sentido, el nombre de “residuo” elegido para b; es adecuado, pues (salvo
la constante 27i) es lo que queda cuando se integra la funcién en circunferencias suficiente-
mente pequenas que rodean al punto z.

La evaluacion de las integrales (5.6) es, salvo en casos muy concretos, de gran dificultad,
y se recurre en la practica a otros argumentos. Concretamente, en el caso particular de que
el punto z; sea una singularidad polar de la funcién f, los siguientes resultados proporcio-
nan diversos métodos de calculo, obtenidos a partir de las propiedades ya expuestas de las
funciones analiticas y las singularidades aisladas.

Proposicion 5.22. Sean U un abierto de C, z; € Uy f una funcién holomorfa en U \ {z} que
tiene una singularidad de tipo evitable en el punto z,. Entonces

Res(f,20) =0.

Corolario 5.23. Sean [ y g dos funciones holomorfas en el punto z, € C tales que tienen un
cero del mismo orden en zy. Entonces

Res <i,zo> =0.
g
Lo mismo sucede si el orden del cero de f en z; es superior al del cero de g.

Corolario 5.24. Sean U un abierto de C, zy € U y f,g dos funciones holomorfas en U \ {z}
que tienen un polo del mismo orden en z,. Entonces

f.)=
Res (g,zo> =0.
Lo mismo se puede decir si el orden del polo de g en z; es superior al del polo de f.

Proposicion 5.25. Sea g una funcion holomorfa en un disco B(zg, ) con g(zp) # 0. Sim € N,
la funcién [ definida en el disco punteado B*(zg, r) por

_9(2)
f(Z) - (Z _ ZQ)"L
tiene un polo de orden m en el punto zy y
(mfl) Z
Res(f, ZO) = g(m — (1)?) .

Observacién 5.26. Toda funcion f que tenga un polo de orden m en el punto z, se puede es-
cribir como en la proposiciéon anterior, pero puede resultar extremadamente laborioso deter-
minar en situaciones concretas esa funcion g. Seguidamente se presentan algunos resultados
relativos a singularidades polares de orden pequeno, que surgen al considerar cocientes de
funciones, y que permiten soslayar ese inconveniente.
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Proposicion 5.27. Sean f y ¢ funciones holomorfas en el punto z, € C tales que f no se
anula en zp y g tiene un cero simple en z,, es decir,

flz0) #0,  g(20) =0 y ¢'(20) #0.
Entonces [ /¢ tiene un polo simple en 2z y

el =15

El resultado anterior se generaliza en la siguiente

Proposicion 5.28. Sean f y g dos funciones holomorfas en el punto z, € C tales que [ tiene
un cero de orden m en z y g tiene un cero de orden m + 1 en zy. Entonces f /¢ tiene un polo
simple en zp y

£ (20)

f
Res (572()) = (m + 1) M

Proposicion 5.29. Sean f y ¢ funciones holomorfas en el punto z, € C tales que f no se
anula en zy y ¢ tiene un cero doble en z,, es decir,

f(z0) #0,  g(20) =9'(20) =0 y g"(20) #0.
Entonces f /¢ tiene un polo doble en z y

F'(z0) 2 [(20) 9" ()

f
Res (5320) - 29”(20) 3 (9"(20))2

Proposicion 5.30. Sean f y g funciones holomorfas en el punto z; € C tales que f tiene un
cero simple en z, y g tiene un cero de orden 3 en z,, es decir,

f(20) =0, f'(20) #0,  g(20) =9'(20) =9"(20) =0 y g"(20) # 0.
Entonces [ /¢ tiene un polo doble en zg y

(f Ly g f7G0) 3 f1(20) 9 (20)
Reb(g, O) = 39/1/(20) 2 (g///(zo))Q .

Proposicion 5.31. Sea [ una funcion holomorfa en el punto z; € C en el que tiene un cero
de orden m € N. Entonces la funcién [’/ f tiene un polo simple en z y

/

Res(?,zo) =m.

Proposicion 5.32. Sea f una funcion holomorfa en un disco punteado centrado en el punto
zo € C, en el que tiene un polo de orden m € N. Entonces [’/ f tiene un polo simple en zo y

!

Res (f7 ,Zo) =-m.

Observacion 5.33. Es posible generalizar la formula de la proposicion 5.29 al caso de co-
cientes f /g con f(z) # 0,y g con un cero de orden m en z; el algoritmo consiste en el
determinante de una matriz de .#,,«.,(C) cuyos coeficientes estan dados en términos de las
derivadas de fy g en z, (ver [21]). Pero, por supuesto, dicho algoritmo es tanto mas costoso
cuanto mayor sea el orden del polo y sélo tiene interés como férmula cerrada. En la practica
es mas comodo recurrir a los desarrollos de Laurent de las funciones involucradas; concre-

tamente: poniendo zy = 0 para abreviar, si f(z) = > b, 2" y g(z) = > ¢, 2", entonces
n=0 n=m
o)
f /g = > a,z" ylos coeficientes a,, en particular a_, se obtienen de la igualdad gh = [,

n=—m

es decir, despejandolos de las ecuaciones que aparecen en el producto de Cauchy:

a_ a_
(cmzm+cm+1zm“+...>( m’+...+71—|—a0—|—a1z+...) = by +brz+...

Zm
con la ventaja de que este procedimiento se aplica igual cualquiera que sea el orden de los
ceros de fy g, e incluso si zy es singularidad polar de fy g (ver tabla A.11).

BRy Departamento de Algebra, Analisis Matematico, Geometria y Topologia



5.4. Teorema de los residuos. Aplicaciones al Calculo 87

5.4. Teorema de los residuos. Aplicaciones al Calculo

La idea clave del teorema que da nombre a esta seccion es bien simple: utilizar el concepto
de residuo para calcular integrales complejas. Las numerosas aplicaciones de este teorema,
algunas de las cuales presentaremos aqui, justifican sobradamente el interés de este resul-
tado. La version general, que constituye el siguiente enunciado, es consecuencia de la version
homoldégica del teorema de Cauchy para ciclos; sin embargo, como se comenta en las obser-
vaciones 5.36.iii, la version que proporcionamos en el corolario inmediatamente posterior,
para la integracion a lo largo del borde de dominios de Jordan dentro del abierto se puede
demostrar con técnicas mas elementales y es suficiente para muchas de las aplicaciones
practicas, en particular, las que se relatan luego.

Teorema 5.34 (de los residuos). Sean U un abierto de Cy f una funcién definida y holomorfa
en U salvo quiza en una familia de puntos A C U que son todos ellos singularidades aisladas
de f (es decir, A’ NU = (). Sea ~ un ciclo de clase ¢! a trozos en U \ A (es decir, v no pasa por
singularidades de f) y nulhomologo respecto de U (i.e., para todo z ¢ U se tiene que 7n(y,2) = 0).
Entonces, hay un numero finito z1, 2o, ..., z,, de singularidades de f tales que 7(v, z;) # 0, y
se tiene que

?{ f(w)dw:27ri277('y,zj) Res(f, z;) . (5.7)
p

Jj=1

Corolario 5.35 (teorema de los residuos para dominios de Jordan). Sean U un abierto de
Cy f una funcién definida y holomorfa en U salvo quiza en una familia de puntos A C U que
son todos ellos singularidades aisladas de f. Supongamos que D es un dominio de Jordan
con D C U y tal que ninguna de las singularidades de f esta en la curva dD. Entonces, si
21,22, ..., 2m son las singularidades de f en el interior de D.y en 0D se considera la orientacion
natural inducida por D, se tiene que

an(w)dw = QWi;Res(f,zj). (5.8)

Observaciones 5.36.

i) En las condiciones del teorema 5.34 o del corolario 5.35 la funciéon f tiene una canti-
dad numerable de singularidades aisladas. Ademas, en cada subconjunto compacto del
abierto U (en particular, en D) s6lo puede haber un numero finito de puntos de A.

ii) Concentrémonos en la situacion del corolario 5.35. La definicion de dominio de Jordan
garantiza que 7(dD,z) = 0 para todo z ¢ D y n(dD,z) = 1 para todo z € D, de ahi la
expresion simplificada (5.8) de la férmula (5.7).

iii) Otra forma de obtener el resultado en la version sencilla 5.35 consiste en lo siguiente:

considerando discos cerrados B; = B(zj,¢)
centrados en cada una de las singularida-
des z;, j = 1,2,...,m, y de radio suficien-
temente pequefio para que sean disjuntos
dos a dos, la féormula (5.8) equivale a

| Jw)du = ;723 flw) duw,

igualdad que se deduce de la férmula de
Riemann-Green aplicada al abierto de Jor-

dan V =D\ Gl B; (ver figura 5.1).
j=

Figura 5.1: V =D\ -81 B;
=

Los resultados que se presentan a continuaciéon son consecuencia del teorema de los
residuos y proporcionan métodos practicos para la evaluacion de cierto tipo de integrales en
intervalos que en ocasiones son imposibles de obtener mediante el calculo de primitivas.
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5.4.1. Integrales racionales trigonométricas

El primer resultado de aplicacion es sencillo de describir: para z € C con |z| = 1, se tiene
que 1/, =z,ysi z=¢', t€0,2n], entonces 2cos(t) =z+2z y 2isin(t) = 2z — 7, esto es,

1 1
cos(t)zi(z—&—l/z), sin(t)zﬂ(z—l/z).
De aqui se deduce facilmente el siguiente resultado.

Proposicion 5.37. Sea R(z,y) una funcion racional cuyo denominador no se anula en la
circunferencia unidad; explicitamente, R = P /@ siendo Py @ polinomios en las variables
reales = e y, con Q(z,y)#0 si 22 +y?=1.Si f es la funcién definida por

f)= L R(3 (4 1) o (= 112))

y ai,as,...,a, son sus polos en el disco abierto B(0, 1), entonces
27 m
/ R((cos(t),sin(t)) dt = 27TiZR€S(f, aj). (5.9)
0 °
7j=1

5.4.2. Integrales en la recta real

Proposiciéon 5.38.

i) Supongamos que f es una funciéon holomorfa en un conjunto abierto que contiene al
semiplano superior cerrado H = {z € C : Im(z) > 0}, excepto para un numero finito
de singularidades aisladas ninguna de las cuales esta en el eje real, y tal que existen
constantes M > 0y p > 1y un numero real R tales que

|f(z)|§% size Hy |z| > R. (5.10)
Entonces f es integrable en Ry
/ flx)de = 27i Z Res(f, a). (5.11)

Im(a)>0

ii) Si se verifican las condiciones de 5.38.i sustituyendo H por el semiplano inferior cerrado
L ={z e C:Im(z) <0}, entonces f es integrable en Ry

/OC fx)de = =271 Z Res(f,b). (5.12)
- Im(b) <0

Observaciones 5.39.

i) Las sumas que aparecen en (5.9), o en (5.11), o en (5.12) tienen perfecto sentido pues
son finitas, ya que Res(f, z) = 0 salvo, quiza, cuando z = ¢ es una singularidad de f.
En lo sucesivo apareceran sumatorios similares, es decir, extendidos a los puntos de
cierto abierto del plano. La consideracion sera la misma que aqui: en realidad la suma se
concreta en las singularidades aisladas de cierta funcion, que seran en cantidad finita.
No mencionaremos mas este asunto.

ii) Se verifican las condiciones de 5.38.i y 5.38.ii, y por tanto las férmulas (5.11) y (5.12), si
f=r /. donde Py @ son polinomios tales que grado(Q) > grado(P) +2, y @ no tiene
ceros en la recta real. En realidad, para que la integral impropia de f converja, aunque
no absolutamente, basta con que =z f(z) tienda hacia 0 cuando z — oo, lo que ocurre,
tantoen H comoen L, si f = P/Q con grado(Q) > grado(P).

iii) Las féormulas anteriores se obtienen aplicando el teorema de los residuos al borde de
semicirculos del tipo

{z€C:|z| <R, Im(z) > 0} y {z€eC:|z| <R,Im(z) <0},
respectivamente; estas curvas consisten en la unién del segmento [—R,R] C R y una
semicircunferencia. Para radios R suficientemente grandes, todas las singularidades de

la funcion en el semiplano correspondiente se encuentran en el interior del semicirculo,
y el resultado se deduce al pasar al limite cuando R — .
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Lema 5.40 (de Jordan). ;
Sea f una funcién holomorfa en un disco Ve
punteado B*(zp,r) y tal que en el punto z /
tiene un polo simple.

Para cadaeccon 0<e <7, sea . un arco
de circunferencia de centro z;, angulo fijo de
amplitud « y radio e, recorrido en sentido
antihorario (i.e., v_(t) = 2z + e !*+P), t € [0, a];
ver figura 5.2). Entonces

lim [ f(2)dz = ai Res(f,z). (5.13)
e—0 ~.

Figura 5.2: Con amplitud « fija, el
radio € decrece hacia 0.

El lema de Jordan es independiente del teorema de los residuos, y combinado con éste
proporciona nuevas herramientas de calculo entre las que se encuentra el método expuesto
a continuacion.

5.4.3. Valor principal de Cauchy

Antes de dar la definicién presentaremos un ejemplo sencillo que a buen seguro arrojara
mucha luz sobre el asunto que tratamos:

Consideremos la funcion definida en R\ {0} por f(z) = 1/,. Es de sobra conocido que f
no es integrable en ningun intervalo que tenga a 0 por extremo. Ahora bien, fijados «, § € R
tales que a <0< 3, para cada ¢, con 0 < e < min{—a, 8}, se tiene que

cdr | (Pdx B , “dr  (Pdx B
/a ?—i- ?—ln<_—a) y por tanto ;13%</a ?—&-/E x>_ln(—a)'

€

El valor de este limite no es el de ninguna integral impropia; es el denominado valor principal
de Cauchy de la integral de f en (a,f3) y se escribe VP f; dr/, =1n (B/_q).

Definicion 5.41. Sea f una funciéon compleja definida y continua en R excepto en un
nuamero finito de puntos z; < x5 < ... < x,. Si f es integrable en (—oco,z; —¢) y (z, +¢€,00)

para todo ¢ > 0 (o simplemente, si las correspondientes integrales impropias convergen) y
existe y es finito el limite

;13%(/_00 f(x)dm—i—/xl+€ f(x)da:—f—...+/xn_1+€f(x)dx+/xn+€f(x)da:>, (5.14)

dicho limite se denomina valor principal de Cauchy de la integral de f en R y se denota por
VP / f(z)dx.

Nétese que toda integral impropia convergente | fooo f(z) dz puede ser observada como un valor
principal; su convergencia asegura la existencia y finitud del limite (5.14).

Proposiciéon 5.42.

i) Sean U un conjunto abierto de C que contiene al semiplano superior cerrado H y f
una funcién holomorfa en U excepto en un numero finito de singularidades aisladas.
Sean z1,...,z,, las posibles singularidades de f en el eje real y supongamos que todas
ellas son polos simples. Si se verifica ademas la condicion (5.10), entonces existe el valor
principal de Cauchy de f en R y se tiene que

VP/OO fx)de = 27i Z Res(f,a) + ﬂiZRes(f,xj). (5.15)
e Im(a)>0 J=1

ii) Si se sustituye H por L, el semiplano inferior cerrado, y se verifican las restantes condi-
ciones de 5.42.i, entonces

VP/OO fla)dw = —2mi > Res(f,b) — iy Res(f,z;). (5.16)
o Im(b) <0 j=1
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Observaciéon 5.43. La prueba de 5.42 se
lleva a cabo de forma similar a como se in-
dicé en la observacion 5.39.iii, modificando
las curvas en las que se integra para evitar
las singularidades en el eje real; para ello se
consideran semicircunferencias centradas en
los puntos z; y de radio ¢ que se hace tender
hacia 0, calculando el limite mediante (5.13).
En la figura 5.3 se presenta un ejemplo de N /\ m
curva adecuada para el caso 5.42.i. 4

Figura 5.3: Las singularidades en R se “saltan”.

5.4.4. Transformadas de Fourier

Definicién 5.44. Dada f: R — C y un numero real w, sila integral impropia [~ _e ™" f(x) dz
es convergente, su valor se denomina transformada de Fourier de f en el punto w y se denota
por f(w).En particular, si f es integrable en R, f esta definida para todo w € R.

Proposicion 5.45.

i)

ii)

Sea w < 0. Sea también f una funcion holomorfa en un conjunto abierto U que contiene
al semiplano H = {z € C : Imz > 0}, excepto para un numero finito de singularidades
aisladas ninguna de las cuales esta en el eje real. Supongamos asimismo que

Jlim f(z) =0. (5.17)
z€H
Entonces existe f(w) y
f(w) = /00 e Wrf(x)dr = 27 Z Res(e ™“?f(2),a). (5.18)
- Im(a)>0

Sea w > 0. Si se verifican las condiciones de 5.45.i sustituyendo H por el semiplano

inferior L = {z € C : Im z < 0}, entonces existe f(w) y
flw) = /OO e Wrf(x)dr = —2mi Z Res(e™ ™2 f(2),b). (5.19)
- Im(b) <0

Observaciones 5.46. Sean U un abierto que contiene a H o L, segun corresponda, y f una
funcion holomorfa en U salvo en un numero finito de singularidades, ninguna de ellas en R.

1)

ii)

iii)

iv)

V)

El valor de la transformada de Fourier de f en w = 0 se obtiene, cuando se verifican las
condiciones oportunas, segun lo expuesto en la proposicién 5.38 (nétese que en este caso
resulta e f(z) = f(z)).
Las formulas anteriores se obtienen aplicando el teorema de los residuos al borde de
rectangulos de vértices

—R, R, R(1+1), R(—1+1) y — R, R, R(1—1), R(-1—1),
respectivamente, pasando luego al limite cuando R — oo; de la condicion (5.17) se de-
duce, entre otras cosas, que la integral impropia de e~ f(x) en R converge.

Si existen R, M > 0 tales que

|f(2)] si |z| >R, (5.20)

entonces el limite (5.17) es trivial (lo mismo en el semiplano 7). La acotacion (5.20) es po-
sible, en particular, si f = P/, con Py @ son polinomios tales que grado(Q) > grado(P)
(ademas @ no puede tener ceros en R por la hipétesis realizada sobre f).

M
<
2|

Si existen R,M > 0y p > 1 tales que en el correspondiente semiplano se verifica (5.10)

~

entonces f(w) existe como integral (o integral impropia absolutamente convergente).

En general, en todos estos enunciados, las condiciones (5.10), (5.20) o (5.17) sirven para
probar que la integral a lo largo de arcos “lejanos” tiende hacia 0; en ocasiones se puede
obtener esta propiedad bajo hipétesis menos restrictivas que las expuestas.
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5.4.5. Valor principal de Cauchy de transformadas de Fourier

Proposicion 5.47.

i) Supongamos que f es una funcién holomorfa en un abierto que contiene al semiplano
H ={z e C:Imz > 0}, excepto para un numero finito de singularidades aisladas. Sean
z1,...,T, las singularidades en el eje real, todas ellas polos simples. Supongamos que

lim " f(z) = 0. Entonces, para cada w < 0 se tiene que

z—00, ZE

VP/00 e f(g)dr =27 Z Res(e™ ™% f(z +7rzZRes I (2),x4). (5.21)
- Im(a)>0

ii) Si se verifican las condiciones de 5.47.i sustituyendo H por el semiplano inferior cerrado
L ={z e C:Imz <0}, entonces, para cada w > 0 se tiene que

VP/Oo e f(z)de = —27i Z Res(e™ ™% f(z) —WZZRGS (e7™%f(2),x;). (5.22)

Im(b) <0 j=1

Observacién 5.48. Para la prueba del resultado anterior se procede como se relata en 5.43,
modificando en este caso las curvas que se citan en 5.46.1ii.

En las dos situaciones es esencial que las singularidades sobre el eje real sean polos
simples para garantizar la existencia del valor principal, o si se prefiere, para poder aplicar el
lema de Jordan.

Las aplicaciones del teorema de los residuos al calculo de integrales definidas que aqui se
han expuesto son de caracter mas o menos general, pero existen otras muchas; la eleccion
de una funcién holomorfa con singularidades aisladas y una curva adecuadas puede resol-
ver problemas concretos muy dificiles de abordar por otros métodos: por ejemplo, en [21],
[25], [26], [27] o [32] se pueden encontrar procedimientos para calcular, mediante residuos,

integrales de los siguientes tipos:
. > a—1 mP(I) . b o« ﬁP(I)
0w x; 0w /0 2 n(x) Q(x)d:z:, /a(x a)®(b—x) Q(m)dz
(P, @ hacen referencia a polinomios, ¢ < b son numeros reales). Véanse también los ejercicios
5.32, 5.34 0 5.35, que contemplan el estudio de funciones especificas en curvas ad hoc para
obtener los valores de integrales de funciones reales en intervalos de R, pero dificilmente
abordables mediante el Analisis de variable real.

Para finalizar esta seccion presentamos una aplicacion del teorema de los residuos al
calculo de sumas infinitas.

5.4.6. Sumacion de series

Teorema 5.49. Sea f holomorfa en C salvo en un conjunto finito de singularidades aisladas,
S ={ay,as,...,a,}. Para N € N sea Cy el borde del cuadrado con vértices en (N + 1/9)(£1 +4).

i) Supongamos que
lim cot(mz) f(2)dz = 0. (5.23)

N —oc0 Cn

Entonces se tiene la siguiente férmula de sumacion:

1\}1_{1100 Z f(n) = —7'('2 Res (cot(m 2) f(2),a;) . (5.24)
nezZ\S,|n|<N J=1
ii) Supongamos que
lim / EAC RPN (5.25)
N—oo [ sin(m z)
Entonces se tiene la siguiente férmula de sumacion:
. n % fle)
A}gnoo Z (=D)"f(n) = WZ Res ( sin(r 2) ,aj) . (5.26)
neZ\S, |n|<N J=1
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Observaciones 5.50.

i) Las formulas (5.24) y (5.26) se deben interpretar tal como estan escritas: para fijar ideas
pensemos que f no tiene singularidades en 7Z; aun asi, de (5.23) no se puede deducir
que la serie > f(n) sea convergente, esto es, que converjan », f(n) y >. f(—n). Lo

n=—oo n=1 n=1
mismo para el caso 5.49.ii.

ii) Si f es una funcién holomorfa en C salvo en singularidades aisladas y se verifica la
condicion (5.20) entonces se verifican las dos condiciones (5.23) y (5.25) y por tanto son
validas las dos formulas (5.24) y (5.26). Néotese también que, si se cumple la condiciéon

mas fuerte (5.10), entonces > f(n) converge absolutamente, en virtud del criterio de
nezZ\S
comparacion.

Ejercicios

5.1 Consideremos la funcién f(z) = e~ "z, definida en C \ {0}.
i) Comprobar que si S = {z € C:|arg(z)| < 7/4} . se verifica que
lim f(z) =0.
s

ii) Consideremos para cada a € (0,2] el sector (abierto) con vértice en el origen, cuya recta
bisectriz es el eje real positivo, y con apertura ar, es decir, S, = {z € C: |arg(z)| < an/y}
(en el apartado i) es a = 1/9). ¢Para qué valores de a se puede obtener que

lim f(z)=0?

zESq

iii) Determinados dichos valores, probar que la funcién g,, n € N, definida en C\ {0} por
gn(z) = 27" f(z) tiene el mismo comportamiento en S,.

5.2 Analizar las singularidades de las siguientes funciones:

, e*(z —3) 1 L eF =2

) oo i x) —

i) e —1 vi) tan(z) x) tanh(z)

ii

... tan(z) A

iii) ze™~ vii) sin(z3) xi) 1+ 24

. cos(2) z . 1
iv) T, viii) eXp(l—z) Xxii) cos (zfz)

5.3 Sean a € Cy f una funcién holomorfa en el disco punteado B*(a,r). Si a es un polo de
orden m de f, probar que a es un polo de f(™ y deducir cual es su orden.

5.4 Sea f una funcién holomorfa en el disco punteado B*(zg, R).

i) Probar que z, es una singularidad evitable o un polo de orden a lo sumo p siy sélo si

lim P max{|f(2)| : |z — 20| =7} = 0.
r—0t
ii) Supongamos que existe ¢ > 0 tal que

< —S
1Ol =i

demostrar que la singularidad en z, es evitable.

para cada z € B*(zo, R),

iii) Si existe ¢ > 0 tal que, para la rama principal del logaritmo, se tiene que
|f(2)| <cllog(z — 29)| para todo z € B*(zp, R).

Estudiese la singularidad de f en z.
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5.5 Sean U un abierto de C, z, un punto de U y f una funcién meromorfa en U \ {zp}. Si 4 es
el conjunto de polos de f, se supone que z; es un punto de acumulacién de A. Si B(zp,R) C U,
demostrar que f(B*(z, R)\ A) es denso en C.

5.6 Proporcionar los desarrollos de Laurent en potencias de z para la funcion f(z) = m
z —Z

especificando las regiones donde son validos cada uno de ellos.
4i—3

5.7 Desarrollar en serie de Laurent la funcién f(z) = )]
1z zZ —

en las siguientes

coronas:
i) {zeC:0< 2| <3} iii) {z € C: |z| > 4} v) {z€C:|z—4i > 5}
i) {ze C:3 < |z <4} iv) {zeC:0< |z —4i| <5} vi) {zeC:0< |z—-3| <5}

5.8 Desarrollar en serie de Laurent la funcion
2

) =tos( 7 —5)

en la corona {z € C: |z| > 1} cuando se considera la determinacién principal del logaritmo.

5.9 Sean ¢t un numero real fijo, f la funcién compleja definida en C\ {0} por

sy =en(t (1)),

y Y. Ju(t)z" el desarrollo de Laurent de f en C\ {0}. Para cada n € Z demostrar que:

i) J.(t) = 711_/07r cos (tsin(g) — nd) df.
iI) J—n(t) = (_l)an(t)'

Nota: Los coeficientes .J,(t) reciben el nombre de funciones de Bessel.

5.10 Los nuimeros de Bernoulli B,, n=0,1,2,..., son los coeficientes de 2" multiplicados por
n! en el desarrollo de Laurent en un disco punteado centrado en zy = 0 de la funciéon
z
1o)==

i) Determinar el abierto de validez del citado desarrollo.
ii) Probar que Bs, 1 = 0 para todo n > 1.

iii) Encontrar una expresion integral de la forma

27
B, = / gt dt .
0

iv) Probar que By =1 y, sin > 1,

n n n
<O>Bo+<1)31+"'+<n_1>3n1—0.

v) Obtener el desarrollo de Laurent en un disco punteado centrado en zy = 0 de la funcion
cotangente a partir de la identidad:

cot(z) =1 (1 + ﬁ)
vi) Probar que
tan(z) = cot(z) — 2 cot(2z2) y cse(z) = cot(z) + tan (2/2)

y deducir el desarrollo de Laurent en un disco punteado centrado en zy = 0 de las funcio-
nes tan(z) y csc(z).
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5.11 Sea f una funcién holomorfa en C\ {0} tal que zp = 0 es un polo simple de f. Si la
imagen por f de la circunferencia unidad es un subconjunto de R, probar que existen b € C
no nulo y a € R tales que

f(z):az—i-b—&-% para cada z # 0.

5.12 Sean fy g dos funciones enteras tales que
|f(z)] <|g(z)|  paratodo z € C.
Demostrar que existe A € C, con |\| < 1, tal que

f(z) =Ag(z) paracadazeC.

5.13 Sea f una funcién holomorfa en B*(q,r) y tal que existe una constante M con
Re(f)(z) < M para todo z € B*(a,r),
demostrar que f tiene una singularidad evitable en a.
5.14 Sean U un abierto de C, zy € U y f una funcién holomorfa en U \ {z}. Si 2z, es una

singularidad esencial de f y P es un polinomio no constante, probar que z; es también una
singularidad esencial de P o f.

5.15 Sea f una funcién holomorfa en un disco punteado centrado en a € C que tiene un polo
en dicho punto. Probar que:

i) Si el polo es simple, entonces Res(f,a) = lim(z —a) f(z).
z—a

ii) Si el polo es doble, entonces Res(f,a) = lim (2(z—a) f(z) + (z — a)’f'(2)).

5.16 Determinar, clasificandolas, las singularidades de las siguientes funciones y calcular en
ellas los residuos correspondientes:

i e ; 2 1 22 -1
1) z2(z—1) vi) (z-1) eXp(z—l)' x) (22 +1)2
ii) zsin (1/,). E . 22
iy A2 T e
-1 - R
iv) tan(z) vith) - sin (1/2) i) sin(7 z)
(1- cos(z))2 . 1
V) X e S g

5.17 Calcular el desarrollo de Laurent de las funciones siguientes en la mayor bola punteada
centrada en el punto que se indica, indicando el radio de la misma. Determinar el tipo de
singularidad que presenta la funcién en ese punto y el valor del residuo Res(f, zo) .

1 3 —
) 1@ =1p +cosh(1/;) en z =0. viii)  f(z) = 2% en Z = 1.
. 1 4., .2
if) f(z) = z-12 +cos(l/;) en z =0. ix) f(z) = 722—:_1 en zp = 21.
2 1
iif) f(z):;+ EEDIE en zp = 0. x) f(z):m en zy = i.
1 1
iv) f(Z):?+Z—1 en z = 1. xi) f(z)zzl—Q—i—sin(z—l) en zp = 1.
_ 1 241 1 _ B sin z
V) f(z)—7(22+4)2+e +Z en zo = 0. xii) f(z) = e +z(z—7r) en zp = .
1 1
Vj] f(Z) = m —+ eZ+1 + ; en zp = 21. XIH] f(z) = ﬁ en zp = 2.
1 n
vii) f(2)=61/2+(z_2)2 en zp = 0. xiv) f(z) = (az+g) enz =0 (neN).
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22 -1 1

xv) f(z) = o7 M= i. xxii) f(z) = o1 +e”? enzy=1.
. 243z .
XVI] f(Z) - Z2 —2iz—1 n zp =t. )Qﬂu] f(Z) = m+sm(z) €en zop = 1.
xvii) f(z) = sin(l) + en zp = 0. 1
z 1—-=2 }QKIV] f(Z):m enZOZO.
XVIH] f(Z) = m +e* en zyg =0. .
1 1 xxv) f(2) = 55 €nz =i.
. _ 1 _ 1)2
xix) f(z) =exp (Z> + PEE en zp = 0. (22+1)
xx) f(z) =z"sin(1/;) (k €N) en z =0. xxvi) f(z)= 7;2 Tt log(z) en zyp =i.
xxi) f(z) = SII;£Z) (k €N) en z =0. (considerando la rama principal del logaritmo)

5.18 Sean r > 1y f una funcién holomorfa en B(0,7) \ {1}. Si zo = 1 es un polo simple de f,
probar que

. 1
lim —
n—oo n!

F(0) = —Res({, 1).

5.19 Determinar y clasificar las singularidades de las funciones siguientes y calcular la
integral a lo largo de la curva I' que se indica:
2

i) f(z) = ef_l; I = C(ni,4).

. 22 .

11] f(Z) = m ; I'= C(']T 274).

111] f(Z): m; F:C(O» /2)

‘ . . | . 2 P

iv) f(z):m, I" es el borde de {x+zy.x>0,¥ +b7<1} (a,b>0).

v) f(z) = zsin(z—12> ; I'=0C(0,2).

1
vi) f(z) = o8(2) log en la rama principal; T' = C(2,3/9).

(z—1)*"
y log(z) .
vii) f(z) = oo’ log en la rama principal; I' = C(1,1/7).
Z—
cosh(a z)
) f(z) = &) g r o o,).
sin(mz) ]
x) f(z) = a2 a>0; I'=0C(0,1).
xi) f(z) = —, a>0; I es el borde del rectangulo de vértices 7, 7 + ai, —7 + ai, —.
a—e
Indicacion: Para cada a > 1 se verifica 0 < In(a) < a.
.. ze*
1
_ o .
xiii) f(z) P C(0,3)
xiv) f(z) = oy I' es el borde del triangulo de vértices 0, 2437, 33.
1+2
xv) f(2) = T—cos(s) I'=c(0,7).
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5.20 Si P es un polinomio de grado mayor o igual que 2, demostrar que la suma de los
residuos de 1/ P(z) en todos los ceros de P es cero.

5.21 Sea f una funcién holomorfa en C\ {—1,1}. Se supone que 1y —1 son polos de f y que
Res(f,1) = —Res(f,—1).

Sea A = C\ [-1,1]. Probar que f tiene una primitiva en A.

5.22 Sean a > 0y n € N. Calcular las siguientes integrales:

27 27
db cos(4 9
i 1.
) /0 1+ a2 —2acos(f)’ a7 V) / 2+ cos(6)
i) /2” do Sugerencia: cos( 0) = Re ((cos +isin)*).
ii —_—
2 3
n oSt vi) /2”4 2cos(6) d9
iii) / sin?™(0) df 5 —4cos(6)
0
Sugerencia: sin*(0) = sin?(2r—0) si 0 € [x, 27]. 27 1 + cos(0)
vi) / 2 + sin( 0
N
0 (a+sin*(0)) o [T 1
Sugerencia: sin(f) = sin(m — 0) si 0 € [7/9, 7|. vii) / 1 +sin do.
5.23 Calcular el valor de las siguientes integrales impropias:
L[ dx _ oo 22
1] /_Oox4+]_ IV)/O mdx, Cl>0.
.. e dx © dx
if) / G B m—
(22 +4)(22 + 1) V]/o 1+ 26
iii) / vi) / N
—2x+4 oo (@ +1)(22+1)
5.24 Calcular el valor de los siguientes valores principales:
° dx
i P —_—.
i) V/_Oox(xz—l) iii) VP/ —16
o dx
ii) VP —, 1 .
ii) /_Oo EE Y p— m(a) >0
5.25 Calcular las siguientes integrales:
i) / ﬂc3—251n dr,a €R, a>0.
x JY
(1+ iz —e)

Sugerencia: Cacular el valor principal de la intergal en R de f(z) =

) 1 — cos(x
ii
x2 2 +

23 (224 a2)

Sugerencia: Cacular el valor principal de la intergal en R de f(z) = (1—e?)

22(2241)°
00 1.2
i) / sin 2(90)
0 X
. . , (1 — %)
Sugerencia: Cacular el valor principal de la intergal en R de f(z) = e

v) / sin®

3iz iz
Sugerencia: Cacular el valor principal de la intergal en R de f(z) = M

23
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5.26 Para cada w € R calcular
—zwac 2x + 7
dx ii dx
1) / (x—1)2+9 ) / x2+4)(x+z)
5.27 Sean a,b numeros reales positivos. Calcular la siguientes integrales
0 / cos(z iv) xsin(x
22 + b2 b2 (22 +1)2 1
x sin(x)
1i) / Czb 3 du v) / (z2 + 1) (22 + a?) dx
a: T b Sugerencta Dlstlngulr a=106 a#1l.

i) *° xsin(ax) vi) / cos( e
EES (22 +1)(22 +4) ZEQ +4)

5.28 Para cada w € R calcular:
_zwx —wa
ii) VP / dx .
(2241 (x —7)

i) VP/ dxr

5.29 Calcular el valor de las siguientes integrales:
[ sin(z) cos(z
i) /0 - iv) / 42 — g2 7r2
[ sin(z) 22 -1 sin(z
i) / o V) / z (22 +4) —|—4

T +1
1ii) / sin(m 2) dz Vi) / sin(z da:

+1)
5.30 Sean a >0 y b¢ Z. Demostrar que:

| w2

Ilnglﬁ:F V];”4:%
ii) 2 (_le)n _ _71% vi) nzln2+a2 = T;—%coth(ﬂa)
i) nf:((?;lznl; = g—; vii) n;m (nibﬁ = T;—ﬁcoth(wb)
iv) ,i”tlﬂﬂ = ;—acoth(wa)—% viii) gﬂllﬂ = T;—ﬁcoth(wb)

5.31 Sea z un numero complejo, no entero.

i) Demostrar que

e R R R

son series absolutamente convergentes.

ii) Probar que
L1 = 1
7 cot(mz) f—i—z P E —1—2( —7).

n=1
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98 Tema 5. Singularidades aisladas

5.32 (Transformadas de Mellin) Sea f una funcién holomorfa en C, excepto para un numero
finito de singularidades, ninguna de las cuales se halla en la semirrecta Ry = {z € R: 2 > 0}.
Pongamos V = C \ R;. Supongamos también que a € C\ Z es tal que

li_r)r%)z f(z)=0 y Zlgroloz f(z)=0, (5.27)

Para 0 < r < R considérense los segmentos I'y := [r+ir, R+ir], I's := [R—ir,r—ir] ylos arcos
de circunferencia I'; y I'y centrados en 0 y que unen los extremos de I'; y I's dentro de V, y
lacadenaI' =Ty + Ty + I's + 'y (ver figura 5.4). Definase la potencia z* tomado argumentos
0 < arg(z) < 27, e integrando en I' deducir que

/ Tat ) do = -5 T S Res(at£(2),0) (5.28)
0

sin(am) o

La integral Mf(a) = [“z*"! f(z)dz se de-
nomina transformada de Mellin de f en a.

Aplicando la férmula (5.28) obtener el va-
lor de las siguientes integrales:

Ooxal
1']/ T3 a7 0<a<n,a¢N. P R

0<b<l1.
11]/ :c+1’ <b<

W [ e

iv) /0 Vo dx .

2 +4

Figura5.4: T =T1 + T2+ 5+ 14

5.33 Demostrar que

/ cos(z) dp — T -
oo E¥ 7T ™2 + e Tl

cos(z)

Sugerencia: Integrar la funcion T
e +e %

en rectangulos de vértices —r, r, r+im, —r+iw.

5.34 Sea a € R, 0 < a < 7. Integrando la |

funcién f(z) = —°  _alo largo de curvas u
sinh(7 2) ;
como la de la figura 5.5, probar que A

° sinh(a a . f\
/0 Mdtzétan(Q). :

Figura 5.5: 0<r<ljp<R

5.35 Integrando a lo largo de curvas como la
de la figura 5.6, la funcién f dada por

_ log(2)
f (Z ) - 2’4 + 1 ’
donde log representa la determinacion princi-
pal el logaritmo, calcular el valor de la integral

impropia \
/ L COR >

Figura 5.6: 0 <r<1<R

/
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5.36 Integrando la funcion
1 —ef?
1&) ==
en curvas como las del ejercicio 5.35 (figura 5.6) deducir el valor de las integrales
/ 1 —C(2)S((E) i y / 1—e 2—5111(96) .
0 T 0 x

5.37 Sea o un numero real con 0 < o+ 1 < 4. Se considera la funcion

f(2)

ZQ

144

donde la potencia z® = e®!°¢(*) se define con la rama principal del logaritmo. Integrando f en

curvas como las del ejercicio 5.35 (figura 5.6) deducir que

/°° x® dr — ™
o 142t dsin(rla+1))y)"

1
5.38 Sea f(z)= ;gifi , donde el logaritmo se define tomando —7/y < arg(z) < 37/9.

Para cada par de numeros reales R,r con
0<r<1<R se considera el abierto de Jordan

D={zeC:r<|z|<R, Im(z)>0},

cuyo borde denotaremos por I'r , (figura 5.7).
Integrando f en las curvas I'p, deducir el
valor de la integral

s o
o ?+1 Figura 5.7: 0<r<1<R

5.39 Sean q,b > 0. Integrando la funcion

exp(ifaz— b))

en las curvas I'p, definidas en el ejercicio 5.38 (figura 5.7) deducir el valor de la integral

/°° cos(az — bjy)
0

e dz .

5.40 Se considera la funcién f definida por
f(2)

i) Determinar y clasificar las singularidaes aisladas de f.

z
Tl —eiz]

ii) Dado R > 0, sea I'r el borde del rectangulo de vértices m, 7 + iR, —m + iR, —7 recorrido en

sentido positivo. Calcular fFR f(2)dz y deducir que

T xsin(z) B © B
/0 mdw = 277/0 o dx = 2mIn(2). (5.29)

Sugerencia: El grueso del problema consiste en probar la primera de las igualdades de (5.29), lo
que se consigue pasando al limite cuando R — oo. La segunda igualdad se obtiene simplemente

mediante el cambio de variable ¢* = t:

© o ©1 1
de = [ ——_dt = S Vat.
/0 Tte ™ /1 t(A+1) /1 (t 1+t>
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100 Tema 5. Singularidades aisladas

5.41 Dado « > 0 se considera la funcion
_ log(z +ia)

siendo log(z) = In|z| +iarg(z), —7/9 < arg(z) < 37/. Por otro lado, para r > « se considera el
abierto D, = {z € C: |z| <r, Im(z) > 0}. Integrando f en las curvas 9D, calcular

] 2 2
/ logla” +7) 4.
0 22 + o?

)

5.42 Para z€C y 6€[0,27] se considera

1— 22

F(z9) = 14 2zsin(0) + 22~

i) Fijado 0, estudiar las singularidades de la funcién Fy(z) y utilizar lo obtenido para ex-
presar la fraccion que define F' en funcion de z y de ¢ =ie'.
F(z,0)=®(z¢).

if) A partir de la expresion anterior calcular

Flz) = - 2WF(Z G)dﬁ—l/% - a9
27 ’ 271 Jo 142zsin(f) +22

paracada z € C con |z| <1.
Sugerencia: Considerar la curva £(6) =ie” .

iii) Comparar F(z,6) con F(1/,,0),y deducir el valor de f paralos z € C con |z| > 1.



Tema 6

Aspectos de la teoria geométrica

Recogemos en este capitulo final diversos resultados, en apariencia sin relacion entre si,
pero que versan sobre propiedades de funciones analiticas en las que su comportamiento en
la frontera del dominio de definicion juega un papel destacado. De ahi el adjetivo “geométrica”
que aparece en el titulo del tema; por otro lado, el que nos refiramos a “aspectos” se debe
a que el tratamiento riguroso requiere de herramientas mas avanzadas que la limitaciéon de
tiempo no nos permite desarrollar, y s6lo podemos hacer frente con detalle a las dos primeras
secciones, mientras que de la integral de Poisson y la aplicacion de Riemann nos limitaremos
a mostrar su utilidad, que no es poco.

6.1. Singularidades aisladas en el punto del infinito

Dedicamos este apartado al estudio de las singularidades aisladas en infinito.

Definicion 6.1. Sea U un abierto de C y f una funcién holomorfa en U. Si existe R > 0 tal
que {z € C: |z] > R} C U, se dice que oo es una singularidad aislada de f.

Notacién: Por brevedad en la escritura, B*(co, R) denotara el conjunto {z € C : |z| > R}.
Obsérvese que esta notacion, utilizada previamente para las bolas punteadas centradas en
puntos del plano, tiene sentido, pues B*(oo, R) coincide de hecho con la bola punteada, con
respecto de la métrica cordal, centrada en ooy con radio 1/,/g2 11, de acuerdo con lo indicado
en la observacion 1.70.ii.

Observacion 6.2. Si o es una singularidad aislada de una funcién f y tomamos R > 0 como
en la definicion, la funcién g dada por

g(z)Zf(l/Z), ZEB*(071/R)v (6.1)

esta bien definida y es holomorfa en B*(0,1/R ), de modo que 0 es una singularidad aislada
de g. Esta observacion da sentido a la siguiente definicion.

Definicién 6.3. Sea f una funcién holomorfa en B*(cc, R). Se dice que f presenta en co una
singularidad evitable, polar o esencial si la funcion g definida en (6.1) presenta ese tipo de
singularidad en z; = 0. En caso de que la singularidad sea polar, se define el orden de co
como polo de f como el orden de O como polo de g.

Los siguientes resultados de caracterizacion se prueban facilmente recurriendo a los co-
rrespondientes para las singularidades en un punto del plano, en particular el 0. El uso de
limites en oo o con valor oo se hace de acuerdo con lo comentado en la observacion 1.70.iii.

Teorema 6.4 (Caracterizacion de singularidades evitables en infinito). Sean U un abierto
de C tal que existe R > 0 con B*(o0, R) C U, y f una funcién holomorfa en U. Son equivalentes:

a) oo es una singularidad evitable de f.
b) Existe lim f(z) € C.
Z—00
c) Existe r > 0 tal que f esta acotada en B*(oo,r).

e) El desarrollo de Laurent de f en B*(co, R) es de la forma f(z) = ap + Z Z—Z .
n=1

101
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Teorema 6.5 (Caracterizacién de singularidades polares en infinito). Sean U un abierto
de C tal que existe R > 0 con B*(c0, R) C U, y f una funcion holomorfa en U. Son equivalentes:

a) oo es una singularidad polar de f de orden m € N.
b) Existe una funcién ¢ holomorfa en B*(co, R) con lim ¢(z) € C\ {0}, de modo que f(z) =
Z— 00
2™p(z) para cada z € B*(co,).

c) Existe un numero natural m tal que el limite lim /) existe, es finito y no nulo.
z—o0 zZ™Mm

m oo

d) El desarrollo de Laurent de f en B*(co, R) es de la forma f(z) = Z anz" + Z % s m # 0.
n=0 n

=1

Teorema 6.6 (Caracterizacion de singularidades esenciales en infinito). Sean U un abierto
de C tal que existe R > 0 con B*(oo, R) C U, y f una funcion holomorfa en U. Son equivalentes:

a) oo es una singularidad esencial de f.

b) Para cada r > R, el conjunto f(B*(c0,r)) es denso en C.

o0 oo bn
c) El desarrollo de Laurent de f en B*(co, R) es del tipo f(z) = Zanz” + Z —-, siendo
z
n=0 n=1
a, # 0 para infinitos indices n.

Ahora estamos en disposicion de introducir el concepto de funcion meromorfa. La moti-
vacién surge del intento de cerrar (algebraicamente) el conjunto #(U) de las funciones ho-
lomorfas en un abierto U C C con respecto a las operaciones usuales (suma y producto).
Mientras sumas y productos de funciones holomorfas son de nuevo holomorfas, el cociente
de dos funciones holomorfas f y g en U, con denominador no idénticamente nulo, sera una
funcion holomorfa en U salvo posiblemente en los ceros de g, necesariamente aislados en
U, y que pueden generar la aparicion de polos (pero no singularidades esenciales) para el
cociente. Asi, parece adecuado considerar funciones f holomorfas en U salvo en un conjunto
A de polos aislados. Obsérvese que en esta situacion, si se define f(a) = co para cada a € A,
se esta obteniendo una nueva funcién, que denotamos por la misma letra, f : U — C, y que es
ahora continua en todo U de acuerdo con el teorema 5.6 y por la forma en que se introdujo la
topologia en C. Todo lo anterior, junto con el tratamiento dado al punto del infinito en cuanto
a singularidad aislada, justifica la siguiente definicién.

Definicién 6.7. Sea U un abierto de C y una aplicaciéon f: U — C. Se dice que f es una
funcién meromorfa en U si:

i) f es continua en U.

ii) A={a€U: f(a) = oo} es un conjunto de puntos aislados en U (es decir, A’ N U = 0).
iii) La funcién f: U\ (AU {oc}) — C es holomorfa.

Al conjunto de las funciones meromorfas en un abierto U de C lo denotamos por MU).

Observaciones 6.8.

i) Si co ¢ U, una funciéon meromorfa en U se puede ver simplemente como una funciéon
holomorfa en U salvo en un conjunto de singularidades aisladas que son todas polos. En
caso de que oo sea una singularidad aislada de f, puede ser de cualquier tipo.

if) Si oo € U, la singularidad en oo s6lo puede ser evitable o polar, y el resto de singularidades
seran aisladas en U y polares.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de la definicion de funcién meromorfa y
de los resultados 4.30.ii, 4.31, 5.6, 5.9y 5.10.

Proposicién 6.9. Si U es un abierto de C, entonces M(U) es un cuerpo conmutativo con las
operaciones de suma y producto usuales.

Ejemplo 6.10. Las funciones meromorfas en todo C son precisamente las fracciones racio-
nales (ejercicio 6.1).
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6.2. Principio del argumento. Teorema de Rouché 103

6.1.1. Residuos en el infinito

Si f es holomorfa en B*(co, R) y en esa corona se escribe f(z) = >, a,2", entonces la
funcion ¢ definida en (6.1) tiene desarrollo de Laurent -
g( 1/2 Z Qp 7 Z a_y 2"
De modo que el coeficiente de 27! en esta ultima serie es
1 12 7 f(peit) eit
a =5 gw)dw=o— [ glpe)petdt=— [ LSt
2w C(0,p) 27 Jo 271' (1//)6”) P

cualquiera que sea p < 1/p. Esto, y que la inversion z — 1/, cambie la orientacién natural de
las circunferencias imagen C(0, 1/ p) motiva la siguiente definicion.

Definicién 6.11. Sea f una funcion holomorfa en B*(co, R) y sea h la funcién definida por

-1 /1 .
h(z) = — f(;), z€ B*(0,1/R). (6.2)
Se define el residuo de f en co como
Res(f,00) := Res(h,0). (6.3)

Lema 6.12. Sea [ una funcién holomorfa en B*(co, R) . Para todo r > R se tiene que

Res(f,00) = 2_—732 c(0.7) fw)dw.

Teorema 6.13. Sea f una funcion holomorfa en C, excepto en un conjunto finito de singula-
ridades aisladas. Sea también D un dominio de Jordan tal que en dD no hay singularidades
de fy denotemos A =C\D = {x}UC\D. Sien 0D se considera la orientacién inducida
por D, entonces se tiene que

f(z)dz=—-2mi Z Res(f,a). (6.4)

oD ac€A

Observacion 6.14.

i) La suma que aparece en (6.4) contempla también el punto ¢ = co. A la vista de esta
formula compacta se termina de justificar la razon de la definicion 6.11.

ii) Si se integra en una familia de curvas que se “alejan” del origen como, por ejemplo, las
que se describen en las observaciones 5.39.iii o 5.46.ii, entonces a partir de un momento
solo queda fuera de las curvas la singularidad a = co, por lo que el calculo de residuos
resulta mucho mas sencillo si se aplica la féormula (6.4).

6.2. Principio del argumento. Teorema de Rouché

Como consecuencia también del teorema de los residuos, se obtienen dos resultados teo-
ricos, los que dan titulo a esta seccion, que aportan informacion acerca del namero de ceros
y polos de una funcién en un dominio.

Notacién: Sean U un abierto conexo de C y f una funcién meromorfa y no constante en U
(recordemos que eso significa que f es holomorfa salvo en un subconjunto de U de singula-
ridades aisladas; ver definicion 6.7). Por Z; y Py denotaremos a los conjuntos

Zy={a€U:a escerode f}; Pr={beU:b espolode f}.

Noétese que, puesto que Py es discreto en U, entonces U\ Py también es conexo y el principio
de identidad muestra que, como f no es constante, Z; también es un subconjunto discreto
de U. En particular, P; y Z; son numerables.

Si a € Z; la multiplicidad del cero de f en a se denotara por m(f,a). Sib € Py el orden del
polo de f en b sera denotado por n(f,b).
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104 Tema 6. Aspectos de la teoria geométrica

Teorema 6.15 (Principio del argumento). Sean U un abierto de C, f una funciéon meromorfa
y no constante en U y v un ciclo de clase ¢! a trozos en U\ (P;UZ;) y nulhomoélogo respecto
de U (es decir, v no pasa por ceros ni polos de fy n(v,z) = 0 para todo z ¢ U). Entonces, el conjunto
{ce PrUZ; :n(v,c) # 0} esfinitoy

ﬁ J;((;U)) dw = ) n(y.a)m(f.a) = > n(y.b)n(f.b). (6.5)
v aGZf bGPf

Observaciones 6.16.

i) El nombre dado al teorema 6.15 se debe a que la expresion integral que se calcula no
es otra cosa (ver el ejercicio 4.57) que 7(fo~,0), el indice de la curva fo~ respecto del
origen, y por lo tanto da una medida de la variacion del argumento de un punto que
recorra dicha curva.

ii) En el caso en que « parametrice el borde de un dominio de Jordan D con D UdD C U,
resulta que 7(vy,z) =1 paratodo z € D, y la férmula (6.5) se escribe en este caso como

A S 1 X I ST 6.6)

5
miJop f(w) a€ZyND be PyND

es decir, la integral contemplada es la diferencia entre el nimero de ceros y el de polos
(contados ambos segin su multiplicidad) que tiene f en D.

iii) En el ejercicio 6.2.iv se presenta una version un poco mas general de este teorema, cuya
principal aplicacion se desarrolla a continuacion.

Corolario 6.17 (Teorema de Rouché, version débil). Sean U un abierto conexo Cy f,g
funciones holomorfas y no constantes en U. Si v es un ciclo en U, nulhomoélogo respecto de
U y tal que

|f(z) - g(z)| < ]f(z)] + |g(z)| para todo z € ~*, (6.7)
entonces
> ntv,a)ym(fa) = > nlv,a)mlg,a). 6.8)
a€ly a€Zy,

Observaciones 6.18.
i) En las condiciones del corolario 6.17 ni f ni ¢ pueden anularse en ningin punto de v*.

ii) En el caso en que ~ parametrice el borde de un dominio de Jordan D con DU dD C U, la
igualdad (6.8) se escribe como

Z m(f,a) = Z m(g,a). (6.9)

a€Z;ND a€Z,ND

es decir, las funciones fy g no se anulan en 9D y en D tienen la misma cantidad de ceros
contado multiplicidades (finita, pues segun el principio de identidad Z; es discreto y D
compacto).

iii) En la practica el teorema de Rouché se suele aplicar verificando la condicion
|f(2) = g9(2)| < |g(z)| para todo z € " (6.10)

que, evidentemente, implica (6.7).

Por ejemplo, si P(z) = 2" +a, 12" '+ ... +a1z+a9 y g(z) = 2", para circunferencias
v* = C(0,R) con radio suficientemente grande se verifica (6.10). Esto proporciona otra
demostracion del Teorema fundamental del Algebra, pues la conclusiéon es que P(z) tiene
tantos ceros como 2" en B(0, R), es decir, exactamente n.

iv) Si asumimos que, dados K compacto y U abierto de C con K C U, existe un ciclo v en
U, nulhomodlogo respecto de U y tal que 7(vy,z) = 1 para todo z € K (ver observacion
4.66.i), se puede dar una version mas fuerte del teorema de Rouché, que es la que se
presenta a continuacion, aunque la que hemos denominado “version débil” es suficiente
en la inmensa mayoria de los casos de aplicacion.
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Teorema 6.19 (de Rouché). Sean U un abierto conexo y acotado de Cy f, g funciones holo-
morfas en U y continuas en el compacto U. Supongamos que
|f(2) = g(z)| < |f(2)| + |9(z)] para todo z € Fr(U).

Entonces, el numero de ceros de f y de g en U, contados segin su multiplicidad, coincide.

El siguiente resultado se podria haber anticipado al tema anterior, pues se puede obtener
a partir del principio del médulo maximo (teorema 4.36). No obstante, el teorema de Rouché
proporciona una prueba sensiblemente mas breve.

Teorema 6.20 (de Hurwitz). Sean U un abierto de C y {f,}>2; una sucesion de funciones
holomorfas en U que converge uniformemente en los compactos de U hacia una funcion f.

i) Supongamos que B(a,r) C U y que f no se anula en C(a,r) = {z € C : |z — a| = r}. Existe
no € N tal que f,, tiene tantos ceros como f en B(a,r) para cada n > ng.

ii) Como consecuencia de lo anterior, si D es un abierto acotado tal que el compacto D esta
contenido en U y f no se anula en ningin punto de Fr(D), entonces existe ny € N (que
depende de D) tal que f,, tiene tantos ceros como f en D para cada n > ny.

Corolario 6.21. Sean U un dominio de C y {f,}>°; una sucesién de funciones holomorfas
en U que converge uniformemente en los compactos de U hacia una funcién f y tal que
fn(2) #0 paracada n€N yparacada z€U,

entonces o bien f no se anula en ningun punto de U, o bien es idénticamente nula.

Corolario 6.22. Sean U un dominio de C y {f,}>2; una sucesion de funciones holomorfas
e inyectivas en U que converge uniformemente en los compactos de U hacia una funcion f.
Entonces o bien f es inyectiva, o bien f es constante en U.

6.3. Integral de Poisson. Problema de Dirichlet en el disco unidad

Notacién: En lo que sigue D denotara el disco unidad abierto D := B(0,1) y abreviaremos
también C := C(0,1) para designar su borde orientado de forma positiva.

La formula integral de Cauchy proporciona un procedimiento para resolver el problema de
Dirichlet (la ecuacion de Laplace con condicion de frontera):

0%u  0%u
Au:=— + — =0;
U 92 + Oy? '
Ulgp = U0 -

Luego, la posibilidad de transformar todo dominio de Jordan en el disco D (seccion 6.4),
resuelve el problema por completo.

Lema 6.23. Sea f una funcion continua en D y holomorfa en D. Entonces
i) 7{ f(w)dw =0.
C

ii) Para cada z € D se tiene que f(z):% Cf(w)dw.
™ w—z

Definicién 6.24. Para cada z € D se definen las funciones @, P,: R — C por
et + 2z

1— |z
Q:(t) = P.(t) = Re (QZ(t)) =

it ’ - T . 9 5 -
e Z |ezt —z|

La funcién @, es el denominado niicleo (integral) de Cauchy, y P, se denomina nticleo de
Poisson. Nétese que P, y . son 27 periédicas. Ademas, si |z| = p < 1, z = pe'?, entonces

1—p? 1—p?
P.(t) = = =P,(t—0).
®) |eit_pei9’2 |ei(t=6) _p,Q p(t=9)
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Proposiciéon 6.25 (Férmula integral de Poisson). Sea f = u +iv una funcién continua en D
y holomorfa en D. Entonces para cada z € D se verifica que

2
f(z) = %/ P.(t) f(e)dt. (6.11)
0
En particular,
2m 2m
u(z) = % /O P.u(e)dt y  v(z) = % /0 P.(t) v(e™) dt 6.12)

Cualquier otro disco se transforma en D mediante una traslacion y una homotecia, lo que
permite establecer

Proposicion 6.26 (Formula integral de Poisson general). Sea f una funciéon continua en
B(zo,7) y holomorfa en B(zp,r). Para cada z = 2z + pe'’ € B(z,r) pongamos w = (2 — 20)/,. =
ep/,.. Entonces se verifica que

1 2m 2m

Py(t) f(z0 +ret)dt = % o, (t—0) f(z0 +7e™)dt. (6.13)
0

f(2)

~35 )

Observaciones 6.27.

i) Recordemos que la parte real y la parte imaginaria de una funcién holomorfa son fun-
ciones reales y armonicas. Los resultados anteriores muestran el camino para resolver el
mencionado problema de Dirichlet en discos, ya que en los abiertos convexos (o estrella-
dos, sin mas) cada funcions armonica es la parte real de una funcién holomorfa (esto ya
se propuso en el ejercicio 2.31).

ii) Nétese que, ahora, con toda la herramienta que proporciona la integral de Cauchy pode-
mos afirmar que:

Corolario 6.28. Toda funcion real y arménica en un abierto U C R? es de clase € en U.
Corolario 6.29. Toda funcion arménica verifica la propiedad de la media y, en consecuen-

cia, siu es real y continua en un disco cerrado B, armonica en el interior B y nula en 0B,
entonces u es idénticamente nula en B.

El ultimo resultado es la clave de la unicidad en el problema de Dirichlet con ecuacién
de Laplace, que abordamos a continuacion.

Teorema 6.30. Sea uy: C' — R una funcion continua. Definamos U: D — R mediante

1/2F .
— P.(t)ug(e)dt si |z|<1;
oy = L Pl 2

up(2) si |z|=1.

(6.14)

Entonces u es continua en D, armoénica en D y coincide con uy en C; ademas, u es la inica
funcion que satisface estas condiciones.

Corolario 6.31. Si f es una funcion armonica en un abierto de R? y verifica la propiedad de
la media (4.9) cualquiera que sea el disco cerrado B(zp,r) C U, entonces f es armonica en U.

Observacion 6.32. Supongamos A y B son abiertos de C, que g: A — B es holomorfa y que
u: B — R es armoénica. Entonces u es, localmente (en los convexos de B), la parte real de una
funcion holomorfa f = v+ iv: B — Cy, obviamente, u o g = Re(f o g) también es una funciéon
armonica, en este caso definida en el abierto A.

Si ¢ es biyectiva y no constante, entonces se pueden intercambiar los papeles de Ay B,
con g~ ! en lugar de g (ver corolario 4.44), asi pues, la familia de funciones armoénicas en A
determina la familia de funciones armoénicas en B, y viceversa.

Esto ya, por si mismo, justifica la consideracion de los conceptos que se definen a con-
tinuacion, esto es, el estudio de la existencia de biyecciones holomorfas entre abiertos del
plano complejo.
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6.4. Notas sobre la aplicacion de Riemann

Definiciéon 6.33. Sean U y V abiertos de C. Se dice que una aplicaciéon f de U en V es un
isomorfismo conforme, o simplemente isomorfismo, si es meromorfa en U y biyectiva. SiU =V
se dice que f es un automorfismo de U.

Ejemplos 6.34.

i) Los automorfismos de C son exactamente las funciones de la forma f(z) = az + b, con
a,be Cy a#0 (ver el ejercicio 6.21).

ii) Los automorfismos de C son exactamente las homografias (ver el ejercicio 6.22).

iii) Los automorfismos de D = B(0,1) son exactamente las funciones de la forma

f(z) =
donde # € Ry |a|] <1 (ver el lema 4.39 y el ejercicio 6.23).

o 2
1—az’

Todo isomorfismo conforme es, en particular, un homeomorfismo topolégico, asi que dos
abiertos isomorfos U y V cumpliran simultaneamente: ser conexos o no conexos; tendran,
en general, el mismo numero de componentes conexas; seran simplemente conexos (en el
sentido de que toda curva sea homot6picamente equivalente a un punto) o no, etc.

Por lo tanto, si se desea establecer un isomorfismo entre un abierto U C Cy el disco unidad
D, dicho abierto debera ser conexo y simplemente conexo. El propio U = C verifica esas
propiedades topoldgicas, pero el teorema de Liouville 4.26 establece que las tnicas funciones
holomorfas f: C — D son las constantes; en el resto de los casos existe tal isomorfismo que,
genéricamente, se denomina aplicacion de Riemann (Riermann mapping, en inglés). Esto es
el contenido de los siguientes resultados.

La pruebas modernas de este resultado, muy diferentes del estudio original de Riemann,
se suelen basar en el comportamiento de sucesiones de funciones analiticas, para lo que es
necesario establecer una topologia métrica en el espacio H(U) de las funciones holomorfas
en U (ver [3] o [25]).

Teorema 6.35 (de la representaciéon conforme, de Riemann). Sea ? # C un dominio
(abierto conexo) de C tal que toda funcién holomorfa en 2 y que no se anula en ningin
punto admite raiz cuadrada analitica en 2. Entonces 2 es isomorfo a D.

Ademas, dado un punto z; € 2 existe un Unico isomorfismo ¢: Q — D tal que ¢(z)) =0
y ¢'(z0) es realy positivo.

La conjuncién de la proposiciéon 4.65, el teorema 4.58 y el teorema de Riemann 6.35
establecen:

Corolario 6.36. Sea ) un dominio de C. Son equivalentes:

a) Toda funcion holomorfa en 2 y que no se anula en ningan punto admite raiz cuadrada
analitica en todo 2.

b) Si Q # C, entonces (2 es conformemente isomorfo a D.
c) Q es homeomorfo a D.
d C \ Q es conexo.

e) El grupo fundamental de 2 es trivial.

Observacién 6.37. Merece la pena insistir en lo que ya comentabamos en la observacion
4.66.ii: en el resultado 6.36 es indispensdable la hipétesis de que (2 sea abierto. Notese que
las condiciones c), d) y e) son de indole puramente topolégica (no interviene la nociéon de
analiticidad) y se pueden enunciar para espacios topologicos arbitrarios, incluyendo subcon-
juntos de C de naturaleza tan rara como se quiera: estructuras fractales, etc. Por ejemplo,
la denominada circunferencia polaca es simplemente conexa en el sentido homotopico, pero
separa a C en dos componentes conexas (ver el ejercicio 6.53 y el texto de Munkres [22],
donde se denomina closed topologist’s sine curve) .
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Corolario 6.38. Sean (2; y 2> dos dominios isomorfos a D. Fijados z; € Q1 y 22 € Q9, existe
un unico isomorfismo ¢: Q7 — Qo tal que ¢(z1) =22 y ¢'(21) es real y positivo.

Volviendo al asunto del problema de Dirichlet con ecuacion de Laplace, pongamos ahora
que 2 es un dominio de Jordan, es decir, que 2 es un abierto conexo y acotado, cuya frontera
09 es el soporte de una curva cerrada y simple (de clase €' a trozos, si se quiere). Si el iso-
morfismo ¢: Q — D “conserva” el borde, explicitamente: si ¢ se extiende a un homeomorfismo
entre 0 y D, cualquier funcion uo continua en 9 determina de forma biunivoca una funcion
continua en C mediante la composicion vy = uy o ¢!, y los problemas

{Au =0 ] y {Av =0 2

Ulgn = U0 Vg = Yo

son equivalentes en el sentido senalado en la observacion 6.32, pero el segundo ya se ha
resuelto en el teorema 6.30. Conocida la solucién v de [2] se recupera la solucién « de [1]
mediante u = v o ¢.

En general, un isomorfismo conforme entre abiertos no tiene por qué extenderse de forma
continua a las fronteras, pero en la situacion contemplada, afortunadamente, se verifica esta
propiedad. Un tratado exhaustivo de este problema puede verse en el volumen 2 de la obra
de Markushevich [20], aqui nos limitamos a presentar un resultado parcial, suficiente para
responder a las cuestiones que hemos planteado.

Teorema 6.39 (correspondencia de fronteras en la aplicacion de Riemann). Sea 2 un
abierto conexo y acotado de C, isomorfo a D mediante la aplicacion de Riemann ¢: Q < D.
La condicion necesaria y suficiente para que ¢ se extienda a un homeomorfismo topolégico
$: Q <+ D es que la frontera de Q sea una curva de Jordan, es decir, el soporte de una curva
continua v cerrada y simple.

Corolario 6.40. Sea (); y (2 dominios de Jordan. Existe un homeomorfismo topologico
¢: 1 + ) tal que la restriccion ¢: ; + Qs es biholomorfa.

Observacion 6.41. En las condiciones del ultimo resultado, nétese que el caracter conforme
no se traslada a la frontera: por ejemplo, un cuadrado y un circulo son analiticamente iso-
morfos, pero el angulo en los vértices del cuadrado no existe en la imagen; dicho de otra
forma, la correspondencia entre los bordes no respeta el caracter regular de los puntos (en el
sentido de existencia de recta tangente a la curva).

El asunto es mucho mas espectacular, in-
cluso desde el punto de vista estético, si se
piensa en dominios de Jordan cuyo borde
no es regular en ningun punto como, por
ejemplo, la curva de von Koch, también cono-
cida popularmente como curva copo de nieve
(snowflake, en inglés).

La figura 6.1 muestra uno de los primeros
iterantes (de clase ¢! a trozos) que aproxi-
man a esta curva fractal. No es dificil probar,
con técnicas elementales de Analisis, que la
curva limite es de Jordan: continua, cerrada
y simple, homeomorfa, por tanto, a una cir-
cunferencia. Pero lo que afirma el teorema de
Riemann es mucho mas: también su interior
es, ademas de homeomorfo al disco, confor-
memente isomorfo.

Figura 6.1: Curva de von Koch.
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Ejercicios

6.1 Sea f una funcion entera.
i) Demostrar que f es un polinomio si, y sélo si, lim f(z) = oc.
Z— 00
ii) Demostrar que f no es un polinomio si, y sélo si, existe una sucesion {z,}52, que tiende
hacia infinito tal que sup {| f(z,)| : n € N} < o0.

iii) Dar un ejemplo de una funciéon entera f que no sea un polinomio y que tienda hacia
infinito a lo largo de cualquier semirrecta partiendo del origen (i.e., para cada 6 € R se
tiene que lim f(re?) = o0).

T—00

iv) Caracterizar las funciones meromorfas en C.

6.2 Sean U abierto de C, a € U y h una funcién holomorfa en U.

i) Si f es una funcién holomorfa en U, a es un cero de orden n de fy
z e U\ {a},

probar que Res(g,a) = nh(a).
ii) Si f es una funcién holomorfa en U \ {a}, a es un polo de orden m de fy

o) M)

fz)
probar que Res(g,a) = —mh(a).
Ademas, en ambos casos g tiene un polo simple en « si h(a) # 0 y tiene una singularidad
evitable en «a si h(a) = 0.

zceU\{a},

iii) Sean n un numero natural y « € C, a # 0. Probar que los residuos de la funcién

n—1

f(z)= Z+ en sus singularidades son todos iguales a 1/,,.
Z"+a™

iv) (Principio del argumento generalizado) Supongamos que f es una funciéon meromorfa
en U cuyos ceros son aislados, que i es holomorfa en U y que D es un dominio de Jordan
con D C U y tal que ni los ceros ni los polos de f estan en 9D. Si en dD se considera la
orientacion natural inducida por D, entonces

L PO ywydw = S h@mfa) - S hG)n(fb).

a€Z;ND be PyND

27i Jogp f(w)
5 _
/ 21 4
\2\22 z —6Z+5

6.4 Seanpc NyaeC, 0< |a| <1. Probar que la ecuacion

(z—1)P =ae™*

6.3 Calcular

tiene en {z € C : Re(z) > 0} exactamente p raices, todas simples, y que de hecho estan en
B(1,1).
6.5 Determinar el numero de soluciones de la ecuacion

2 4i® +322 4202 +2=0

que se encuentran en el semiplano superior abierto.

6.6 Para n € N sea

n

z
S"(Z)::lJrererﬁ'

Demostrar que para todo r > 0 existe un n, € N tal que S,,(z) no tiene ceros en el disco B(0,r)
sin > ng.
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6.7 Sea 0 <r < 1. Probar que existe ny € N tal que los polinomios
Puz)=14+224+322+---+nz"!

no tienen ceros en el disco B(0,7) si n > ny.

6.8 Sea 7 una circunferencia y f una funcién holomorfa en un abierto que contiene a v* y

a su interior B. Si todos los puntos del conjunto imagen f(B) tienen indice uno respecto a la
curva f o+, entonces la funcién f es inyectiva en B.

6.9 Sea P(z) = anz" + ...+ ap, con a, # 0. Digamos que los ceros de este polinomio son los

puntos wy, ..., w, con multiplicidades n4,...,n;, respectivamente. Sea £ un numero positivo
tal que 0 < e < inf{|w; —wj| : ¢ # j}. Demostrar que existe ¢ > 0 tal que cualquier polinomio
Q(z) = bp2™ + ...+ by que verifica que |b,, —a| <6, m=0,1,...,n, tiene exactamente n; ceros,

contando multiplicidades, en cada uno de los discos D(wj,¢).
6.10 Sea U un abierto de C que contiene a B(0,1), y sea f holomorfa en U. Si |f(z)| < 1 para
todo z € C con |z| = 1, probar que f posee un unico punto fijo en B(0,1).
6.11 Sea P un polinomio moénico de grado n. Supongamos que
|P(z)| <1 si|z]=1.

Demostrar que P tiene una raiz de médulo 1.

6.12 Sea f(z) =ap+ a1z + - - + a,2" un funcion polinémica de grado n > 2 tal que

n
Zk|ak| <laq].
k=2

Probar que f es inyectiva en el disco B(0, 1).

6.13 Sea )\ > 1. Determinar el nimero de raices de la ecuacion

zZ—A _

€ z

en el disco B(0,1).

6.14 Sea o un numero real, o > 1. Demostrar que la funciéon
f(z)=ze*"7 -1

tiene exactamente un cero en el disco abierto unidad y que este cero es real y positivo.

6.15 Sea o € R, a > 1. Probar que existe un tnico punto z € C con Re(z) < 0y tal que

z—e*+a=0.

6.16 Demostrar que P(z) = z*+ 52+ 1 tiene un cero en la bola unidad, y tres en A(0,1,2),
la corona centrada en 0 de radios 1y 2.

6.17 Determinar el numero de ceros de P(z) =72% —522+42—2 en B(0,1).

Sugerencia: multiplicar P(z) por z + 1.

6.18 Sea f una funcion holomorfa en un abierto que contiene al disco cerrado B(0,r). Se
supone que

[FO]+7[f(0)] <m =inf{|f(2)] : [2] = r}.
Pruébese que f tiene al menos dos ceros (contando con su orden de multiplicidad) en el disco
abierto B(0,r).

6.19 Sea f una funciéon holomorfa en la bola unidad y sea 0 < r < 1. Si se define

p(r) = mf{[f(2)] : [z[ =7}
y m(r) representa el namero de ceros de f en B(0,r), demostrar que
(0) ’

, Flm)
plr) < SO+ O+ [T
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6.20 Sean fy g dos funciones holomorfas en un abierto U que contiene a B(0, 1), tales que:
) f(2) #g(z) st |z[ = Ly
i) |f(2)] <lg(2)] si |z = 1.

Demostrar que si n es el namero de ceros de g en U, entonces 2z, = 0 es un cero de orden k,
con 0 < k <n, de la funcién f — g. /Qué ocurre si la desigualdad de ii) no es estricta?

6.21 Determinar los automorfismos de C.
Sugerencia: Estudiar el caracter de la singularidad en el punto del infinito.

6.22 Determinar los automorfismos de C.

Sugerencia: Estas transformaciones sé6lo pueden tener un polo que, mediante homografias, se puede
llevar a co. Luego aplicar lo obtenido en el ejercicio 6.21.

6.23 Determinar los automorfismos de la bola unidad B(0, 1).

Sugerencia: Si f(0) = 0 se puede aplicar el lema de Schwarz. El caso general se reduce al anterior
mediante homografias.

6.24 Sean [y g dos funciones holomorfas en C\ {0} tales que:
i) f(n) =n2g(n) para cadan € Z\ {0}.
ii) Existen y son finitos los siguientes limites

. . 2
lim f(z) y  lim 27g(z).

Probar que f(z) = 2%g(z) si z # 0.

Sugerencia: Comprobar que F(z) = f(1/,) se prolonga de forma holomorfa a zo = 0.

6.25 Sea [ una funcién holomorfa de B(0,1) en B(0, 1), biyectiva. Demostrar que f debe ser
de la forma
F(z) = e =" 2% para z e B(0,1)
1—Zz T

donde |z| < 1, a € R.
6.26 Sea f: B(0,1) — B(0,1), holomorfa en B(0,1) y continua en B(0,1). Supongamos que

f tiene n ceros (n > 1) en B(0,1), z1,...,2, con multiplicidades kq,...,k,, respectivamente.
Demostrar que

oz —z; —
F(2)] < 2T size B0,1).
jI;II 1-7%;2
Si la igualdad se alcanza en algun punto de B(0,1) \ {#1,...,2,}, demostrar que existe una
constante ¢, con |¢| =1 tal que
n N _
f(z) = cH(lzijzj) ’ para cada z € B(0,1).
—Ziz
=1 !

6.27 Pruébese que si f es una funcion entera, no constante, con modulo constante en la
circunferencia C(0,1), entonces deben existir « € C\ {0} y n € N tales que

f(z) =az" paracada z e C.
6.28 Sea D un abierto conexo y acotado del plano, f: D — C una aplicacion continua en D,
holomorfa en D y no constante. Supongamos que
|f(z)|]=1 paratodo z € Fr(D).
Demostrar que f(D) = B(0,1).
6.29 Sea f una funcion holomorfa en B(0,1) tal que |f(z)| < 1 si z € B(0,1). Si existen dos

puntos distintos a y b de B(0,1) tales que f(a) = ay f(b) = b, demostrar que f es la funcién
identidad.
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6.30 Sea f una funcién holomorfa en el disco B(a, p) tal que |f(z)| < M para cada z € B(a, p).
Probar que, si ademas f(a) = 0, entonces se tiene que

f(2)]

M|z — al
< —.
p

6.31 Sea f holomorfa de B(0, R) en B(0, M). Demostrar que

|f(z) = f(0)] < 2%M si |z|=r<R.

6.32 Sean f una funcion holomorfa de la bola abierta unidad en si mismay z, € B(0, 1).

i) Probar que

1(2) = f(z0)

1= £(0) f(2)

ii) Probar que |f'(0)| <1 6 f(z) =az, con |a| = 1.

Z— 20

1- \f(20)|2_

1 —[zo?

/
<
1 %2 ) z € B(Oa 1)7 y |f (ZO)| =

iii) ¢Puede existir una funcién holomorfa del disco unidad en si mismo tal que
fAR) =31y [ =237

iv) Si f(0) = 1/9, probar que

F) < 2EE

si |z] < 1.

6.33 Sea f una funcién holomorfa definida en el disco unidad tal que f(0) =0, f/(0) =0y
|f'(2)| <1 para todo z € B(0,1). Demostrar que

|f(2)] < %|z|2 si z € B(0,1).

6.34 Sea H el semiplano superior abierto, y sea f holomorfa en H tal que Im(f(z)) > 0 para
cada z € H. Demostrar que

f(Z)*f(ZO)‘< |Z*ZO|, 220 € H,
f(2) = f(z0)! 2~ %0
y deducir que

THC I S

Im(f(z)) ~ Im(z)’

6.35 Sea f una funciéon holomorfa en B(0, 1) tal que Im f > 0y f(0) = i. Probar que

6.36 Sea f una funcién holomorfa en el abierto U = {z € C : Re(z) > 0}. Se supone que
|f(2)| < M para cada z € U, y que existe b € U con f(b) = 0. Demostrar que
b—=z

7@ < Mz

|, zeU.

6.37 Sea f holomorfa en B(0,1) tal que Re f > 0. Probar que

1+ |z

T S VO FOI =

si0 <[zl <1y |f(0)]<2|Ref(0)]<2|f(0)]

6.38 Sea f holomorfa en H, donde H = {z € C: Imz > 0}, tal que |f| < 1.
¢Como de grande puede ser |f(i)|?
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6.39 Hallar las regiones del plano en las que se transforman respectivamente
A={zeC:0<arg(z)<n/d} 'y B={zeC:1<|z|<2}
z

(z—1)

6.40 Determinese la imagen del cuarto de disco D={z=a2+iy € C:|z| <1, y > |z|} por la
z—1

por la homografia f(z) =

homografia T'(z) =

6.41 Hallar en qué region del plano se transforma:
i) {z€ C:0<Re(z) <1}, por la homografia f(z) = %
P

z—1
z4+i

ii) {z € C:Re(z) > 0, Im(z) > 0}, por la homografia f(z) =

6.42 Hallar la homografia que transforma los puntos —1,0y 1 en 1, iy —1, respectivamente,
e indicar qué region corresponde al semiplano superior por esta transformacion.

6.43 Encontrar una homografia que transforme el semicirculo A = {z € C: |z| < 1,Im(z) > 0}
en el sector B = {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0} . Determinar la imagen del segmento [0,i] por
dicha homografia.

6.44 En los siguientes casos constriuyase una homografia que aplique A en B:
) A={z€C:|z|<1,|z=1]>V2}; B={2€C:0<arg(z) <7/4}:

i) A={z€C:|z[ <2, |z—1] > 1}; B=B(0,1);

i) A={z€C:|z—1|>1,]|z4+1]>1}; B={2€C:0<Re(z) <1}.

6.45 Sea ) = B(0,1) \ B(1/4,1/4), es decir, 2 es la region comprendida entre las circunferen-
cias C(0,1) y C(1/4,1/4). Hallar una homografia que transforme ) en una corona circular
A(0,7,1), limitada exteriormente por C(0,1) e interiormente por una circunferencia C(0,r),
cuyo radio 0 < r <1 se debe determinar.

6.46 Encontrar un isomorfismode A={zcC:|z| <1, |z—1| <1} en B(0,1).

6.47 Dado Q= {z € C: -1 < Re(z) < 1}, encontrar un isomorfismo f de Q en B(0,1) con
f(0)=0y f/(0)>0.Calcular f(0).

6.48 Dar un isomorfismo de la bola unidad en
Q=C\{ze€C:Re(z) <—1/y,Im(z2) =0},
talque f(0)=0y f'(0)>0.

6.49 Transformar el sector formado por los complejos de argumento entre 0y /4 en el
disco unidad, de modo que el punto ¢'"8 se transforme en el origen y el origen vaya al 1.

6.50 Dar una transformacion ¢ que lleve el semiplano superior en la bola unidad y tal que
$(2i) =0y arg(¢/(27)) =0.
6.51 Encontrar transformaciones biholomorfas que lleven:

i) Q={ze€C:|z—1|<1} en B={ze€C:Re(z)>1}

ii) Q=C\ {2 € C:Re(z) >0, Im(z) =Re(z) + 1} en B(0,1);
iii) Q={ze€ C:Re(z) <0, 0<Im(z) <7} en el primer cuadrante;

iv) Q={ze€C:|z| <1, |z—i>1} en B(0,1);

v) Q={z€C:0<Imz<n} en B(0,1);

vi) Q={z€C:Imz >0, |2|] <1} en B(0,1);
vi) Q={2€C:Rez>0, 0<Imz <7} en B(0,1);
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6.52 Hallese el dominio que se aplica sobre el semiplano superior H = {w € C : Im(w) > 0}
para cada una de las siguientes funciones w = f(z):

. i(1+2) 142\2 1+2™\2

i) w=——= iif) w:( ) V) w:( )
l—Z 1—2 I_Zn
- - 10 1 n

i w="'C ger W w=i(;) Vi) w=—
el — » 1—2n "

6.53 (cf. Munkres [22]) Considérese el subconjunto S C C siguiente:
S={z=t+isin(T}) : 0<t<2}.

El conjunto ¥ = S U [—i,i] es la adherencia de S en C. Es bien conocido que ¥ es conexo por
ser la adherencia de un conexo, pero no es conexo por arcos. Para “cerrar esta curva” (la
parte en negro, o mas oscura, de la figura 6.2) construiremos un arco de circunferencia entre
los puntos —i € Sy 2+ € S, por ejemplo, la centrada en 2 — i y de radio 2 (trazo azul de la
figura 6.2), es decir, el arco I" parametrizado por

~(t) =2—i+2e", te[-m37/o].

La union de estos dos conjuntos P = X UTI', dotada de la topologia de subespacio de C,
es la denominada circunferencia polaca! (o cualquier subespacio de C homeomorfo a P,
atendiendo unicamente a la estructura topolégica, obviando la métrica. En [22] se denomina
closed topologist’s sine curve).

i) Probar que P es simplemente conexo en el
sentido de que toda curva cerrada en P se
deforma homotépicamente en un punto.

Sugerencia: La idea es proceder de manera si-
milar a como se hace para probar que ¥ no es
arco-conexo; vagamente hablando, no se puede
pasar al segmento [—i,i| desde S mediante cur-
vasen X.

ii) Probar que C \ P tiene exactamente dos
componentes conexas.

Sugerencia: Notese que A = C \ P es abierto,
pues P es compacto. Por otra parte si zp € A
esta en el “exterior” de P se puede escapar desde
zo hacia co por segmentos verticales que no cor-
tan a S, dentro de A; si un punto 2z, de A esta
en el “interior” de P es posible unir zy, también

mediante segmentos verticales, con un punto
ze{lz—24i <2, Im(z) < —1}. Figura 6.2: Circunferencia polaca.

iii) Probar que (2, la componente conexa acotada de C\ P, es un dominio simplemente conexo.

Sugerencia: Toda curva cerrada en () se puede “trasladar verticalmente” y de forma continua al
semidisco abierto {|z —2+i| < 2, Im(z) < -1} C Q.

Nota: El teorema de la representacion conforme de Riemann asegura que §) es analiti-
camente isomorfo a B(0,1), pero es imposible extender un isomorfismo ¢: Q@ — B(0,1) a
un homeomorfismo de Q = Q U P en B(0,1), pues de ser asi resultaria que P = ) seria
homeomorfo a C(0, 1), imposible, pues P es simplemente conexo y C(0,1) no lo es.

A la hora de prolongar la aplicacién ¢, los puntos problemdticos de 0f) son los de [—i,i];
en los demas puntos de P se puede extender el isomorfismo de forma continua, pues esos
puntos son “accesibles” y “simples” (ver [20] o [3]).

1 El nombre se debe a que este ejemplo surgioé en la escuela matematica polaca durante la primera mitad del siglo
XX, una época de esplendor que contribuyé enormemente al desarrollo de la Topologia, entre otros campos, con
personajes de la talla de Sierpinski, Mazurkiewicz, Kuratowski, Tarski, etc. Como dato simpatico, ver el logotipo de
Warsaw Center of Mathematics and Computer Science: http://wents. edu. pl /
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lim |z, lim z, ‘ lim |f(z)] lim f(z)‘
n—o0 n—00 Z—r20 Z—Zz0
Jim (2, + wy) Jim 2, 4 lim w, ‘ lim (f(2)+g(2)) Jim f(z) + lim g(2)
A ) =l e o, |l (fE)9() = Jim ) lim o)
lim z, =0 lim f(z)=0
n—ro0 Y lim (z,w,) =0 =20 (=) Y lim (f(z)g(z)) =0
{w,}52, acotada n—00 g(z) acotada z—70
lim — = lim ——= —_—
n—00 Wy, lim w, z—z0 g(2) lim g(z)
n— oo Z2—20

Tabla A.1: Artimética de los limites.

o0

> z, converge = lim z,=0

n=1 n— oo
o0 o0 o]
Sz = Re(zn) +14 > Im(zy,)
n=1 n=1 n=1

18

(azp + Bwy)

3
Il
—

o0 00
a Yzt B wy
n=1 n=1

oo}

&)
> %n < 2 |l
n=1 n=1
: |Zn+1‘ . n S
lim —— <1 o lim |z, <1 = > |z,| converge
n—o0 |Zn‘ n—o0 n—1
. |Zn+1‘ . n > .
lim >1 0 lim |z, >1 = > |z,| diverge
n—oo |z n—o0

n=1

i < i kanfk)

n=0 k=0

(55w

n=0 n=0

3
Il
it
=3
3

Tm

1—7’

|r] <1

Tabla A.2: Propiedades de las series convergentes.
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L f=u+iv u=TRe(f), v=1Im(f)
Notacion: i—z+iy = 2= Re(2), y = Tm(2)

Condiciones de Cauchy-Riemann:

— 0 0 0 0
Existe f'(z9) = lim Fz) = F(z0) = 875(20) = 87;(20); 87;(20) == 3*;(20)

zZ—2zo zZ— 20

(af+B89)(20) = af(20)+B9(20)
(f9)(z0) = f'(20) 9(20) + f(20) ¢'(20)
(g)/(zo) _ f'(#0) 9(20) — f(20) 9'(20)

9(20)?
P(z) = f: apzt = Pl(z)= En: kagzF1
k=0 k=1
Regla de la cadena: (go ) (20) = 4(f(20)) f'(20)
Derivada de la inversa: (f~') (w) = f’(fll(w))

(fof Nw)=w. (f7of)(z) =2

Tabla A.3: Propiedades de la derivacion.

o L

exp(z) =e* 1= > ok e”t i = e (cos(y) + isin(y))
n=0 1%

e*tW = e%e", exp(z +w) = exp(z) exp(w) para todos z,w € C

exp(z) = exp(z) para todo z € C

|exp(z)| = ef*(*) para todo z € C

Im(z) es un argumento de exp(z) para todo z € C

1
exp(—z) = xp(2) para todo z € C

e* # 0 para todo z € C

e* =1 si, ysolo si, z=2kmi para algun k € Z

0 .= arg(z) si exp(if) = =

2]

exp es periddica de periodo 2mi :

e*t2kmi — ¢% para todo k € Z

exp es holomorfa en todo C y:

exp’(z) = exp(z) paratodo z € C

Tabla A.4: Propiedades de la funcién exponencial.
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w=1log.(z) & e¥ ==z,

c<Im(w) < c+2m

log.(2) = In(|2[) +40,

0 =arg(z), c<O<c+2r

2% = exp (wlog.(2)), z#0, w e C.

Zn

n veces
=Zz-Z PPN zZ

Sin e N:

1
n veces

zZ-z

Siz # 0, 0 es un argumento de

2" = |z|" (cos(nf) + i si

vz =z = \ |z| exp (

z yn €N, entonces:
n(n b))

Z_H—&-Zkﬂ'

), k=0,2,...n—1

Todas las ramas del logaritmo

log,.(2)

para todo z € W,

son derivables y:

Tabla A.5: Propiedades d

e logaritmos y potencias.

exp(iz) + exp(—iz)
2

cos(z) :=

exp(iz) — exp(—i z)
24

sin(z) :

exp(iz) = cos(z) + isin(z)

exp(—iz) = cos(z) — isin(z)

cos(z + 27) = cos(z)

sin(z + 27) = sin(z)

sin(z) = —sin(—z)

cos(z) = cos(—2)

cos?(z) +sin?(z) = 1

sin (7/4) = cos (7/4) = 1/\/3

cos(0) =1, sin (7/9) =1

cos(m) = —1, sin (3m/p) = —1

sin(z) =0 & z=km, keZ

cos(z) =0 & z=T/o+kn,keZ

sin(z 4+ w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

sin(z + 7)) = —sin(z), cos(z+ 7) = —cos(z)

sin (/g — z) = cos(z), cos (/g — z) = sin(z)

sin(2 z) = 2 sin(2) cos(z)

cos(2 z) = cos?(z) — sin?(z)

st () = L) sy - LR | ) ) — S ) Fsinz —w)
sin(2) sin(w) = otz =) ; stz ) cos(z) cos(w) = ootz — ) ; ol )
sin(z) + sin(w) = 2 sin (HTU)) cos (Z _2 w) sin(z) — sin(w) = 2 cos (Z —; w) sin (z _2 w)
cos(z) + cos(w) = 2cos (HTU)) cos (Z 5 w) cos(z) — cos(w) = 2sin (Z J; w) sin (w 5 Z)

Tabla A.6: Propiedades de las funciones trigonométricas.
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exp(z) — exp(z)

sinh(z) := 5

= —isin(iz)

exp(z) + exp(—z2)

cosh(z) := 5

= cos(iz)

exp(z) = cosh(z) + sinh(z)

exp(—z) = cosh(z) — sinh(z)

cosh(z + 27i) = cosh(z)

sinh(z + 274) = sinh(z)

sinh(z) = —sinh(—2z)

cosh(z) = cosh(—2)

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

cosh(0) =1, sinh (0) =0

cosh(2) =0 & z=7i/g+kmi,keZ

sinh(z) =0 & z=kmni, keZ

sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w) sinh(2 z) = 2 sinh(z) cosh(z)

cosh(z 4+ w) = cosh(z) cosh(w) 4 sinh(z) sinh(w) cosh(2 z) = cosh?(z) 4 sinh?(z)

h(2z) — 1 h(2 1
Sinh2(2) = % COShQ(Z) — %
Tabla A.7: Propiedades de las funciones hiperbdlicas.
: — 1
e =exp(z) = ZEZ zeC
n=0
i - (_l)n 2n+1
SERE p D) e
o (2n+1)!
oo
_1)n
COS(Z) = Z ((271;' 2277,, e C
n=0 !
sinh(z) = i ! e+l zeC
(2n + 1)!
n=0
= - 1 2n
cosh(z) = Z Qn)t” zeC
n=0 :
1 > n
1—z ;Z z e B(0,1)
m! = (ntm)! .
o = L= ) s B0
> -1
log(l1—2) = — 2", z € B(0,1)
(rama principal) 1
1 = - n .2n
1422 nzz:o(_l) 2 z € B(0,1)
> 1)n+1
mctan(s) = 30 ce B0
(rama principal) el 2n+1

Tabla A.8: Desarrollos en series de Taylor.
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Curvas (¢ a trozos): ~(t) = z(t)=z(t)+iy(t), te<la,b]
Y (t) = Z{)=2'(t)+iy'(t), t € [a,b]
Circunferencias: C(zo,7) Circunferencia de centro z, y radio r
Parametrizacion: v, .(t) = z+re'’, tel0,2n]
Segmentos: [z, w] Segmento de extremos z y w
Parametrizacion: [, ,(t) = z+t(w—2z), t€][0,1]
b
Longitud: long(y) = / v/ (t)| dt
b
Integral: / f(z)dz = / fv(@®)~'(t)dt, f continua en ~*
Y a
Férmula Integral de Cauchy: f holomorfa en U O B(z,7)
n! f(w)
Silz—z|<r: fM(z) = —7{ ————dw
214 JO(z,7) (w—2)" T
n=0,12,...
Si|z—zo| >1: 0 = 7{ f(iw),_‘_ldw
o CY(ZO7 7') (’LU - Z)n

Desigualdades de Cauchy:

ARIEN]

IN

f holomorfa en U D B(z,7)

!
%sup{!f(wﬂ:\w—zo\:r}, n=0,1,2,...

Indice: n(v, 2)

1 dw
27i ,Yw—z’

*

z¢y

Formula Integral de Cauchy:

(version homolégica)

n(v,2) f(2)

¥* CU; n(v,€) =0 para todo £ ¢ U
/ holomorfa en U

1 f(w)

2mi Jy (w—2)

Tabla A.9: Férmulas integrales de Cauchy.
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Singularidad aislada: f holomorfa en B*(zy,7) = B(z0,7) \ {20}

Serie de Laurent: f(z Z e +Zanz—zo = Z an(z—20)", 2z € B*(20,7)
— 20)
n=0

n=—oo

Caracterizacion de singularidades evitables. Son equivalentes:

a) Existe lim f(z) e C

Z—20
b) Existe g holomorfa en B(z,r) tal que f = g en B*(zo,7)
c) [ estaacotada en B(zp,c)\ {7} paraalgin 0 <e <r
d) ZILIEO(Z —2) f(z)=0
e) f(z)=> an(z—20)" (b, =a_, =0 para todon € N)

n=0

Caracterizacion de singularidades polares. Son equivalentes:

a) Existe lim f(z) = o0

Z—Z20
b) Existen g holomorfa en B(zy,7), g(z0) # 0,y m € Ncon f(z) = (g(z)) en B*(zg,7)

z—zp)™m
c) Existe m e Ntalque lim (z —29)" f(2) =L, LeC, L#0
Z—r 20
A FE) = E bz gyt T anl—20)" = 3 anlz—20)": by =aop #0
Caracterizacion de singularidades esenciales. Son equivalentes:

a) zp es una singularidad esencial de f
b) f(B*(20,0)) es denso en C para todo 0 < § < r
c) f(z)=> bn/(Z — z)" + 2 an(z — 20)" con b, # 0 para infinitos indices n

n=1

n=0

Tabla A.10: Clasificacion de singularidades aisladas.
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Residuo de f en z:
oo

Sif(z)= Y. an(z—20)" en B*(zg,1), Res(f,z0) = a_1
Formula integral: para 0<p<r, Res(f,z0) = L ]{ f(w) dw,
2 e C(ZO7 p)
2o es sing. evitable de f: Res(f,z0) = 0
2o €s cero de fy g de igual orden: Res (f/g,20) = 0
zo €s polo de fy g de igual orden: Res (f/go20) = 0
__9(?) , ‘ _ 9"V (20)
f(Z) - (Z—Z())m con g(zo) #O' Res(f,zo) (m—l)'
_ / . f — f(ZO)
f(20) #0, g(20) =0, ¢'(20) #0: Res ( /9720) = 00
2o es cero de orden m de f y o (m A1) £ (z)
zo es cero de orden m + 1 de g: Res (f/g’ zo) B gm+1) ()

Fz0) # 0. g(z0) = ¢'(20) = 0, g"(20) # 0 Res (f/g720> - 5 f'(20) _ g f('j/) g"(20)

9"(0) 3 (g"(20))

=0, f 0, 7 /
f(z0) ['(20) # Res (f/g,zo) = 3 f///(ZO) 3 / (20)9(4)(50)
9(20) = (20) = 6" (20) = 0. §"(s0) £ 0 90 2 (g7 ()
2z es cero de orden m de f: Res (['/f,20) = m
2o es polo de orden m de f: Res (f//f, ) = —m

Cdadlculo de residuos mediante series de Laurent:

cn 2", entonces

18

Si zo = 0 es polo o cero de fy g, existen p,q € Z con f(z) = > bn2", g(z) =
n=p

n

q

f/g = > anz" conm=p—q.Sip< q (el orden del polo de f es mayor que el de g, o el orden

del cer(; de f es menor que el de g), entonces f /g tiene en zp = 0 un polo de orden |m|=q—p:

(cqzq—i—chqu—|—...)(ap,qz”_q—i—...—&—%—i—ao—i—...) = by 2P + by 2P

q—p+l
Es decir, para [ > p se tiene que by = > c¢ja, = Z cja—j:
J+k=l Ji=q
b
_ _ Y.
Cqp—q = bp = Gp—q= "}
Cq
b b
_ _ Ypt+1 P .
Cqp—q+1+ Cqr10p—q =bpp1 = Gp_gp1 = —— — Cq41 5 ;
Cq c
1 2q—p—1
CqO-1+Cqr1a0 + ...+ Cogmp—10p—q =bg—1 = Res(f/g, 0)=a_1 = . E Cj Og—1—j
q =
Jj=q+1

Para zp # 0 el algoritmo es exactamente igual, s6lo se ha puesto z; = 0 para abreviar.

Tabla A.11: Calculo de residuos.
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Condiciones: Formula:

R=P /@ fraccion racional en las variables reales z, y;
Q(z,y) #0 si 2> +y> =1

2w
f(z) = iR( (z—|— 1/2) 12 (z — 1/2)) : /0 R((cos( ), sin(¢ )) dt = 2mi Z Res(f,a)

la| <1

f holomorfa en U D {Im(z) > 0} excepto en un numero finito de singularidades,
ninguna singularidad en R

lf(2)] < %, p>1,Im(z) >0, |z| > R: /OO f(z)de = 2mi Z Res(f,a)
e Im(a)>0

f holomorfa en U D {Im(z) < 0} excepto en un numero finito de singularidades,
ninguna singularidad en R

Fels o

p,p>1, Im(z) <0

/jo flx)dz=—2mi Y Res(f,b)

Im(b) <0

f holomorfa en U D {Im(z) > 0} excepto en un numero finito de singularidades,
algunos polos simples z1,z2,...,2, € R

FE < o p> 1 Im(z) >

VP/ f=2mi Z Res(f,a —l—mZRes (f ;)

Im(a)>0

f holomorfa en U D {Im(z) < 0} excepto en un numero finito de singularidades,

algunos polos simples z1,z2,...,2, € R
VP/ f=-2mi Y Res(f,b fmZRes frxj)

M
IfG) < 5 p> 1 Im(z) <
Im(b)<0

f holomorfa en U D {Im(z) > 0} excepto en un numero finito de singularidades,
ninguna singularidad en R

()] < f‘fﬂm(z) >0

w<0: ]?(o.)) = 27i Z Res(e™™“? f(2),a)

Im(a)>0

f holomorfa en U D {Im(z) < 0} excepto en un numero finito de singularidades,
ninguna singularidad en R

M
|f(2)] < =, Im(z) <0, |z| >R, w>0: )=—2mi Y Res(e™*f(2),b)
|Z Im(b)<0
/ holomorfa en C, excepto en un conjunto finito S = {a1,as,...,an},
Cx poligonal con vértices (N+1/9)(+1+ 1)
N m
lim cot(mz) f(z)dz=0: lim fln)=—m Res (cot(m2)f(z),a;
Jim [ cottr2) 7(2) Jim 30 S = =w ) Res (cot(m2)f(2))
n¢sS
f holomorfa en C, excepto en un conjunto finito S = {ay,as,...,amn},
Cy como arriba,
N m
. fG) o , () — e
J\/lgnoo oy Sin(7 z) dz=0: 1\}51100 n:Z_N( 1)"f(n) = W;RQS ( sin(mz)’ aJ)
n¢sS

Tabla A.12: Aplicaciones del teorema de los residuos.
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