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Presentacion.

La memoria que se presenta para optar al titulo de Doctor tiene por objeto
el estudio de integradores exponenciales para la ecuacion de Schrodinger no
lineal.

Es bien conocida la aplicacién de dicha ecuacién en distintos ambitos de
la Ciencia y la Tecnologia pero no resulta facil obtener soluciones analiticas
incluso ante problemas sencillos de valores iniciales. Ante esta situacion
resulta necesario tener que acudir a técnicas numéricas para su resolucion.

Partiendo de una discretizacién pseudoespectral que se sabe muy precisa
para soluciones suficientemente regulares, nos centraremos basicamente en la
integracion temporal de la mencionada ecuacion.

Los métodos exponenciales se caracterizan por integrar la parte lineal
del sistema de forma exacta. Por ello son en general muy adecuados para
integrar sistemas donde la parte rigida es lineal como ocurre al discretizar la
ecuacion de Schrodinger. Esto es debido a que se pueden conseguir métodos
explicitos y linealmente estables a la vez, lo cual es imposible dentro del
grupo de métodos clasicos.

Asimismo es bien sabido que la ecuacion de Schrédinger tiene una estruc-
tura hamiltoniana y una serie de invariantes, algunos de ellos, con un impor-
tante significado fisico. Existen métodos clésicos geométricos (simplécticos
y/o simétricos) que, como es bien conocido, son adecuados para la integracion
a tiempos largos. Obtener simplecticidad en un método exponencial no es
tarea facil y, desafortunadamente, los métodos exponenciales de tipo Runge-
Kutta simétricos son necesariamente implicitos por lo cual hemos decidido
considerar métodos exponenciales explicitos de tipo Runge-Kutta Lawson
proyectados sobre el invariante mas sencillo que existe; la norma, observando
que, bajo ciertas condiciones también se obtiene la conservaciéon de otro in-
variante, el momento lineal.

Por otro lado, cuando se descompone la ecuacién de Schrodinger no lineal
en dos partes, se sabe integrar cada una de ellas de modo exacto mediante
un método de splitting que puede ser simétrico y que es también exponencial
explicito y linealmente estable. Para la ecuacion de Schrodinger no lineal este



tipo de métodos también conservan la norma y el momento y nos planteamos
compararlos con los métodos exponenciales y explicitos de Lawson proyecta-
dos anteriormente citados.

El trabajo se estructura como sigue. En el capitulo 0 se dan unos pre-
liminares sobre la ecuacion de Schrodinger, la discretizacion pseudoespec-
tral y los integradores exponenciales. FEn el capitulo 1 se estudian dife-
rentes métodos exponenciales de tipo Runge-Kutta de orden 2, implicitos
y explicitos, se analizan los errores en los diferentes invariantes y se com-
para con el método clasico conocido como regla de punto medio al integrar
soluciones de tipo onda solitaria de la ecuacion cibica de Schrédinger. En el
capitulo 2 se corrobora tedricamente las consecuencias que tiene, para cier-
tas condiciones iniciales y ecuaciones mas generales que la cibica, proyectar
sobre el invariante de la norma al integrar con métodos explicitos de Lawson.
También se ofrece una comparativa para métodos de diferentes érdenes con
los métodos de splitting, tanto para una integracién con paso fijo como con
paso variable. Por ltimo, en el capitulo 3, se realiza un estudio detallado
del comportamiento de ciertos integradores exponenciales con respecto a la
estabilidad al integrar unas soluciones de la ecuacién ctbica denominadas
ondas planas. Nos centraremos en un método de splitting de segundo orden
y un conjunto de métodos explicitos de Lawson del mismo orden, antes y
después de proyectar sobre la norma.

Queremos destacar aqui que, aunque en el capitulo 1, el andlisis en prin-
cipio se hace sobre el sistema pseudodiscretizado en espacio, suponemos que
cuando el ntimero de nodos crece la soluciéon de este sistema aproxima los
valores de la solucion del problema original sin discretizar. En los capitulos 2
y 3, el andlisis se hace directamente en el problema continuo, sin discretizar
en espacio, aunque los resultados numéricos obviamente si utilicen dicha dis-
cretizacion.

Las conclusiones de los capitulos 1 y 2 aparecen en un apartado con ese
nombre al final de los capitulos y las del capitulo 3 en la correspondiente
introduccién.
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Capitulo 0

Preliminares.

0.1 Ecuaciones de Schrodinger. Invariantes.

Es un hecho ampliamente conocido que las ecuaciones de la fisica no pueden
ser derivadas sino deducidas. Este es el caso también de las ecuaciones de
Schrodinger y, en particular, de sus versiones no lineales [10]. De una manera
genérica las anteriores pueden ser escritas en la forma

iu(x,t) = —pAu(x, t) + f(u"(x, tu(x, t), x)u(x,t) (1)

donde p es una constante positiva y f es una funcién de la densidad y las
coordenadas x € R?. El hecho relevante de la deduccién de las ecuaciones
de Schrodinger no lineales es que puede llevarse a cabo sin las suposiciones
probabilisticas de la Mecanica Cuéntica. Se trata de un vinculo existente
entre la Teoria Clasica de Campos y la Mecanica Clasica con la Mecanica
Cuéantica. Supondremos que la ecuacién buscada procede de un Hamiltoniano
de Evolucion Complejo dado por

ou O0H

ZE_ Su*’




con H el funcional fRd H(u,u*, Ou, 0u*)dx, Ou= (Ou/0xy,---,0u/dxy)y

o o o
Su*  Ou* pu dx; 0(0ju*)

es la derivada variacional de H con respecto a u*. Utilizando diferentes
densidades ‘H se obtienen diferentes ecuaciones de Schrodinger no lineales
validas para distintos fenémenos fisicos presentes en la naturaleza. Una de
las posibles ecuaciones es a la que conduce la densidad hamiltoniana dada
por H = |u,|* — (1/2)|ul* y que se denomina ecuacién ctibica de Schrodinger,
logicamente no lineal, y que viene dada en una dimensién por

iy (7, 1) + e (2, 1) + Ju(z, t)Pu(z, ) = 0. (2)

Al igual que en el caso de hamiltonianos discretos los problemas diferenciales
asociados a funcionales hamiltonianos también poseen invariantes; siendo
éstos, en general, un numero infinito. En el caso de la ecuacién cibica de
Schrodinger con condiciones de frontera peridédicas o en el problema puro
de valores iniciales éste es el caso. Nos limitamos a mencionar tres cuya
relevancia es, ademds de matematica, fisica,

1 b
L= —5/"mﬁdx, 3)

1

b
L, = 5/ Im(u*u,) dz, (4)

1 o 1oy
H o= 5 [l = 5l )
siendo (a,b) el intervalo espacial donde se imponen condiciones de frontera
periddicas 6 (—oo, 00) en el problema de los valores iniciales [10, 25]. Es obvio
que cualquier invariante multiplicado por una constante lo sigue siendo. Los
invariantes presentados anteriormente poseen unos coeficientes aceptados asi
en la literatura al respecto.

Las ecuaciones de Schrodinger no lineales presentan, en general, una gran
dificultad en su resolucién, estando la mayoria de resultados destinados a
tratar con propiedades cualitativas de su solucién, dejando los aspectos cuan-
titativos de las soluciones en el terreno del Anélisis Numérico. Es de sobra



conocida la importancia de los métodos Runge-Kutta como integradores tem-
porales de algunos problemas de la fisica matematica; entre otros, la ecuacion
de Schrodinger no lineal. Algunos trabajos recientes [12] abordan la conser-
vacion de invariantes cuando se integra adecuadamente en tiempo y espacio
la ecuacion de ondas no lineal y la ecuacion de Schrodinger no lineal. Como
integradores temporales para esta ultima se han considerado métodos Runge-
Kutta simplécticos a la vez que se plantea el interés de ver cémo responden
otros tipos de integradores temporales geométricos. En este sentido, existen
otros métodos de auge reciente en la literatura para problemas parabdlicos
denominados métodos exponenciales porque integran exactamente la parte
lineal del problema. Para este tipo de problemas, dichos métodos resultan
muy interesantes, pues se pueden obtener métodos a la vez explicitos y esta-
bles.



0.2 Discretizaciéon pseudoespectral en el es-
pacio de frecuencias.

Existen varios tipos de estrategias para abordar el problema de la ecuacion
de Schrodinger no lineal. Por simplicidad, nos centraremos aqui en el caso
unidimensional y la ecuacion cuibica de Schrodinger, aunque los resultados
son generalizables a varias dimensiones y otros funcionales hamiltonianos.
Asi por ejemplo, en algunas ocasiones, se utiliza discretizacién espacial de
segundo y cuarto orden para el término u,,. El problema que surge de este
modo es un sistema semidiscreto ampliamente tratado en la literatura [34].
Para la resoluciéon numérica del problema nosotros usaremos el método de
lineas. Plantearemos el problema como periédico atin en el caso de problema
de valor inicial y adoptaremos para u(z,t) una representacién pseudoespec-
tral que tenga en cuenta las condiciones de periodicidad que ha de poseer la
solucién y posteriormente un método numérico para el tiempo. Asumiremos
entonces que podemos aproximar u(x,t) por una expresién trigonométrica
del tipo

M-1
Tz, t) = > enul(t)e’™ i (6)

k=—M
donde N = 2M. Parece asumible en principio que, las aproximaciones

de los términos w;(x,t) v ug.(z,t) sean las obtenidas derivando adecuada-
mente la expresién dada para Tys(x,t). Para la parte no lineal sustituiremos
lu(z,t)|?u(z,t) por el interpolante trigonométrico de |Ths(x,t)|*Tas(z,t) que
en realidad es el suyo propio. Podemos, por tanto, escribir para este ultimo

caso
M-1

Y ruslen(t))erm i

k=—M
donde CN(t) = (CN7_M(t), Ce ,CN7M_1(25>>T y

TN(CN(t)) = %SNFNfN(NFJGISNCN(t)),

siendo Fy la transformada discreta de Fourier de orden N, Sy la trans-
formacién que a cada vector de la forma (v_ps,...,v_1,vq,...,vp-1) lo lle-
va en el vector (vg,...,Vn—1,V_pr,-..,0_1) y 7y la aplicacién definida por
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(Fn(v)); = |vil*vs, i = 1,..., N. Con estas consideraciones realizadas, susti-
tuyendo las citadas expresiones en el problema original se obtiene la siguiente
ecuacion

. (—M)? 0 0 .
No—M op 2 0 (~M+1)? ... 0 N M
: "H(b _ a) : : : :
CNM-1 ], O O . (M B )2 CN . M—1
CN,—M
- iTN( )7
CN,M-1

que en una forma mas compacta puede escribirse del modo

cng +1Dney = irn(en), (7)
donde
(—M)? 0 0
o 2| 0 (=M +1) 0 N,-M
DN B (b - CL) : : : : N T
0 0 (M- 1) M1

Al igual que se ha discretizado la ecuacién de Schrédinger no lineal de tipo
cubico unidimensional, se pueden dar expresiones analogas para los inva-
riantes continuos anteriormente citados. Teniendo en cuenta que u(z,t) lo
podemos aproximar por T, en (6), podemos aproximar el correspondiente
invariante [; en (3) por

SR A,
117]\]:—5 ’TM’ dx.

Dado que si k € Z\{0}, fab e Mi=a dr = 0, se tiene
1 M-1
Ly =-5(b-a) kZM|Ck(t)|2. (8)

8



Para I, dado por (4), teniendo en cuenta que

1 ( Ldu du*)

—(u"— —u

2t dx dx

y la aproximacién dada para u(z,t) por Ty en (6), se obtiene como aproxi-
macién para I en (4)

Im(u*u,) =

1 (Y . dTy T;, —
Ly=— [ (T;=2—-T de=m > kle(t).
2,N 4Z/a( Mg M~ ) dx Wk:7M |ex(t)] 9)

Podemos escribir el sistema (7) en el espacio fisico en vez de en el de las fre-
cuencias ¢(t) sin més que utilizar la transformacién ¢ = %S FyU obteniendo

Un: —iANUy = 7y (Un), (10)
donde
Ay = —Fy'SyDySnFy (11)

es la discretizacion pseudoespectral de la derivada segunda. Escribiendo en
(10) U como V +iW y descomponiendo Ay como ReAy +ilmAy obtenemos,
después de separar las partes real e imaginaria, el siguiente sistema

[ Vi Vi W

: +ImAy : + ReAy : = —Im7y,
i VNN . Vi Wy N
[ Win Vin Win

: - RGAN + ImAN = ReFN.
i W N . VNN W~

Puede comprobarse [25] que la matriz Ay anteriormente dada en (11) es una
matriz real y simétrica. De hecho,
N/2-1

> eos (S = D)

472

m[(—l)”% +2

(AN)lr = -

Con ello las expresiones anteriores se pueden escribir de un modo més com-
pacto utilizando para ello una notacién matricial

R IR S B

9



Por otra parte las ecuaciones (12) pueden ser deducidas de un problema
hamiltoniano en N dimensiones si consideramos como funciéon de Hamilton
a NHy/(b—a) con

—-b
HN(ij/ju Wﬁ) 22 (VJC\CANVN + W]EANWN +

2N

< (VN.2 + WN.z).Q, 1y >> (13)
2

donde < , > denota el producto interno estandard, . el producto com-
ponente a componente y 1 el vector formado por unos de tamano N. La
funcién de Hamilton (13) es, ademas, la versién pseudodiscretizada en el es-
pacio (Viv, W) del hamiltoniano dado por (5) [12]. De acuerdo con la Teoria
de Hamilton la funcién Hy, independiente del tiempo, se conserva con éste.
Por otro lado, los invariantes I; y ¢ Iy y dados por (8) y (9) respectivamente,
pueden escribirse en el espacio fisico como [12]

lb—a,

Ln = 3w Uu*Uu (14)
1b—a, ., .

Ly = N (U*BNU — U*ByU) (15)

con By la matriz correspondiente a la discretizacion pseudoespectral de la
derivada primera a través del interpolante trigonométrico simétrico. Puede
demostrarse [12] que I; x también es un invariante de (13). Si bien I5 y no es
un invariante exacto para Hy, si puede considerarse un cuasinvariante [12].

0.3 Integradores exponenciales.

Muchos problemas de la fisica y en general de la matematica aplicada se
reducen a resolver ecuaciones del tipo

w(t) = Lu(t) +g(t,u(t)),
uty) = . (16)

donde L es un operador lineal y el origen de la rigidez del problema. Por otro
lado g representa las fuentes y es causa de la no linealidad del problema en
general. Un integrador se dice exponencial si se trata de un método numérico
que es exacto cuando g = 0. Problemas como el mencionado son los que
surgen cuando se pseudodiscretiza en espacio una ecuacion de ondas; y en

10



particular, la ecuacién cubica de Schrodinger (2) obteniéndose (7). Existe
un amplio abanico de métodos exponenciales en la literatura. Exponemos a
continuacion algunos de los mas relevantes y tiles en nuestro trabajo.

0.3.1 Tipo Runge-Kutta.

Los métodos Runge-Kutta exponenciales planteados en su forma méas ge-
neral adoptan la siguiente forma que en principio y formalmente recuerdan
a los métodos Runge-Kutta clasicos; y, como mas adelante se pondra de
manifiesto tienen una conexion con éstos en lo que se suele llamar el método
Runge-Kutta subyacente. Un método Runge-Kutta exponencial de s etapas,
para un problema como el descrito en (16) adopta la forma [40]

Unpr = €Uy + 1Y bi(hL)g(t, + c;h, K), (17)
=1
j=1

donde U, son las estimaciones del vector u(t) en ty + nh,n = 0,1,2,..;
y K;,i = 1,2...;s, son las etapas del método. Las funciones x;(z), bi(z) y
a;;(z) con i,5 = 1,---, s son funciones analiticas o en caso de tener alguna
singularidad ésta es evitable. Este método resuelve el problema exactamente
cuando g = 0 a diferencia de lo que ocurre generalmente con los métodos
Runge-Kutta clasicos. Estos métodos pueden ser simétricos si se satisfacen
ciertas condiciones independientemente obtenidas en [16, 25] y que son

¢ = 1—ce14, (19)

Xi(=2) = Xst1-i(2)e7, (20)

bi(—z) = e *bsi1-i(2), (21)

aij(—2) = Xst1-i(2)e” bsp1-5(2) — Asr1-is11-5(2), (22)
cont=1,...,sy7=1,...,s

Tipo Runge-Kutta Lawson.

Hasta donde conocemos, los métodos de tipo Lawson fueron los primeros
de tipo exponencial introducidos en la literatura, mas concretamente por

11



Lawson en 1967 [37]. Se dedujeron llevando a cabo el cambio de variable
2(t) = e *u(t) en (16), lo cual convierte el problema en uno no rigido que
se resuelve a partir de un esquema Runge-Kutta standard definido por el
tablero

C1| Q11 - Qg
Cs | kg1 =+ Qg <23>
8 - 8,

Deshaciendo el cambio de variable aparece el denominado método de Lawson,
que es de la forma (17)-(18) con

xi(z) = €%, (24)
(lw’(Z) = Oéije(ci_cj)z, (25)
bl<2) = ﬁie(lici)z. (26)

Puede demostrarse facilmente que las condiciones de simetria (19)-(20)-(21)-
(22) particularizadas a estos métodos equivalen a las condiciones de simetria
del método Runge-Kutta subyacente. Mas concretamente,

Cs41—r = I —g¢, ﬁs—i—l—r - ﬁra 6j = Qpj T Qsyl—rs+1—j, rg=1--,s.

Tipo Runge-Kutta Gauss o de colocacion.

A veces, un método Runge-Kutta exponencial como los planteados ante-
riormente procede o puede ser deducido formalmente a partir de la idea de los
métodos de Gauss o de colocacion. Para deducir la expresién del integrador
numérico a partir de puntos de colocacién ¢;, escribimos g en la formula de
variacion de las constantes obteniendo

h
u(t, +h) = e"Fult,) + / e g (b, + 7 u(ty + 7)) dr.
0
Al igual que se hace en los métodos Runge-Kutta clasicos, se sustituye el

término ¢ por un polinomio de colocaciéon g en los puntos ¢;, 1 = 1...s,
(distintos dos a dos) de modo que obtenemos la expresién

h
u(ty, + h) ~ e"u(t,) +/ e"="Lg (1) dr.
0

12



Haciendo U, ~ u(t,) y Un; >~ u(t, + ¢;h), podemos entonces definir el poli-
nomio de colocacién como aquel de grado s — 1 que verifica las condiciones
gn(cih) = g(tn + cih,Uy,) = Gpiyi = 1,...,s, de modo que tendremos

3u(7) = D2 (TG,

donde cada [; denota el polinomio de interpolaciéon de Lagrange dado por

El método de colocacion queda por tanto descrito de la siguiente manera
Upsr = €U, + h Z bi(hL)G,,
i=1
y para las etapas,
Upi = " U, + h i aij(hL)G. j,
j=1

donde los términos b;(hL) y a;j(hL) vienen dados por

1 h
bi(hL) = - /0 e (1) dr, (27)
1 c;ih
a”(hL) = E/(; G(CihiT)Ll](T) dr. (28)

En [25] hemos visto que las condiciones de simetria (19)-(20)-(21)-(22) parti-
cularizadas a los métodos Runge-Kutta exponenciales de colocacion se re-
ducen a que los coeficientes ¢; sean simétricos; es decir, cgr1; =1 —¢;,1 =
1,---,s.

0.3.2 Tipo Splitting.

La idea que subyace en los Métodos de Splitting es completamente diferente
a lo visto anteriormente para estos métodos. Si atendemos a un problema

13



como el descrito en (2) observamos que la parte que no depende de u; se
puede separar en dos sumandos; en nuestro caso, las partes lineal y no lineal
del problema. El procedimiento es separar (splitting) el problema de la inte-
gracion en dos, uno para cada sumando, a la espera de que, cada problema
por separado, sea mas facil de integrar y dar como solucién la composicion
de las respectivas soluciones o aproximaciones a las mismas. En nuestro
problema concreto dado por (2) el método de splitting se traduce en integrar
separadamente

Uy = TUgy, (29)

w = ilulfu. (30)

Llegados a este punto puede ser que uno y/o los dos problemas dados por
(29) v (30) sean integrables exactamente. En la mayoria de los casos, aunque
ambos problemas sean resolubles exactamente, su composicién no sera la
solucién exacta del problema original (2). El problema lineal es facilmente
resoluble en el espacio de frecuencias. De hecho, utilizando la discretizacion
espacial pseudoespectral (exponencialmente precisa con el niumero de fre-
cuencias considerado cuando la solucién es regular), lo que hay que resolver
es el sistema

Ut - ZANU

que se puede resolver exactamente por ser Ay constante. Por otro lado,
segin ya se not6 en [48] la ecuacién (30) conserva |u(x,t)| en el tiempo con
lo que para encontrar los valores modales de dicha solucién basta integrar
exactamente

Ut - Z’U’QU

que puede tratarse como un sistema diferencial lineal de primer orden con
matriz constante y diagonal con elementos |U|*. Aqui, la notacién . denota en
todo momento el producto componente a componente. Este sistema también
es resoluble exactamente. La ecuacién dada por (29) es la ecuacion de
Schrodinger lineal para una particula libre y por lo tanto, de acuerdo con los
resultados elementales de la Mecdanica Cudntica, los invariantes I; e I, se con-
servan. Asimismo, no resulta complicado probar lo mismo para la ecuacion
(30). Por lo tanto, la composicién de flujos asociados a ambos problemas con-
servard ambos invariantes. Finalmente decir que composiciones adecuadas de
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los flujos anteriores pueden facilitar la construcién de integradores simétricos
lo cual implica, ademds, la obtenciéon de 6rdenes pares.
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Capitulo 1

Integracion Exponencial de
Ondas Solitarias de la Ecuacion
Cibica de Schrodinger.

1.1 Introduccion.

Como ya se ha comentado en los preliminares, los métodos exponenciales
integran la parte lineal y rigida de un sistema diferencial de modo exacto.
Esto conduce al hecho de que sea posible construir métodos que sean al
mismo tiempo explicitos y estables cuando se integran sistemas no lineales
con solamente la parte lineal rigida, lo cual es algo que no pueden hacer los
métodos clasicos. Este tipo de sistemas aparece tras la discretizacién espacial
de ecuaciones en derivadas parciales. Los métodos exponenciales para la
integracién temporal de problemas parabdlicos han sido bien estudiados y
analizados en la literatura. En este caso no hay una estructura especial del
sistema que conservar. Por el contrario, hay muchos sistemas hiperbélicos que
poseen alguna estructura hamiltoniana y muchas propiedades cualitativas
que se conservan. En este sentido, para problemas de segundo orden, se han
construido bien métodos de tipo Gautschi [17] o bien métodos multipaso de
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tipo coseno [13], los cuales son al mismo tiempo explicitos, exponenciales y
geométricos, de modo que se consigue una integracién muy eficiente hasta
tiempos muy largos.

El objetivo del presente capitulo consiste en extender lo anteriormente
citado a un problema hiperbdlico particular pero de primer orden en el
tiempo, que es la ecuacion cubica de Schrodinger. Cuando se buscan inte-
gradores geométricos para sistemas hamiltonianos de primer orden, debemos,
en primer lugar, centrarnos en métodos de un paso ya que los métodos mul-
tipaso no son simplécticos y aquéllos que son simétricos se comportan bien
para sistemas de segundo orden pero no para los de primer orden [15]. Sin
embargo, cuando se analizan los métodos exponenciales de Runge-Kutta, se
obtiene que la simplecticidad se pierde cuando los convertimos en exponen-
ciales [25] y las condiciones de simetria para este tipo métodos (indepen-
dientemente obtenidos en [16] y [25]) conducen a métodos implicitos.

La primera cuestién que se aborda en este capitulo es si los métodos
simétricos exponenciales son mas eficientes que los correspondientes clasicos
simétricos/simplécticos para nuestra ecuacion particular. Para ello, nos cen-
traremos en algunos métodos de segundo orden, cuya comparacion en términos
de eficiencia no ha sido todavia realizada en la literatura. Vamos a consi-
derar los integradores exponenciales de colocacion [31] y de Lawson [8, 37].
Ademas, justificaremos el cuarto orden en los invariantes que se obtiene con
estos métodos cuando se integran ondas solitarias de la ecuacion cubica de
Schrodinger.

A continuacién sugeriremos algunos esquemas exponenciales y explicitos
de Lawson de segundo orden proyectados ortogonalmente sobre el invariante
mas simple del problema (7). Observaremos que, de esta manera, incluso
sin simetria, se conservan las propiedades geométricas y por lo tanto se tiene
un buen comportamiento a largo plazo. De este modo obtenemos una he-
rramienta eficiente para integrar la ecuacién no lineal de Schrodinger hasta
tiempos largos.

El capitulo se estructura como sigue. En la secciéon 2 se dan algunos
preliminares acerca del problema concreto a tratar y las expresiones de los
invariantes en términos de las partes real e imaginaria de la funciéon com-
pleja tanto en el problema continuo como tras discretizar en espacio. En la
seccion 3 se justifican los desarrollos asintéticos del error para los métodos
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exponenciales y se recuerda como pueden utilizarse estos para probar érdenes
de precisién mas altos en las cantidades conservadas. En la seccion 4, com-
paramos computacionalmente algunos métodos geométricos e implicitos (ex-
ponenciales y no exponenciales) y se ofrece un analisis detallado del error
en los principales invariantes del problema para todos ellos. Finalmente, en
la seccion 5, se sugieren los métodos exponenciales y explicitos proyectados
ortogonalmente sobre I;. De nuevo se lleva a cabo un analisis detallado del
error para el error en los invariantes antes de proyectar. Tras proyectar se
muestran algunos resultados numéricos que corroboran su excelente compor-
tamiento cuando se integran ondas solitarias. En la seccién final se establecen
las conclusiones.

1.2 Preliminares.

En este capitulo estamos interesados en la integracion numérica del problema
de valor inicial
ity + Upe + [ulPu = 0, x€[a,b], 0<t<T, —oo<ux<oo,(l.1)
u(z,0) = wup(z) € C, x € a,bl.

Si u = v + fw, con v, w como funciones reales, (1.1) es equivalente a

P R o (12

w Vg + (V2 + w?)v
Como ya se dijo en la Seccién 0.1, este problema continuo conserva unas

cantidades conocidas generalmente como Hamiltoniano, norma y momento
que en términos de v y w pueden escribirse como

1 [ 1
H = 5/ (/Uz + U}i — 5(1)2 + w2)2)dl‘,
1 o0
L = —5/ (v* + w?)dz,
1 o0
I, = 5/ (vw, — wv,)dx.

Estamos especialmente interesados en las soluciones de (1.1) conocidas como
ondas solitarias, cuya expresion es

U(ZE, t) _ Pa(fB — ot — :BO)ei[%c(x—ct—xo)—&-Go-i-(a—&-i@)t}’ (13)

18



para valores reales de a, ¢, 0, 2o (¢ > 0) v po(z) = V2a sech(y/ax).

Para integrar numéricamente el problema (1.1), si nos centramos en solu-
ciones que puedan ser consideradas nulas fuera de un cierto intervalo [a, b],
es habitual sustituir el problema (1.1) por el problema con condicién inicial
periddica

iUy + Uge + [ufPu = 0, x€fab], 0<t<T, (1.4)
u(z,0) = w(z)eC, x€la,b,
u(a,t) = wu(bt), 0<t<T.
ug(a,t) = wug(b,t).

Para este problema, segin la seccién 0.1 de los preliminares, se conservan las
cantidades (3)-(4)-(5) expresadas en términos de v y w como

L o o Loy 5,
H = - [ (v;+w; —=(v*+w)")dr,

2 2
1 b
Il = —5/(U2+w2)d$,
w3
I, = 5/(vwx—wv$)dx.

De esta forma, si la solucion es regular, es bien sabido que la discretizacion
pseudoespectral en espacio es muy precisa y considerando (1.2), segun se
justificé en la seccién 0.2 de los preliminares, aparece el siguiente problema
semidiscretizado

d [ Vi 1= —ANWy = (V.2 + Wy 2) Wy (1.5)

dt L Wy ANV + (V2 4+ Wy 2)Vy I

donde cada una de las N componentes de Vy y Wy son las aproximaciones
respectivas de v y w en los nodos z; =a+ (b—a)j/N (j=0,1,...,N —1).

Como ya se justific6 también en la seccién 0.2 de los preliminares, te-
niendo en cuenta que Ay es simétrica, este sistema discretizado conserva las
cantidades (13) y (14), escritas ahora siempre en términos de Vy y Wy como

(b—a)

Ly = — 5 [< Vv, Vn >4+ < Wy, Wx >, (1.6)
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b—
Hy = _<QNG)[<WN7ANWN>+<VN>ANVN>

1
+§ < (VN.2 + WN.Q).Q, 1y >], (17)

Ademss, I v y Hy son las discretizaciones naturales de los invariantes con-

tinuos I and H (respectivamente) correspondientes a (1.4). Por otra parte,

asumiendo condiciones de regularidad de la solucién, dadas por (C1)-(C5) en

[12] y de acuerdo alli con el Teorema 6.7, la discretizacién de Iy dada por
b—a

Iyn = 5 [< VN, BN\WN > — < Wy, BNV >,

es también una cantidad cuasinvariante del problema (1.5) en el sentido de
que

%Iw = O(N(1 + te M)t M), (1.8)
donde 8 > 0 depende de la regularidad del problema y la constante implicita
de Landau es independiente de N y t. Obsérvese que (1.8) decae muy
rapidamente a cero cuando N crece, por lo que en la practica, para valores
moderados de N, I x también puede considerarse invariante del problema
cerca de la solucion regular en la cual estamos interesados.

En lo que sigue haremos la hipdtesis de que cuando N — oo la solucion
de (1.5) converge a los valores nodales de (1.4). En particular, en la norma
L? discreta, la solucién de (1.5) convergerd a la solucién de (1.4).

Nos centraremos en este capitulo en los métodos exponenciales de tipo
Runge-Kutta descritos en la Seccién 0.3.1 de los preliminares. Mas concre-
tamente, métodos de colocaciéon y Lawson. De las condiciones de simetria
alli descritas se deduce que es imposible obtener métodos simétricos que sean
explicitos. En cualquier caso recordemos que es imposible de nuevo obtener
métodos Runge-Kutta clasicos simplécticos y explicitos al mismo tiempo. En
cuanto a la conservacion de invariantes cuadraticos, cuando el método Runge-
Kutta subyacente es simpléctico, se ha probado [16, 25] que los métodos de
colocacion ya no los conservan, mientras que los métodos de Lawson [16] si
conservan invariantes cuadraticos siempre que se den algunas condiciones.
Maés concretamente, aplicando el resultado en [16] a la integracién del sis-
tema (1.5) donde denotaremos por Ly a la matriz en (12) cambiada de signo,
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los invariantes cuadraticos de la forma

para una matriz real Cly de tamaifio (2V) x (2N) se conservan si (Cne V)T =
Cye "N Como Ay es simétrica, claramente se tiene que LY = —Ly. Por
lo tanto, siempre que Cy sea simétrica y Cy y Ly conmuten se satisfara
dicha condicién. Notemos que para el invariante I; y la matriz Cy es, salvo
la multiplicacién por un escalar, la matriz identidad y las condiciones se
cumplen. Asimismo, para /s 5, podemos tomar

b—a[ 0] BN}‘

Oy = 2N | =By O

Aqui se denota por By la parte real de la matriz que implementa la primera
derivada del interpolante trigonométrico dado por (6), y que ya aparecid
en los preliminares en (15). Del hecho de que BY = —By [12] se deduce
que Cy es simétrica y del hecho de que Ay conmuta con By se tiene que
Cn conmuta con Ly. Esto implica que I; y se conserva y, con una ligera
modificacién del argumento alli dado, I3 y es cuasi-conservado. Para ver que
Apn conmuta con la parte real anteriormente mencionada basta con observar
que Ay = (By +iEyn)? de donde, teniendo en cuenta que Ay es real (11),
necesariamente se tiene que By anticonmuta con Ey. Utilizando este hecho
y calculando por separado Ay By y By Ay se comprueba la conmutacion de
dichas matrices.

21



1.3 Validez del desarrollo asintético del error
para los métodos exponenciales y su uti-
lizacion para probar ordenes mas altos de
precisién de las cantidades conservadas.

Para métodos clasicos, cuando se integra un sistema diferencial ordinario de
la forma
u'(t) = F(u(t))

existen teoremas que relacionan los coeficientes del desarrollo asintético del
error local con aquellos del error global [29]. En esta seccién nos proponemos
confirmar la validez de dichos resultados también para los métodos expo-
nenciales descritos previamente y recordar las implicaciones que esto tiene a
nivel de aproximar invariantes. De acuerdo con [22, 29] tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.1 Supongamos que un método viene dado por una ecuacion
en diferencias como
Unt1 =Un + h‘b(Una h‘)7

con una funcion incremento suficientemente suave ¢, la cual satisface las
condiciones de consistencia ¢(U,0) = F(U), ¢,(U,0) = 1 F'(U)F(U) y posee
un desarrollo asintotico para el error local dado por
U™ = U(t") — ho(U(t"), h)
= dp1 () dypn (R O(RPF), " =nh,  (19)
siempre que la ecuacion diferencial sea suficientemente diferenciable. Fn-
tonces, el error global tiene un desarrollo asintdtico de la forma

U(t") — U™ = e, (t")hP + eppr ()R + B, (")RPT2 (1.10)

donde ey(t) y eps1(t) son las soluciones de los problemas diferenciales no
homogéneos

ep(t) = F'(U(t))ep(t) + dpia(t),
= 0,
1

)
Garlt) = FUW)epa(t) + dyialt) = 5F U0 dpis (6) — 51 0),
) = 07
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y En(t) estd acotado port € [0,T] con h lo suficientemente pequeno.

El siguiente lema establece cuando es posible aplicar el teorema previo a los
métodos exponenciales de tipo Runge-Kutta.

Lema 1.3.2 Siempre que un método exponencial de tipo Runge-Kutta sa-
tisfaga

ibr(()) = 1, (1.11)

S b)) = % Zbrm)cr:%, Zbr(O)%(O):%, (1.12)

r=1

las hipotesis necesarias para aplicar el Teorema 1.5.1 se satisfacen. De hecho,
(1.11) es la dnica condicion que se necesita para obtener el primer término
del desarrollo asintotico.

Obsérvese también que (1.11) y (1.12) son las condiciones de orden dos
no rigidas establecidas en [7, 32] para los métodos exponenciales.

Prueba. El tipo de problemas a los que se aplican los métodos exponen-
ciales son de la forma

Uty = LU(@t)+g(U(t) :=F(U), tel0,T), (1.13)
Uu) = U°.
Basta con observar que, en nuestro caso,

et — 1

U+ b (hD)g(K,),

r=1

¢(U,h) =
con K, en (18). Por lo tanto, mediante (1.11),

$(U,0) = LU +[>_ b, (0)]g(U) := F(U).
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Por otro lado, utilizando (1.12),

o(U0) = SIU+ 3 LK (0)g(U)

r=1
+ > b(0)g' () [, LU + > ayi(0)g(U)]
r=1 j=1
1, 1 1, 1, 1,
= SLU+5Lg(U) + 59 (U)LU + 54/ (U)g(U) := S F(U)F(U),
de donde se sigue el resultado. Il

Comentario 1.3.3 FEs de destacar aqui que, cuando la solucion del problema
continuo (1.1) sea lo suficientemente reqular, el error local para el método
ezponencial aplicado a (1.5) serd tal que dpi1 N(t), dpron(t) y la constante
implicita en el término restante de (1.9) estardn acotados independiente-
mente de N para N lo suficientemente grande. Eso implicard que Ej n en
(1.10) también estard acotado independientemente de N .

Noétese ahora que, de (1.10), para cualquier cantidad I,
HUEM) — [U") = < VIUE)), ep(t) > b
+ < VI(U(t"), epa (t) > BT 4 O(hPT).

De aqui se sigue el siguiente resultado:

Lema 1.3.4 Para cualquier integral primera I de (1.13),
IUt") — I({U™) = O(h"*h) &< VI(U(t")), dp+1(t") >=0. (1.14)
En el caso particular de que el método sea simétrico,

IU®#") — I(U™) = O(hP*?) &< VI(U(t")),dp1(t") >=0.  (1.15)

Prueba. Esto proviene del hecho de que

% < VI(U(t)),ep(t) >

= < VIU®), F'(U1)ep(t) + dpa(t) >
+ < Hess(I)(U1)U(L), ep(t) >
= < VI{U({)), dpa(t) >

+ < [F(U®))'VIU) + Hess(I)(U1)F(U(L)), ep(t) > . (1.16)
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Obsérvese ahora que del hecho de que I(U(t)) es constante una vez que
la condicién inicial se ha fijado, para cualquier condicion inicial, se sigue,
mediante derivacién con respecto al tiempo que

<VIU),F({U) >=0. (1.17)
De donde, calculando la diferencial con respecto a U,
F'(U)'VI(U) + Hess(I)(U)F(U) = 0.

Mediante sustitucién en (1.16) y considerando que e,(0) = 0, se sigue el
resultado.

En el caso particular de que el método sea simétrico, como el desarrollo
asintético solo contiene potencias pares de h [29],

IU(t") = I(U") =< VI(U (")), e(t") > +O(R""?),

y con el mismo argumento anterior, (1.15) queda probado. O

1.4 Comparaciéon de métodos

implicitos geométricos.
En [16] se muestran algunos resultados numéricos del comportamiento de
algunos métodos exponenciales de orden dos cuando se integra la ecuacién
cubica de Schrodinger. Sin embargo, falta alli una medicién de la eficiencia
computacional para observar si la integraciéon exponencial merece la pena
frente a la integracion clasica. Por otra parte, un profundo estudio del orden

de los métodos para los tres invariantes, al menos cuando se integran ondas
solitarias, no se ha hecho todavia y es nuestro objetivo en este capitulo.

Consideraremos los siguientes métodos:

e Regla de punto medio implicita y clasica (MR)
e Regla de punto medio exponencial de Lawson (LEMR)

e Regla de punto medio exponencial de colocacién (CEMR)
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e Regla de punto medio exponencial y de colocacion ortogonalmente
proyectada sobre /; (CEMROP)

e Regla de punto medio exponencial y de colocacién simétricamente proyec-

tada sobre I; (CEMRSP)

Obsérvese que MR, LEMR, CEMR y CEMRSP son métodos simétricos
mientras que CEMROP no lo es. Nétese también que MR, LEMR, CEMROP
y CEMRSP conservan exactamente I; x cuando se integra (1.5) mientras

que CEMR no. Por ultimo, obsérvese que MR y LEMR casi conservan I y
mientras que CEMR, CEMROP y CEMRSP no.

De acuerdo con [19], cuando se integran ondas solitarias, si los métodos
satisfacen

(Vfl,N)T(Vzga WJE)T “dpy1,N —Nooo 0,

(Wz,N)T(Vﬁ, Wz@)T “dpy1,N —N-oo 0, (1.18)

el error en la norma discreta L? de la solucién crece linealmente con el tiempo.
Notese que ambas condiciones se satisfacen automaticamente para MR y
LEMR a causa de (1.14) para los érdenes clésicos de los correspondientes
métodos, el cual es p = 2 [7]. De la misma manera, la primera de esas
condiciones se satisface automéaticamente en CEMROP y CEMRSP. Lo que
probaremos en las siguientes subsecciones es que CEMR también satisface
(1.18), de donde se sigue que CEMROP y CEMRSP también satisfacen la
segunda condiciéon en (1.18). Esto justificara que el error en la norma
discreta L? de la solucién crezca linealmente con el tiempo para
todos los métodos considerados.

Por otro lado, también se establecié en [19] que, para una onda solitaria
u, 0H(u) es una combinacion lineal de 01y (u) y 0l5(u). Eso implica que,
cuando (1.18) se satisface, también ocurre que

(VHN)T(VNa WN)T “dpt1,N —Nooo 0. (1.19)

De todo esto y de nuevo de acuerdo con (1.14), el error en los tres invariantes

Hy, I v y 12y cuando se integran ondas solitarias mostrara al menos orden
3. El hecho de que MR, LEMR, CEMR y CEMRSP sean simétricos implica
que tienen orden par [29] y, por lo tanto, al menos orden 4. Finalmente, dado
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que CEMROP es simplemente una ligera modificacién de CEMR, también
probaremos, en la siguiente subseccion, que se tiene orden 4 en las tres can-
tidades. Como conclusion, el error en los tres invariantes mostrara, al
menos, orden 4 en todos los métodos considerados.

1.4.1 Error en [; y para CEMR.

CEMR se corresponde con (17)-(18) siendo s = 1, ay;(2) = (e2 — 1)/z,
b(z) = (e* —1)/z y x1(2) = €*. Fécilmente se puede deducir que el término
ds(t) en el error local de truncacién cuando se aplica a (1.13) es
1 1 1 1
d3(t) = ——L¢JF + —¢'LF — —¢'JF + —¢"[F,F 1.2
3(t) = —5Ld'F+ 579 I 9F + 59" [FFl, (1.20)

donde ¢/, F, " se suponen evaluadas en U(t). De aqui se sigue el siguiente
teorema.

Teorema 1.4.1 La regla de punto medio exponencial de colocacion, cuando
se aplica al sistema semidiscretizado (1.5) en espacio para (1.4), satisface
que

1d [°
(VILN)T(VE,W;‘G)T ~d3 N = N—oo _@E/ || dex.

Prueba. Obsérvese que (VI n)(VE, WEHT = ==4(VEWET. Delo que,
tras algunos célculos tediosos, considerando que

(A8 - (IR ). v
y que Ay es simétrica, se sigue que
(V[1,N)TLN9§\/FN
D (W 2YT (A Vi Ax W) + (Ve ST ) AxViy
+2(Vy 2Wa DT ANV — 2Wn )T (ANV . AxWi)
—2(Vy. W) T (ANVn AnVi) — (VW HTANW

2V 2 W HTANW N 4+ 2(Vy W) (AN W Ax W)
—(Vn T ANWN + (AnVa) T Wy 5). (1.22)
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Esto se obtiene del hecho de

donde

1 Gun G
INT | Gy G |
GH = dlag( 2VN,2‘WN,1L)7
G, = diag( VJ\QM_?’WJZVZ)
Gy = diag(BVNl + WN z)
(

G22 = dlag 2VNZWNZ)

De aqui puede obtenerse facilmente

LNQ?\fFN =

AN((SVN.2 + WN.Z).ANWN —2(Vy.Wn.).ANVN + (VN.2 + WN.Q).2.WN)
AN(2(VN.WN). ANW N — (VN.2 + 3WN.2).ANVN — (VN.2 + WN.z).z.VN)

Multiplicando la expresién anterior por la izquierda por VI 1T ~» agrupando la
matriz Ay con las componentes de VI 1T ~ V¥ simplificando términos se obtiene
la expresion buscada. De forma analoga

(V]LN)TQ;VLNFN
= T (AW TAR Vi (Vi) T AR W
+(Vn W HTAA Wy — (Wa BT ARV, (1.23)
(VIn) " gvgnFn
b

. ]_Va[6(VN.3WN.2)TANWN+3(VN.5)TANWN

—6(Vy 2Wn DT ANV — 3(Wx VDT ANV
+3(Vn W HT AWy — 3(Wx ) An V] (1.24)
(V1) gu[Fy, Fy]

b_
= (VW) T (AN W) 2+ 4V W HT AWy

N
(VDT (AW ANVy) + 4V 5) T An Wy
—4(VN 2 W) T ANV — 8(Vn 2WN BT AV
—4(Vy W) ANV ANVE) + (Vi AW )T Ay Wy
— AW DT (ANVN ANWY) — 4(Wx DT ANV (1.25)
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Ahora, considerando los coeficientes de (1.20), se puede ver que los unicos
términos que no se cancelan son los correspondientes a (VILN)TgvaNFN.
Ademas, teniendo en cuenta que Ay aproxima la segunda derivada y con-
siderando la regla de cuadratura del rectangulo como una aproximacién a
una integral,

(VII,N)TQEVLNFN

b
2 3 2 3
—N—oo _/ [_U WVgzzz + v Wrrrr + vw Wrgge — W Ua;a:xz]dx

a

b

2 2
= —/ (v + W) (—WVppe + VWgpes )dT

a

b
— - / [(Ut + wxx)vmx:mv + (wt - U:pm)wxmmx]dm7 (126>

donde se ha utilizado (1.2) en la dltima igualdad. Ahora, obsérvese que la
periodicidad de v, w en espacio para cualquier valor del tiempo implica (a
causa de (1.2)) lo mismo para v,; y ws,. De la misma forma, tras derivar
(1.2) con respecto a x, la periodicidad de v, y w, en espacio implica la de
Uzez ¥ Weee. Utilizando esto e integracion por partes,

b
/ (wx:cvzmca: - szwx:ca;x)dl' =0.
a

Teniendo en cuenta esto e integrando dos veces por partes de nuevo en (1.26),

1 b
(vll,N)Td?;,N —“N—oco _ﬂ / (vtaczvxa: + wtzmwx:v)dx
1d, [P
que es el resultado buscado. 0

Comentario 1.4.2 Obsérvese que, si u es la onda solitaria (1.3),

2
) c
[t (2, 1) = |(p + ieply = Jpa) (@ = et = wo)[7, (1.27)
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cuya integral en (—oo, 00) es independiente del tiempo ¢, y sobre [a, b] también
puede considerarse independiente del tiempo ¢ para valores no demasiado
grandes de t e intervalos [a,b] suficientemente amplios. Considerando esto
en el Teorema 1.4.1, la primera parte de (1.18) queda probada para CEMR
y, debido a la simetria del método y (1.15), queda justificado el orden 4 para
el error en I; y para este método cuando se integra una onda solitaria.

1.4.2 Error en I, y para CEMR

El siguiente lema nos permitira probar méas comodamente cémo es el error
en s n.

Lema 1.4.3 Para cualquier funcion compleja suficientemente diferenciable
u definida en |a,b] y para cualesquiera u(a) = u(b), uz(a) = uy(b), uz.(a) =
Uzz (D), Uppe (@) = Uy (D), se tiene que

b

/ (wPu™tu, + utu*Pul)dr = 0, (1.28)
b

/ (uuiul, + uu iy, )dr = 0, (1.29)
b

/ (wPu? 4+ 2ulutuiul, 4+ 3ututuut?)dr = 0, (1.30)

b
/ [P0 (Wit + uput,) + 2(uu™uiut + v, )de = 0, (1.31)

b
/ [2(vui gy, + U gl ) + uu;fumx + u*uiu;m]dx =0, (1.32)

b
/ [k, + U UppUpes|dz = 0, (1.33)
b
[ W+ 2 + i e =0, (13
a

b
2
/ (WU U Upgme + U U UL U+ U Uy + UU U U] = 0, (1.35)
a

b
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b
2 2
/ [wuguiul, . 4 v U, + gty + uh ususde = 0, (1.37)
a

b
/ (U wy U + U U Uz W, + VUL U, 4 UL Uz, Jd = 0. (1.38)
a

Prueba. (1.28) simplemente viene del hecho de que el integrando es igual
a 1L (u'u™). De modo similar, (1.29) procede del hecho de que el integrando

puede escribirse como 1 -L[(u,u})?]. En (1.30), el integrando es - (udu*uz?).
d 2,,%2

En (1.31), =((uv*u**)(u,u})). (1.32) se prueba integrando por partes y u-

sando (1.29). En (1.33), el integrando es 1 4 (u*2u2, ), por lo que se sigue el re-

sultado. En (1.34), el integrando es £ (u?u}ul,,). En (1.35), & (uu*u}tg,).

(1.36) se prueba integrando por partes en ff w?u* u’  intentando eliminar

Txr TTxIxT

la tercera derivada. En (1.37), el integrando es - (uu,uiu},) y también

L (uutugpul,) en (1.38). O

Teorema 1.4.4 La regla de punto medio exponencial de colocacion, cuando
se aplica al sistema semidiscretizado (1.5) como discretizacion espacial para
(1.4), satisface

(VLn) (Ve W) - dsn

5 (b
N g / [ w2 + u i, + 2ugput, (vl + uu,)]dr. (1.39)

Prueba. En primer lugar, obsérvese que

\vai VN _ b—a (BN—BJI\})WN _ b—a BNWN
2N\ Wy 2N (BY — Bn)Vy N —BynVn )7

donde se ha utilizado el hecho de que B, = —By. Utilizando esto y la regla
de cuadratura del rectangulo como aproximacién a una integral, como en la
subseccién previa,
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(VIon) LygyFy

b
— N—oo / [wx((3U2 + w2)wx:r:):1:x - 211)33 (Uwvxa:)xx
a

—20, (VWWag ) gz + Um((3w2 + UQ)Um)m
1wy (W 4+ w?)?) g + v (V(V? + w?)?) ] dz, (1.40)
(VIQ,N)ngvLNFN

b
2 2
_>N~>oo/[2w:pvwvxa:xx +wx(3w +v )wxxzx
a

F 0230 4+ W aree + 20 VW Wegas

2w vw (v + w?)0) e + W, (3w + 0?) (v + wHW) 4y

0, (30 + w?) (V2 + w?)0) e + 200w((V? + W?)w) e )d, (1.41)
(VIon)" gngnFn

b
— N oo / [?ﬂux(v2 + w2)2wm + 3vz(1)2 + w2)21)m

+3w,w(v® + w?)? + 3v0(v? + w?)?dz, (1.42)
(VIon) " gn[Fn, Fi]

b
2 2
— Neoo / [ — 2w, ww;, + 4w VWV — BwWwWUL,
a

F Wy (V2 — w?) (V2 + W?) — SWavevw(v? + w?)

—2w,w? (v + w?)? — 2w w(v? + w?)? — 2,02,
2 0?)(0? + w?)

— 8V, Wepvw(v? + w?) — 20,0° (v + w?)?

—2v,0w* (v + w?)?)dz. (1.43)

2
FAV, WV Wey — 6V0WE, + 4V 000 (W

Mediante el uso de los coeficientes para d3 en (1.20), las expresiones anteriores
y simplificando con Mathematica®) haciendo uso de u = v + iw, se tiene que

(V)" (Vi , W) - dsn

1 b
3, x4 *3,.3 4, %3, * *2 2 % 2, % *2
TN T g [Buu™ uy, 4 2u™w;, + 8u u™u) + 20uu usu; + 20u u uu)
a
2P Aun P Uty + TUPU AU Uy + AU U gy
+2utuiul, + TutuPugul, + dututuiut, + duiutul,
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2 2
HAu U, + AU U, 4 20U+ SUNL Uy

*

+8urulut — 3u Uy Upyrs + 20U U Uy + 22Ut UL

T TTIT

2 % x
—3u‘uiuy, .| d.

Utilizando ahora (1.28) y (1.29), algunos términos se anulan. A continuacion,
usando (1.30) y su conjugado y (1.31) y (1.32), la expresién anterior se puede
escribir como

b
1
*2 * ok 2 *2 * 2 %
T 2uuguly + 2u uius, + 6ut) Uy, + 6u U U,
a
2 2
—3uuiuy, . — U U Uy + 200U U + 20Uz, ] d

Entonces, utilizando (1.33), (1.34) y (1.35) y sus conjugados, esa expresion
se puede escibir como

b
1
2 % * *2 * % * *
T [u wl o U Uy Uy + AU UL+ AU UL U U g
a
*2 * 2 % k %k * *
HAUU U + AU UL — 200U U — 20U U] d

Usando ahora (1.36)-(1.37) y sus conjugados, (1.32) y (1.38), se puede escribir
como
1 b
=/
—Au,

(
*

*
T

*

[—u (u2umz + 2uugul,) — um(u*Qumx + 2uM U Uy )

2 % * * *2 k% * *
s+ i g, + uugu,) — At (Uh Uy + U U UL, + u UL )

Simplificando aqui términos y usando (1.29) y (1.33) y su conjugado, esa
expresion puede finalmente escribirse como

ib * 2
18 /,

[ w2 + v i, + 2ugeut (vl + utu,) d,
lo cual constituye el resultado buscado. U

Comentario 1.4.5 Obsérvese que, si u es la onda solitaria (1.3), llevando
a cabo los cdlculos correspondientes,

[e.e]
2 2
/ [wuguss +u uiug, + 2ugul (uu) + u'uy)]|de
—0o0
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[e’) C2 C4
= / Bpapl(pl)? — 5pip’ap’; - —

[5PPa T ¢ palp)]de = 0.(1.44)

La dltima igualdad proviene del hecho de que po(x) en (1.3) es una funcion
par y, por lo tanto, la funcion entre paréntesis en (1.44) es impar. Por
lo tanto, para un intervalo [a,b] suficientemente grande y un valor de t no
muy grande, la expresion (1.39) puede considerarse despreciable, de donde
la sequnda parte en (1.18) se satisface, lo cual justifica el orden 4 en Iy N a
causa de la simetria, de acuerdo con (1.15).

1.4.3 Erroresen /; yy I» y para CEMROP y CEMRSP.

Primeramente obsérvese el hecho de que VI; (VI WEHT = —2(VE Wi)T
implica que llevar a cabo la proyeccion ortogonal de cualquier método numérico
sobre I x simplemente consiste en multiplicar por alguna cantidad escalar.

Con mayor precisién, si un método numérico lleva (V2T W)™ a oy, (VRT, W™,
su proyeccién ortogonal lleva (VT Wi a (VfV‘“T, W]’J,HT)T, con

Vi) ()
n = Mn,h, n 5 1.45
( WNH Brh,N Uh Wy ( )
donde
I nT nT\T
BN = Ly ((Vy ’TWN ;) . (1.46)
L n(pn (VR WRT)

Nétese que este procedimiento es explicito una vez que 1, (V3T WEHT) se
conoce. Por lo tanto, resulta muy barato. Sin embargo, si el método original
es simétrico, este hecho rompe la simetria. Entonces, otro procedimiento
para conservar la simetria consiste en llevar a cabo una proyeccién simétrica
[27]. En nuestro caso, el método quedaria descrito por

n+1 n
) (e ) = o (=) (%)) an

Vit Vi
]17]\] ( I/[/],j,\lf+1 > = ]l,N ( WJJ\{L{ ) . (148)

Obsérvese que el procedimiento de proyeccion es ahora implicito dado que
el valor de p, nn se determina resolviendo conjuntamente (1.47) y (1.48)
mediante iteracion de punto fijo.
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Dada su construccion, el error en I; y para CEMROP se anula. Para
estudiar su error en /I y, estudiemos en primer lugar su error local.

Teorema 1.4.6 El error local de truncacion correspondiente a la regla de
punto medio exponencial de colocacion ortogonalmente proyectado sobre I n,
cuando se aplica al sistema semidiscretizado (1.5), puede escribirse como

3 L(VL )" (VR Wi)dsn (Vi 5
o= 5 ()] F00n

donde d3 n es el término principal del error local de truncacion correspon-

diente a CEMR.

Prueba. A causa de (1.45), ese error local de truncacién es

(4 )= (1) @)
= [(a ) e=wn((wh ) @)]
+a= i () @), (1.50)
donde v, corresponde a CEMR. Ahora es suficiente observar que

Un((Var, Wa)" (1) = (Vi , W) (%) + O(h)

Y que
5 _ L (VE WD (")
mEN TN N (VE W T ) = (VI ) T (VA WET () ds (1) + O (%)
T T TNT (im n
_ L LR TOR WERTE D) 5 s

2 LN (VEWEDTm)
Aqui se ha usado (1.17) asi como el hecho de que CEMR es simétrico y, por lo
tanto, dy = 0 [29]. De aqui se sigue el resultado. O

Comentario 1.4.7 Notese que, cuando se integra una onda solitaria, con-
siderando el Teorema 1.4.1 y la Observacion 1.27, el sequndo término entre
corchetes en (1.49) tiende a cero cuando N — oo. Como consecuencia, el
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error local de truncacion para CEMROP se comporta como el de CEMR ezx-
cepto para términos en O(h®). A continuacion, obsérvese que el Lema 1.3.2
se puede aplicar a CEMR y CEMROP. Por lo tanto, sus errores globales son
también los mismos excepto para términos en O(h*). Por ello, el orden 4
queda justificado para los errores en Iy n, oy y Hy.

Veamos a continuacién lo que ocurre cuando se proyecta de un modo
simétrico.

Teorema 1.4.8 FEl error local de truncacion correspondiente a a la regla de
punto medio exponencial de colocacion simétricamente proyectado sobre I v,
cuando se aplica al sistema semidiscretizado (1.5), puede escribirse como

(VL) (VN W) sy (Vi A
Ln(VE, W) ( W )] +O0(hY),  (1.51)

h?|ds n — 2

donde d3 y es el término principal del error local de truncacion correspon-
diente a CEMR.
Prueba. De (1.47) y (1.48), facilmente se puede deducir que

P (VL)T((VEWEH)T)
o Ln(VE. WT)

Ao s O(hY). (1.52)

Por otra parte, de (1.47), el error local de truncacién puede escribirse como

(e oo (0
( " ) () — wh(( e ) (i)
m(( e ) () = (1= ) ( w ) )
LN (1 g ) ( ey ) () (159

T+ pnn,n

donde vy, corresponde de nuevo a CEMR. A continuacion, considerando la ex-
presién (1.52), cada una de las tltimas dos lineas son p,, . n (Vi, WE)T (") +
O(h"), de donde se sigue el resultado. O
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Comentario 1.4.9 Obsérvese que, cuando se integra una onda solitaria,
considerando el Teorema 1.4.1 y la Observacion 1.27, el sequndo término
entre corchetes en (1.51) tiende a cero cuando N — oo. Por lo tanto, el
error local de truncacion para CEMRSP se comporta como el de CEMR.
Este hecho, junto con la simetria de CEMRSP, implica que los Teoremas
1.4.1,1.4.4 y las Observaciones 1.27,1.4.5 también se aplican a CEMRSP.
Por lo tanto el orden 4 queda justificado para los errores en I, Io v y Hy.

1.4.4 Implementacion y resultados numéricos.

Como se vié en los preliminares, el sistema (1.5) es equivalente al (7) del
capitulo 0, donde alli se se consideran como incégnitas los coeficientes aso-
ciados a las diversas frecuencias. También hemos comprobado que es equi-
valente aplicar el método exponencial (17)-(18) sobre (7) o sobre (1.5), con
Ly y gy en (1.21). Sin embargo, desde el punto de vista computacional, es
més barato integrar (7). Noétese que, para calcular las etapas de todos los
métodos, se ha aplicado la iteracion de punto fijo a la parte no lineal y no
rigida del problema. En los métodos clésicos se resuelve un sistema lineal
con la parte lineal y rigida en cada iteraciéon. Cuando se considera el sistema
(1.5), incluso llevando a cabo de una vez por todas al principio de la inte-
gracién una factorizacién LU de la matriz Ly en (1.21) se necesitan O(N?)
operaciones aritméticas en cada iteracién para las factorizaciones progresiva
y regresiva dado que Ay es llena. Sin embargo, cuando se considera el sis-
tema (7), como la matriz Dy es diagonal, solo se necesitan O(N) operaciones
aritméticas para resolver el sistema. Es cierto que la evaluacion de la parte
no lineal es méds costosa en el sistema (7) que en el sistema (1.5) pero la
diferencia ahora es O(NlogN) (debido al coste de la Transformada Rapida
de Fourier) frente a O(N). Por lo tanto, globalmente, es més barato integrar
(7) que integrar (1.5). Con respecto a los métodos exponenciales, obsérvese
que de nuevo, para el cdlculo de las etapas, puede utilizarse la iteracion de
punto fijo ya que siendo rigida la matriz L ello no implica que {a;;(hL)} sean
matrices rigidas. De hecho, {a;j(hL)} no son matrices rigidas dado que, en
nuestro problema, los valores propios de L yacen en el eje imaginario y las
funciones a;;(2) estan acotadas en dicho eje imaginario para los métodos de
Lawson y de colocacién. En cuanto a la eficiencia computacional, incluso
ignorando el coste del cdlculo de la matriz exponencial y los coeficientes ma-

37



triciales (los cuales pueden ser calculados de una vez por todas al principio),
multiplicar estas matrices por vectores en cada paso y en cada iteracion re-
sulta més caro cuando se considera (1.5) que con (7) dado que se necesitan
O(N?) operaciones aritméticas para el primero y solo O(N) operaciones a-
ritméticas para el iltimo a causa de la forma diagonal de las matrices en este
caso.

En cuanto a la comparacion entre métodos clasicos y exponenciales cuando
se integra (7), ndtese que cada iteracién para calcular la etapa en el método
clasico MR viene dada por

(I + igDN)K[m+” =CR + gz‘rN(K[ml). (1.54)
Despreciando el coste de calcular (I +i2Dy) o su inversa (que puede ha-
cerse de una vez por todas al principio y ser almacenado en un vector N-
dimensional) y el coste de calcular iry(K!™) (que es el mismo para todos
los métodos), cada iteracién requiere 1 producto de vectores componente a
componente, 1 producto de un escalar por un vector y 1 suma de vectores
N-dimensionales. En cuanto a CEMR, la iteracién para calcular la etapa
es ahora

Km0 = o=i8D8on 4 ha(—ihDy)iry (K™), (1.55)

donde a(z) = (e2 — 1)/z. Despreciando una vez més el coste de calcular
e~i3Dn y ha(—ihDy) (que pueden hacerse de una vez por todas al principio
y ser almacenados en dos vectores N-dimensionales) y el coste de calcular
iry(K™), cada iteracién requiere 2 productos de vectores componente a
componente y 1 suma vectorial. Finalmente, la iteracién para calcular la
etapa en LEMR viene dada por

. h
Kol = 89+ M 1), (150

para la cual, despreciando de nuevo el coste de calcular e~i3Dn y iry (KM,
cada iteracion requiere 1 producto de vectores componente a componente,
1 producto de un escalar por un vector y 1 suma vectorial. No hay gran
diferencia entre la computacion requerida para cada iteracién con los tres
métodos, aunque los productos de vectores componente a componente son los
mas costosos entre todos los tipos de operaciones consideradas y por lo tanto
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CEMR puede ser el méas costoso por iteracion. Por otra parte, a priori, no
sabemos qué método requerird menos o mas iteraciones para converger. Para
ser objetivos en la comparacion, siempre hemos escogido C™ como iterante
inicial. Una vez que la etapa se ha calculado, para avanzar un paso, obsérvese
que MR viene dado por

Oy = O} + h(—iDx K + ir(K)),

que requiere 1 producto de vectores componente a componente, 1 producto
de un escalar por un vector y 2 sumas vectoriales, mientras que para CEMR

Oyt = e MPNOF + hb(—ihDy)iry (K),  b(z) = (¢ —1)/z,

se requieren 2 productos de vectores componente a componente y 1 suma
vectorial, del mismo modo que con LEMR, para el cual

hi _hiDy -
Ot = e MPNCR 4 he 2PV jr (K,

se requieren 2 productos de vectores componente a componente y 1 suma
vectorial.

De nuevo se tiene que los métodos exponenciales conllevan mas productos
de vectores componente a componente.

Para mostrar la comparacion en términos de tiempo de CPU hemos inte-
grado la discretizacién pseudoespectral de (1.4) correspondiente a la condicién
inicial

u(x,0) = sech(v/2z/2)e',
la cual se corresponde con la onda solitaria. Se ha considerado el intervalo
de integracién [—50,250] e integrado hasta ¢ = 200, con N = 1024 nodos
espaciales.

La Figura 1.1 muestra el error en Hy y la norma discreta L? para MR. La
Figura 1.2 muestra el mismo tipo de error para LEMR. Las Figuras 1.3 y 1.4
muestran los errores en [ y, I n, Hy y la norma discreta L? para CEMR.
Las Figuras 1.5, 1.6 y 1.7 muestran los errores en Iy, Hy y la norma
discreta L? para CEMROP y CEMRSP. Se comprueba que existe orden 4 en
todos los invariantes para todos los métodos. Dado que todos estos métodos
son geométricos, el error en los invariantes no crece con el tiempo, como
ocurre con otros métodos no geométricos [12, 19]. Finalmente, como ya se
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0.1]01/2]01/37]0.1/4

MR 12| 10 9 8

LEMR | 13| 10 9 8
CEMR | 11| 9 8 7
CEMROP | 11 | 9 8 7
CEMRSP | 11 | 9 8 7

Tabla 1.1: Promedio del niimero de iteraciones requeridas para la iteracién
de punto fijo para cada método y diferentes valores de h

ha justificado aqui, en todos los métodos considerados el error en la norma
discreta L? (ahora de segundo orden) crece linealmente con el tiempo.

A causa del mismo comportamiento a largo plazo, para comparar la efi-
ciencia de todos los métodos, solo necesitamos integrar nuestro problema a
corto plazo, por ejemplo, ¢ = 1. Para la integracién de problemas donde no
hay una diferencia significativa en la dificultad de integracién a medida que
el tiempo crece (como es el caso de ondas solitarias), la implementacién mas
apropiada es la de paso fijo. En tal caso, resulta natural calcular las matrices
que aparecen en (1.54)-(1.55)-(1.56) como funciones de ihDx de una vez por
todas al principio. Para calcular a(ihDy) con alta precisién en (1.55) hemos
tenido mucho cuidado incluso cuando el argumento de a(z) es cero o muy
pequeno. Hemos medido el tiempo requerido de CPU para todos los métodos
y diferentes valores de h desde el momento en que esas matrices ya han sido
calculadas. No se trata mas que aportar objetividad a la comparaciéon en
términos de eficiencia para tiempos cada vez més largos dado que no se con-
sideran los célculos iniciales para poner en funcionamiento el método al ser
estos despreciables.

Por otra parte, de cara a observar la rapidez de convergencia de la ite-
racion de punto fijo para cada método hemos medido el promedio del niimero
de iteraciones requeridas en los distintos pasos hasta ¢ = 1 para varios va-
lores de h. Utilizando como criterio de convergencia que la diferencia entre
dos iterantes sucesivos sea menor que 107'° en la norma discreta L2, se re-
presentan, para los diferentes métodos considerados, los diferentes resultados
obtenidos en la Tabla 3.3.1.

Los errores en la norma discreta frente al tiempo de CPU se muestran en
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la Figura 1.8. Con respecto al error en la norma discreta L?, podemos obser-
var que solo CEMR y CEMROP son ligeramente mejores que MR. Esto es
debido al hecho de que se requieren una o dos iteraciones menos en el primero
para el calculo de la etapa en cada paso aunque el error es ligeramente mayor
para esos métodos para cada valor de h y porque también sabemos que cada
iteracion es un poco menos costosa. Con respecto a CEMRSP, es claro que el
esfuerzo computacional para llevar a cabo la proyeccién simétrica es muy alto
mientras que la ganancia en el tamano del error es despreciable. (CEMROP
no mejora en exactitud si bien el esfuerzo computacional es despreciable).
Para LEMR, aunque el coste computacional es similar al de MR para cada
valor del tamano de paso, el tamano del error es mas grande. El hecho de
que las constantes de error son mas grandes para los métodos de Lawson ya
ha sido establecido en la literatura [32]. Con respecto al error en el Hamil-
toniano, MR es el mas barato. Se pueden hacer observaciones analogas a las
anteriores con la diferencia de que ahora, el tamano de los errores en el inva-
riante, para los métodos CEMR, CEMROP y CEMRSP se ha incrementado
bastante con respecto a los errores con el método MR y son casi tan grandes
como los del método LEMR. Por lo anterior, parece no merecer mucho la
pena utilizar integradores exponenciales.

1.5 Meétodos explicitos de Lawson.

En esta seccion, en el intento de buscar eficiencia en los métodos exponen-
ciales, consideraremos los métodos explicitos de Lawson. En concreto, con-
sideraremos esquemas explicitos correspondientes a

(1.57)

que tienen orden clasico 2 para cualquier valor real no nulo de d. Los co-
rrespondientes métodos exponenciales de Lawson basados en ellos tienen el
siguiente término principal para el error local de truncacién

1 d d 1 1 d
ds(t) = (= —-)L? — — )LJ'F + (= — =)¢JLF
3(1) (6 4) g+(2 3) g +(6 2)9
]‘ ! ! 1 d ! d 172
+699F+(6 4)9 [F,F]+4gL U. (1.58)
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De cara a estudiar el error en I; y con estos métodos cuando se integra el
sistema (1.5), de nuevo hemos de considerar (VI y)7ds v.

Teorema 1.5.1 Los métodos explicitos de Lawson, basados en esquemas
(1.57), cuando se aplican al sistema semidiscretizado (1.5) como discretizacion
espacial de (1.4), satisfacen

1—dd, [°
(VIL) (Vi WR)T sy —Nmso —— / |u[Sdx]. (1.59)

Prueba. Haciendo los correspondientes calculos,

b—
(VILN)TL?VQN = —Ta[(A?VVN)T(VN.Q + WN.Q).WN

— (AW (V.2 + Wy 2). Wy,

el cual es simplemente el término opuesto a (VI y) g LnFy, de acuerdo
con (1.23). Por otra parte,

h—
(V[LN)T?J?\/L?V ( IEI//];/V ) = - Na[_(A?VVN)TWN'(VN-Q + WN-2)

+(AAWN) T V. (Va2 + W2,

que coincide exactamente con (VI y)T gLy Fy en (1.23). Observando los
coeficientes de L%g, ¢'LF y ¢'L?U en (1.58), sucede que los correspondientes
términos en (VI N)Td;g’ ~ se anulan. Por lo tanto, es suficiente considerar
las expresiones (1.22),(1.24) y (1.25) multiplicadas por los correspondientes
coeficientes para LygnFn, gygnFn and gi[Fn, Fn] en (1.58). Tras hacer
estos calculos, aparece la siguiente expresiéon

(VILy) ds
b—a3
= - ?d—nuwﬁwaAmm+2wﬁ%wﬁFAm@
2(Vn W HTANW Y — (Ve W HT AWy
—(VN.5)TANWN + (ANVN)TWN.5]

3 b
— Noo —§(d —1) / (Ve (Vw0 + 20207 + wP)

— Wy (v + 203w? + v°)]du.
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Ahora, considerando la primera ecuacién en (1.2) multiplicada por (2v3w? +
vw*+0°) y la segunda ecuacién en (1.2) multiplicada por (2v?w? +vtw+w?),
se sigue que
(V1) dsn
3 b
— Neoo _§<d - 1) / [(wy — (v* + w?)v) (viw + 20%w® + w®)
+ (v + (v + w?)w) (vw? + 20%w? + v°)|d

b
= dun [ a4 et e

2 6 dt 2dt
1 d ’ 6 6 24 2 4
= _Z(d_U%( (v° 4+ w® + v w +3wv)dx>
d—1d/ [
- ([ )
y el teorema queda probado. 0

Comentario 1.5.2 Obsérvese que el Teorema 1.5.1 implica que el método
explicito de Lawson correspondiente a d = 1 muestra orden 3 para el error en
I y para cualquier tipo de solucion que se integre. Ademds, cuando se integra
una onda solitaria (1.3), como |u(xz,t)| = pa(x —ct —x0), [* |u(x,t)|°dz es
independiente del tiempo. Por lo tanto, para intervalos |a,b] suficientemente
amplios y tiempos t no demasiado grandes, la integral en (1.59) tambieén
puede considerarse independiente del tiempo y, por lo tanto, queda justifi-
cado el orden 3 para el error en I n cuando se integra una onda solitaria,
cualquiera que sea el valor de d.

Veamos lo que ocurre con el error en /5 . El Lema 1.4.3 asi como el siguiente
seran de mucha utilidad.

Lema 1.5.3 Bajo las mismas hipotesis del Lema 1.4.3, se tiene que
b
/ [wuguius,  + WU U Uy | d
‘ b b
:—/ [w*uiu?, + uuzu;i]dz—/ [ul gty + U U U, |da, (1.60)

43



b
2 k% *2
/ [wuiuy, o+ U U U | AT
a

b b
:3/ [uu w2 + u*u;uix]da:%—Q/ [ww) gy, + WUy, Uy | dx. (1.61)
a a

Prueba. (1.60) se prueba integrando por partes y considerando (1.29). De

modo similar, (1.61) se prueba integrando dos veces por partes y considerando
de nuevo (1.29). O

Teorema 1.5.4 Los métodos explicitos de Lawson, basados en esquemas

(1.57), cuando se aplican a sistemas semidiscretizados (1.5) como discretizacion
espacial para (1.4), satisfacen

3(d—1

b
(VIon)" - dsn —N—oo 5 ) / (wPutu,u? + vuuiut)de.  (1.62)

Prueba. Haciendo los correspondientes calculos,
(VIQ,N)TL?VQN

b
v [ [0 0200 (0 00,

it ()

b
2 2 37,2 212
— Noo / [—2w,ww?, + 4w VW, Uy — bW wvy, — 20,0° (V7 4+ w*)
a

F 4w Wy (V2 — w?) (V2 + W?) — SwyVvw (v + w?)
—2w,w? (v? 4+ w?)? — 2w w(v? + w?)? — 02,

2 U2)(U2 4 w2)
— 80 Wepvw (v? + w?) — 2v0w? (v + w?)?du.

2
40, WV Wy — 6VLVWE, + 40V (W

Considerando esto y (1.40)-(1.41)-(1.42)-(1.43), simplificando con Mathematica®)
mediante derivacion en todas las expresiones integrales y utilizando que
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u = v + 1w, obtenemos que

<VI2,N)T : d3,N —N—o00

d b
3, x4 4 %3, * *2 2 % 2 % *2
1 (wu uy, + v u™ul 4+ 2uu uiu) + 2utut uu
a
2, %2 % *2 * k2 2 %2 *
=20 UL Uy — 16Uz U Uy — 207U UL, — 20U U U,
2 % % * * * * *2
—16uju,u,, — 4u Uy gy, — 4UU Ugy Uy, — 2Ulz U,
* * * ok *2 2 k%
—8U U U Uy — SUULULUY — 20 U Uy — 207w VAT
1t
(— vdutu, — utuud 4 2u™u? + 20uu ulut

12/,
200 v uput? + 20U 4 dun P gty — 20PU U U,

— 32U Uy, — Autuiul, — 2utu Pt ugut 4 dutut i

r TT T TT
2 ok ok * * * * *2
—32us Uy, — 8U UL Ugz Uy, — SUUL UG U, — dUU U,
2 2
— 16U Uy U Uy — 16UU LU, — AU UG U — AU WSS, )

En la primera integral, utilizando (1.28)-(1.29)-(1.60)-(1.61), algunos términos
se anulan. Por otra parte, utilizando (1.31), el resto de términos se reducen
a

b
2, % *2 *2 *, 2
6/ [u u ugu” + u i) de.
a

Para la segunda integral, utilizando de nuevo (1.28)-(1.29)-(1.60)-(1.61), al-
gunos términos se anulan. Los otros, utilizando (1.30) y (1.31), se reducen
a

b
18/ [P v u,u? + uPuulu?]dr,
a

de donde se sigue el resultado. 0

Comentario 1.5.5 Obsérvese que el Teorema 1.5.4 implica que el método
explicito de Lawson con d = 1 muestra orden 3 para el error en Iy y cuando
se integra cualquier solucion suficientemente regqular. Ademds, cuando se
integra la onda solitaria (1.3), realizando los correspondientes cdlculos,

00 2 2
«

/ Pt + uudlldr = / o) + ZF

oo —0o0 4

)dz = 0. (1.63)

Como en el comentario 1.5.2, la ultima igualdad proviene del hecho de que
Pa €S una funcion par, lo cual implica que el término entre paréntesis en
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(1.63) es impar. Por lo tanto, para intervalos |a,b] suficientemente amplios
y valores de t no demasiado grandes, la integral en (1.62) también puede
considerarse igual a cero y, por lo tanto, el orden 3 para el error en Iy n
queda justificado cuando se integra una onda solitaria, cualquiera que sea el
valor de d.

1.5.1 Resultados numeéricos.

En esta subseccion primero comprobaremos los resultados anteriores. Hemos
integrado el mismo problema como en la Subseccion 1.4.4 pero con el método
explicito de Lawson con d = 0.5 en (1.57). (Insistimos en que resultados
similares se obtienen con otros valores de d). La Figura 1.9 muestra el error
en I; y e Iy y donde claramente se observa orden 3. Noétese sin embargo que,
del hecho de que el método no es geométrico, el error en ambas cantidades
no permanece acotado sino que crece linealmente con el tiempo. No obstante
fijémonos que, de los comentarios 1.5.2 y 1.5.5, se satisface (1.18) para la
onda solitaria. Esto justifica que la norma discreta L? crezca linealmente con
el tiempo con este método (en vez de cuadrdticamente, como ocurre para
métodos en general). Esto se observa en la Figura 1.10, donde también se
manifiesta claramente orden 2. Por otra parte, como en la onda solitaria,
dH (u) es una combinacién lineal de 61;(u) y dl2(u), se satisface (1.19), lo
cual justifica el orden 3 para el error en el Hamiltoniano, como también se
muestra en la Figura 1.10. De nuevo el error no permanece acotado sino que
crece linealmente con el tiempo.

Para buscar un mejor comportamiento a largo plazo, hemos considerado el
método explicito de Lawson ortogonalmente proyectado sobre I y (denotado
por ELEOP). Este procedimiento, descrito de nuevo por (1.45) y (1.46), es
muy barato, dado que es completamente explicito y requiere de pocos célculos
adicionales. Lo que resulta sorprendente es que, cuando se proyecta sobre
I n estamos de hecho proyectando sobre I,y también, como muestra la
Figura 1.11, donde hemos tenido que tomar N = 20000 y [a, b] = [—50, 5050]
para ver con claridad la proyeccion. Considerando un argumento similar
al del Teorema 1.4.6, el término principal del error local de truncamiento
para el método explicito de Lawson ortogonalmente proyectado sobre I y
es practicamente el mismo que para el método Lawson mismo. Aunque no
se muestra aqui, hemos comprobado numéricamente que las diferencias del

46



error en la norma discreta L? son despreciables. Para la diferencia

we) = () = (W) ).

ocurre que, para j = 1,2,

= ()7 () ) )+ B Hess (1) B,

implica que i
w2 ) Bxte) o,

lo que justifica orden 4 para el error en el Hamiltoniano. Esto puede obser-
varse en la Figura 1.11, donde ahora los errores no crecen con el tiempo sino
que se mantienen acotados.

Finalmente, hemos medido la eficiencia computacional del método explicito
de Lawson proyectado sobre I; y frente a los métodos implicitos analizados
en la Seccién 1.4. Como puede observarse en la Figura 1.12, el dltimo es el
mas eficiente de todos los métodos considerados.

1.6 Conclusion.

La conclusion principal a la que se llega en este capitulo es que, de en-
tre los métodos de orden 2, y para la integracién de ondas solitarias de
la ecuacion cubica de Schrodinger, no parece merecer mucho la pena uti-
lizar métodos exponenciales implicitos frente a los clasicos. Sin embargo, los
métodos explicitos de Lawson proyectados ortogonalmente sobre su primer
invariante si suponen una notable mejoria sobre los métodos clésicos. El he-
cho de que, para los métodos de Lawson, proyectar sobre el primer invariante
implique proyectar sobre el segundo invariante, serd objeto de estudio en el
capitulo 2 asi como la extension a métodos de orden superior.
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medio.
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Figura 1.2: Errores en Hy y la norma discreta L? para la regla punto fijo
exponencial de Lawson.
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Figura 1.3: Errores en I; y e Iy x para la regla de punto medio exponencial
de colocacion.

50



10_5 T T T T T T T T T T T T ERE
[ [— nh=0.100 1
[ | — h=0.050 ]
b | — h=0.025 1
10° | 4
107 F ]
T10° E
T 3 ]
10° | 4
1040; ]
-1
10 il il il il L
107 107 10° 10' 10° 10°
TIEMPO
. CEMR
10 T T T T T
—— h=0.100
— h=0.050
1 — h=0.025
107 F 4
10°F E
[a\)
_l‘
c
[}
o
Q. s
€ 107} 4
w
107 4
10°F g
10*5 Ll Ll Ll Ll L
107 107" 10° 10' 10° 10°
TIEMPO
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Figura 1.5: Errores en Iy para CEMROP (arriba) y CEMRSP (abajo).
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Figura 1.9: Errores en I y e Iy n, con h = 0.1,0.05,0.025, para un método
explicito de Lawson.
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METODO EXPLICITO de LAWSON de 2 ETAPAS, d=0.5
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Figura 1.10: Errores en la norma discreta L? con h = 0.05,0.025,0.0125 y
Hy con h =0.1,0.05,0.025, para un método explicito de Lawson.
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METODO EXPLICITO de LAWSON de 2 ETAPAS, d=0.5
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Figura 1.11: Errores en Iy v y Hy para el método explicito de Lawson orto-
gonalmente proyectado sobre I; x con h = 0.1,0.05,0.025.
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Capitulo 2

Proyeccion de Métodos Lawson
Explicitos.

2.1 Introduccion.

El hecho de que los métodos exponenciales necesiten ser geométricos para
conseguir un buen comportamiento a largo plazo en el tiempo condujo a la
consideracién de posibles integradores exponenciales simétricos/simplécticos
[16, 25]. La conclusién alli fue que era posible construir integradores simétricos
y exponenciales para la integracion en el tiempo de la ecuacién pero estos
métodos, como parece razonable, son implicitos. De esta manera, la mayor
ventaja de estos métodos exponenciales sobre los clasicos se pierde; que es
que sea posible construir integradores que sean explicitos y estables para
sistemas rigidos al mismo tiempo. De hecho hemos visto en el capitulo ante-
rior que no parece compensar computacionalmente utilizar métodos exponen-
ciales frente a los clasicos en ese caso. Sin embargo, teniendo en cuenta que
la conservacion de invariantes constituye una buena herramienta para lograr
un buen comportamiento a largo plazo (al menos para ondas solitarias [19]
y soluciones tipo estado fundamental [5], en este capitulo estudiamos con
mas detalle los métodos exponenciales de Lawson basados en los métodos
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de Runge-Kutta explicitos tras proyectarlos sobre el invariante mas simple:
la norma I;. Como se ha visto en el capitulo anterior este procedimiento
puede ser mucho mas eficiente que la utilizacién de integradores clasicos o
exponenciales geométricos pero implicitos, al menos para métodos de orden
2 y la integracion de ondas solitarias de la ecuacién cubica de Schrodinger.
En este capitulo justificamos con detalle que el barato proceso de proyectar
sobre la norma I; implica también proyectar sobre el momento I, para la
ecuacion de Schrodinger més general y en varias dimensiones y para muchas
mas condiciones iniciales que las que corresponden a la onda solitaria, como
se establece y se prueba mds adelante (c.f. Teorema 2.3.8).

Por otra parte los métodos de splitting simétricos son una alternativa para
integrar esta ecuacion [9, 21, 27, 38, 45, 49]. También pueden ser considera-
dos como métodos exponenciales en el sentido que, como se sugiere en [48],
la ecuacién de Schrodinger no lineal puede ser descompuesta en dos partes
de tal modo que, cada una por separado, puede ser integrada exactamente.
Ademas, estos métodos tienen la ventaja computacional de ser también
explicitos y ofrecer un buen comportamiento a largo plazo [21]. Después,
el objetivo consiste en comparar algunos métodos de Lawson proyectados
basados en métodos Runge-Kutta clasicos ‘6ptimos’ con algunos métodos de
splitting simétricos ‘Optimos’. Los métodos de Lawson tienen, como maximo,
orden rigido 1 de acuerdo con [31, 32]. Sin embargo, estaremos interesados
en soluciones regulares en espacio y tiempo para las cuales la soluciéon, y
muchas derivadas espaciales, se pueden considerar nulas fuera de un dominio
acotado. Otros andlisis sobre métodos exponenciales para otro tipo de pro-
blemas [13, 14] y en el estudio de la reduccién de orden en métodos clésicos
[1, 2, 3, 4] nos lleva a conjeturar con garantias que, en tal caso, podemos con-
seguir un orden de aproximacion tan alto como queramos con los métodos de
Lawson (el orden clésico del método Runge-Kutta subyacente). Aunque no
es un objetivo de esta tesis probar el hecho anteriormente mencionado si es un
hecho observado en los experimentos numéricos. Ademads, para las compara-
ciones numéricas con los métodos de splitting, primero nos centraremos en
la solucién de onda solitaria de la ecuacion cibica de Schrédinger, solo como
un ejemplo en el que esta asegurado que existe solucién exacta y es estable
[47] v donde, a causa de la conservacién de I e I, se asegura un compor-
tamiento favorable del crecimiento del error para el método proyectado de
Lawson y los métodos de splitting de acuerdo con [19]. Seguidamente, consi-
deraremos problemas bidimensionales correspondientes tanto a las soluciones
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dispersiva y no dispersiva. Para estos problemas es importante considerar
una implementacion adaptativa y compararemos métodos de Lawson proyec-
tados basados en procedimientos clédsicos anidados con los sugeridos por [36]
para métodos de splitting. Mencionar que, para ambos tipos de métodos, la
implementacion adaptativa no rompe la conservacion de invariantes y, por
lo tanto, las propiedades cualitativas se conservan. No es un objetivo de
esta tesis probar o comprender, desde un punto de vista teérico, el compor-
tamiento a largo plazo de los diferentes métodos para este problema aunque
mostraremos nuestros descubrimientos numeéricos.

El capitulo se estructura como sigue. La seccion 2 se concentra en ofrecer
hechos preliminares. La seccién 3 esta dedicada a probar que los métodos
de Lawson con métodos Runge-Kutta como método subyacente y proyecta-
dos ortogonalmente sobre la norma resultan ser también proyectados sobre
el invariante del momento lineal cuando las condiciones iniciales son, ‘di-
gamos’, simétricas. En la seccién 4 se corrobora numéricamente este hecho
para diferentes tipos de soluciones y diferentes métodos. La comparacion
con los métodos de splitting para diferentes problemas con paso fijo y va-
riable se muestran en la secciéon 5. Finalmente se establecen las principales
conclusiones a favor de la claridad del capitulo.

2.2 Preliminares.

Consideraremos ahora el problema de valores iniciales dado por (1) donde f
no depende explicitamente de x y una condicion inicial

wx,t) = iphulxt) + f(lu(x,t))ulx )

u(x,0) = wup(x) (2.1)
para una funcién lo suficientemente regular f, u € Ry ug € H?(R%,C). (Los
requerimientos precisos para f para poder asegurar que el problema tiene

una tnica solucién en H?(R¢, C) han sido minuciosamente estudiados en la
literatura [23, 24, 35].)

Los invariantes mencionados en (3), (4) y (5) para la ecuacién cubica de
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Schrodinger (2) se generalizan ahora a

A
H=1 / (VP = F(uP), con F(Y) = / £(s)ds,

1
I, = —= 2
1 Z/RdM’

L, = ——/ Im(uVu®). (2.2)

Mencionar que H e I; son cantidades escalares mientras que Iy es un vector
consistente en d invariantes.

Para la integracién de (2.1), consideraremos métodos Runge-Kutta expo-
nenciales de tipo Lawson [37] descritos en la seccién 1.3 y que para nuestra
ecuacion concreta vienen dados, para cada paso h, mediante las expresiones

r—1
K, = ey, 4 hiy " ag e M (KPP K r=1,... s (2.3)
j=1
a1 = €M Pu, 4 hi Y B M f(|KL K, (2.4)
r=1

Asumiremos a lo largo de este capitulo que ug y f son tales que todos los
términos que aparezcan en (2.3)-(2.4) pertenecen a H?(R? C) en cada paso.

2.3 Proyeccion ortogonal sobre la norma.

Para cualquier método numérico dado por u,; = Vp(u,), podemos consi-
derar la proyeccién ortogonal sobre I;. Proyectar sobre un invariante es, en
general, un procedimiento implicito [30]. Sin embargo, a causa de la simpleza
matematica de este invariante cuadratico, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1 Para cualquier g € L*(R?, C) tal que I,(g) # 0, su proyeccion
ortogonal sobre el invariante I, = I estd dado por /1) /1,(g)g.
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Prueba. Notese que lo que se desea minimizar es ||g — TH%Q(Rd,(C) para
cualquier funcién r € L*(R? C) tal que I;(r) = I?. Pero

lg = 22y = llgl2 + 712 — 2Re( / gr*) = [lgll? — 219 — 2Re( / gr*).

Por lo tanto, el problema es equivalente a maximizar Re([ ¢gr*). Teniendo
en cuenta ahora que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[Re(gr)[* < llgl* - lIrll* = 4L (9) 17

y que la igualdad solo se produce si r = «ag para « real, llegamos a la
conclusion de que el maximo se alcanza en r = ag con « tal que

1
18 = 1) = —5laPllgll* = laPLi(9)

v Re(a [ ]g]?) > 0. De lo anterior, es claro que a debe ser /I /I1(g). O

De este modo, queda justificada la proyeccion ortogonal V) antes de dis-
cretizar en espacio, la cual viene dada por

Up = Uo,

~ . ]l(an) i
Up+1 = _Il<‘lfh(ﬂn))qjh< n)> (2'5>

Comentario 2.3.2 Notemos la similitud de (2.5) con (1.45)-(1.46) en el
capitulo anterior, donde se consideraba el integrador temporal del sistema ya
discretizado en espacio y la proyeccion ortogonal sobre el entonces invariante

I n.

Comentario 2.3.3 Resulta interesante remarcar que esta proyeccion no re-
laja la consistencia del método dado que, siempre que Wy tenga orden de
consistencia q,

L(9(10,)) = 11 (T,) + O(hTH).

Ademds, la constante en el resto depende de Iy(iy,).

64



Prueba. Si denotamos por LTE a W, (i,,) —®(u,), donde &, es la solucién
exacta de (2.1) después de un tiempo h partiendo de iy,

L (Wh(n)) — T (tin)

1 . -
— |5 [ 1@ + LT - fa 2
Rd
~| [ Re(®;(@) - LTE)| < (20 @) 1T El sy,
R

donde la conservacion de I; por @, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz han
sido aplicadas. 0

El principal resultado de esta seccién es que, con muchas condiciones
iniciales, cuando se integra el problema (2.1) con métodos exponenciales
explicitos de tipo Lawson, proyectar sobre [; implica proyectar sobre I5.

Queremos hacer hincapié aqui en que, hasta donde sabemos, esto solo
ocurre con los métodos de tipo Lawson. Aunque no se presenta aqui por mo-
tivos de brevedad, hemos comprobado que no ocurre con otros métodos tales
como los exponenciales de colocacién [16] u otros métodos no exponenciales
como, por ejemplo, los métodos linealmente implicitos de Runge-Kutta.

Resulta interesante recalcar que el hecho de que I, se conserve con-
siderando el procedimiento (2.5) es equivalente al hecho de que

I(ay,)

12( W%(ﬁn)) — L(a@,), n>0.

A causa del cardcter cuadrético de Iy (2.2), es claro que esto es, de nuevo,
equivalente a

]l(ann?(\l}h(an» = [l(qjh(ﬂn))I?(an)-
De hecho, lo que ocurre es que existe una relaciéon directa entre I y I, la

cual es la misma en todos los pasos para algunas condiciones iniciales. Los
siguientes teoremas dan el resultado preciso.

Teorema 2.3.4 Cualquiera que sea u(x) = g(x)ezP* con

1. g € HY(R? C) una funcién simétrica con respecto a algin x° € R?, i.e.
g(x* +x) = g(x* — x) para todo x € RY,
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2.p=[pi-pdt ER*yp-x=piz1+ -+ pata,

ocurre que

Prueba. Notemos que, en nuestro caso,

hw == [ luPax =3 [ lgeopax

y, dado el hecho que Vu*(x) = e~ 2P*(Vg*(x) — Lg*(x)p),

2

1 R | X i 9
L = — / () = / T (g(x) V9" (x) — £[g(x) Pp)ax
_ _%/Im(()Vg dx+f’g4 [dx

Ahora, del hecho de que g sea simétrica respecto a x* € R? se deduce que
gVg* es antisimétrica con respecto al mismo x°* € R? i.e. (gVg*)(x* +x) =
—(gVg*)(x® — x) para cada x € R?%. Esto significa que el primer término en
la expresion anterior se anula y por lo tanto se sigue el resultado. U

Dado que los métodos exponeciales integran exactamente la parte lineal y
rigida de la ecuacion de Schrodinger, es importante incidir en cémo algunas
condiciones iniciales evolucionan de acuerdo con la ecuacién lineal continua
de Schrodinger. El siguiente teorema establece este hecho.

Teorema 2.3.5 Cualquiera que sea ug(x) = go(x)e%p'x con go € L*(R%,C)
siendo simétrico con respecto a X° € R%, la solucion de (2.1) con f = 0
satisface u(x,t) = g (x)ezP*, con g,.(x) simétrico con respecto a x° + utp.

Prueba. Considerando la transformada de Fourier con respecto a x de
(2.1) con f = 0, es claro que 1 (w, ) = —ip|w|*a(w, t) [44], de donde 4 (w,t) =
e‘i|‘”|2“tﬁ(w,0). Ahora, sin pérdida de generalidad, asumiremos que gy €

66



L' N L*(R4,C). En caso de que no fuese asi, el resultado se seguirfa por
densidad de este espacio en L?(R¢, C). Entonces,

ilw,0) = [ et e ix = gofw - 3p)
de donde, aplicando la transformada de Fourier inversa [44],
u(x,t) = (er)d /e_i|‘“|2“tﬁo(w - %p)ew'xdw
B <271r>d [antiers it iy — cirxg, (),

donde, para la segunda igualdad, hemos considerado el cambio de variables
v:w—%pydonde

1 ~ —ilv+Lip|2 iV-X
90 (%) = 50 / Gol(v)e v ipPuteivx gy,
Ahora, comprobaremos que g,,;(x® + putp +x) = ¢,:(x° + ptp —x). Para ello,
primero probaremos que go(u)e’™*" es simétrico con respecto a 0. Obsérvese
que

o(w)e™ = /go(x)e_i“‘(x‘xs)dx = /go(xs + (x* —y))e™ ) dy

- / goly)e™ ¥ >dy,

donde la segunda igualdad se deduce del cambio de variables x = 2x°—y y la
ultima del hecho que gy es simétrica con respecto a x°. La tltima expresion
es claramente igual a la segunda excepto por el cambio de u por —u, de
donde se sigue el resultado. A continuacién, obsérvese que

1

a4 ) = o (e gy
s

1 N SRR v (x )
= W go(V>€ 1 Me dV, (26)
m

la cual, tras el cambio de variables u = —v, puede ser escrito como
s 1 ~ 7i(|u\2+ﬁ)yt —iu-(x°+x)
Gut(X° + ptp +x) = 2ny go(—u)e 1 He du
1 lp|2

_ ~ —i(Ju]?+ B ut_iu-(x°—x)
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donde, para la tltima igualdad, la simetria de go(u)e!™™" con respecto a 0 ha
sido utilizada. La tltima expresion es claramente igual a (2.6) excepto por el
cambio de x por —x, a partir del cual el teorema queda probado. O

Cuando se integra la ecuacién de Schrodinger no lineal con un método
explicito de Lawson, el resultado del teorema anterior también es cierto.

Teorema 2.3.6 Cualquiera que sea ug como en el Teorema 2.3.5 y, cuando
se integra (2.1) con un método explicito de Lawson (2.4), después de n pasos
de tamano h, la solucion numérica u, tiene la forma u, = gn,h(x)e%p'x, con
Gn.n(X) simétrica con respecto a x* + unhp.

Prueba. Observemos primero que, en el primer paso, cada K, en (2.3)
tendra la forma K, = gj(x)e2P*, con gj(x) simétrica con respecto a x* +
c,php. Notemos que K; = e#"2qy, el cual tiene la forma requerida a causa
del Teorema 2.3.5. Inductivamente,

r—1
K, = Mg 4 iy apgeler e A £ DK,

j=1

tendra la forma requerida sin mas que utilizar de nuevo el Teorema 2.3.5
aplicado ahora a las correspondientes funciones f(|K;|*)K;, cada una de
las cuales es simétrica con respecto a x* + c¢;juhp debido a la hipdtesis de
induccién. Finalmente,

uy = " ug + hiy Bl F(| KK,

r=1

L . iy
implica directamente que, a causa del Teorema 2.3.5, u; = g;(x)e2*P con ¢;
simétrica con respecto a x*+php. Siguiendo el mismo argumento en sucesivos
pasos, se sigue el resultado. ([l

Considerando conjuntamente los Teoremas 2.3.4 y 2.3.6, es claro que exis-
te una fuerte conexién entre los valores I (u,) y Io(u,) en cada paso cuando
se integra el problema (2.1) con un esquema explicito de Lawson. Ademds, el
resultado anterior también es cierto para la proyeccion ortogonal del esquema
explicito de Lawson, tal y como establece el siguiente teorema.

68



Teorema 2.3.7 Cualquiera que sea ug como en el Teorema 2.3.5 y, cuando
se integra (2.1) con un método explicito de Lawson ortogonalmente proyec-
tado sobre Iy como en (2.5), después de n pasos de tamano h, la solucion
numérica u, tiene la forma u, = gmh(x)e%p'x, con Gnn(x) simétrica con
respecto a xX° + punhp.

Prueba. Es suficiente tener en cuenta que la proyeccion ortogonal sobre
I; del método exponencial de Lawson solo difiere, paso a paso, de su versién
no proyectada en una cantidad escalar que no depende de x. Por lo tanto, el
mismo argumento del Teorema 2.3.6 se puede llevar a cabo en cada etapa.[]

De lo anterior, surge de una manera directa el siguiente teorema.

Teorema 2.3.8 Cualquiera que sea ug como en el Teorema 2.3.5 y, cuando
se integra (2.1) con un método de Lawson explicito ortogonalmente proyec-
tado sobre Iy como en (2.5), también ocurre que Iy se conserva exactamente,
i.e. Io(u,) = Is(up) para cada natural n.

Prueba.

Ly(a,) = —Il(gn)P = —Il<2uo)P = Iy (uo),

donde la segunda igualdad procede de la defincion de proyeccion y la primera
y tercera del Teorema 2.3.4 y el hecho de que puede ser aplicado para todo n
gracias al Teorema 2.3.7. O

2.4 Comprobacion numérica.

Para corroborar numéricamente los resultados y, teniendo en cuenta que es-
tamos trabajando con soluciones regulares, para la discretizacién espacial
hemos considerado el método pseudoespectral en un intervalo suficientemente
grande de modo que el error en espacio pueda considerarse despreciable.

Ademas, el error en I5 se calcula aproximando este invariante de un modo
pseudoespectral como se describe en [12] y en (15) de la Seccién 1.2.
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Figura 2.1: Error en I5 con el método de Lawson proyectado (2.7) y condicién
inicial correspondiente a un 2-soliton, h = 0.1

En esta seccién hemos integrado (2.1) con g = 1 pero hemos considerado
diferentes ejemplos de f y condiciones iniciales. Ademéds, hemos considerado
dos tipos diferentes de integradores.

En primer lugar, hemos considerado el método de segundo orden de
Runge-Kutta con tablero de Butcher dado por

0

1 (2.7)

Rl= | = O
o

D=

Lo hemos implementado en un esquema de Lawson proyectado de acuerdo
con el procedimiento descrito en (2.3)-(2.4)-(2.5) con ¢; = 0,¢ = 1,a9 = 1
y by = by = 1/2. Ademas, la aproximacién a I; en (2.5) se calcula a través
de (1.6).

El primer ejemplo corresponde a f(z) = 8z y la condicién inicial co-
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0.018

0.016 i

0.0141 b

0.0121 i

0.01F b

Ui

0.0081 b
0.006 b
0.004 b

0.0021 i

0
5 - -0.5 0 0.5 1 1.5
X x 10*

Figura 2.2: Modulo de la solucién numérica en t = 1000 con el método de
Lawson proyectado (2.7) y condicién inicial ug(x) = e * ¢, h = 0.1

rresponde al estado fundamental de un 2— solitén [39).

1+ 3sech(z)?(eb — 1)

_ it
u(x,1) = esech(z) 1 — 3sech(z)*sin(4¢)?

Corresponde a dos solitones que se aproximan y separan de modo oscilatorio
en un dominio espacial que no cambia con el tiempo. En particular, hemos
considerado [a,b] = [—100,100] y N = 28 = 8192 para la discretizacién
espacial y h = 0.1 para la integracién en el tiempo. Notemos que la condicion
inicial ug(z) = sech(z) satisface las hipétesis del Teorema 2.3.5 parap =0y
go(z) = sech(x), la cual es una funcién par. La Figura 2.1 corrobora que el
error en I, es despreciable dado que es del tamano de los errores de redondeo.
Observamos también que este error crece linealmente con el tiempo, lo cual
es natural debido a la acumulacion de errores muy pequenos en espacio a lo
largo del tiempo de integracion.

Como segundo ejemplo, hemos considerado f(z) = z? y condicién inicial
uo(x) = e "¢ 1a cual satisface las hipotesis del Teorema 2.3.5 parap =2y
go(x) = e*", la cual es de nuevo una funcién par. Numéricamente observa-
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Figura 2.3: Error en I, con el método de Lawson proyectado (2.7) y ug(z) =
2
e e h=0.1

mos que la solucion de este problema disminuye en médulo pero extiende su
dominio con el tiempo. De hecho, mostramos en la Figura 2.2 el médulo de la
solucién numérica en t = 1000 cuando se considera [a,b] = [—11000, 11000],
N = 217" = 262144 y h = 0.1. Dado que p = 2 el promedio espacial de la
solucién se mueve hacia la derecha con velocidad 2 [10], lo que también puede
ser observado en la misma figura. El error en I5 se muestra en la Figura 2.3
y puede, de nuevo, ser considerada como despreciable, lo cual corrobora el
resultado de la seccién previa. Observamos ahora que el error no muestra
una tendencia como en la Figura 2.1, lo cual no es extrano dada la evoluciéon
del médulo de la solucion que ahora decrece con el tiempo.

Para mostrar que la condicion de la simetria con respecto a algin punto es
necesaria para que el error en I se anule, hemos integrado el mismo problema
con la condicion inicial

up(z) = (z + 1)e % e,

2

para la cual go(z) = (z 4+ 1)e™™ no es simétrica respecto a ningun z* € R.
El error en I se muestra en la Figura 2.4 donde se observa claramente que el
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Figura 2.4: Error en I con el método de Lawson proyectado (2.7) and
up(z) = (x4 1)e e, h = 0.1(arriba), h = 0.05 (medio), h = 0.025 (abajo)

error ya no se anula. La solucién numérica a tiempo ¢t = 1000 se representa
en la Figura 2.5 para h = 0.05.

A continuacién, comprobaremos que la anulacién en el error de I también
ocurre para métodos de orden superior. Para ello, consideramos el método
de Lawson basado en el método clasico de orden 4 de Runge-Kutta:

0/0 0 O O
510 5 0 0 (2.8)
110 0 1 O
11 1 1
6 3 3 &

Hemos tomado f(z) = x y, como condicién inicial, la correspondiente a la
onda solitaria

u(z, t) = sech(V2(z — t)/2)eilz @0+t (2.9)

la cual es solucién de la ecuacion. El error en I se muestra en la Figura
2.6 para tiempos t = 1,2,...,1000 considerando [a,b] = [—50,1050], N =
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0.016 i
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0.01F b

Ui
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X x 10*

Figura 2.5: Mdédulo de la solucién numérica en t = 1000 con el método de
Lawson proyectado (2.7) y condicién inicial ug(z) = (z + 1)e " ¢, h = 0.05

215 = 32768 para la discretizacién en espacio y h = 0.05 para la integracién
en el tiempo. De nuevo los resultados de la Seccién 2 son corroborados.
Obviamente la hipdtesis del Teorema 2.3.5 se satisface para la correspondiente
condicién inicial, para la cual p = 1y go(z) es par (simétrica con respecto
a 0 para d = 1). Una tendencia lineal se observa en el error maximo en
este ejemplo desde 10? hasta 103, el cual es, de nuevo, natural a causa de la
acumulacion de errores pequenos en la discretizacién espacial y la forma de
la solucion. (Creemos que la tendencia lineal no estd tan clara como lo estd
en la Figura 2.1 a causa de que el intervalo espacial donde la solucién no es
muy pequena se estd moviendo hacia la derecha.)
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Figura 2.6: Error en I, con el método proyectado de Lawson basado en el
método de Runge-Kutta de orden 4 y condicion inicial correspondiente a una
onda solitaria, h = 0.05

2.5 Comparacién numérica con métodos de
splitting.

En esta seccién el objetivo es ver, hasta qué punto, los sugeridos métodos
explicitos de Lawson proyectados pueden ofrecer un procedimiento eficiente
para integrar la ecuacion de Schrédinger no lineal frente a otros métodos de
la literatura.

Sus mayores competidores son los métodos de splitting. De acuerdo con la
observacién hecha en [48], y segtiin hemos comentado en la Seccién 2.2 de los
preliminares, los dos problemas en los cuales (2.1) puede ser descompuesta

up = iAu, u, =if(|ul*)u, (2.10)

pueden facilmente ser resueltos de un modo exacto: el primero, como se ha
hecho en métodos exponenciales ya sugeridos, considerando la exponencial
de una matriz diagonal constante después de haber aplicado la discretizacién
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pseudoespectral. El segundo, simplemente por el hecho de que esta ecuacion
deja |u| invariante y, por lo tanto, puede ser resuelto calculando también, la
exponencial de una matriz diagonal constante. De este modo se obtiene un
integrador explicito y estable. Por otra parte, las dos ecuaciones de (2.10)
también tienen I; e Iy como cantidades invariantes (con la misma prueba
como la dada para (2.1) en [47]), lo cual implica que los métodos de splitting
también conservan esas dos cantidades cuando se integra (2.1).

Hemos implementado los métodos en MATLAB de modo vectorial y tra-
bajando principalmente en el espacio de los coeficientes de Fourier aproxi-
mados de modo que, los coeficientes de Fourier aproximados de e’**u para el
escalar a y u € H?(R% C) (el cual aparece en (2.3)-(2.4) y con los métodos
de splitting) son facilmente calculados a partir de los coeficientes de Fourier
aproximados de u. Obsérvese que, por ejemplo, en un problema unidimen-
sional y considerando un intervalo suficientemente ancho [a,b], y N = 2M,

cuando
M—1
U~ E cje%”%,
j=—M

M-1
. 20 27 \2 oriiE=a
ezoeAuz 2 cje iag?(32) e m]b_a,
j=—M

y por lo tanto, los correspondientes coeficientes de Fourier aproximados de

27

e'*Aq son tinicamente multiplicaciones punto a punto de {c;} con {e™** () }.
(En dos dimensiones, ocurre algo similar). Ademas, las exponenciales se cal-
culan de una vez por todas al inicio y no se calculan en cada paso. Notese
que la parte mas costosa del coste computacional en ambos tipos de métodos
provienen de los calculos de FFT y su inversa, lo cual es necesario en el
espacio de los coeficientes de Fourier aproximados a través de la pseudodis-
cretizacién en espacio cada vez que f tiene que ser calculada. De hecho,
la razén para trabajar en el espacio discretizado con coeficientes aproxima-
dos en vez de los valores de la solucién es que, con los métodos de Lawson
(2.3)-(2.4), hay més evaluaciones del tipo e!*®u que evaluaciones de f. (Tra-
bajar con valores numeéricos de la solucién habria implicado utilizar FFT y

su inversa para cada una de las exponenciales, lo cual habria sido mas caro).

Por otra parte, para los métodos de splitting, hemos reducido en todo lo
posible el nimero de operaciones concatenando pasos consecutivos.
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También nos gustaria senalar aqui que para la mayoria de los métodos
linealmente implicitos de la literatura se requeriria resolver un sistema lineal
en cada paso donde la matriz no seria diagonal sino llena de elementos no
nulos fuera de la diagonal. Esto es debido a que muchas veces al Jacobiano
de la discretizacién de f(Jul*)u, y no solo de A, es parte de la matriz que
determina el sistema lineal que se ha de resolver. Esta es una de las razones
por las que ese tipo de métodos son menos competitivos que el exponencial
explicito de Lawson o los exponenciales de splitting para nuestro problema.

2.5.1 Ondas Solitarias.

Nos centramos a continuacién en la comparaciéon numérica cuando se inte-
gran ondas solitarias. Dado que estas ondas no cambian su forma con el
tiempo parece apropiada una implementacion con paso fijo. En todos los ex-
perimentos de esta subseccién se han tomado [a, b] = [—50,250] y M = 1000
para la discretizacion espacial como ya se explicé previamente.

Por otra parte, el error en el Hamiltoniano se calcula aproximando H en
forma pseudoespectral como ya se describié en [12] y en la expresién (13) de
la Seccion 1.2.

Para la comparacién primero hemos considerado el siguiente método de
Strang (splitting) de orden 2 [45]

Uni1 = €72, (€3 ,), (2.11)

donde ¢p(y) = M/ (‘y|2)y corresponde a la solucion exacta de la segunda
ecuacion de (2.10). (La convergencia en norma de orden 2 para este método
para soluciones suficientemente regulares estd ampliamente probada en [38]).
Los errores en H y la norma L? cuando se integra la onda solitaria (2.9) de
la ecuacion ctbica de Schrodinger se muestran en la Figura 2.7. Se observa
que el error en la norma L? para la solucién crece linealmente con el tiempo
mientras que el error en el Hamiltoniano permanece acotado del mismo modo
que ocurre con los métodos proyectados de Lawson cuando se integra esta
ecuacion. Si observamos la Figura 2.8 observamos el mismo tipo de error
para el método de proyectado de Lawson basado en (2.7). A causa de esto,
solo hemos hecho la comparacién numérica en términos de eficiencia hasta
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t = 1 dado que el comportamiento a largo plazo es el mismo para ambos
tipos de métodos.

En la Figura 2.9 se muestra el error en la norma L? y en el Hamiltoniano
frente al tiempo de cpu para el método de Strang (2.11) y el proyectado de
Lawson basado en (2.7). Como puede observarse, el método de splitting de
Strang es mucho mas competitivo que el proyectado de Lawson en ambos
invariantes. Notemos que el método de splitting de Strang solo necesita una
FFT y una IFFT en cada paso mientras que el método explicito de Lawson
proyectado requiere dos de cada por cada paso.

Sin embargo, atendiendo a la literatura existente para métodos clasicos
optimos de tipo Runge-Kutta y explicitos sin ningin tipo de requerimiento de
simetria o simplecticidad [29] y la literatura existente en métodos de splitting
simétricos o composicion de métodos [9, 27], se puede observar que si lo que
se desea es mayor orden, el primero requiere menos etapas que el segundo.

Para la comparacién con métodos de orden 4, hemos considerado:

e Método proyectado de Lawson basado en el método de Runge-Kutta
clasico de orden 4 (2.8) (PLC4), el cual ya ha sido sugerido como
bueno incluso antes de proyectar para la ecuaciéon de Schrodinger no
lineal en [6]. Este método consta de 4 etapas y, por lo tanto, requiere
4 evaluaciones de funcién por paso.

e Método proyectado de Lawson basado en el método de Fehlberg de
orden 4 [29] (PLF4), para el cual los coeficientes del término principal
del error de truncacion local estan minimizados, aunque el método
posee 6 etapas.

e Método de splitting simétrico de Yoshida de orden 4 [49] (SY4), también
sugerido en [6] como una buena opcién para la integracion de (2.1). Mas
precisamente, el método es

23 1

Upt+1 = \chlh e} \Pcoh e} \Ilclh, with Co — —ﬁ7 cl = ﬁ,
—_ 3 —_ 3

donde U}, es el método de splitting de Strang (2.11). Con este método,
en cada paso, se deben llevar a cabo 3 evaluaciones de funcién.
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e Método de splitting de Blanes & Moan de orden 4 [9] (SBM4). Este
método se denota como SRK N{ en dicho articulo y es también sugerido
como el 6ptimo para la ecuacion de Schrodinger. Aunque consta de 6
etapas, el error de truncacion local estd fuertemente minimizado.

En la Figura 2.10 se muestran el error para la norma L? y el Hamiltoniano
cuando integramos la misma soluciéon y con la misma longitud de paso que
en la Figura 2.9. Es claro que el método de splitting de Blanes & Moan es el
mejor aunque el rendimiento relativo de los métodos proyectados de Lawson
frente a los de splitting con respecto a métodos de orden 2 han mejorado.

Conclusiones similares se pueden establecer para los métodos de orden 6.
Ahora hemos considerado:

e Método proyectado de Lawson basado en el método de Verner de orden
6 [29] (PLV6), el cual consta de 8 etapas.

e Método de splitting simétrico de Yoshida de orden 6 [27] (SY6), el
cual resulta ser el 6ptimo en la biisqueda del minimo nimero de etapas.
Posee 7 etapas.

e Método de splitting de Blanes & Moan de orden 6 [9] (SBM6). Este
método se denota por SRK N{, en ese articulo y es también sugerido
como 6ptimo para la ecuacion Schrodinger. Aunque tiene 14 etapas, el
error de truncacion local esta muy minimizado.

La Figura 2.11 también muestra que el método de splitting de Blanes & Moan
es, todavia, el mejor.

Asimismo podemos observar lo que ocurre cuando atendemos a métodos
de orden 8. Si nos centramos en los métodos éptimos que aparecen en la
literatura podemos comparar:

e Método proyectado de Lawson basado en el método de Dormand &
Prince [41] de orden 8 (PLDP8), el cual posee 13 etapas.

e Método de composicion simétrico de Kahan & Li de orden 8 [27] (SKLS)
basado en el método de splitting de Strang. Consta de 17 etapas.
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En la Figura 2.12 se muestra que el método proyectado de Lawson fun-
ciona mejor que el de splitting, al menos para la ecuacién ciibica de Schrodin-
ger y la soluciéon de un solitén.

Cuando nos fijamos en métodos de orden 10 se observa que se incrementa
la diferencia entre el nimero de etapas de los métodos 6ptimos entre los
de tipo de Runge-Kutta clasico y los métodos simétricos de splitting. En
particular, hemos considerado:

e Método proyectado de Lawson basado en el método de Hairer de orden
10 [26] (PLH10), el cual consta de 17 etapas.

e Método de composicién simétrico de Sofronio & Spaletta orden 10 [27]
(SSS10) basado en el método de splitting de Strang, consistente en 35
etapas.

En la Figura 2.13 se muestra cémo el método proyectado de Lawson todavia
funciona mejor que el método de splitting pero el funcionamiento relativo con
respecto a los métodos de orden 8 no mejora tanto como podria esperarse
dada la mayor diferencia en el nimero de etapas. Esto se debe al hecho
de que el término principal del error de truncacion local correspondiente al
método de splitting de Sofronio & Spaletta es menor que el correspondiente
al método de Hairer. Se observa en la Figura 2.13 que, para un paso fijo,
el error es mas pequeno para el método de splitting que para el método
proyectado de Lawson. Solo la gran diferencia en coste computacional para
el mismo tamano de paso es el que hace que el método de Lawson sea mas
eficiente que el método de splitting.

2.5.2 Otras soluciones que requieren una implementacién
adaptativa.

En esta subseccién consideraremos el problema (2.1) con d = 2, p = %,

up(x) = %eo'me, (2.12)

y las siguientes dos posibilidades para f(s

)
(1) f(s) =2s, (i) f(s) = —2s.
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L J ] a; | J | b; |

1 0]1,7] 0.0829844064174052
2,7 0.245298957184271 | 2,6 |  0.3963098014983680
3,6 0.604872665711080 | 3,5 | —0.0390563049223486
4,5 1/2—(a2+a3) 4 1—2(b1+bz+b3)

L J aj | J | b; |

1 aq 1 b1

2 as| 2 bs

3 as 3 bg

4 ay 4 b4

) 0.3752162693236828 | 5 0.4463374354420499

6 1.4878666594737946 | 6 | —0.0060995324486253

7 | —1.3630829287974774 | T 0

Tabla 2.1: Coeficientes del par encajado de 6rdenes 4(3) basado en el esquema
de orden 4 de B & M

El primer caso corresponde a una singularidad de tipo ‘focusing’ que con-
duce a un comportamiento de explosién o ‘blow up’ y fue utilizado en [36]
para ejemplificar el uso de splittings encajados con paso variable, los cuales
reducen los tamanos del paso cuando se aproximan al tiempo de ‘blow up’.
La condicion inicial y la solucién a tiempo ¢ = 1 se muestran en la Figura
2.14 (a,b). Por el contario, el caso (ii) corresponde a una solucién de tipo
‘defocusing’. Segun el tiempo avanza la solucion se expande y decrece lenta-
mente. En la Figura 2.14 (c) se muestra la solucién para ¢ = 40. En este
caso una implementacién adaptativa conduce a considerar tamanos de paso
mas grandes cuando el tiempo aumenta. Es importante observar aqui que
la condicién inicial (2.12) satisface las hipétesis del Teorema 2.3.5 y, por lo
tanto, cuando se integra con métodos proyectados de Lawson, el error en
I, desparece. Aunque no se muestra aqui, este hecho ha sido corroborado
numéricamente.

A continuacion el objetivo es comentar la implementacién de los métodos
proyectados de Lawson cuando se basan en los adaptativos y encajados de
Runge-Kutta y compararlos con los métodos exponenciales de splitting enca-
jados. Para ello se ha tomado el método de orden 4(3) de splitting y encajado
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sugerido en [36], el cual se basa en el esquema de Blanes & Moan [9], y cuyo
comportamiento numérico fue mostrado para el problema (i) también en [36].
Los coeficientes de ese método se muestran en la Tabla 3.3.1 y el método se
describe a continuacién

tarphn A o tagphn ialuhnA(

Up),

Un),

A
O Ppyh, O €

iaspha A | o
© Dpy,, © €

... O Qpp, O€

O...0¢;, o€

Upt1 = @b, O€

9 ta7phn A
Up+1 = ¢B7hn oe THn

iay ,mnA(

donde ¢, (y) = e/ (|y|2)y de nuevo corresponde a la solucién exacta de la
segunda ecuacién de (2.10).

Para una tolerancia TOL dada se ha tomado como tamano inicial de paso
h= TOLs,

teniendo en cuenta que el método tiene orden 4 y el error tras un paso
corresponde al error local. Después, a cada paso, el tamano de paso se
ajusta considerando una estimacién del error cometido a través de

EST = ||un+1 - ﬂn+1||L27

y escogiendo

TOL)}Q)'

hnuevo = hyigjo - min(1.5, max (0.2, (EST

Esta iteracion continua hasta que EST<TOL, en cuyo caso h,, se toma como
el dltimo tamano de paso hnuevo. Para el siguiente paso el iterante inicial
para h,; se toma como h,,.

Es importante observar que este procedimiento no permite concatenar pa-
Sos como con una implementacion de tamano de paso fijo. Por otra parte las
exponenciales que permiten calcular facilmente e%"##2y no pueden ser cal-
culadas ahora al principio sino que necesitan ser calculadas en cada iteracién
dado que el valor de h,, cambia.

Por otro lado, dado que a; = a;(j = 1,2,3,4), cuando se calcula 0,1,
algo mds de la mitad del coste ya ha sido realizado en el célculo de w1
Para ser mas preciso, dado que a; = b; = 0 = ay, y la simetria

a2 = ar, a3z = Gg, a4 = Qas,

82



cada iteracién del método de splitting encajado conlleva el calculo de 15 ex-
ponenciales vectoriales punto a punto, 8 FFTs y 8 IFFTs. Es interesante
insistir en que, para un nimero de nodos suficientemente grande en la dis-
cretizacion pseudoespectral, la mayor parte del coste computacional proviene
de esto y no de otros productos de escalares con vectores o productos de vec-
tores punto a punto que también sean necesarios.

Consideremos a continuacion los métodos proyectados de Lawson encaja-
dos de Runge-Kutta. Para ello hemos de tener en cuenta que el método que
es utilizado para obtener una estimacion del error viene dado por

ﬁ'n-i-l - eihnMAun + hZ Z i)rei(l—c,»)hn,uAf(|KT|2)KT’

r=1

Il (un) ~

Un41 munﬂ-

(En nuestros experimentos hemos encontrado que es mas eficiente proyectar
también 4,1 con el fin de obtener la mejor estimacién del error). De aqui
que, en cada iteracién, una vez que se calcula u,,; mediante (2.3)-(2.4),
ya no sean necesarias mas exponenciales vectoriales punto a punto ni mas
FFTs o IFFTs para calcular ,,,. El tnico coste adicional es una nueva
combinacion lineal de vectores previamente calculados. No obstante, del
mismo modo que ocurre con los métodos de splitting encajados, se necesitan
rehacer exponenciales vectoriales para calcular u,; en cada iteracién dado
que éstas si dependen del tamano particular de cada paso que es cambiante.

Para la comparacién con los métodos de splitting encajados arriba men-
cionados hemos escogido como pares clasicos encajados de Runge-Kutta:
Fehlberg 4(5) y Dormand & Prince 5(4) [29]. Es comunmente conocido que
el ultimo posee un rendimiento mejor en implementaciones adaptativas que
el primero a pesar de que el primero consta de 6 etapas y el ultimo de 7.

En ambos métodos, dado que el orden de los esquemas encajados es 4, el
nuevo paso después de cada iteracion se calcula mediante
TOL . .
).
EST

Es importante mencionar que en los métodos explicitos la primera etapa
no cambia en cada iteracion sino en cada paso. Por ello, la evaluacién de

hnuevo = hyigjo - min(1.5, max (0.2, (
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F(IK1]*)K; en el espacio de los coeficientes aproximados de Fourier, se lleva
a cabo solo en cada paso y no en cada iteracion. Por otra parte es de resenar
que se producen algunas coincidencias en los valores

{Cr}izlv {CT - CJ} ;g{l ----- s} 1 ) {1 - CT}i:lv

los cuales determinan las exponenciales vectoriales punto a punto que son
necesarias calcular. Ademas, si alguno de esos valores se anula, las exponen-
ciales no son necesarias. Lo mismo ocurre cuando los coeficientes asociados
a una exponencial son cero.

De lo anterior, con la férmula encajada para el método proyectado de
Lawson Fehlberg, en cada paso se llevan a cabo 1 FFT y 1 IFFT con inde-
pendencia del nimero de iteraciones. Ademas, se realizan en cada iteracion,
12 exponenciales vectoriales punto a punto, 5 FFTs y 5 IFFTs.

Finalmente, para las férmulas encajadas de Dormand & Prince, se debe
resaltar que se aplica la propiedad FSAL [29], lo cual implica que u,1 y
K7 son calculadas al mismo tiempo. Su ventaja es aiin mas destacable con
una implementacion de paso variable que con una implementacion uniforme.
Cabe destacar que el hecho de que b; = 0 significa que no hay necesidad
de evaluar f(|K7|?)K7 con una implementacién de tamano de paso fijo para
calcular u,q a partir de wu, (G,.1 no se requiere). Sin embargo, en el paso
siguiente, u, coincide con el valor previo de K; y f(|un|*)u, necesita ser
calculado de cualquier modo. Con la implementaciéon adaptativa (137 # 0),
los f(]K7|*)K; deben ser calculados pero no serén requeridos en el siguiente
paso. En resumen, con el par encajado de Lawson Dormand & Prince, fun-
damentalmente cada iteracion conlleva 6 FFTs, 6 IFFTs y 14 exponenciales
vectoriales punto a punto.

Para la comparaciéon numérica de los métodos arriba citados, el dominio
espacial y el nimero de nodos N para la discretizacion espacial que han sido
utilizados en cada problema son

(i) [~16,16] x [~16,16] y N = 5122,
(i) [—200,200] x [—200,200] y N = 10242,

de modo que el error en espacio es despreciable. Las Figuras 2.15 y 2.16
muestran el error en el Hamiltoniano frente al tiempo en cada paso para
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ambos problemas con el método de splitting encajado y el método de Lawson
encajado D&P. (Los resultados para el método de Fehlberg son similares y
no se presentan aqui por razones de brevedad). Como puede observarse,
para cada problema, el comportamiento del error es el mismo para todos los
métodos considerados. Para el problema (i), el error crece exponencialmente
a tiempo ¢ = 1 mientras que para el problema (ii) el error permanece acotado,
al menos, a tiempo ¢t = 40.

A continuacién, en las Figuras 2.17 y 2.18, se muestra el error en el Hamil-
toniano frente al tiempo de cpu para un valor fijo del tiempo para los tres
métodos consideredos arriba y los problemas (i) y (ii) respectivamente. Para
la singularidad de tipo ‘focusing’, hasta t = 1, los métodos de splitting y
los pares de Lawson Dormand & Prince si se comportan muy similarmente
mientras que el método de Fehlberg Lawson es més barato solo para errores
entre 107° y 10~7. Para el problema de tipo ‘defocusing’, hasta t = 40, el
método proyectado de Lawson encajado D&P funciona mejor que el método
de splitting encajado para errores menores que 10~* y los esquemas proyecta-
dos de Fehlberg Lawson funcionan mejor que los esquemas de splitting para
errores superiores a 1074,

S1nos gustaria remarcar en esta seccion que hemos escogido estos métodos
alrededor de orden 4 para llevar a cabo la comparacion con implementaciones
adaptativas ya que los métodos de splitting encajados de orden més altos que
se han construido en la literaratura poseen ese orden. Para ordenes incluso
superiores, la comparacién es probablemente mas favorable hacia métodos
proyectados de Lawson.

2.6 Conclusion.

Cuando se intenta integrar con bastante precision soluciones regulares de
la ecuacién de Schrodinger no lineal que son simétricas con respecto a un
punto en un momento dado, deben ser tenidos en cuenta los métodos de
Lawson proyectados ortogonalmente sobre I;. Por otra parte, del hecho de
que no solo I; sino también I, se conserve, se deduce que el método sea
apropiado para integraciones a largo plazo, al menos, para la integracion
de soluciones de onda solitaria [19]. Por otra parte resulta que el método
también es computacionalmente competitivo frente a otros métodos de la
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literatura. Los siguientes aspectos estan a favor de los métodos proyectados
de Lawson frente a los de splitting:

(a)

Elevado orden de precision con el tiempo. Incrementar el orden
significa que el niimero de etapas de ambos tipos de métodos se incre-
menta, pero se incrementa mas lentamente con los métodos explicitos
de tipo Runge-Kutta que con los de splitting.

Elevado nimero de nodos para la discretizacién espacial. Esto
es debido al hecho de que el niimero de nodos esté relacionado direc-
tamente con las FFTs y [FFTs que deben necesariamente realizarse.
Su coste es O(N log N) frente a O(N) de las exponenciales vectoriales
punto a punto, productos de escalares con vectores y productos de
vectores con vectores punto a punto.

Implementacién adaptativa. Considerar un segundo método enca-
jado para estimar el error significa mas FFTs y exponenciales vecto-
riales punto a punto para los métodos de splitting, pero no mas para
los métodos proyectados de Lawson.
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Figura 2.7: Error en norma L? y H con splitting de Strang y condicién
inicial correspondiente a una onda solitaria, h = 0.1(arriba), 0.05(medio),
0.025(abajo).
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EXPLICITO PROYECTADO de LAWSON DE ORDEN 2
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Figura 2.8: Error en norma L? y H con el método proyectado de Lawson
basado en (2.7) y condicién inicial correspondiente a una onda solitaria, h =
0.1(arriba), 0.05(medio), 0.025(abajo).
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Figura 2.9: Error en norma L? y H frente a tiempo de CPU con splitting de
Strang (x negro) y Lawson proyectado (2.7) (o magenta), h = 0.5,0.25, ...
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Figura 2.10: Error en norma L? y H frente a tiempo de CPU con Lawson
proyectado PLC4 (o rojo, linea continua) y PLF4 (o magenta, linea dis-
continua) y splittings SY4 (x azul, linea continua) y SBM4 (x negro, linea
discontinua), h = 0.5,0.25, ...
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Figura 2.11: Error en norma L? y H frente a tiempo de CPU con Lawson
proyectado PLV6 (o magenta) y splittings SY6 (x azul, linea continua) y
SBM6 (x negro, linea discontinua), h = 0.5,0.25, ...
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Figura 2.12: Error en norma L? and H frente a tiempo de CPU con Lawson
proyectado PLDP8 (o magenta) y splitting SKL8 (x negro), h = 0.5,0.25, ...
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Figura 2.13: Error en norma L? y H frente a tiempo de CPU con Lawson
proyectado PLH10 (o magenta) y splitting SSS10 (x negro), h = 0.5,0.25, ...
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Figura 2.14: (a) Condicién inicial, (b) Solucién en t = 1 para el problema
‘focusing’ (i), (c) Solucién en t = 40 para el problema ‘defocusing’ (ii)
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Figura 2.15: Error en H frente al tiempo para el problema (i) con el método
proyectado de Lawson encajado D & P (TOL= 107*,107°) y método de
splitting encajado, (TOL= 10"2,1073)
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Figura 2.16: Error en H frente al tiempo para el problema (ii) con el método
proyectado de Lawson encajado D & P (TOL= 1072,1073) y método de
splitting encajado (TOL= 10"',1072)
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Figura 2.17: Error en H frente al tiempo de CPU para el problema (i) con el
método proyectado de Lawson Fehlberg encajado (o magenta, linea continua)
y D & P (o green, linea discontinua), TOL= 107%,107° ... y método de
splitting KNT (x negro), TOL= 10721073, ...
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Figura 2.18: Error en H frente al tiempo de CPU para el problema (ii)
con el método proyectado de Lawson Fehlberg encajado (o magenta, linea
continua) y D&P (o verde, linea discontinua), TOL= 10721073, ... y método
de splitting KNT (x negro), TOL= 10,1072, ...
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Capitulo 3

Estabilidad integrando ondas
planas.

3.1 Introduccion.

La estabilidad ntimerica de las soluciones de tipo onda plana de la ecuacién
cubica de Schrodinger ya ha sido objeto de estudio en la literatura. En primer
lugar podemos decir que ese anélisis ya se ha hecho en [48] para el método
de splitting de Lie de primer orden cuando la condicion inicial simplemente
se somete a una pequena perturbacion de una constante. En segundo lugar,
en [18] el estudio se lleva a cabo para dos métodos implicitos (Besse y Fei)
y para un caso mas general de pequenas perturbaciones de las condiciones
iniciales de la forma ug(z) = ae™® (a € C,k € R). En todos los casos
anteriores el andlisis se basd en la estabilidad lineal en el sentido de que se
ignoraban los términos cuadréticos de la perturbacién. A continuacion se ha
desarrollado en [20] un anélisis utilizando desarrollos de Fourier modulados
para el método de splitting de Strang. Ese tipo de anélisis es tedricamente
valido para grandes valores del tiempo aunque requiere mas restricciones
sobre los parametros de integracién. No obstante, hasta donde conocemos,
no existe una comprobacion numérica de los beneficios de ser méas restrictivo.
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Por otra parte, muy recientemente, los métodos exponenciales de splitting
y los métodos de Lawson basados en esquemas tipo Runge-Kutta [6, 36] han
sido profundamente desarrollados y recomendados para la ecuacién cubica
de Schrodinger por otros autores y de hecho un anélisis comparativo de los
mismos ha sido realizado en el capitulo anterior de esta tesis. Los primeros
conservan dos invariantes (norma and momento) mientras que los ultimos
no. Sin embargo, en el capitulo 2 de esta tesis, las conclusiones son que,
tras proyectar sobre el invariante de la norma (procedimiento muy barato),
también se proyecta sobre el invariante del momento para muchas soluciones
y, las soluciones de onda plana, estan entre ellas. En la comparacion con los
métodos de splitting, en términos de eficiencia computacional, el alto grado
de precisiéon en espacio y en tiempo se encuentra a favor de los métodos
proyectados de Lawson aunque los métodos exponenciales de splitting son
también muchas veces una herramienta preferible.

El objetivo de este capitulo es analizar y comparar ambos tipos de métodos
con respecto a su comportamiento en términos de estabilidad numérica cuando
se integran soluciones de onda plana. Para ello nos centraremos, en una
primera etapa y por simplicidad, en los métodos de segundo orden: el método
de splitting de Strang [47] y los métodos explicitos de Lawson de 2 etapas con
soporte Runge-Kutta. Este ultimo es una familia uniparamétrica de métodos
y todos los andlisis seran llevados a cabo en términos de dicho parametro
(d). Ademds se consideraran tanto los métodos proyectados sobre el inva-
riante de la norma como los que no lo son. Para los experimentos numéricos
hemos escogido la discretizacion pseudoespectral dada su elevada precision
para soluciones regulares y también porque se adectia perfectamente con el
analisis de las diferentes frecuencias lo cual se ha hecho en a lo largo de este
capitulo para el problema continuo en espacio.

Veremos que los métodos de splitting de Strang, excepto por los errores
de redondeo, integran exactamente en el tiempo las soluciones de onda plana.
Los métodos de Lawson, sin embargo, carecen de esta propiedad. A pesar
de ello, cuando se proyectan sobre el invariante de la norma se obtiene que,
no solo desaparece el error en el momento, sino también desaparece en el
Hamiltoniano para este tipo de soluciones. Estos hechos nos conducen a
conjeturar que los métodos proyectados se comportaran mejor en términos

de estabilidad.

Una conclusién de este capitulo es que los resultados obtenidos van a
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ser independientes de la frecuencia k de la onda no perturbada en contraste
con lo que ocurre con los métodos de Besse & Fei en [18]. Por otra parte,
en la comparacién entre los métodos de Strang y de Lawson, cuando |A||a|?
es suficientemente pequena (siendo A un pardmetro real de la ecuacién),
todos los métodos se comportan de manera similar; pero, cuando |A||a|? es
mas grande, los métodos de Strang se comportan mejor que los métodos
proyectados de Lawson y, estos ultimos, mejor que los no proyectados.

De cualquier modo también se sugiere una técnica de filtrado con el objeto
de evitar inestabilidades numéricas en todos los métodos numéricos cuando
el problema continuo es estable.

Este capitulo se estructura como sigue. En la seccion 2 se dan algunos
resultados preliminares acerca del problema continuo asi como de los inte-
gradores numéricos considerados. En la seccion 3 se justifica el compor-
tamiento de todos los métodos considerados cuando se integra la onda plana
exacta. Ademas se establecen los resultados precisos para todos los métodos
considerados. En aras de una mayor claridad las pruebas han sido relegadas
a un apéndice. La seccién 4 contiene las diferentes regiones de estabilidad
para los métodos de Strang y de Lawson correspondientes a d = 1. Final-
mente, en la seccién 5, se muestra la representacion numérica de los distintos
métodos para diferentes condiciones iniciales y diferentes tamanos de paso
asi como una sugerencia de la técnica para evitar inestabilidades.

3.2 Preliminares.

3.2.1 Problema Continuo.

Consideremos la ecuacion
up = iAu — iNu|*u, X €R, (3.1)

con condiciones peridédicas en un cierto intervalo, el cual, por simplicidad
serd [0,27]. Para este problema, segiin se deduce de los preliminares de la
secciéon 0.1, los invariantes descritos alli son

I A
H = 5/0 (fual? + Slul?) de,
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1 2m )
L = —= |u|® dx, (3.2)
2 Jo

1

2m
I, = ——/ Im(uu}) dz.
2 Jo

Las soluciones para la onda plana tienen la siguiente forma
u(z,t) = ae’t*=Y g € C,
donde
w = k*+ Nal*. (3.3)
Nos interesa conocer la estabilidad numérica cuando se integran estas

soluciones pero resulta interesante primero conocer lo que ocurre en el caso
continuo. Si

uy = a(l + Z &(0)e™ e, (3.4)

donde todos los €(0) se suponen pequenos, la solucién exacta de (3.1) se
puede escribir como

u(e, t) = ad® (114 3 e(t)e),

l=—o00

donde, despreciando los términos de orden superior a ¢,

d (e \ . € =1 =2kl — Na? —\|al?
dt ( €y ) =G ( €y )  Gi= ( Aal? 12— 2kl + Aaf* )

De lo anterior puede deducirse que ey(t) = é(0)e M el cual permanece
constante en médulo a lo largo del tiempo. Por otra parte, para [ # 0, dado
que los valores propios de ¢GG; son

(—2k + /12 + 2X\[al2)il,

el modo correspondiente es inestable cuando
> < —2)|al?.

Por lo tanto, la inestabilidad solo puede ocurrir cuando A < 0.
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3.2.2 Descripcion de los métodos.

Consideremos el método de splitting de Strang ya descrito en (2.11) donde,
para nuestra ecuacion, ¢;(u;) denota la solucién de

U = —i)\|u|2u, u(0) = uy,

después del tiempo t. Obsérvese que, como ya hemos mencionado previa-
mente, |u| es un invariante de esta ecuacién y, por lo tanto

Gy (ur) = e_i/\tluIFUI.

Por otra parte, para cualquier valor distinto de cero del pardmetro d,
consideraremos el método exponencial de Lawson que se construye a partir
del método de orden 2 de Runge-Kutta correspondiente al tablero de Butcher
dado por

(En los siguientes resultados nos centraremos principalmente en valores de
d cercanos a (0,1], los cuales son los mds importantes en la prictica). El
método de Lawson [37] entonces se escribe, de acuerdo con (25)-(26), como
sigue

K = ®%myy — dhile'™ %= |ug|?uy,
2d —1

. I
7 e’ham|u0|2u0+—ez(l_d)ha‘””|K|2K]. (3.6)

2d

up = ey — hi)|

También consideraremos su proyeccion sobre la norma [;. Segun el capitulo
anterior, el método viene dado por

i — f|u0\2u
= T (3.7)
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3.3 Resultados tedricos.

3.3.1 Comportamiento de los distintos métodos cuando
se integra la onda plana.

Supongamos de momento que la condicion inicial es la solucién de la onda
plana exacta sin perturbaciones

up = ae'™®.

Resulta facil comprobar que el método de Strang produce la solucién exacta
después de un paso dado que

) ) 9
eztam ezka: _ ez(kx k t)7 (38)
e — 12 —ilal2s i(kp—k2
¢S(aez(kx k t)) — qe i\ al sez(k’x k t)’
lo cual implica que
. h . h . h . . h
T eziaxx¢h<aez(kz—k2§)) _ ezgam- (6—1)\h|a\2aez(kx—k25)>
i 2 (lp— k2 e b (k2 2 (o
ae iAh|a| ez(k:t k?h) _ aez(k:{; h(k*+Aal?)) _ aez(kr wh).

Por otra parte, la solucién numérica después de un paso de tamano h con
el método de Lawson viene dado por

uy = aAe'he=wh), (3.9)
donde w esta dado por (3.3) y

A2R? AihA A3R3i
— Slal* = Z5=daf® = Ahilal?* - T’d|a|6>.<3.10)

Puede observarse que A difiere de 1 en

A = ei)\|a\2h<1

1
h3/\3|a]6i(g + 6) +O(hY), (3.11)

lo cual corresponde a un error local comportdndose como una O(h?®) cuando
d # —% y conduce en general a un error global de orden 2 en la norma L2
No obstante,

1 1
|A| = 1+§/\4h4|a|8(—d2+d+ Z)+O(h6), (3.12)
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lo cual explica que el método muestre orden 3 en los invariantes Iy, I y H
(3.2), teniendo en cuenta que

u®)* = lal*, [ual® = [al*| AP, [ua ()" = k*|af?, [u1o]* = k*|al*| A%,

utl, (t) = —iklal?, uitiy , = —ik|a|*| A

Esto se puede comprobar numéricamente en las Figuras 3.1 y 3.2 donde
el error se representa frente al tiempo tomando N = 10 nodos en una dis-
cretizaciéon pseudoespectral en espacio y tamanos de paso de tiempo h =
0.1,0.01,0.001. Hemos considerado (3.1) con A = 1 y condicién inicial
uy = 0.5¢*. Se ha tomado como pardmetro el valor d = 1.

Sin embargo, cuando se considera la proyeccién del método sobre la norma

I, ocurre que
- f|U0|2 1 A i(kz—wh)
U] = U = —U] = a—F€ )
VST AT T A

De aqui, es claro que, con el método proyectado, no solo el error en la norma
se anula sino también lo hacen los errores en el momento y el Hamiltoniano.

Ademas, con respecto a la estabilidad, obsérvese que la amplitud de la
onda plana exacta, antes de proyectar y de acuerdo con (3.12), crece tras un

paso en el tiempo cuando d € (% —2 1y ‘/75

55 5 ) para un valor suficientemente
pequeno de h. Sin embargo, después de proyectar, eso no ocurre nunca mas,
lo cual parece sugerir que ‘proyectar’ va a ser beneficioso también para la
estabilidad. El resultado que viene a continuacién precisa mas el compor-

tamiento de la solucién de onda plana perturbada.

3.3.2 Comportamiento de los diferentes métodos cuando
se integra una onda plana perturbada.

Para estudiar la estabilidad numérica cuando se integra una onda plana per-
turbada (3.4), la solucién después de un paso de tamano h queda de la
siguiente forma

[e.9]

up = a(l + Z élyl(h)e“z> gilkz—wh),

l=—00
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Después de n pasos consideraremos la siguiente notacién
oo
Uy = a(l + Z élvn(h)ei“”) gi(kv—wnh)
l=—0c0

Estamos interesados en observar el crecimiento de los coeficientes €, (h) con
respecto a €,(0) y n, y diremos que la frecuencia [ es estable si €, (h) no crece
con n.

Teorema 3.3.1 Cuando se utiliza el splitting de Strang, descartando los
términos que sean de orden cuadrdtico en la condiciones iniciales de las per-
turbaciones {€,(0)},

Aél,l(h) _ B, C fl(O) | (3.13)
Efl,l(h) C_l B_l 64(0)
By = (1 — iXh|a[?)e=CHHDN 0 — —i\h|a|?e =20, (3.14)
De aqui que,

( n(h) >:<i i) (ﬂ) (3.15)
) . B, &0)

Lo que ocurre es que el modulo de todos los valores propios de la matriz en
(3.13) son independientes de k y solo dependen de Ah|a|® y [*h. Ademds,
cuando

donde

| cos(I?h) — Ahla|?sin(I*h)] < 1,
los valores propios son diferentes y tienen modulo 1, mientras que si
| cos(I*h) — Ah|a|? sin(I*R)] > 1,

uno de los valores propios tiene mddulo > 1. Aun mds,

e Paral =0, €, satisface
Re(épn(h)) = Re(é(0)),
Im(éyn(h)) = Im(&(0)) — 2)\h|a\2nRe(€0(0)). (3.16)

lo cual tmplica que la parte real de €, permanece constante en cada
paso mientras que la parte imaginaria crece linealmente si Re(é(0)) #

0, A\#£0ya#0.
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e Paral # 0 y h suficientemente pequeno,

e Para cualquier A > 0, todas las frecuencias son estables dado que
todos los wvalores propios de la matriz en (3.13) son diferentes y
tienen modulo 1.

e Para cualquier A\ < 0, si [* < —2)\|a|?, algunos valores propios
de la matriz en (3.13) tiene mdédulo > 1 (de hecho 1+ O(h)), lo
cual hace que esas frecuencias sean inestables. Si 1> > —2)\|al?,
todos los valores propios son diferentes y tienen maodulo 1 y, por
lo tanto, son estables.

Comentario 3.3.2 Notese que, para k = 0, las conclusiones acerca de la
estabilidad para el método de Strang son las mismas que las obtenidas para
el método de splitting de Lie en la seccion 5.3 en [18], aunque la matriz en
(3.13) no sea la misma.

Comentario 3.3.3 FEs interesante observar que, para h suficientemente pe-
queno, la inestabilidad con el método de Strang solo tiene lugar cuando A < 0
y 12 < —2M\|a|?, lo cual se corresponde con la inestabilidad del problema
continuo.

Teorema 3.3.4 Cuando se utilizan los métodos de Lawson (3.6), descar-
tando los términos que sean de orden cuadrdtico en la condiciones iniciales
de las perturbaciones {€,(0)}, para l # 0, se tiene (3.13) con

B, = (1 —2\hilal> — NXh%d|al® — 2X2h2|a|* — 20 h*d?|a|®)e~ P2k Alal)hi

1 2 2N7
+(§(>\2h2|a|4 — /\4h4d2|a|8> _ i>\3h3d’a|6)e((2d—1)l —2kl+)|al )m7 (3.17)
G = ((=A'n'd|af® = Nh?|al*) - %(M— 1)[gf2)e(-+2k=Alal )t

+(- )\4h4d2|a|8 _ %(MQ + 3/\2h2d2|a|6))6((2d—1)l2—2kl+)\|a\2)hz"(3'18)

Ademds, para l = 0,

(éo,l(h)> (Bo 00> <€0(0)> (A—1>
= - - + ], (3.19)
€0,1(h) Co By €0(0) A—1
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donde By y Cy se corresponden con (3.17) y (3.18) conl =0y A con (3.10).
De ahi que, para |l # 0 se verifique (3.15) de nuevo, mientras que para l =0,

(éo,n<h)> B <Bo co>" (éo(0)> (1—30 ~Co >1<A—1>
antm) ) \ G B @(0) Co 1-B AT

1-By, —-Cy \ '/ A-1
+ _ 0 , (3.20)
Co 1- B, A-1

donde el ultimo término (o el sequndo entre paréntesis) puede verse como

una O(h?).

Ocurre que, para todas las frecuencias l, los valores propios de la matriz

b G 3.21
o B (3.21)

son independientes de k y solo dependen de Ahla|?, h*l y obviamente d. Por
otra parte, para h suficientemente pequeno,

e La frecuencia | = 0 es inestable para d € (5 — ‘/75, T+ ‘/75)\{0} dado
que en este caso todos los valores propios de la matriz elevada a n en
(3.20) tiene mdédulo > 1 (aunque sea 1+ O(h*)).

e Paral #0,

o Siempre que X\ > 0, si d € (—%, %)\{O}, los valores propios de la
matriz (3.21) tienen mddulo < 1 para > ¢ I con

—3d? +3d + § —3d? +3d + §

_ 2 o 2
I = (max{0, A|a|*(1 Sy ryIen ) Mal*(1+ EY ey ))3.22)

mientras que para 1> € I, existe al menos un valor propio de
mddulo > 1 (de hecho es 1+ O(h*)).

o Siempre que X\ < 0, si 2\|a|* +1? < 0, la frecuencia | es inestable
dado que existe al menos un valor propio de la matriz (3.21) que
tiene mddulo > 1 (de hecho es 1+ O(h)). Si 2\al?* +1* > 0, los
valores propios tienen modulo < 1 y la frecuencia es estable.
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Comentario 3.3.5 Notese que, a diferencia del método de Strang, para h
suficientemente pequeno, aparecen inestabilidades con los métodos de Lawson
que no se corresponden con los del problema continuo. Sin embargo, en
este caso, las inestabilidades son mucho mds débiles que las correspondientes
al caso continuo. (El médulo de los valores propios es 1 + O(h*) frente a
1+ O(h)). En la prdctica, los primeros no significan una inestabilidad real.

Teorema 3.3.6 Cuando se utilizan los métodos proyectados de Lawson
(3.7), descartando los términos que sean de orden cuadrdtico en las condi-
ciones iniciales de las perturbaciones {€(0)}, para I # 0,

é1(h) L B C €(0)
( o) ) " ( o B ) ( 0 ) / 529

donde A es la de (3.10) y B;,C; son las de (3.17)-(3.18). Ademds, para

1=0,
. ~ ~ A
e e ) R (g Eyee’
2o (1) Co By ) \ €l0) a1
con
- A ACy+ AB,. By
- A ABy + ACy, Co

De aqui que, paral # 0 (3.15) sea vdlido de nuevo junto con el factor 1/| A",
mientras que para | =0,

-1

-1

éo.n(h) _ éo Q:'o ! ( €0(0) ) _ 1—_~Bo —C'g B
éoﬁn(h) CO Bo €O(O) CO 1—30 ‘

1—Bo _C() W—l
+ _ = , 3.25
(00 1_BO> (ﬁ—l 52

donde se puede ver que el ultimo término (o el sequndo entre paréntesis) es

una O(h?).

EE

e

Ocurre que A y el mdédulo de los valores propios de la matrices en (3.23)
y (3.24) son independientes de k 1 solo dependen de Mh|al?, h*l y obviamente
de d. Por otra parte, para h suficientemente pequeno,
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e La frecuencia l = 0 es estable para d > —% dado que la matriz en (3.24)
tiene todos los valores propios con modulo < 1.

e Paral #0,

e Para cualquier A > 0, si d € (172\/5, Ly/5

de

)\{0}, los valores propios

R (3.26)
Al \ ¢, B, '

tienen médulo < 1 para 1> ¢ I con

. = 2d t2d+2 = Qd 2413,
I'= (max{0, Xal*( S a1 Al 272451

mientras que para 12 € I existe al menos un valor propio de mddulo

> 1 (de hecho es 1+ O(h%)).

e Para cualquier A < 0, si 2\|a|® + 12 < 0, la frecuencia | es ines-
table dado que existe al menos un valor propio en (3.26) que tiene
mddulo > 1 (de hecho es 1+ O(h)). Si 2XMal* +1? > 0, esa fre-
cuencia es estable dado que todos los valores propios tienen modulo
< 1.

Comentario 3.3.7 El método proyectado de Lawson ha mejorado la estabi-
lidad para h suficientemente pequeno en el siguiente sentido. Por una parte,

para | = 0, la débil inestabilidad que existia para d € (5 — \g,% ‘/75)\{0}

ha desaparecido. Por otra parte, para l # 0 y A > 0, siempre que

det- 1 2 (1 d o oV 1nyE

)7

el congunto de valores {1} para los cuales ocurre la inestabilidad disminuye

dado que
T2t 2d + 2 \/—3d2+3d+§
\/ o2 —2d+1 "\ 2# _—2d+1°
para esos valores de d. En cualquier caso, insistimos de nuevo en que la

posible inestabilidad es muy débil dado que los modulos de los valores propios
son 1+ O(h*).
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3.4 Regiones de estabilidad.

En esta seccion observaremos cuando aparece la inestabilidad numérica. No
solo estamos interesados en lo que ocurre cuando h — 0 para cada valor
particular de [, sino en lo que ocurre para un problema en particular en que
varias frecuencias son importantes y consideramos un valor de h particular
suficientemente bueno para la consistencia de la integraciéon numérica del
problema.

Como se ha establecido en teoremas previos, para cada método consi-
derado en este capitulo, la estabilidad o inestabilidad solo depende de los
valores h\|al? y V/hl para cada frecuencia y es independiente del valor de k
de la condicién inicial.

Por lo tanto, usando como coordenadas = = h\|a|?> y y = v/hl, vamos a
representar en el plano (z,y) un punto donde las matrices que determinan
la estabilidad en los Teoremas 3.3.1,3.3.4,3.3.6 resultan tener un valor propio
de médulo > 1.000001 segiin MATLAB. (Se ha escogido este valor en vez de
1 debido a la alta sensibilidad en los calculos de los valores propios cerca de
valores propios dobles y porque los valores propios que difieren, en médulo, de
1 menos que 0.000001 tardan bastante tiempo en mostrar su comportamiento
inestable).

La Figuras 3.3, 3.4 y 3.5 muestran las regiones de estabilidad para los
métodos de Strang, no proyectado de Lawson con d = 1 y proyectado de
Lawson correspondiente a d = 1. En la zona considerada (la misma que en
[18]), el método menos inestable es claramente el método de Strang mientras
que el método proyectado de Lawson es més estable que el no proyectado
al menos en [ = 0, lo cual corrobora los resultados mostrados en secciones
previas. Obsérvese también que la inestabilidad continua corresponde al
interior de la parabola que se representa mediante linea roja discontinua.

Se podria pensar que todos estos métodos no son de utilidad en com-
paracion con los implicitos considerados en [18], donde las regiones de ines-
tabilidad son mucho més pequenas. Sin embargo, ese no es el caso ya que,
por una parte, estos métodos son mucho mas baratos dado que son explicitos
y, por otra parte, la restriccion sobre el tamano de paso por razones de con-
sistencia conduce a considerar valores de hA|a|> mucho méas pequetios de 30.
(Obsérvese, por ejemplo que, para la solucién de onda plana exacta, el e-
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rror de truncamiento local correspondiente al método no proyectado (3.11)
depende directamente del cubo de dicha cantidad). Por ello, en las Figuras
3.6, 3.7 y 3.8, de nuevo se han representado las regiones de inestabilidad
para los diferentes métodos pero en una ventana de valores hA|a|*> mucho
mas estrecha que antes. La conclusion es de nuevo clara. En esa ventana, la
zona de inestabilidad para el método de Strang es bastante més pequena que
la que corresponde a los métodos proyectados y no proyectados de Lawson,
fundamentalmente cuando A > 0 y [ es pequeno. La tinica clara mejora del
método proyectado de Lawson frente al no proyectado es la que corresponde
a la frecuencia [ = 0. Ademas, observemos que, para valores suficientemente
pequenos de h y A < 0, las diferentes regiones de estabilidad concuerdan con
la parabola que determina la estabilidad continua. Esto corrobora los resul-
tados de las secciones previas. Mas concretamente, los Teoremas 3.3.1, 3.3.4
y 3.3.6. De un modo similar, para los métodos sin proyectar y proyectados de
Lawson, cuando A > 0, las regiones de estabilidad concuerdan bastante bien
con las pardbolas y> = 52/2 v y> = (1 4+ /2)x respectivamente, las cuales
estan representadas en linea discontinua en color magenta y corresponden a
los extremos superiores de los intervalos I v I, los cuales determinan los va-
lores de inestabilidad para d = 1 en los Teoremas 3.3.4 y 3.3.6. Remarcamos
que en las Figuras 3.6, 3.7 y 3.8 no hay concordancia con tales parabolas para
valores muy pequenos de h porque se dibuja en color oscuro solo los valores
que conducen a valores propios de médulo > 1 + 1076, Como los mismos
teoremas prueban, los médulos de los valores propios en la zona interior de
la pardbola son 1 + O(h') y, por lo tanto, para valores muy pequefios de h,
el programa no los dibuja dentro de la zona de inestabilidad. De hecho, la
inestabilidad tardaria mucho en aparecer.

La siguiente seccién esta dedicada a explicar como evitar, en cualquier
caso, las inestabilidades correspondientes a las frecuencias mas altas.

3.5 Evitando inestabilidades.

En esta seccién, se muestra como evitar inestabilidades numéricas cuando se
integran soluciones perturbadas de onda plana de la ecuaciéon de Schrodinger
que satisfacen que, o bien son regulares, o presentan un pequeno pero incomodo
ruido. Para ello necesitamos tener una region de estabilidad para el corres-
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pondiente método que contenga un pequeno rectangulo centrado en (0,0) en
las variables (hA|a|?, h'/2]) excepto para los puntos interiores a la parabola
que determina la estabilidad continua. Nétese que, para el método de Strang
y los métodos sin proyectar y proyectados de Lawson de la seccién anterior,
podriamos considerar, al menos, un rectangulo de altura 2 x 1.5 y 2 x 0.025
de anchura.

Obsérvese que nuestro problema (3.1) estd muy bien ajustado mediante
la discretizacion pseudoespectral de modo que el error en espacio puede
considerarse despreciable. Hemos integrado el problema (3.1) con A = 1
y condicion inicial

up = 0.5(1 +0.12" (27 — )7 /7'),

la cual es una perturbacién regular de la solucién de onda plana correspon-
diente a a = 0.5 y £ = 0. Cuando se consideran N = 100 nodos en espacio
y tamanos de paso para el tiempo de h = 0.1,0.01,0.001, medimos el error
en el Hamiltoniano y lo representamos frente al tiempo en la Figura 3.9 para
los diferentes métodos considerados. Es evidente para todos los métodos la
inestabilidad que ocurre cuando h = 0.1 pero que desaparece cuando h dis-
minuye. Para [ # 0, esto estd de acuerdo con los Teoremas 3.3.4 y 3.3.6,
dado que

—3d2+3d+2 22 +2d+2. 142
Mal +\/2d2—2d+1) e R v v I A

en nuestro problema y no existe valor de [ con [ # 0 natural menor que
cualquiera de esos dos valores.

En la Figura 3.10, representamos el maximo de los valores absolutos de
los valores propios de las matrices que determinan la estabilidad para | =
0,1,...,50, para los diferentes métodos cuando a = 0.5, A =1 and h = 0.1.
(De nuevo han sido calculados con MATLAB). Es claro que para todos los
métodos ese valor maximo es, fundamentalmente, 1 salvo para [ = 0. Para el
método de Strang obtenemos un valor méximo absoluto de ~ 1 + 2 x 10712
mientras que con el método no proyectado de Lawson es de ~ 1 +2 x 1077
y de ~ 149 x 107® con el método proyectado de Lawson. Hay una mejora
aqui para el método proyectado de Lawson tal y como podria esperarse de
acuerdo con el Teorema 3.3.6. No obstante, lo causa de la inestabilidad para
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los tres métodos es solo la frecuencia | = 35 en el rango [0 : 1 : 50]. Incluso
para el método no proyectado de Lawson, la estabilidad numérica en [ = 0
es tan débil que no se aprecia en los experimentos. Para otros valores de
h = 0.01,0.001, el maximo es siempre fundamentalmente menor que 1 para
ese rango de frecuencias.

Para una mejor comparacion entre los tres métodos considerados en este
capitulo, para el mismo problema, hemos tomado

uy = 2(1 +0.127(2m — 2)7/7'4),

lo cual solo significa cambiar el valor de a a a = 2. De esta forma,

—3d2+3d+2 \/—2d2+2d+2
2(1 4y — 1 2(1 =4(1 2
A\ar<+\/2d2_2d+1> 0. Mal(14/ S5y 1) = 40+V2),

de modo que para los métodos no proyectado y proyectado de Lawson existen
valores de [ # 0 que conducen a inestabilidad numérica para valores pequenos
de h cuando A > 0. Ademas, aunque el médulo de uno de los valores propios
es solo 14+0O(h*), la constante en O(h*) tedra un término de la forma C'\*|a|®
para algunas constantes moderadas C. El hecho de que A =1y a = 2 hace
que ese término no sea despreciable al menos para valores no demasiado
pequenos de h. Lo mismo ocurre con la inestabilidad en [ = 0 para el método
no proyectado de Lawson. De hecho, para h = 0.1, el maximo en moédulo
de los valores propios se calcula con MATLAB y resulta ser ~ 1 + 3 x 1072
mientras que vale ~ 1 +3 x 1077 para h = 0.01. Sin embargo, con el método
proyectado de Lawson, ese valor resulta ser exactamente 1 para h = 0.1 y
~ 1+2x107% para h = 0.01. Para el método de Strang vale ~ 1 +8 x 107
para h =0.1y ~1+2x 1072 para h = 0.01.

En la Figura 3.11 se muestran los errores con los tres métodos, tal y como
antes se hizo. Todos los métodos muestran inestabilidades aunque el método
no proyectado de Lawson resulta ser el peor en el sentido de que no es capaz
de producir resultado alguno en la aritmética de punto flotante con h = 0.1.

El maximo de los médulos de los valores propios se representa en la Figura
3.12 para h = 0.1 y h = 0.01 donde las frecuencias que producen inestabi-
lidades se pueden ver para todos los casos. Excepto para [ = 0, ese niimero
de frecuencias es muy similar para los métodos no proyectados y proyectados
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de Lawson. Sin embargo, con el método de Strang son menos las frecuencias
que causan inestabilidad.

Lo que sugerimos en esta secciéon, de cara a evitar posibles inestabilidades
en los métodos de Strang y no proyectados y proyectados de Lawson, es lo
siguiente: En cada paso, cuando

VAl > 1.5, (3.27)

si denotamos por C,, (1) el coeficiente correspondiente a la [-ésima frecuencia
de la discretizacién pseudoespectral en el paso n, siempre que |Cp1(1)| >
1.000001|C,,(1)], cambiamos C,41(1) a

G (1) = onﬂm%,

de modo que el coeficiente correspondiente a esa frecuencia no puede cre-
cer con el tiempo en modulo. Eso es exactamente lo que ocurre cuando la
situacion se corresponde con la estabilidad del caso continuo. Ademas, dado
que no se estan cambiando los coeficientes de las frecuencias mas pequenas
del problema para valores pequenos de h a causa de (3.27), la consistencia
del método no se altera para perturbaciones regulares. (Esto se debe al he-
cho de que los coeficientes de las frecuencias mas grandes son mucho mas
pequenas que los de las frecuencias mas pequenas y, por lo tanto, son las que
importan). Los resultados correspondientes después del filtrado se represen-
tan en la Figura 3.13 para a = 0.5 y en la Figura 3.14 para a = 2. Para
a = 0.5, la mejora es clara con todos los métodos. No obstante, para a = 2
y h = 0.1 el método no proyectado de Lawson no logra obtener una solucion
y, con el método proyectado de Lawson, los errores son todavia muy malos.
(La razén para ello es que en ese caso hM|al? = 0.4, de modo que no estamos
en la zona ‘rectangular’ de estabilidad que fue mencionada al principio de
la seccién). Sin embargo, para el método de Strang y todos los tamanos de
paso considerados y para los métodos de Lawson con el resto de valores h,
los errores son ya muy aceptables.
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3.6 Apéndice A. Prueba del Teorema 3.3.1.
Considerando la forma particular de ug (3.4) junto con (3.8),

e gamu() = ale i(ka—k?5) 4 Z z[ (k+l)z (k+l)2%}].

De aqui, despreciando términos de orden superior en los pequenos coeficientes
a(0),

o0 o0
~ _ 2y h 2\ h
e amuO‘z ~ \a]2[1+ Z &(0)elze= @R+ 5 Z &1 (0)¢ile -2k )2}
l=—00 =—00
Entonces,
\Ilh(ei%‘a“uo)
(o]
. 2 2\ h
~ aefz)\h\a\ |:1 _ z/\h|a|2[ Z @l(O) zlac —(2kl4+1%) 8 Z zlze(72kl+l )2]:|
l=—o00 l=—0c0

[ei(kwk 5y Z &(0)el+Da— (k+1)2 g]}

l=—o00

~ th[ i(ka— k2g)+ Z &(0 L[(k+l)x (k+1)2 1

l=—00
00

o0
—iXh|al?| Z & (0)eltrz—(k+D?5] | Z T (0) el kD= (K 2hi— 12)]] _

l=—0o0 l=—00
Finalmente,

T aei(kx—(k2+/\\a|2)h) [1 + (1 N Z)\h|&|2) Z 61(0)6—(2kl+12)hi€i1x
l=—00

—i/\h|a]2 Z é_l<0>672klhieilac 7

l=—00

de donde, despreciando términos de orden superior en {¢(0)}, se deduce
(3.13) con B; y C; en (3.14). Para estudiar los valores propios de esta matriz
debemos estudiar las raices de

2’2 - (Bl + B__I)Z + BlB__l - OZO_—Z
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Simples cédlculos conducen a

B +B_; = 2e *cos(I*h) — Ah|a|? sin(I*h)],
BB — G0, = ¢ th

de donde los valores propios de la matriz en (3.13) son las raices de

z

[L] ? — 2[cos(I*h) — Ah|a|? sin(I*h)] [m

o—2klhi ] +1=0

Se deduce facilmente de aqui que cuando
| cos(Ih) — Ahla|?sin(I*h)] < 1,

ambas raices son diferentes y tienen médulo 1 lo cual implica que las pertur-
baciones sobre los correspondientes coeficientes se propagan. Pero, cuando

| cos(I?h) — Ahla|?sin(I*h)] > 1,

una de las raices tendra médulo > 1 y, por lo tanto, la correspondiente
perturbacion se propagarda de un modo inestable. Finalmente, cuando

cos(I’h) — Ah|a*sin(I*h) =1 o cos(I*h) — Ah|al*sin(I*h) = —1,

las dos raices son la misma y tienen moédulo 1. Sin embargo, la matriz no
diagonaliza sia # 0y A # 0, de modo que la n-ésima potencia de la matriz en
(3.13) crece linealmente. Este caso corresponde, por ejemplo, a la frecuencia
[ =0, para la cual se deduce més precisamente la férmula (3.16).

Por otra parte, para [ # 0, considerando el desarrollo asintético en h,
2

cos(I?h) — Ah|a*sin(I?h) = 1 — l2h2(l§ + Aal?) + O(rY),

de donde, para valores de h suficientemente pequenos, si A > 0, el valor
absoluto de este es siempre < 1 y todas las frecuencias son estables. Sin
embargo, si A < 0, siempre que [? < —2\|a|?, el valor absoluto es > 1y
la correspondiente frecuencia es inestable. Obsérvese también que, para ser
mas preciso, en el caso inestable una de las raices satisface

ef;klhi =1+ hll|y/ =12 = 2Xa* + O(h?). (3.28)

con lo cual el teorema queda probado. O
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3.7 Apéndice B. Prueba del Teorema 3.3.4.

Solo es cuestién de paciencia deducir de (3.6) que, cuando ug es de la forma
(3.4), después de despreciar términos de orden superior en {€/(0)},

K =~ a(l— Ahid|a|?)e'®7=+dh) 4 q(1 — 2\hid|a)?) > &,(0)eil+Rz—(+k)2an]
l=—o00
~hidala? Y &(0)ell -z (k=D ]
l=—00
u A~ a[A+ Z Bi&(0)e'” + Z Cié_1(0) ”T gilkz—wh) (3.29)
l=—o00 I=—o00

donde B; y Cj son las de (3.17)-(3.18).

De aqui que, excepto para términos de orden superior en {¢/(0)}, para
[ # 0, se tenga (3.13) y (3.15) con B; y Cj en (3.17)-(3.18). Maés atn, para
[ = 0, se satisfacen (3.19) y (3.20) donde el dltimo término (o el segundo
entre paréntesis) puede considerarse una O(h?).

De (3.17) y (3.18),
By = (1 - ;A2h2|a|4 - g)\4h4d2|a|8 +i(—2\hjal? — 2)\3h3d\a|6)>eM“'Zhi,(?).SO)
Cy = ( ~AZR2[alt — 2B |al® — iRl + ;Agh?’d\al‘i))@'“'%. (3.31)

Ahora, tendremos en cuenta que, mediante los correspondientes calculos,

BoBy — CoCy = 1+ (g — 5d? 4+ 5d)\*h*|al® — §A6h6d2|a|12 + %/\Shgd4\a|16, (3.32)
Bo+ By = (2-3\h2|a* — 5A*h*d?|al®) cos(A|al?h)
(4/\h\a|2 + 4)\3h3d|a| )sin(A|al?h)
= 24 (—5d® +4d +1 )A4h4| 18 4+ 0(n"), (3.33)
de donde
19

By + By)? — 4(ByBy — CyCy) = (10d? — 12d — =2)\*h*|al® + O(h®).
6

Aqui la expresién entre paréntesis del término para O(h?') es una pardbola

a
en d que toma valores negativos en (g @, 2 + \/W) O (35— \/Tﬁv % + \/75),
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lo cual implica que los valores propios de la matriz en (3.19) son complejos

conjugados. Ahora, si d € (% — \/75, % + \/75), la expresion entre paréntesis en

el término para O(h*) en (3.32) es una pardbola que resulta positiva en el
intervalo mencionado, lo cual prueba que el médulo de los valores propios es
> 1 para valores de h suficientemente pequenos.

Por otro lado, para [ # 0, y haciendo los correspondientes célculos, se
tiene que
B+ B_; = e MM(1 — 2X\%h?|al* — 2X\*hAd?|a)®) cos((I2 — |a|*)h)
—2(2\h|al* + N3h3d|a|®) sin((1*> — A|al*)h)
+(A2h2|al* — M*htd?|al®) cos(((2d — 1) + A|a|?)h)
+2X*h3d|al® sin(((2d — 1)1 + X|a|*)h)].

- 7
BB, —CC, = 212|al* + (= — 4d% + Ad)X*hAa?
1B — GO € 4d? Al +(4 &+ AN a
21 6,621 12 9\8.8 4 (16
+Z AR ]+ X R dal
Ad? — 4d + 2 1
FE 22Nl (- @ — D)X cos(2d%h)

4d — 4d® — 2
2d
Obsérvese que los términos entre paréntesis no dependen de k, solo de d, [2h

y Ahjal?. Desarrolldndolo hasta términos en O(h*), los valores propios de
(3.21) satisfacen

N3 al® sin(2dI%R)|.

l4
zl—@ﬂﬁ+?#i¢Lﬂ%Wﬁ+HW—L@M)

Ahora, si 2M|al? 4+ [? > 0, para valores de h suficientemente pequenios,

z
e—2klhi

z

l4
- ~ 2 2 2 .
o—2klhi 1 — (Al¥al” + 5)}1 +iv/2M|al?1% + I*h,

que tiene médulo 1 salvo por una O(h?*). Dado que esto es solo una aproxi-
macion del valor propio, debemos considerar al menos también los términos
en O(h*) para debatir la estabilidad. Ademds, resulta obvio que, en este caso
de raices complejas conjugadas, el cuadrado del médulo de esas raices serd

BB_,—C,C_,

o—A4klhi
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Puede probarse que el coeficiente de h* en esta expresién, salvo por el factor
N2al?, es

—(2d?* — 2d + 1)I* — (4d — 4d* — 2)I*\|a]* + (% — 5d* + 5d)\?|al*.
Esto puede interpretarse como una parabola en la variable z = [2,
—(2d? — 2d + 1)2® — (4d — 4d* — 2)xz\|a|* + (Z — 5d* + 5d)\?|al*, (3.35)
la cual presenta su maximo en x = \|a|*.

Cuando A > 0, este valor es positivo. Ahi, la parabola toma el valor
(=3d? 4+ 3d + 2)X?*|a|*. Se puede demostrar que este nimero es positivo

cuando d € (—%, %) Ademads, para esos valores de d, la parabola se anula en
—3d? +3d+
= Ma2[1+ 4] .
= Alal [ 2% — 2d + 1
Como la funcién
—3d> +3d+ %
2d% — 2d + 1

toma valores entre 0 y 6 dependiendo del valor concreto de d, los valores de [
que conducen a valores propios de médulo > 1, para valores de h suficiente-
mente pequerios, son aquéllos que yacen en el rango [ € I, con I de (3.22).
Cuando )\ < 0, la abscisa del maximo de la pardbola, x = A|a|?, es negativa.
Ademds, el valor de esta parabola en z = —2)|al?> > 0 puede comprobarse
que es

27

MNa|'[-21d* + 21d — Z]’

lo cual se comprueba que es negativo para cada valor real de d. De aqui,

la pardbola siempre sera negativa para x > —2\|a|?, lo que implica que,

para valores de h suficientemente pequenos, los valores propios de la matriz
estudiada tienen médulo < 1 para [2 > —2\a?.

Por otro lado, si 2A|a]? 4+ 1% < 0, de (3.34),

z
e—2klhi

l4
~ 1—(\?%al® + §)h2 + /—(2\al22 +*)h,  (3.36)

y por lo tanto, para valores de h suficientemente pequenos, siempre hay un
valor propio de médulo > 1. O
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3.8 Apéndice C. Prueba del Teorema 3.3.6.

Noétese que, cuando ug tiene la forma de (3.4), si usamos (3.29), el método
proyectado de Lawson después de un paso es

f]u0|2u :\/ 1+€0(0)+m 1 (3.37)
Tl VAR + (ABy + ACy)e0(0) + (ACy + ABg)ép(0)

De aqui, obsérvese que

0o
iy = a(1_|_ Z él,l(h)eilac)eilc(acfu.;h)7

l=—00

donde, despreciando términos de orden superior en ¢/(0),

d1(h) \ [ By Co \ [ é(0) &1
<o,l<h>>‘<éo Bo><€o(0))+(|%—1>’

M

M

con
~ . A Aéo +ABO BO
LA AB+ACG, G
G =TT e T

Entonces, del mismo modo que en (3.20), puede deducirse (3.25) donde el
tiltimo término (o el segundo término entre paréntesis) es una O(h?).

Mediante los correspondientes calculos, puede demostrarse que
ByBo — CoCy ﬁ [Bol*| A* = |Col*|A* + Re(ABy(|A* — ACy — ABy))
—Re(ACH(|A* — AB, — ACO))]. (3.39)
Pero de (3.10), (3.30) y (3.31),
A2 = 14 A4h4|a|8(}1 _Pyd) - i)\ﬁh6d2|a|12 +O(W),
|Bol* = 1+ Xh?[al* + )\4h4|a]8(§ —5d* + 8d) + 2—;’A6h6d2ya\” +O(h%),
Col? = NR?|al® + XN'hal>(1 + 3d) + 24—5/\6h6d2|a|12 +O(h®),
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lo cual implica que

APIBo? = 1+ NR2laf* + AP (S — 6% +9d) + AWJal'? (] — L+ d) + O0),
ARICOR = A?R2[al* + Ah4al®(1 + 3d) + /\GhG\aPQ(%dQ d+ i) +O®),
AC, = >\4h4|a\8(% ~od® 4 2d) + %A%%%m +3R3da]'
+i[\h|al? + %)\3h3|a|6(1 +3d) + W(—%d +3d%) + 3A7h7d3a14],
ABy = 14+ MY af*(=3d* + % +3d) + A6h6|a|12(§d2 + %) + ZA8h8d4|a|1G
—i[\h|al® + %)\3h3|a|6(1 +3d) + W(—%d +3d%) + %)\7h7d3a14].
De aqui,
Re(ABo(|A]* — ACo — ABy)) = A'h*al*(—1+4d? — 4d) — )\6h6|a|12(%d2 - Z) + O(h®),
Re(ACo(|A]> — ABy — ACy)) = O(h®),
lo cual significa que el término entre paréntesis en (3.39) es
14 >\4h4|a|8(% +2d - 2d?) — >\6h6]a|12(%d2 + Z) + oY),
Finalmente, como
A[ = 1+ 2084 al (2 + d + }l) _ %A6h6d2|a|1z +O(),
se deduce que
BoBo— CoCo =1 — A6h6|a|12(14—9d2 + Z) +O(RY). (3.40)

Dado que el coeficiente de h® siempre es negativo, esto implica que el producto
de los valores propios de la correspondiente matriz es siempre menor que
1 para valores de h suficientemente pequenos, independientemente de los
valores de A y d.

Sin embargo, de (3.38),

A _ Aéo + AB())) BO + Bo

Bo + By = Re( (1
o+ Bo = Re( 7 AP A

(3.41)
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Ahora, dado que ACy + ABj es real y de (3.10) se deduce que Re(A4) =
1+O(h*), se puede obtener ficilmente de las expresiones de la pagina anterior
que

A ACy + AB,

Re(—(l— FIE

| Al )) = —MhYalP(1 — 4d* + 4d) + O(h%).  (3.42)

También de (3.30),
_ 11
Bo+ By =2+ A4h4|ay8(E — 5d* + 4d) + O(h"),
lo cual implica que

By + B 2
% = 2.+ XnlJol"(5 — 4 +3d) + O(1"),

y finalmente utilizando esto en (3.41) junto con (3.42),
Bo+Bo—2— X‘hﬂa\g(% +d) + O(hS).
Por lo tanto, usando también (3.40), sucede que
(Bo+ Bo)? — 4(BoBo — CoCly) — —4>\4h4]a|8(% +d) + O(hS).

Por lo tanto, el coeficiente de h* en esta expresién es negativo para d > —% y,
por lo tanto, los valores propios de la matriz correspondiente son complejos
conjugados y, por (3.40), tienen médulo < 1.

Ahora, para [ # 0, se deduce claramente (3.23) y se debe estudiar el
moédulo de los valores propios de (3.21) divididos por |A].

De la prueba del Teorema 3.3.4, en el caso de raices complejas conjugadas
(2\|al? + I > 0), tenemos que multiplicar el cuadrado del mddulo de esas
rafces por 1/|AJ%, el cual es 1 — A*h*|al®(—d?® + d + 7). De esta manera, el
coeficiente de h?* en esa expresion, salvo por el factor \?|al?, es

—(2d* — 2d + 1)I* — (4d — 4d* — 2)Aa* 4+ (1 — 4d® + 4d)N\*|al*. (3.43)

De nuevo puede interpretarse esto como una parabola en la variable x = [2,
la cual alcanza su méximo en z = \|al?.
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Cuando A > 0, la abscisa del maximo es > 0. Ese maximo resulta ser
(—2d2 + 2d + 2)A%|a]*, el cual es positivo cuando d € (1 — 3,1 4 ¥5). Por
otro lado, en el tltimo caso, la parabola se anula en

—2d? + 2d + 2
Mal*(1 % \/ 22011 )

de donde se sigue el resultado en el intervalo I.

Cuando A < 0, la abscisa del maximo es < 0. Ahora, el valor de la
pardbola en z = —2\|a|* > 0 resulta ser

Ma|*(—20d* + 20d — 7),

el cual es negativo para todo valor real de d. Esto implica que, para [? >
—2\|al?, los valores propios tienen mddulo < 1 para valores de h suficiente-
mente pequeiios. Por otro lado, para [? < —2\|a|?, hay al menos un valor
propio de médulo > 1 considerando (3.36) en la demostracion del Teorema
3.3.4 y el hecho de que el médulo > 1 alli es debido a un término que es una
O(h) y no una O(h*), como es la diferencia entre 1 y 1/]A]. O
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L,-ERROR

TIEMPO

IH-H|

TIEMPO

Figura 3.1: Error frente al tiempo para el método no proyectado de Lawson
(d = 1) cuando se integra una onda plana exacta con h = 0.1,0.01,0.001:
Error en L? (arriba), Error en el Hamiltoniano (abajo).
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“1"1,0‘

TIEMPO

“2"2,0'

TIEMPO

Figura 3.2: Error frente al tiempo para el método no proyectado de Lawson
(d = 1) cuando se integra una onda plana exacta con h = 0.1,0.01,0.001:
Error en la norma (arriba), Error en el momento (abajo).
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Figura 3.3: Region de estabilidad para el método de Strang (oscuro es in-

estable)
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Figura 3.9: Método de Strang (arriba), no proyectado de Lawson (d=1)

(medio) y proyectado de Lawson (abajo), cuando a = 1/2.
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Figura 3.12: Método de Strang (arriba), no proyectado de Lawson (d=1)
(medio) y proyectado de Lawson (abajo), cuando a = 2, h = 0.1 (izquierda)
h = 0.01 (derecha) y A = 1.
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Figura 3.13: Método de Strang filtrado (arriba), no proyectado de Lawson

filtrado (d=1) (medio) y no proyectado de Lawson (d=1) (abajo), cuando
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