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RESUMEN

En los dltimos tiempos se han hecho muchos avances en el campo de la
astrometria. Una parte importante de esos avances ha sido la medida de las
trayectorias de los rayos de luz teniendo en cuenta la presencia de un campo
gravitatorio que deforma la geometria del espacio-tiempo. Este es el caso del
Sol, que deforma la geometria de los rayos de luz curvando sus trayectorias.
Esto afecta a la forma en la que un observador mira una fuente.

Con la ayuda del estudio de la geometria del espacio-tiempo, calcularemos un
modelo que nos permitird obtener la direccion en la que tendremos que apuntar
nuestro telescopio para poder observar un planeta del sistema solar.

ABSTRACT

In recent times there have been done many advances in the astrometry. An
important part of these advances have been the extent of the trajectories of the
light rays considering the presence of a gravitational field that change the
geometry of the space-time. This is the case of the Sun, which changes the
geometry of the rays bending their trajectories. This affects the way an observer
looks to a source.

Helped by the study of the geometry of the space-time, we will calculate a
model that allows us to get the direction in which we have to aim the telescope
to observe a planet of the solar system.
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INTRODUCCION

La Optica geométrica es un modelo matematico y aproximado que nos
permite estudiar la luz considerando su propagacién como energia radiante.
Este modelo nos propone que la energia radiante se propaga en forma de
rayos y no tiene en cuenta la naturaleza corpuscular y ondulatoria [1].

En la Antigledad, el maximo exponente en el estudio de la luz fue
Euclides (325 a.C.-265 a.C.). Este matematico griego, junto con otros como
Ptolomeo (90 d.C.-168 d.C.) o Empédocles (495 a.C.-430 a.C.), defendia la
teoria de que la luz viajaba desde el ojo al objeto que se observaba. También
escribié varios postulados sobre las caracteristicas de los cuerpos geomeétricos
gue sirvieron de inspiracién para los que postularon la teoria ptolemaica.

La Edad Moderna supuso un periodo de gran avance en el campo de la
Optica geométrica. En el afio 1621, Willebrord Snel van Royen (1580-1626)
descubre el fendmeno de la refraccidén con la ayuda de René Descartes (1596-
1650), quien también propuso la teoria de que la luz se propagaba en un medio
llamado éter. Treinta y seis afios después de la formulacion de la Ley de Snell,
Pierre de Fermat (1601-1665) anuncia el principio que dicta que la luz para ir
de un punto a otro recorre el espacio en el tiempo minimo.

Fue Christiaan Huygens (1629-1695) quien en 1678 propuso, basandose
en los estudios de Robert Hooke (1635-1703), que un punto estimulado por una
onda luminosa se convierte en un emisor de frentes de onda esféricos. Sin
embargo, para que fuera posible demostrar esto, haria falta la existencia del
medio conocido como éter. De esta forma la luz se comportaria como una
onda, igual que lo hace el sonido.

Como la Teoria de Huygens era incapaz de explicar la propagacion
rectilinea de la luz, Isaac Newton (1642-1727) la descart6é y propuso un modelo
corpuscular de la luz. Gracias a este modelo pudo explicar la naturaleza de la
reflexion.

Durante el siglo XIX los cientificos de la época desarrollaron la teoria del
éter en gran profundidad. Se pensaba que la luz al tratarse de una onda
transversal no podia moverse en el vacio, sino que necesitaba un medio para
hacerlo. Para probar la existencia de este medio, Albert Abraham Michelson
(1852-1931) y Edward Morley (1838-1923) decidieron realizar un experimento
en 1887 en el que tratarian de medir la velocidad a la que se mueve la Tierra
con respecto del éter utilizando un interferometro. El resultado mostré que no
habia ningun éter y que la velocidad de la luz no variaba.

A raiz del fallo del experimento de Michelson y Morley, el fisico Hendrik
Antoon Lorentz (1853-1928) desarrolld la teoria de la contraccidon de Lorentz.
Esta teoria dio pie a la aparicion de la teoria de la relatividad especial de Albert
Einstein (1879-1955).
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1. PRINCIPIOS DE LA OPTICA GEOMETRICA CLASICA
1.1.Camino o6ptico y Principio de Fermat

El camino 6ptico es la longitud de espacio entre dos puntos que recorre
la luz cuando viaja por un medio de indice de refraccion n.

B
Co = j nds,
A

donde CO es el camino optico y A y B son los dos extremos entre los que
calculamos.

Si el medio por el que viajan los rayos de luz estudiados es homogéneo
CO =nd, y d es la distancia que hay desde A hasta B.

A la hora de comprobar el camino 6ptico de un rayo de luz nos
encontraremos que dicho rayo recorre la distancia AB en un tiempo minimo.
Esto es lo que se conoce como principio de Fermat.

El recorrido de la luz es extremal independientemente de los pardmetros
del medio en el que se realice el experimento. Si se tratara de un medio
homogéneo, la luz seguiria una trayectoria rectilinea.

1.2. Reflexion y Refraccion

Rayo Rayo eflejado

Ambos fendmenos, tanto reflexion
como refraccion, suceden cuando un rayo

incide con cierto angulo sobre una n

superficie con un indice de refraccion normal ;

diferente al del medio de propagacion n,

inicial. Cuando esto ocurre parte de ese 6,

rayo de luz se refleja sobre la superficie y | 5 <p, Rayo' Refractado
otra parte se refracta atravesando el ; ]
material (Figura 1) LH(;I;FEIFS_Fyl_SRI(E:»:LLE?ggm2OOQCOM/GENERALIREFR

Cumpliendo con el principio de Fermat, en la reflexiéon el rayo de luz
recorre el espacio en el tiempo minimo. Para que esto sea posible el angulo
con el que incide el rayo de luz respecto de la normal de la superficie de
incidencia es igual al angulo con el que sale reflejado respecto a esa normal.

91=9'1

En la refraccidon, sin embargo, el angulo con el que se refracta el rayo
respecto de la normal depende de los indices de refraccidn de ambos medios.
Para calcular estos valores se utiliza la Ley de Snell.

n, sinf; = n, sin6,

Si se da la situacion de que el indice de refraccion del primer medio es
mas grande que el del segundo, entonces habra angulos de incidencia en los
gue no obtengamos refraccion sino que se dé el fendmeno de reflexion total.
Sin embargo, gracias a la ley de Snell podemos calcular el angulo limite que

6
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delimita esta situacion de reflexion total y una refraccidbn normal. Es logico
entonces pensar que este angulo limite sera el angulo de incidencia que
consiga que 6, = 90°.

1.3.Espacios opticos y la 6ptica Gausiana

En cualquier sistema Optico podemos encontrar dos espacios diferentes:
el espacio objeto y el espacio imagen. Segun las leyes de la 6ptica geométrica
clasica, los rayos viajan desde el infinito de uno de los espacios y se mueven
hacia el otro siguiendo una trayectoria rectilinea.

En un sistema o6ptico habitual no solo hay un espacio de cada, sino que
cada cambio en la trayectoria de los rayos significara la aparicion de un espacio
imagen y un espacio objeto.

Segun la 6ptica gausiana, una imagen es la aplicacién del espacio objeto
sobre el plano imagen. De esta forma, la imagen es un elemento conjugado del
objeto y viceversa. Gracias a esta interpretacion de las trayectorias de los rayos
podemos calcular los elementos cardinales que caracterizan al sistema optico,
como son los planos principales y los planos focales.

1.4.La ecuacion de los rayos de luz

Para deducir y explicar de forma adecuada la ecuacion de los rayos de
luz tomaremos una onda luminosa monocromatica y plana

V(7 t) = AF)el(@t-kor®)

la cual se propaga por un medio de indice de refraccion “n”. El simbolo ¥
expresa la funcién eikonal, que es la que verifica ¥ (7) si se describe la fase de
la onda armoénica. ElI componente A(¥) nos indica la amplitud de la onda
armonica, w representa la frecuencia angular, t sera el tiempo y k, nos indicara
el numero de onda.

Debemos saber que la curva de un rayo de luz, en la tangente de cada
uno de sus puntos, tendra la direccion de propagacion de la energia. El vector
unitario s de esta direccion de propagacién vendra dado por:

vy vy

§=——

V] n

Si tenemos en cuenta que cualquiera que sea la funcion escalar ¥,
V x (V¥) = 0, entonces

Vx(nd) =0

gue servira para cualquier trayectoria de un rayo de luz.

Si tomamos la ecuacion de la trayectoria de un rayo de luz
parametrizada por la longitud de arco 7(s)
dr

nd—S=n§=|7’P
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gue, de esta forma constituye la “ecuacion de los rayos de luz”.
Si diferenciamos esta ecuacién de los rayos de luz

i(ﬁxp) _i d_F
ds ~ds\'ds

y a partir de esto llegaremos a
LA 1
ds\"ds )~ M

Si consideramos que nos encontramos en un medio homogéneo, es
decir, de indice de refraccion constante

d dr _ 0
dsnds_

L . dr
cuya solucion inmediata es que -5 = Cte, por lo tanto

#(s)=ds+b

gue es una ecuacion vectorial de direccién d y que pasa por un punto b.
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2. IDEA DE DISTANCIA EN EL ESPACIO R3

En el espacio fisico usual, el camino mas corto para recorrer una
distancia entre dos puntos es una recta. Para simplificar los calculos es (util
introducir un sistema de coordenadas que nos ayude a medir la distancia entre
dos puntos. Una vez tengamos los ejes, el cuadrado de la distancia entre los
dos puntos viene dado por la férmula euclidiana:

ds? = dx? + dy? + dz*

Si nos fijamos detenidamente, la férmula anterior puede expresarse
como un producto escalar:

d52 = (dx' dy' dZ) . (dx: dy, dZ) = dxz + dy2 + de

Si lo expresamos en forma matricial:

1 0 O dx
ds? =[dx dy dz] [0 1 of |dy @)
0 0 1 dz

A esta matriz de identidad que hemos afadido se la conoce como tensor
métrico del espacio euclidiano R3. Este tensor métrico nos permite tomar la
medida de las distancias, las longitudes de curva y los angulos en los espacios
euclidianos, como vemos en [2] y en [3]. La formula (2) también la podemos
escribir en la forma:

3
ds? = z giydatdx/, 3)
ij=1
donde
100
gij = 0 1 0
0 0 1

A esta Ultima conclusion podemos llegar de la siguiente manera:

911 Y912 9131 [dx!
ds? = [dx' dx? dx3] |921 922 923| |dx?
931 932 933l Lldx3

Al resolver el producto matricial obtendremos que:

ds? = g;1(dx1)? + g,,(dx?)? + g35(dx3)? + 2g,,dx dx? + 2g,3dxtdx®
+ 2g,3dx?dx3 (4)
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La ecuacion (4) podemos escribirla de forma mas reducida, empleando
el sumatorio como se ve en (3). Cuando nos encontramos con una expresion
matematica de este tipo podemos aplicar el Convenio de Sumacién de Einstein,
el cual dicta que indices repetidos arriba y abajo implican suma, y escribir la
ecuacién de la forma

3
ds? = Z gijdxtdx) = g;;dxtdx!

ij=1

Podriamos decir entonces que:
ds? = g;;dx‘dx’

Por ejemplo, si en R3 utilizamos coordenadas esféricas los coeficientes
metricos g;; serian distintos. La relacion entre las coordenadas cartesianas y
las esféricas viene dada por las siguientes expresiones:

X =1 0SB cos @
y =rsenfsen @

Z=rseno

En estas expresiones, el tensor métrico tiene la forma

1 0 0
gij =10 T‘2 0
0 0 7r?sin?8

Para este sistema de coordenadas esféricas que hemos tomado, el
cuadrado de la diferencial de la separacion entre dos puntos es

ds? = dr? + r2d6? + r? sin? 8 de?

Si consideramos un arco de curva C definido en R3, podemos calcular la
longitud de dicho arco de curva. Para ello debemos tener en cuenta que

C = x' = x'(u), u; <u < uy,

donde u, y u, seran los limites que definan la curva que estamos tratando. La
férmula de la longitud de arco sera

.]—uz
Uq

10
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Si las coordenadas x! fueran esféricas, la ecuacion de la longitud de
arco, como se puede ver en [4], tendria la forma

2

Uz | rdr\2 do do\>
— . 2 (= 2¢in2 9=
s ful <du> *r (du) Frosin a(du) du

En coordenadas cartesianas la ecuaciéon de las geodésicas nos queda
del tipo
d?xt

du?

Si integramos esta ecuacién diferencial, obtenemos
dxt

—=c
du 1

y si la integramos de nuevo

xt=ciu+c;

Si en vez de utilizar un sistema de coordenadas cartesiano
consideramos un sistema de coordenadas curvilineas, como son las esféricas,
nos aparecera una expresion conocida como simbolo de Christoffel I},‘;, que
resultan ser O para un sistema de coordenadas cartesianas. Este simbolo nos
permite escribir la ecuacion de las geodésicas en un sistema de coordenadas
no cartesiano, como vemos en [5], en [6] y en [7]. La ecuacion de las
geodésicas caracterizada con estos simbolos toma la forma

d?xt

—a Gidx'dx* =0 (5)

2.1.ldea del espacio de MinkowskKi

Hasta ahora hemos estado trabajando en un sistema con tres
dimensiones espaciales. Sin embargo a la hora de realizar una observacion en
el espacio, no miramos una localizacién de un objeto, sino un suceso.

Esta idea la introdujo Hermann Minkowski (1864-1909) en el afio 1908 y
nos da a entender que los cuerpos del espacio tridimensional se mueven a
través de una dimensidon temporal. Esto implicaria que los fendmenos fisicos
gue tiene lugar en el sistema siguen una linea temporal y por tanto habréa que
afadir a la métrica una nueva dimension. De esta forma,

ds? = dx? + dy? + dz*

pasara a ser, en el espacio de Minkowski,
ds? = c?dt? — dx? + dy? + dz*

11
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donde la nueva dimension temporal esta en funcion de la velocidad de la luz y
del tiempo. Por comodidad, tomaremos la velocidad de la luz como ¢ =1y por
tanto la nueva métrica tendra la forma

ds? = dt? — dx? — dy? — dz?

Es de esta forma como aparece la idea de espacio-tiempo de Minkowski,
y es utilizada para explicar fen6menos segun la
teoria de la relatividad especial de Einstein, la cual
nos dice que debemos afadir a la ecuacion una Qoo =P
cuarta dimension compuesta por la velocidad de la ’
luz en el vacio y el tiempo. Asi, la ecuacion sera de
la forma

ds? = dx? + dy? + dz? — c?dt?, [ F——
donde la cuarta dimension viene dada por c?dt?, fr!f?'lrjsaffs(;%h:_%gsEP%J%E:OM/-OTOPJXTHSHW/UBRGFF_-
como vemos en [8]. Para el caso de una geodéSiCa  wwk: RRRZEVDES/S1600/aUE-ES-UN-CONO-DE-LUZ-1.JP6)
nula, esta ecuacion se iguala a 0 y el resultado es
gue estas geodésicas son esferas concéntricas, en las que el radio vendria

dado por c?dt?
c2dt? = dx? + dy? + dz?,

de esta manera las geodésicas nulas tendran forma de doble cono unido por el
vértice, como se muestra en la figura 2. Este doble cono nos indica el horizonte
visual de un punto en el espacio, es decir, que si observamos una estrella que

se encuentra a una distancia s y a f segundos en el pasado, segun este
razonamiento, es imposible observar algo siguiendo una geodésica que salga
del cono, ya que esta no seguiria la trayectoria temporal, sino que seria un
suceso instantaneo. A esta representacion también se la denomina cono de
luz.

12



Santamaria R.
“« ‘. .z , . ”
La geometria de los rayos de luz y el problema de observaciéon astrondmica

3. GEODESICAS EN UN ESPACIO DOTADO DE UNA METRICA

Dado que la luz, como se ha comentado, recorre el camino mas corto
entre dos puntos, nos interesa el estudio de las curvas geodésicas que
proporcionan la minima distancia entre dos puntos de un espacio. En un
espacio plano las geodésicas son rectas. Sin embargo en el espacio-tiempo, la
distancia mas corta entre dos puntos no sera, en general, una recta. En
presencia de un cuerpo masivo, habra una deformacién de la geometria y por
tanto el camino mas corto entre los dos puntos (observador y fuente) sera una
geodésica curva.

Como el espacio-tiempo es una variedad
pseudoriemanniana con tres dimensiones e 5 o B
espaciales y una temporal, utilizaremos una v =
métrica (+ — — —). — P

S
= )
=

.

-

En espacios de este tipo, la ecuacion (5) -
se formara calculando los simbolos de 4
Christoffel a través de la meétrica g;; del m—
espacio que estamos considerando. Para
obtener esta métrica supondremos la presencia /,i ,] ,’ 1 l‘ |
de un cuerpo masivo que deformara la ccura s ceomerriaoe espacioniemeo
geometria de la variedad y utilizaremos la ggzgém‘;vhxtiuBROSMARAVILLOSOS.COM/SOCOSAS-UNIV[RSO/S[C

ecuacion desarrollada por Einstein

1
Gij = RU - Egl]R = 87TGTU

donde R;; es el tensor de Ricci (obtenido del tensor de Riemann), que al

encontrarnos en un sistema de tres dimensiones espaciales y una temporal nos
define totalmente la curvatura espacio-temporal. La constante G es la de
gravitacion universal y el coeficiente T;; es el tensor de tension-energia. El

factor R es el escalar de curvatura del tensor de Ricci.

13
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4. GEODESICAS EN UN ESPACIO-TIEMPO ISOTROPO

Las ecuaciones de Einstein fueron resueltas por Karl Schwarzschild
(1873-1916) para el caso de un cuerpo masivo esférico estatico, modificando
las ecuaciones aplicadas en el espacio de Minkowski.

Por comodidad, pasaremos a utlizar un sistema de coordenadas
isotropas. En estas coordenadas, el cuadrado del elemento de linea se escribe,
como podemos ver en [10],

ds? = B(r,0,9)dt? — A(r,0, ¢)(dr? + r?d8? + r? sin? 6 dp?), (6)

donde los coeficientes B(r,0,¢) y A(r,0,¢) se explicaran mas adelante. Esta
métrica refleja de forma bastante aproximada la situacién que planteamos:
fuente y observador (planetas) que se mueven en el sistema solar. Si nos
fijamos, si estos dos coeficientes de igualaran a 1, el resultado seria la
ecuacion del espacio de Minkowski pero con coordenadas esféricas en vez de
cartesianas. Debemos tener en cuenta la simetria de los simbolos de

Christoffel (1},"c = I“,jj) y que para esta métrica los Unicos que no se anulan son

1 _ 1 1 _ 1 1 _ ri1 2 _ 12 2 _ 12 3 —_ 13 3 _ 13 4 _ r4
Iz = I3y, iy = I3y, s = 41, 133 = 155, T = I3, I3 = 153, I3, = I3, a = 143 Y
I} = I}. Entonces, las ecuaciones de las geodésicas (5) pasaran a ser

d(xl)z_l_zr1 dx\ [dx? ot dx\ (dx3 ort dx\ [dx* ~ 0o
du? 2\ du du B\ du du ¥\ du du )

al(xz)z_Hﬂ2 dxt 2+F2 dx? 2+2F2 dx?\ (dx3 o2 dx?®\ (dx*
du? 1\ du 22\ du 23\ du du 24\ du du
d(x3)? dx1\?

R + I3 rm + I

d(x*)? dx'\
oz e ) PR a

du
par () () s (22 2o 7
34 du du 44 du - - ( )

Teniendo en cuenta que tomaremos x! =t, x2 =r,x3=60,x* = ¢, las
ecuaciones quedaran con la forma

14
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d?r 16A<dr> 1(2A 6A)(d9> 20 r2sin%0 a nA ( )
du2+2A6r du) ~24\“" or)\au) ~ [T + 2 (n) du

L 198 (dt)z L Lo4 <de) (dr) L 104 (d(p) (dr) _o o
2A 0r \du A0d6 \du)\du) = Adp\du/)\du) ®

d2e 16A(d9) ) 9[1+1t 0- (1 A)]( (p) N 1 aB<dt)2 1 6A(dr>2
a2 2400 \d sin 9 cos an "UI\au) T2ar200 \du) T 24r? 96 \du

2[00 (G )(dr)igi () () =0 ©)

o + 2[00+ 335 00] () () 2[5+ 375000 () () * 2 (i)

RS 6B<6t) 1 1 aA(ar) 1 1 aA(ae)Z_O 10
2A1?sin2 0 dp \du 2A1?2sin?0 dp \du 2A4r2sin200¢ \ou) 10

d?t 1 0B (dt\ (dr 10B /dt\ (db 10B /dt\ (de
2 ) e 6o
du? B or \du/ \du/ B 06 \du/\du/ B de \du/ \du

De esta Ultima ecuacion podemos obtener directamente la integral
primera

2

d
B(r,9,(p)d—£ = Ky, (12)

en la que K, es una constante que puede tomarse como la unidad si se
reescala adecuadamente el pardmetro u.

Para el caso de una geodésica nula tendremos, a partir de (6), que
2

B(r,0, ) (z—i) —A(1,6,9) [(ZZ) + r? (Z—z)z +1r?sin% 6 (3—(5)2] = 0. (13)

Ahora tomamos las ecuaciones (12) y (13) y las sustituimos en las
ecuaciones (8), (9) y (10), de lo que se obtiene

d2r <d9)2 22 (dq))z (1 2 dr 1 0 [l (A)} “
duz ' \du TS du N T 24Bar ' (14)
d2o N 2 (dr) (de) o H(dcp)z L A) 1 0 [l <A>] .
duz " \du \auw) ~ "7 % qu n du " 2ABr2d¢ "B/l (15
d?e dr\ (do do 1 0 A

W-I_ (du) <d >+ 2¢ teal_+_(l A)E 2ABr?sin2 0 9 [ln( )] (16)

15
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Ahora tomamos las ecuaciones (13), (14) y (15) y las multiplicamos,
respectivamente, por e,, reg y rsinfe,, donde e/, eg y e, son los vectores
considerados unitarios en las direcciones espaciales. A continuacion tomamos
los resultados de estas multiplicaciones y los sumamos, obteniendo asi

Llucsn (@) o)

donde V es el operador vectorial gradiente para nuestro sistema de
coordenadas esférico
- d_, 10 _, 1 0

V=—0¢,+-——¢5 +
ar T T 790 %

—

rsin@%e(p

Teniendo en cuenta que nos encontramos en una métrica isétropa, se ha
de cumplir la condicion A = B~. Por tanto podremos escribir la ecuacion (17)
de la forma

d A(r, 0 dr =VA 18
al (T, IQD)(@)l_ . ( )

Esta ecuacion que hemos obtenido es la ecuacion diferencial de un rayo
de luz en un espacio curvo, obtenida a partir de la ecuacion de las geodésicas
nulas en una métrica de tipo isotropo. Esta ecuacion coincide con la de un rayo
de luz (1) que se propaga en un medio inhomogéneo con indice de refraccién
n=n(r,0,¢),

d dr =
P ln(r, 0,p) <$>l =Vn. (19)

En el caso del espacio is6tropo el papel del indice de refraccion n lo
juega el coeficiente A. Sin embargo en un medio con simetria esférica (campo
gravitatorio generado por una masa esférica estética), el indice de refraccion
(coeficiente A) solo depende de la distancia a su origen de coordenadas. Esta
distancia es la que corresponde al pardmetro r. Desde este momento,
supondremos que

A(r,0,9) = A(r),

con esta nueva condicion, reescribiremos la ecuacion (18) de esta forma

d dr -
o de la siguiente manera
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aa (dF\ o .
ds \ds ds? 1

Si tenemos en cuenta que

d?_dr%_l_ d@_)_l_ _ edcp_, -
dS_dSer rdseg r sin ds% (22)

entonces podremos desarrollar el sistema de la ecuacion (21) de la siguiente
manera

dA (dr) A d (dr) _ 0A
ds \ds ds\ds/  or’

dA( d9> d( d@)_laA
ds

s\ ds "3s) T rae (23)

dA( _9d<p>+Ad< o )_ 1 0A
ds \" > s das\" " s  rsin@dg

Ahora consideraremos el caso de un campo gravitatorio débil, para el
2 . .
cual, A(r) =1+ Tm De esta manera, las ecuaciones del sistema (23) tomaran

la siguiente forma
d? ) = 2m (dr)z .
asz' T r(r+2m)|\ds ’

;_522 0(s) = = r +12m (%) (fi_z) (@

d? ) = 1 (dr) (d@) cosH(dG) (d(p)
d52905 T r+2m\ds/ \ds sin@ \ds/ \ds

en las que 7(s) = (r(s),e(s),go(s)) representa la geometria de la curva que
sigue un rayo de luz en el espacio que corresponde a la métrica explicada
anteriormente

-1

2 2
as? = (1+50) ar? = (1+50) @r® + 1267 +17sin2 692). (25)
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De esta forma podemos resolver las ecuaciones del sistema (24),
aunque despreciando los términos O(rﬂz) Las expresiones que se obtienen
para los parametros r(s), 8(s) y ¢(s) son las siguientes

r(s) =c1s + ¢y,

d
Q(S)ZCgfm+C4, (26)
ds
¢(s) = cs J (r(s) + 2m)sin® +C

donde c;, c,, c3, €4, C5Y Cg SON cONstantes de integracion.

La derivada de #(s) en cada uno de los puntos de la curva, nos
proporciona la tangente a dicha curva. En el caso especifico de una geodésica
en el espacio que une dos puntos, uno de ellos el planeta exterior que se
quiere observar y el otro el punto de observacion (observador terrestre), la
derivada en el punto desde el que observamos el planeta exterior nos
proporcionard la direccion a la que hay que apuntar el telescopio para verlo.

Podemos suponer, por comodidad, que el observador y la fuente estan
en el mismo plano. De esta forma, 6 = /2 y elegiremos un parametro § (que
se relaciona con s de la forma § = as + b). Los valores del parametro s en el
punto de observacion seran 5(sy) = 0, en el punto de observacioén, y 5(s;) =1,
en el punto de emision. Conociendo la posicién del observador (ry, /2, ¢,) Yy la
del objeto que queremos observar (r,m/2, ¢;) en un instante dado, usando la
primera ecuacion del sistema (26) podemos escribir que:

r(0)=c,=r,
(27)

r()=c+ry=n

De esta manera podremos obtener el valor de las constantes ¢; =, — 1y
y c, =1y, Y, por tanto, r(8) = (r; —ry)$ + 9.

Si ahora suponemos que para $§ = 0 la coordenada ¢ del observador es
@, Y que para §=1 la coordenada es ¢;, podriamos escribir la tercera
ecuacion del sistema (26) con la forma:

c
p8) = C—Sln(c1§ + ¢y, + 2m) + ¢,
1

obteniendo asi el sistema

18
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Qo = In(ry + 2m) + ¢4

n—"

(28)

c
Q= 5r In(r; + 2m) + ¢4
— T

L]

gue nos proporcionara las constantes cs y cq

_ (1 — @o) (1 —10)

Cs )
1£1 +2m
In (ro + Zm)
Ce = Po — L In(ry + 2m).

01—
n (2 2m)

Como se ha dicho con anterioridad, podremos obtener el vector tangente
en cada punto de la geodésica si derivamos respecto del parametro s las
expresiones del sistema (26). No debemos olvidar tener en cuenta la expresion

(22):
dr _ csr(8)
(d” ()d” )_a<cl'0’cl§+c2+2m> (29)

Obtendremos la direccion del telescopio en el punto de observacion al
hacer $§ = 0 en la expresion (29)

dr CsT )
ds (s0) =a (Cl' 0, c, +2m (30)

dr
s (s) =

donde las constantes c;, ¢, Y cs las encontramos calculadas en los sistemas
(25) y (26), y el factor m es el valor de la masa del cuerpo que genera el campo
gravitatorio (en este caso el Sol), terminando asi el problema que habiamos
planteado. No es necesario conocer el valor de la constante a que aparece en
el cambio de parametro de las geodésicas, ya que solo afecta al médulo del
vector y no a su direccidon. Sin embargo podemos calcular el valor de a si
tenemos en cuenta que el vector de la expresion (30) es unitario.
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5. CONCLUSIONES

En resumen, podemos conocer las trayectorias de los rayos de luz en el
espacio, de manera que sabremos en qué direccién tendremos que colocar el
telescopio para observar un cuerpo. Para ello lo primero que debemos saber
son las posiciones del observador y de la fuente de observacion. Ademas
debemos tener muy en cuenta como varian las geodésicas en funcion de la
masa de un cuerpo masivo y del indice de refraccion de un medio isétropo
(ecuacion 18). Una vez hemos conocido todos estos datos hemos desarrollado
un modelo general y aproximado para cualquier planeta del sistema solar.

Como podemos ver a lo largo del desarrollo del trabajo, la presencia de
un cuerpo masivo deforma la geometria del espacio-tiempo. Las trayectorias de
los cuerpos que se muevan en su campo de influencia se veran también
afectadas. De esta manera, la observacion de estos cuerpos también seré
diferente ya que los rayos de luz siguen trayectorias que son geodésicas nulas
(trayectorias de los fotones).

Para llegar a las ecuaciones finales hemos utilizado como herramienta
principal geometrias curvas debidas a la masa, pero podriamos haber llegado
al mismo resultado utilizando la 6ptica geométrica clasica como método. Segun
la dptica geométrica clasica, en el caso de una geodésica recta, tenemos que
n(r) = 1y en el caso de una geodésica curva n(r) = f(r). Sin embargo, en el
caso de utilizar como método el estudio de las geometrias curvas, veremos que
una geodésica recta significaria que no existe gravitacion y, por tanto, A(r) =0
y para el caso de una geodésica curva si que habria una fuerza gravitatoria
motivada por la masa de un objeto m, de modo que A(r) = g(r). Vemos que, a
pesar de ser caminos distintos, al final podemos obtener el mismo resultado.

Desde un punto de vista matematico es muy interesante el cambio de
pardmetros que debemos hacer en s para poder obtener los valores de las
constantes de las ecuaciones de las geodésicas (s =as+b). Sin esta
transformacion de los parametros no seria posible obtener las constantes y, por
lo tanto, tampoco el modelo que nos proporcionara la direccion a la que
debemos apuntar nuestro sistema de observacion para cualquier planeta.
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