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INTRODUCCION.

En este trabajo vamos a desarrollar una introduccién a la Teoria de la Ho-
mologia Simplicial. Siendo mas especificos, nos limitaremos a la homologia
simplicial orientada con coeficientes en Z para, de esa forma, no salirnos del
marco de los grupos abelianos.

La motivacién para esta memoria ha sido ampliar la materia expuesta en la
asignatura “Topologia Algebraica” del Grado en Mateméticas. En ella se in-
trodujeron conceptos tales como complejo simplicial, poliedro, aproximacion
simplicial de aplicaciones continuas, grupo fundamental, etc. La Homologia
Simplicial es una materia muy extensa con un gran contenido geométrico. To-
mando lo anterior como punto de partida, hemos desarrollado detalladamente
algunas de sus ideas basicas.

Esta memoria consta de tres capitulos. En el primero hacemos un breve repaso
(sin incluir demostraciones) de una parte de la materia vista en la asigna-
tura antes mencionada. Comenzamos con los objetos mas sencillos, simplices
y complejos simpliciales, y lo desarrollamos hasta llegar a los conceptos de
subdivision baricéntrica, poliedro y aproximacion simplicial. Nos centramos
brevemente en el concepto de poliedro, dando algunos sencillos resultados so-
bre su topologia en R". Por ltimo, enunciamos el teorema de aproximaciéon
simplicial y damos también su versiéon clasica, expresada en términos de la
subdivision baricéntrica. Los libros que hemos tomado como referencia princi-
pal para este capitulo son Algebraic Topology de C.R.F. Maunder [Maun]| y
Elements of Algebraic Topology de J.R. Munkres [Munk].

El segundo capitulo, el mas extenso del trabajo, gira en torno al concepto
de grupo de homologia. Incluimos en primer lugar unas nociones elementales
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de Algebra Homologica (limitAndonos siempre a trabajar con grupos abelia-
nos) para definir los grupos de homologia de los complejos de cadenas, tanto
en su version ordinaria como en la version reducida. A continuacion llevamos
este concepto a los complejos simpliciales, es decir, construimos el complejo
¢ = {Cy(K),d,} de las cadenas simpliciales orientadas y definimos los grupos
de homologia simplicial orientada H,(K). Tras ver que las aplicaciones simpli-
ciales inducen homomorfismos entre los correspondientes grupos de homologia,
analizamos la relaciéon entre el grupo de homologia cero-dimensional Hy(K) y
el niimero de componentes simpliciales (o componentes conexas) del poliedro
|IK|. A continuacién calculamos la homologia del complejo simplicial cono y
estudiamos el complejo de cadenas relativas (que da lugar a la sucesion exacta
larga de homologia). Terminamos este capitulo estudiando la relacion entre el
primer grupo de homologia de un complejo simplicial y el grupo fundamental
del poliedro subyacente. Para este capitulo, los libros principales que hemos
tomado como referencia son Elementos de la Teoria de Homologia Clasica de
R. Ayala, E. Dominguez y A. Quintero [ADQ)|, Elements of Algebraic Topology
de J.R. Munkres [Munk]| y, para la altima seccion, Algebraic Topology, A First
Course de M.J. Greenberg y J.R. Harper |GHJ.

En el tercer y ultimo capitulo de la memoria tratamos la Teoria de Grupos
Abelianos Finitamente Generados, empezando con las definiciones mas bésicas
y llegando hasta la prueba del Teorema de Estructura. A continuaciéon, y para
terminar, estudiamos la computabilidad de los grupos de homologia simpli-
cial orientada. Cabe destacar que, aunque existen teorias de homologia mas
generales que la simplicial, esta ha cobrado nuevo vigor, precisamente por su
computabilidad (o posibilidad de calculos efectivos). Los dos libros principales
que hemos usado como referencia en este capitulo han sido Introduccién al
Algebra Volumen 1 de S. Xambo, F. Delgado y C. Fuertes [XDF| y Elements
of Algebraic Topology de J.R. Munkres [Munk].



1 CONCEPTOS PREVIOS

En este breve primer capitulo repasaremos algunos conceptos (definiciones,
proposiciones, teoremas...) vistos en la asignatura Topologia Algebraica del
Grado de Mateméticas. Son conceptos relacionados con simplices y poliedros.
Introduciremos también algunos nuevos términos que nos seran ttiles en los
capitulos posteriores.

Se omitirdn las demostraciones de los resultados de este tema, puesto que es
materia ya vista durante el curso. Los libros de referencia para este capitulo han
sido, “Elementos de la Teoria de Homologia Clasica” de R. Ayala, E. Dominguez
y A. Quintero [ADR]| y “Algebraic Topology” de C.R.F. Maunder [Maun].

1.1 Simplices y complejos simpliciales

La homologia simplicial se define para un tipo determinado de espacios topo-
logicos, los llamados poliedros. Un poliedro se puede entender como un espacio
construido a base de puntos, segmentos, tridngulos y sus analogos en dimen-
siones mayores “pegados” correctamente. En esta primera secciéon definiremos
de forma precisa estos conceptos.

Recordemos en primer lugar la definicion de puntos afinmente independientes.
Se dice que los puntos ao,...,a, de R" son afinmente independientes si los
vectores a — ap, az — ao, . . ., ag — ap son linealmente independientes.

En R”" consideraremos siempre la distancia usual, es decir, la inducida por la
norma euclidea.

| Definicién 1.1. Dados q+1 puntos afinmente independientes ay, . . ., a, en
R" llamaremos q-simplice o, equivalentemente, simplice de dimension q al
conjunto convexo:
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q q
o= {xER”:x:Z/l,-a,- conZ/l,-: 1y A; = 0 para todo i}
i=0 i=0

Se comprueba sin dificultad que el simplice o es la envolvente conexa de los
puntos ao, . .., aq, es decir, el menor subconjunto conezxo de R" que contiene a
los vértices ay, . .., aq. Los coeficientes A; son las coordenadas baricéntricas de
x con respecto a los puntos ay, . . ., dag. Llamaremos interior geométrico de o a
intSo ={x € o: A; > 0, para todo i}. A los puntos ay, . . ., a, los denominaremos
vértices de o y escribiremos o = <aq, ..., aq>.

Siguiendo esta definicién, un O-simplice serd un conjunto unipuntual, un 1-
simplice serd un segmento, un 2-simplice serd un tridngulo, etc. Para simplifi-
car, no estableceremos diferencias entre el O-simplice <ag> y el punto ag.

Dos n-simplices o = <ay,...,a;,>y 7 = <by, ..., bs> son siempre afinmente
isomorfos, es decir, existe siempre una funciéon f : o — 7 biyectiva tal que

q q q
f(Z Adia;) = Z/l,-b,- si Z Ai=1y A; =0 para todo i.

i=0 i=0 i=0
Si o C R"” es un g-simplice, su interior geométrico no coincide con el interior
topologico si g # n, pues este tltimo es vacio.

| Definicién 1.2. Sean o y v dos simplices en R". Diremos que T es una
suvezdeo. SiT# 0 yt < o diremos que T es una cara propia de o y lo
escribiremos T < 0. Si T < o, diremos que int8t es una cara abierta de 0. A

cara de o, y lo denotaremos por T < o, si los vértices de T son vértices a

la unidn de las caras propias de un q-simplice o = <aq, .. .,a,> la llamaremos
frontera geométrica de o y la denotaremos por Fréo. Observemos entonces

q q
que Fréo = {Z Aia;: Z/l,- =1,4; 2 0 para todo i y A; = 0 para algin j} y,
i=0 i=0

por tanto, int8o = o — Fréo.

Cada simplice o es la uniéon disjunta de todas sus caras abiertas.

Dos caras de o, o son disjuntas, o su interseccion es una cara comun.

Cada simplice o determina sus vértices, ya que estos son los tinicos puntos
de o que no estdn en ningin segmento abierto determinado por dos puntos
distintos de o.

| Definicion 1.3.  Llamaremos complejo simplicial a una coleccion finita K
de simplices de R" wverificando:

1. Sio1 yog € K entonces o1 Noo =0 0 01 Noo es una cara comun de
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o1y o2.
2. SioeK yt <o, entonces T € K.

Un subcomplejo L C K es un subconjunto de K que, a su vez, sea un complejo
stmplicial. Asi pues, un subconjunto L de K es un subcomplejo de K si, y solo
st, toda cara de un simplice de L estd también en L. La dimension de K es la
mayor dimension de sus simplices. Se llama n-esqueleto de K y se denota por
K" al subcomplejo:

K" ={o e K: dim(o) < n}

Diremos que K° es el conjunto de vértices de K y a los 1-simplices los lla-
maremos aristas de K. Denominaremos poliedro subyacente a K al conjunto
formado por los puntos de todos los simplices de K, y lo denotaremos por |K|,
es decir,

Todo simplice o determina un complejo simplicial al considerar el propio o
y todas sus caras. En lo que sigue, si o es un simplice, al complejo simplicial
determinado por ¢l mismo lo denotaremos K, .

El subcomplejo formado por las caras propias de o es la frontera simplicial de
oy se denota por ¢. Obsérvese que |o| = Fréo.

Observacion 1.1. Cuando en la definicién no se exige que un complejo simpli-
cial K tenga un nimero finito de simplices, la topologia inducida por R” sobre
|K| puede no coincidir con la topologia final para las inclusiones o0 — |K]|,
o € K. En esta situacion, es preferible dotar a |K| de esta tltima topologia,
aunque |K| deje de ser un subespacio de R".

Sea K un complejo simplicial y sea x € |K|. Entonces x esté en el interior de un
unico simplice de K. Asi pues, si 0,7 € K con T Nint8o # (), entonces oo < 7.

Vamos ahora a definir una serie de conceptos que surgen al estudiar las aplica-
ciones con salida y llegada en las estructuras que acabamos de definir, simplices
y complejos simpliciales.

| Definicién 1.4. Sean K y L dos complejos simpliciales. Una aplicacion
[ IK| — |L| es aplicacion simplicial si cumple que:

1. f(K% c L.
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2. o = <ap,...,a,>€ K implica que f(ap),..., f(ay) son vértices de un
mismo simplice de L.
3. flo es una aplicacion afin, para todo o € K.

Es claro que la composiciéon de aplicaciones simpliciales vuelve a ser una apli-
cacion simplicial y que toda aplicaciéon simplicial es continua.

| Definicion 1.5. Decimos que una aplicacion simplicial f : |K| — |L| es
un isomorfismo simplicial si existe una aplicacion simplicial g - |L| — |K| tal
que go f =idk y fog=idy.

Sea f : |K| — |L| una aplicaciéon simplicial. Se cumple que f es isomorfis-
mo simplicial si, y solo si, es homeomorfismo, y ademéas f : |K| — |L| es
isomorfismo simplicial si, y solo si, es biyectiva.

Volveremos a tratar con estas nociones de aplicaciones simpliciales e isomor-
fismos simpliciales proximamente en este capitulo y durante todo el trabajo.

1.2 Subdivisién baricéntrica

El avance de la Topologia Algebraica llev6 a considerar los poliedros en si
mismos como espacios topologicos. Para probar que ciertas propiedades eran
verdaderamente topologicas y, por lo tanto, independientes de la estructura
simplicial del poliedro, cobr6 fuerza el concepto de subdivisiéon y, mas concre-
tamente, el de subdivisioén baricéntrica. Esta fue introducida por H. Poincaré,
que fue la figura clave en los comienzos de la Topologia Algebraica.

| Definicién 1.6. Sean K y K’ dos complejos simpliciales. Diremos que K’
es una subdivision de K si se cumplen las siguientes condiciones:

1. K| = |K'|
2. Si o’ € K’ entonces existe un o € K tal que o’ C 0.

La segunda condicion de la definicién anterior se puede sustituir por:

2’°. Todo simplice de K es union de simplices de K’. En particular los vértices
de K son vértices de K.
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Como hemos dicho en la introducciéon de la seccién, nos interesa un tipo par-
ticular de subdivision, la llamada subdivisiéon baricéntrica.

| Definicion 1.7. Dado un g-simplice o = <ao, . . ., a,>, llamamos baricen-
q
tro de o al punto b(o) = a;.
p (o) EO 1%

Observacion 1.2. Dado un complejo simplicial K y los simplices oy < 01 <
. < 04 € K se puede comprobar ficilmente que los puntos b(oy),...,b(c)
son afinmente independientes y determinan un simplice contenido en o.

| Definicion 1.8. La subdivision baricéntrica de K, a la que denotaremos
sdK, es el complejo simplicial formado por los simplices de la forma

<b(oy),...,b(oy)>,

donde o, . ..,04 son simplices de K wverificando que oo < 01 < ... < 04. Asi
pues, los vértices de sdK son los baricentros de los simplices de K.

Definimos las subdivisiones baricéntricas reiteradas mediante:

sd"K = sd(sd"'K), n > 1

| Definicién 1.9. Recordemos que el didmetro de un subconjunto acotado de
R” es el extremo superior de las distancias entre dos puntos cualesquiera del
mismo.

Se verifica que el didmetro de un simplice o = <ag . ..a,>, al que denotaremos
por 6(0), coincide con la mdaxima longitud de sus aristas, es decir,

6(0) = maz{lla; —a;ll: 0 <i,j <n,i#j)

Las coordenadas baricéntricas son funciones continuas. Por lo tanto, los sim-
plices son compactos por ser cerrados y acotados. Los poliedros, al ser unién
finita de simplices, son también compactos.

| Definicion 1.10. Denominaremos medida de un complejo simplicial K, y
lo denotaremos m(K), al numero m(K) = maz{d(c): o € K}.

Si K es un complejo simplicial de dimension N, se verifica que m(sdK) <

N k) tant (d”K)<( N )n (K)
TSk y, por tanto, m(s <\yo7) MK

N
Al ser m(K) una cantidad positiva fija y
que: N +1

< 1, de lo anterior se deduce
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limm(sd"K) =0

n—oo

1.3 Topologia del poliedro |K]|

Nuestro proposito en esta seccion es ver que la topologia de un poliedro |K]|
queda determinada por la de los simplices de K. Sobre el poliedro subyacente
|K| a un complejo simplicial K en R" consideraremos la topologia inducida por
la topologia usual de R".

Dado un complejo simplicial K en R" se verifica:

1. A es abierto (cerrado) de |K]| si, y solo si, AN o es abierto (cerrado) en
o para todo o € K.

2. f:|K| — Y es continua si, y solo si, la restriccion f|, a cada simplice
o € K es continua.

Obsérvese también que si L es un subcomplejo de K, entonces |L| es compacto
y, en consecuencia, cerrado en |K]|.

| Definicion 1.11. Diremos que un espacio topoldgico X es triangulable si
existe un poliedro |K| y un homeomorfismo h : |K| — X. Al par (K, h) lo
denominaremos triangulacion o estructura simplicial de X.

1.4 Aproximaciones simpliciales

En esta seccién nos dedicamos a definir la nocion de aproximacion simplicial
y exponer los resultados principales relacionados con este tema. La nocion de
aproximaciéon simplicial fue introducida por el mateméatico L.E.J. Brouwer,
a quien también debemos la primera prueba del teorema de aproximacién
simplicial que enunciaremos maés adelante.

| Definicién 1.12. Sea K un complejos simplicial y a un vértice de K. La
estrella de a con respecto a K, st(a, K ), es la union de los interiores geométricos
de los simplices de K de los que a es un vértice.

| Definicion 1.13. Sean K y L dos complejos simpliciales y f : |K| — |L|
una aplicacion continua. Una aprorimacion simplicial de f es una aplicacion
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stmplicial g : |K| — |L| tal que f(st(a,K)) C st(g(a),L) para cada vértice a
de K.

Si f:|K| — |L| es una aplicaciéon simplicial, entonces la propia f es la tnica
aproximacion simplicial de si misma.

Se cumple que si f : |K| — |L| es una aplicacion continua tal que, para cada
vértice a de K, existe un vértice b de L con f(st(a, K)) C st(b, K), entonces f
admite una aproximacion simplicial g tal que g(a) = b para cada vértice a de
K.

Ademas, si tenemos que f : |K| — |L| es continua y g es una aproximacion
simplicial suya, entonces, para cada x € K existe un simplice T € L tal que
f(x) eint®ty g(x) e .

Teorema 1.1. (Teorema de Aprorimacion Simplicial) Sea f : |K| — |L|
una aplicacion continua y sea (K, )ren una sucesion de complejos simpliciales
verificando:

1. |K,| = |K| para todo r.
2. KV c (K,)° para todo r.
3. m(K,) — 0 cuando r — oo,

Entonces existe un r tal que f : |K,| — |L| admite una aprorimacion sim-
plicial g. Si suponemos ademds que ao,...,a, son vértices de K tales que
fao), ..., f(ay) son vértices de L, entonces r y g pueden elegirse de forma
que g(a;) = f(a;) para todo i.

Teniendo en cuenta lo que nos dice el teorema, se tiene que si f : |K| — |L]| es
una aplicacion continua, entonces existe un r tal que f : |sd”" K| — |L| admite
una aproximacion simplicial.






2 HOMOLOGIA SIMPLICIAL

En este capitulo vamos a definir el concepto fundamental de este trabajo, el
Grupo de Homologia Simplicial Orientada. Primero vamos a dar unas nociones
elementales de Algebra Homologica que nos facilitaran la comprension de las
siguientes secciones. A continuacién nos centraremos en los grupos de homolo-
gia, empezando con resultados bésicos y llegando hasta la Homologia Relativa.
Por tltimo, veremos la relacion existente entre el grupo fundamental de un po-
liedro y el primer grupo de homologia de su complejo simplicial asociado.

Los libros de referencia para este capitulo han sido, “Elementos de la Teoria de
Homologia Clasica” de R. Ayala, E. Dominguez y A. Quintero [ADR], “Elel-
ments of Algebraic Topology” de J.R. Munkres [Munk] y “Algebraic Topology,
A First Course” de M.J. Greenberg y J.R. Harper [GH|.

2.1 Conceptos basicos de Algebra Homolégica

En esta primera seccion del segundo capitulo, vamos a introducir los conceptos
de Algebra Homoldgica necesarios para entender y desarrollar la teorfa de
Homologia Simplicial. Comenzaremos definiendo lo que es una sucesiéon exacta
y llegaremos hasta la definicion de homotopia de complejos, pasando por las
definiciones de complejos de cadenas y homologia, tratando algunos de los
resultados mas importantes relacionados con cada uno de los nuevos conceptos.
Nos limitaremos a trabajar con grupos abelianos.

| Definicién 2.1. Una sucesidn ezacta es un diagrama de grupos abelianos
y homomorfismos de grupos de la forma:

fq—l fq

._>Gq_1HGq_>Gq+1_>...

15
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donde Im(fy,—1) = Ker(fy) para todo q.

Lema 2.1. Se verifica:

1. 0 — Gy L G2 es exacta si, y solo si, [ es inyectivo.

2. G1 i> Go — 0 es exacta si, y solo si, f es sobreyectivo.

3. 0— Gy L Go N G3 — 0 es exacta si, y solo si, f es inyectivo, g es
sobreyectivo e Im(f) = Ker(g), en cuyo caso, g induce un isomorfismo
entre el Coker(f) y Gs.

Demostracion. 1. =) Supongamos que la sucesion es exacta y llamemos
nul a la aplicacion que va de 0 a Gp. Se tiene que Im(nul) = Ker(f),
pero, al ser nul una aplicacion que sale de 0, su imagen se restringe al 0,
luego Ker(f) =0, por lo que f es inyectiva.

&) Supongamos ahora que f es inyectiva, es decir, Ker(f) = 0. Como nul
es una aplicaciéon que sale de 0, su imagen se restringe al 0. Se concluye
que Ker(f) = Im(nul), por lo que la sucesion es exacta.

2. =) Razonemos por reducciéon al absurdo. Llamemos también nul a la

aplicacion que sale de G2 y llega a 0. Supongamos que f no es sobreyec-
tiva, es decir, existe a € Go\Im(f). Se tiene que nul(a) = 0. Por lo que
a € Ker(nul)\Im(f). Absurdo pues la sucesion es exacta.
&) Supongamos ahora que f es sobreyectiva. Se tiene pues que Im(f) =
G2. Ahora bien, como nul llega a 0, para todo a € Go, nul(a) = 0, por lo
que Ker(nul) = Go y tenemos que Im(f) = Ker(nul), asi que la sucesion
es exacta.

3. Es consecuencia directa del Primer Teorema de Isomorfia.

| Definicion 2.2. A una sucesion exacta del tipo 3 del lema anterior la de-
nomInaremos sucesion exacta corta.

| Definicién 2.3. Diremos que una sucesion ezacta corta

0— G- Gy =5 Gy — 0

es escindible cuando exista un homomorfismo p : G3 — Go tal que go p =id.
Claramente p tiene que ser inyectivo.

Proposicion 2.1. Toda sucesion exacta corta

0— Gy -5 Gy =55 Gy — 0,
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donde Gg es libre, es escindible.

Demostracion. Sea {e;}ie; una base de Gs. Al ser g sobreyectiva, existen ele-
mentos x; € Go tales que g(x;) = ¢;. Solamente hay que definir el homomor-
fismo p : Gg3 — G2 de manera que p(z a,-e,-) = Zaixi, y se tiene que
iel i€l
gop=id. u
. .l f f2 ..

Proposicion 2.2. Sea 0 — G — G2 — G3 — 0 una sucesion exacta
corta. Son equivalentes:

1. La sucesion es escindible.

2. G3 = f1(G1) ® G para cierto subgrupo G C Go isomorfo a Gs. En parti-
cular, G = G1 ® G3.

3. Eziste y : G — G tal que y o f1 =idg,.

Demostracion. 1. = 2. Supongamos que la sucesion es escindible. Existe,
por tanto, un homomorfismo p : Gg3 — G2 tal que p o fo = idg,. De aqui
deducimos que Go = Im(p) ® Ker(f2) pues, para todo x € Go, se tiene que
x = p(fa2(x)) + (x — p(f2(x)). Entonces Ga = G ® Ker(f2) con G = Im(p) pero,
por exactitud, llegamos a que Go = G ® f1(G1).

2. = 3. Consideremos la proyeccion natural 7 : Go — f1(G1) y la aplicaciéon
fl‘1 . f1(G1) — Ga. Al ser f7 inyectiva por exactitud, se cumple que y o f| =
(filom)o f1 =idg,.

3. = 1. De la misma manera que razonamos antes, de la igualdad y o fi
se obtiene que G2 = f1(G1) @ Ker(y). Entonces, por el Primer Teorema de
[somorfia y la igualdad Ker(f2) = Im(f1), tenemos que Ker(y) = Go/Ker(F3)
y el isomorfismo E : Go/Ker(f2) — Im(f2) inducido por fa2, donde Im(f2) =
G3 pues f2 es sobreyectiva por exactitud. Tomando p = (E)_1 se tiene que
po fa= idGQ' [ |

Proposicion 2.3. (Lema de los cinco) Sea el diagrama conmutativo

F S £, f2 Fy f3 Fi Sa F
]’ll hg h3 h4 h5
Gl 81 G2 82 G3 83 G4 84 G5

donde las filas son sucesiones exactas, ho y hy son isomorfismos, hy es sobre-
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yectiva y hs es inyectiva. Entonces hs es isomorfismo.

Demostracion. Vamos a probar primero que h3 es inyectiva. Para ello com-
probemos que su niicleo se reduce al 0. Sea x € F3 con h3(x) = 0. Como el
diagrama es conmutativo, se tiene que hyf3(x) = gzhs(x) = 0, y por ser hy
inyectiva, f3(x) = 0. Por exactitud, sabemos que existe y € F» con fo(y) = x
(pues x € Ker(f3)), siendo haga(y) = h3fa(y) = f3(x) =0, por lo que de nuevo,
por exactitud, existe z € G con g1(z) = ha(y). Como h; es sobreyectiva, existe
w € F1 tal que hy(w) = z. Pero ho f1(w) = gthi(w) = g1(z2) = ha(y), de donde
f1(w) =y, por ser hy inyectiva. Por tltimo, se tiene que x = fo(y) = fof1(w),
pero al ser una sucesion exacta, y € Ker(f2), luego x = 0. Con esto termina la
prueba de la inyectividad.

Probemos ahora la sobreyectividad. Dado y € G3, veamos que existe un x € F3
con h3(x) = y. Como hy es sobreyectiva, existe p € Fy con hy(p) = g3(y). Por
exactitud se tiene que hsf1(p) = gaha(p) = g4g3(y) = 0. Como hj5 es inyectiva,
f1(p) = 0y existe un r € F3 con f3(r) = p, otra vez por exactitud. Ahora tene-
mos gzh3z(r) = hyf3(r) = ha(p) = g3(y), de donde h3(r)—y € Ker(gs) = Im(g2).
Entonces existe un s € Go con go(s) = h3 — y. Como hy es sobreyectiva, exis-
te un t € Fy con ha(t) = s. Finalmente, cogiendo x = r — fa(¢) tenemos que
h3(x) = h3(r — f2(t)) = h3(r) — g2h2(t) = h3(r) — g2(s) = h3(r)—(h3(r)—y) = y.
Con esto concluimos la prueba. ]

Nota 2.1. Es importante recalcar que para probar la inyectividad de h3 solo
hemos usado la sobreyectividad de Ay y la inyectividad de ho v h4, y para
probar la sobreyectividad de 43 hemos usado tinicamente la inyectividad de hs
y la sobreyectividad de hy y ho.

Damos con esto por terminada la parte de sucesiones exactas. Pasamos ahora
a estudiar los complejos de cadenas y el concepto de homologia.

| Definicion 2.4.  Un complejo de cadenas € es una sucesion de grupos abe-
lianos y homomorfismos:

9q+1 9
> Cp1 — C— Cyg — ... (gez)

donde 0, 0 8441 = 0 para todo q. Los homomorfismos 8, se denominan opera-
dores borde.

A los elementos pertenecientes al nicleo de 04, al que denotaremos Z,(€), los
denominaremos q-ciclos, y llamaremos q-bordes a los elementos de la imagen
de Og+1, a la que denotaremos By(€). Es claro que By(€¢) C Z4(€). Defini-
remos entonces el g-ésimo grupo de homologia de € como el grupo cociente
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Hy (€)= Z,(€)|By(€). Denotaremos por z a la clase de homologia de un ciclo
Z, y diremos que dos ciclos son homdlogos si sus clases de homologia coinciden.
Para simplificar, omitimos con frecuencia el simbolo “o” de composiciéon de
aplicaciones.

| Definicion 2.5. Si € y €’ son dos complejos de cadenas, la suma directa
C @ C’ es el complejo de cadenas definido por los operadores borde
' ol 2 1 2
9,00, :C,0C; — Cq_1 @Cq_l.
| Definicién 2.6. Dados dos complejos de cadenas €' = {qu, 6q1} y €? =
{Cg, 83}, un homomorfismo de complejos de cadenas f : €' — €? es una
familia de homomorfismos f = {f, : qu — CqZ} verificando que, para cada q,

el diagrama

al
1 4 1
C‘I Cq—l
fq l J fq—l
62
2 49 2
Cq Cq—l

es conmutativo. La conmutatividad implica, en particular, que fq(Zq(Cfl)) -
Zq(‘gz) y fq(Bq(‘fl)) C Bq(ch)_ Por tanto, f induce homomorfismos

S Hq(cgl) B Hq(cgz);

donde f.(z) = f4(2). A fi lo llamaremos homomorfismo inducido por f.
Nota 2.2.  Se puede verificar facilmente, con la simple aplicacion de la defini-
cion, que id, =id y que (go f). = g« 0 fu.

| Definicion 2.7. Diremos que una sucesion de complejos

0— @' Le? 5 e —o0
., 1 fq 2 8q 3
es exacta cuando la sucesion 0 — Cq — Cq — Cq — 0 sea exacta, para
todo q.

Proposicion 2.4. Dada una sucesion exacta de complejos como la de la

definicion anterior, se tiene que la sucesion Hq(%l) i) Hq(%Z) AN Hq((fg)

es exacta.
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Demostracion. ‘Tenemos que ver que Im(f.) = Ker(g.). Empecemos com-
probando que Im(f.) C Ker(g.), pero esto es sencillo, pues g o f = 0, luego
g«fx =(go f)=0,=0y, por tanto, Im(f,) C Ker(g.).

Veamos ahora la otra inclusion. Sea 73 € Ker(g.), es decir, g.(z2) = g4(z2) = 0.
3+1()C3) = g4(z2) por definicion de
borde. Como la sucesion es exacta, existe xg € Cyq1 con gg1(x2) = x3 (pues
todo elemento de C3 pertenece al niicleo de la aplicacion que va de C3 a 0).

Entonces, g,(z2 — (9q2+1(x2)) = g4(z2) - 03+1(x3) = 0 y, por exactitud nueva-

Sabemos que existe un x3 € C3+1 tal que 0

mente, existe un z; € qu con fu(z1) = 22 — (9q2+1(x2). Ademés, se tiene que
fq_lé)(}(zl) = anfq(Zl) = 63(@ - a§+1(x2)) = 0, y como f,_1 es inyectiva,

ﬁql(zl) = 0. Asi, 71 € Ker(g.) y f«(z1) = z2—8q2+1(x2) = Z3. Por lo tanto,
Ker(g.) C Im(f.) y la prueba esté terminada. [}

Proposicion 2.5. Dada una sucesion exacta de complejos
1 S o2 8 o3
0—% — ¢ —> ¢ — 0,
existe un homomorfismo 0, : Hq(%g) —> Hq_l(cﬁl) tal que la sucesion

s Hy(") L5 Hy 6 25 Hy 6% 2 He (6 — ..

es exacta.

Demostracion. Definamos el homomorfismo d,. Tomamos 73 € Hq(‘f?’). En-
tonces, por exactitud, existe un xo € Cq2 con g,(x2) = z3. Tenemos que
gq_lc')g(xg) = 8§’gq(xQ) = (93(23) = 0, luego existe un tnico y; € qu_l con
fa-1(31) = 8; (x2). Observamos que fy—28, (1) = 3, fo-1(y1) = 897 (x2)
0. Ademads, como f,_o es inyectiva, ha de ser (9;_1()71) = 0, de donde se deduce

que y; es un ciclo y se puede considerar yy € Hq_l(cfl).
Comprobemos que la definicion del homomorfismo asi dada es consistente, vea-
mos que y; no depende de las elecciones tomadas anteriormente. En efecto, si
’ 2 : ’N — o : ’ o =
xy € €y verifica gue 84(x5) = z3 para un mert?()) Z con zg = Z3, tenemos que
. , .
existe un wsg € Cq+1 de manera que z§ = z3 + 8q+1(W3). Entonces, se tiene que

8a(xy) = 23+ 03 (wa).

Ahora, como g,-107(x}y) = 83gn(xy) = 8)(z3 + 0}

g+1
co yj con fu1(y]) = (93(x’2). Se tiene que g,(x}, — x2) = 8§’+1(W3) y para ws
existe ys € C§+1 con gq+1(y2) = ws. Asi, tenemos que gq(x}, — x2 — (9q2+1(y2)) =

97.1(w3) = 8, 184+1(y2) = 0.

. . . . 1 _ ’ 2
Por exactitud, existe un tnico elemento a; € C, con fqlar) = x2—xQ—6q+1(y2).

(w3)) = 0, existe un 1ni-
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Entonces, fo1(y] = y1) = 87(x} — x2) = 87(fy(a1) - 55+1(Y2)) = 87 fq(a1) =
fq_l(ﬁc}al). Como fy-1 es inyectiva, ha de ser y] —y1 = 6q1(a1) y, por tanto,
Yp = 1.

Definimos entonces 0.z3 = y1. Notemos que 0, es en realidad un homomor-
fismo, pues dado /lzé + ,uz% podemos elegir el xo asociado a /lz?l) + ,uzg como
/lx% + ,ux%, donde xé estd asociado a zé, i=1L2y A, ueZ

Estamos en condiciones de probar la exactitud de la sucesién. Para ello, te-
niendo en cuenta la proposicion 2.4, basta probar las siguientes inclusiones:

1. Im(d,) € Ker(f.). Dado 8.z3 = y1, sabemos que f,_1(y1) = 83()62).
Entonces, f.(31) = fg-1(y1) = 07(x2) = 0.

2. Ker(f.) C Im(d.). Sea f.(y1) = 0. Entonces existe x9 € Cg con fy_1(y1) =
c')qz(xg). Como 63gq(x2) = gq_l(')qz(xz) = g4-1f4-1(y1) = 0, por exactitud
tenemos que z3 = g4(x2) es un ciclo y 8.(z3) = y1.

3. Im(g.) € Ker(d,). Tenemos que 0,8.(x2) = 0.g,(x2) = y1 = 0, pues y;
verifica que f,_1(y1) = (93()6'2) = 0 y por ser f,_1 inyectiva se tiene que
y1=0.

4. Ker(0.) € Im(g.). Sea z3 con 0.(z3) = y1 = 0. Entonces, f,—1(y1) =
qu(xQ), 8q(x2) = z3 y existe wy € C,} con 8;(w1) = yy. Asi, se tie-
ne entonces que fq_1(y1) = fq_lac}(wl) = agfq(wl) = 83()@). Luego
03()62 — fqw1)) =0y x2— fy(w1) es un ciclo. Ademas, g.(x2 — fq(w1)) =
8q(x2) — 84 fn(w1) = Z3, pues g, fa(w1) = 0 por exactitud.

| Definicién 2.8. A una sucesion del tipo de la proposicion anterior la lla-
maremos sucesion exacta larga de homologia.

| Definicién 2.9. Sea € = {Cy, 04} un complejo de cadenas. Para cada entero
g, sea C, € Cy un subgrupo tal que 0,(Cp) € C;—y A la familia ¢ = {Cy, d4lc; }
la denominaremos subcomplejo de € .

| Definicién 2.10. Sea € un complejo de cadenas, y €' y €> dos subcomple-

jos suyos. Consideramos la sucesion exacta 0 — €1 NE> L lee? L €,
donde iz(x) = (x,—x) y jg(x,y) = x +y. Entones, de la sucesion anterior se
obtiene la sucesion exacta corta de complejos

0—E ne2 5 ee? L Im(j) — 0
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donde Im(j) es el subcomplejo de € formado por las imdgenes Im(j,). A la su-
cesion exacta larga de homologia asociada a la anterior sucesion exacta corta de
complejos la denominaremos sucesion de Mayer-Vietoris del triple (€, €, €?):

o Hy(E' N2 — Hy(' © €2) — Hy(Im(j)) > Hy (€' 062 > ...

Nota 2.3. Recalquemos que Im(j) es el siguiente subcomplejo de €, €1 +€> =
{C;+C§, 04). Ademaés, se tiene el isomorfismo Hq(%l)eaHn (6?) = Hq(%léB%Q).

| Definicion 2.11.  Diremos que un complejo € = {Cy, 04} €5 positivo cuando
C, =0 para todo entero g < 0.

| Definicién 2.12. Sea € = {Cy 04} un complejo positivo. Denominaremos
aumento de € a un homomorfismo sobreyectivo € : Co — 7Z tal que €09y = 0.
Si 62 =0y paraqg >1y 83 = €, entonces ¢h = {Cg, 02}, donde Cg =Cy 51920,
Cﬂl =27y Cg =0 st g < —1, es un complejo de cadenas al que llamaremos
complejo aumentado de € .

Figémonos en que Hy(€¢) = Hq(%ﬁ) cuando g > 1 y H_1(€% = 0. Un homo-
morfismo entre complejos aumentados es un homomorfismo de complejos de
cadenas f :{(‘qu)ﬁ, (3[})ﬂ} —>{(<€q2)ﬂ, (ag)ﬂ} con f_1 =id.

A la homologia Hg(‘g) = Hq(%”) la denominaremos homologia reducida de € .

| Definicion 2.13. Dada la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
positivos 0 — €1 i) ¢ 243 0 y aumentos €1 y €3 tales que ez 0 fy =

# #
€1, construimos la sucesion ezacta 0 — (€1)* Eif (62 £, (€% — 0. A

la sucesion larga asociada
L — HY(@Y) — Hy(@?) — HY(©) — HE_ (61 — ..
la denominaremos sucesion exacta larga de homologia reducida.

| Definicién 2.14. Dados dos subcomplejos €1, €* del complejo de cadenas
positivo € y un aumento € : Co — Z tal que 6|C§mcg es un aumento, podemos

considerar los complejos aumentados ¢ (EHE, (€2)F y (€' n €. De la

sucesion exacta corta 0 — €1 NE2 — €L o €2 L5 € se obtiene la sucesion
i it

exacta corta 0 — (€1 N EHF — (EHt @ (€2)F AN Im(jH¥ — 0 que en el

lugar =1 es 0 — Z — Z®Z — Z —> 0 con los homomorfismos obvios. Se

obtiene asi la sucesion exacta larga

.= Hi(E'n%?) - HUEHOHNE) — HiIm() 5 H_(€'n%?) > ...
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a la que llamaremos sucesion de Mayer- Vietoris reducida del triple (€; 6", €2).

| Definicion 2.15. Diremos que dos homomorfismos de complejos de cade-
nas f,g : €' — €* son homdtopos cuando exista una familia de homo-
morfismos {hy : Ct} — C§+1
fe—84= 83+1hq + hq_la; para todo q € Z. Denotaremos que f y g son homo-

}, a la que llamaremos homotopia, de modo que

topos mediante f ~ g.
Lema 2.2. La relacion de ser homdtopos es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Efectivamente, es una relacion reflexiva, pues la familia {h,}
con hy = 0 hace que f ~ f. También es una relacion simétrica, ya que si f ~ g
por medio de {h,}, entonces g = f por medio de {—h,}. Por ultimo, la relacion
es transitiva, puesto que si f ~ g por medio de {h;} y & = k por medio de {hg}
entonces f =~ k por medio de {hé + h?[}. [

Lema 2.3. Seanl: €' — €?; f,.g:€*> — €2 y k : €3 — €* morfismos
de complejos. Se verifica que si f ~ g, entonces ko f ~kogy fol~gol.

Demostracion. Sea {hy} una homotopia entre f y g. Consideremos la familia
{kg+10 hy} y veamos que es una homotopia entre k o ' y k o g. Efectivamente,
kqfq—kq8q = kq(hg107+8] 1 hg) = kghg-10] + 8, kgs1hg, por lo que si que es
una homotopia. Ahora consideremos la familia {h, o[,} y comprobemos que es
una homotopia entre foly gol. Se tiene que f,l,—g4ls = (hq_16q2+85’+1hq)lq =

hq_llq_lﬁc} + 8§’+1hqlq por lo que si que es una homotopia. [

Corolario 2.1. Sean f,g: €' — €2 y k,s : €> — € tales que f ~g y
k ~s. Entonces ko f ~sog.

Demostracion. Por la proposicion anterior, ko f ~ ko g ~ so gy, como la
relacion de ser homoétopos es transitiva, hemos acabado. [

| Definicién 2.16.  Diremos que un homomorfismo de complejos de cadenas
f €' — €? es una equivalencia homotdpica cuando ezista g : €°> — €*
tal que fog ~idy y go f ~idy. En este caso diremos que €' y €2 son
homotépicamente equivalentes y que g es una inversa homotopica de f.

Proposiciéon 2.6. Si f,g : €' — €? son homdtopos, entonces los homo-
morfismos inducidos en homologia coinciden, es decir f. = g. siendo

f*’ 8+ - Hq(%l) — Hq(cg2)'

Demostracion. Sea {hy : ‘qu — Cﬁqal} una homotopia entre f y g. Entonces

six € Zq(‘ﬁl), se tiene que
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Fa(0) = 84(x) = 87, 1 hq(x) + hg-19,(x) = 37, 1 hg(x) € By(C?).

Luego fu(X) —g«(X) = f4(x) = gq(x) = fy(x) — g4(x) = 0§+1hq(x) = 0. Asf pues,
S = 8 [

Corolario 2.2. Si f: €' — €? es una equivalencia homotdpica, entonces
S Hq(‘fl) — Hq(%2) es un isomorfismo para todo entero q.

Demostracion. Sea g : €> — €' una inversa homotépica de f. Por la

proposicién anterior, g. o fi = (g0 f)« = (idyg1). =id, y feo g = (f0g) =
(idg2)s« = id, siendo entonces f,. y g isomorfismos. [

2.2 Homologia Simplicial Orientada

En esta seccion aplicaremos casi todo lo estudiado en la seccion anterior para
introducirnos en el mundo de la homologia simplicial. Definiremos la homologia
orientada, la homologia reducida orientada y la homologia relativa orientada
y demostraremos algunos de los resultados mas importantes relacionados con
ellas. Resumiendo, llevaremos el concepto de complejo de cadenas al terreno
de los poliedros y empezaremos a desarrollar la teoria principal sobre la que
gira este trabajo.

Primeramente vamos a definir el concepto de orientacién, basico para lo que
queda de capitulo.

Sean ag, ai, . . ., ag puntos afinmente independientes de R". Recordemos que
o = <ap,ai,...,aq>

es el simplice geométrico de vértices ag, ai, . . ., ay, es decir, la envolvente con-
vexa del conjunto {ag, ai, . . ., a,}. Diremos que dos ordenaciones de los vértices
de o son equivalentes si tienen la misma paridad, es decir, si se puede pasar de
una ordenacion a la otra mediante un nimero par de trasposiciones. Asi pues, la
ordenacion (ag, ai, . . ., aq) es equivalente a la ordenacion (ar (), (1), - - -» Ar(q))
si m es una permutacion par de los indices 0,1, ..., g. Tenemos una tnica clase
de equivalencia si ¢ = 0, en los demaés casos tenemos dos clases de equivalen-
cia. Cada una de estas clases es una orientacioén de o. Un simplice orientado es
un simplice geométrico junto con una orientacién del mismo. Asi pues, salvo
en dimension cero (¢ = 0), cada simplice geométrico da lugar a dos simpli-
ces orientados. Denotaremos con [ag, ay, - . ., aq] el simplices orientado formado
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por el simplice geométrico <ap, ay, ...,a,> y la clase de equivalencia de la or-
denacion (ag, a1, ...,a4). Diremos a veces que <ag,ai,...,a,> es el soporte
geométrico de [ag, a1, . . ., aq).

Denotaremos con G4(K), g > 0, el grupo abeliano libre engendrado por los g-
simplices orientados de K. Para cada g-simplice o € K, ¢ > 0, sean 01 y 02 los
dos simplices orientados con soporte o. Denotaremos con N, (K) el subgrupo
de G,(K) engendrado por los elementos o1 + 02, variando o en el conjunto de
los g-simplices de K. Consideraremos el grupo cociente C,(K) = G4(K)/Ny(K).
Diremos que C,4(K) es el grupo de las g-cadenas simpliciales orientadas de K.
Si ¢ € G4(K), denotaremos provisionalmente con ¢ la clase de equivalencia de
cen Cy(K) = G4(K)/Ny(K).

Si o es un 0-simplice geométrico, entonces so6lo hay un simplice orientado con
soporte o. Asi pues, Co(K) es el grupo abeliano libre engendrado por los 0-
simplices (o vértices) de K. Para ¢ > 0, C,(K) también es un grupo abeliano
libre. En este caso, una base se obtiene al tomar, para cada g-simplice o € K, la
clase en C,(K) de uno (y sélo de uno) de los g-simplices orientados con soporte
o. Obsérvese que o5 = —o 1. Como es tradicional en esta materia, omitiremos
la tilde en la escritura las g-cadenas y, en consecuencia, escribiremos o = —07.

Para definir un homomorfismo de grupos f : C,(K) — G, lo habitual sera
definir un homomorfismo de grupos f : G,(K) — G y obtener f por paso
al cociente de f, una vez comprobado que f se anula sobre los generadores
o1+03 de Ny, es decir, que f(o2) = —f(01), para todo g-simplice o € K. Para
definir el homomorfismo f : G4(K) — G, es frecuente definirlo primero sobre
los elementos de la base formada por los g-simplices orientados, y extenderlo
después por linealidad. Ahora bien, si o es un g-simplice orientado de K, lo
habitual para definir f (o) serd tomar una orientacion concreta (ag, ai, . .., aq)
de los vértices de o y ver que la definicion de f(o) no varia si efectuamos
una permutacion par de los indices. Asi pues, siguiendo este esquema, una vez
definido f([ap, a1, ..., a4)) utilizando la ordenacion (ag, a1, . . ., a,), para definir
correctamente f tenemos que comprobar las dos siguientes condiciones:

1. f(lao,ay, ..., aq]) no varia si efectuamos una permutacion par de los in-
dices. Garantizamos asi que el representante elegido de la orientacion del
g-simplice no influye en el valor que toma f sobre el g-simplice orientado
en cuestion.

2. f(lao, a1, ..., a4)) cambia de signo si efectuamos una permutacion impar
de los indices. Garantizamos asi que el homomorfismo f pasa el cociente.
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Puesto que el grupo simétrico S, estd engendrado por las trasposiciones de
indices consecutivos, las anteriores condiciones (1) y (2) quedaréan satisfechas
si comprobamos que f([ag, a, .. .,aq]) cambia de signo cuando trasponemos
dos indices consecutivos. Asi lo haremos habitualmente.

| Definicién 2.17. Denotaremos por 04 al homomorfismo:
04 : C4(K) — Cy1(K)
definido por la extension lineal de:
q .
dy([av, .. ..ag) = Y (~f[ao, ... G-, a)
i=0

donde [a, ..., a4, ..., a4) indica el (q—1)-simplice orientado obtenido al elimi-
nar el vértice que ocupa el lugar i.

Lema 2.4. La definicion de 0; no depende de la permutacion que define
lao, ..., a4]. De hecho, si a’? Y 0'3 son las dos posibles orientaciones de o4, se
tiene que que Bq(of + O'g) = 0.

Demostracion. Como toda permutacion se puede expresar como producto

de trasposiciones, nos basta con probar que si o1 = [ag,a1,...,a4] ¥ 02 =
la, ap, . . ., aq), se tiene que d,(01) + d4(02) = 0. Para ello observemos que:
q
0y(01) = [ar,as, ...,a4] — lao, as, . .., a4) + Z(—l)[ao, ati, ..., Q. ..,dq)
i=0
y
q
0y(02) = [ag, as, ...,a4 — lar, as, ..., a4] + Z(—l)[ao, ati,...,d...,dq)
i=0
Por definicion de C,-1(K), se tiene que d,(o1 + 02) = 0. [

Lema 2.5. Se cumple que 0;0,41 = 0.
Demostracion. Vamos a probar que d,0,41 se anula en los generadores y, por
tanto, es el homomorfismo nulo. Se tiene que

q+1
aqaq+1[a0’ e aq+1] = aq (Z(_l)l [ao’ e Zl\l" st aq+1]) =
i=0
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g+1 g+1

. - L
:Z(—D’(Z(—DJ [ R R
i=0 j>i

Jj<i

+Z(—1)1[a0,...,Ej,...,@,...,aq+1])
j=0

Entonces el simplice [ag, ..., a, ..., a, ..., a4+1] aparece dos veces en la expre-
sion que hemos calculado con signos opuestos, una vez cuando desaparece ay y
otra cuando desaparece a;. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que k < t.
En el primer caso. i = k < j =t y el coeficiente es (-DK(=1)"1, en el segundo
caso, i =t > j = k y el coeficiente es (=1)’(=1)*. Por tanto, todo simplice
aparece con coeficiente nulo, y hemos terminado. ]

| Definicion 2.18. El complejo de cadenas €.(K) = {Cy(K), 04} positivo es
el complejo de cadenas simpliciales orientadas de K. A los grupos de homologia

de este complejo los denotaremos por Hy(K). Diremos que Hy(K) es el g-ésimo
grupo de homologia simplicial orientada de K.

Ejemplo 2.1.  Sean ag, a1 y ag tres puntos no alineados de R2 y o = <agp, ai, ax>.
Sea K el l-esqueleto de K, (este es el complejo simplicial formado por o y
todas sus caras). Calculemos sus grupos de homologia simplicial orientada.
Consideremos el complejo de cadenas:

0— C1(K) — Cp(K) — 0.

En Ci(K) consideramos la base [ag, ail, [a1,az],[ao, a2] y en Cyo(K) la base
[apl, [a1], [az]. Asi pues,

C1(K) = Zlay, a1] ® Z[a1, as] ® Z|ay, as).
Co(K) = Zlag) ® Z[a1] ® Z|as).

Teniendo en cuenta que

d(lao, a1]) = |a1] - [ao],
d(la1, az)) = |az] — [a1],
d([ao, az]) = |az] - [ao],



28 CAPITULO 2. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

tenemos:

1. Ho(K) = Zo(K)/Bo(K) = Co(K)/Bo(K) = Ab{[ao), [a1], [a2]:[a1] = [ao), [a2] =
[al], [ag] = [ao]} = Ab{[ao]} = 7.
2. Hi(K) = Z1(K)/B1(K) = Z1(K)/{0} = Z1(K).

Para calcular Z;(K) resolvemos la ecuacion matricial:

-1 0 -1 X1 0
1 =1 0 [[{x2]=]0
1 1 X3 0

lo que equivale a resolver el sistema:

—x1—x3=0
X1 — X9 = 0
X9 + X3 = 0
que es equivalente a:
X1 = X2
X3 = —X2

Asi pues, si z = xi[ag, a1] + x2[a1, as] + x3]ap, az] es un ciclo, entonces z =
x2([ag, a1] + [a1, az] — [ao, az]) = x20([ao, a1, az)), es decir, Z1(K) es el grupo
abeliano libre engendrado por d([ag, ai, az]). De donde, Hy(K) = Z;(K) = Z.

Mas adelante (homologia del complejo simplicial cono), generalizaremos lo an-
terior. Veremos alli que si o = <ag,aq,...,a,+1> es un (n + 1)-simplice y K
es el n-esqueleto de K, (luego K es una triangulacion de la esfera S"), en-
tonces Hy(K) = Zsiqg=0o0ny Hy(K) =0 en los restantes casos. De hecho
veremos que H,(K) es el grupo abeliano libre engendrado por la clase de homo-

logia de d([ag, a1, - - ., an+1]). (Obsérvese que o ¢ K, pero d([ag, ai, . - -, ans1]) =
n+1l

Z(—l)i[a(,, ee s @iy . . ., Ayy1] pertenece ciertamente a Z,(K)).
i=0

Proposicion 2.7. Si K # 0, el complejo de cadenas positivo {Cy(K), 0y}
admite aumento.

Demostracion. Sea € : Co(K) — Z el homomorfismo extension lineal de

4]
€(a) = 1 para todo vértice a € K. La composiciéon Ci(K) REN Co(K) 5 Zes
nula, si tomamos [ag, a;] € C1(K) se tiene que € o d1([ap, a1]) = €(a; — ap) =
1-1=0. [ |
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Notacion 2.1. A los grupos de homologia simplicial orientada reducida de
K los denotaremos por Hg. Mientras no haya lugar a confusion, a partir de
este momento, llamaremos simplemente grupos de homologia a los grupos de
homologia simplicial orientada (tanto en el caso de la homologia ordinaria como
en el de la reducida).

Proposicion 2.8. Sean K y L dos complejos simpliciales y ¢ : K — L
una aplicacion simplicial. Entonces ¢ induce un homomorfismo de comple-
jos de cadenas C(p) definido por la extension lineal de C(¢)(lao,...,aq4]) =
[p(ao), ..., e(ay)] si no aparecen vértices repetidos y C(¢)([ao, ...,aq]) =0 en
caso contrario. En particular, si ¢ = id, entonces C(¢) =id y st ¢ : L — M
es otra aplicacion simplicial, se tiene que C(¢ o ¢) = C(¢) o C(yp).

Demostracion. Es inmediato que la definicion de C(¢) no depende de la per-
mutacion que define la orientaciéon. Comprobemos la igualdad 8, o C(¢) =
C(¢) 0 0. Si @ no repite ningiin vértice tenemos

q
C(p) 0 04([ap, ..., aq]) = C(go)(Z(—l)i[ao, ey .,aq]) =
i=0
q
= D (@), ... @, ..., ¢(ap))) = 8, 0 C(@)([ap, .., a,))
i=0
Si ¢ repite algtin vértice, digamos ¢(a;) = ¢(a;), se tiene que
940 C(¢)(lap, .. .,a4]) = 0.

Por otro lado
q .
D =Dy (ap, -, @ .. ag)) = 0
i=0

pues si k # i, j, entonces C(¢)([ao, . ..,k - .., aq4]) = 0y, suponiendo que i < j,
se tiene entonces

(—=Di[p(ag), . . ., /(c;),...,cpglL),...,go(aq)] +
+ (=1 [p(ao), . ... o(ai), ..., (aj), ..., p(ag)] =0

ya que, en caso de no haber més vértices repetidos, como ¢(a;) = ¢(a;), el
ntimero de trasposiciones para pasar del primer simplice ordenado al segundo
es j —i — 1. Obsérvese que ¢(a;) ocupa el lugar j — 1 en el primer simplice.
La formula C(¢ o ¢) = C(¢) o C(¢) se comprueba facilmente por la propia
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definicion de C(¢). [

Corolario 2.3. Toda aplicacion simplicial ¢ : K — L induce un homomor-
fismo

(T2 Hq(K) B Hq(L)

tal que (o @) = p. 0@, eid, =id.

Demostracion. Esto ya se vio en la Definicion 2.4. [

Vamos a estudiar ahora la homologia cero-dimensional, es decir, Hy(K), y
vamos a dar una interpretacién geométrica de este grupo.

| Definicion 2.19. Sea K un complejo simplicial. Diremos que dos vértices
v y w de K estdn conectados, v ~ w, si existe una sucesion de vértices de
K, aop,...,aq, tales que v = ag, w = aq y <a;,a;41> es un I-simplice de K
para cada i. Se comprueba sin dificultad que este concepto de conexrion es una
relacion de equivalencia.

Dado un vértice v de K, llamaremos componente de simplicial de K al conjunto

C, = U st(w, K)
w~y
Proposicion 2.9. Las componentes simpliciales de un complejo simplicial K
coinciden con las componentes conexas del poliedro |K]|.

Demostracion. Se tiene que toda componente simplicial C, es abierta pues es
union de conjuntos abiertos. Ademéas C, = C,» si v =V'.

Veamos ahora que las componentes simpliciales son conjuntos conexos, de he-
cho, conexos por caminos. Sea v un vértice de K y w otro vértice tal que w ~ v
con x € st(w,K). Sea ay, ...,a, la sucesion de vértices que conecta v con w.
Veamos que el camino con vértices sucesivos ay, . . ., dg, X estd en C,. Se tiene
que a; ~ v por definicién, por lo tanto, st(a;, K) € C, y, en particular, la aris-
ta <aj, a;+1> esté contenida en C,. De forma similar se prueba que la arista
<agy, x> estd contenida en st(agy, K), que a su vez estd contenida en C,. Luego
C, es conexo por caminos.

Por dltimo, veamos que dos componentes simpliciales distintas, C, y C,-, son
disjuntas. Supongamos que x € C, N C,,. Entonces x € st(w, K) para algin w
tal que w ~ v. De la misma manera, x € st(w’, K) para algin w’ tal que w’ ~ v’.
Como x tiene coordenadas baricéntricas positivas con respecto a ambos, w y
w’, algun simplice de K tiene a w y w’ como vértices. Entonces <w, w’> es un
1-simplice de K, por lo que w ~ w’. Esto implica que v ~ V', luego C, = C,.
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Al ser abiertos, conexos y disjuntos, los conjuntos C, coinciden, necesariamen-
te, con las componentes conexas de |K]|. [

Teorema 2.1. Sea K un complejo simplicial con r componentes simpliciales.
Entonces Hy(K) es un grupo abeliano libre que es isomorfo a la suma directa
de r copias de Z. De hecho, si v; es un vértice perteneciente a la componente
simplicial C;, i =1,...,r, entonces las clases de homologia de las 0-cadenas v;
forman una base de Hy(K).

Demostracion. Dado un vértice w de K, este pertenece a alguna componente
conexa de |K|, llamémosla C;. Por hipdtesis, w ~ v;, luego existe una sucesion
aop, .. .,aq de vértices de K que conecta v; con w. Consideremos la 1-cadena
¢ = [ag,a1] + ...+ [a4-1,a4]. Se verifica que d1(c) = a; —ap = w — vj, luego la
O-cadena w estd en la misma clase de homologia que la 0-cadena v;. Se deduce
entonces que cualquier 0-cadena de K es combinacion lineal de las 0-cadenas
vieconi=1,...,r.

Veamos ahora que una 0-cadena de la forma ¢ = Z h;ivi, con h; € Z, se anula

1=
unicamente si h; = 0 para todo i. Sea ¢ = 0i(d) para alguna 1-cadena d.
Como cada 1-simplice de K corta tnicamente a una componente conexa de
r

|K|, podemos escribir d = Z d;, donde d; esta formado por todos los términos
i=1 .
de d que cortan a C;. Como 01(d) = Z 01(d;) v 01(d;) “estd” en C;, se concluye

i=1
que 01(d1) = h;v;. Se tiene, por tanto, que para que c¢ sea nula, debe darse que

h; = 0 para todo i. Esto nos dice que {vy,...,v,} es una base de Ho(K) y que
cada clase de homologia cg con co € Zp(K), admlte una unica representacion de

la forma Z h;v;. La funcién Z hiv;i — (hy, ..., h,) es el isomorfismo buscado

i=1 i=1
entre Hy(K) y la suma directa de r copias de Z. (]

Veamos ahora cudl es la relacion entre la homologia ordinaria y la homologia
reducida que hemos definido anteriormente.

Teorema 2.2. FEl grupo Hg(K) es un grupo abeliano libre y ademds se verifica
que Hg(K) ®7Z = Hy(K). De hecho, si K tiene r componentes simpliciales y
consideramos una sucesion de vértices {v;}, coni = 1,...,r, donde cada uno
de ellos estd en una componente simplicial, entonces, fijando un indice j, las
clases de homologia de las 0-cadenas v; —v;, para i # j, forman una base de
HE(K).
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Demostracion. Dada una 0-cadena ¢, ya vimos que esté en la misma clase de
r

homologia que una cadena de la forma ¢’ = Z h;v; y que esta era nula tnica-
i=1

-
mente si h; = 0 para todo i. Ahora, si ¢ € Ker(€), entonces €(c) = e(z h,-vi) =
i=1

-
Z h; = 0. Si |K| tiene una tnica componente, esto implica que ¢’ = 0. Si | K|
i=1

tiene més de una componente, entonces ¢’ tiene que ser combinacion lineal de

las O-cadenas v; — v;. [ |

2.3 Homologia del Complejo Cono

Nos disponemos ahora a estudiar la homologia de un complejo simplicial muy
particular, el complejo cono. Esta sera la herramienta principal para determi-
nar los grupos de homologia de algunos espacios de mayor relevancia, como
por ejemplo el de la esfera (en realidad, una triangulacion de la esfera).

| Definicion 2.20. Sea K un complejo simplicial de R" y sea v un punto
de R" tal que cada rayo que parte de v interseca a |K|, como mucho, en un
punto. Definimos el cono de base K y vértice v como la coleccion de simplices
de la forma <v,ay,...,a,> donde <ay,...,a,> es un simplice de K, junto a
todas las caras de dichos simplices. Veremos a continuacion que el conjunto
anterior es un complejo simplicial, que denotaremos por v = K, y cuando no
haya confusion lo llamaremos inicamente complejo cono.

Proposicion 2.10.  El complejo cono antes definido es realmente un complejo
stmplicial y contiene al complejo simplicial K.

Demostracion. Sea <ay,...,a,> un simplice de K. Veamos primero que los
0 q

puntos v, ap, . . ., dq son afinmente independientes razonando por reducciéon al

absurdo. Si v estuviese en el plano P determinado por ay,...,a,, podriamos

considerar el segmento que une v con un punto interior x de o = <ag...a,>.
El conjunto int8o, abierto en P, contendria un intervalo de puntos de este
segmento, pero esto contradice el hecho de que el rayo que sale de v interseca
a |K| en un punto como mucho.

Veamos ahora que v+ K cumple la definicion de complejo simplicial. Los simpli-
ces de v * K son de tres tipos: simplices contenidos en K, simplices de la forma
<v,ap,...,a,>y el O-simplice v. Un par de simplices del primer tipo tienen



2.3, HOMOLOGIA DEL COMPLEJO CONO 33

interiores disjuntos porque K es un complejo simplicial. Ahora, si denotamos
o =<v,4a,...,a4>y T = <dy, ..., a,>, el simplice abierto intéo es la unién de
todos los segmentos abiertos que unen v con puntos de intdt, luego dos sim-
plices abiertos de este tipo no se pueden intersecar, porque ningin rayo con
punto base v contiene mas de un punto de |K|. Por la misma razén un simplice
del primer tipo y otro del segundo también tienen interiores disjuntos. ]

Ejemplo 2.2.  Si K, es el complejo simplicial que consiste en el simplice o =
<ag...ay>y todas sus caras, entonces K, = ag * K, donde 7 es la cara de o
opuesta a ag. Por tanto, todo simplice de dimensién positiva es el poliedro de
un complejo cono.

Nota 2.4. Dado un complejo simplicial K, es claro que dos complejos conos
cualesquiera v * K y w % K tienen poliedros isomorfos. Basta considerar la
aplicacion que lleva v en w y deja fijos los vértices K. Esta aplicacion induce
una aplicaciéon simplicial de |v = K| en |w * K|, que es el isomorfismo deseado.

Vamos ahora a estudiar los grupos de homologia de un complejo cono. Para
ello necesitamos antes introducir la “operacién corchete”.

| Definicion 2.21.  Sea v«K un complejo cono. Si o = |ag, . . .,a,] es un sim-
plice orientado de K, denotaremos por [v, o] al simplice orientado [v, ay, . . ., a4]
de v =« K. La operacion estd bien definida, pues intercambiar dos vértices en
lag, ..., a4 da como resultado intercambiar dos vértices en [v,ao, ..., a4|. De

Jorma mds general, si cqy = ZgiO',- es una q-cadena de K, definimos [v,cy| =

iel
Z gilv, oil.

iel
Nota 2.5. 1. Se comprueba facilmente que la operaciéon corchete es un ho-
momorfismo de Cy(K) en Cyy1(v * K).
2. Damos aqui el resultado de algunos céalculos que utilizaremos de forma
recurrente con la operacion corchete:

a(v, o)) o-v si dim(o) =0
v,o|) =
o —[v,d(0)] si dim(o) >0

De forma mas general tenemos las formulas:

A([v, co]) = co — €(co)v
A([v,cql) =cg—[v,0(cy)| sig >0

Teorema 2.3. Sea v * K un complejo cono. Se verifica que Hg(v * K) =0
para todo q.
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Demostracion. El grupo de homologia reducida Hg(v x K) es el trivial porque,
claramente, |v * K| es conexo. Para el caso en que g > 0, sea z, un g-ciclo de
v * K. Escribimos z, de una forma mads conveniente:

2g = Cq + [v,dg-1]

donde ¢, consiste en los términos de z, “contenidos” en K y d,—1 es una cadena
de K. Veamos que z, — d([v,¢;]) = 0.

Teniendo en cuenta la nota 2.5, se ve que z5 — 9([v,¢q]) = ¢g + [V, dy—1] — ¢4 +
[v,0(cq)| = [v,e4-1], donde e4_1 = dy_1 + 0(cy) es una cadena en K. Ahora,
como z4 es un ciclo, se tiene que

0= eg-1—€(eg-1)v sig=1
eq-1— [v,0(eg-1)] sig > 1
Se tiene entonces que la parte de esta cadena contenida en K es e,_1, por lo

tanto e,—1 = 0. Se concluye que z4 — d([v,¢q]) = [v,e4-1] = 0 y se tiene el
resultado buscado. [

| Definicion 2.22. Diremos que un complejo simplicial es aciclico si todos
sus grupos de homologia reducida son triviales.

Teorema 2.4. Sea o un g-simplice, g > 0. El complejo simplicial K, forma-
do por o y todas sus caras es aciclico. Sea L la frontera simplicial de o. Una
vez orientado o, se verifica que Hqﬁ_l(L) es el grupo ciclico infinito generado

por la cadena 0(o). Ademds H?(L) =0 para todo i # g — 1.

Demostracion. Como K, es un complejo cono, es aciclico. Comparemos ahora
los complejos de cadenas:

6,1 0q_1 61 €
Cq(Ka') — Cq—l(Ka') — ... CO(KO') —Z

954 a1 €
0—Cyi(L) — ... > C(L) — Z

Es claro que los grupos de homologia de ambos complejos coinciden hasta
dimension g — 2. Estudiamos ahora qué pasa en el caso g —1si g > 1,

Hy1(L) = Zy1 (L) = Ker(9g1) = Im(,)

La primera igualdad se da porque no hay (g — 1)-bordes, y la Gltima porque
H, 1(K,) = 0. El grupo Cy4(K,) es un grupo ciclico e infinito generado por o.
Por lo tanto, Im(d,) es ciclico, estd generado por d,(c) y es infinito porque
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Cy-1(Ky) no tiene torsion. El argumento para el caso g = 1 es similar pero
reemplazando d,-1 por €. [

2.4 Homologia Relativa y Sucesién de Mayer-
Vietoris

Supongamos que K es un complejo simplicial y L es un subcomplejo de este.
A veces sucede que conocemos los grupos de homologia de uno de ellos pero
necesitamos conocer también los del otro. En esta seccién vamos a intentar
dar una solucién a ese problema. Para ello usaremos el grupo de homologia
relativa. La idea intuitiva es suprimir todas las cadenas de L usando grupos
cocientes. Casi todos los conceptos que se usan en las demostraciones de esta
seccion estan ya explicados en la seccion previa de Algebra Homologica.

| Definicién 2.23. Sea K un complejo simplicial y L € K un subcomple-
jo. El complejo de cadenas {C4(L),0;} donde 0, = d4lc, 1) €s un subcomplejo
de {Cy(K),0,}, y llamaremos homologia (simplicial orientada) relativa del par
(K, L) a la homologia del complejo de cadenas relativas:

C.(K, L) ={C,(K, L),d,)={C,(K)/Cy(L),d,}

donde 551 es el paso al cociente del operador borde 9,

Proposicion 2.11. Si L es un subcomplejo de K, se tiene la sucesion exacta
larga de homologia (simplicial orientada) del par (K, L)

. — H,(L) = Hy(K) -5 Hy(K,L) — H,_y(L) —> ...

Demostracion. Nos basta con considerar la sucesion exacta corta de complejos
de cadenas

0 — C.(L) - C.(K) - C.(K.L) —> 0

donde i es la aplicacion inclusion y j es la aplicacion de paso al cociente.
Aplicando la proposicion 2.5. se tiene el resultado buscado. ]

Nota 2.6. Si reemplazamos Cy4(K) y C4(L) por los complejos aumentados
Cg(K) y Cg(L) obtenemos que el complejo relativo con aumento coincide con
el propio complejo y tenemos asi la sucesion exacta larga de homologia relativa
reducida
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. — Hi(L) — HYK) — Hy(K,L) — Hj_l(L) — ..

Ejemplo 2.3. Sea o un g-simplice. Sea K, el complejo simplicial formado por
o y todas sus caras. Sea L el (¢ — 1)-esqueleto de K, g > 2. Vamos a calcular
H,(K,L).

Como g > 2, se verifica que K, y L tienen las mismas (-cadenas y las mismas 1-
cadenas, luego Ho(K, L) = Hi(K, L) = 0. Para g > 1, consideramos la sucesion
exacta

.— Hy(K) — H,(K,L) — H,_1(L) — H,1(K) — ...

Como Hy—1(K) = Hy(K) = 0, se comprueba facilmente que H,(K, L) = H,_1(L).
Hemos visto en el Teorema 2.4 que H,_1(L) = Z. Luego H,(K,L) = H,_1(L) =
Zy H,(K,L) =0 para todo p # q.

Proposicion 2.12.  Sea K un complejo simplicial y K1 y Ko dos subcomplejos
de K. Entonces existe una sucesion exacta de Mayer-Vietoris

® Y A
. Hq(KlﬁKg) - Hq(K1)@Hq(K2) - Hq(Kl UK>) — Hq_l(KlﬂKg) - ...

donde p(x) = (i1,(x),i2,(x)) y ¥ (x) = j1,(x) + jo,(x), siendo j, : K; — K1 UK>
ei;: KiNKy — Ky, t = 1,2, las correspondientes inclusiones.

Demostracion.  Tal y como dijimos en la definicién 2.14, tenemos la sucesion
exacta

/] . A
5 Hy (61 N6 S Hy (%) @ Hy(Go) > Hy(Im(j)) > Hyr (61N Go) > ...

donde 6; = {Cy(K;), 0,4}, i = 1,2. Ahora, se cumple que 61 N %2 = C.(K1 N K>?).
Ademas, Im(j) = C,(K1UK>). En efecto, que Im(j) € C,(K1UK>3) se obtiene de
forma trivial. Para ver la implicacion contraria, si o € K1 U Ko es un simplice
orientado, entonces o € K; o o € Ks. Si, por ejemplo, o € Ki, entonces
j(o,0) = o, con lo que o € Im(j). De manera similar se hace para K3. De esta
manera se tiene que todos los generadores de C, (K1 U K») estan en Im(j), con
lo que se ve la igualdad. ]

Nota 2.7. 1. La sucesion exacta de Mayer-Vietoris que acabamos de cons-
truir también es valida para la homologia reducida.
2. Por el segundo teorema de isomorfia tenemos para todo ¢ el isomorfismo

ig: Cq(K2)/(Cy(K1) N Cy(K2)) — (Cy(K1) + Cy(K2))/Cy(Ky) =
= Cy(K1 U K2)/Cy(K1).

que induce isomorfismos
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Iy Hq(KQ, KinNnkKy) — Hq(Kl U Ko, K7).

Mas atn, de acuerdo con la proposicion 2.5, se tiene que A es la compo-
sicion

Hq(Kl UKj) — Hq(Kl UKy Ki) — Hq(KQ, KiNnKy) — Hq—l(Kl NK>)
donde 0, es el operador borde de la sucesion del par (K1, K1 N K3).

Ahora vamos a dar un resultado que puede ser ttil en el calculo de algunos
grupos de homologia, pero antes necesitamos dar algunas definiciones sobre
simplices y complejos.

| Definiciéon 2.24. Sea K un complejo simplicial. Un simplice principal (o
mazimal) de K es un simplice que no es cara propia de ningin simplice de K.

| Definicion 2.25. Sea K un complejo simplicial. Si T < o es una cara
propia de o que no es cara propia de ningun otro simplice de K, diremos que T
es una cara libre de o. Es claro que tiene que ocurrir que dim(t) = dim(o)—1.

| Definicién 2.26. Se K un complejo simplicial que tiene un simplice (prin-
cipal) o con cara libre . Llamaremos colapso elemental de K a través de T al
subcomplejo L = K — {0, T}, y lo escribiremos K\ L.

Un colapso de K sobre L, K \,"\, L, es una sucesion de colapsos elementales

K=Ky K1\ ...\ K,=L.
También diremos que K colapsa sobre L.

Proposicion 2.13. Sea L € K un subcomplejo sobre el que colapsa K. En-
tonces K y L tienen los mismos grupos de homologia (reducida).

Demostracion. Es suficiente probarlo para un colapso elemental K \, L =
K — {0, 7} a través de la cara libre 7 < 0. En tal caso aplicamos la sucesion de
Mayer-Vietoris de la proposiciéon 2.12 a K, K1 = L y K = 0. Entonces K1 N K>
es el complejo cono sobre la frontera simplicial de o, por lo que los grupos de
homologia de Ko y K1 N K9 son triviales. De aqui se sigue inmediatamente un
isomorfismo entre H,(K) y H,(L) para todo g. [

Ejemplo 2.4.  Calculemos los grupos de homologia de la siguiente “triangula-
cion” del toro.
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\

Vo V1 va VO
V3 V5 V6 V3
[} A
V2 V7 V8 V2
>
Vo Vi va Vo

Llamemos K al complejo simplicial asociado al esquema de vértices de la fi-
gura anterior. Sea Kp el subcomplejo generado por el simplice geométrico o =
<vs, Vg, V7>, es decir, K1 = K,. Sea Ko = K — {0}

Sea Cj el subcomplejo de K cuyos simplices principales son <vg, vi>, <vi, v4>
y <vg, v4>. Por el Teorema 2.4, sabemos que H1(C1) esta generado por la clase
de homologia del ciclo z; = [vo, v1] + [v1, v4] — [vo, v4], ¥ que Hﬁ(Cl) =0siqg# 1.
Analogamente, sea Cy el subcomplejo de K cuyos simplices principales son
<vp, V3>, <v3, Vo> v <Vq, vo>. En este caso, Hi(C2) esta generado por la clase
de homologia del ciclo za = [vg, v3] — [v2, v3] — [vo, va, ¥ Hg(CQ) =0siqg# 1.
Obsérvese que tanto |C;| como |Cy| son copias de S'y que |C; UCy| es la suma
punteada de dos copias de S (es decir, una copia de la “figura ocho”), pues
C1 N Cy se reduce al vértice vg.

Se comprueba sin dificultad que K colapsa sobre Cp U Cy. Asi que, de acuerdo
con la proposicion 2.13, HA(K2) = HA(Cy U Cy).

De la exactitud de la sucesion de Mayer-Vietoris

0=Hi(CiNC2) = Hi(C1) ® Hi(C2) » Hi(CLUG) — H§(C1 NC) =0
deducimos que
Hi(C1UC) = Hi(C) @ Hi(Co) =2 2.

Para g # 1 deducirfamos analogamente que Hg(Cl UCs) =0.
Vamos a considerar ahora la sucesion de Mayer-Vietoris correspondiente a los
subcomplejos K1 y Ka:

Hy (K1) © Ho(K2) — Ha(Ky U Ko) —» H1(K1 N K2) - Hi(Ky) @ Hi(K2) —
— Hy (K1 UK>) — HY (K1 N Ka).
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Asi pues, la sucesion de Mayer-Vietoris anterior consiste en

A i A
0 — Ha(K) —> Hi (K1 N K2) — Hi(K2) = Z&Z -~ Hy(K) —> 0

por lo que solo queda estudiar el homomorfismo i, inducido por la inclusién
obvia. Ademés, K1 N K3 es el la frontera simplicial de o y, por el Teorema 2.4,
sabemos que H1(K; N K2) esta generado por la clase de homologia del ciclo z
= [V5, v6] + [VG, V7] - [V5, Vﬂ.

Finalmente, si orientamos todos los 2-simplices en el sentido de las agujas del
reloj, y ¢ denota la cadena formada por la suma de todos ellos menos o, se
tiene que d(c) = —z. Por tanto, la clase de homologia z en H;(K2) es nula
e i, es el homomorfismo nulo. De aqui se deduce que tanto A como j, son
isomorfismos. De todo esto se sigue que

Ho(K)=Z, Hi(K) = Z®Z, Hy(K) = Zy Hy(K) = 0si g > 2.

2.5 Relacién entre Hi(K) y m1(|K|, a)

Para terminar este capitulo vamos a dar la relacién existente entre el primer
grupo de homologia de un complejo simplicial K y el grupo fundamental de
su poliedro asociado |K|. En realidad trabajaremos con el grupo de lazos de
aristas (K, a), que es isomorfo al grupo fundamental 71 (| K|, a). Antes de llegar
al resultado principal, daremos dos conceptos necesarios para la comprension
de su demostracion.

Teorema 2.5. Sea K un complejo simplicial. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. |K]| es conezo.

2. |K| es conexo por caminos.

3. K es conexo por caminos de aristas, es decir, para cada par de vértices
de K, existe un camino de aristas en K que va de uno al otro vértice.
(También se dice que K es combinatoria o simplicialmente conezo.)

Demostracion. 1. = 2. El poliedro |K| es localmente conexo por caminos,
va que las estrellas de los vértices de K son conjuntos abiertos y conexos por
caminos (que recubren |K|). Luego las componentes conexas por caminos de
|K| son conjuntos abiertos y disjuntos dos a dos, asi que también son cerrados.
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Como, por hipoétesis, | K| es conexo, concluimos que hay una tinica componente
conexa por caminos.

2. = 3. Sean a y b dos vértices de K. Existe, por hipdtesis, un camino topo-
logico @ : [0, 1] — |K| que va del vértice a al vértice b. Aplicando el teorema
de aproximacion simplicial, se obtiene el camino de aristas que va del vértice
a al vértice b.

3. = 1. Fijamos un vértice a de K. Veremos que, para cada x € |K|, existe
un subconjunto conexo A, de |K| que contiene al vértice a y al punto x.
Concluiremos asi que |K| es conexo por ser union de subconjuntos conexos con
un punto en comidn. Probemos ahora la existencia de los conjuntos conexos
Ay. Si x = a, basta tomar A, = {a}. Sea x # a. El punto x pertenece al
interior geométrico de un (tnico) simplice oo € K. Existe un vértice a, de o
que es diferente de a (pues o # <a>). Existe, por hipotesis, un camino de
aristas aaj - --a, que va del vértice a al vértice a,. Podemos suponer que en
ese camino de aristas no hay vértices repetidos, y tomar

Ay = <a,a1> U---U <a,_1,a,> U O.

lo que acaba la demostracion. [

| Definicion 2.27.  Sea G un grupo, y sean a, b € G. Observemos que ab = ba
si, y solo si, aba~'b™' = 1. Decimos que el elemento [a,b] = aba™'b™' es un
conmutador de G. Llamaremos subgrupo conmutador al subgrupo de G engen-
drado por los conmutadores, y lo denotaremos por [G, G|. El subgrupo conmu-
tador es un subgrupo normal de G, y el grupo cociente G/[G, G| es obviamente
abeliano (la abelianizacion de G).

Vamos ahora con el resultado principal, el que nos muestra la relaciéon entre el
primer grupo de homologia de un complejo simplicial y el grupo fundamental
de su poliedro asociado.

Teorema 2.6. Sea K un complejo simplicial y a un vértice de K. Si |K| es
conexo, entonces Hi(K) es el abelianizado de m1(|K|, a).

Demostracion. En este caso, como indicamos en la introduccion de esta sec-
cién, no vamos a trabajar directamente con el grupo fundamental 71 (|K|, a),
sino con el grupo de lazos de aristas n(K, a), que es isomorfo al grupo funda-
mental.

Recordemos que un lazo de aristas en K con punto base el vértice a es una
sucesion finita, a, de vértices de K
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a=aaj...a,a

que comienza y termina con a, y en la que cada par de vértices consecutivos
son vértices de un mismo simplice de K.

Para construir 7(K, a) definiremos una relacién de equivalencia entre los lazos
de aristas con punto base a.

Decimos que dos lazos de aristas @ y S son equivalentes si uno puede obtenerse
a partir del otro mediante una sucesién finita de operaciones elementales, es
decir, operaciones de uno de los siguientes tipos:

(a) Si a,-1 = a,, reemplazar ...da,_1d,... Por ...a, ... 0, reciprocamente,
reemplazar ...a, ... por ...d,_1d, .. ..
(b) Si ay-1,ay, ar41 son vértices del mismo simplice de K, reemplazar

e Ar1ayQryq ..

pOr ...dy—10ar4+1 - .. O lo reciproco.

Denotaremos por [a] la clase de equivalencia del lazo [e].
Definiremos un morfismo sobreyectivo ¢ : (K, a) — Hi(K) cuyo ntcleo sera
el subgrupo conmutador de n(K, a).

1. Definicion de ¢
Para definir ¢ vamos a asociar un 1-ciclo a cada lazo de aristas con
punto base a. Nos conviene empezar asociando una 1-cadena c(a) €
Ci(K) a cada camino de aristas @ en K. Si @ = agaj - - - a,, definimos
c(@) = [ag, a1] + a1, a2) + - - - + [an-1, ay), conviniendo en omitir [a;_1, a;]
si a;-1 = a; (pues en ese caso no se tratarfa de una verdadera arista de
K). Observamos lo siguiente:

» Si @ es un caminos de aristas, entonces c(e™) = —c(@).
= Si @ y B son caminos de aristas que puede empalmarse, entonces

c(ap) = cla) +c(B).

= Si a es una lazo de aristas, entonces c(a) es un ciclo.
Definimos:
#([@]) = c(a) (la “barra” indica clase de homologia).

2. La aplicacion ¢ esté bien definida
Para demostrar que ¢ esté bien definida basta probar que, si el lazo 8 se
obtiene a partir del lazo o mediante una sola operacion elemental (del
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tipo (a) o del tipo (b)), entonces c(@) y c¢(B) son homoblogos. Veamos
esto. Si B se obtiene a partir de @ mediante una operacion de tipo (a),
entonces c(a) = c(B), ya que hemos convenido en omitir [a;-1,q;| si
ai-1 = a;. Supongamos ahora que S se obtiene a partir de @ mediante
una operacion de tipo (b) en la que, o bien reemplazamos - - - a;_1a;a;41 - - -
por - --aj_1a;4+1 - - -, 0 bien lo reciproco. Si a;_1, a; y aj+1 son los vértices
de un 2-simplice o = [a;-1, a;, a;+1] de K, entonces, o bien

c(a) — c(B) = [ai-1, ai] + [ai, ai+1] — [ai-1, ai+1] = d0,

o bien c(a) — c¢(B) = —do. Si los vértices a;—1, a; vy aj+1 son vértices
del mismo simplice, pero dos de ellos (o los tres) coinciden, entonces
c(a) = c(B). Vemos que, en todos los casos, c(a) y c¢(B) son homoélogos.

. ¢ es homomorfismo de grupos:

Basta tener en cuenta que c(afB) = c(a) + c(B).

. ¢ es sobreyectivo:

n
Consideremos un 1-ciclo z = Z n;l;, donde los n; son niimeros enteros y
i=1
los I; = [ajo, aj1] son 1-simplices orientados.
Para cada i, sea n;p un camino de aristas en K que va desde el vértice
a hasta a;p, v sea n;; un camino de aristas que va desde el vértice a
hasta a;; (téngase en cuenta que K es conexo por caminos de aristas).
Los caminos n;; se eligen de forma que s6lo dependen de los vértices a;;,
no de los indices.
Consideremos ahora, para cada i, el lazo de aristas y; = nio(aioail)ni_ll.

Observemos que c(y;) = c¢(ni0) + I; — c¢(n;1). Veremos a continuacién que
n

z= Z nic(y;). Tenemos:
i=1
n n n n
D nic(y) = > mile(mio) + L — i) = Y mili + ) nile(nio) = c(pin)).
i=1 i=1 i=1 i=1
En la expresion anterior, el primer sumatorio coincide con z. Veamos que
el segundo es nulo. Puesto que z es un ciclo, se verifica que

0=0(z) = Z ni(ai — ajo).

1

Asi pues, tras agrupar términos en la expresion anterior, todos los co-
eficientes son nulos. Esa misma agrupacion de coeficientes podemos rea-
n

lizarla en la expresion Z ni(c(ni0) — c¢(ni1)), ya que, cuando los puntos
i=1
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a;; coinciden, también coinciden las cadenas c(#;;). Asi pues, tras esa
agrupacion de términos, los coeficientes son nulos y, en consecuencia, es
nulo el sumatorio.

Observemos finalmente que

n n

¢(n[7i]ni) = Z nip(yi) = Z nic(y;) = Z.

i=1 i=1

5. El subgrupo conmutador de n(K, a) esta contenido en el nicleo de ¢:

Basta tener en cuenta que, al ser Hy(K) abeliano, los conmutadores per-
tenecen al nicleo de ¢.

El nicleo de ¢ esta contenido en el subgrupo conmutador de n(K, a):
Esta es la parte més dificil. Primeramente vamos a probar un lema que
nos sera de gran ayuda.

Lema 2.6. Sea y un lazo de aristas en K, con punto base el vértice
Ei . .
a, tal que y = | |0/l. , donde los a; son caminos de aristas (no nece-

1
sariamente distintos) y & = +1. Sea exp(a;) = Z{sj Do = ;). Si
J
exp(a;) =0, para cada uno de los distintos factores a; de y, entonces [y]
pertenece al subgrupo conmutador de n(K, a).

Demostracion. Para cada i, elegimos caminos n;0 y n;1 que van desde
el vértice a hasta el punto inicial y final, respectivamente, del camino «;.
Ahora bien, como antes, estos caminos se eligen de forma que dependen
s6lo de los puntos iniciales y finales, no de los indices. Ademaés, si el
punto inicial de algin camino @; coincide con el vértice a, entonces se
elige como camino 7;9 el camino formado tnicamente por el vértice a, y
analogamente si el punto final de algin «; coincide con el vértice a.

De esa forma, si 8; = nioaini_ll, entonces:

=1 [er1=1] | 571

Sea ahora 7’ el cociente de (K, a) por el subgrupo conmutador, y sea
¥ € ' la clase lateral de [y]. Veamos que se verifica:

7= Z &iBi = ) exp(anfi =0,
i=1

pudiendo asi concluir que [y] esta en el subgrupo conmutador. Para jus-
tificar la primera igualdad, basta tener en cuenta que el grupo 7’ es
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abeliano. Para probar la segunda igualdad, observamos que si a; = «a;
entonces 8; = B; y, en consecuencia, también B; = f;. Observamos tam-
bién que en la Gltima suma sélo se tienen en cuenta los caminos que sean
distintos entre si. [

Abordaremos ahora la tltima parte de la demostracion del teorema. Sea
a un lazo de aristas en K, con punto base el vértice a, tal que c(a) es
un borde. Queremos ver que [@] pertenece al subgrupo conmutador de
(K, a).

Sea c(a) = 6(2 n;o;), donde los n; son niimeros enteros y los o; =
i=1

lai, bi, ci] son 2-simplices orientados de K. Para cada i, elegimos un ca-

mino de aristas en K que va desde el vértice a hasta el vértice a;. Obsér-

vese que, haciendo operaciones elementales, podemos trasformar el lazo

)/,-(a,-b,-c,-at,-))/i‘1 en el lazo formado tunicamente por el vértice a. Asi pues,
[yi(aib,-cia,-)yl._l] = 1. Luego, si B = H(yi(a,-biciai)yi_l)"f, entonces [§] = 1
i

y, en consecuencia, [@87'] = [a]. Probaremos a continuacién que [a87]
esta en el subgrupo conmutador de n(K, a). Podremos asi concluir.
Observemos en primer lugar que

n n n

c(B) = Z nic(yi(aibc;a)y; ) = Z nic(a;bicia;) = Z ndo; =

i=1 i=1 i=1

n
=) moy) = c(a).
i=1
Luego, c(af™") = 0.
En el lazo aB~! podemos suprimir, mediante operaciones elementales,
los vértices repetidos que sean comnsecutivos, asi que podemos suponer

que
a/,B_l = aaias - - a,a,

siendo [a, a1, [a1, a2, - - -, [an, a] aristas orientadas de K.

Consideremos ahora los caminos a1 = aaj, a2 = ajas, ..., ¥ue1 = aza. Es

obvio que

-1 _
af =a1ay... a1

Para poder aplicar el lema anterior, convenimos en que, si entre los cami-
nos anteriores, se da la circunstancia de que @; = uv y a; = vu, entonces
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escribimos a; = (vu)~L. Puesto que c(aB™) = 0, la factorizacion anterior
de aB~! satisface el lema y, en consecuencia, a8~! estd en el subgrupo
conmutador de n(K, a).






3 COMPUTABILIDAD

En este ultimo capitulo vamos a recordar algunas nociones de la Teoria de
Grupos abelianos y vamos a usar esto para probar el Teorema de Estructura
de los Grupos Abelianos Finitamente Generados. A continuacién, utilizando
este resultado, daremos un algoritmo que nos permita calcular los grupos de
homologia de cualquier complejo simplicial.

Los libros de referencia para este capitulo han sido, “Introduccion al Algebra,
Volumen 1”7 de S. Xambo, F. Delgado y C. Fuertes [XDF| y “Elelments of
Algebraic Topology” de J.R. Munkres [Munk|. Hemos utilizado también los
“Apuntes de Teoria de Estructuras Algebraicas” del Departamento de Algebra
de la Universidad de Sevilla correspondientes al curso 2013-2014.

3.1 Grupos Abelianos y Teorema de Estructura

En esta seccion vamos a revisar algunos resultados sobre grupos abelianos
que nos seran ttiles en este capitulo. Como es costumbre, utilizaremos nota-
cion aditiva al tratar con grupos abelianos y 0 denotard el elemento neutro.
Nuestro objetivo es probar el Teorema de Estructura de los Grupos Abelianos
Finitamente Generados.

| Definicion 3.1.  Un grupo abeliano G es libre si tiene una base, es decir, si
hay una familia {g;}ic; de elementos de G tal que cada g € G se puede escribir

de forma unica como una suma finita de la forma g = Z nig; con n; € Z para
iel

cada i.

La unicidad implica que cada elemento g; tiene orden infinito y, por lo tanto,

cada uno de ellos genera un subgrupo ciclico infinito de G.

De forma mas general, si cada g € G se puede expresar como una suma finita

47
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de la forma g = Z”igi con n; € Z para cada i, pero no necesariamente de
iel

forma finica, entonces decimos que G esta generado por la familia {g;}. Si esta

familia es finita, decimos que G esta finitamente generado.

Un conjunto generador de G, si ademaés es independiente, es una base de G.

Sea G un grupo abeliano. El conjunto de todos los elementos de orden fi-
nito de G es un subgrupo de de G llamado el subgrupo de torsién, T(G). Si el
subgrupo de torsion es el trivial, decimos que G es un grupo libre de torsion.
Un grupo abeliano libre es necesariamente un grupo libre de torsion, pero la
implicacién contraria no es verdadera.

| Definicion 3.2. Sea G un grupo abeliano y supongamos que {Gilies es una
coleccion de subgrupos de G. Si cada elemento g € G se puede expresar, de
forma 1inica, como g = Zgi donde g; € G; para cada i, decimos que G es

iel
suma directa interna de los subgrupos G; y lo denotamos por G = ®;c;G;.

Si cada g € G se puede expresar como g = Zgi con g; € G; para cada i,
i€l
pero no necesariamente de forma tinica, entonces decimos que G es suma de
los grupos {G;} y lo denotamos por G = Z G;. También diremos, de forma
i€l

equivalente, que los subgrupos {G;} generan G.

| Definicion 3.3.  Sea {G;lic; una familia de grupos abelianos. Llamaremos
producto directo de esa familia al grupo cuyo conjunto subyacente es el pro-
ducto cartesiano de los conjuntos G; y cuya operacion asociada Sea la suma
componente a componente. Llamaremos suma directa externa de la familia an-
terior al subgrupo del producto directo formado por todas las tuplas (g;)ier tales
que g; = 0 para todo i excepto para un numero finito de ellos.

Veamos cudl es la relacion existente la suma directa interna y la suma direc-
ta externa de un grupo. Supongamos que G es la suma directa externa de la
familia de grupos {G;}ic;. Definimos ny : G — Gy como la proyeccion sobre

el k-ésimo factor, para cada k. Definimos también j; : Gy — G mediante
k

Jjk(g) = (0,...,0, ?, 0,...,0). Se tiene entonces que m; o jr = 0 para todo
i # k y m; o j; es la identidad. Por lo que G es la suma directa interna de los
grupos G; = ji(G;), donde G; es isomorfo a G; para todo i.

Vemos que los dos conceptos estan fuertemente relacionados y por ello usa-
remos la misma notacion para ambos, indicando de forma precisa a cual nos
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referimos en los casos en que pueda haber confusion.

Vamos a ver ahora uno de los principales teoremas sobre grupos abelianos
libres. Esto nos facilitard la comprension de los resultados que demos cuando
tratemos la computabilidad de los grupos de homologia simplicial. Previamente
trataremos algunos conceptos que nos facilitaran la demostracion del teorema.

Notacion 3.1. Cuando queramos hacer referencia al orden de un grupo G, lo
denotaremos por |G|, y cuando nos refiramos al orden de un elemento x de un
grupo lo denotaremos por ord(x).

Cuando queramos hacer referencia al subgrupo generado por una serie de ele-
mentos ai, ..., a, lo haremos usando la siguiente notacion, < ay,...,a, >.

Se comprueba facilmente, que un grupo abeliano es libre si, y solo si, es suma
directa de grupos ciclicos infinitos, es decir, si es isomorfo a un grupo del tipo

®7Z; con I un conjunto de indices y Z; = Z para todo i.
i€l

Lema 3.1. Sea eq,...,e, una base de un grupo libre L. Entonces
ee1 +koeo+ ...+ ke e, ..., e,

es también una base de G, cualesquiera que sean los enteros ko, ..., k, y e = £1.

Demostracion. Llamemos X al conjunto {ey,...,e,} e Y al conjunto {ee; +
koea + ... + kye;,e2,...,e.}. Veamos que Y es un generador de G y que es
independiente. Para facilitar la notacion, supondremos que € = 1, el otro caso
se haria de forma analoga.

Sea y = e1 + koea + ...+ ke, tenemos que e; =y —koea — ... — k,e,. Por tanto
Y si que es un generador de G, ya que X es una base.

Por otra parte, si tenemos que

-
0=ay+ Aie; = ael + (ako + A2)es + ... + (ak, + A,)e,,
i=2
al ser X una base, se cumple que @ = 0y 4; = 0 para todoi = 2,...,r. En
conclusion, Y es una base de G. [
Lema 3.2. Sea ey,...,e, una base de un grupo abeliano libre G y dy,...,d,
enteros positivos. Se cumple que el grupo cociente G/<die1,...,d,e,> es iso-

morfo a Z/(d1) ® --- ®Z/(d,).

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de grupos

¢:G—G/(d)®---®G/(dy)
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dado por ¢(nie; + ® + nye,) = (ny, ..., ny).

1. ¢ esta bien definido, ya que al ser ey, ..., e, base de G, la escritura de un
r

elemento de G en la forma Z n;e; es unica.
i=1
2. ¢ es morfismo de grupos, obvio.

o

. phi es sobreyectivo, obvio.
4. Ker(¢) C<diey,...,dre,>:
Basta ver que d;e; € Ker(¢), lo que es obvio, ya que

#(die)) = (O,....d;,...,0)=(0,...,0,...,0).
5. Ker(¢) C<diey,...,dye >:

Sea x € G, x = Zniei. Si x € Ker(¢), entonces (0,...,...,0) =
i=1
(n1,...,n,), luego n; = 0 en G/(d;), para todo i. Asi que n; = k;d; siendo

ki € Z. De donde x = ki(d;ie;) e<dieq, ..., d e >.
i=1

Lema 3.3. Siun grupo abeliano G admite una base cn r elementos, entonces
todas las bases de G tienen r elementos.

Demostracion. Sea G un grupo libre y sea 2G el subgrupo formado por los
elementos de la forma 2x, x € G. Si {e;}ic; es una base de G, se comprueba
facilmente que {2e¢;};c; es una base de 2G. Si el cardinal de la base es r, entonces
G/2G es un grupo finito de orden 2", ya que es isomorfo a (Z/(2))". Como G/2G
no depende de la base, concluimos que r tampoco. Por otro lado, si el cardinal
de I es infinito, entonces el grupo G/2G es infinito también y se cumple lo que
buscabamos. ]

| Definicién 3.4. Si un grupo abeliano admite una base finita, al cardinal de
esta lo denominaremos rango del grupo libre. St el grupo admite base infinita,
diremos que tiene rango infinito.

Lema 3.4. Si un conjunto de generadores ey,...,e, de un grupo abeliano
satisface una relacion no trivial, entonces existen otro conjunto de generadores

’

e}, ...,e., un entero no nulo q y un i tales que ge. = 0.

Demostracion. Sean ey,...,e, generadores de un grupo abeliano G y sea
niei + ...n, + e, = 0 una relacion entre los e¢; con n; # 0 para algun i. Si



3.1. GRUPOS ABELIANOS Y TEOREMA DE ESTRUCTURA 51

unicamente un n; es distinto de cero, el resultado es trivial. Supongamos pues
que al menos dos n; son no nulos. Cambiando los indices si fuera necesario,
podemos afirmar que |nq| > |no| > 0. Puesto que

niey + nges = (n1 —nag)ey + na(ey + ez) = (n1 + ng)ey + na(ez —ey)

y que uno de los nimero |n; — na| o |n1 + ng| es inferior a |ny|, vemos que
existe una relaciéon no trivial en el conjunto de generadores ey, es + ey,..., e,
(y también en ej, ez — ey, ..., e,) para la cual la suma de los valores absolutos
de los coeficientes es inferior a m = |n1| + ... + |n,|. El lema se demuestra de
forma sencilla por induccién sobre m. |

Lema 3.5. Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsion.
Entonces G es un grupo abeliano libre.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano finitamente generado y libre de tor-
sion. Sea ey, ..., e, un conjunto de generadores con r minimo.

Teniendo en cuenta el lema anterior, sera suficiente probar que ey,...,e, son
linealmente independientes.

Sean ni,...,n, enteros tales que

niei+...+ne, =0.

Queremos ver que n; = 0 para todo i. Razonemos por reduccién al absurdo.
Si existiese algin n; distinto de cero, el lema anterior nos dice que existen un
conjunto de generadores ¢}, .., e, un entero i y un entero no nulo g tales que
gei = 0. Como G no tiene elementos de torsion no nulos, sera e/ = 0. Pero
esto significa que G se puede generar por r — 1 elementos, lo cual contradice el
hecho de que r sea minimo. [

Proposicion 3.1.  Sea G un grupo abeliano finitamente generado y sea T(G)
su grupo de torsion. Entonces L = G/T(G) es libre de torsion y finitamente
generado (por tanto, libre). Sean ey, ..., e, elementos de G tales que sus clases
e1,...e, en L formen una base de L. Si llamamos L' al grupo <ey,...,e >,
entonces L' es isomorfo a L y G =L & T(G).

Demostracion. Si x1,...,x, son generadores del grupo G, entonces sus clases
X1,..., % en L son generadores de L. Luego L es un grupo finitamente gene-
rado.

Veamos que L es libre de torsion, es decir, 0 es el tnico elemento de orden
finito de L. Sea x € G tal que x € L = G/T(G) es un elemento de orden
finito. Existe entonces un entero positivo m tal que mx = 0 o, lo que es lo
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mismo, mx € T(G). Luego existe un entero positivo k tal que k(mx) = 0.

Puesto que (km)x = 0 y km es un entero positivo, concluimos que x € T(G),

es decir, ¥ = 0 en L = G/T(G). Para concluir que L’ es isomorfo a L basta

probar que los elementos e, ..., e, son linealmente independientes sobre Z, lo

que es inmediato. Para ver que G = L’ @ T(G), veamos en primer lugar que
r

L'+ F =G. Sea x € G. Sabemos que en G/T(G) se verifica que x = Z”lie_i

i=1
r

para ciertos n; € Z. Luego x — Znie_,- € T(G). Basta ahora observar que

i=1
r

p

X = (Z nie;)+(x— Z nje;) € L'®T(G). Por ultimo, basta tener en cuenta que
i=1 i=1

L’ es libre y, en particular, sin torsién. Ello implica que L’ " T(G) = {0}. =

| Definicién 3.5. Diremos que un grupo abeliano finitamente generado G

tiene rango r si L = G/T(G) tiene rango r. (T(G) es isomorfo a G/L’', luego

es finitamente generado y, en consecuencia, finito).

Teorema 3.1. Sea G un grupo abeliano libre de rango finito r y G’ un sub-
grupo de G. Entonces existe una base ey, ..., e, de G, un nimero natural s <r
y enteros positivos dy, . . ., dg tales que dyeq, . . ., dses es una base de G" y d;|d;+1
para todo 1 <i <s.

Demostracion. Lo probaremos por induccién con respecto a r.

En el caso r = 1 trabajamos con Z. El grupo Z es libre y una base suya es
e1 = 1. Todo subgrupo no nulo de Z es de la forma <d>, siendo d un entero
positivo. Esto significa que la aplicacién f : Z — L dada por f(k) = kd es un
isomorfismo. Vemos pues que L es libre con base de;.

En el caso r > 2, si existe una base vi,...,v, de G tal que G' C<vo,...,v,>,
entonces el enunciado es cierto por la hipoétesis de induccién. Podemos suponer
entonces que, para toda base v = (vi,...,v,) de G, se verifica que G’ no esta

contenido en <vs,...,v,>. Dada v, sea el homomorfismo
py : G — Z, dado por p,(x) = ny

siendo x = nyvy +...+n,v,. El subgrupo p,(G’) de Z es no nulo para toda base
v, ya que p,(G”) = 0 equivale a G’ C<vs,...,v,>. Asi, para cada base v de G,
existe un entero positivo d, tal que p,(G") = <d,>.

Escojamos ahora un v de tal manera que d, sea minimo y pongamos d; = d,.
Veamos que si x” € G” es de la forma x” = dyvi +njva+...mv, (tales elementos
existen por definicion de dy), entonces d1|n;. para j = 2,...,r, de modo que,
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en particular, existe un x € G tal que x’ = dyx. En efecto, si n; = c;jdy + k;j,

0<d; <di,j=2...,r,entonces x’ = di(vi + covo + ... + ¢V,), y como
Vi+covo+...+C VY Vo, ...,V es una base de G, la definicion de dq implica que
ko = --- =k, =0, pues cualquier reordenacion de una base es, claramente, una
base.

Sea €] € G’ cualquier elemento tal que p,(e]) = di y sea e; € G tal que
e/1 = dje1. Entonces es claro que p,(e;) = 1, de modo que e, vo,..., Vv, es una
base de G. Veamos que

G' =(G' N <vy,...,v>) & <dier> (%)
Dado que la interseccion de los dos sumandos es claramente {0}, basta ver que
G =G N<vy...,v>) + <djer>.

Sea x” € G’. Por definicion de di, existe un entero k tal que p,(x’) = kdy. Por

tanto, kdie1 € <die1>y x' —kdie; € G' N <vy,...,v,>, pues x' — kdie; € G’
y py(x’" — kdyer) = 0. Tengamos en cuenta que x" = (x’ — kdyey) + kdye;.

Por induccion, existe una base e, ..., e, de <vy,...,v,> (lo cual implica que
e1, e, ...,e es una base de G), un niimero natural s < r y enteros positivos
do, . ..,d tales que daoes, ..., dses es una base de G’ N <vy,...,v,> y de mo-
do que d;|d;y1 parai = 2,...,5s — 1. La propiedad (x) muestra entonces que
diey, dseo, . . ., dgeg es una base de G’.

Para terminar la demostracion basta ver que, si s > 1, entonces di|ds. Pero
esto es claro, dado que en tal caso, x’ = diey + da2es € G’ v p.(x') = di y he-
mos visto antes que d divide necesariamente a los coeficientes de las restantes
componentes de x’. ]

Proposicion 3.2. Sea G' un subgrupo de un grupo abeliano finitamente ge-
nerado G. Entonces G es finitamente generado.

Demostracion. Sean ey, ..., e, un sistema de generadores de G. Consideremos
el homomorfismo sobreyectivo de grupos

$o 2 — G
p
dado por ¢.(ny,...,n,) = Z nie;. Sabemos que L' = ¢g1(G’) es un subgrupo
i=1
de Z". En virtud del teorema 3.1, L’ es un grupo libre de rango s < r, luego
es finitamente generado. Asi que G’ = ¢,(L’) también es finitamente generado.
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Vamos ahora a dar el teorema principal de esta seccion y un corolario inmediato
de este. Este resultado sera de vital importancia para la secciéon venidera y su
demostracion se basa, en gran parte, en el teorema que acabamos de probar.

Teorema 3.2. (Teorema de Estructura de los Grupos Abelianos Finitamente
Generados) Si G es un grupo abeliano finitamente generado de rango r, existen
un numero natural s y enteros positivos di, . . ., dg tales que d; divide a djq 81
J <,y de modo que G es suma directa de subgrupos ciclicos F; de orden d;
(1 <j<s)yder subgrupos ciclicos infinitos.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces exis-
te un morfismo sobreyectivo ¢ : Z" — G para un cierto entero positivo n. El
teorema anterior nos asegura que existe una base ey, ..., e, de Z", un nimero
natural s < n y enteros positivos dy, ..., d, tales que djey, ..., dses forman una
base de Ker(¢) y de modo que d;|d;;1 parai =1,...,s—1. Puesto que ¢ induce
un isomorfismo entre Z"/ ker(¢) y G (por el Primer Teorema de Isomorfia), y
que Z"/Ker(p) es isomorfo a Z/(d1) & ... ® Z/(dy) ® Z"*, hemos completado
la demostracion. [

Corolario 3.1. 5i G es un grupo abeliano finito, existen un nimero natural
s y enteros dy, ..., dg tales que d; divide a dj1 st j < s y de modo que G es
suma directa de subgrupos ciclicos Gj de orden dj (1 < j <s). En particular,
el orden de G es igual al producto dy - - - dj.

3.2 Computabilidad de los Grupos de Homolo-
gia

En esta seccion, vamos a dar un algoritmo que nos permitira analizar la compu-
tabilidad de los grupos de homologia. Para ello serdn indispensables algunos
de los resultados vistos en la seccién anterior, asi como nuevos teoremas que
desarrollaremos de aqui en adelante.

| Definicién 3.6. Sean G y G’ dos grupos abelianos libres con bases ey, . . ., ey,
y e, ...,ey, respectivamente. Si f: G — G’ es un homomorfismo, entonces

flej) = Z Aije;
i1

con los A;j tnicos cumpliendo esta propiedad. La matriz (4;;) es la matriz de
f relativa a las bases dadas de G y G’.
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Teorema 3.3. Sean G y G’ dos grupos abelianos libres de rangos n y m
respectivamente. Sea f : G — G’ un homomorfismo. Entonces hay bases de
G y de G’ tales que, la matriz de f relativa a esas bases tiene la forma

(b, 0 ] 0 0]

0 by | 0 0

B=|- - - | - - -

0 0] 0 0
: | .

0 0] 0 0

donde b; > 1 y bi|bjy1 para 1 <i <.
FEsta matriz estd unicamente determinada por f (aunque las bases involucradas
no lo estén). Esta es la forma normal (de Smith) de la matriz de f.

Demostracion. Escojamos una base de G y una base de G’. Sea A la matriz de
f relativa a esas bases. Daremos un procedimiento para modificar esas bases
de tal manera que la matriz de partida se transforme en la matriz en forma
normal que buscamos. Este proceso es llamado “Algoritmo de Reduccion”.
Antes de nada, consideremos las siguientes “operaciones elementales por filas”
en una matriz de enteros A:

(1) Intercambiar la fila i y la fila k.

(2) Multiplicar la fila i por —1.

(3) Reemplazar la fila i por (fila i)+g(fila k) siendo ¢ un entero y siendo
k #i.

Cada una de estas operaciones se corresponde a hacer un cambio en la base de
G’. La primera equivale a intercambiar e y ¢, La segunda equivale a reemplazar
e; por —e;. Y la tercera equivale a reemplazar e, por e — ge..

Las mismas operaciones elementales hechas por columnas cambian de forma
similar la base de G.

Antes de empezar con el algoritmo, recalcamos que si ¢ es un entero que divide a
cada elemento de una matriz A, y B es una matriz que se obtiene de A aplicando
cualquiera de estas operaciones elementales, entonces ¢ también divide a todos
los elementos de B.

Algoritmo de Reduccién Vamos a suponer que A no es la matriz (0), pues
en ese caso el resultado es trivial. Dada una matriz A = (a;;), denotamos por
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a(A) al nimero |a;;| mas pequeno distinto de cero. Diremos que a;; es una
entrada minima de A si |a;;| = a(A).

El proceso de reduccion consiste en dos etapas. La primera lleva la matriz A
a una forma donde a(A) es lo més pequeno posible. La segunda reduce las
dimensiones de las matrices involucradas.

Paso 1. Queremos modificar la matriz mediante operaciones elementales para
disminuir el valor de la funcién «@. Para ello veamos que si el nimero a(A)
no divide a algin elemento de A, entonces es posible disminuir el valor de «a
aplicando operaciones elementales a A y viceversa.

Pues bien, si el ntimero a(A) divide a todos los elementos de A, entonces
dividira a todos los elementos de cualquier matriz B que se haya obtenido a
partir de A, aplicando operaciones elementales. En esta situacion, no es posible
reducir el valor de @ mediante operaciones elementales.

Para la otra implicacion, sea g;; un elemento minimo de A que no divide a
algtin otro elemento de A. Si el elemento a;; no divide a algtn elemento ay; de
su misma columna, entonces llevamos a cabo una division, escribiendo

Clkj r

aij a,-j

con 0 < |r| < |a;j|. El signo no importa aqui, g y r pueden ser positivos o
negativos. Ahora reemplazamos la fila k por (fila k)—q(fila i). El resultado es
cambiar la entrada ay; de la k-ésima fila y la j-ésima columna de A por el
nimero ag; — qa;; = r, el cual es menor que a(A).

Un argumento completamente andlogo se aplica si @;; no divide a algin ele-
mento de su misma fila, pero aplicando operaciones elementales por columnas.
Finalmente, supongamos que g;; divide a cada elemento de su fila y de su co-
lumna, pero no divide a un elemento ag, donde s # i y t # j. Consideremos
los siguientes cuatro elementos de A:

aij - Qi

dgj -+ Qg

Como g;; divide a ayj, podemos, mediante operaciones elementales, llevar la
matriz a la forma en que los elementos en esas cuatro posiciones son:
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aij - Qir

0 cte ax[ + lal‘[

Si ahora reemplazamos la fila i de esta matriz por (fila i)+(fila s), volveremos
a la situacion anterior, donde a;; no divide a algiin elemento de su misma fila.

Paso 2. Al comienzo de este paso, tenemos una matriz A cuyo elemento minimo
divide a todas los elementos de A.

Aplicando operaciones elementales llevamos un elemento minimo de A a la
esquina superior izquierda de esta y hacemos que sea positivo. Como divide a
todos los elementos de su fila y su columna, mediante operaciones elementales,
podemos hacer cero todos esos elementos de la matriz. Fijémonos en que, al
final de este proceso, el elemento de la esquina superior izquierda de A divide
a todos los elementos de la matriz.

Ahora repetimos el paso 1 de nuevo, aplicaindoselo a la submatriz obtenida al
ignorar la primera fila y la primera columna de A.

Paso 3. El algoritmo termina si la matriz mas pequena es la matriz (0) o si
desaparece. En este punto, nuestra matriz ya esta en la forma normal. Nos falta
comprobar que cada elemento de la diagonal de entradas by, ..., b; divide al
siguiente. No obstante, al final de la primera aplicacion del paso 2, el elemento
b1 dividia a todos los elementos de la matriz. Este hecho sigue siendo cierto
tras aplicar operaciones elementales. En particular, b; debe dividir a todos los
bijconi=2,...,1.

Un razonamiento completamente analogo muestra que by divide a todos los b;
coni=3,...,1, vy asi hasta llegar a que b;_; divide a b;.

Veamos la unicidad de la forma normal. En primer lugar, [ es el rango de la
matriz original, que es invariante por transformaciones elementales. Asi que
escojamos las bases que escojamos, siempre va a ser el mismo.

Por tltimo, veamos que, para todo i = 1,...,1, se tiene

Ai(A) = med({menores de orden i de A}) = by - - b;

En efecto, como las transformaciones elementales preservan el mcd de los me-
nores de orden i, se cumple que A;(A) = A;(B). Como A;(B) = by - - - b;, vemos
que la forma normal de la matriz es tinica. [

Ahora vamos a aplicar este algoritmo al caso particular de los complejos de
cadenas simpliciales y a los grupos de homologia.
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Teorema 3.4. Sea {6y, 0,} un complejo de cadenas con C, libre y de rango
finito para cada q. Entonces existen subgrupos Uy, V,, W, de Cy tales que

C,=U, @V, oW,

donde 0,(Uy) € Wy_1, 0,(Vy) = 0 y 8,(W,) = 0. Ademds, hay bases de U, y
Wy_1 para las cuales 0, : Uy — W,_1 tiene una matriz de la forma:

b1 0
B = .
0 b;

donde b; > 1 y bj|bi+1 para todo 1 <i <.

Demostracion. Paso 1. Sean
Z,=Ker(9y) y By = Im(0441)

Sea W, el conjunto de elementos ¢, de C, tales que algtin miltiplo no nulo
de ¢, pertenece a B,. Este es un subgrupo de C, y lo llamaremos el grupo de
bordes débiles. Claramente

B,CW,CZ,CC,.

Para la segunda inclusién, hay que tener en cuenta que C, es libre de torsion,
asi que la ecuacion mc, = 0411(dg4+1) implica que d,(cy) = 0.
Veamos que W, es un sumando directo de Z,. Consideremos la proyeccion

Zy — Hy(%) — Hy(€)|T,(%)

donde T,(%€) es el subgrupo de torsiéon de H,(%¢). El nticleo de esta proyeccion
es Wy, por lo tanto, Z,/W, = H,/T,. Este iltimo grupo es finitamente generado
y libre de torsion. Si ¢y, ...,¢x es una base de Z,/W,, y di,...,d; es una base
de Wy, se tiene que c1, ..., ¢, dy, ..., d; es una base de Z,. Luego Z, = V, & W,,
donde V, es el grupo con base cy, ..., c.

Paso 2. Supongamos que hemos escogido una base ey, ..., e, de C; y una base
’ ’ 3 . A

e}, ...,e, de Cy1 para las cuales, la matriz de d; : C; — Cy-1 estd en la

forma normal
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(b, 0 ] 0 0]
|

0 by | 0 0

B=|- - - | - - -

0 0] 0 0

| 0 0] 0 0

donde b; > 1 v b;|b;j4+1 para todo 1 <i < [. Entonces se cumple que:

(1) ei41,...,e, es una base de Z,.
(2) e}, .. .,e; es una base de W,_1.
(3) bie, ..., ble; es una base de B,_1.

Probemos estos tres hechos. Sea ¢, una p-cadena. Calculemos su borde. Si

~

n
cq = Z aie;, entonces Jy(cy) = Z aibje!.
i:l l=1

Para probar (1), fijémonos en que, como b; # 0, ¢, es un ciclo si, y solo si,
a;=0vparai=1,...,1

Para probar (3), fijémonos en que ningin (p — 1)-borde d,(c,) esta en el grupo
generado por bie, ..., be). Ya que b; # 0, estos elementos son independientes.
Finalmente, para probar (2), fijémonos primero en que cada ¢}, . . ., €] pertenece
a W,-1, puesto que b;e; = d(e;). Ahora, sea

m

’

Cq-1 = Z die;
i=1

una (p — 1)-cadena y supongamos que c¢,-1 € W,_1. Entonces ¢, satisface la
ecuacion

Acg-1 = 04(cy) = aibe;

MN

i=1

para algin A4 # 0. Comparando coeficientes, vemos que Ad; = 0 para i > [,
luego d; = 0 para i > [. Por lo tanto, €], .. .,e; es una base de W, _1.

Paso 3. Escogemos las mismas bases de C; y de Cy,—1 que en el paso anterior.
& qY q-14d p
Definimos U, como el grupo generado por ei, ..., ¢;, entonces
q grupo g p ;
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C,=U, @7,

Usando el paso 1, escogemos V, de tal manera que Z, = V, ® W,. Tenemos, por
tanto, una descomposicion de C, tal que d,(V,) = 9,(W,) = 0. La existencia
de las bases de U, y W,_1 deseadas la garantiza el paso 2. ]

Nota 3.1. Démonos cuenta de que W, y Z, = V, & W, son subgrupos uni-
vocamente determinados de C, mientras que los subgrupos U, y V, no estan
univocamente determinados.

Teorema 3.5. Los grupos de homologia de un complejo simplicial K son
computables.

Demostracion. Por el teorema anterior, hay una descomposicion
CGK)y=U,eV, 0 W,
donde Z, =V, ® W, y W, es el grupo de los p-bordes débiles. Ahora
Hy(K)=2,/B; =V, & (W,/By) = (Z,/W,) ® (W,/By).

El grupo Z,/W, es libre y el grupo W,/B, es un grupo de torsion. Computar
H, se reduce a computar estos dos grupos.

Elijamos bases en C;(K) y C,-1(K) fijando orientaciones en los simplices de K
tal y como se indico al comienzo de la seccion 2.2, y consideremos las matriz del
homomorfismo 9, : C;,(K) — C,4_1(K) respecto a dichas bases. Los elementos
de esta matriz van a ser valores del conjunto {—1,0, 1}. Usando el algoritmo de
reduccion, pasamos esta matriz a su forma normal. Del paso 2 de la prueba
del teorema anterior, concluimos que:

(1) Elrango de Z, es el mismo que el niimero de columnas nulas.
(2) Elrango de W,_1 es el mismo que el niimero de filas no nulas.
(3) Hay un isomorfismo

Wy-1/Bg-1 = Z[(b1) & --- ® L] (Dy).

La forma normal de la matriz de 9, : C4,(K) — C,-1(K) nos da los coeficientes
de torsion de K en dimension p — 1, son los elementos de la matriz que sean
mayores que 1. La forma normal de la matriz también nos proporciona el rango
de Z,. Por otro lado, la forma normal de la matriz de 0441 : Cy41(K) — Cy(K)
nos da el rango de W,. La diferencia de esos rangos nos da el rango de Z,/W,,
y ya hemos terminado. ]
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