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Introduccion

El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es la introduccién y analisis del
control éptimo de problemas elipticos lineal-cuadraticos, donde nos centrare-
mos en el caso de controles distribuidos. En particular, identificaremos dichos
problemas con la busqueda de fuentes de calor estacionarias éptimas.

En el primer capitulo, recordamos alguno de los conceptos esenciales
para abordar el tratamiento de los controles. La mayoria de los resultados
se han visto en asignaturas de cuarto curso del grado en Matematicas. En
particular, se enmarcan en asignaturas como Analisis Funcional, y Ecuaciones
en Derivadas Parciales.

En el segundo capitulo, se abordara la existencia de soluciones débiles
de problemas de valores frontera elipticos, tanto con condiciones frontera
Dirichlet homogéneas, como con condiciones frontera de tipo Robin. Para
ello sera necesario realizar la formulacién variacional del problema, a fin de
poder aplicar el teorema de Lax-Milgram. Posteriormente, nos centramos
en la existencia de controles optimos, donde introduciremos el operador
control-estado. Este hecho, nos permitira tratar comodamente el problema
de minimizacién del funcional reducido.

Por 1ltimo, en el tercer capitulo, comenzamos introduciendo los conceptos
de diferenciabilidad en espacios de Banach, mostrando las similitudes con el
caso de funciones reales de varias variables. A continuacién, introducimos el
concepto de operador adjunto, lo que nos servira para derivar las condiciones
necesarias de primer orden. Concluimos, analizando las condiciones necesarias
de primer orden sobre los problemas que vimos en el capitulo anterior. Serd
necesario, introducir el estado adjunto asociado al control, lo que permitird
llevar nuestro problema de control a la solucién de un sistema optimal.
Incluiremos el planteamiento de dicho sistema optimal como un Sistema de
Karush-Kuhn-Tucker.

Como aplicaciones se han seguido los articulos [But|, [Luo], [Mau], y [Olg].
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Capitulo 1

Nociones previas

La pretension del capitulo es el de resumir algunos de los conceptos
bésicos junto con los resultados més relevantes acerca de espacios normados,
aplicaciones entre espacios normados, espacio dual, espacios de Sobolev, y
convergencia débil.

Debido a que el contenido de este capitulo se ha desarrollado en asignaturas
de cuarto del grado, especialmente en Andlisis Funcional y en Ecuaciones
en Derivadas Parciales, no se incluird la demostraciéon de la mayoria de
resultados.

Las referencias para este capitulo son [Cas|, [Gal], [Sal], [Tr6] y [Ver].

1.1. Espacios Normados, operadores y espacio
dual

En este trabajo nos centraremos en el caso real. Las definiciones se escribiran
refiriéndonos al cuerpo de los niimeros reales R cuando haya ambigiiedad.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Una aplicacion
de X en R,que denotaremos por || ||, es una norma sobre X si se verifican
las cuatro propiedades siguientes:

1) ||z|| > 0 para cada z € X.
2) ||z|| = 0 si,y solo si, x = 0.
3) || Az||=|A|||z|| para cada x € X y cada X\ € R.

4) [lz +yll < [lz]l + llyll para cada z, y € X.

Un espacio normado (real) es un par (X, || ||) donde X es un espacio
vectorial sobre Ry || || es una norma sobre X.

3



4 CAPITULO 1. NOCIONES PREVIAS

Observacién 1.1.2. Por definicién, el espacio vectorial X junto a la norma
asociada forman un espacio normado. Si consideramos el mismo espacio
vectorial y cambiamos la norma asociada obtendremos un espacio normado
distinto. Sin embargo, en la mayoria de situaciones la norma que consideramos
esta clara y por tanto la omitimos diciendo que X es un espacio normado.

Ejemplo 1.1.3. El espacio R" es un espacio normado si consideramos por
ejemplo la norma euclidea. El espacio de las funciones reales f : [a,b] — R
continuas, que denotamos por C|a, b], es un espacio normado, con la norma
del maximo, || f||cra,y=méx |f(t)|.

te(a,b]

A continuacion presentaremos la definicién de sucesién de Cauchy, lo que
nos permitira hablar de espacios de Banach.

Definicién 1.1.4. Sea (X, || ||) un espacio normado, y sea {z,} -, C X una
sucesion cualquiera de X. Diremos que la sucesion es convergente si existe
algin x € X tal que lim,,_, ||z, — z|| = 0. Llamamos limite de la sucesién a
x.

Definicién 1.1.5. Sea (X, || ||) un espacio normado, y sea {z,},-, C X una
sucesion cualquiera de X. Diremos que la sucesién es de Cauchy si para todo
e > 0 existe algin ng = ng(€) € N tal que ||z, — x| < € para cualesquiera
n,m > ng(e).

Es bien conocido el resultado siguiente: Toda sucesion convergente en un
espacio normado, es una sucesion de Cauchy. El reciproco en general es falso.

El hecho de que el reciproco sea en general falso motiva el concepto de
espacio de Banach que presentamos en la siguiente definicion:

Definicién 1.1.6. Decimos que un espacio normado (X, || ||) es completo si
toda sucesion de Cauchy en X es convergente, esto es, tiene limite en X. Un
espacio normado que es completo, se denomina espacio de Banach.

Ejemplo 1.1.7. El espacio C[a, b] dotado de la norma del maximo || - ||c(a,
es un espacio de Banach.

A continuacién introduciremos una clase de espacios que juega un papel
fundamental en este trabajo, los espacios LP.
En lo que sigue, E denotara un subconjunto de R", £ C R", no vacio, acotado
y medible Lebesgue, con medida N-dimensional de Lebesgue |F| # 0.

Definicién 1.1.8. Denotamos por LP(E), para 1 < p < oo, el espacio lineal
de todas las (clases de equivalencia de) funciones medibles Lebesgue, f, que
cumplen que

[ I#@pde < o
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En este contexto se identificardan funciones que difieran en conjuntos de
medida cero. Dotando a este espacio de la norma

1/p
1oy = ( / !f(w)lpdw) |

tenemos que LP(E), con 1 < p < 0o, es un espacio de Banach.

Definicién 1.1.9. Una funciéon f real medible en X estd esencialmente
acotada en X si existe un nimero real a > 0 tal que

{z e X :[f(z)] > a}| =0.
En estas condiciones se dice que la constante « es una cota esencial de f.

Definicién 1.1.10. Denotamos por ess sup el supremo esencial de una
funcion, es decir, la menor de las cotas esenciales de dicha funcion.

Ejemplo 1.1.11. Si tomamos la funcién f : [0,1] — R, que toma el valor 0
en (0,1], y vale 1 para x = 0. Tenemos que sup,¢(o 1y | f(z)| = 1, sin embargo,
esssup,eq) |f(2)| = 0, puesto que la funcién es igual a cero c.s.

Definicién 1.1.12. Denotamos por L>®(E) al espacio de Banach formado
por todas las (clases de equivalencia de) funciones medibles Lebesgue y
acotadas esencialmente, f, dotado de la norma

| flloeqm) = esssup |fz)] = inf ( sup |f(z)]).

[F|=0 zep\F
Se introduce a continuacién el concepto de producto interno.

Definicién 1.1.13. Sea H un espacio vectorial real. Un producto interno
sobre H es una aplicacién de H x H en R, que denotamos por (-,-) : HXxH —
R, y que cumple para todos z,y,z € H y A € R las siguientes propiedades:

1) (z,2) >0,y (z,) = 0si, ysolosi, =0 .
) (z,y) = (y,2) .

3) (x4y,2) = (x,2) + (y,2) -

4) (Az,y) = Mz, y) .

Si (-,-) es un producto interno sobre H, entonces decimos que (H, (-,-)) es
un espacio con producto interno.

2
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Observacion 1.1.14. De nuevo,hablaremos de H como espacio con producto
interno, en vez de (H , (5 )), si es claro que producto interno estamos conside-
rando sobre H.

Ejemplo 1.1.15. L?[a,b] con respecto al producto escalar

es un espacio con producto interno, y la norma || - |2 se define a partir del
producto interno.

Todo espacio con producto interno (H , (o )) es un espacio normado con

respecto a la norma
Jul| := /(u, u).

Proposicién 1.1.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea H un espacio
con producto interno. Si u,v € H entonces |(u,v)| < |Jul|||v]|.

Proposicién 1.1.17 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio con producto
interno, y A un subconjunto ortonormal de H. Entonces para todo x € H, y
Uy, Us, . . ., Uy, € A se tiene que

n
Dl w)P < .
k=1

Definicién 1.1.18. Decimos que un espacio con producto interno (H, (-, ))
es un espacio de Hilbert, si es completo con respecto a la norma asociada a

(’)

Ejemplo 1.1.19. El espacio (L?[a,b], || - ||z2) es un espacio de Hilbert con
respecto al producto escalar estandar.

A continuacién trataremos las aplicaciones entre espacios normados,
comenzando con las definiciones elementales. En lo que sigue, asumiremos
que (X, - ||x) e (Y,]| - ||y) son espacios normados sobre R.

Definicién 1.1.20. Diremos que una aplicacion ¢ : X — Y es lineal, o que
es un operador lineal, si ¢p(Ax + py) = Ap(x) + po(y) para todo z,y € X, y
para todo A\, u € R.

Una aplicacién lineal de X en R, esto es, ¥ : X — R, se denomina funcional
lineal.
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Definicién 1.1.21. Diremos que una aplicacién ¢ : X — Y es continua en
X, si para cualquier sucesiéon {z,}22, C X, tal que lim,_, ||z, — z||x =0,
se tiene que limy o0 [|¢(2n) — ¢(2)[y = 0.

Definicién 1.1.22. Un operador lineal ¢ : X — Y se dice que es acotado,
si existe una constante K > 0, donde la K depende del operador ¢, de modo
que

lo(x)||ly < K||z||x para todo =z € X.

Teorema 1.1.23. En las condiciones anteriores, si ¢ : X — Y es un
operador lineal. Son equivalentes:

1) ¢ es continua en X.

2) ¢ es continua en 0 € X.

4

)
)
3) Existe un K > 0 tal que ||¢(z)||y < K para cada xz € X con ||z||x < 1.
) ¢ transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.

)

5) ¢ es acotada, es decir, existe un K > 0 tal que ||¢(z)|]y < K||z|x para
cada z € X.

6) ¢ es uniformemente continua en X.

Definicién 1.1.24. Denotamos por L(X,Y) el espacio de todos los operadores
lineales de X en Y con las operaciones usuales. Si ocurre que Y = X, entonces
escribiremos £(X) := L(X, X).

Definicién 1.1.25. Si ¢ : X — Y es una aplicacion lineal y continua,
llamamos norma del operador ¢, al valor

[@llecxyy 7= min{K >0 - [[o()]ly < Klz]x}-

Definicién 1.1.26. Si dotamos al espacio £(X,Y") de la norma || - ||z(x,v),
este adquiere estructura de espacio normado.

Proposiciéon 1.1.27. Dado un operador ¢ : X — Y lineal y continuo. Se
verifica
[o(x)]l

[p]] = sup === = sup [|¢(z)[.

a0 ||z [|z]|=1

Proposicién 1.1.28. Si Y es completo, entonces £(X,Y) es de Banach.
El reciproco es cierto siempre que X sea un espacio no trivial, esto es, si
X # {0} y L(X,Y) es de Banach, entonces Y es de Banach.
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A continuacién introducimos el concepto de espacio dual, que resultara
de vital importancia a lo largo del trabajo.

Observacion 1.1.29. Dado un espacio normado X, si F' € L(X,R),
representaremos frecuentemente la acciéon de F' sobre un elemento x por
< F,z >:= F(x), para cada z € X.

Definicién 1.1.30. Llamamos espacio dual de X, y lo denotamos por X*, al
espacio de todos los funcionales lineales y continuos en (X, || - ||x). Es decir,
X* = L(X,R). Con la norma:

IFlx = sup | < Fa> |,
[l x =1

Observacién 1.1.31. Como R es un espacio completo, entonces en virtud de
la proposicién previa, tenemos que el espacio dual X* siempre es un espacio
de Banach.

Buscamos la representacion de los funcionales lineales y continuos, con
vistas a caracterizar el espacio X*. En espacios de Hilbert, se dispone del
teorema de representacion de Riesz, que enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.1.32 (Teorema de representacion de Riesz). Sea H un espacio
de Hilbert y F' un funcional lineal sobre H. Si F' es continuo en H, entonces
existe un tnico y € H con |y||g = ||F||u+, tal que

< F,x >= (y,x)g paratodo z € H.

Observacion 1.1.33. En virtud del resultado anterior podemos identificar
H* con H, escribiendo simplemente H = H*.

Ejemplo 1.1.34. Consideremos en L?(E) el funcional lineal dado por <
Ty, [ >:= [, f(x)g(x)dz,donde g € L*(E) esté fijo. Entonces, dicho funcional
es continuo, y de hecho, se tiene que ||T'|| = ||g]|-

A continuacién, trataremos la reflexividad de espacios de Banach.

Definicién 1.1.35. Llamamos espacio bidual de X, al espacio X**, esto es,

Definicién 1.1.36. Decimos que un espacio de Banach X es reflexivo, cuando
podemos identificar X con su bidual, esto es, cuando existe una aplicacion
biyectiva entre X y X**
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Observacién 1.1.37. En el caso de espacios reflexivos, tomando el espacio
bidual, volvemos al espacio original. En particular, los espacios de Hilbert
son siempre reflexivos.

Los espacios LP(E) que introdujimos anteriormente son espacios reflexivos
para 1 < p < co. De hecho, si ¢ denota el exponente conjugado de p, es decir,
}D + % = 1, entonces podemos identificar el espacio dual de LP(FE), esto es,
LP(E)* con LY(E). En cambio, los espacios L'(E) y L>(E) no son reflexivos.
De hecho, mientras que L'(E)* se puede identificar con L°°(E), el espacio
dual de L>(F) no se puede identificar con L'(E).

Concluiremos la seccion introduciendo el concepto de separabilidad.

Definicién 1.1.38. Un espacio de Banach X es separable, si existe un
subconjunto D C X numerable y denso en X.

Ejemplo 1.1.39. Los espacios LP(FE) son separables para 1 < p < co.

1.2. Espacios de Sobolev

En esta seccién, introducimos la nocién de derivada débil que resulta
indispensable para llegar a los espacios de Sobolev, que serdn nuestro marco
principal de trabajo.

En lo que sigue, €2 denotara un subconjunto de R™, Q C R", que es
un dominio, esto es, un conjunto abierto y conexo, cuya frontera se denota
generalmente por I'. Ademds, tomaremos g : 2 — R una funcién definida
en ), y escribiremos la adherencia del conjunto E como FE.

Definicién 1.2.1.

1) Sea k € N. Denotamos por C*() el espacio lineal de todas las funciones
reales en {2 que, junto con sus derivadas parciales hasta orden k, son
continuas en 2. Llamamos funcién de clase k, a una de tales funciones.

2) Dado una funcién g continua, el conjunto sopg = {z € Q: g(x) # 0}
se llama soporte de g. Es el menor cerrado fuera del cual la funcién g
es idénticamente nula.

3) Denotamos por C¥(9), para k € NU {0, 0o}, el conjunto de funciones
de clase k, es decir, de funciones k veces diferenciables con continuidad,
con soporte compacto en 2.

Observacién 1.2.2. Sera de vital importancia para nosotros el caso k = oo,
es decir el conjunto C3°(Q2), cuyos elementos se llaman funciones test. Las
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funciones test se anulan en la frontera I'. Ademas son funciones diferenciables
de cualquier orden. Estas dos propiedades seran de utilidad para definir los
espacios de Sobolev.

Definicion 1.2.3. Diremos que « es un multi-indice, si es un vector o :=
(o1, g, ..., () cuyas componentes son enteros no negativos. El numero
la| :== a; + as + - - - + a,, se llama longitud del multi-indice.

Para nosotros las componentes «a; del multi-indice, indicaran el niimero
de veces que derivamos la funcion f respecto de la variable x;.

Observacién 1.2.4. El uso de los multi-indices, permite utilizar la siguiente
notacion

Def— ala\f

- a1 a9
0x{* 03 ... Oxon

para cada f € Cl,

El valor |a| representa el orden total de derivacién. Adoptamos por convenio
que DO f .= f.

Definicién 1.2.5. Sea Q C R” acotado. Denotamos por C*(QQ), para k €
N, al espacio de todos los elementos de C*(Q2) que junto con sus derivadas
parciales hasta el orden k, se extienden de forma continua hasta Q. En el
caso k = 0, escribiremos simplemente C(Q) en vez de C°(Q).

Observacién 1.2.6. El espacio C*(Q) es de Banach con respecto a la siguiente
norma:

1fllcx@y = Z 1D flle@ = Z meé%waf(xﬂ-

la| <k lal<k *

A continuacién daremos la definiciéon de dominio regular [Tr6, pag 26],
puesto que la teoria de ecuaciones en derivadas parciales necesita que los
dominios €2 tengan una frontera suficientemente “suave”.

Definicién 1.2.7. Sea 2 C R”, con n > 2, un dominio acotado con frontera
I". Diremos que , o I" son de clase C*!, con k € N, si existen un niimero
finito de sistemas de coordenadas Si, . . ., S,,, funciones hq, ..., h,,, y nimeros
a >0y b> 0 que cumplen las siguientes propiedades:

1) Las funciones h;, para 1 < i < m, son k veces diferenciables en el cubo
cerrado de dimensién n — 1

anlz{y:<ylay27"'aynfl) . ‘yz| Saaizlv"wn_l}

y las derivadas parciales de orden £ de cada h; son funciones Lipschitz
continuas en Q),_1.
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2) Para cualquier P € I existe algin ¢ € {1,...,m}, tal que en el sistema
de coordenadas S;, existe un y € ),,_; cumpliendo que P = (y, h;(y)).

3) En el sistema local de coordenadas S; tenemos que
(¥, 90) €Q = y € Qu-r, hily) < yn < hi(y) +b;

(Y yn) € Q = ¥ € Qu-r, hi(y) —b <yn < hily).
Mantendremos a lo largo del trabajo la notacion I' = 9Q = F'r(Q).

Observaciéon 1.2.8. El significado geométrico de la condicién 3) es que el
dominio se apoya localmente a un lado de la frontera.

Definicién 1.2.9. Los dominios, y fronteras de dominios, de clase C%!,
se llaman dominios Lipschitz (o dominios regulares), y fronteras Lipschitz,
respectivamente.

El paso previo para llegar a los espacios de Sobolev, es el concepto de
derivada débil, o derivada en el sentido de las distribuciones.

Definicién 1.2.10. Denotamos por L}, (£2) el conjunto de todas las funciones

medibles, que son localmente integrables en €2, esto es, que son integrables
en el sentido de Lebesgue en cada compacto contenido en (2.

Definicién 1.2.11. Sea f € L}, (Q) y @ un multi-indice dado. Si una funcién
w € L},.(Q) cumple que

loc

/f(x)Dav(x)dx = (—1)0‘|/w(x)v(x)dx Yo e C5° (),
Q Q

donde
ol f

Dx{roxs? ... Dxon’

Entonces decimos que w es la derivada débil de f (asociado a «).

Dof =

En otras palabras, w es la derivada débil de f si cumple la férmula de la
integraciéon por partes de la misma manera que lo harfa la derivada (fuerte)
D f, si f perteneciera a C*(Q). Debido a esto y al hecho de que f tenga una
unica derivada débil, justifica que denotemos la derivada débil de la misma
forma que la fuerte, esto es, w = D*f.

Las derivadas débiles no tienen por qué existir. Sin embargo, si estas
existen pueden encontrarse en espacios “mejores” que los espacios L .(Q),

loc
como por ejemplo en el espacio LP((2). Esta idea motiva la siguiente definicién.
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Definicién 1.2.12. Sea 1 < p < oo y k € N. Denotamos por WkP(Q) el
espacio lineal de todas las funciones f € LP(€2) que tienen derivada débil
D*f en LP(Q2) para todo multi-indice o de longitud |a| < k, dotado con la

norma
1/p
Z/Q’D f(2)] dx) :

|| <k

1l = (

Analogamente, para p = oo, W*>(Q) estd bien definido, dotdndolo ademds
de la norma

”f”Wk’OO(Q) = l‘fﬁ%}é HDafHLOO(Q)-

Los espacios W*P(Q) son espacios de Banach. Nos referimos a ellos como
espacios de Sobolev. Para el caso particular en el que p = 2, escribiremos

H*(Q) := WH(Q).
Trabajaremos a menudo con H'(2), esto es,

HY(Q) = {f € L2(Q) : % € LX), i=1,...,n},

y la norma viene dada por

1/2
ey = ( J |Vfr2>d:c) |

donde of of

vz = (9 2

VIR = G+ (R
es decir, es la norma euclidea al cuadrado del vector Vf. Con el producto
escalar

(g = [ fods + [ V47 Vgds,
Q Q
donde of
T _ 9

H'(Q) es un espacio de Hilbert.

Observacion 1.2.13. Los problemas dentro de este espacio surgen cuando
uno quiere asignar cierto valor a un punto de la frontera. Por ejemplo,
podriamos plantearnos que significa que una funcién f € W*?(Q) se anule
en I' = 0f). Recordemos que I' es un subconjunto de R", que tiene medida
cero, y por tanto no estd bien definido el valor de f € LP(€2) en I'. De hecho,
funciones que difieren solo en conjuntos de medida nula, son iguales en el
sentido de LP(£2).
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Los siguientes resultados van encaminados a dar un sentido al hecho de
“anularse en la frontera del dominio”.

Definicién 1.2.14. La adherencia de C°(Q2) en W"?(Q), se denota por
Wé“’ (€).' Y siguiendo una notacién similar a la introducida previamente para
el caso p = 2, denotamos por HE(Q) := W2 (Q).

Observacién 1.2.15. Si dotamos a W2 (Q) de la norma |-[lw.» (), Obtenemos
un espacio normado, y como es un subespacio cerrado de W*?(£2), entonces es
también un espacio de Banach. En particular, H{(£2) es un espacio completo,
doténdolo de la norma || - || g1 (q)-

Los elementos de W(;C P(Q2) pueden interpretarse como funciones cuyas
derivadas hasta orden k£ — 1 se anulan en la frontera. Esto es consecuencia del
teorema de la traza que veremos a continuacion que nos dice en que sentido
las funciones de W*?(Q) tienen valores en la frontera.

Teorema 1.2.16 (Teorema de la traza). Sea 2 C R"™, un dominio Lipschitz, y
sea 1 < p < co. Existe una aplicacién lineal y continua 7 : W'?(€Q) — L?(T")
tal que para toda f € WP(Q)NC(Q), se tiene que (7f)(x) = f(x) para todo
xel.

Observacién 1.2.17. En el caso particular en el que p = 2, se sigue que
7: H'(Q) — L*(T). Para funciones continuas, tenemos que 7 f coincide con
la restriccién f|p de fa T

Una definicién concisa de L?(T") puede encontrarse en [Sal, pag 411-412].

Definicién 1.2.18. El elemento 7 f se llama la traza de f aT', y la aplicacién
7 se llama operador traza.

La siguiente férmula de integracién por partes para funciones de H'(Q)
es consecuencia del teorema de traza con p = 2.

Corolario 1.2.19. Sea Q C R", un dominio Lipschitz. Y sean u € H'(Q) y
v € (H*(Q2))". Entonces

/Vu-vdx:—/uv'vdx—l—/(Tu)(Tv)«neda,
0 O r

donde n, es el vector normal exterior unitario a I', y 7v = (7vy,...,7v,)7.

Observacién 1.2.20. En lo que sigue, por simplificar, usaremos la notacién
flr, en vez de 7f. En esta linea, f|r, define la restriccién de 7f a Iy, con
'y C I" medible.
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El operador traza 7 : H*(2) — L?*(T") no es sobreyectivo. De hecho la
imagen de T estd estrictamente contenido en L*(T'), dicho de otra manera,
hay funciones en L*(T') que no son “trazas” de funciones de H'(f2). Se tiene
la siguiente definicion.

Definicién 1.2.21. Sea ) C R", un dominio Lipschitz acotado. Denotamos

por HY2(T), al espacio definido como HY?*(T) = {ur : u € HY(Q)},
dotandolo de la norma

gl /2 ey = 1f {[Jull g : we H'(Q), up = g}.

Como el operador traza es continuo,y por tanto, acotado, existe una
constante ¢, = ¢, (€2, p) tal que

IfIellzory < erllfllwin) para todo f e WHP(Q).
Ademas para dominios Lipschitz () se tiene que
Hy(Q) ={f € H'(Q) : flr =0}.
Por otra parte, si g € L*(T') se tiene que
l9llz2ry < erllullm Yu cur =g.
Por lo que,
9l 22y < er qfﬁl:ng lullzr = crllgll gz

Proposicién 1.2.22 (Desigualdad de Poincaré). Sea 2 C R™, un dominio
acotado. Existe una constante positiva Cp que solo depende del dominio €2
y de n, de modo que

12 < CplIV 2@ = Cellfllmi) para cada f € Hy ().

Por tltimo, tengamos en cuenta que podemos definir una norma en H} ()
como sigue

sy = [ 197z

Observacion 1.2.23. En virtud de la desigualdad de Poincaré, || - ||Hé(Q) es
una norma sobre Hg(f2), equivalente a || - || g1 ().
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1.3. Convergencia débil

Los contenidos que desarrollaremos a continuacién son fundamentales
para probar la existencia de controles éptimos. Supondremos en esta seccion
que los espacios que aparecen son espacios de Banach, aunque alguno de los
resultados que se enuncian no necesitan que el espacio sea completo.

La convergencia débil se caracteriza por la convergencia a través de los
funcionales lineales y continuos asociados al espacio de partida, en concreto

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio de Banach real. Decimos que una
sucesion {z,}5°, de elementos de X, converge débilmente a un z € X, si
lim < f,z, >=< f,x > paratodo f € X"
n—oo
Denotaremos la convergencia débil mediante —, esto es, escribiremos z,, — x
cuando n — oo. El limite queda unicamente determinado, y se llama el limite
débil de la sucesion {x,}2 ;.

Observacién 1.3.2. En efecto, si x,, — x, entonces x es tinico. Si ocurriera
que x, — z,y x, — y, entonces f(z,) = f(x)y f(z,) — f(y) para todo
f € X*. Por tanto, f(z) = f(y), luego f(x —y) = 0. Como lo anterior es
cierto para todo f € X* entonces z = y.

Si no fuera asi, esto es, si x # y, entonces existiria un funcional g € X* tal
que [lgll =1,y g(z —y) = [lz = y[l. Como f(x —y) = 0 para todo f € X*,
deberfa ocurrir que g(r —y) = ||z — y|| = 0, y por tanto = = y, lo que es
absurdo.

Teorema 1.3.3 (Banach-Steinhaus). Sean X e Y dos espacios de Banach, y
sea (T;);e; una familia (no necesariamente numerable), de operadores lineales
y continuos de X en Y. Supongamos que

sup || Tiz|| < oo Vo € X.
icl

Entonces,
sup || 15| c(x,y) < o0.
iel

En otras palabras, existe una constante c, tal que

|Tiz|| < c|lz|| Vo e X, Viel.

Observacién 1.3.4. Deducimos del teorema de Banach-Steinhaus, que la
sucesion de numeros reales {||lx,]|}52, es acotada, para cualquier sucesién
débilmente convergente {z,}5°, de elementos de X.
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Proposicién 1.3.5. Si una sucesién {z,}>°, de elementos de X converge
fuertemente (es decir, converge con respecto de la norma de X), hacia un
elemento z € X. Entonces converge débilmente hacia el mismo z.

Utilizando el teorema de representacion de Riesz, tenemos que

Proposicién 1.3.6. Sea H espacio de Hilbert, y {u,}32, una sucesién de
elementos de H. Entonces {u, }°, converge débilmente a u € H si, y solo si,

lim (v, u,) — (v,u) para todo v € H
n—oo

Ademas, si u, — uy v, — v (convergencia fuerte), entonces (v,,u,) —
(v,u) cuando n — 0.

Ejemplo 1.3.7. Veamos que de hecho la convergencia débil no implica
convergencia fuerte. Sea H un espacio de Hilbert, y consideremos una sucesién
ortonormal {u,}>2, de elementos de H. Tomemos v € H. En virtud de la
desigualdad de Bessel (1.1.17), deducimos que Y = |(un, v)[* < ||v]]?, luego
la serie de la izquierda converge, y por tanto el termino general (u,,v) — 0
cuando n — oo. Es decir, u,, — 0. Sin embargo, como ||u, — u,||*> = 2 si
n # m la sucesion {u,}>°; no converge fuertemente.

Definicién 1.3.8. Sean X e Y espacios de Banach reales. Decimos que una
aplicacion 7' : X — Y es débilmente secuencialmente continua, si para
cualquier sucesién {x,}>2, de elementos de X, verificando que z, — =,
se tiene que la sucesién formada por sus imagenes, {T'(z,)}>2,, converge
débilmente en Y hacia T'(z).

Proposiciéon 1.3.9. Todo operador lineal y continuo entre dos espacios de
Banach, T': X — Y es débilmente secuencialmente continuo.

Definicién 1.3.10. Sea X un espacio de Banach real, y sea M un subconjunto
de X.

1) Diremos que M es débilmente secuencialmente cerrado, si el limite
de toda sucesion débilmente convergente {z,}°°, de elementos de M,
pertenece a M.

2) Diremos que M es débilmente secuencialmente relativamente compacto,
si toda sucesion {z,}°°, de elementos de M, admite una subsucesién
débilmente convergente.

3) Por tltimo, diremos que M es débilmente secuencialmente compacto
si es débilmente secuencialmente relativamente compacto, y débilmente
secuencialmente cerrado, es decir,si se cumple que toda sucesion {x, }5°
de elementos de M, admite una subsucesién débilmente convergente
hacia un elemento = de M.
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El siguiente teorema pone de manifiesto la importancia de los conceptos
vistos hasta ahora, caracterizando ciertos conjuntos en términos de sucesiones
débilmente convergentes.

Teorema 1.3.11. Todo subconjunto acotado M de un espacio de Banach
reflexivo es débilmente secuencialmente relativamente compacto, esto es, toda
sucesion {z,}>2, de elementos de M, admite una subsucesién débilmente
convergente.

A continuacién daremos la definicién de conjunto convexo.

Definicién 1.3.12. Sea X un espacio de Banach real. Decimos que un
subconjunto C' de X es convexo, si para cualquier par de elementos x,y € C,
y para todo A € [0, 1], se cumple que la combinacién convexa Ax + (1 — \)y
estd en C.

Definicién 1.3.13. Decimos que un funcional F' : C' — R es convexo, si
para cualquier par de elementos z,y € C, y para todo A € [0, 1], se tiene que

FOx + (1= \y) < AF(2) + (1 — N F(y).

Ademas, decimos que un funcional F' : C' — R es estrictamente convexo,
si la desigualdad anterior se cumple estrictamente, siempre que x # y, y

Ae(0,1).

Teorema 1.3.14. Todo subconjunto cerrado y convexo de un espacio de
Banach es débilmente secuencialmente cerrado.

Ademas, si el espacio es reflexivo, y el conjunto es acotado, entonces es
débilmente secuencialmente compacto.

Teorema 1.3.15. Todo funcional continuo y convexo f : X — R, en
un espacio de Banach X es débilmente semicontinua inferiormente, esto es,
para cualquier sucesion {x,}2°; de elementos de X, tal que x, — x cuando
n — 00, se tiene que

liminf f(z,) > f(z).

n—oo
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Capitulo 2

Control 6ptimo de ecuaciones
en derivadas parciales elipticas

En este capitulo expondremos en primer lugar los resultados que permiten
obtener las soluciones débiles asociadas a problemas elipticos con condiciones
frontera de tipo Dirichlet y Robin. Para tal fin, serd necesario probar el
teorema de Lax-Milgram, fundamental para concluir la existencia y unicidad
de soluciones a los problemas anteriormente citados.

A continuacién daremos los resultados més relevantes acerca de la existen-
cia de controles éptimos asociados a problemas de control distribuido lineales
cuadraticos elipticos.

Las referencias bésicas utilizadas serdn los libros [Bre], [Cas], [Sal], [Sch]
y [Tro].

2.1. Soluciones débiles de ecuaciones elipticas

Daremos una breve introduccion a la solucion débil de algunas ecuaciones
elipticas, sobre las que mas tarde desarrollaremos los problemas de control
6ptimo. A lo largo de esta seccién tomaremos {2 C R™, con n > 2, un dominio
Lipschitz acotado con frontera I'.

Tratemos primero con la ecuacién de Poisson, para ello nos centramos en
el problema de valores frontera con condiciones Dirichlet homogéneas

—Ay = f en €

y = 0 en T, (2.1)

donde f € L?*(Q2) es un dato del problema.
La ecuacion de Poisson —Ay = f no tiene en general una solucién clasica,

19
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esto es, una solucién que cumpla que y € C%(Q) N C(Q) cualquiera que sea
f. En su lugar, buscaremos una solucién débil en el espacio HJ(f2), es decir
una solucion de la ecuacién variacional asociada a (2.1).

Supondremos por el momento que f es suficientemente suave y que y €
C%(Q)NC(Q) es una solucién clasica de (2.1). Buscamos la expresién variacio-
nal de (2.1). Para ello, multiplicando la ecuacién de Poisson por una funcion
test v € C§°(Q2), e integrando sobre €2, obtenemos que

—/vAydx:/fvda:.
Q Q

Integrando por partes en el lado izquierdo de la igualdad, llegamos a que

—/vAydxz—/U@neyds—k /Vy-Vvda::/fvdx.
Q r Q Q

Donde se ha utilizado la notacion 0,,y, para la derivada normal de y, es decir,
la derivada direccional de y en el sentido de la normal exterior unitaria, n.,
a I'. Es decir, 0,y = Vy - ne.

Como v es una funcion test, y se anula en I', tenemos que

/Vy-Vvdx:/fvdx.
Q Q

Observacion 2.1.1. Notemos que esta ecuacion se cumple para todo v €
Cs°(€). Ademés, por un lado, recordemos que C§°(f2) es denso en HJ (),
y por otro lado que para y fijo, toda la ecuaciéon depende continuamente
de v € H}(Q), con lo que concluimos que la ecuacién es vélida para todo
v € HL(Q). Reciprocamente, se cumple que si y € HZ (), es suficientemente
regular y cumple la ecuacién anterior para cada v € C§°(Q2). Entonces, y
es de hecho una solucién fuerte de la ecuaciéon de Poisson —Ay = f con
condiciones de frontera Dirichlet homogéneas.

Este comentario, justifica la definicién siguiente.

Definicién 2.1.2. Decimos que y € HJ(£2) es una solucién débil del problema
(2.1), si esta cumple la ecuacién variacional asociada al problema

/ Vy - Vodr = / fode Vv € Hy(S2). (2.2)
Q Q

Para el tratamiento de ecuaciones mas generales que la ecuacion de Poisson,
introduciremos el concepto de forma bilineal y el teorema de Lax-Milgram.
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Comenzamos escribiendo (2.2) en forma abstracta como sigue. Definamos la
forma bilineal a : H}(Q) x Hj(Q) — R,

a(y,v) == /QVy -Voudx. (2.3)

Y definamos el funcional lineal y continuo F : H}(Q) — R, como
< Fov>=(f,v)r20q).

Denotemos por H () el espacio dual de Hj (). Entonces, (2.2) se reescribe
como

a(y,v) =< F,v > para todo v € H}(), (2.4)

donde F' es un funcional lineal y continuo de H}(Q), esto es, F' € H~(Q).

Definicién 2.1.3. Sea H un espacio de Hilbert. Dada una forma bilineal
real, esto es, una aplicacion a : H x H — R, decimos que es coerciva, si
existe una constante o > 0 tal que

a(v,v) > allv||3; paratodo v € H.

Y, decimos que la forma bilineal es continua, si existe una constante 5 > 0
tal que
la(u,v)| < Bl|ul|g||v||z  para todo u,v € H.

A continuacién, enunciaremos y demostraremos el teorema de Lax-Milgram,
que es de vital importancia para la teoria de existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones elipticas lineales. Se utiliza para probar la existencia y unicidad
de soluciones débiles del problema (2.1), asi como de otros problemas elipticos
que trataremos mas tarde.

Utilizaremos el teorema del punto fijo de Banach que enunciaremos y demostra-
remos a continuacion.

Teorema 2.1.4 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio
métrico, no vacio, y completo, y sea S : X — X una aplicacion estrictamente
contractiva, es decir, tal que

d(S(v1), S(ve)) < kd(vy,v2) para todo vy, vy € X, con k < 1.

Entonces, S tiene un tnico punto fijo, u = S(u).
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Demostracion. Comencemos probando la unicidad, razonando por reduccién
al absurdo. Supongamos pues, que existen u,v € X, tales que u = S(u),
y v = S(v). Entonces, d(u,v) = d(S(u),S(v)) < Kd(u,v), y por tanto
(1 — K)d(u,v) < 0. Como K < 1, deducimos que d(u,v) = 0, por lo que
u=w.

Probemos a continuacién la existencia. Sea xy € X arbitrario, y consideremos
la sucesién {z,,}5°, de elementos de X definida como

r1 = S(xo), o =S(x1), -+, Tp=95(xpn_1), -

Veamos que dicha sucesién es de Cauchy, para ello tengamos presente las
siguientes desigualdades:

d(l’g,xl) S Kd(l’l, l‘o),
d(.ﬁl?g,fl?g) S Kd(xg,.]?l) S K2 d(f]?l, iL'o),
d(xn—i-h In) S K" d(xh IO)'
Por tanto, en virtud de la desigualdad triangular, tenemos que

d(xn-i-pa xn) < d(xn-i-p) xn—&-p—l) + d(xn-&-p—l» $n+p—2) +oe d(xn-l—lv fpn)
S Kn+p—1 d(l‘l, ZL'()) + Kn+p—2 d([El, l’o) + -+ Kn d([L’l, IO)

< d(x1,x0) ZKq
q=n

—_— Kn
O 1-K

d((L’l,{E()).

Deducimos que d(z,,4p, ,) — 0 cuando n — oo para todo p, por lo que la
sucesion {z,}5° , es de Cauchy, y como X es completo, la sucesién converge
hacia un elemento v € X. Tenemos por un lado que, x,, — u cuando n — oo,
y por otro lado, se deduce de la continuidad de S que S(z,) — S(u), por

tanto como x,11 = S(z,), es u = S(u), es decir, u es un punto fijo de S.
[

Teorema 2.1.5 (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio Hilbert real,
y sea a : H x H — R una forma bilineal, continua y coerciva. Entonces,
para cualquier F' € H*, existe un tnico elemento y € H tal que

a(y,v) =< F,uo > Yve H.
Ademas, existe una constante ¢, > 0, que no depende de F', tal que

[yllar < call £

H*-



2.1. SOLUCIONES DEBILES DE ECUACIONES ELIPTICAS 23

Finalmente, si a es simétrica, entonces y € H se caracteriza por la propiedad
siguiente

1 1
éa(y,y)— < Fy>= qujrél'g{ia(v,v)— < Fv >}

Demostracion. Dado F funcional lineal y continuo en H, por el teorema de
representacion de Riesz, existe f € H, de modo que

< F,v>=(f,v)g paratodove H y | fllg=IF]|

H*-

Por un lado, fijado y € H, la aplicacién que actia como sigue v — a(y,v),
define un funcional lineal y continuo en H.

Por otro lado, utilizando de nuevo el teorema de representacion de Riesz,
existe un unico elemento en H, ya que a(y, -) es un funcional lineal y continuo,
que denotamos por Ay, de modo que

a(y,v) = (Ay,v) para todov € H.

Consideremos el operador lineal A : H — H, definido por y — A(y) := Ay.
Entonces, para todo y € H, utilizando la continuidad de a, se tiene que

gt =sup { LAY (100 (AL _ g
1 R T I R B W |

Utilizando ahora la coercividad de a, se tiene que

(Ay,y) = a(y,y) > a|ly||* Vy € H.

Nuestro primer objetivo es encontrar y € H de modo que a(y,v) =
< F,v >, equivalentemente, debemos buscar y € H cumpliendo que

es decir, tal que
(f —Ay,v) =0 Yve H. (2.5)

Sea p > 0 una constante que determinaremos posteriormente, penalizando la
ecuacion anterior, estudiaremos equivalentemente el problema

(p(f — Ay) +y—y,v) =0 Vv e H.

Definamos el operador S : H — H como sigue S(v) := p(f — Av) + v. El
problema (2.5) es equivalente a encontrar un punto fijo de S. Veamos que
el operador S cumple las condiciones del teorema del punto fijo de Banach,
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para un p adecuadamente elegido. Tenemos que para cada z,z € H, se tiene
que

1S(z) = S()I* = lIp(f — Az) + 2 — p(f — Az) — |

[(z — 2) — p(Az — Az)||?

((x —2) —p(Ax — Az), (x — 2) — p(Az — Az))
o = 2[* + p*[|[ Al — 2)[I* = 2p(A(z — 2), 2 — 2)
la = 2|1 + p* 82| — 2|* - 2pallr — 2|

= [lz — 2[]*(1 - 2pa +p*B?)

IN

Es decir, si se toma p > 0, tal que K? = 1 — 2pa + p?% < 1, es decir,
0 < p < 2a/B? se tiene que ||S(z) — S(2)|| < K|z — z||, con K < 1, y por
tanto el operador S es contractivo, lo que, en virtud del teorema del punto
fijo de Banach, garantiza que existe y € H tal que y = S(y), y ademéds dicho
Y es unico.

A continuacion, de la coercividad, y la continuidad de la forma bilineal
a(u,v), se deduce que

aflul® < alu,u) = (Au,u) < | Aul|||ull,

de donde
Jull < 2 Aul) vu e B

En particular, escogiendo y soluciéon del problema Ay = f, tenemos que

Ioll < 2yl = 2y = 2y

H*,
que es la desigualdad que buscabamos.

Por 1ultimo, supongamos que a es simétrica, queremos probar que
Ly, y)= < Foy >= min{a(v,v)— < F,v >}
Qayay 7y _E;réllgl 2&1),’0 7U :

Sea y solucién (que existe y es tnica) de a(y,v) =< F,v > para todo v € H.
Probaremos equivalentemente que

1 1
§a(y,y)— <F,y>< §a(v,v)— < F,v > paratodov € H.
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Sea v € H cualquiera

1 1
Ea(v,v)—<F,v>:§a(v—y+y,v—y+y)—<F,v—y+y>

1 1
= §a(v—y,v—y)+Qa(y,y)Jra(y,v—y)
—<Fov—y>—-—<Fuy>

1

1
= galv —y,v—y) +jaly,y)—- < Fy >

1
2 saly,y)— < Fy >,
donde se ha utilizado que a(y,v —y) =< F,v —y >.

0]

Observacién 2.1.6. El teorema de Lax-Milgram admite una formulacién
mas general, conocido como teorema de Stampacchia, en el que se sustituye
H por un subconjunto convexo, cerrado y no vacio K C H. Entonces, para
cualquier F' € H*, existe un tnico elemento y € K, tal que

a(y,v—y) >< Fluo—y > YveK.

Para poder aplicar el teorema de Lax-Milgram al caso de condiciones
frontera Dirichlet homogéneas, y|r = 0, resulta necesario la desigualdad de
Poincaré que enunciamos en el capitulo previo.

Teorema 2.1.7. Si €2 es un dominio Lipschitz acotado, entonces para toda
funcién f € L?(Q), el problema (2.1) tiene una tnica solucién débil y €
H} (). Ademés, existe una constante ¢ > 0 que no depende de f, tal que

[yl @) < el fllze- (2.6)

Demostracion. Aplicaremos el teorema de Lax-Milgram tomando H = H} ().
Para ello, tenemos que verificar que la forma bilineal dada por (2.3) es
continua y coerciva. Consideramos H} (£2) con la norma de H'. Comprobemos
primero la continuidad de la forma bilineal a, para ello, en virtud de la
desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.1.16), tenemos que

1/2 1/2
/Vy-Vvdx < (/\Vy\de) (/\Vv\de)
Q Q Q
1/2 1/2
< ( [ ol + 19382 dx) ( [+ |w>dw)
Q Q

< Nyl @) vl a2 e)-
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Por otro lado, verifiquemos la coercividad de a, para la que haremos uso de
la desiguadad de Poincaré (1.2.22), esto es,

1 1
o) = [ Wy de =5 [ (Vo a5 [ Vol as

1 1
S - 2 b 2
_2/Q]Vy] dw+20p/g|y| dx
1

> o min{1, C; }H y i o)

Resta ver la continuidad del funcional F', que de nuevo es consecuencia de la
desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.1.16). De hecho, se tiene que

[F(0)] = [(f,v) 2| < Iflle2llvliz2) < Ifll2@llvllave)-

Por tanto, || F||g-1) < || fll2@)-
En virtud del teorema de Lax-Milgram, existe un tnico y € H2 () solucién
del problema (2.1). Ademaés, dicho teorema nos dice que

1yl @) < clFlla— < el fll2)

lo que prueba (2.6).
[

Observaciéon 2.1.8. El teorema anterior sigue siendo cierto, tomando F' €
H™', que no esté generado por un f € L*(€2). En dicha situacién, el problema
(2.1) tiene una tnica solucién débil y € H} (). Ademds, existe una constante
¢ > 0 que no depende de F', tal que

Yl @) < el Fl[z-1

A continuacién hablaremos de problemas que tienen condiciones frontera
de tipo Robin, es decir, problemas con la siguiente estructura

—Ay+cy = f en

O y+ay = g en I. (2.7)

Aqui,vienen dadas con el problema las funciones f € L*(Q), g € L*(T),
asi como, los coeficientes ¢y € L>®(Q), y a € L>®(I'), que ademds son no
negativas. Es decir, ¢o(x) > 0 csy a(z) > 0c.s.

De nuevo, 0,, denota la derivada normal exterior, es decir, la derivada direccio-
nal, en la direccién del vector normal unitario exterior n, a I.

Razonemos de forma similar a como lo hicimos con el problema (2.1).

Multiplicaremos la ecuacion en derivadas parciales por una funcién arbitraria
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v € C'(€). Con las mismas hipdtesis que en el problema anterior, e integrando
por partes, se debe cumplir que

—/v@neyds+/Vy-Vvdx—l—/coyvdm:/fvdx.
r Q Q Q

Sustituyendo las condiciones frontera d,.y = g — ay en la primera integral,
se tiene, para todo v € C'(Q), que

/Vy-Vvdx+/coyvdx+/avyds:/fvd:)s—l—/gvds. (2.8)
Q Q r Q r

Suponiendo por un lado que 2 es un dominio Lipschitz, y por tanto C(Q)
es un subconjunto denso en H'(2), se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.1.9. Una funcién y € H'(2) de dice que es una solucién débil
del problema de valores en la frontera (2.7), si satisface la ecuacién variacional
(2.8) para todo v € H(Q).

Buscamos aplicar el teorema de Lax-Milgram, para ello tomaremos como
espacio de Hilbert H := H'(Q), y definimos la forma bilineal a y el funcional
F'| respectivamente como

F(v) ::/vada:—l—/rgvds, (2.9)

a(y,v) ::/Vy~Vvda:+/coyvdx+/owyds.
Q Q r

De nuevo, la formulacién variacional dada en (2.8), esta escrita en la
forma

a(y,v) = F(v) para todo v € H'(Q)

Por ltimo, con vistas a garantizar la coercividad de la forma bilineal a serd
necesaria una generalizacién de la desigualdad de Poincaré. La prueba puede
encontrarse en [Cas, pag 215-217].

Lema 2.1.10. Sea €2 C R™ un dominio Lipschitz acotado, y sea I'y C I" un
conjunto medible tal que |I';| > 0. Entonces existe una constante ¢(I'y) > 0,
que solo depende de I', tal que

Il < o) [ 19uPas+ ([ lyds)2> weH'(@).  (210)

Observacién 2.1.11. La desigualdad de Poincaré (1.2.22) se obtiene como
un caso particular tomando I'y =T, e y € H}(Q).
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Para subconjuntos de €2 tenemos una desigualdad andloga.

Lema 2.1.12. Sea ) C R™ un dominio Lipschitz acotado, y sea £ C 2 un
conjunto medible tal que |E| > 0. Entonces existe una constante ¢(E) > 0,
que solo depende de FE, tal que

191 < c<E>( 19 de + ( / ydx>) we Q). (211)

Veamos bajo que condiciones tenemos garantizado la existencia de solucio-
nes débiles.

Teorema 2.1.13. Sea €2 C R” un dominio Lipschitz, y supongamos que, las
funciones no negativas en casi todo punto ¢y € L>*(Q), y a € L*(I") verifican
que

/Q(CO(@)2 dx + /(Oz(x))2 ds(z) > 0.

r

Entonces, para cada par f € L?(Q), y g € L*(T), el problema de valores
frontera (2.7) tiene una tnica solucién débil y € H'(Q). Ademds, existe una
constante ¢ > 0, que no depende ni de f, ni de g, de modo que

Iyl @) < el fllz2) + lgllz2@))- (2.12)

Demostracidén. Aplicaremos el teorema de Lax-Milgram tomando H = H'(().
Para ello, tenemos que verificar que la forma bilineal dada por (2.9) es
continua y coerciva. Sea ¢ > 0 una constante genérica que solo depende de
los datos del problema. Veamos primero que la forma bilineal a es continua,
para ello tengamos presente las siguientes acotaciones

’/ coyvdx
Q
y utilizando el teorema de la traza (1.2.16),

/ayvds
r

Deducimos pues, que la forma bilineal es continua, ya que

< leollzoe@ Myl 2@ [0l 220

< lcollzo@) Yl @) 10l 210,

< ez |yl zey vl 2amy

< lallzeey eyl ar @) vl a @)-

lay, v)| = \/Vy-wdw/(:oyvdﬂ/ayvds < Byl lo]lmo.
Q Q T
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A continuacién, probaremos la coercividad de la forma bilineal a. Por hipétesis,
tenemos que ¢y # 0 en L>(2), o que o # 0 en L>(T).

Si ¢g # 0, entonces existe un conjunto medible £ C Q con |E| > 0, y un
e > 0, tal que c¢o(x) > € para todo x € E. Asi que, teniendo en cuenta la

desigualdad ydz ? <|E y? dx, deducimos que
E E
a(yy) Z/Q(|V?J|2 + colyl?) do + /oz|y|2dS
r

E/IVy\2d$+€/ ly|* da
Q E

zmin{l,e}(/ |Vy|2da:+/ |y|2dzc>
Q E

min{l,e
> L) ST
o(E) max{L, |E]}

donde se ha utilizado la desigualdad (2.11).

Si o # 0, entonces existe un conjunto medible I'y C I' con || > 0, y un
e > 0, tal que a(z) > ¢ para todo € I';. Teniendo presente ahora la
desigualdad (fl“1 ydx)2 < |1y fl“l y? dx, deducimos que

oy, y) = / (V2 + colyf?) do + / alyP ds
I

> [Vop e [ e
Q

'y

> ml’n{l,e}(/ IVy|* dx + |y|2d:(:)
Q Iy

min{1,e
= { ) ||y||?{1(ﬂ)7
c(Ty) méx{1, ||}

donde se ha utilizado la desigualdad (2.10).

Resta ver la continuidad del funcional F', definido en (2.9), que es consecuencia
de la desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.1.16) y del teorema de traza (1.2.16).
De hecho, se tiene que

\F(v)IS/Qva\dw+ /F\gvms

< fllze) 0llz2) + llgllzzayllvllz2 @
< |\ fllz@) vl i@y + cllgllzm vl e
< c([[fllze) + Ngll2ay) vl ar)-
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Por tanto, || Fl| (1) < ¢(Ifllzz@) + llgllezm)-
En virtud del teorema de Lax-Milgram, existe un tinico y € H'(Q) solucién
del problema (2.7). Ademsés, dicho teorema nos dice que

Iyllar ) < e fllez@) + lgllzer)),

lo que prueba (2.12).

2.2. Existencia de controles 6ptimos

A lo largo de esta seccion, 2 C R™ denotard un dominio acotado Lipschitz
con frontera I'. Ademas, tendremos en cuenta las siguientes hipdtesis.

Hipdétesis 2.2.1. En lo que sigue, supondremos que A > 0, yo € L*(Q),
geL®Q),yac L>®() con a(x) > 0 para casi todo z € I', y supondremos
también que ug, up € L*(2) cumplen que u,(x) < up(x) para casi todo z € €.

En este contexto, yqo representa la funcion objetivo que queremos aproxi-
mar, « y 3 son funciones coeficientes, las funciones u,, u; definen el conjunto
de controles admisibles que actian sobre €2, y u denotara la funcién de
control.

2.2.1. Control distribuido

Como primer objeto de estudio, analizaremos el problema con condiciones
frontera Dirichlet homogéneas. Mas concretamente planteamos el problema

) 1 A
min Jy,w) = 2y~ volam + 5 Il (213)
sujeto a las restricciones
—Ay = pu en
y = 0 en I. (2.14)
y
uq(z) < u(x) < up(z) para casi todo z € . (2.15)

Interpretaremos este problema como una fuente de calor estacionaria éptima,
siendo J el funcional coste. Un primer paso, debe ser elegir en que espacio
tomamos el control u, parece razonable escoger el control © como un elemento
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del espacio de Hilbert L?(Q). En esta situacién, definamos el conjunto de
controles admisibles como

Uga = {u € L*(Q) : ua(z) < u(x) < up(z) para casi todo z € Q}.

El conjunto Uy, es un subconjunto no vacio, cerrado, y convexo de L*(12).

Sabemos, en virtud del teorema (2.1.7), que para cada u € U,g C L*(9),
existe una tnica solucién débil, y € H} () del problema (2.14), dicha solucién
se llama estado asociado a u. El espacio de estados se denotara por

Y = Hy(Q).

Ademas, para recalcar la dependencia de y con u, escribiremos y = y(u),
teniendo en cuenta que el contexto en el que se encuentre, nos servira para
evitar confusiones con respecto al valor y(z) de y cuando z € Q.
La siguiente definicién deja claro a que nos referimos cuando hablamos de
un control 6ptimo, que de ahora en adelante se denotara por .

Definicién 2.2.2. Decimos que un control u € U,,; es éptimo, con estado
éptimo asociado y = y(u), si

J(y,u) < J(y(u),u) para todo u € Uyq.

Como tenemos interés en dar respuesta a la existencia de controles éptimos,
nos va a interesar reescribir nuestro problema de control éptimo en términos
del control u.

Definicién 2.2.3. Llamamos aplicacién control-estado, a la aplicacion
G : L*(Q) — H(Q), que transforma u € L?(Q2) en y(u) € HY(Q), solucién
de (2.14).

Observacién 2.2.4. La aplicacién G es un operador lineal, y en virtud de
la cota (2.6), tomando f = fu, deducimos que de hecho el operador G es
continuo.

Denotaremos por Ey el operador de inclusién de H'(Q) — L*(Q).
El operador Ey es lineal y continuo. Con un ligero abuso de notacion,

utilizaremos también Ey para denotar la inclusién continua de H}(Q) —
L*(Q).

Definicién 2.2.5. S : L*(Q2) — L?(2) denotara el operador

S = EyG
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Con esta notacién,el problema de control (2.13) — (2.15), se reduce al
siguiente problema de optimizacion cuadratica sobre el espacio de Hilbert

L*(Q):
. 1 A
min f(u) == 1|5~ allfae) + 3 [l (2.16)

u€Uqq

Definicién 2.2.6. El funcional f definido en (2.16), se llama funcional
reducido.

Lema 2.2.7. Sean U un subconjunto convexo no vacio de un espacio de
Hilbert H, e (Y,]|-||y) un espacio de Hilbert real. Consideremos S : U — Y’
un operador lineal, y; € Y, y A > 0. Entonces, el funcional reducido

1 A
Flu) o= l1Su —yally + 2l
es convexo. Ademas, f es estrictamente convexa, si A > 0, o S es inyectiva.

Demostracion. Sean u,v € U,y sea a € [0,1]. Veamos que f(au+(1—a)v) <
af(u) + (1 —a)f(v), equivalentemente, veamos que

flau+ (1 —a)v) —af(u) — (1 —a)f(v) <O0.
Por un lado, tenemos que

flau+ (1 —ajv) = % {OP(S(U), S(u)) +2a(1 = ) (S(u), S(v)) = 2a(5(u), ya)

21— a)(S(0),4a) + (1 — @)(S(0), S(v)) + (v yd>]

+ % [%,u) +20(1 = a)(u,0) + (1~ QW’”’)}

Por otro lado, tenemos que

~af(u) = (1= a)f(o) = 5 | (S0, S(w) + 2a(S(w, 52 ~ @l )
— (1= 0a)(5(v), S(v)) +2(1 = ) (5(v), ya)
— (1 =) (ya; yd)}
+ % [ —af(u,u) — (1 — a)(v,v)} :
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Sumando ambas expresiones y simplificando los términos iguales llegamos a

Fla+ (1 =)o) — af(u) — (1 — ) f(v) =
~ 5ol = a)lS(w) ~ S|

A
- §a(1 —a)|lu—v||* <0.

Ademas, si a € (0,1) y u # v (por tanto, ||u —v|| # 0), la expresién anterior
es estrictamente negativa siempre que A > 0, con lo que el funcional f seria
estrictamente convexo.

Si suponemos que A = 0, y tomamos « € (0,1) y u # v entonces de la
expresion anterior deducimos que

flau+ (1 —ajv) —af(u) - (1 -a)f(v) = —%a(l —a)[[S(u) = S()II,

que serd estrictamente negativa, siempre que ||[S(u) — S(v)|| # 0, es decir,
S(u) # S(v), condicién que tenemos siempre que S sea inyectiva. Por tanto,
cuando A = 0 y S es inyectiva, también ocurre que el funcional f es estricta-
mente convexo.

]

A continuacién probaremos un resultado de existencia para el problema
(2.16).

Teorema 2.2.8. Sean (U, || - ||v), v (H,|| - |lu) espacios de Hilbert reales.
Tomemos un subconjunto U,y C U, no vacio, cerrado, acotado y convexo.
Fijemos y; € H, y A > 0. Ademas, sea S : U — H un operador lineal y
continuo. Entonces, el problema cuadréatico de optimizacién

) 1 A
min f(u) := §||5u—yd||?{+§||U||z2J~ (2.17)

u€Uqq

admite una solucién 6ptima u. Si A > 0, 0 S es inyectiva, entonces la solucién
es Unica.

Demostracion. Notemos en primer lugar que el funcional f es positivo, es
decir, f(u) > 0 para todo u € U,q4. Por tanto, existe el infimo

j:= inf f(u).

u€Uqq

Consideremos una sucesiéon {u, }5°, de elementos de U,q, tal que || f(u,) —
Jll = 0 cuando n — oco. Como H es reflexivo, en virtud del teorema (1.3.14),
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el conjunto U,; es débilmente secuencialmente compacto. Por tanto, existe
una subsucesion {uy,, }7, que converge débilmente a @ € U,gq, esto es,

Uy, — @ cuando k — oo.
Como S es continuo, f también lo es. Ademas, por el lema previo, sabemos
que f es convexa. Por tanto, en virtud del teorema (1.3.15), deducimos que

f es débilmente semicontinua inferiormente. Por tanto,
j = liminf f(un,) > £(a).
k—o00

Como @ € Uyq, f(u) = j, y @ es un control éptimo. La unicidad se deduce
del hecho de que f es estrictamente convexa si A > 0, 0si A = 0y S es
inyectiva. O

Como consecuencia del teorema que acabamos de probar, deducimos la
existencia y unicidad del problema de control eliptico (2.13) — (2.15).

Teorema 2.2.9. Supongamos que se cumplen las condiciones de (2.2.1).
Entonces el problema (2.13) — (2.15) admite un control éptimo . Si ademsés,
A > 0,0 # 0 en casi todo punto de §2, entonces el control éptimo es de
hecho tnico.

Demostracién. Apliquemos el teorema previo, tomando U = H = L*(Q),
Ya = Yo, y S = EyG. Notemos que el conjunto U,y = {u € L*(Q) :
uq(x) < wu(x) < up(z) para casi todo x € Q}, es acotado, cerrado, y convexo.
Entonces, por el teorema anterior deducimos que el correspondiente problema
(2.17) admite al menos una solucién u.

Si suponemos que A > 0, el control 6ptimo serd unico. Por otra parte, si
B # 0 en casi todo punto de €2, S es inyectiva, hecho que se deduce de la
unicidad de soluciones del problema eliptico, y por tanto el control éptimo
también serd unico.

]

Observacién 2.2.10. En la prueba del teorema (2.2.8), hemos obtenido
el control 6ptimo # como el limite de una sucesién débilmente convergente
{un, }22,. Como el operador control-estado, G : L*(2) — H(Q) es lineal y
continuo, entonces es débilmente secuencialmente continuo. Esto implica que
la sucesién de estados {y,, }72, converge débilmente en Hj(Q2) a § = G.

A continuacion trataremos una situacién particular, en la que eliminamos
una o varias de las restricciones de U,g, esto es, pongamos que u, = —00 y/0
u, = +00. En esta situacion U,y no es acotado, y la prueba del teorema
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anteriro no puede utilizarse.

Sin embargo, probaremos que también es posible garantizar la existencia y
unicidad del control 6ptimo, en el caso en el que A >0y S : U — H sea
lineal y continuo.

Teorema 2.2.11. Supongamos que U,y es no vacio, cerrado y convexo. Si
A > 0, el problema (2.17) admite una tnica solucién éptima.

Demostracion. Por hipétesis, como U,q es no vacio, existira ug € U,q. Observe-
mos que si tomamos u € U, de modo que |[ul|Z; > 2A7! f(ug), entonces

1 A A
Flw) = 518w =yl + Sllally > Slhully > Fw).

Asi que podemos restringir la busqueda del éptimo al conjunto U,q N {u €
U: |lull} < 2X7'f(ug)}, que es cerrado, convexo y acotado. Para concluir,
basta razonar como en el teorema (2.2.8).

O
Como consecuencia inmediata obtenemos un teorema analogo a (2.2.9).

Teorema 2.2.12. Supongamos que se cumplen las condiciones de (2.2.1).
Ademds, supongamos que u, = —o0 y/o u, = +0o. Entonces, si A > 0, el
problema (2.13) — (2.15) admite un control éptimo 4, que de hecho es tinico.

2.2.2. Condiciones de frontera de tipo Robin

A continuaciéon trataremos una variante del problema anterior, concreta-
mente, buscamos una fuente de calor éptima con condiciones frontera de
tipo Robin, en vez de ser homogéneas de tipo Dirichlet, como en la situacion
previa. En este caso la ecuacién de estado viene dada por

—Ay = pu en ),

Ony = o(ya—y) en T, (2.18)

donde, se supone que la temperatura externa y, es una funcién de L*(T), y
a € L*(T), con [ (afx))*ds > 0.

Podemos tratar este problema de forma similar a como lo hicimos con el de
condiciones frontera Dirichlet homogéneas. Sin embargo, por un lado, ahora
nuestro espacio de estados serd Y := H'(Q). Por otro lado, podemos asegurar
en virtud del teorema (2.1.13), que para cada par de funciones u € L*(Q), e
y, € L*(T), existe una tnica solucién débil y € H(Q) asociada al problema,
(2.18).
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Por el principio de superposicién, podemos descomponer y como sigue

y = y(u) + yo,

donde y(u) € H'(Q) es la solucién al problema de valores en la frontera
asociado a la ecuacién de Poisson, con condiciones frontera homogéneas, es
decir, el problema asociado al par (u,y, =0) ,

—Ay = pu en
O y+ay = 0 en I.

Mientras que yo € H*(2) es la solucién al problema de valores en la frontera
asociado a la ecuacién de Laplace, con condiciones frontera no homogéneas,
es decir, asociado al par (u = 0,y,) ,

—Ay = 0 en (),
Ony = aly,—y) en T.

El operador control-estado G : L*(2) — H'(Q) que actia como u — y(u),
es lineal y continuo en virtud de la desigualdad dada en (2.12), tomando
f = pPu,y g =1y, =0. De nuevo, interpretaremos G como un operador con
rango en L?(f2). Para ello, tomamos S : L?(Q) — L?(Q2), esto es, S = EyG,
y escribimos

y = Su+ yo.

Si yq es la temperatura objetivo deseada, el problema toma pues, la forma

1
min () = SIS~ (g0 — )y + 5 lulEaoy
En virtud de los teoremas (2.2.8) y (2.2.11), observamos que los resultados
de existencia obtenidos en los teoremas (2.2.9) y (2.2.12), respectivamente,
siguen siendo ciertos bajo las hipétesis anteriores. En particular, la unicidad
del control 6ptimo estd garantizado siempre que A > 0.

Si A = 0, tendremos asegurada la existencia, siempre que el conjunto de

funciones admisibles U,, sea acotado; y en este caso tendremos unicidad si
£ # 0 en casi todo ).



Capitulo 3

Condiciones de primer orden.

Comenzamos el capitulo dando unas nociones acerca de diferenciabilidad
en espacios de Banach. Introduciremos el concepto de operador adjunto y
ademas expondremos varios ejemplos que seran de gran utilidad.
Mientras que en el capitulo previo, probamos la existencia y unicidad de
los controles optimales asociados a ciertos problemas elipticos de control
6ptimo. A lo largo de este capitulo trataremos propiamente las condiciones
de optimalidad de primer orden. Para ello, calcularemos la primera derivada
del funcional coste, lo que nos permitira deducir ciertos requisitos que deben
cumplir las soluciones éptimas.
Estas condiciones necesarias permiten llegar a conclusiones acerca de la forma
que tienen los controles éptimos, y a la comprobacién numérica de que dichos
controles son realmente 6ptimos. Para realizar dicho estudio nos apoyaremos
en los problemas tratados en el Capitulo 2.

La referencia bésica para este capitulo es el libro [Tr6]. Utilizaremos
también otras referencias como [Car], [Gal] y [Phi].

3.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach

En esta seccion recordamos la nocién de derivada de Gateaux, y derivada
de Fréchet, esto es, generalizaciones del concepto de derivada a espacios
normados. Estos conceptos son necesarios para derivar las condiciones éptimas
asociadas a problemas con restricciones dadas por ecuaciones en derivadas
parciales. A lo largo de este capitulo, (U, ||||v), ¥ (V, ||-|lv) denotardn espacios
de Banach reales. Por otra parte, Y C U denotara un subconjunto abierto,
no vacio, y F': Y C U — V serd una aplicacion dada.

37
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Definicién 3.1.1. Dados u €e U y h € U. Si el limite

1
OF(u,h) = ltifgl ;(F(u +th) — F(u))
existe en V', entonces se llama la derivada direccional de F' en wu, en la
direccion de h. Si este limite existe para todo h € U, entonces se denomina
primera variaciéon de F' en u, a la aplicaciéon h +— dF (u, h).

Observacion 3.1.2. El hecho de que U sea abierto, garantiza que para t > 0
suficientemente pequeno, se tiene que u+th € U, y por tanto F(u+th) esta
bien definido.

Definicién 3.1.3. Supongamos que la primera variacién de F, dF(u, h) en
u € U existe. Ademads, supongamos que existe un operador lineal y continuo
A:U — V tal que

SF(u,h) = A(h) VheU.

Entonces F' se dice que es Gateaux diferenciable en u, y diremos que A
es la derivada de Gateaux de F' en wu. En lo sucesivo, lo denotaremos por

A= F'(u).

Observacion 3.1.4. Por un lado, notemos que de la propia definiciéon, podem-
os calcular la derivada de Gateaux, como una derivada direccional.

Por otro lado, si tenemos que V' = R, esto es, si F' es un funcional, F' : U —
R que es Gateaux diferenciable en un punto u € U, entonces F”(u) es un
elemento del espacio dual U*.

Proposicién 3.1.5. Sea H un espacio de Hilbert real, con producto interno
(+,+). Entonces, la derivada de Gateaux del funcional F : H = U — R,

definido como
F(u) = [Jull?,

es 2(u, h).
Demostracion. Queremos determinar la derivada de Gateaux del funcional
F'. Tenemos pues que
IRV T 2 2
5P (u, ) = i (P th) = F(u)) = lim (|l + th][> = Ju]*

. (u,u) +2(u, th) + (th,th) — (u,u)
= lim

t—0 t
2t(u, h) + || 1|

= lim
t—0

— 1 2 _
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y por tanto
F'(u)h = 2(u, h).

O

Observacién 3.1.6. Si identificamos, H con su espacio dual H*, entonces
podemos representar la derivada de Gateaux de F' por

VF(u) = 2u.

La expresién que resulta de identificar F”(u) con un elemento de H, se llama
gradiente de F.

Como continuacién de la observacion, un caso particular, sobre el espacio
de Hilbert L?*(£2). Queremos calcular la derivada de Gateaux del funcional

F(u) = [[ull20 = / () ? d.

En virtud de la proposicion anterior, la derivada de Gateaux viene dada por
Fl(u)h = / du(x)h(z)de Vh € L2(Q).
Q

Si identificamos L?*(Q2)* con L*(Q2), a través del teorema de representacion de
Riesz, entonces el gradiente de F' se escribe como (VF (u))(x) = 2u(x), para
casi todo z € (.

Veremos que de hecho el funcional dado por la norma al cuadrado, tiene
mejores propiedades de diferenciabilidad, puesto que no solo es Gateaux
diferenciable, sino que es Fréchet diferenciable.

Notemos que la derivada de Gateaux ofrece una generalizacién del concepto
de derivabilidad, extendiendo el concepto de derivada direccional, al caso de
los operadores entre espacios de Banach.

En esta linea, el concepto de derivada de Fréchet, ofrecera una generalizacion
de la nociéon de diferenciabilidad a operadores entre espacios de Banach.

Definicién 3.1.7. Una aplicaciéon F : U C U — V se dice que es Fréchet
diferenciable en u € U, si existe un operador A € L(U,V), y una aplicacién
r(u,-) : U — V, con la siguiente propiedad: para todo h € U cumpliendo
que u+h €U, ||r(u, h)| = o(]|h]]), y se tiene que

F(u+h) = F(u) + Ah +r(u, h).

El operador A se llama derivada de Fréchet de F' en u, y se denota por
A = F'(u).
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Observaciéon 3.1.8. Por un lado, como U es abierto, tenemos u-+h pertenece
a U, para todo h € U de norma suficientemente pequena. Por tanto, la
relacién que debe satisfacer el residuo r(u, h) serd significativo para todo
h € U que esté en una bola centrada en el origen de radio suficientemente
pequeno.

Por otro lado, la condicién ||r(u, h)|| = o(]|h]|), es equivalente a decir que la
aplicacion r verifica la siguiente condicion
h
I, A)llv — 0 cuando [|h]jy — 0.
1/l

Si una aplicacion es diferenciable en el sentido de Fréchet en un punto,
entonces, existen las derivadas direccionales en ese punto en cualquier direc-
cién, y en particular, dicha aplicacién es derivable en el punto. Concretamente,
tendremos que

Teorema 3.1.9. Si una aplicacién F': UY C U — V es Fréchet diferenciable,
entonces es Gateaux diferenciable, y ambas derivadas coinciden.

Demostracion. Supongamos que F' es diferenciable en el sentido de Fréchet
en un punto u € U . Entonces, existird un operador A : U — V tal que
para h € U cumpliendo que v+ h € U, se tiene que

[1F'(u+ h) — F(u) = Ahlly
i

Para ese h, haciendo t | 0, se tiene que [[th|y — 0, de modo que (3.1) implica
que

— 0 cuando ||h||y — 0. (3.1)

0 = lm |F(u+ h) — F(u) — A(th)||v — lim Flu+h)—F(u) am)|
t10 Ith||lv t10 v

Por tanto, si identificamos Ah con §F(u, h) tenemos la igualdad entre ambas
derivadas. O

Observacién 3.1.10. A lo largo de la memoria utilizaremos operadores F
que son diferenciables en el sentido de Gateaux, y en el de Fréchet. Esto hace
que utilicemos una tnica notacién para denotar a la derivada F’.

Proposicién 3.1.11. Sea H un espacio de Hilbert real, con producto interno
(+,-). Entonces, el funcional F': H =U — R, definido como

F(u) = [|ull?,

es Fréchet diferenciable, y su derivada es 2(u, h) .
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Proposicion 3.1.12. Todo operador L lineal y continuo es Fréchet diferencia-
ble.

Demostracion. En efecto, puesto que para todo u € U y h € U, la expresiéon
L(u+h) = L(u)+L(h)+r(u, h) se cample cuando r(u, h) = 0. En consecuencia,
podemos decir que la derivada de un operador lineal y continuo, es el propio
operador. O

Teorema 3.1.13. Sean U, V y Z espacios de Banach, y sean U C U y
YV C V conjuntos abiertos. Supongamos que F : Uf — Vy G :V — Z son
Fréchet diferenciables en u € U y en F(u) € V, respectivamente. Entonces la
composicién £ = Go F : U — Z, definido por E(u) = G(F(u)), es Fréchet
diferenciable en u y

E'(u) = G'(F(u))F'(u).

Demostracion. Sean h € U,y h € V,demodo que u+h € U,y F(u)+h € V.
Por hipétesis, tenemos que

F(u+h) = F(u) + F'(u)h + r(u, h), (3.2)

donde ||7(u, h)|| = o(||k]|). Del mismo modo, tenemos que
G(F(u) + h) = G(F(uv)) + G'(F(u))h + s(F(u), h), (3.3)
donde ||s(F(u),h)|| = o(||h]|). Para h suficientemente pequefio, tenemos que

F(u) + F'(u)h 4+ r(u,h) € V, ademds de que u + h € U. Para la aplicacién
E, se tiene que E(u+ h) — E(u) = G(F(u + h)) — G(F(u)). Utilizando la

ecuacién (3.3), deducimos que
E(u+h)—E(u) =G (F(u)(F(u+h) — F(u)) 4+ s(F(u), F(u+ h) — F(u)).

Sustituyendo en la ecuacién, F(u + h) — F(u) por su correspondiente valor
obtenido de (3.2), y teniendo en cuenta que la aplicacién G'(F(u)) : Y — Z
es lineal, se tiene que

E(u+h)— E(u) = (G'(F(u))F'(u))h
+ G'(F(u)r(u,h) + s(F(u), F(u+h) — F(u)).

Para concluir que E es diferenciable en u, y tiene por derivada a E'(u) =
G'(F(u))F'(u), es suficiente probar que

G (F (uw))r (u, h)|| = o([[]]), (3.4)

[s(F (w), F(u+ h) = F(u))[| = o(|[A]])- (3.5)
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Por un lado, debido a la continuidad de la aplicaciéon G'(F(u)) : V — Z, se
tiene que

G (F (u)r(u, h)llz < |G (F () I (u, h)lv.

Como ||7(u, h)|| = o(||k|]), se deduce (3.4).
Por otro lado, debido la continuidad de la aplicacién F'(u) : U — V, y a
que ||7(u, h)|| = o(||h||), deducimos que existe una constante M > 0 tal que

[1F(u+h) = Fu)l| = | F'(u)h +r(u, h)| < M|

Teniendo en cuenta que ||s(F(u), F(u+h) — F(u))|| = o(||F(u+h) — F(u)|)),
para probar (3.5) basta ver que

[s(F (u), F(u+h) — F(u))|| _ M||s(F(u), F(u+h) = Fu))|
@ =T [Pk Fwl
Lo que concluye la prueba. O

Ejemplo 3.1.14. Tomemos dos espacios de Hilbert (U, (-, )U) y (H, (-, )H),
y sea z € H fijo. Dado un operador S € L(U, H), consideremos el funcional
E: U — R, definido por

E(u) = [|Su — 2|3
Podemos expresar el funcional E como composicion de dos aplicaciones,
concretamente F(u) = G(F(u)), donde G(v) = |v||% v F(u) = Su — z.
Teniendo presente las dos proposiciones previas, afirmamos que
G'(v)h=2v,h)y y F'(u)h = Sh.

Aplicando la regla de la cadena, esto es, el teorema anterior, deducimos que

E'(u)h = G'(F(uw))F'(u)h = (2F(u), F'(u)h)g = 2(Su — z,Sh)g.

3.2. Operador adjunto

Introducimos en esta seccion la nocion de operador adjunto, que sera de
vital importancia a la hora de tratar las condiciones necesarias de primer
orden.

Si tomamos una matriz A de dimensiones m x n, y denotamos por A’ su
traspuesta, entonces es bien conocido que

(Au,v)gm = (u, ATv)gn para todo u € R"y v € R™,
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De forma similar, podemos generalizar esta situacion a espacios de Banach.
Concretamente, sean U y V' dos espacios de Banach reales, T un operador
lineal y continuo de U en V', y f € V* un funcional dado.

Podemos considerar el funcional g = foT : U — R definido como

g(u) = f(Tu).

La aplicacion g es lineal. Veamos que también es continua, para ello fijémonos
en que

Tully < ||f]

lg(u)] = [f(Tu)| < [ £]

Asi que, la aplicacién g es un funcional lineal y continuo de U, o sea, g € U*.
Ademas se cumple la siguiente cota

v < /]

Definicién 3.2.1. En las condiciones anteriores, llamamos operador adjunto
de T al operador T : V* — U™, definido como sigue f+ g= foT.

v vel| Tl coy lullo

g v T”ﬁ(U,V)-

Observacién 3.2.2. Se sigue del comentario previo que

(T"f)(u) = (f e T)(u) = f(Tu) VueU,

1T fllve < Tl fllv- VeV
En virtud de esta ultima desigualdad, deducimos que T es un operador
continuo, por tanto, 7% € L(V*,U*). De hecho, se tiene que ||| zqv+v+) <
1T 2wy

De ahora en adelante, adoptaremos la siguiente notacién por comodidad.

Observacién 3.2.3. Si un funcional f € V* se evalua en un punto v € V,
entonces, escribimos

f(U) =< f,U Sysy o
Esta notacion permite que la definiciéon del operador adjunto 7™ sea mas
transparente, puesto que

f(Tu) =< f,Tu >y y=<T"f,u >pry=<u,T"f >y~ Vfe V' Vuel.

Nos centraremos a lo largo del trabajo en el caso de espacios de Hilbert.
Presentamos pues, la definicion de operador adjunto en dicha clase de espacios.

Definicién 3.2.4. Sean (U, (-,-)v) v (V,(-,-)v) espacios de Hilbert reales,
y T € L(U,V) un operador dado. Decimos que T* : V' — U es el operador
adjunto de T si

(v, Tu)y = (T"v,u)y NYueU, YvelV.
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Observacién 3.2.5. Las dos definiciones de operador adjunto “coinciden”
para espacios de Hilbert, en el sentido que explicaremos a continuacién. Esta
coincidencia se deduce del teorema de representacion de Riesz. En efecto,
consideremos (U, (, )U) y (V, (-, )V) espacios de Hilbert reales. Sean I :
U— U*ely:V — V* los isomorfismos obtenidos al aplicar el teorema
de representacion de Riesz (1.1.32). Para evitar confusiéon denotemos por 7*
al operador adjunto obtenido por la definicién (3.2.1), y por T*# al operador
adjunto obtenido por la definicién (3.2.4). Consideremos un operador 7' :
U — V lineal y continuo.

Consideremos la aplicacién S := I{,l oT*oly :V — U. Fijemos v € V, y
denotemos por ug := Sv. Entonces, en virtud del teorema de representacion
de Riesz, para cada u € U, se tiene que

< ]U(U,O>,U >= (U, UO)U' (36)
Por otro lado, ocurre que
Iy(uo) = Iy(Sv) = (T" o Iy)(v) = T*(Iv(v)) = (Iy(v)) o T,

por tanto, en virtud del teorema de representacion de Riesz, para cada u € U,
se tiene que
< Iy(ug),u >=< Iy (v),Tu >= (v, Tu)y. (3.7)

Combinando las expresiones (3.6), y (3.7), llegamos a la expresién vista en
(3.2.4), esto es

(v, Tu)y =< Iy(ug),u >= (u,up)y = (ug,u)y = (Sv,u)y.

Escribiremos pues, 7% = S.
Reciprocamente, sea S := Iy o T*H o [‘}1 . V* — U*, donde T es un
operador que cumple (3.2.4). Veamos que S asi definido verifica la definicién
(3.2.1), es decir que para cada f € V* se tiene que S(f) = f o T. Fijemos
ahora f € V* y apliquemos el teorema de representacién de Riesz, entonces
para cada u € U se tiene que

< S(f),u>= (I (S(f)), wv = (T (I (f)), wo- (3.8)
Por hipdtesis, se tiene que
(T*Hy, 2)y = (y,Tx)y paracadaz e U,y e V.

Aplicando esto a la igualdad (3.8), se tiene que

<S(f)ou>= (I (S(F), wy = (T (I (), wo = Iy (f), Tu)y. (3.9)
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A continuacién, aplicando el teorema de representacion de Riesz, obtenemos
(L(f), Tu)y =< f,Tu > .

Sustituyendo la igualdad anterior en (3.9), concluimos lo deseado

<S(f),u>= (TG () wy = I (), Ty =< f,Tu >= (f o T)(u).

Ejemplo 3.2.6. Consideremos en el espacio de Hilbert L?(0, 1), el operador
lineal y continuo, dado por

(Tu)(t):/o e =*u(s)ds.

Su operador adjunto T™ se calcula como sigue:

(v, Tu)2(01) = / 1v<t>( / e <s>ds) dt
/ / e u(s) ds dt

/ / e u(s)dtds  (Teorema de Fubini)

— /O ( / e~ y(t) dt) ds

u(s)
1 1
:/ (/ e y(s) ds) u(t)dt  (Cambio de variable)
0 ¢
= (T*U7 U)LQ(O,I)a

donde el operador adjunto tiene la representacién

(T*v)(t):/t v(s) eV ds.

3.3. Optimizacién cuadratica en espacios de
Hilbert

Recordemos que en el capitulo previo, para probar la existencia de contro-
les 6ptimos, transformamos el problema de control éptimo en un problema
de minimizacién de un funcional cuadratico (funcional reducido) en términos
de u, es decir,

1 2, A
min f(u) 1= 55w~ yally + 5l (3.10)

u€Uyq
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El siguiente resultado es la clave para derivar las condiciones 6ptimas de
primer orden con restricciones en el control. Aplicaremos el resultado al
problema de minimizacién (3.10).

Teorema 3.3.1. Sea C' un subconjunto no vacio y convexo de un espacio
de Banach real U. Consideremos una aplicaciéon a valores reales f, que sea
Gateaux diferenciable en un abierto de U que contiene a C'. Si u € C es tal
que

f(@) = min f(u),

ueC
entonces es soluciéon de la desigualdad variacional

fl@w—a)>0 Yuecl. (3.11)

Reciprocamente, si a4 € C' es solucién de la desigualdad variacional (3.11), y
f es convexa, entonces @ € argmin, . f(u).

Demostracion. Probemos primero que si @ es un minimizante, entonces es
solucién de (3.11). Para ello, sea u € C. Como C' es convexo, la combinacién
lineal convexa u + t(u — u) € C para todo t € (0, 1]. Por otro lado, como @
es 6ptimo, se tiene que f(u +t(u —w)) > f(u), lo que implica que,

SOt oo — ) — f(@) >0 ¥ € (0,1].

Como f es Gateaux diferenciable, tomando el limite t — 0, llegamos a
que f'(u)(u —w) > 0 probando (3.11). Reciprocamente, supongamos que
@ es solucién de la desigualdad variacional (3.11). Como por hipdtesis, f es
convexa, se sigue que

fu) = f(u) > f'(a)(u—u) Yue C.

En virtud de la desigualdad (3.11), deducimos que el lado derecho es positivo.
Concluimos pues, que f(u) > f(@), como querfamos probar. ]

El teorema anterior proporciona una condicion necesaria 6éptima de primer
orden, y en el caso de que la aplicacién f sea convexa, dicha condicién de
hecho es suficiente.

Buscamos pues aplicar el teorema anterior al problema de optimizacion cuadra-
tico (3.10).

Teorema 3.3.2. Sean (U, (-, -)U), (V, (-, )V) espacios de Hilbert reales, U,q C
U un subconjunto no vacio y convexo, un elemento y; € H, y una constante
A > 0. Ademas, sea S : U — H un operador lineal y continuo. Entonces,
u € U,q minimiza (3.10) si y solo si @ satisface la desigualdad variacional

(S*(Stu —yq) + Aa,u — @)y >0 Vu € Uyg. (3.12)
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Demostracion. Tengamos presente, en virtud del lema (2.2.7), que el funcio-
nal f definido como en (3.10) es convexo. Por otro lado, teniendo en cuenta
el ejemplo (3.1.14) deducimos que el gradiente del funcional f es de la forma

f'(a) = S*(Sa — ya) + M. (3.13)

Para concluir, basta aplicar el teorema previo. En efecto, ©« € C' es una
solucién del problema (3.10) si, y solo si, satisface la desigualdad variacional

(S*(Su—yq) + ANu,u—u)y >0  Yu € Uy
[

Observacion 3.3.3. En multiples situaciones, resulta conveniente escribir
la desigualdad variacional (3.12) evitando el operador adjunto S*, esto es,

(Sﬂ—yd,SU—Sﬂ)H+)\(fL,U—’EL)U >0 Yu € Uyy.

En las siguientes secciones aplicaremos la desigualdad variacional que
acabamos de obtener a los problemas tratados en el Capitulo 2.

3.4. Fuente de calor estacionaria 6ptima

Recordemos el primer problema que planteamos en (2.13) — (2.15).

, 1 A
min J(y,u) := 5”?9 - yQH%Q(Q) + 5”“”%2(9)7 (3.14)
sujeto a las restricciones

—Ay = pu en §,

y 0 en T (3.15)

uq(x) < wu(x) < up(z) para casi todo z € . (3.16)

Como antes, denotemos por S : L?(Q2) — L*(Q) al operador solucién
del correspondiente problema (3.15). En virtud de (3.12), cualquier control
optimo u satisface la desigualdad variacional

(S*(Sﬂ - yQ) + A\, u — Q_L)L2(Q) >0 Vu € Uy, (317)

donde aun tenemos que determinar el operador S*. Los siguientes resultados
van encaminados en esta direccién.
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Lema 3.4.1. Consideremos las funciones z,u € L*(Q) y ¢y, 8 € L>(Q)
con c¢g > 0 casi siempre en ). Denotemos por y y p, respectivamente, las
soluciones débiles a los problemas frontera elipticos

—Ay+cy = pu en Q,
y = 0 en TI.

—Ap+cop = z en
p = 0 en T.

/szdm:/gﬂupdx. (3.18)

Demostracion. Para mostrar el resultado tomaremos la formulacién variacio-
nal asociada a cada problema, (2.2). Recordemos, que en virtud del teorema
(2.1.7), siempre que los datos asociados a los problemas elipticos estén en
L?(2), tendremos que las soluciones débiles estdn en H}(2). Teniendo en
cuenta esto, para el primer problema, tomando como funcién test la solucién
débil p € H}(Q) del segundo problema, debe cumplirse que

Entonces

/Vy-Vp+coypdx:/ﬁupdx.
Q Q

Tomando ahora, para el segundo problema, como funcién test la solucién
débil y € H} () del primer problema, debe cumplirse que

/Vp~Vy+copydx:/zydx.
Q Q

Como los lados izquierdos de ambas ecuaciones son iguales, se deduce que

/zydac:/ﬁupdx.
Q Q

Lema 3.4.2. El operador adjunto S* : L?(2) — L?(2), asociado al proble-
ma (2.14), viene dado por

]

S*z = Bp,

donde p € H} () es la solucién débil asociada al problema de valores frontera

—Ap = z en
p = 0 en TI.
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Demostracion. Por definicion, el operador adjunto, S*, viene dado por la
expresion

(z,Su)12(0) = (S*2,u) 2 Vz € L*(Q), Yu € L*(Q).
0,

Por otro lado, en virtud del lema previo, tomando ¢y = ey = Su,

deducimos que

(2, Su)r2q) = (2,9)12(0) = (Bp, u)2(0)-

El operador, de L*(Q2) en L?(2), definido como sigue z — [p, estd bien
definido, es lineal, y en virtud de la desigualdad (2.6), es continuo. Como z y
u son arbitrarios, y el operador S* esta unicamente determinado, concluimos

que S*z := (Bp. ]

3.4.1. Estado adjunto y principio del maximo

En esta seccion caracterizaremos el operador de estado adjunto para dar
una expresiéon mas simple de (3.17).

Definicién 3.4.3. Llamamos ecuacién adjunta, al problema

—Ap = §J—yoq en

p = 0 en I (3.19)

donde 7 es el estado asociado a un control .

Observacién 3.4.4. El lado derecho de la ecuacién adjunta pertenece a
L*(2), ya que yq € L*(Q2) por hipdtesis, e y € Y = H}(Q), y como H}(Q) <
L*(2), entonces y € L*(Q2). En virtud del teorema (2.1.7), deducimos que
(3.19) admite una tinica solucién p € H} ().

Definicién 3.4.5. Llamamos estado adjunto asociado a ¢, a la solucién débil
p € H}(Q) del problema adjunto (3.19).

Deducimos de la desigualdad variacional (3.11), que se cumple el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.6. Supongamos que % es un control éptimo para el problema
de la fuente de calor estacionaria éptima (3.14) — (3.16), y sea gy el estado
asociado. Entonces la ecuacién adjunta (3.19) admite una dnica solucién débil
p que satisface la desigualdad variacional

/Q (B(z) p(z) + Aa(2)) (u(z) — a(z)) dz >0 Vu € U. (3.20)

Reciprocamente, cualquier control u € U,q, que junto con su estado asociado
y = y(u) y la solucién p a la ecuacién adjunta (3.19), satisface la desigualdad
variacional (3.20), es éptimo.
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Demostracion. En virtud de (3.12), un control @ serd 6ptimo si, y solo si,
satisface la desigualdad variacional

(S*(S’EL — yg) + A\, u — a)LZ(Q) >0 Yu € Uyg. (3.21)

Teniendo en cuenta la observacién previa, el teorema (2.1.7) garantiza que el
problema adjunto (3.19) admite una tinica solucién p € Hj (), y por tanto
esta bien definido el estado adjunto. Por otro lado, escribiendo z = § — yq y
aplicando el lema (3.4.2) tenemos que

S*(Su—yq) = S*(y — ya) = S*z = Pp.
Sustituyendo lo anterior en (3.21), se tiene que
(Bp + A, u — )2 > 0 Vu € Uyg.

Lo que equivale a

/Q (B(z) plz) + Na(2)) (u(z) — a(z)) dz >0 Yu € Upg.

Como queriamos probar. O

Asi que un control u, junto con el estado 6ptimo y, y el estado adjunto
p, es 6ptimo para el problema (3.14) — (3.16) si, y solo si, la terna (u,y, p)
satisface el siguiente sistema optimal

Ay = pu en ),
y = 0 en [’

U € Uag, (3.22)
(Bp+ Au,v—u)r2@) >0 Vv € Uyg.

3.4.2. Condiciones puntuales de optimalidad

A lo largo de esta subseccién, haremos un analisis detallado de la desigual-
dad variacional (3.20). Comenzamos reescribiendo la desigualdad de la siguien-
te manera

/(Bp%—ku)uda:ﬁ/(ﬂp%—)m)udm Vu € Uyy.
Q Q
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Por tanto,
/(5p+)\ﬂ)ﬂdx: ml’n/(ﬁp—i—)\ﬂ)udx. (3.23)
Q u€Ugq Q

En consecuencia, si fp + Au fuese conocida, podriamos obtener % como
solucion de un problema de optimizacion lineal en un espacio funcional.

Por otro lado, podriamos haber planteado la forma que adopta el control
optimo para cada punto de 2. Los lemas que veremos a continuacién van en
esta linea.

Lema 3.4.7. Son equivalentes:
1) Paratodou € Uy, se cumple la desigualdad (3.20) (es decir, es 6ptimo).

2) Para casi todo = € , el control éptimo @ adopta la forma

u(z) =uq(z) st px)p(r)+ Au(z) > 0.
w(z) € [ug(z),up(x)] st px)plx) + Au(z) = 0. (3.24)
u(x) =up(x) st Bx)plz) + Aa(x) < 0.

3) Para casi todo z € (2, se cumple la siguiente desigualdad variacional en
R,

(B(;E)p(a:) + )\ﬂ(a:)) (v — ﬂ(w)) >0 Y€ [ug(z), up(z)]. (3.25)

Demostracion. Plantearemos una demostracién circular. Para ello, primero
probaremos 1) implica 2). Tomemos @, u, y up, representantes de sus clases
de equivalencia en el sentido de L*°, arbitrarios , pero fijos. Consideremos los
siguientes conjuntos medibles

Ac(@) = {weQ: Ba)ple)+ Aa(z) > 0}
A (@) = {weQ: Bx)ple)+ Na(z) < O}

Razonemos por reduccion al absurdo, supongamos que 2) fuera falso. Existira
un conjunto By C A, (u) de medida positiva, tal que para todo x € B, se
tiene que u(z) > u,(x), o bien existe un conjunto B_ C A_(u) de medida
positiva, tal que para todo z € B_ se tiene que u(x) < up(x).

En el primer caso, definamos la funcion u € U,y como sigue,

u(z) = {ua(x) si x € B;.
() st zeQ)\ By.

Como
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se tiene que,
/Q (B() ple) + () (u(x) — a(z)) d
- /B (B(x) plx) + A (@) (u(z) — a(x)) dx < 0,

puesto que, mientras el primer factor es positivo en B, el segundo es negativo.
Este hecho contradice (3.20).
En el segundo caso, definamos la funcién u € U,y como sigue,

(2) = up(x) si z € B_.
YT VA s e\ B

Como

/Q N (ﬁ(:c)p(:l:) + )\ﬂ(a:)) (u(w) — a(:v)) dr =0,

se tiene que,
[ (3 p(o) + @) (ur) = ()
— [ (@) pta) + X)) (ue) - a(a) do <,

ya que ahora, el primer factor es negativo en B_, y el segundo es positivo.
Nuevamente, esto contradice (3.20).

A continuacién, probemos 2) implica 3). Razonemos distinguiendo dos casos,
seglin tomemos elementos en A, (), o en A_(u), puesto que si B(z) p(z) +
Au(x) = 0, la desigualdad (3.25) se cumple para casi todo = € €.

Por un lado, para casi todo € A, (u) se tiene que u(x) = u,(x), por tanto
v —u(z) > 0 para todo v € [u,(z), up(x)]. Asi que, por definicién de A, (u),
se tiene que,

(B(z) p(z) + Au(z)) (v —u(z)) >0 para casi todo z € Ay ().
Por otro lado, para casi todo = € A_(u) se tiene que u(x) = up(x), por tanto
v —u(z) < 0 para todo v € [u,(z), up(z)]. Luego, por definicién de A_(a),
como ambos factores son negativos, se tiene que,

(B(z)p(z) + Aa(z)) (v — a(x)) >0 para casi todo z € A_(a).

Por tltimo, probemos 3) implica 1). Tomemos u € U,y arbitrario pero fijo.
Como @(z) € [uq(x),up(z)] para casi todo z € €, elijamos v := u(zx), y
aplicando (3.25) obtenemos que

(B(z) p(z) + Aa(z)) (u(z) — u(x)) >0 para casi todo z € (.

Para concluir, basta integrar en €2, obteniendo la desigualdad (3.20). O
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Observacién 3.4.8. Notemos que si reordenamos los términos en la desigual-
dad (3.25), podemos reescribir esta como sigue

(B(z) p(z) + Aa(z))u(z) < (B(z) plz) + Aa(z))v Yo € [uqg(z), up(z)],
(3.26)
vélido para casi todo z € 2. Tanto aqui, como en (3.25), v es un nimero real
y no una funcion.

La observacion previa motiva el siguiente teorema.

Teorema 3.4.9. Un control @ € U,y es éptimo para el problema (3.14) —
(3.16) si, y solo si, satisface junto con el estado adjunto p, el principio del
minimo débil, esto es, si para casi todo x € (), se tiene que

min  {(B(z) p(z) + Na(z))v} = (B(z) p(z) + Na(z))u(z).

v€[ua(z),up(z)]
Demostracion. Para justificar la equivalencia del enunciado, nos apoyamos
en el teorema (3.4.6), donde podemos, en virtud del lema (3.4.7), pedir que se
cumpla (3.25), en vez de (3.20), o lo que es lo mismo, que se cumpla (3.26).
En consecuencia, el principio del minimo débil no es mas que reformular
(3.26).
O]

Teorema 3.4.10. Un control u € U,y es 6ptimo para el problema (3.14) —
(3.16) si, y solo si, satisface junto con el estado adjunto p, el principio del
minimo fuerte, esto es, si para casi todo x € {2, se tiene que

A

(8() play v + 5 02} = B(a) (o) ) + 5 ()™

Demostracion. Probaremos que de hecho, se da la equivalencia entre el princi-
pio del minimo débil, y el principio fuerte. Para ello, veamos que se da
la equivalencia entre (3.26) y el principio del minimo fuerte. En efecto,
definamos la funcién g(v) := () p(z) v + 5 v?, para cada v € [uy(x), uy(z)].
En virtud del teorema (3.3.1), un nimero real ¥ minimiza, para = fijo el
problema (convexo) de optimizacién cuadratico en R,

min
vE [ua (QE) 7ub($)]

ve[uf(lgcggb(r)] glv) = Ue[ualal;lv}lb(x)] @) p@)v+ 3027
si, y solo si, satisface la desigualdad variacional
g =0)20 Vo€ [ug(x), up(z)],
lo que equivale a que,
(B(@)p(z) + A0) (v —0) >0 Yo € [uq(x), up(z)].

La condicién de minimo se concluye tomando v = @(z). O



o4 CAPITULO 3. CONDICIONES DE PRIMER ORDEN.

A continuacién, analicemos las condiciones puntuales que acabamos de
obtener, variando el parametro .

1. Si A =0 : En esta situacion, se sigue de (3.24) que

sy = [0 s B@pla) >0

up(z) si B(z)p(xr) <O0.
Los puntos x € € donde S(z) p(xz) = 0, no ofrecen ninguna informacién
acerca de u(x). Mientras que si para casi todo = € (), se tiene que

B(x) p(z) # 0, decimos que el control es bang-bang, esto es, @ toma casi
siempre en € los valores extremales u,(x), 0 uy(z).

2. Si A > 0: Observemos que (3.24) equivale a que u(x) = —\"! B(z) p(x).
Este comentario motiva el siguiente teorema.
Definicién 3.4.11. Sean a, b nimeros reales, tales que a < b. Denotamos
por P, ;) a la proyeccion de R sobre [a,b], definida por
a si v <a.
Pjos)(v) := min {b,méx{a,v}} = v si a<v<b
b si b<w.

Teorema 3.4.12. Si A > 0, entonces u es un control éptimo para el
problema (3.14) — (3.16) si, y solo si, @ satisface, junto con el estado
adjunto p, la férmula siguiente

1
() = Pl (2),u4(2)] ( ~3 B(x) p(m)) para casi todo z € Q. (3.27)

Demostracion. Para probar el teorema, basta, en virtud del lema (3.4.7)
mostrar la equivalencia entre (3.27) y (3.24). Fijandonos en (3.27), de
la definicién anterior se sigue para casi todo = € ) que,

U(T) = Plug(z) u ()] ( - %5(50)27(%))

Uq () si — 5 B(x) p(x) < ua(x)
= =3 B(@)plx) si uu(r) < =5 B(2) p(x) < wp()
| up () s up(z) < —5 B(e) p(x)
'ua(x) si B(z)p(x) + Aug(x) >0
() < —5 B(z) plz) < wy(x)
0

=4 —xB@p(@) si u
| us(2) si B(z) p(x) + up(x) <
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Lo que en virtud del comentario previo es equivalente a (3.24). ]

Observacion 3.4.13. Observemos que el teorema previo, se puede ver
como una consecuencia del teorema (3.4.10). De hecho, la solucién al
problema de optimizacion cuadratico en R, formulado en términos del
principio del minimo

, )\ 2
min r)px)v+ —-v g,
vE[ug(x),up(x)] {6( )p( ) 2 }

viene dado por la féormula de proyeccion (3.27).

Por ultimo tratemos un tercer caso, que no es mas que un caso particular
de este segundo.

3.Si A > 0y Uy = L*() : En este caso, el control no estd sujeto a
ninguna restriccién, y podemos deducir de (3.27) que

= —% 8p. (3.28)

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacion de estado, llegamos
al siguiente sistema optimal:

Ay = “A1B%2p en Q,
y = 0 en [
—-Ap = y—ya en
p = 0 en I

Obtenemos pues, un sistema de problemas de contorno elipticos acopla-
dos, que nos sirven para determinar y = ¢, y p. Una vez que hayamos
obtenido p, el control éptimo u se obtiene directamente de la expresién
(3.28).

3.4.3. Formulacion de Karush-Kuhn-Tucker

Introduciendo el concepto de multiplicador de Lagrange, podemos reformu-
lar la desigualdad variacional (3.20) del sistema optimal, como una ecuacién
adicional.

Definicién 3.4.14. Dada una funcién, f : X — R, definimos su parte
positiva fi : X — R y su parte negativa f_ : X — R, respectivamente,
como sigue

fe = 3(f+1fD) = mdx{0,f},

f- = 5(f=0) = —minf0, f}.
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Observacién 3.4.15. Es inmediato de la propia definicion las siguientes
propiedades

f=Hn-r,
J+ =0, f->0.

Teorema 3.4.16. La desigualdad variacional (3.20) es equivalente a que
existan de funciones ji4, 1ty € L*(2) no negativas en casi todo punto de €,
que satisfacen la siguiente ecuacion

Bp+ At — g+ pp =0, (3.29)

ademas de las condiciones complementarias

pal) (ual) — (2)) = o) (a(e) — (@) =0. (3.30)
para casi todo x € €.

Demostracion. Veamos que (3.29) y (3.30) son consecuencia de la desigualdad
variacional (3.20). Para ello definamos las funciones p, y p, como siguen

pa(z) = (B(z)plx) + Na(z))
w(r) = (B(x)p(z) + Au(z)) .

En virtud de la observacién previa, tenemos por un lado que p, > 0,y > 0,
y por otro que Sp+ \@ = p, — pp. Esto prueba la primera condicién (3.29).
Ademas, teniendo presente (3.24), se cumplen para casi todo x € (), las
siguientes implicaciones:

Bp+Au)(z) >0 implica que u(z) = uq(x),
Bp+Au)(z) <0 implica que u(z) = up x),
ug(z) < u(x) < wp(z) implica que (Bp+ Au)(z) =
Estas implicaciones justifican (3.30), ya que en ambos productos, al menos
uno de los factores se anula para casi todo x € ). En efecto, tomemos z € €2,
y distingamos tres caso:

1. Supongamos que S(z)p(x) + Au(x) > 0, entonces por un lado se tiene
que pp(z) = 0 anuldndose la segunda igualdad de (3.30). Por otro lado,
se sigue de las implicaciones previas que u(z) = u,(z) lo que anula la
primera igualdad de (3.30). Ademaés, j,(x) > 0.

2. A continuacién, supongamos que 3(z) p(z)+ A u(x) = 0, entonces tanto
to(z) = 0, como pp(z) = 0 son nulos, y por tanto también se cumple
(3.30).
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3. Por ultimo, supongamos que B(z)p(z) + Aa(z) < 0, entonces por un
lado deducimos que p,(x) = 0 anuldndose la primera igualdad de (3.30).
Por otro lado, se sigue de las implicaciones previas que u(x) = up(x) lo
que anula la segunda igualdad de (3.30). Ademaés, p,(x) > 0.

Reciprocamente, supongamos que @ € U,y satisface (3.29) y (3.30), y
fijemos u € U,q. Distingamos tres casos:

1. Para casitodo z € Q conu,(x) < u(x) < up(z) (y por tanto, 5(z) p(x)+
Au(x) = 0), se deduce de las condiciones complementarias (3.30) que
ta(x) = pp(x) = 0. Sustituyendo en (3.29), deducimos que

(Bp+ Ma)(z) = 0.

Por tanto, tenemos que
(B(x) p(x) + Na(z)) (u(z) — a(z)) > 0.

2. A continuacién, supongamos que para casi todo x € €2 se tiene que
() = uq(z). En esta situacién, para cada u € Uy, se tiene que
u(z) — u(z) > 0. De las condiciones complementarias, se deduce que
wp(x) = 0. Por tanto, llevando esto a (3.29), se tiene que

B(z)p(z) + Au(x) = pa(x) > 0.

En consecuencia, se tiene que
(B(x) p(x) + Aa(z)) (u(z) — a(z)) > 0.

3. Por dltimo, supongamos que para casi todo = € €) se tiene que u(x) =
up(x). En esta situacion, para cada u € U,gq, se tiene que
u(z) — u(z) < 0. De las condiciones complementarias, se deduce que
ta(x) = 0. Por tanto, llevando esto a (3.29), se tiene que

B(x) plx) + Na(x) = —ps(a) < 0.

En consecuencia, se tiene que
(B(z) p(z) + Aa(2)) (u(z) — a(z)) > 0. (3.31)

En los tres casos, la desigualdad variacional (3.31) se satisface para casi todo
x € ). Basta pues, integrar en () para llegar a la expresién (3.20). O
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En virtud del teorema anterior, podemos reemplazar el sistema optimal

(3.22), que contenia la desigualdad variacional (3.20), por el siguiente sistema
de Karush-Kuhn-Tucker:

Bp+Au— g+ py =0, (3.32)
Uy Su < Uy, g 20, pp >0,

,ua(ua — u) = ub(u — ub) =0.

Aqui, las relaciones establecidas en las tres tltimas lineas se verifican para
casi todo x € €.

Definicién 3.4.17. Las funciones i, iy € L*(Q2) definidas en el teorema
(3.4.16), se denominan multiplicadores de Lagrange asociados a las restriccio-
nes de desigualdad u, < u y u < wup, respectivamente.

3.4.4. El gradiente del funcional coste reducido

Mediante el uso del estado adjunto p, podemos simplificar el calculo del
gradiente reducido, esto es, el gradiente de f(u) = J(y(u),u).

Lema 3.4.18. El gradiente del funcional

1 A
) = J(y(u), w) = 5lly = vollzz @) + Flluliz@),
viene dado por
f(u) = Bp+Au,

donde p € H(Q) es el estado adjunto. Es decir, la solucién débil de la
ecuacion adjunta

—Ap = y—yq en

p = 0 en I (3.33)

donde el estado asociado a u, se representa por, y = y(u).
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Demostracion. En virtud de (3.13) deducimos que
f'(wh = (S*(Su—ya)+ Ay, h)LQ(Q) para todo h € L*(Q).

Por el lema (3.4.2), tenemos que S*(y — yq) = B p, donde p resuelve (3.33).
Asi que,

f(wh=(Bp+ Au, h)LQ(Q) para todo h € L*(1).

Para concluir, basta aplicar el teorema de representaciéon de Riesz, escribiendo

fl(u) = Bp+Au. 0

A continuacién reformularemos la desigualdad variacional (3.17). Se sigue
de la definicién del operador adjunto S*, que la desigualdad variacional (3.17)
es equivalente a

(St — ya, Su— S@) 50 + M, u— 1), >0 Vu € Usg.

L2() (@)
Sustituyendo y = Su, e y = Su, podemos reescribir la desigualdad anterior

CcOo1mo

f@)(w—a) = (5= ya.y =) o) + MBu =) og) >0 Vu € Ua. (3.34)

3.5. Condiciones de frontera Robin

En esta seccién, trataremos dos problemas de control 6ptimo, cuyas ecua-
ciones en derivadas parciales tiene condiciones frontera de tipo Robin homogé-
neas. La diferencia entre los dos problemas de control que veremos reside en
la forma del funcional coste.

Comencemos, probando un analogo del lema (3.4.1), que podremos aplicar
en los dos problemas, para determinar la ecuacion adjunta.

Lema 3.5.1. Consideremos las funciones ag,v € L*(Q), ar,u € L*(T),
co,fa € L>®(Q) y «o,br € L*(T), donde @ > 0y ¢g > 0 en casi todo
punto. Ademads, sean y, y p las soluciones débiles, respectivamente, de los
problemas de valores frontera siguientes

—Ay+cy = Pav en €,
Oy +ay = pru en T.
—Ap+cop = aq en §,
Op.p+ap = ar en I.

Entonces, se cumple la siguiente igualdad

/agydz+/apyds:/ﬁgpvdx—l—/ﬁppuds. (3.35)
Q r Q r
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Demostracion. La demostracion resulta andloga a la que se realizo en el lema
(3.4.1). Usaremos la formulacién variacional de los dos problemas de valores
frontera anteriores. Por un lado, si y € H*(Q) es solucién débil del primer
problema, entonces verifica la igualdad variacional (2.8), y tomando como
funcién test p € H'(S2), debe cumplirse que

/Vy~Vpdx + /coypdaz + /ozpyds:/ﬁgvpdx—l— /ﬁpupds,
Q Q r Q r

Por otro lado, tomando p € H'(2) solucién débil del segundo problema, y
tomando como funcién test y € H'(2), se verificard la igualdad variacional
(2.8), por tanto, debe cumplirse que

/V}D‘VydxjL /copyd:c—l— /aypds:/agyd:c—l— /apyds.
Q Q r Q r

Como los lados izquierdos de ambas ecuaciones son iguales, se deduce el
enunciado. n

Teniendo presente este resultado, tratemos el problema de encontrar una
fuente de calor estacionaria, con condiciones frontera de tipo Robin homogéne-
as. Concretamente, tratemos el siguiente problema:

, 1 A
min (9. ) == 21y~ voll3ae) + 5 0l (3.36)
sujeto a
—Ay = pu en Q,
Opy+ay = 0 en T (3.37)
y
uq(x) <wu(x) <up(z) para casi todo z € €. (3.38)

Supondremos que A > 0, yo € L*(Q2), y que la funcién o € L=(T) es no
negativa en casi todo punto.

Consideremos el operador, lineal y continuo, de control-estado asociado
al problema de contorno, G : L*(Q) — H'(Q) tal que Gu = y(u), solucién
débil de (3.37). De nuevo, interpretaremos G como un operador con rango
en L*(Q)). Para ello, tomamos S : L*(Q) — L%*(Q), esto es, S = EyG, y
escribimos

y = Su.

El funcional coste toma pues, la forma

1 A
Ty, w) = f(u) = 511Su = yalliz@) + S lullzz o)
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Razonaremos de forma similar a como hicimos en las secciéon previa con el
problema (3.14) — (3.16). Sean @ € U,q y ¥ el control éptimo, y el estado
asociado, respectivamente. Aplicando el teorema (3.3.2), y simplificando la
expresion de la desigualdad variacional como en (3.34), llegamos a que

Fra)(u—1a) = (§ = Yo,y = ¥) poq) T Maw = @) ) 2 0. (3.39)

A continuacion, querriamos aplicar el lema (3.5.1). Buscando poder expresar
el producto interno que depende de y, en funciéon de u, y asi poder calcular
f'(u). Por un lado, si comparamos los problemas de valores frontera que debe
satisfacer y, llegamos a la eleccion de o =3, fr =0y ¢ = 0.

Por otro lado, vemos que la expresion (¥ — ya,y — ¥)r2(), aparece en el
lado izquierdo de la igualdad (3.35), siempre que reemplacemos y por y — ¥,
elijamos aqg =y — ya, v ar = 0.

En vista de estas consideraciones, y a fin de poder aplicar el lema (3.5.1),
definimos p como la solucién de la siguiente ecuacién adjunta

—Ap = §J—yq en

Opp+ap = 0 en [I. (3.40)

El lado derecho de la ecuacién diferencial pertenece a L?(2), puesto que
yo € L*(Q) por hipétesis, e y € H'(Q). Como H'(Q) — L*(Q), entonces
se tiene que § € L*(Q). Aplicando el teorema (2.1.13), deducimos que el
problema (3.40) admite una tinica solucién débil p € H(€2), que satisface la
ecuacion variacional

/Vp-Vvda:+ /ozpvds:/(gj—yg)vdx Vv e HY(R).
Q r Q

El estado 6ptimo y = Su es la solucion débil a la ecuacion de estado
asociada a u, mientras que y = Su es la correspondiente a u. Asi que, por la
linealidad de la ecuacién de estado, tenemos que y —y = S(u—u). Aplicando
el lema (3.5.1), tomando como y a y — ¢, y como v a u — U, se tiene que

[ = wm)w-nde= [ sp(u-a)dn
Q Q
Utilizando esto en (3.39), llegamos a que
f/(ﬂ)(u - ﬂ) = (ﬂ — Yo, Y — Q)LQ(Q) + >‘(17J7 U = E)Lz(Q)
:/Bp(u—u)dx—l—)\/u(u—u)d:p
Q Q

:/(5p+)\a)(u—ﬂ)dx20 Vu € Uyg.
Q
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De hecho, la forma de la derivada f’(7) no depende del hecho de que @ sea
optimo. Por tanto, obtenemos como un resultado secundario que el gradiente
reducido f'(u) para un w arbitrario, tiene la forma

fl(w)=Bp+Au,
donde p resuelve la ecuacion adjunta asociada

—Ap = y(u) —yo en Q,
Op.p+ap = 0 en I.

3.5.1. Variante del funcional coste

Para finalizar, realizaremos un estudio sobre un problema similar al anterior,
donde anadimos a nuestro funcional coste un término relativo a la frontera.
Concretamente, trataremos el problema

, Ao AT A
min J(y, u) := =y - yollZ2q) + 5y = yrllzem) + 5”“”%2(9)7

sujeto a
—Ay = pu en
O y+ay = 0 en TI.

uq(x) < u(x) <up(r) para casi todo z € €.

Supondremos que A > 0, \g > 0, A\p > 0, yo € L*(Q), yr € L*(T"), y que
la funcién o« € L*(T") es no negativa en casi todo punto.

Consideremos el operador, lineal y continuo, de control-estado asociado
al problema de contorno, G : L*(Q) — H'Y(Q) tal que Gu = y(u). De
nuevo, interpretaremos G como un operador con rango en L?(Q2). Para ello,
tomamos S : L?(Q) — L?(Q), esto es, S = Ey G, y escribimos y = Su. Por
otro lado, aplicando el teorema de traza (1.2.16), tomando p = 2 (expuesto
en la observacién (1.2.17)), podemos considerar el operador lineal y continuo

Sr=710G : L*(Q) — L*I'), actuando como sigue u — Sru := y(u)|r.

El funcional coste toma pues, la forma

Aq Ar A
J(y,u) = f(u) = 7”5“ —yallZz@) + 7||SFU —yrllizm + §||u||%2(9)~

Sean u € U,q v 9 el control éptimo, y el estado asociado, respectivamente.
Aplicando el teorema (3.3.2), y simplificando la expresién de la desigualdad
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variacional, llegamos a que
f(@)(u—a —/\Q(S (Su — yq),
+ Ar (S (Sru — yr),
= (7 0.y = ) 120
+ A0 (@l = yrsyle = 3le) oy + AU = @) o) 2 0. (3:41)

— 1) L2(Q)

a)m(m + (i, u — H)LQ(Q)

A continuacién, buscamos aplicar el lema (3.5.1). Por un lado, si comparamos
los problemas de valores frontera que debe satisfacer y, llegamos a la eleccion
de Bo =0, br =0y co = 0.

Por otro lado, vemos que la expresién Ao(y — yo,y — ¥)r2(q), aparece en
el primer sumando del lado izquierdo de la igualdad (3.35), siempre que
reemplacemos y por y — g, elijamos ag = Ao (¥ — ya)-

Ademads, observemos que la expresién Ap(¢lr — yr,y|r — J|r) 2@, aparece
en el segundo sumando de dicha igualdad (3.35), siempre que escojamos
ar = Ar(Jlr — yr).

En vista de estas consideraciones, y a fin de poder aplicar el lema (3.5.1),
definimos p como la solucién de la siguiente ecuacién adjunta

—Ap = Xo(J—ya) en Q,

On.p+ap = A(y—yr) en T. (3.42)

El lado derecho de la ecuacién diferencial pertenece a L?(£2), puesto que
yo € L*(Q) por hipétesis, e § € H'(Q2) — L*(2). Aplicando el teorema
(2.1.13), deducimos que el problema (3.42) admite una tnica solucién débil
p € H'(Q), que satisface la ecuacién variacional para todo v € H'(Q)

/Vp-Vvda: + /apvds:/)\g(gj—yg)vdx—l— /)\p(gj—yp)vds.
Q r Q r

El estado 6ptimo y = Su es la solucién débil a la ecuacion de estado
asociada a u, mientras que y = Su es la correspondiente a u. Asi que, por la
linealidad de la ecuacién de estado, tenemos que y —y = S(u—u). Aplicando
el lema (3.5.1), tomando como y a y — ¢, y como v a u — i, se tiene que

/ngw—ygxy—y)dm " /me—yp)(y—y)dsz/Qﬁpw—u)dx.

Utilizando esto en (3.41), llegamos a que

f’(u)(u—u)=/Qﬁp(u—u>dx+A/u(u—u)dx.

Q

:/(5p+)\a)(u—ﬂ)dx20 Vu € Uyg.
)
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Como en el ejemplo anterior, la forma de la derivada f’(z) no depende
del hecho de que u sea Optimo. Por tanto, obtenemos como un resultado
secundario que el gradiente reducido f’(u) para un u arbitrario, tiene la
forma

f'(u) = Bp+Au,
donde p resuelve la ecuacion adjunta asociada

—Ap Ao (y(u) —ya) en Q,
Op+ap = A (y(u)—yr) en T.
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