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Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar los juegos evolutivos y caracterizar una
de sus dinamicas poblacionales mas populares: la dindmica del replicador. Este area
surge del desarrollo de dindmicas (principalmente biolégicas) relacionadas con mo-
delos de juegos matematicos en una poblacién dada. Los juegos matematicos son una
forma de modelar situaciones en las que existe una cierta interaccién entre varios

agentes.

En el primer capitulo presentaremos algunos conceptos y teoremas necesarios para
poder desarrollar la demostracién del teorema del punto fijo de Kakutani, fundamen-

tal para poder probar la existencia de equilibrios de Nash en cualquier juego finito.

El el segundo capitulo se presentaran algunos conceptos bésicos de la teoria de
juegos como jugadores, estrategias, pagos, etc. Ademds presentaremos los diferentes
conceptos que nos permiten caracterizar las estrategias de un juego en funcién de los
pagos, hasta llegar a uno fundamental en el desarrollo de esta teoria: el equilibrio de
Nash. Este concepto de esquilibrio estratégico es popularmente conocido gracias a la
pelicula biografica “Una mente maravillosa”, sobre la vida de John F. Nash (1928-
2015), matemético estadounidense que acuné este concepto de equilibrio en 1951.
Este concepto es de gran relevancia dentro de la teoria de juegos especialmente por
su aplicacion en el campo de la economia, razén por la que Nash recibié el premio
Nobel de Economia en 1994. También recibié el premio Abel en 2015 por sus trabajos
en el campo de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, siendo la tunica

persona que ha recibido ambos galardones hasta la fecha.

El tercer capitulo se centra en el estudio de los juegos evolutivos y en dos de sus
principales ambitos de estudio. El primero trata sobre la estabilidad evolutiva, que
estudia la capacidad de resilencia de una poblacién en un entorno modelado como
un juego ante la aparicion de agentes mutantes. En el segundo, presentamos la ya
mencionada dindmica del replicador, caracterizando no sélo los equilibrios de Nash
dentro de la misma, sino los equilibrios desde el punto de vista de una dindmica

poblacional, estudiando también su estabilidad.
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Tradicionalmente el estudio de la teoria de juegos ha estado muy ligado a los
campos de la economia, ingenieria y biologia. En el ultimo capitulo presentamos una
aplicacién de la dindamica del replicador a la evolucién de las células cancerigenas en
la masa ésea. La principal motivacién de presentar una aplicacién sobre el ambito
médico se debe al aumento, cada vez mayor, de estudios matematicos sobre este
campo. Cada dia que pasa, nos encontramos con una comunidad cientifica més
multidisciplinar y consciente del potencial de las matemaéticas sobre ciencias tan

distantes como la medicina.

Quiero anadir que, personalmente, lo més significativo del equilibrio de Nash es
que contradice més de 200 anos de teoria econémica “racional” iniciada por Adam
Smith. Es decir, uno de los fundamentos del sistema econémico actual mantiene que
los agentes dentro de él buscan unicamente el beneficio personal sobre el general, lo
cual en un juego matematico conlleva acabar jugando un equilibrio de Nash. Como
veremos mas adelante, hay situaciones alternativas dentro de un juego que pueden
significar un mayor beneficio en total para el conjunto de jugadores, lo cual si va
acompaniado de una cooperacién o acuerdos previos entre ellos, el beneficio de cada

jugador puede ser mayor que el del equilibrio de Nash.

Antes de empezar, quiero agradecer a Javier el esfuerzo y, especialmente, paciencia
mostrados durante todo el desarrollo de este trabajo. Muchas han sido las tardes
merodeando por su despacho en busca de su ayuda y consejo durante estos anos
de estudio, y en mayor medida, estos tltimos meses. Tampoco quiero olvidar, y
aln menos dejar sin reconocer, el apoyo de mi familia y amigos a lo largo de todo
este tiempo, que han sabido soportarme y animarme en los momentos dificiles. En
especial, a mis padres, ya que si no fuera por su comprensién e iniciativa no habria
llegado hasta aqui. Por tltimo, quiero agradecer a todas las personas, tanto alumnos
como profesores, que formamos parte del Grado en Matematicas por los buenos
momentos y ganas de crear un buen ambiente dentro de esta carrera, que sin duda,

hemos conseguido entre todos.



Capitulo 1

Teorema del punto fijo de
Kakutani

Para poder probar que todo juego finito posee al menos un equilibrio de Nash
utilizaremos el teorema del punto fijo de Kakutani (Kakutani, 1941) que puede ser
probado de varias maneras. Presentaremos una presentacién formal de dicho teorema
a partir de una serie de resultados apoyados en el lema de Spencer. Seguiremos las

proposiciones y demostraciones presentadas en [5].

1.1. Conceptos preliminares

Empezamos con algunas definiciones bésicas. Sea k € N y sea I un conjunto de

indices tal que |I| = k + 1, donde |I| denota el nimero de elementos del conjunto.

» Un conjunto finito {z;}icr C R™ es afinmente independiente si para cada
{ritier CRtalque ) ;.;rix; =0y > ;i = 0 tenemos que r; = 0 para cada
1el.

Se llama envolvente convera de un conjunto de puntos {z;};cs a

k

conv({xi}ig) = {Zaixi ;€ RY, oy €eR, >0, Viel, Zai = 1}.
icl i=1

El conjunto S := conv({xi}ie I) recibe el nombre de simplice de dimension k

o k-simplice.

Los elementos de {x; }icr son los vértices del simplice, y se denotan por ext(S) =

{zi}ier-
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= Dado I C Iy |I| = k el simplice conv({:ri}id) es una cara de dimension k—1
o (k—1)-cara de S.

= Dado un simplice S, su didmetro es el supremo de las distancias entre cualquier

par de puntos de S.
Sea S un k-simplice.

= Una coleccion T' de k-simplices es una diseccion de S si:

1) US‘ETS =S5.
11) Para cada 5,5 €T, o0bien SNS =0 o bien SN S es una cara de ambos.

» Para cada coleccién de simplices T° denotamos por V7 := Uger ext(S’) al
conjunto de vértices de T'y por dr al maximo de los didmetros de los simplices
en T

= Sea T una diseccion de S. Un etiquetador de Sperner asociado a S y T es
una aplicacién f; : VT — ext(S) tal que, para cada z € VT y cada IcIsi
r € conv({z;}, ), entonces fi(z) € {w;},.;- En otras palabras, los vértices de
VT son etiquetados de tal manera que si un punto estd en una cara de S se le

debe asignar la etiqueta de un vértice de esa cara.

= Cada S € T tal que f; (ext(S‘)) = ext(S) se dice que estd completamente

etiquetado.

Tras haber presentado estas definiciones podemos pasar a presentar los primeros

resultados.

1.2. Resultados auxiliares

Sea S un k-simplice con S = conv({aci}ie 1), T una diseccién de S'y f; un etique-
tador de Sperner asociado con S y T. Sea I C I con |I| = k y para cada SerT
definimos r¢ como el niimero de (k —1)-caras de S tal que f; etiqueta sus k vértices

en {z;},.; de forma sobreyectiva.

Lema 1. En las condiciones anteriores, S estd completamente etiquetado si y solo
sirg=1. 5 S no estd completamente etiquetado, rg =0 6 rg = 2.
Demostracién: Supongamos que rg = 1 y que ext(S’) estd formado por los

vértices {y1,.., Yk, Yk+1}, existe una tnica (k — 1)-cara de S, que definimos como
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C = conv{yy, ...y} tal que f; envia los vértices de C' en {z;},.; de forma sobre-
yectiva. Si fi(yk+1) € {wi},cj, entonces rg = 2, por lo que debe ser fi(yr+1) = zj,
donde j es el tnico elemento de I\ I. Por lo tanto, f; envia ext(S) en {z;}ics de

forma sobreyectiva y S esta completamente etiquetada.

Supongamos ahora que S estd completamente etiquetada, por lo que f; envia
{Y1, s Yk, Yk+1} en {x; };csr de forma sobreyectiva, esta claro que si tomamos fi(yg+1) =
z;, donde j es el tnico elemento de I\ I, la (k — 1)-cara C' = conv{yi, .., yr} s la
tinica que f; envia sus vértices en {x;},_; (ya que el resto de caras contienen a xy1).

Por lo tanto, rg = 1.

Es obvio que si S no esté completamente etiquetado se puede dar el caso de que

r¢ = 0, por ejemplo, si todos los vértices de S tienen la misma etiqueta.

Supongamos que rg > 1y tomamos una de las (k — 1)-caras de S tal que f; envia
sus k vértices en {z;},.; de manera sobreyectiva, si la etiqueta del vértice restante

se envia en {z;} entonces ¢ = 2 (ya que podemos tomar las dos caras que no

iel’
incluyen a los dos vértices que son enviados al mismo punto), si no, rg=1. (]

Lema 2 (de Sperner). Sea S un simplice y T una diseccion de S. Sea f; un eti-
quetador de Sperner asociado con S y T. Entonces existe un S eT ta que S

estd completamente etiquetado.

Demostracién: Sea k € N. Sea I tal que |I| = k + 1 y sea {z;}ic; un conjunto

affnmente independiente de manera que S := conv ({x;};cr). Sea

C:= {S* e T : S esta completamente etiquetado sobre fl} cT. (1.1)

Demostraremos por induccién sobre k que |C| es impar. El caso k = 0 es trivial,
ya que I contiene a un solo punto y obviamente tiene un 0-simplice completamente
etiquetado, que es él mismo. Supongamos ahora que el resultado es cierto para k — 1

y probemos que lo serd también para k.

Tomamos I C I tal que |I| = k. Por el lema [l|y (1.1)) tenemos que

C:{SGTZTS:1}.

Ademss, para cada S € T, tenemos que r¢ € {0,1,2}. Para probar que |C| es

impar basta con ver que ) Ger T'g €s Impar.

Sea R el conjunto de (k—1)-caras de cualquier simplice en T tal que f; envia sus k
vértices en todo {z;}, ;. Dado R € R, entonces R estd contenido en una (k—1)-cara

de S o es la interseccién de dos simplices de T'. En el segundo caso, R esta contada
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dos veces en la suma ger Tg- Por tanto, > Ger Tg €s impar siy solo si el numero

de elementos de R que estan contenidos en (k — 1)-caras de S es impar.

Més atn, como f; es una etiquetadora de Sperner, sélo la (k—1)-cara conv({xi}ief)
puede contener tales simplices, por lo que basta aplicar la hipdtesis de induccién para
obtener que el nimero de (k — 1)-simplices contenidos cualquier diseccién de dicha
cara y completamente etiquetados sobre f; (nétese que la restriccién de f; sobre
cualquier cara de S es un etiquetador de Sperner asociado a dicha cara y a las caras

de T contenidas en ella) es impar. O

Teorema 3 (de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz). Sea S el simplice en R™ defi-

nido por S := conv({xi}ig). Sea {A'}ier tal que:

1) Para cada i € I, A® es un subconjunto cerrado de S.

11) Para cada I C I,

conv({mi}l.ej) C UieiAi'

Entonces,

Nicr A® £ 0.

Demostracién: Sea {T"},,ecn una sucesion de disecciones de S tal que

lim (dr,, ) = 0. (1.2)

m—ro0

Para cada m € N, tomemos el etiquetador de Spencer f;/" asociado a S y T™
definido de la siguiente manera: para cada z € VI, sea I el menor subconjunto de
I tal que x € conv({xi}id); como x € conv({:vi}ief) C Uiein, existe al menos un

i € I tal que z € A’. Tomamos

M (z) = ;.

Por el lema de Spencer, para cada m € N, existe un Sm e m que esta completa-

mente etiquetado a través de f™.

Sea ext(gm) = {xim }ier y asumamos sin pérdida de generalidad que
f"(@im) = .

Para cada i € I y cada m € N,

Tim € AL (1.3)

)
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Para cada i € I, A; es compacto. Por tenemos que la sucesion {@;m fmen
tiene una subsucesién convergente y tomamos Z; € A’ como limite de dicha sub-
sucesion. Atun més, por , todos los Z; son el mismo punto, el cual pertenece a
ﬂieIAi. [l

1.3. Teoremas del punto fijo

En esta seccién vamos a proceder a demostrar el teorema del punto de Kakutani,

pero antes demostraremos el teorema del punto fijo de Brouwer.

Teorema 4 (del punto fijo de Brouwer). Sea A C R™ un conjunto convexo, compacto
y no vacio. Sea f : A — A una funcion continua. Entonces, existe al menos un punto

z € A tal que f(Z) = Z, es decir, f posee al menos un punto fijo.

Demostracién: Sea A C R™ un conjunto no vacio, convexo y compacto. Entonces,

existe al menos un k € N y un k-simplice S que contiene a A.

Entre todos los simplices que contienen a A, llamemos S a uno cualquiera de los

que tenga el menor k y sea ext(S) = {x;}ier siendo I un conjunto de indices con
Il =Fk+1.

Sea T € A. Sea f la extensién de f a todo el simplice S definida de la siguiente
manera: para cada r € S, sea

Maz)=max{A€[0,1]: (1= N)Z+ Iz € A}

y se define

f(z) = f((l — X)) T+ A=) a:)

La funcién A es continua y, por tanto, f es también continua. Como el rango de
f estd contenido en A, todo punto fijo de f es también un punto fijo de f. Por lo

tanto, basta probar que f posee un punto fijo.

Para cada = € 9, existe una dnica manera por la cual x puede ser escrito como

una combinacién convexa de puntos de ext(.S), concretamente,

x = Zai(:n) X,

el
donde ), ;ai(x) = 1y para cada i € I, a;(x) > 0.

Para cada i € I, sea

Si={zes: az(f(a:)) < a4(2)},
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y por la continuidad de f, S; es un conjunto cerrado.
Veamos ahora que, para Icr ,

COHV({:L‘Z'}in) - Uiefsi. (1.4)

SealClyuxze conv({xi}ief). Se tiene que
Zai(ﬂﬁ) =1= Zal(f(x))v
iel il
por lo que existe al menos un j € I tal que

aj(z) > a;(f(x)),
y por lo tanto, x € S}, es decir, se cumple ((1.4)).

Aplicando el teorema |3| de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, existe al menos un

T € S tal que T € NierS;, es decir, o (f(a:)) = «;(Z) para todo ¢ € I, y por lo tanto,
f(z) =z O

Definicion 1. Sean X e Y dos conjuntos. Una funcion multivaluada F : X — Y es

una aplicacién que asocia a cada z € X con un subconjunto F(z) C Y.

Definicion 2. Sea F': X — Y una funcién multivaluada. Decimos que F es hemi-
continua superiormente en xo € X si para cualquier abierto V' que contenga a F'(xg)

existe un entorno U de zg tal que F(U) C V.

Una definicion alternativa para una funcién f : R™ — R™ hemicontinua superior-
mente en x € R" serfa “dado V' abierto de R™ tal que f(x) CV, si{zk}rey — €
R™, existe ko € N tal que para todo k > ko, f(xp) C V7.

Teorema 5 (del punto fijo de Kakutani). Sea A C R™ un conjunto convexo, compac-
to y no vacio. Sea F : A — A una funcion multivaluada hemicontinua superiormente
tal que F(x) es convexo, compacto y no vacio para todo x € A. Entonces, existe al

menos T € A tal que T € F(Z), es decir, F tiene un punto fijo.

Demostracion: Elinicio de esta demostracién es el mismo que el de la demostracién

del teorema del punto fijo de Brouwer.

Sea A C R™ un conjunto no vacio, convexo y compacto. Entonces, existe al menos
un £ € N, un conjunto I con |I| = k + 1 y un conjunto de puntos afinmente

independientes {x;};c; C R™ tal que A C conv({xi}ig) .

Entre todos estos simplices cuya imagen recubre a A, llamemos S a uno de los

que tenga el menor k.
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Sea & € A. Definimos la funcién auxiliar A por
Mz) =méx{A€[0,1]: (1 -N) T+ Iz € A}, VzeS,

v la extensién de F a todo el simplice S por

F(z)=F((1 - A=) &+ A(z)z), Vzelb.

Se verifica que, para todo x € S, F(x) es convexo, compacto y no vacio. Ademads
como es la composicién de una funcién continua y de una funciéon multivaluada

hemicontinua superiormente, ésta también serd hemicontinua superiormente.

Sea {T}, }men una sucesién de disecciones de S tal que

lim (dr,, ) = 0. (1.5)

mM—00

Para cada m € N, definamos la funcién g,, : S — S de la siguiente manera, si
x €V sea

gm () =y,

con cualquier y, donde y es un punto arbitrario de F ().

Para cada 2 € S, sea S = conv({xf}iej) € T, un simplice que contiene a =z.

T = E o T

el

Tenemos que

donde ) ;.;a; =1, y para cada i € I, a; > 0.

Sizes, )
gm(x) = Zai gm(fzg)

iel

por lo que todas las funciones g,, son lineales a trozos y continuas.

Notese que la aplicacion g, esta bien definida. Sean S7 y S simplices de T, tal

que SN Sz # 0 con Sy = COnV({wgl)}1Si§k+1) y Sy = conv({a:?)}lgigk“). Sea

1 2
Sl N SQ = COHV({CEZ( )}1Si§k) = COI’lV({:L‘Z( )}1Si§k)'
Mediante combinaciones convexas podemos escribir

k
1= Zagl) wl(-l) + a,(glll :L‘](glll, Yy € S1,

k
ve=> o o + o ol V€S
i=1
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Six e S1NSy,
k

k
T = Z 041(»1) xl(l) = Z 041(2) xZ@).
i=1 i

Entonces a](;zl = oz,(jzl =0, y por tanto {agl)}lgigk = {agz)}lgigk. Luego gm(x)

esta definida de forma tnica.

Por el teorema [4 del punto fijo de Brouwer para cada m € N existe al menos
™ € S tal que

gm(z™) = x

Entonces, para cada m € N, sean {z"};cs los vértices de un simplice de T}, que

= Qg Ty

el

contiene a x™. Tenemos que

con y ;.o =1y paracadai€ I, aj" > 0.

Como [0,1] € R y S son compactos, usando subsucesiones podemos asumir sin

pérdida de generalidad que, para cada i € I,

Tim ol = ay, (1.6)
lim_goa(2") = i (L.7)
m—0o0

con y ,.;a; =1y paracadaic I, a; > 0.

Atin més, las sucesiones {z]" }men ¥ {2 }men se pueden dar también por conver-
gentes y por (|1.5)), todos los limites coinciden en z € S. Es decir,

W%gnooari =1z, (1.8)
W%gnoox =1I. (1.9)

Ahora veamos que, para cada ¢ € I,
i € F(z). (1.10)
Apliquemos un razonamiento por reduccién al absurdo y supongamos que existe

i € I tal que 3; ¢ F(Z), entonces como F(Z) es cerrado y estamos en un espacio

Hausdorff, existen abiertos By y By C S tal que
i € By, F(IE)CBQ Y BlmBQZQ.
Ya que F(Z) C By y por 1) como F es hemicontinua superiormente existe
ko € N tal que, para cada k > ko,

gr(af) € Bo. (1.11)
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De la misma manera, por 1) existe ko € N tal que, para cada k > ko,
gx(z¥) € By. (1.12)

Los resultados (1.11) y (1.12) contradicen que By N By = (), por lo tanto, para
cada i € I, se cumple (1.10).

Finalmente, para cada m € N,

2™ = gy (™) = Z gt gm ().
el

Pasando al limite con (1.6)), (1.7) v (1.9 tenemos que
=) il

icl

Entonces tenemos que € conv (F (i)) Por lo tanto, como F (x) es convexo para
todo x € S, & € F(Z). Como el rango de F est4 contenido en Ay z € F(Z), entonces

Z € A, y por lo tanto, T es un punto fijo de F. O
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Capitulo 2

Introduccion a la Teoria de

juegos

En este capitulo vamos a presentar de algunos conceptos y resultados bésicos de la
teoria de juegos, especialmente desde un punto de vista geométrico que nos sera de

gran ayuda e interés mas adelante.

Aunque ya se habian presentado algunas de las ideas principales de la teoria de
juegos a principios del siglo XX (Borel, 1921) no fue hasta 1944 cuando Von Neu-
mann y Morgenstern publicaron “Theory of Games and Economic Behavior” y la
teoria de juegos se convirtié en un campo propiamente de las matematicas, con ter-
minologia y conceptos propios. Esta obra fue presentada como una fundamentacion

de la economia, 1inico &mbito al que los autores plantearon su aplicacién en principio.

Durante este trabajo presentaremos diferentes conceptos de “solucién”de un juego
(estrategias no dominadas, equilibrios de Nash). Es importante alejarse de la idea de
una solucién de un juego como un unico resultado éptimo sobre el resto, ya que esa
optimalidad puede cambiar en funcién del objetivo. Por ejemplo, como veremos en
la seccion, un equilibrio de Nash puede ser considerado como solucién en un juego
no cooperativo, pero éste no es idéneo en un juego donde se prioriza el bien comin

(la suma de todos los resultados) sobre el bien propio de cada participante.

2.1. Conceptos basicos

Un juego es un modelo matematico sobre la interaccién estratégica entre agentes

independientes. Veamos algunos conceptos bésicos.

11
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a) Los jugadores son los participantes en el juego que toman decisiones con el fin de
maximizar su utilidad. La utilidad es una funciéon que describe cémo es valorado

por cada jugador el resultado del juego.

b) Las estrategias puras de cada jugador son las decisiones que puede tomar
cada jugador en cada momento que le toque jugar. El conjunto de estrategias
puras de cada jugador puede ser finito o infinito, aunque en adelante trataremos

s6lo con conjuntos finitos.

c¢) Los resultados del juego son los distintos modos en los que se puede concluir

un juego. Cada resultado lleva aparejadas unas consecuencias para el jugador.

d) Los pagos o utilidad son las ganancias o pérdidas que recibe un jugador al
acabar el juego dependiendo de cual ha sido el resultado. El significado de dicho
pago es la valoracién que tiene para el propio jugador alcanzar un determinado

resultado en el juego.

e) Una estrategia mixta de un jugador es un plan completo de asignacién de
probabilidades a las estrategias puras con las que el jugador va a jugar en el juego.
Se interpreta que el jugador que sigue una estrategia mixta elige una estrategia
pura de acuerdo a una distribucién de probabilidad representada por la estrategia

mixta.

Pasamos ahora a presentar unos conceptos referentes a la tipologia de juegos.

= Juegos cooperativos y no cooperativos. En un juego cooperativo se analizan las
posibilidades de que algunos o todos los jugadores lleguen a un acuerdo sobre
qué decisiones va a tomar cada uno. En los juegos no cooperativos se analizan
las decisiones de cada jugador de forma independiente en ausencia de acuerdo

previo.

Dentro de los juegos no cooperativos diferenciamos:

= Juegos estdticos y dindmicos. Los juegos estaticos son aquellos en los que los
jugadores no tienen informacién alguna sobre jugadas pasadas, es decir, las
anteriores acciones o resultados del juego no afectan en la forma de jugar de
los jugadores. En los juegos dinamicos, podemos decir que tenemos una especie

de “estado” del juego que influye sobre la manera de actuar de los jugadores.

= Juegos con y sin informacion completa. En los juegos con informacién completa

los jugadores conocen todos los detalles del juego, es decir, conocen todas las



2.2. ESTRATEGIAS Y FUNCIONES DE PAGO 13

consecuencias para si mismos y para los demas de cada perfil de estrategias

jugado.

w Juegos simétricos y asimétricos. Los juegos simétricos son aquellos en los que
los pagos de un jugador por jugar una estrategia concreta solo depende de las
estrategias del resto de jugadores, no de la identidad del jugador. En los juegos
asimétricos los pagos pueden ser distintos entre los jugadores, incluso a pesar

de jugar con conjuntos de estrategias idénticos para todos los jugadores.

» Juegos de suma cero. En los juegos de suma cero, las suma de pagos de todos
los jugadores es cero, es decir, las ganancias de los jugadores se equilibran

exactamente con las pérdidas de otros jugadores.

Para describir un juego podemos usar dos formas: normal y extensiva. La forma
normal (o forma estratégica) plantea la descripcién del juego de forma rectangular
en la que se da mas énfasis al conjunto de estrategias de los jugadores. En cambio, la
forma extensiva realiza un planteamiento en forma de arbol, enfatizando la secuencia
del juego, y en el que se recogen los posibles desarrollos de las acciones del juego

hasta alcanzar un resultado. En el trabajo utilizaremos siempre la forma normal.

2.2. Estrategias y funciones de pago

En esta seccion formalizaremos algunos de los conceptos introducidos previamen-
te.

Sean € Nconn >2yseal ={1,2,...,n} el conjunto de jugadores del juego.
Para cada jugador i € I, sea S; = {1,2,...,m;} el conjunto de estrategias puras de

dicho jugador.

Definicién 3. El vector s = (s1,52,...,8,)" es denominado perfil de estrategias
puras, donde s; es una estrategia pura del jugador ¢ € I. El conjunto de perfiles de
estrategias puras en el juego es el producto cartesiano de los conjuntos de estrategias

puras de cada jugador

S=5x...x8,
que es llamado espacio de estrategias puras del juego.

Definicién 4. La funcién 7; : S — R es denominada funcidn de pagos del jugador
1 € I, donde para cada perfil de estrategias puras s € S y cada jugador i € I,

mi(s) € R es el pago asociado al jugador i cuando se juega el perfil s € S.
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De esta manera, tenemos definida la funcién 7; : S — R para cada jugador ¢ € I.
La funcién completa de pagos 7 : S — R" asigna a cada perfil de estrategias puras

s el vector de pagos completo m(s) = (mi(s),...,mn(s)).

En términos de estrategias puras, un juego en forma normal puede ser represen-
tado como
G:=(,S, ),

donde I es el conjunto de jugadores, S es un espacio de estrategias puras y 7 es la

funcién de pagos.

Observacion 1. En el caso de que haya dos jugadores, podemos representar la funciéon
de pagos en una matriz de tamafo mj X meo. Usualmente denotaremos por A la matriz
de pago del primer jugador, donde los elementos de la matriz A estdn definidos por
A;j = mi(i,j) para cada i € S1 y cada j € Sz, y denotaremos por B la matriz de
pago del segundo jugador, donde B;; = m2(3, j) para cadai € S y cada j € Sy. Cada
fila de ambas matrices corresponde a una estrategia pura del jugador 1, mientras

que cada columna corresponde a una del jugador 2.

Si el juego también es simétrico, la funciones de pagos son idénticas para los dos
jugadores por lo que las matrices de pago satisfacen que A = B!, y pueden ser

representadas por una unica matriz cuadrada A.

Ejemplo 1 (El dilema del prisionero). Este modelo es un ejemplo muy popular
dentro de la Teoria de juegos. Se trata de un juego simétrico de dos jugadores. En
él dos prisioneros tienen la opcién de colaborar con el sistema judicial confesando
el crimen o guardando silencio, por lo tanto, las estrategias posibles para cada pri-

sionero son C(callar) o D(confesar). Pueden ocurrir los siguientes casos (ver tabla

2):

» Si ambos prisioneros confiesan (D,D) la pena de carcel para los dos es de 6

anos.

= Si uno confiesa y el otro no ((C,D) 6 (D,C)), el que ha confesado queda libre,

mientras que el que ha decidido guardar silencio recibe una pena de 10 anos.

= Si los dos no confiesan (C,C) reciben una pena de 1 afio cada uno.

2.2.1. Geometria de los espacios de estrategias mixtas

En esta seccién vamos a estudiar el caracter geométrico del espacio de estrategias

mixtas.
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Cc D C D
cl-1 -10 c|-1 0
D|0 -6 D|-10 -6

Tabla 2.1: A la izquierda matriz de pagos del jugador 1 (A) y a la derecha

matriz de pagos del jugador 2 (B) en el dilema del prisionero.

Definicion 5. Una estrategia mizta del jugador ¢ € I es una distribucion x; =
(i1, -, Tim,;)! € R™ de probabilidades sobre el conjunto finito S; de estrategias
puras, donde x; 5, es la probabilidad de que el jugador ¢ juegue la h-ésima estrategia

pura, se tiene, por tanto,

mg
S wn=1, (2.1)
h=1

con

zip >0, h=1,...,m;. (2.2)

Definicion 6. El conjunto de estrategias puras del jugador i que tienen asignadas

probabilidades no nulas por x; se denomina soporte de x;, y es denotado por

C(z;) ={h € S;:z;p >0}

Como todas las probabilidades x;; (para h = 1,...,m;) cumplen (2.1 y (2.2)),
el vector x; € R™ pertenece al simplice unidad m;-dimensional A; contenido un

espacio de dimensién m;, definido como

m;
A; = {l‘l S RZM : invh = 1},

h=1
donde R ={y e R™ 1y, >0, h=1,...,m;}.

Definicién 7. Los vértices de A; son los vectores unidad en un espacio m;-dimensional,

denotados por
el =(1,0,0,...,0)", e =(0,1,0,...,0)",..., ™ = (0,0,0,...,1)".

Cada vértice e?, con h = 1,...,m;, representa la estrategia mixta del jugador ¢
que asigna probabilidad uno a su h-ésima estrategia pura. Desde éste punto de vista,

las estrategias puras también se pueden ver como estrategias mixtas “extremas”.

El simplice A; es la envolvente convexa de sus vértices, por lo tanto, cada estra-

tegia mixta es una combinacion convexa de los vectores unidad e?, concretamente,

m;

2 : h
Ty = Li h€; -

h=1
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Definicién 8. Se denomina interior (relativo) de A; al subconjunto

int(Ai):{$ieAi3$i,h>O7 h:1,...,mi}.

El atributo relativo se debe a que A; tiene un interior vacio cuando se le considera
como un subconjunto de R™ pero no es vacio cuando se considera la topologia

heredada de R™~! en H; = {xl ER™i YN X = 1}.

Las estrategias mixtas contenidas en int(A;) se denominan interiores o completa-
mente mixtas. Son estrategias mixtas que asignan probabilidades no nulas a todas

estrategias puras, es decir, estrategias para las cuales C(z;) = S;.

Definiciéon 9. Se denomina frontera de A; al subconjunto

fl”(Az) = {J}z SAVE ¢ int(Ai)}.

Notese que la frontera de A; es el conjunto de estrategias para los cuales el soporte

C(z;) es un subconjunto propio del conjunto de estrategias puras S;.

Definicién 10. Un perfil de estrategias miztas es un vector z = (x4, 2%, ... zt)

donde z; = (2;1,%i2,...,Tim,;)" € A; es una estrategia mixta para el jugador i € I.

Cada perfil de estrategias mixtas es un elemento del espacio de estrategias mixtas
definido por
O =A1 xAg x...xA,. (2.3)

Un perfil de estrategias x es llamado interior (o completamente mixto) si la es-
trategia mixta x; es interior, para todo ¢ € I. El subconjunto de dichos perfiles se
denota

int(0©) = int(A;) x int(Ag) x ... x int(A,).

Notacion 1. Escribiremos (z;,y—;) para representar el perfil de estrategias en el cual
el jugador ¢ € I juega la estrategia mixta z; € A;, mientras que el resto de jugadores

juegan acorde con el perfil y € ©. Es decir, tenemos que

(wh y—i) = (yi s 73/7?,’5—17 .%';?, yf—‘,—lv cee 7y7t7,)t'

Este tipo de notaciones es especialmente conveniente cuando un tnico jugador ¢ € T

considera desviarse de un perfil dado y € © hacia una estrategia z; € A;.

2.2.2. Funciones de pago de estrategias mixtas

Tenemos que la probabilidad de que un perfil de estrategias puras concreto s =

(s1,.-.,5n)t € S sea usado cuando se juega con un perfil de estrategias mixtas r € ©
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viene dado por la funcién p, : S — [0, 1] definida como

n
pac(3> = H Li,s;-
=1

Definicién 11. El pago esperado del jugador i asociado al perfil de estrategias miztas
x es el valor estadisticamente esperado del pago de este jugador cuando todos juegan

con el perfil de estrategias mixtas z € O, y lo representamos

ui(x) = pr(s) mi(8).

seS

Este nimero sera denotado simplemente como el pago del jugador i sobre el perfil
de estrategias x. También podemos expresar este pago como una funcién lineal de
la estrategia mixta de cada jugador, es decir,

m;
ui(x) = Zui(e;“‘,x_j)xj,k, Ve e© Vijel. (2.4)
k=1

En otras palabras, el pago u;(z) puede ser expresado como la suma ponderada de

los pagos del jugador i para cada una de las estrategias puras de jugador j.

Observacion 2. En el caso de un juego de dos jugadores, uno puede representar
el juego G por el par de matrices de pagos (A,B) donde A = (a;j) y B = (bjj)
cont=1,....myy j =1,...,mo, son las matrices de pagos del jugador 1 y 2
respectivamente. Para cualquier par de estrategias mixtas x1 € A; y 9 € Ag
tenemos que

mip ma

uy(z) = Z Zﬂfl,hahkxzk = z{ A, (2.5)
h=1 k=1
m1 mo

up(x) = Z Zl’l,hbhsz,k = 2} B 1, (2.6)

h=1k=1

donde = = (z1, z2).

Ejemplo 1 (continuacién). Las aplicaciones u; y ug del juego del Dilema del pri-

sionero quedan definidas idénticamente ya que el juego es simétrico. Es decir,
ul(:n) = xﬁAxQ = -6 T11 21 — (101‘11 + £B12) 22,
us(r) = i Bag = — (6211 + 10212) 121 — T12 Toa.
Usando la identidad z;1 + z;2 = 1 se obtiene

up(z) =4x9; — 10+ (9 — 3z21) 712,

ug(z) = =691 — (3221 + 1) 212,
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por lo que se ve claramente que el jugador 1 maximiza su funcién de pagos u;(x) para
cualquier x5 € Ay cuando ¥; = e € A;. De forma andloga vemos que el jugador
2 alcanza el mdximo en x5 = e3 € Ay. Es decir, ambos jugadores maximizan sus

pagos correspondientes cuando deciden jugar siempre la estrategia D (confesar).

2.3. Relaciones de dominaciéon y mejores respuestas

2.3.1. Dominacién estricta y por iteracién

Definicion 12. Sea i € I. La estrategia y; € A; domina débilmente a la estrategia
x; € AZ' si
wi(Yi, 2—i) > ui(zi, 2—i), Vz € O. (2.7)

La estrategia y; € A; domina estrictamente a la estrategia x; € A; si la desigualdad
(2.7) es estricta.

Ejemplo 1 (continuacién). En este ejemplo, como podemos ver en las matrices de
pagos la estrategia D (confesar) domina estrictamente a la estrategia C (callar) para

cada jugador. Recordemos que las matrices de pagos de este juego son

. -1 -10 . B= -1 0 ‘
0 -6 —-10 -6

Como podemos ver la matriz A los elementos de la segunda fila son estrictamente
mayores que los correspondientes de la primera. En cambio, en la matriz B son
los elementos de la segunda columna los que son estrictamente mayores que en la

primera.

El siguiente ejemplo ilustra la posibilidad de que una estrategia pura sea es-
trictamente dominada por una estrategia mixta sin que lo sea por ninguna de las

estrategias puras.

Ejemplo 2. Consideremos un juego de dos jugadores con S; = (1,2,3) y Se = (1,2),
y matriz de pagos presentada en la tabla

La estrategia pura x1 = 3 = (0,0, 1) no esta dominada débilmente por ninguna
de las otras dos estrategias puras del jugador 1. Sea x5 = (%, %,O)t € A1. Entonces
aplicando (2.5 para todo y € Ag, tenemos que el pago medio u;(z1,y) =1 < % =

u1(x2,y), por lo que x9 domina estrictamente a ;.

Un postulado basico de la teoria de juegos no cooperativos es que todo jugador
“racional” nunca usa estrategias estrictamente dominadas, es decir, que el jugador

cambiara de estrategia si hay otra con mayor pago para el perfil actual.
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=
— W oM

Tabla 2.2: Matriz de pagos del jugador 1. Solo presentamos la matriz en el
ejemplo porque la del jugador 2 nos resulta indiferente en este

ejemplo.

En este caso todas las estrategias puras dominadas pueden ser eliminadas del
juego G sin que esto afecte al resultado. Pero una vez eliminadas, algunas estrategias
restantes pueden pasar a ser estrictamente dominadas en el nuevo juego reducido
G, por lo que se puede proceder a hacer una nueva reduccién de estrategias que nos
genera un nuevo juego mas reducido G2. Se puede continuar con este procedimiento
iterativamente hasta que sélo queden estrategias no dominadas. Observemos que este
procedimiento es finito ya que estamos en este caso el que el niimero de estrategias
de cada jugador es finito, y por lo tanto, existe j& € N tal que G7 = G]C, para todo

j > j%. El juego G’ “ se puede representar como

GI% = (1,5 7).

A este proceso se le llama eliminacion iterativa de estrategias estrictamente do-

minadas.

Definicion 13. Una estrategia pura s; € S; esta estrictamente dominada por ite-
racion si estd estrictamente dominada en el juego G o en alguna reduccién G’ de

dicho juego, con j < j©.

Para cualquier juego G = (I, S,7), sea SP C S el subconjunto de perfiles de
estrategias puras que no estan estrictamente dominadas por iteracién, es decir, SP =
5.

Definicién 14. Un juego es estrictamente resoluble por dominacién si SP es uni-

tario.

Ejemplo 1 (continuacién). En este caso la estrategia D (confesar) domina estricta-
mente a la estrategia C (callar) para ambos jugadores. Si eliminamos las estrategias
estrictamente dominadas resulta que el juego es estrictamente resoluble por domi-

nacién, ya que solo queda la estrategia D (confesar).
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Ejemplo 3. Consideremos un juego de dos jugadores con S7 = (1,2,3) y Sy =
(1,2, 3), cuyas matrices de pagos A y B estan definidas

b
Il
_= o W

1 6
0 4|, B=
2 5

S = W
= O O
Tt N =

La estrategia pura 2 estd estrictamente dominada por la estrategia pura 1 (y también
por la 3) para los dos jugadores. Una vez eliminamos la estrategia 2 del conjunto de
estrategias de los jugadores, tenemos que la estrategia 1 domina estrictamente a la

estrategia 3 en ambos jugadores.

() (1)

Por lo tanto, cuando eliminamos la estrategia 3, nos queda S” = {(1,1)}, por lo que

tenemos que el juego es estrictamente resoluble por dominacion.

2.3.2. Mejores respuestas

h
i
para y € © si ninguna otra estrategia pura disponible para el jugador i le da una

h

i

Definicion 15. Sea y € O, una estrategia pura e;' con h € S; es una mejor respuesta

mayor pago que €. contra y, es decir,

ui(e?7 y*i) > ui(eécv y*i)v

para todo k € S;.

Denotaremos por 3; : © — S; la correspondencia de mejor respuesta pura del

jugador ¢ definida por
Bi(y) = {h € Si twilel,y—s) > wi(ef,y—:), Vke S}

Ejemplo 2 (continuacién). En el este ejemplo, la tercera estrategia pura del jugador

1 no es la mejor respuesta a ningin perfil de estrategias.

Como cada estrategia mixta x; € A; es una combinacion convexa de estrategias
puras y por (2.4) tenemos que u;(x;,y—;) es lineal respecto x;, ninguna estrategia
mixta x; € A; puede ofrecer un pago estrictamente mayor que cualquiera de las

mejores respuestas del jugador i contra y (las cuales tienen obviamente el mismo

pago).
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Formalmente, para cualquier y € ©, x; € A; y h € B;(y),
m; mg
wimiy—i) = Y _wilef,y-d)ai, <> uile],y-i)ai, = ui(el,y_i), (2.8)
k=1 k=1

y por lo tanto,

Bily) = {h € Si s uilel y—s) > wilwi,y—), Vi € A}

Una mejor respuesta mixta del jugador ¢ para un perfil de de estrategias y € ©
es una estrategia x; € A; tal que ninguna otra estrategia mixta obtiene un pago
mayor al jugador ¢ contra y. Como vimos previamente, toda mejor respuesta pura

vista como una estrategia mixta es también una mejor respuesta mixta.

Por la linealidad de w;(x;, y—;) en z;, cualquier combinacién convexa de de mejores
respuestas puras es una mejor respuesta mixta. Por lo tanto, la correspondencia de
mejor respuesta mizta del jugador 7, B; : © = A; envia cada perfil de estrategias
mixtas y € © en la cara de A; cuyos vértices son las mejores respuestas para ¥y, es

decir,

Bz(y) = {xz € A (i, y—i) > ui(zi,y—i) V2 € Ai}
—{zi €Az, =0 VhéBiy)
= {wi € A;: Clwi) C Bily)}-

La correspondencia de mejor respuesta pura combinada B : © — S esta definida
por el producto cartesiano de las correspondencias de mejor respuesta pura de todos

los jugadores

Bly) = Bi(y) x Ba(y) x ... x Bu(y) C S.

Y la correspondencia de mejor respuesta mixta combinada B : © - O queda

definida por

Bly) = Bi(y) x Ba(y) x ... x Ba(y) C ©.

2.4. Equilibrios de Nash

A continuaciéon presentamos el concepto de equilibrio de Nash enunciado por
primera vez en [6], de gran importancia en la teorfa econémica. Es importante aclarar
que de aqui en adelante, todos los juegos que presentamos son no cooperativos, es
decir, cada jugador es “racional” y busca Unicamente mejorar su propio beneficio.

)
En esta premisa, lo equilibrios de Nash son de gran relevancia en el desarrollo de un
)

juego.
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En términos de mejores respuestas, un equilibrio de Nash es la mejor respuesta a
si mismo, es decir, es un punto fijo de la correspondencia de mejor respuesta mixta

combinada B .

Definicion 16. Decimos que x € © es un equilibrio de Nash si x € B(:):) Denotamos

@EN

por al conjunto de equilibrios de Nash de un juego.

Para determinados andlisis, a veces es 1util expresar el conjunto de equilibrios de

Nash en funcién de ciertas desigualdades,

QEN _ {g; €0 :ui(x) > ui(e?,x_i), Viel, he Si}.

Observemos que por la linealidad de u también se cumple u;(x) > w;(yi, v—;),

para todoi € I e y; € A;.

Definicion 17. Un equilibrio de Nash =z € © es estricto si cada componente x; es

la tnica mejor respuesta para x, es decir,
OFN = B(x) = {«}.

Ejemplo 1 (continuacién). En este ejemplo, el perfil de estrategias (D, D) es un

equilibrio de Nash. Esto se debe a que

22)

ui(ef,e5) = —6 > —10 = ul(e%,e%)

ul(e%,el) =0>-1= ul(e%,e%).

Anélogamente ocurre con los pagos del jugador 2. Por lo tanto, tenemos que (€2, e2) €

B(e2,€3), por lo que (D, D) es un equilibrio de Nash estricto.

Gracias a los resultados presentados en el capitulo [1| podemos demostrar el si-
guiente resultado, de gran relevancia, ya que garantiza la existencia de equilibrios

de Nash en juegos finitos.

Teorema 6. Para cualquier juego finito tenemos que OFN £ ().

Demostracion: El conjunto © es convexo, compacto y no vacio. Tenemos que la
correspondencia de mejor respuesta mixta combinada B : ©® — O es hemicontinua
superiormente, y que la imagen B(y) C O de cada perfil € © es un conjunto

convexo, compacto y no vacio.

Aplicando el teorema 5| (del punto fijo de Kakutani), existe al menos un =z € ©
tal que z € f(x). O
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2.4.1. Equilibrios de Nash simétricos

Tomemos una definicién més formal de juegos simétricos (de dos jugadores) que

la dada al principio del capitulo.

Definicién 18. Un juego G = (I,S,7) es un juego simétrico de dos jugadores si
I ={1,2}, S1 = Sy y mi(s1,82) = ma(s2,s1) para todo (s1,s2) € S, es decir, si
B= Al

A partir de ahora, prescindimos del uso de indices para denotar a los jugadores
porque nos encontramos en un juego simétrico. Observemos que esto significa que
los jugadores reaccionan de forma idéntica a situaciones idénticas obteniendo, en

este caso, pagos idénticos.

Escribiremos K = {1,2,...,k} para el conjunto de estrategias, comunes para los
jugadores, donde k es el nimero de estrategias puras disponibles para cada uno
de los dos jugadores. Denotaremos a las estrategias mixtas del primer jugador por
z € Ay a las del segundo por y € A, siendo A = {x € Ri DY ek Ti = 1} (por
tanto © = A x A, ver (2.3)).

El pago para cualquier estrategia pura ¢ € K cuando juega contra una estrategia
mixta y se denota por u(e’,y) = (e’)!Ay, donde A es la matriz (u(e’,e’)), con
i,7 ={1,2,...,k}. El conjunto de mejores respuestas contra una estrategia y € A

serd denotada por

B*(y) = {x € A:u(z,y) >ul2,y), Vi’ €A}l

En este caso, a diferencia de B que envia perfiles de estrategias en conjuntos
de perfiles de estrategias, §* envia estrategias en conjuntos de estrategias. Para
cualquier juego simétrico de dos jugadores y cualquier perfil de estrategias (x,y) € ©:

Bilz,y) = B*(y) v Ba(z,y) = B*().

Definicion 19. Un juego simétrico de dos jugadores es doblemente simétrico si
Al = A,

Como la simetria de un juego requiere que B! = A, un juego es doblemente
simétrico si y solo si B = A, o equivalentemente, si u(z,y) = u(y,z), para todo
x,y € A.

Ejemplo 4. (Juego de coordinacién) Este juego es un ejemplo bdsico de un juego

simétrico 2 X 2, cuyas matrices de pago son

(30) - (30)
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En este caso ambos jugadores prefieren (estrictamente) jugar el perfil de estra-
tegias s = (1,1), el cual les da un pago 2 a cada jugador. Es claro que s es un
equilibrio de Nash estricto. A pesar de esto, el perfil s = (2,2) es también un equili-
brio de Nash estricto, que da pago 1 a cada jugador. Si un jugador espera que el otro
juegue la estrategia 2, su tnica opcién 6ptima es jugar la estrategia 2 también. El
juego tiene un tercer equilibrio de Nash en estrategias mixtas, es el perfil simétrico

L) = u(el, z) = u(z, 2).

(z,2) € © donde z = (3, %), que no estricto ya que u(e
El pago para cada jugador con este equilibrio es %, que es menor que en los dos

equilibrios anteriores estrictos.

En el contexto de juegos simétricos un par (x,y) € © constituye un equilibrio de
Nash si y solo si z € 8*(y) y y € 5*(x).

Definicién 20. Un equilibrio de Nash (z,y) € ©FY es simétrico si x = y, es decir,

AEN

ambos jugadores utilizan la misma estrategia. Denotaremos por al conjunto de

estrategias mixtas de A que forman un equilibrio de Nash simétrico, es decir,

AN = {z e A (2,2) € ©FN}.

AEN

Notemos que es el conjunto de puntos fijos de la correspondencia de mejor

respuesta 5* : A — A.

No todos los equilibrios de Nash de un juego simétrico han de ser simétricos, pero
todo juego simétrico tiene al menos un equilibrio de Nash simétrico, como veremos

a continuacion.

Proposicion 7. Para cualquier juego de dos jugadores simétrico y finito tenemos

que ANE £,

Demostracién: El conjunto A es convexo, compacto y no vacio, y también lo es
el subconjunto *(y) C A, para cada y € A. Tenemos que la correspondencia de
mejor respuesta pura combinada B : ©® — O es hemicontinua superiormente y por

el teorema del punto fijo de Kakutani existe al menos un y € 5*(y). O

Ejemplo 5. Otro ejemplo clésico de la teoria de juegos es el llamado juego del
“gallina” (o juego halcén-paloma), un juego simétrico de 2 jugadores en el cual

tenemos dos estrategias disponibles: luchar (L) o retirarse (R).

La estrategia luchar (L) contra retirarse (R) obtiene un pago v > 0 mientras que

la estrategia retirarse (R) contra luchar (L) obtiene un pago 0, es decir, si solo uno

~—

de los dos elige luchar (L), ése se lleva todo el pago del juego. En caso de que los dos

decidan luchar (L), cada jugador tiene la misma probabilidad de ganar (cuyo pago
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; (v—c)
es v > 0) y de perder (cuyo pago es —c < 0), por lo que el pago esperado serd ~——.
Cuando ambos jugadores se retiran se reparten el pago que se obtiene a ganar, es

decir, obtienen §. La matriz de pagos del jugador 1 serd

(v=0c)
A= 2 .
0

Ademas, anadimos la condicién de que ¢ > v, es decir, que el coste de perder el

e S

enfrentamiento es superior al beneficio de la victoria.

Para estos pagos tenemos que la estrategia retirarse (R) es la inica mejor respuesta
contra luchar (L) y viceversa. Los perfiles de estrategias puras asimétricas (L, R) y

(R, L) son equilibrios de Nash estrictos.

También tenemos un equilibrio de Nash simétrico para estrategias mixtas. Si el

jugador 2 juega la estrategia 1 con probabilidad A = 7, entonces las dos estrate-
gias puras del jugador 1 tienen el mismo pago esperado. Por lo tanto, el perfil de
c—v

estrategias mixtas (z*,z*) € ©, donde 2* = (%, <=*)", es un equilibrio de Nash.

Proposicién 8. Siz € AFN yie C(x), entonces u(z,r) = u(el, ).

Demostracién: Teniendo en cuenta que si i ¢ C(x), x; = 0, podemos expresar z

como combinacién convexa de elementos de C(z),

k
T = inei = Z $iei = xi716i1 R o etko
i=1 i€C(z)
siendo C(x) = {i1,...,1i, }. Por la bilinealidad de u entonces también tenemos que

u(w, ) = v u(e™, x) + ...+ zi g ule*o, ).

Como z es un equilibrio de Nash,

u(z,z) > ule,z) Vji=1,..., k.

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que existe i; € C'(z) C K tal

que u(z,x) > u(e,r). Como

u(z,x) = Z ziu(e',z) > u(e, x),

1€C(z)

se tiene que

> muld,a) > (1 -y, )ule’, 2).
1€C(x)
i)
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Aplicando la definicién |§| y (2.1), tenemos que

Z ziu(e’, x) > Z ziu(e | x).

ieC(z) ieC(x)
i i
Por lo tanto, existira al menos un i, € C(z) tal que u(e”,x) > u(e¥,z) y entonces
si tomamos
Yy = (.’Ei]. + .Iil)eil + Z xiei
1€C(z)
i,

tendremos que

u(y,z) = (v, + z; Ju(e, z) + Z ziu(el, x)

1€C(x)
i#i,i]
> xiju(eif,x) + x5, u(e, ) + Z ziu(e, z) = u(z, ).
1€C(z)
i
Por lo que = ¢ 5*(x) y no es un equilibrio de Nash, en contra de la hipdtesis. O

Este resultado se puede generalizar a equilibrios de Nash no simétricos siguiendo

un razonamiento andlogo.



Capitulo 3

Juegos evolutivos

Consideremos una poblaciéon de jugadores que se “enfrentan” entre ellos en el
contexto de un juego desde un punto de vista matematico, como hemos visto en el
capitulo 2| Se supone que cada enfrentamiento se produce entre sélo dos jugadores
que se encuentran, por lo que es un juego simétrico y finito de dos jugadores. Es-
tudiaremos los comportamientos de una poblaciéon de muchos jugadores que se van

enfrentando. A este tipo de juegos se les conoce como juegos poblacionales.

Como en la seccién todos los juegos que consideraremos son simétricos
por lo que prescindiremos del conjunto I de jugadores ya que es unitario, y por lo
tanto, del uso de subindices para denotar a los jugadores. A lo largo del capitulo
por jugadores entenderemos los diferentes individuos que participan en el juego, con

idénticas estrategias y pagos.

Consideremos un juego G := (S,u) donde tenemos un conjunto de estrategias

S ={1,...,k} y una funcién u de pagos del juego.

Como hemos venido haciendo anteriormente denotaremos por x € A a las estra-

tegias mixtas de un jugador, siendo
A:{meRi:Zmizl},
€S

dondeRi:{y: (Y1, k) ERF iy, >0, h=1,...k}.

Por tanto, para el conjunto de perfiles de estrategias mixtas tenemos que © =
A x A (ver (2.3)). El pago para un jugador que juega la estrategia x € A contra la
estrategia y € A sera denotado por u(z,y) = #'Ay, siendo A la matriz de pagos del

juego. El conjunto de mejores respuestas contra una estrategia y € A serd denotada
por B(y) C A.

Presentaremos a continuacion diferentes conceptos y resultados que nos permi-

27
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tirdn comprender y estudiar mediante modelos matematicos la evolucion en el tiem-
po del comportamiento de los jugadores, en funcién de los pagos que recibe un
jugador jugando cada estrategia. Este tipo de modelos matematicos sobre juegos

poblacionales se les conoce como juegos evolutivos.

En general, un proceso evolutivo combina dos elementos: un mecanismo de mu-
tacion que proporciona variedad y un mecanismo de seleccion que favorece a unas
especies sobre otras. Mientras que los criterios de estabilidad evolutiva se centran
en los mecanismos de mutacién, las dindmicas poblacionales lo hacen sobre los de

seleccidn.

3.1. Criterios de estabilidad evolutiva

3.1.1. Definicion

En esta secciéon presentaremos algunos de los conceptos que nos permitiran dar

una nocién de estabilidad en el tiempo.

Supongamos que un pequeno grupo de mutantes aparece en una poblacién grande
de individuos. Todos los individuos estan programados para jugar la misma estrate-
gia mixta “caracteristica” xr € A. Supongamos que los mutantes estdn programados

también, pero para jugar otra estrategia mixta “mutante” y € A, con y # x.

Sea € la proporcién de mutantes sobre la poblacién total, con € € (0,1). Si un in-
dividuo es escogido para jugar el juego, la probabilidad de que un oponente escogido
al azar vaya a jugar la estrategia mutante y es e, mientras que la probabilidad de
que juegue la estrategia caracteristica x es 1 — e. El pago esperado de un encuentro
con un oponente aleatorio en esta poblacién es el mismo que con un individuo que
juegue la estrategia mixta w = ey + (1 — €)x € A, la cual denominaremos estrategia

representativa de la poblacién.

Definiremos como aptitud (del inglés “fitness”) de la estrategia mixta x € A al

pago cuando x se enfrenta a la estrategia representativa w = ey + (1 — €)z € A,

ug(w) = u(z,w) = 2" Aw.

La intuicién, desde un punto de vista biolégico, sugiere que los resultados de la
evolucién del juego en esta poblacion seran desfavorables para la estrategia mutante
y € A sila aptitud de dicha estrategia es menor que la de la estrategia caracteristica
x €A,

uy(ey + (1 — €)x) < ug(ey + (1 — €)z),
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es decir,
u(y, ey + (1 — €)z) < u(z,ey + (1 —€)z). (3.1)
A partir de esto, podemos enunciar una definicién de estabilidad evolutiva.

Definicién 21. x € A es una estrategia evolutivamente estable (EEE) si para toda
estrategia y # x existe algin €, € (0, 1) tal que se cumple (3.1) para todo € € (0, €,).
Denominaremos por AFFE < A al conjunto de estrategias evolutivamente estables

de un juego.
Proposicién 9. Sixz € A es una EEE, entonces es un equilibrio de Nash. Es decir,

AE'EE c AEN
Demostracion: Razonemos por reduccion al absurdo, supongamos que existe una
estrategia * € AFFF y que no es equilibrio de Nash. Por lo tanto, existe otra
estrategia y € A que obtiene un pago mayor contra x que lo que x obtiene contra

s{ misma, es decir,

u(y, x) > u(z, x).

La aplicacion F(w) = u(y, w) — u(z,w) es continua en A. Como F(z) = u(y,x) —

u(z, ) > 0, existe ¢y > 0 tal que para todo w € B(x,€y) N A,
F(w) >0,

es decir,

u(y, w) > u(x,w).
Observemos que como A es convexo, w se puede escribir como

w=ey+(1—ex,

con € < ﬁ. Por lo tanto, para todo €g existe € < min(HyiioxH, €o) tal que
u(y,ey + (1 — €)z) > u(z, ey + (1 — €)z),
lo cual contradice que = sea una EEE. O

Proposicién 10. Siz € APFE y existe y # x tal que y € B*(x), entonces u(x,y) >
u(y,y).

Demostracién: Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que existe

una mejor respuesta y # = de z con u(y,y) > u(z,y). Como y € *(x), entonces
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u(z,z) < wu(y,z) y por la bilinealidad de u tenemos que para todo € € (0,1),

U(y, €y + (1 - 6)%) = 6U<y, y) (1 - G)U( )
> eu(z,y) + (1 = e)u(z, )
=u(z, ey + (1 —€)x)

en contra de que x sea una EEE. O

Por lo tanto, ya esta probada parte de la siguiente proposiciéon.

Proposicion 11. El conjunto de EEFE puede caracterizarse como

APPE = {p e APN cu(a,y) > uly,y), Vy€ B (x), y#a}.

Demostracién: Sea z € AFN tal que
u(z,y) >u(y,y), Vyep (32)

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que x ¢ AFEE Por tanto,

existe y # x tal que para todo € € (0, 1), existe € < € con

u(y, ey + (1 — €)z) > u(z, ey + (1 — €)z). (3.3)

Tomando €, = %, con n € N, y pasando al limite cuando n — oo, entonces € — 0

y por lo tanto
u(y,z) > u(z, ).

Y como z € APV deducimos que

u(y, x) = u(z, z), (3.4)
y entonces y € §*(x).

Por (3.3)) y la bilinealidad de u tenemos que

eu(y,y) + (1 — )u(y, ) > eu(z,y) + (1 — €)u(x, x).

Aplicando ([3.4) tenemos que

eu(y,y) + (1 — eu(y, z) > eu(z,y) + (1 — e)u(y, x),

de donde deducimos que

u(y,y) > u(y,y),
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lo cual es absurdo ya que contradice (3.2]). O

Un manera equivalente de expresar este resultado es decir que una estrategia
x € A es evolutivamente estable si y solo si cumple las dos condiciones de mejor

respuesta de primer y segundo orden:

1. Equilibrio de Nash: u(xz,z) > u(y,x), para todo y € A.

2. Estabilidad: si u(x,z) = u(y,x) con y # x, entonces u(zx,y) > u(y,y).

Tenemos la siguiente interpretacion: si x es evolutivamente estable, un individuo
programado para jugar z no tiene ningin Unico incentivo para cambiar de estrategia
ya que si se enfrenta a un individuo que juega su misma estrategia, la estrategia x
es 6ptima en el sentido de que es una mejor respuesta a si misma, por definicién de
equilibrio de Nash. Por otra parte, si su oponente resulta ser un mutante programado
para jugar y, obtiene mayor beneficio si permanece en x que si cambia a la estrategia

y para imitar al mutante.

Lo contrario sucede si el individuo es un mutante que juega y. Enfrentandose a
cualquier jugador siempre estard mejor si cambia a una estrategia x se sea evoluti-

vamente estable (y si ésta es unica).

Estas dos condiciones caracterizan la estabilidad evolutiva. De hecho, asi fue como

la estabilidad evolutiva fue definida originalmente en [10].

Corolario 12. Si (z,z) € © un equilibrio de Nash estricto, entonces x es una EEE.

Demostracion: La demostracién es inmediata a partir de la proposicién [11]ya que
no hay ninguna mejor respuesta alternativa a x, es decir, no hay ninguna estrategia

distinta de z que cumpla la hipétesis de la condicién de estabilidad. O

Pasemos a ver estos conceptos y resultados presentados en algunos ejemplos pre-

vios.

Ejemplo 1 (continuacién). Consideremos, de nuevo, el juego del Dilema del prisio-
nero. La estrategia z = e? (confesar siempre) es la inica mejor respuesta a cualquier
estrategia y € A, y por lo tanto, la tinica EEE del juego. A pesar de esto, ambos
jugadores podrian conseguir un pago mayor si ambos jugasen la primera estrategia

(callar).

Esta seleccion evolutiva, tal y como se modela con el criterio de EEE, no asume

ningin grado de cooperacion entre los jugadores, es decir, son “racionales”. De hecho,
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no garantiza que no pueda existir un perfil distinto que proporciones un mayor

beneficio a todos los individuos de la poblacién.

Ejemplo 4 (continuacién). Consideremos el Juego de coordinacién de nuevo. Cada
una de la dos estrategias puras del juego es la tinica mejor respuesta a si misma (ya

que por ello son EN estrictos), y por lo tanto cada una es una EEE.

Ejemplo 5 (continuacién). Recordemos que la matriz de pagos del juego de la

(v=c)
A= 2 .
0

El tnico equilibrio de Nash simétrico es z = (£, <%) € A. Por la proposicién

c’ ¢

gallina es

e S

este es el unico candidato para una estrategias evolutivamente estable. Como z es
interior tenemos que C(z) = S, por la proposicién |8, u(z,x) = u(e’, r) para todo

i € S,y por lo que en consecuencia, u(z,x) = u(y, z) para todo y € A.
Por lo tanto, la condicién de estabilidad requerird que para todo y € A, con y # x,

u(y,y) < u(z,y),

es decir,

u(r —y,y) > 0.

v

Tomando y = (0,1 —yo) con yo € (0,1), obtenemos que u(z —y,y) = $(% —yo0)?,

una cantidad no negativa que se anula sélo cuando y = =z, lo cual prueba que

v

r = (2, ") satisface la condicién de estabilidad y que por lo tanto es una EEE.

3.1.2. Estructura del conjunto AFF¥

Una consecuencia de la proposicion [11] es el siguiente resultado.

Proposicién 13. Si x € APEE 4 C(y) € C(x) para cierto y # x, entonces y ¢
AEN,

Demostracién: Seax € AFFF ey c Acony # 2y C(y) C C(x). Como z € AEN,
por la bilinealidad de u aplicando la proposicién [8| tenemos que u(y, ) = u(x,x), y

la condicién de estabilidad implica que u(z,y) > u(y,y), por lo que y ¢ APN. O

En particular, si la EEE es interior, entonces es la tinica EEE del juego. Mas atn,
como en cualquier juego finito el nimero de conjuntos de soporte es finito, el nimero

de EEE también lo es. Por lo tanto podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 14. El conjunto APFE C A es finito. Ademds si v € APFE nint(A),
entonces AFPFE = AEN — {21,
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3.1.3. Caracterizacién de AFFE

Presentamos a continuacién dos caracterizaciones de la estabilidad evolutiva: las
barreras de invasion y la superioridad local.
Definicién 22. z € A tiene una barrera de invasion uniforme si existe un € € (0,1)

tal que la desigualdad (3.1]) se cumple para todo y # = y cualquier € € (0, €).

Para cualquier x € APEF la barrera de invasion b(y) contra una estrategia

y # x es el valor maximo de €, en el que se cumple . Formalmente,
ba(y) = sup{d € [0,1] : fale,y) >0, Ve € (0,0)}, (3-5)
donde definimos la funcidn marcador f; : [0,1] x A — R como
fele,y) = u(z —y, ey + (1 - €)x)
=u(z,ey + (1 = e)z) —uly, ey + (1 — €)z).

Proposicién 15. 2 € AFEE si 4y solo si x tiene una barrera de invasion uniforme.

AEEE

Demostracién: Para ver que x € si x tiene un barrera de invasién uniforme

basta tomar €, = €, para toda estrategia y # = y aplicar la definicién

Sea z € AFFE y denotemos Z, C fr(A) la unién de todas la caras de la frontera

de A que no contienen a x, es decir,
Zy={z€A:JieC(x), z, =0}. (3.6)
Sea by : Zy — [0,1] la funcion barrera definida por (3.5)). Fijemos z € Z,. La
funcién f,(-,z) es lineal y como = € APFE por la proposicion tenemos que
f2(0,2) =u(zx — z,2) > 0,

y si fZB(O?z) = 01
fx(laz) = U(-T — Z,Z) > 0.

Por lo tanto, existe a lo sumo un tnico ¢y > 0 tal que f,(eg,2) = 0. Si e € (0,1),

entonces
u(r — z,x — z) = fz(0,2) — fo(1,2) # 0

y ademas tenemos

En caso contrario,
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Como la funcién b, es continua y positiva y el conjunto Z, es compacto, entonces

€ = min by (z) > 0.
ZGZz

Seay € A con y # z. Entonces existe z € Z, y A € (0,1] tal que y = Az+(1—\)zx.
Lo cual implica que b;(y) > b, (z). Ademds, se cumple que

fele,y) = u(z —y, ey + (1 - €)x)
=u(z — (Az+ (1= Nz),e(Az + (1 = N)z) + (1 — €)z)

=u(Az — 2), (1 — eX)z + €Az)

Entonces, aplicando (3.5)) tenemos b, (y) =

una barrera de invasién uniforme. O

Definicion 23. x € A es localmente superior si existe un entorno U de x tal que

u(z,y) > u(y,y), para todo y € U con y # x.

Proposicién 16. = € AFEE sy solo si x es localmente superior.
Demostracién: Sea U C R¥ un entorno de x tal que u(z,y) > u(y,y) para todo
y € UNA con y # x. Para cualquier z € A con z # x existe algun €, € (0,1) tal

que para todo € € (0,€,),
w=ez+(1l—€ezel.

Por hipétesis, tenemos que u(z,w) > u(w,w). Por la bilinealidad de u se tiene

que

w(w, w) = u(ez + (1 — €)z, w)
= eu(z,w) + (1 — e)u(z, w),
y entonces,
u(z, w) — u(w, w) = e(u(z,w) — u(z,w)). (3.7)
Como w € UNA, u(z,w) > u(w,w), y por (3.7), u(x, w) > u(z,w). Por lo tanto,

x € AEFE,

Ahora supongamos que = € AFEE por la proposicién [15|sea € € (0,1) su barrera
de invasién y sea Z, C fr(A) definida en (3.6). Definamos el subconjunto

V={yelA:3Jze€Z,yec|0,6), y=ez+ (1 —¢€)x}.
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Como Z, es cerrado y no contiene a z, existe un entorno U C RF de z tal que
UNAcCV.Seaye UNA cony # z, entonces, y € V y existe z € Z, y € € [0,€)
tal que y = ez + (1 — €)z. Por lo tanto u(z,y) > u(z,y).

Por la bilinealidad de u, tenemos que

w(z,y) = eu(z,y) + (1 — eJu(z,y)
> eu(z,y) + (1 — e)u(z,y)
=u(ez+ (1 —€)z,y)
= u(y,y),

luego x es localmente superior. ([l

3.2. Dinamica del replicador

En esta seccién vamos a continuar con la idea presentada en la de juegos
aplicados sobre poblaciones de individuos. Vamos que ver que en cada seccion se nos

presenta un paradigma distinto.

En la seccién anterior se consideran individuos aislados de una poblaciéon que se
enfrentan utilizando estrategias mixtas, y la existencia de una estrategia represen-
tativa * € A (que en la seccién anterior denotdbamos por w) que representa la
estrategia promedio de enfrentarse aleatoriamente con un jugador de la poblacion.
Por ejemplo, en el juego de la gallina, un individuo decide que (independientemente

del otro) juega la estrategia 1 con probabilidad ¥ y la estrategia 2 con probabilidad

c—v
c

En cambio, en esta seccion la interpretacién sera ligeramente distinta: hay una
poblacién con una mezcla de individuos que sélo juegan estrategias puras. Aqui la
estrategia representativa de la poblacién z € RF es un vector z = (x1,...,21)
donde z; representa la proporcién de la poblacién que juega la estrategia ¢, que
denominaremos estado poblacional. En el caso del juego de la gallina tenemos que
la parte ¢ de la poblacién esta jugando la estrategia 1 mientras que la parte <*

juegan la estrategia 2.

El pago promedio, es decir, el resultado promedio de un juego es el mismo que si
se utiliza la estrategia representativa x € A que si se hace con el estado poblacional

z € R*, ya que son iguales aunque conceptualmente distintos.

En este modelo interpretaremos que los pagos representan el efecto incremental
que tiene el juego sobre las aptitudes reproductivas de cada individuo, en funcién de

la estrategia pura que éste juega. Si la reproduccién toma lugar de forma continua en



36 CAPITULO 3. JUEGOS EVOLUTIVOS

el tiempo, esto deriva en una cierta dindmica poblacional en el tiempo: estudiaremos
aqui la dindmica del replicador (frente a otras posibles dindmicas). Los replicadores
son las estrategias puras, las cuales son copiadas de padre a hijos sin error alguno.

Las dindmicas son modeladas como un sistema de ecuaciones diferenciales.

3.2.1. Preliminares

Consideremos una poblacién grande pero finita cuyos individuos estan programa-
dos para jugar un conjunto de estrategias puras S = {1,...,k} en un juego simétrico
de dos jugadores con un conjunto de estrategias mixtas A y una funcién de pagos

u.

En el punto del tiempo ¢, sea p;(t) > 0 el numero de individuos que estédn jugando

la estrategia pura i € S en ese momento y sea

p(t) = pi(t) >0

€S

la poblacién total. El estado poblacional asociado es definido como el vector x(t) =
(z1(¢),...,zx(t)) donde cada componente z;(t) es la parte de la poblacién progra-
mada para jugar la estrategia pura ¢ € S en el momento ¢, es decir,

pi(t)

wilt) =2 (3.8)

Por lo tanto, x(t) € A, es decir, un estado poblacional puede interpretarse como

una estrategia mixta.

Definimos la aptitud (del inglés “fitness”) de la estrategia pura i como el pago
esperado para dicha estrategia pura en un encuentro aleatorio si estado poblacional
esx € A,

ui(z) = u(e’, x). (3.9)

La aptitud media de la poblacién es el pago de un encuentro de dos individuos

elegidos aleatoriamente entre la poblacion,

u(z,x) = Z ziu(el, ).

i€S

Observese que es el mismo pago que la estrategia representativa x € A obtiene

cuando juega contra s{ misma.
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3.2.2. Derivacién

En el este modelo consideraremos que sélo hay un progenitor relevante en el na-
cimiento de cada nuevo individuo de la poblacién. Supongamos también que cada
individuo hereda la estrategia de su tinico progenitor, es decir, se produce una imita-
cién perfecta de la estrategia en la descendencia. Desde un punto de vista biolégico,
ésto se puede interpretar como la transmisién genética de un fenotipo conductual

de un progenitor a su descendencia, sin error posible en dicha trasmisién.

Como la reproducciéon toma lugar de forma continua en el tiempo, entonces la

tasa de natalidad en el momento ¢ de los individuos que juegan la estrategia i sera
B+ u(e’, z(t)),

donde 8 > 0 es la aptitud natural reproductiva de los individuos de la poblacién
(es decir, independientemente del juego) y u(e’, z(t)) la aptitud reproductiva de los

individuos que juegan la estrategia ¢ cuando se encuentran en un estado poblacional
x(t).
Sea § > 0 la tasa natural de mortalidad de todo individuo de la poblacién.

Tomando la notaciéon de Newton, es decir, representando con puntos la derivacion
respecto al tiempo y suprimiendo los argumentos temporales, postulamos la siguiente
dindmica poblacional

pi = (B + u(e’, z) — (5)pl-. (3.10)
Proposicién 17. Sea un juego G := (S,u). La evolucion del estado de una poblacion
que sigue la dindmica viene dada por el sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias

;= (u(e',z) —u(z, )z, i=1,....k. (3.11)

Demostracion: Derivamos a ambos lados la identidad

p(t)z;i(t) = pi(t).

De lo que obtenemos
px; + pEi = pi
de donde
PLi =Pi —PTi

=i — (ZP&')%’

JjeS

= (B+u(e,x) = 8)p; — (D_(B+uled,x) - 6)pj)a;

JEs
= (B +u(e',x) = 8)pi — (B + u(x,z) — 8)px;.
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Dividiendo ambos extremos por p y utilizando (3.8) obtenemos (3.11)) tal y como

queriamos. O

En otras palabras, la tasa de crecimiento #;/x; de la parte poblacional que toma
la estrategia i es igual a la diferencia entre aptitud de la estrategia jugada y la
aptitud media de la poblacion. Esta tasa de crecimiento es independiente de las
tasas de nacimiento 8 y de mortalidad 4, ya que estas son las mismas para todos los

individuos de la poblacién.

Usando la bilinealidad de u, una forma méds concisa de presentar la ecuacion ([3.11])
es
& =u(el —x )z, i=1,... k. (3.12)

Por lo tanto, aquellas subpoblaciones cuyas estrategias tienen una aptitud superior

a la media creceran, mientras que aquellas con una aptitud menor disminuiran.

Notese que la proporcion entre las partes de las dos subpoblaciones distintas z; > 0
y x; > 0 crece (o decrece) en el tiempo si la estrategia i tiene una mayor (o menor)
aptitud que la estrategia j. Efectivamente,
d (l’z) i ZCZ.Z‘J — CCZSU]
dt Zj

= (u(ei,x) - u(ej,x))%.
j

d

i
Por lo tanto tenemos que %(

E) > 0 si u(el,z) > u(e?,r), y viceversa. Desde un

punto de vista biolégico, este proceso es conocido como selecciéon natural.

3.2.3. Invariancia bajo transformaciones en los pagos

Veamos que la dindmica del replicador (3.12)) es invariante cuando aplicamos

transformaciones afines positivas en los pagos.

Si sustituimos la funcién de pagos u por la forma @ = Au+ u, siendo A un numero

real positivo y p un numero real tenemos que

& = u(e’ —x,x) = \u(e’ — z,2).

El efecto de una transformacion de pagos es equivalente a un cambio en la escala

del tiempo con un factor A > 0 en la dindmica del replicador. En particular, todas



3.2. DINAMICA DEL REPLICADOR 39

las orbitas de la solucién son las mismas en las dos dindmicas, sélo se diferencian en

la velocidad con la que el estado poblacional cambia en el tiempo, con un factor .

De manera similar, cambios locales en las funciones de pago no afectan totalmente
a la dindmica del replicador. Si alguna constante v € R es anadida a todas los
elementos de la columna j de la matriz de pagos A, entonces la aptitud de cualquier

estrategia pura i € S es

u(e',x) = u(e', x) + vr;.
Por lo tanto, la aptitud media es
u(z,x) = u(x, x) + v,

dando origen a la misma dinamica.

3.2.4. Orbitas de la dindmica del replicador
Algunos conceptos y resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales que utili-
zaremos en esta seccién estdn enunciados en el apéndice [A]

La parte derecha de la igualdad (3.12) define el campo vectorial ¢ : R¥ — R* con

oi(zr) =u(e’ —z,z)x;, i=1,...,k (3.13)

Como el campo vectorial ¢ es un polinomio respecto a las partes poblacionales x;,
por el teorema de Picard-Lindel6f (teorema 28]) el sistema de ecuaciones diferenciales
(3-11) de la dindmica del replicador tiene una tnica solucién para cualquier estado

inicial 2° € R¥. Denotaremos por I(zg) el intervalo maximal de existencia del sistema
(3.11)) para la condicién inicial 2(0) = 2°.

Proposicién 18. El simplice A es invariante bajo la dindamica del replicador.

Demostracién: Veamos que el simplice A C R* es invariante (ver definicién [29)

bajo el sistema ([3.11)). Tomando las ecuaciones de dicho sistema tenemos que

Z.ﬁﬁi = Z (u(ei,x) — u(z, ac))a:Z

iesS €S
= Zu(ei, x)x; — Z u(x, z)x;
€S €S

=u(z,z) — u(x, )

=0.
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Por lo tanto

ZIZ' :C,

€S

siendo C' una constante. Como tomamos z° € A, entonces
> ol =1,
i€S

por lo que C = 1, y por lo tanto, para todo t € I(2") tenemos

Z:L’i = 1.

i€S
Sélo falta ver que x;(t) > 0 para todo i € Sy t € I(2°). Consideremos el sistema

S'Cj :(pj(l'l,...,xi_l,o,l'i_;,_l,...,xk), (3 14)
.%'](0) = .%'9, VJ € S? ]7& i, '

cuya unica solucién sera (y1 (), s yim1(t), yig1(t), ..., yk(t)) e RF1,
Se tiene z(t) = (y1(t), ..., yi—1(t),0,yi+1(t), ..., yx(t)) es la solucién del sistema

or(z), VkeS,
(0) 2, A (3.15)
2(0) = 0.

N—
I

Como z es solucién, por el teorema [28 la unicidad de solucién garantiza que
ésta no se corta con otra. Es decir, si existe t* € I(x(0)) con z;(t*) = 0, entonces
;(t) = 0 para todo ¢ € I(z(0)).

Por lo tanto, si 2° € int(A) no puede existir i € Sy t* € I(2?) con &(-, 2°) solucién

del sistema

tal que & (t*,2°) = 0. O

Como el simplice A es invariante bajo la solucién del sistema , por la pro-
posicién [31] tenemos que su interior y su frontera también lo son. Ademds por el
teorema de prolongacién, tenemos que la solucién del sistema es global, es
decir, para todo 2° € A, I(z°) = R.

Por lo tanto, la soluciéon de sistema de ecuaciones diferenciales define un
flujo € : R x A — A (ver definicién que a cada estado inicial 2° € A y mo-
mento inicial ¢ € R asigna el estado poblacional £(t,2°) € A, solucién de con
£(0,2°) = 2V.
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Por supuesto, que el interior y frontera de A sean invariantes bajo el flujo £ no
impide que la trayectoria de una solucién interior converja hacia la frontera del
simplice cuando el tiempo tiende a infinito. Si el estado inicial cumple que zg €
int(A), entonces

&(t,xp) € int(A), VteR,

pero el flujo puede converger a la frontera, es decir,

lim d(&(t, zo), fr(A)) = 0.

t—+o00

En este punto, podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 19. La dindmica del replicador tiene una tnica solucion &(-,2°) : R —
A desde cualquier estado inicial 2° € A. El flujo € : R x A — A es continuo, y
continuamente diferenciable. Los dos subconjuntos int(A) C A y fr(A) C A son

invariantes bajo el flujo €.

La demostracién de esta proposicién viene directamente proporcionada por los
resultados de este capitulo y del apéndice [A} la demostracién de la existencia y la
unicidad de la solucién esta probada por el teorema de Picard-Lindelof (teorema
, la globalidad de la solucién viene por la aplicacién del teorema de prolongacion
al hecho de que A es invariante, y la invariancia de la frontera y del interior de A

por la proposicion

3.2.5. Equilibrios de Nash

En esta seccién presentaremos las caracterizaciones de los equilibrios de Nash y

otros conjuntos de A en el marco de la dindmica del replicador.

A partir de la proposicién |8 podemos expresar el conjunto APN de la siguiente
manera
AEN = {z € A:u(e',z) = maxu(z,z), VieC(z)} (3.16)
z€A
Recordemos la definicién de equilibrio (ver definicién , por la cual, x es un
equilibrio si y solo si u(e’ —z,x)z; = 0, para todo i € S. Es decir, = es un equilibrio
siz; =0o0,six; #0, u(e® —x,2) = 0. Por lo que denotaremos al conjunto de

equilibrios por
A°={z e A:u(e, z) =u(z,z), VieC(z)}. (3.17)

donde C(z) es el soporte de x (ver definicién [6). Estd claro que el conjunto de

vértices {e!,...,eF} es un subconjunto de A’ lo cual tiene sentido, ya que en la
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dindmica del replicador no se contempla ningiin caso de mutacion o invasién, por lo

que ningin tipo de evolucién se puede esperar en un estado poblacional extremo.

AEN

También estd claro que es un subconjunto de A°, ya que si z € APV,

entonces = € 3*(z), es decir, max u(z,x) = u(x, z). Debido a esto podemos enunciar
z€E

la siguiente proposicion.

Proposicién 20. A° contiene a los conjuntos APN y {el, ... eF}.

Por otra parte, si z € int(A) es un equilibrio, entonces por para todoi € S,
u(el, z) = u(z, z),
y para todo y € A,
u(y, x) = u(z, x).
Es decir, z € 8*(x) y por tanto x € APV,

Denotemos por
A% = A°Nint(A)

el conjunto de equilibrios interiores de A. Acabamos de ver que A% c AN y como

se prueba en la proposicién siguiente,
A% = APN nint(A).

Proposicién 21. Se cumple que:

1. A% = AEN ing(A).

2. A% es un conjunto convexo.

Demostracién: Para la primera afirmacién basta ver que AN 0 int(A) ¢ A%,
Sabemos que A% = A% int(A) y que AFN c A°.

Sea x € int(A) un equilibrio de Nash, entonces para todo i € S, u(e’, z) = u(x, ).
Por lo tanto,
u(z, z) —u(el,z) =0,
y entonces &; = 0, para todo ¢ € S. Por lo que x € A es un equilibrio para la
dindmica y x € A%°.
Para la segunda afirmacién sea x,y € A°°. Por lo tanto, son equilibrios de Nash
y por la proposicién 8 tenemos que para todo i € S, u(e,z) = u(z, ) y u(el,y) =

u(y,y).-
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Sea z € A tal que z = ax + by con a,b € R. Por la bilinealidad de u, para todo
1e s
u(e’, z) = u(e’, ax + by) = au(z, ) + bu(y,y)

u(z,2) = zule',2)
€S
=" zi(au(z, x) + bu(y, y))
€S
= au(x,z) + bu(y,y)

= u(e’, 2).

Por lo tanto, z es un equilibrio y z € A%°. O

Para estudiar la estabilidad evolutiva vamos a recurrir al concepto de estabilidad
presentado en la definicion Veamos algunas caracterizaciones de los equilibrios

estables.

Para empezar desecharemos aquellos equilibrios que no sean equilibrios de Nash.
La razon es la siguiente: si x es equilibrio para la dindmica pero no es equilibrio de

Nash entonces existe cierta i € S con x; = 0 tal que

u(e’, x) > u(z, z).

Por lo tanto, si una pequena fraccion de la poblacién esta jugando la estrategia
1, entonces esos individuos tienen una mayor aptitud y por lo tanto un mayor cre-
cimiento reproductivo que el resto, por lo que el estado poblacional se alejara de x.

Veamoslo enunciado y probado con mayor rigor a continuacién.

Proposicién 22. Siz € A° es un equilibrio estable, entonces © € AFN |

Demostracién: Sea z € A°, entonces por (3.17) para toda i € C(x), u(el,z) =

u(z, x).

AEN AEN

Probemos que si = ¢
j€ S\ C(z) tal que

no puede ser estable. Sea x ¢ , por tanto existe

u(e?, x) > u(x, x)
y entonces, sea r; = u(e/ — z,z) > 0.

Por la continuidad de u, dado é§ € (0,r;) existe un entorno U de z tal que para
todo y € U NA,
u(ej - y7y) > 67
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es decir,

;(t) > dx;(1).
Integrando con la condicién inicial z;(0) = a:? deducimos que
25(t) > %exp(3t),

es decir,

&(t,2°%) > afexp(dt),

para todo 2° € UNA y t > 0 tal que £(¢,2°) € UNA. Entonces inicialmente &; (¢, z")
crece exponencialmente desde cualquier z° € U Nint(A). Esto es absurdo ya que

Jj ¢ C(z) y si x es estable entonces debe ser z; = 0. O

Veamos a continuacion la caracterizacién de un estado limite como equilibrio de
la dinamica. Entendemos por estado limite aquellos estados x € C tal que existe
2 € C con &(t, 20) t—> x. Podemos, directamente por la proposicion establecer

—00

el siguiente resultado:

Proposicién 23. Siz? € A y tlim§(t,x0) =z, entonces x € A°.
—00

Y podemos establecer el siguiente resultado, méas particular que el anterior.

Proposicién 24 (Nachbar, 1990). Si 2° € int(A) y tlim{(t,xo) = x, entonces
—00

x e AEN,

Demostracién: Supongamos que z° € int(A) y tlim £(t,2%) = z, pero x ¢ AFN,
— 00

Entonces existe cierto 7 € S tal
u(e —x,x) =€

para cierto € > 0. Como tlim £(t,2°) = x y u es continua, existe T > 0 tal que
—00

ulel — €(t,2%), £(t,2%)) > €/2, para todo 1 > T.

Como #; = u(e’ — x, z)x;, entonces i; > 5x; para todo t > T, y por lo tanto

6(t,2%) > (7. 0perp (1)),

Esto implica que 1tlim &(t,2°) = oo (ya que &(T,zg) > 0) lo cual es un contradic-
—00

cién ya que tlim &(t,2°) = x; < 1. Por lo tanto, z € AFN, O
— 00
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3.2.6. La funcién de entropia relativa

Para cualquier estrategia mixta © € A, sea ), C A el conjunto de aquellas
estrategias mixtas y € A que asignan probabilidades positivas a todas las estrategias

puras con probabilidades positivas asignadas por x, es decir,

Q:={yeA:C(z) CCy)}

Claramente z € (), y para todo y € int(A), y € Q.. De hecho, @, es la unién
de int(A) y la minima cara de A que contiene a z. Por lo tanto, @, constituye un
entorno relativo de x en A, es decir, Q, = U N A para cierto abierto U C R¥ con
xeU.

Definimos la funcion de entropia relativa H, : Q, — R definida por

Ho(y)= Y ailog <‘”) (3.18)

ieC(a) Yi

Ademas, la derivada respecto al tiempo sera

d

k
Hm(y) T dt [H’” (§(t,y))}t:0 - Z 8%;(”%
i=1 i

Consideremos el sistema de EDO (3.13]). Se define

Proposicién 25. Sea xz € A yy € Q,, entonces Hy(y) > 0, con igualdad si y solo
siy = x. Ademds, H,(y) = —u(z —y,7).

Demostracién: Esta claro que H,(x) = 0, y que, para cualquier y € Q,

Hy(y)=— ) wilog <'%)

ieC(x) i
> —log Z xzyl
ieC(x) i
k
> —log (Z yi>
=1
= —log(1)
=0.

Supongamos que y # x y C(x) C C(y). Si C(x) = C(y), la primera desigualdad
es estricta, y si C(z) # C(y), la segunda desigualdad es estricta. Por lo tanto, en

ambos casos Hy(y) > 0.
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Adems4s, en cualquier punto y € Q,,

o) = 3 tule) — ul.)]y
i€C(y)
=y mi[U(e’}y)—U(y,y)}
i€C(y)

= —[u(z,y) — u(y,y)].

3.3. Estados asintéticamente estables y APFE

Proposicién 26. Todo x € AFEE es asintdticamente estable en la dindmica del

replicador (3.11]).

Demostracién: Sea x € APFE. Por la proposicién existe un entorno U de z
tal que

’LL($ - Y y) > 07
para todo y € U N A con y # x.

El dominio @), de la funcién H, es un entorno relativo de x. Sea V. =U N H, un
entorno relativo de z, y por (3.18)), H, : V — R, es continuamente diferenciable.
Ademsds por la proposicion [25] tenemos que

» H,(y) =0siysolosiy=ux.

= H,(y) <0, para todo y € V.

Por lo tanto, H, es una funcién local de Lyapunov estricta para la dinamica
del replicador en el entorno relativo V. Por el teorema esto implica que x es

asintoticamente estable. O

Proposicién 27. Si x € int(A) N AFFE | entonces th’frn £(t,2%) = x para todo
—4o0
2V € int(A).

Demostracién: Sea z € int(A) N APEE Como z € int(A), entonces Q. = int(A).

AEEE

Ademsds, como x € , entonces todas las estrategias y € A son mejores respues-

tas para x, es decir,
y € B (x), VyeA.

Ademas, por la proposicién u(z —y,y) > 0.
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Por la proposicién [25] tenemos que

H,(y) <0, Vy#u.

El subconjunto int(A) es positivamente invariante para la dindmica del replicador,
y H,(y) < 0 luego la funcién convergerd hacia su tinico minimo, el cual por la

proposicién 25 es = (ya que Hy(z) = 0). Por lo tanto,

lim &(t,y) =2, Vy € int(A).

t—+o0

Es decir, si z € int(A) N AFFE entonces es un punto atractor, y su cuenca de
atraccion es int(A) (ver definicién [35)).

Finalmente, podemos volver a enunciar varios resultados probados en esta capitu-
lo sobre la caracterizacion de los equilibrios de Nash, estrategias evolutivamente

estables y los equilibrios de la dindmica del replicador (asi como su estabilidad):

. AEN _ R R :
A {z € A:u(e,z) Izneanu(z,x), Vie C(z)}.

» {el,... eF} CcAC.
» A% =int(A) N A% C AEN C A°.
s A% es un conjunto convexo.

» Siz e A°y es estable, entonces x € AEN,

» Siz¥ €int(A) y £(¢,20) T2, L, entonces & € AEN,
— 00

» Siz e AFEE entonces x es asintticamente estable en la dindmica del repli-

cador.

= Sizcint(A)NAFEE entonces lim £(¢,20) =z, Va0 € int(A).
t——+o00
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Capitulo 4

La dinamica del fenotipo del

cancer

En este ultimo capitulo presentamos un ejemplo de aplicaciéon de juegos evolu-
tivos. El objetivo de este capitulo es estudiar un modelo de evolucion de células
cancerigenas sobre la masa 0sea de un paciente tomando las interacciones entre las
células como un juego entre las células de distinto tipo. En este juego los pagos repre-
sentan las aptitudes relativas de cada tipo, es decir, su mayor o menor probabilidad

de sobrevivir y reproducirse ante la interaccién con células de tipo distinto.

El estudio del fenotipo del cancer esta cada vez mas presente en las investigaciones
de caracter médico debido al aumento de pacientes, y por lo tanto, de la necesidad de
terapias y tratamientos mas efectivos. Es de gran interés, como veremos a continua-
cién, la enorme cantidad de informacién que puede aportar un estudio matematico
a una ciencia tan diferente como es la medicina. En este capitulo presentaremos un

desarrollo del estudio presentado en el articulo [2].

Es importante que recordemos que lo que presentamos a continuaciéon es una
modelizaciéon matemética del problema bajo una serie de hipdtesis simplificadoras,
por lo que no esperamos que el modelo se ajuste perfectamente a la realidad. El
objetivo es obtener informacién 1til acerca de cémo evoluciona un tipo concreto de

cancer (en este caso, el cancer de masa dsea).

En este modelo planteamos la interaccién entre las células de distinto tipo en un
ambito reproductivo, es decir, la obtencion de cierta ventaja o desventaja sobre su
capacidad reproductiva cuando estan en presencia de células de distinto tipo. Esta
ventaja se verd reflejada en un pago visto desde el punto de la teoria de juegos,

una forma de cuantificar el resultado que obtienen los tipos de células sobre su

49
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aptitud reproductiva tras unos intercambios complejos de senales quimicas entre
ellas. Cuando el pago sea positivo, a su valor absoluto lo denominaremos beneficio

y cuando sea negativo, pérdida o perjuicio.

En el desarrollo del cdncer de masa ésea se consideran tres tipos de células con

las siguientes caracteristicas:

= OB: Osteoblastos, células 6seas que regeneran la masa Osea.
= OC: Osteclastos, células éseas que absorben la masa dsea.

= MM: Mieloma multiple, células cancerigenas que solo interaccionan con las

otras células y sin efecto directo sobre la masa dsea.

Tras realizacion de diferentes estudios sobre las interacciones entre estos tres tipos
de células se puede afirmar que las células cancerigenas de tipo MM y los osteoclas-
tos (OC) se benefician mutuamente cuando interaccionan, y lo mismo ocurre entre
los osteoblastos (OB) y osteoclastos (OC). En cambio, la presencia de células can-
cerigenas (MM) es perjudicial para los osteoblastos (OB), pero éstos son inofensivos
para las células cancerigenas (MM). El efecto de los tipos de células sobre la masa
6sea y los resultados de las interacciones entre estos distintos tipos de células estan
representados en la figura Asumimos en lo sucesivo que las interacciones entre

células del mismo tipo son neutrales.

Negative—o

Figura 4.1: A la izquierda se presentan las relaciones entre células y masa
6sea en ausencia de mieloma (MM) y a la derecha las inter-
acciones entre los tres tipos de células. Los pardmetros que
acompanan a las interacciones entre las células provienen de la

matriz de pagos (4.3). Imagen tomada de [2].

Debido a que las células MM no tienen efecto sobre la masa dsea, es importan-
te subrayar que en esta interpretacién el estado de salud de la masa désea depende

tnicamente de la relacién de proporcién poblacional entre los osteoblastos (OB) y
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osteoclastos (OC). Los estados méas idéneos son aquellos en los que hay un equi-
librio entre la masa osea que es regenerada y la que es absorbida (en ausencia de

enfermedad).

Como ya hemos dicho, todas estas relaciones de interaccion entre las células se
pueden parametrizar como pagos para formar una matriz de pagos. Tomaremos los

parametros no negativos:

a es el beneficio sobre OC cuando interacciona con OB.

b es el beneficio sobre OC cuando interacciona con MM.

¢ es el beneficio sobre MM cuando interacciona con OC.

d es el perjuicio sobre OB cuando interacciona con MM.

e es el beneficio sobre OB cuando interacciona con OC.

La determinacién de los valores de los pardmetros tiene que venir de un estudio

experimental médico o biolégico. Consideremos la matriz de pagos asociada al pago:

OoC OB MM
(0]6; 0 a b
OB e 0 -d
MM | c¢ 0 0

(4.1)

cuya diagonal es nula ya que la interaccién entre células del mismo tipo es neutral.

A esta matriz la denominaremos A.

En este modelo consideraremos que la poblacién de las células evoluciona en base

a la dindmica del replicador y asumiremos que:

a) Ninguna mutacién nueva aparecerd durante el desarrollo del tumor a excepcién

de la inicial.

b) La dindmica de la poblacién celular es determinista.

4.1. El modelo matematico

Tal y como hemos venido reflejando en todo el todo el trabajo, representaremos
por x; las proporciones poblacionales de cada tipo de célula, es decir, la fraccién de

la poblacién de células de tipo ¢ frente a la poblacion total de células. Tomaremos x1
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como la proporcién poblacional de osteoclastos (OC), x9 la proporcién poblacional
de osteoblastos (OB) y z3 la proporcién poblacional de células cancerigenas (MM).

Estas componen el estado poblacional
T = (xlv 2, $3)t7
perteneciente al simplice A, definido como

A= {($1,$2,$3)t€R3:1‘1+$2+x3:1, z; >0 i:1,2,3}.

e?

OB-MM

Figura 4.2: Representacién grafica del simplice A con sus caras OC-OB
(ausencia de MM), OC-MM (ausencia de OB) y OB-MM (au-
sencia de OC), y los vértices el = (1,0,0)!, e = (0,1,0)! y
e3 =(0,0,1)%.

Definiremos la aptitud del tipo de célula ¢ como el pago que recibe cuando se

enfrenta a la poblacién total, es decir,
3
ui(x) = u(e',x) = ZAikxk:-
k=1

donde €’ es la estrategia mixta extrema que sélo juega la i-ésima estrategia, o visto
como un estado poblacional, el estado de una poblacién compuesta Uinicamente por

células del tipo ¢. La aptitud media de la poblacién es, en consecuencia,

3
u(x,z) = Z il = 2t Ax.
ik=1

Veamos si hay alguna estrategia evolutivamente estable en el juego con matriz de
pagos Los vértices del simplice A no pueden ser equilibrios de Nash debido a
que la diagonal de la matriz es nula y en todas las columnas hay algin elemento

positivo.
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Aplicando la proposicién [§] sobre la matriz [4.1] en el simplice A tenemos que cada
z € APN cumple que
u(e’,z) = u(z,z), Vie C(z).

Por lo tanto, tenemos que los equilibrios de Nash del juego con matriz de pagos

M1 son:

1 _ a e :
mp = (a+e,—a+e,0),s1e>c.

. p2:( b O,WCC>,sibc>eb—dC.

btc’
_ ad bc—be+cd ae—ac :
" 4= (ad—ac+bc+ae—be+cd’ ad—ac+bc+ae—be+cd? ad—ac+bc+ae—be+cd>’ ste>cy be >
eb — dc.

Por lo tanto, sie > cy bc > eb—dc tenemos que p', p?, ¢ € APV, Como ¢ € int(A),
por el corolario [14] deducimos que ¢ no puede ser una estrategia evolutivamente

estable.
Denotemos por

H; = CODV({ej}gﬁ,Q,?,)
={zreA:z; =0}, =123,

las caras del simplice A.

Veamos si p' y p? son evolutivamente estables. Tenemos que 3*(p') = Hi y

definimos la funcién h : H3 — R con

h(z) = u(p', z) — u(z, x)

=7 a(ezm + a’x9) — (e + a)zi 22,

donde z = (x1,72,0) € Hz. Como h(e!) > 0, h(e?) > 0, p! es el tnico punto de Hj
donde se anula a derivada de h y h(p') > 0 entonces el minimo de h es positivo y

tenemos que
h(z) >0, Yz € Hs, x#p'.

En consecuencia,

u(pt, z) > u(z,z), Ve p*(pl), z #pl.

Por lo tanto, p! es una estrategia evolutivamente estable si e > ¢ (condicién para
que sea un equilibrio de Nash). Andlogamente se razona que p? es una estrategia

evolutivamente estable si be > eb — dec.
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Consideremos la dindmica del replicador para el juego que acabamos de presentar

entre los tres tipos de células. La ecuacion de la dindmica sera

i (t) = 2;(t) (u(e’, ) — u(z,2)), i=123. (4.2)

Aplicando las transformaciones lineales adecuadas en las columnas de la matriz A
podemos hacer un reescalado de la matriz de pagos, en la cual dividimos a i-ésima
columna entre la constante ¢;, tomando

(@1, 02,03) = (e,a,%)-

La matriz transformada es

01 8
B=|10 =5 |, (4.3)
B0 0

con B = c/ey d = dc/be, que son parametros adimensionales. La estructura de
la estabilidad del juego no cambia con estas transformaciones, es decir, el niimero
y la posicién (topolégicamente hablando) de los equilibrios son los mismos (como
probamos en la seccién [3.2.3). De ahora en adelante los pagos del juego se toman
respecto a la matriz B, es decir, si x e y son estrategias mixtas de los jugadores o
estados poblacionales,

3
u(z,y) = Z = Bik Y-
ik=1

Pasemos ahora a estudiar los equilibrios de la dindmica. De ahora en adelante,
cuando nos refiramos a equilibrios, entenderemos equilibrios de la dindmica. Igua-

lando a 0 las ecuaciones [£.2] tenemos que

u(e —x,x)z; =0, Vi=1,2,3. (4.4)

De donde deducimos (como vimos en la proposicién que para todo ¢ los vértices
e’ de A son equilibrios. Ademés son equilibrios los puntos p' = (%, %,O)t y p? =
(%,07 %)t contenidos en las caras de A. Concretamente, el punto p' representa la
proporcién de equilibrio en la cara OC-OB en ausencia de células cancerigenas (MM),
y el punto p? representa la proporcién de equilibrio en la cara OC-MM en ausencia

de osteoblastos (OB).

Con las hipétesis adicionales § <1y 8+ ¢ > 1 tenemos que el punto interior de
A,

q=(q1,q2,93)"

_< g B0+ p—1) 1-p )t
C\IH0+B0HB -2 1+ +B0+B -2 1+6+B(6+B—2)
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también es un equilibrio. Este punto representa, en las condiciones que acabamos
de citar, el estado de un equilibrio en el que las proporciones poblacionales de los
tres tipos de células son estrictamente positivas, y por lo tanto, se encuentra en el

interior del simplice A.

4.2. Estabilidad de los equilibrios

Pasemos ahora a estudiar la estabilidad en cada equilibrio. Es importante acla-
rar que en este capitulo, cuando nos refiramos a la estabilidad de un equilibrio,

entenderemos estabilidad asintdtica.

Si 8 < 1 sabemos que p' € APFE Tuego por la proposicién [26] tenemos que p' es
asintoticamente estable en (4.4) cuando B < 1. Se tiene el mismo resultado para p?
cuando § + 8 > 1. Aun asi, la proposicién [26| no garantiza que éstos sean los tinicos

equilibrios asintéticamente estables con estas condiciones determinadas.

Como 1 = z1 + x2 4+ x3 es invariante, podemos tomar x3 = 1 — x1 — x2 y reducir

el sistema de ecuaciones de diferenciales a uno de dimension dos. Tomemos 271 =

fi(zy, @), 2 = fa(w1,22) y fz1,22) = (fi(21,22), fa(21,72)), donde f1 y fo estén
definidas por:

fi(z,22) = (B8 —3Bx1 + (1 +6 — B)aa + 2627 — 623 + (28 — 6 — 2)z132) 71,
fo(x1, @) = ( — 04+ (1+0—28)x1 + 20xs + 26%% — (51‘% +(28—-0— Q)xlxg)xg.

Tenemos que la matriz jacobiana de f respecto de x1 y xo serd

ofi  Ofi
Jp(x1,22) = % % (x1,22)

ox1 0T

donde
Oh - 1 5 6822 — 6x2 4+ (48 — 25 — 4
8751(331,352)—5—65961+( — [+ 6)xy + 66x] — 0w + (48 — 20 — 4)x 129,
)
O a1 2) = (140 =28 + 480+ (28— 2~ d)aa),

2
df2 B
87(1'1,1'2) = (1 —,8+(5+ (25 -0 — 2).%1 + 2(51‘2)%1,

1
)
aT:Z(ml’ 29) = =6+ (14 0 — 28)x1 + 40y + 2827 — 3022 + 2(26 — 2 — &)1 22.

Pasemos a estudiar la estabilidad en cada equilibrio a partir de los autovalores de

la matriz jacobiana en cada punto. Aplicaremos la clasificacién presentada en [1J.
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1. En el equilibrio e! = (1,0,0)?, la matriz jacobiana es

Jf(170):<§ 611>

cuyos autovalores son A1 = 1 y Ay = 8 ambos positivos.

= Si0< B <168 >1tenemos dos autovalores reales positivos y distintos,

por lo que el punto es un nodo inestable.

= Si 8 = 1 tenemos un unico autovalor doble real y positivo, ademds la

matriz es diagonal, por lo que el punto es un nodo propio inestable.

2. En el equilibrio e? = (0, 1,0)?, la matriz jacobiana es

710,1) = ( ! g)

cuyos autovalores son Ay =0y Ay = 1, por lo que el punto es inestable.

3. En el equilibrio e? = (0,0, 1), la matriz jacobiana es

77(0,0) = ( g ° )

cuyos autovalores son \y = —d y A2 = (. Tenemos dos autovalores reales de

signo distinto por lo que se trata de un punto de silla, y por tanto, es inestable.

4. En el equilibrio p' = (3, 3,0)", la matriz jacobiana es

Jf(1/2’1/2):411<_2(gi§) 25£§—2>

cuyos autovalores son A\ = —% y Ay = %(5 —1). Para determinar la estabilidad

tenemos que:

= Si 8 < 1 tenemos dos autovalores reales negativos y distintos, por lo que

el punto es un nodo estable.

= Si B > 1 tenemos dos autovalores reales con distinto signo por lo que se

trata de un punto de silla, y por tanto, es inestable.

= Si 8 = 1 tenemos un autovalor real negativo y otro nulo, por lo que a priori
no podemos establecer la estabilidad del punto. Aplicando el cambio de
variable £, = 1 — % y Tg = xg — %, que traslada el equilibrio p' al punto
(0,0), tenemos que

-~ N 6 - - o - 1
f1(Z1,2) = (— (1 + §>w1 — 53:2 + 23:% — 536% — 5x1m2> <$1 + 5),

< o\ - J. . . o _ 1
fa(Z1,22) = <<1+ 5)1»‘1 + 572 —1—23:% —5583 —5SU1332> (332 + 5)-
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Tomamos la regién A = {(Z1,#) € R? : &5 < 0,0 < &1 < —535d2}.
Existe ¢g > 0 tal que la direccién del flujo en todo punto de la frontera
de A con 0 < [|(Z1,Z2)]| < €0 apunta hacia el interior de A, ya que si
evaluamos las funciones en su frontera y tomamos —3 < 5 < 0 tenemos

que:
e Si #; = 0 tenemos que fl(:ﬁl,fvg) > 0.

e SiZ = —ﬁizzﬁg tenemos que fl(il,:ﬁg) <0y fg(ﬁul,ﬁcg) < 0.

Ademds, tenemos que también existe € tal que si (Z1,Z2) € int(A) con
[|(Z1,%2)|| < €1 se cumple que fo(#1,#2) < 0. Entonces la trayectoria
desde cualquier punto perteneciente a A N B((0,0), 6) con 0 < d<e=
min(eg, €;) saldrd en algtin momento de B((0,0),€) ya que no contiene

ningun equilibrio excepto (0,0), y por lo tanto, el punto es inestable.

5. En el equilibrio p? = (%, 0, %)t, la matriz jacobiana es

I1/2.0 - 1 ( ‘jﬁ " —i—m )

cuyos autovalores son A\; = —g y A2 = 3(1 —§ — B). Para determinar la

estabilidad tenemos que:

= Si 6 = 1 tenemos un unico autovalor doble real y negativo, ademas la

matriz no diagonaliza, por lo que el punto es un nodo propio estable.

= Sid+ B > 1 tenemos dos autovalores reales negativos y distintos, por lo

que el punto es un nodo estable.

= Sid+ [ < 1 tenemos dos autovalores reales con distinto signo, por lo que

el punto es un punto de silla, y por tanto, es inestable.

= Si d + 5 = 1 tenemos un autovalor real negativo y otro nulo, por lo
que a priori no podemos establecer la estabilidad del punto. Aplicando el
cambio de variable 7, = x1 — % y &9 = T2, que traslada el equilibrio p? al

punto (0,0), tenemos que

_ 5 1
Fi(@1, %) = ((5 — 1)y + Sa2 +2(1 — )} — 07 - 35331:%2> (:7;1 + 5),
_ 5
fo(Z1,22) = <(1 +0)T1 + 52 +2(1 -~ 8)it — 673 — 355195‘2) Ta.

Tomamos la region B = {(#1,72) € R* : &2 > 0,0 < &1 < g2}

Existe g > 0 tal que la direccién del flujo en todo punto de la frontera
de A con 0 < ||(Z1,%2)|| < €0 apunta hacia el interior de A, ya que si
evaluamos las funciones en su frontera y tomamos 0 < z3 < % tenemos

que:
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e Si 71 = 0 tenemos que fl(fcl, Z9) > 0.

e Siz = 2(15—6)532 tenemos que fl(fcl,i“g) <0y fg(i’l,i'g) > 0.

Ademas, tenemos que también existe €; tal que si (Z1,Z2) € int(B) con
|(Z1,%2)|] < €1 se cumple que fo(i1,Z9) < 0. Entonces la trayectoria
desde cualquier punto perteneciente a B N B((O, 0), 5) con 0 < <e=
min(ep, €1) saldrd en algin momento de B((0,0),e) ya que no contiene

ningtn equilibrio excepto (0,0), y por lo tanto, el punto es inestable.

6. En el equilibrio interior ¢, que como hemos visto sélo existe en A cuando 8 < 1

y B+ d > 1, la matriz jacobiana es

—B8(B%+2B85—28+5%+1) B(B3+B%6—382485%+38+634+62—5—1
_ (6—2B8+B6+B2+1)2 (6—2B+B6+B2+1)2
Jilar, a2) = ( —5(8342826—382+862—286+38—1) B3%(B+6-1)
(0—26+B5+57+1)2 (0—2B+B5+B2+1)?

y tiene los autovalores

B0+ +/B0(46 + 83 — 380 — 432 — 4)
N 2(0 — 2B+ B5+ 2+ 1) '

A

Como

46 + 86 —4B6 —4B% —4 = —4(1 — B)® +46(1 — B)
=—4(1-p8)(1-8-46) >0,

sifB < 1y p+6 > 1, entonces 262 < —B6(4—83—45+336+432. Este equilibrio
tiene dos autovalores reales no nulos de distinto signo, por lo que es un punto
de silla, y por tanto, es inestable. Observemos que se podia haber utilizado este
resultado para demostrar que g no es una estrategia evolutivamente estable por

la proposicion

4.3. Interpretacién

El equilibrio p! est4 situado entre e! (sélo osteoclastos) y e? (sélo osteoblastos).
Este hecho puede interpretarse de la siguiente manera: al no haber células cancerige-
nas la masa désea se mantiene estable, y por lo tanto estamos en una situacién de
coexistencia entre los dos tipos de células éseas originales. Este estado se considera
idéneo para una persona con una masa é6sea sana. Como veremos a continuacién,
este tipo de equilibrio es siempre estable en ausencia de células cancerigenas (MM),
pero en el momento en que se presenta cualquier perturbacién que conlleva la pre-
sencia de mielomas, la naturaleza del equilibrio puede pasar de estable a inestable

con estructura de punto de silla.
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De manera similar podemos analizar el equilibro p? entre e! (sélo osteoclastos) y
e3 (s6lo mielomas). Estamos también ante un caso de coexistencia celular, aunque
éste no sea beneficioso para la masa dsea, ya que ante la ausencia de osteoblastos

(OB), los osteoclastos (OC) absorben masa 6sea sin que ésta sea regenerada.

El nimero y naturaleza de los equilibrios dependera de los valores Sy § como
acabamos de ver, y a su vez estos estan determinados por los pagos representados

en la tabla (4.1]) debido al reescalado.

Para que < 1, el beneficio que las células cancerigenas (MM) obtienen de los
osteoclastos (OC) es menor que el que obtienen los osteoblastos (OB) de los osteo-
clastos (OC), es decir, u(e?,e!) < u(e?,e'), y por tanto, ¢ < e. Veamos dos casos en

los que se presenta esta condicién.

En la figura se cumple que S < 1y B+ 8 < 1. Como p! es el tinico equilibrio
estable, la poblacién de células cancerigenas (MM) se puede llegar a extinguir y el
equilibrio p' se vera restablecido desde cualquier punto interior de A o de la cara
OB-OC. Es decir, si la poblacién tanto de osteoclastos (OC) como de osteoblastos
(OC) no es nula, por pequena que sea, la evolucién del estado poblacional hacia el
equilibrio p' es segura. Desde un punto de vista médico esta es una situacién muy

favorable para la recuperacién del paciente.

En la figura se cumple que B3 < 1y B+ 6 > 1. Aqui tenemos que p' y p? son
equilibrios estables, y un punto de silla ¢ en el interior del simplice. Como podemos
observar, la poblacién de células cancerigenas (MM) se puede llegar a extinguir
si partimos desde un punto suficientemente cercano a la cara OC-OB, ya que el
estado poblacional evolucionarfa hacia el equilibrio p'. En este caso la recuperacién
es altamente probable ya que una mutacién inicial de células cancerigenas (MM)
implicaria una proporcién poblacional de MM cercana a cero, y por lo tanto el

estado poblacional se encontraria cercano a la cara OC-OB.

Desgraciadamente, desde el punto de vista médico ambos casos (es decir, 8 < 1)

son situaciones improbables en pacientes sin tratamiento.

Si por el contrario tenemos que § > 1, el tnico equilibrio estable es el p? de la
cara OC-MM.

En la figura se cumple que 8 > 1, y por tanto, 8+ § > 1. En esta situacién
la proporcién poblacional de osteoblastos (OB) es cada vez menor desde cualquier
punto interior de A o de la cara OC-MM, ya que el estado poblacional evoluciona
hacia el equilibrio p?. Segiin nos aproximamos a dicho equilibrio, el riesgo de frac-
tura ésea es mayor (uno de los sintomas mds comunes de ausencia de OB, debido

principalmente a la desaparicién progresiva de masa ésea). Curiosamente, incluso si



60 CAPITULO 4. LA DINAMICA DEL FENOTIPO DEL CANCER

6=0.5,6=0.33333 O Estable
1 ® [nestable 1%
e .
© Punto de silla
H0.07
“‘i\“\ “m
‘ W\ 0.06
s mm\ WHH”H““W‘ HHH
L 0.05
K
0.04 %
A ‘WW\HWHJ\WHMMW \\W\ Hh LI [T I 1|
g 1 WH\H 1 w\m > 003
i “T ) L D
wwuwwwu”‘umu““uuw‘mlm‘”‘m““1111111"WW‘“WWW‘W”‘muu 0.02
0.01
0
Figura 4.3: Campo de direcciones en A con f=1/2y § =1/3.
5=056=1 O Estable
1 ® |nestable 40.12
e o p .
unto de silla
0.1
0.08
g
006 2
A, |
[T ww ] u“‘WW
by ”‘” “‘ JL717
M\ \ M H MH H“HHH”‘“ 4 \
AT Ly 8 “‘W‘ m N
\ N |
HH HM HHH‘H ““““”“ H“‘W}Lmﬂw\ N 0.02
0

Figura 4.4: Campo de direcciones en A con f=1/2y § = 1. Obsérvese el

equilibrio interior g con caricter de punto de silla.
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el perjuicio de las células cancerigenas (MM) sobre los osteoblastos (OB) fuera nulo
(es decir, d = 0 y por tanto § = 0) y fueran neutrales entre ellas, el inico equilibrio

estable seguirfa siendo p?, ya que se seguirfa cumpliendo que 3 < 1.

Igualmente los cambios sobre § tienen una relevancia importante. Como podemos
ver en la figura cuanto mayor es el valor de é habiendo fijado 8, mayor es la
desventaja de las células OB respecto a las MM por lo que la velocidad de extincion
de OB es mucho mayor. Esto produce una pérdida de masa désea considerable sin
que haya tenido lugar un crecimiento significativo de MM ya que la trayectoria que
une p! con p? se acerca més al punto e! de OC (donde la poblaciones de OB y MM

son muy pequenas).

4.3.1. Terapias

El estudio de posibles terapias o procedimientos a seguir para tratar con el desa-
rrollo del cancer puede centrarse en varios ambitos, aqui nos centraremos en uno
que trasplanta masa Osea sana o elimina una parte de las células cancerigenas una
vez éstas estan desarrolladas (en este modelo ambos son equivalentes ya que tienen

el efecto de reducir la proporcion poblacional de células cancerigenas (MM))

En este modelo, un trasplante es una reduccién de la proporcién poblacional de
células cancerigenas (MM) hasta un nivel deseado, por lo tanto la relacion OB/OC
(es decir 1) se mantiene igual aunque los estados de las tres células (21, z2 y 3)
cambien. Geométricamente, esto se puede interpretar en el simplice A como el resul-
tado de proyectar el estado poblacional en el momento del trasplante sobre la cara
OC-OB desde el vértice e3, ya que la linea que pasa por p® y el estado poblacional
es aquella en la que la relacién OB/OC se mantiene constante con el mismo valor
que en el estado. Analizaremos el resultado de esta operacién dependiendo de la
proporcién de MM en el momento del trasplante y de la cantidad de MM respecto

a la poblaciéon total tras la intervencién.

Entenderemos por recaida el momento en el que la proporcién OB/OC vuelve al
valor que tenia en el momento del trasplante. Geométricamente, esto ocurre cuando

la trayectoria se cruza tras el trasplante con la linea con la que hemos proyectado.

A continuacién presentamos la representacién grafica de tres casos en los que los
pardmetros del juego son constantes (8 =3y d = 1) y variamos las proporciones de
MM antes y después del trasplante. Estos pardametros han sido tomados de manera
que B > 1, situacién mas comun en pacientes sin tratamiento. En los tres casos la
mutacién de MM inicial serd de 23 = 2- 1070 y con equilibrio de osteoclastos (OC)

y osteoblastos (OB), es decir, el punto inicial serd el punto p = (% — 10*10,% —
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Figura 4.6: Trayectorias del estado poblacional desde el punto p = (% —
107102 — 10712 - 1071%)" muy cercano a p' con 8 = 2y

6= 0, 1, 10, 100. Las trayectorias tienden al equilibrio p?, que

con estos parametros es estable.
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Figura 4.7: Campo de direcciones en A con =3y § = 1.

El la figura [£.7] se nos presenta el mapa de fases para 8 = 3 y § = 1, donde
podemos observar que p? es el Gnico punto estable y es limite de las trayectorias

desde cualquier punto interior del simplice, situacion muy similar a la presentada en

la figura

Para cada caso representaremos un mapa simplicial con la trayectoria antes y des-
pués del trasplante y una grafica con la evolucién de las proporciones poblacionales
de cada tipo de célula, incluida la relacién entre osteoblastos (OB) y osteoclastos
(OC). En el mapa simplicial (a la izquierda) la linea azul es la trayectoria previa al
trasplante y la linea roja la trayectoria tras el trasplante. La linea verde discontinua
es el cambio de estado en el trasplante, es decir, como dijimos antes es la proyeccion
del estado poblacional sobre la cara OC-OB desde el vértice e3. En la grafica de pro-
porciones poblacionales (a la derecha) las dos lineas verticales marcan el momento en
el que se producen el trasplante y la recaida. Para mayor facilidad de interpretacion
de los tiempos de la recaida, en los tres caso el momento del trasplante esté situado
en el centro de la grafica, aunque obviamente el momento de trasplante del tercer
caso se produce mas tarde que los dos anteriores, ya que la intervencién se produce

cuando el cancer estd mas desarrollado.
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En el caso A (figura |4.8)) tomamos como proporcién poblacional de MM antes
del trasplante 23 = 0,2 y después del trasplante x3 = 1074,

En el caso B (figura [4.9) tomamos como proporcién poblacional de MM antes
del trasplante x3 = 0,2 y después del trasplante z3 = 1073. En este caso el estado
post-trasplante estd mas lejos de la cara OC-OB (aunque cueste apreciarlo en la

figura).

Como se puede observar, aunque el momento del trasplante es el mismo (cuando
xz3 = 0,2), en el caso A la reduccién de la poblacién de células cancerigenas (MM)
es 10 veces menor que en el caso B. En consecuencia y como puede observarse el
tiempo de recaida es mayor en el primer caso, ya que la trayectoria pasa més cerca
del equilibrio p' donde la velocidad cada vez es menor (ver figura .

Por dltimo, en el caso C (figura 4.10) tomamos como proporcién poblacional de
MM antes del trasplante x5 = 0,4 y MM después del trasplante z3 = 1073. En este

caso el estado esta considerablemente desarrollado y préximo al equilibrio p?.

Es interesante observar que aunque en el caso B y C la proporcion de células can-
cerigenas (MM) tras el trasplante es la misma (z3 = 1073) el estado post-trasplante
del caso C se encuentra en una zona donde la velocidad es mayor (ver figura , lo
que produce un menor tiempo de recaida. Esto nos demuestra que el momento en
el que se procede a realizar el trasplante también es de gran importancia, no solo la

reduccion de las células cancerigenas (MM).

Como conclusiones podemos observar que la curacién de la masa ésea nunca se
puede alcanzar en este modelo si § > 1 mientras cualquier célula MM persista
en el cuerpo tras los trasplantes (lo cual es altamente probable en este tipo de
operaciones) y que esta clase de tratamientos solo consiguen alargar la esperanza
de vida (en funcién de la calidad y momento de la operacién) un tiempo, ya que la

recaida es inevitable.

Este analisis muestra la clara importancia de centrar las investigaciones médicas
y farmacéuticas en tratamientos que cambien la naturaleza del juego, es decir, los
parametros de la matriz de pagos. Especialmente en la reduccién del parametro 5,
ya que si S < 1, tenemos un equilibrio interior de punto de silla que combinado
con una reduccién en el trasplante suficientemente grande de la presencia de célu-
las cancerigenas (MM) en el paciente puede permitir que la trayectoria del estado
poblacional tienda hacia el equilibrio p' (ver figuras y .

Se debe tener en cuenta que aunque la trayectoria se aproxime al punto p!, éste
nunca se alcanzara (ver seccién [A.3)), es decir, segiin se aproxima el estado a dicho

equilibrio la poblacién de células cancerigenas (MM) es cada vez menor, pero nunca
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se anula totalmente. Desde un punto de vista médico, esto debe interpretarse co-
mo un tratamiento continuo a lo largo de la vida del paciente, ya que si se viese

interrumpido la recaida en el desarrollo del cancer es inevitable.



Apéndice A

Teoria de EDOs

En este apéndice presentaremos algunos conceptos basicos sobre la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO), que aplicaremos principalmente en el capitulo
En este capitulo hemos seguido principalmente la teoria presentada en el capitulo

6 de [11], excepto el teorema [30| que estd presentado en [4].

A.1. Ecuaciones diferenciales y campos vectoriales

Decimos que una ecuacion diferencial es autdnoma si su expresién no cambia a
lo largo del tiempo, es decir, que puede ser estudiada con igual resultado en un

momento o en otro mas tarde. Si tenemos que

x,(t) = f(t,l‘(t)),
entonces existe cierta funcién g tal que f(¢,x) = g(x) para todo (t, ).

En este capitulo nos vamos a centrar en las ecuaciones diferenciales ordinarias
y autonomas de primer orden. Tomando la notacién de Newton, un sistema de k

ecuaciones diferenciales auténomas se expresara de la forma vectorial como

i = o) (A1)

donde

i=(£1,...,7)" = dr _ (dwl %)t

“a \Va @

y ¢ es una aplicacién de un abierto X C R* sobre R”.

Diremos que z = (z1,...,x)! es el vector de estado, X es el espacio de estado. La

funcién ¢ es un campo vectorial que define en cada punto x la direccion y velocidad

67
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del flujo. Para cada componente x; del estado z, p;(x) es su derivada respecto del

tiempo.

El primer problema al que nos enfrentamos, una vez que el sistema de ecuaciones
diferenciales (A.1]) ha sido definido, es saber si tiene una solucién, y si ésta es tnica.
También esta la cuestién de ver si la solucion es global en el sentido de que defina

el estado en todo momento.

Definicién 24. Una solucién local en un punto z° € X para un sistema (A.1]) es
una funcién (-, 2°) : I — X, donde I es un intervalo abierto que contiene ¢ = 0, tal
que £(0,2°) = 20 y tal que se verifica

9 (1,2 = p(e(t,2")

para todo t € I. La solucién es global si I = R.

A la aplicacién £ la denominaremos aplicacién de solucion o flujo.

La existencia y unicidad de una solucién local viene garantizada para cualquier

campo vectorial ¢ por que éste sea lipschitziano.

Definicién 25. Una funcién ¢ : X — RF, con X C R* es localmente lipschitziana si
para todo conjunto compacto C' C X existe algiin numero real A tal que para todo

x,y € C se cumple que
le(@) — o) < Allz —yl|.

Diremos que la aplicacién es globalmente lipschitziana si el numero real A se puede

determinar para todo el espacio X, es decir, C' = X.

No es dificil ver que, si el campo escalar ¢ tiene primeras derivadas parciales
continuas (es diferenciable), entonces es lipschitziano localmente. También se tiene

que si es lipschitziano, entonces serd uniformemente continua.

Un resultado importante para la existencia y unicidad de una solucién local de
un sistema (A.1)) es el teorema de Picard-Lindeldf.

Teorema 28 (de Picard-Lindelof). Si X C RF es abierto y el campo vectorial

¢ : X — RF es lipschitziano, entonces el sistema

i = p(z)

tiene una tnica solucion &(-,2°) : I — X para cualquier estado 2° € X. Mds ain,
£(t,2%) es derivable con continuidad ent € I y continua en 2° € X. Si p es derivable

con continuidad, entonces &(t,2°) es derivable con respecto a x° € X.
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A.2. La aplicacién de la solucion inducida

En todas las aplicaciones que presentaremos en este trabajo, todos los estados
relevantes quedan restringidos a algin subconjunto compacto C' del dominio X del

campo vectorial .

Siempre tenemos que si 2° € C, entonces £(t,2%) € C para todo t € I(2°), donde
I(2%) = [w™(20),w(20)] C R es el mayor intervalo abierto en el cual la solucién
para el estado inicial 2¥ estd definida, que denominaremos intervalo mazimal de
existencia. Normalmente X = RF y C es el simplice A de estrategias mixtas de un

jugador o el poliedro © de perfiles de estrategias mixtas del juego.

En tal escenario se tiene que la solucién a través de cualquier punto es global.

Proposicién 29. Supongamos que X C R¥ es abierto, ¢ : X — R¥ es lipschitziana
y C es un subconjunto compacto de X tal que £(t,2°) € C para todo 2° € C y
t € I(2"). Entonces puede tomarse I(x°) = R, y la aplicacion de la solucion inducida

E:R x C — C cumplird las siguientes condiciones:

(1) £0,2) =z, VzxeC.
(2) £(t,&(s,x)) =&(t+s,x), VzeC, Vs,t €R.

(3) € es continua respecto at y x°, y si ¢ es diferenciable continua, & es derivable.

La tercera y tdltima condicién hace referencia al hecho de que la aplicacién £ es
continua (y derivable) respecto a t y 2, por lo tanto una pequeia variacién en el
estado inicial 2° se ve reflejada como una también pequefa variacién en la trayectoria

de la solucién desde z°.

Teorema 30 (de prolongacién). Sea p(z) una funcion continua y localmente lips-

chitziana en un abierto X C R¥. Consideremos el problema de valor inicial

Entonces si wt = wt(z0) < +00, entonces se cumple una de estas dos resultados:

» z(t) se aproxima a la frontera cuando t — w™.

» z(t) no esta acotada.

Se tiene andlogo enunciado en w™.
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Presentamos a continuacién algunos conceptos importantes a la hora de estudiar

sistemas dinamicos.

Definicién 26. La trayectoria de la solucion desde un estado z° € C es el grafo del
flujo £(¢, 20), es decir,

m(2%) = {t,2) eRxC:a= f(t,xo)}.

Definicién 27. La drbita de un estado 2° € C es la imagen de I(2?) por el flujo

(-, 20), es decir,

y(z%) = {zeC:az= E(t,x%) Wt e I(mo)}.

Equivalentemente podemos pensar en y(z") como la proyeccién de la trayectoria
7(2°%) en el espacio de estados C. Para un subconjunto A C C, escribimos v(A4) C C

como la unién de todas las érbitas y(2?) con 20 € A.

0

Definicion 28. La drbita positiva desde un estado x” € C es la imagen del eje

positivo del tiempo por el flujo (-, 2°), es decir,

’y+(x0) = {33 eC:x= f(t,a:o) vVt > 0} ) (A.2)

A.3. Invariancia y equilibrios

Un concepto de gran relevancia en el estudio presentado en el capitulo [3] es el de

conjunto invariante bajo un flujo (-, ), cuya érbita es ~(-).

Definicién 29. Un subconjunto A C C es invariante siy(2") C A para todo 2° € A.
Decimos también que un conjunto es positivamente invariante si v+ (2°) C A para
todo 2% € A.

Un ejemplo de un conjunto invariante es la érbita A = (2°) desde cualquier

estado 20. De hecho, la érbita A es el menor conjunto invariante que contiene a z°.

Proposicion 31. La union e interseccion de conjuntos invariantes es invariante.
Si A C C es invariante también lo son su adherencia A C C, complementario
B = C\ A, interior int(A) C C y frontera fr(A) C C.

Demostracién: Sea {A;}icr una coleccién de subconjuntos invariantes de C. Su-
pongamos que x € D = U;erA;. Entonces existe algin ig tal que z € A;,. Como
A;, es invariante, {(t,z) € A;, C D para todo t € R. Por lo tanto D = U;crA; es

invariante.
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Ahora sea x € E = N;c1A;, entonces para todo i € I tenemos que = € A;. Como

A; es invariante , {(t,z) € E = Nicr4; y por lo tanto E es invariante.

Sea A C C invariante y x € A. Entonces existe una sucesién {z;}22; contenida en

A que converge hacia x. Sea t € R, por la invariancia de A, para todo ¢ tenemos que

yi = &(t, ;) € A. Como & es continua respecto de x, lim £(t, ') = £(t, ) y entonces
1— 00

y=&(t,x) € A, por lo que A es invariante.

Veamos que B = C' \ A es invariante. Si no lo es, existe x € By t € R tal que

Yy = f(t,.%') € A. Por tanto E(_t7y) = 5(_t7§(t7m)) = f(t - tax) = {(0,36) =z ¢ A7
luego A no podria ser invariante.

Que int(A) y fr(A) son invariantes se prueba inmediatamente aplicando los resul-
tados que acabamos de demostrar a que int(4A) = C\ (C'\ A) y fr(A) = A\ int(A).
O

Notemos que el razonamiento anterior no tiene por qué ser vélido para conjuntos

que son solo positivamente invariantes.

Definicion 30. Un equilibrio x € C en un flujo £ es un estado z € C tal que
&(t,x) = x, para todo t € R.

A veces los equilibrios son denominados también puntos criticos o estados esta-
ctonarios. En términos de ecuaciones diferenciales ordinarias, un estado z € C es un

equilibrio si y solo si ¢(z) = 0.
Proposicién 32. Siz,yc C y th &(t,x) =y, entonces y es equilibrio.
— 00
Demostracién: Supongamos que y no es equilibrio, por lo tanto, habrd un mo-

mento tg € Ry tal que z = £(to,y) # y. Por la continuidad de &, existe un entorno
U de y tal que z ¢ U, més atn, para todo 3y € U

£(to,y) ¢ U. (A.3)

Como th’m &(t,z) =y y U es un entorno de y, habrd un momento ¢, > 0 tal que
—00
&(t,x) € U, para todo t > t,,. Tomemos xz,, = £(ty,x) € U.

Entonces para t > 0

f(t’xu) = f(t,f(tu,x)) = f(t + tu, m) el.

Lo cual contradice (A.3)). O
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Debemos notar que la convergencia hacia una solucién desde un punto no implica
que ésta vaya a ser alcanzada en un tiempo finito. De hecho, a no ser que el estado
inicial sea un equilibrio, la solucién nunca alcanzara un equilibrio, es decir, si = # y

e y es un equilibrio entonces {(t, x) # y para todo t.

Si y es un equilibrio, entonces la solucién desde y es el flujo constante £(¢,y) =y

para todo t, y por el teorema de Picard-Lindel6f, ésta es su tinica solucién.

A.4. Estabilidad

Sea D = (R, C,&) un sistema dindmico. Vamos a presentar a continuacién dos
nociones basicas de estabilidad. La ma&s bésica de estas dos definiciones es la de
estable, por la cual, podemos decir que un estado x € C' es estable si para cualquier

pequena perturbacién el flujo no se aleja de .

Definicion 31. Un estado = € C es estable si cualquier entorno U de x contiene a
un entorno de U° de z tal que £(t,2°) € U, para todo 2° € U°NC y t > 0.

Mientras que la estabilidad requiere que el flujo desde un estado no se aleje de
él, la estabilidad asintética requiere que el flujo regrese hacia dicho estado. Por lo
que podemos decir que un estado x € C' es asintOticamente estable si es estable y
si para toda perturbacién suficientemente pequena del estado x el flujo induce un

movimiento de vuelta a x.
Definicion 32. Un estado = € C' es asintdticamente estable si es estable y existe
un entorno U tal que th £(t,2°) = z para todo 2° € U N C.
—00
Esta definicién de estabilidad es equivalente a requerir que todas la érbitas posi-
tivas desde U° estdn contenidas en U, es decir, vF(U°NC) C U.
Proposicién 33. Si un estado es estable, entonces es un equilibrio.

Demostracién: Supongamos que x € C' no es un equilibrio. Entonces existe algiin
y#xyteRy tal que {(t,x) =y.

El punto esta a una distancia finita de x y por lo tanto existe un entorno U de
x en el cual el flujo de aleja de él transcurrido un tiempo finito desde x. Esto es

absurdo porque x es estable. [l

Facilmente esta definicién se puede generalizar a conjuntos cerrados A C C.
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Definiciéon 33. Un conjunto cerrado A C C' es estable si cualquier entorno U de A
contiene un entorno UY de A tal que y*(U°NC) C U.

Definiciéon 34. Un conjunto cerrado A C C es asintdticamente estable si es estable

y si existe un entorno U C A tal que (¢, 2°) b A para todo 2° € U N C.
—00
Proposicién 34. Si un conjunto cerrado A C C' es estable, entonces es positiva-

mente invariante.

Demostraciéon: Supongamos que A no es positivamente invariante. Entonces existe
ciertoz € A,y ¢ Ayt € R tal que (¢t,z) = y. El punto y esta a cierta distancia
de A, luego existe un entorno U de A tal que y ¢ U, es decir, del cual el flujo sale

cuando empieza desde .

En particular, si U% C U es un entorno de A, entonces z € UY y v7(U?) no esta
totalmente contenido en U ya que y ¢ U y por lo tanto y ¢ U°. O

Un concepto interesante relacionado con la estabilidad asintética es la cuenca de

atraccién de un estado z € C' o de un conjunto cerrado A C C.
Definiciéon 35. La cuenca de atraccion de un estado x € C' es el conjunto
0 0
2 (T — .
{z" e C §(,x)t_>oox}
Definicién 36. La cuenca de atraccion de un conjunto cerrado A C C' es el conjunto
0 0
SE(t — A},
{z"eC 5(,:c)t_)oo }

Un conjunto A C C se denomina atractor si su cuenca de atraccién es un entorno
de A.

Un estado también puede ser denominado atractor, para ello basta tomar el punto
como un conjunto unitario, es decir, A = {z}. Por tanto, un estado estable es

asintoticamente estable si y solo es atractor.

A.5. Funciones de Lyapunov
Un método general para establecer la estabilidad asintética de un conjunto cerrado
es el denominado método directo de Lyapunov.

Teorema 35 (segundo teorema de Lyapunov). Supongamos que A C C' es cerrado.

Si existe un entorno D de A y una funcidn continua v : D — R4 cumple las dos
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condiciones
e v(z)=0, siy solosizeA. (A4)
o v({(to,x)) <wv(z), sizg A, tog>0yE(tz)e D, Vtelto) (A.5)

si y solo si A es asintéticamente estable.

Decimos que una funcién v es una funcidn local de Lyapunov estricta si cumple

(A4 y (A5).
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Apéndice B

Funciones de MATLAB®

A continuacién presento los cédigos de las funciones de MATLAB® disefiadas
para la representacién de mapas y gréaficas del capitulo [l Primero se presentan las

tres funciones principales: mapafase, traydelta y trasplante.

La funcién mapafase devuelve un mapa de fases del simplice en funcién de los
parametros beta y delta. El pardmetro m hace referencia al nimero de puntos para
representar los vectores de direccién. Esta funcién genera figuras como Ay

function [] = mapafase(beta, delta, m)

% Definimos la malla de puntos para los vectores de direccién.
x0 0:(1/(2*m)) : (1/2);

yO = 0:((sqrt(3)/2)/m):(sqrt(3)/2);

% Primera iteracidén (i = 1)

x = x0(1):(1/m): (1-x0(1));

y = ones(1l, m+1);

y(1l:m+1) = yo(1);

mx = X;

my =Yy,

for i = 2:m+1
x = x0(1i):(1/m):(1-x0(1));
y = omnes(1l, m+2-i);

y(1:m+2-1i) = y0(i);
mx = [mx, x];
my = [my, yl;

end

% Calculamos los vectores de direccidén en cada punto de la malla.

[x1, x2] = can2bar(mx, my);

dx1l = x1.*(x2+beta.*(1-x1-x2)-2.%x1.*x2-2.*xbeta.*x1.*x(1-x1-x2)+delta.x*
x2.%(1-x1-x2));

dx2 = x2.*(xl1-delta.*(1-x1-%x2)-2.%x1.*x2-2.*xbeta.*x1.*(1-x1-x2)+delta
Lkx2 . % (1-x1-%2));

DX1 = zeros(1,(m+2)*(m+1)/2);
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DX2 = zeros (1, (m+2)*(m+1)/2);

LD = zeros(1,(m+2)*(m+1)/2);

for j = 1:(m+2)*(m+1)/2
DX1(j) = -(1/2)%dx1(j)-dx2(j);
DX2(j) (sqrt (3)/2) *dx1(j);
LD(j) = sqrt(DX1(j) 2+DX2(j)"2);

end

% Definimos la malla de puntos para la representacion de la velocidad.

% Numero de puntos de la particién.

M1lm = 500;

% Hacemos las particiones de los ejes.

Mejx = 0:(1/M11lm) :1;

Mejy = 0:((sqrt(3)/2)/M1llm) :sqrt(3)/2;

% Hacemos las mallas de puntos de coordenadas.

[M11ly ,M11x] = meshgrid(Mejy, Mejx);

% Hacemos los cambios de referencia para calcular las derivadas.

[M11x2, M1lly2] = can2bar (Mllx, Mlly);

dM1lx = M11lx2.*(Mlly2+beta.*(1-M11x2-M1lly2) -2.%M11x2.*M1lly2-2.*beta.x*
M11x2.*(1-M11x2-M1ly2)+delta.*M1ly2.*(1-M11x2-M11ly2));

dM1lly = M1lly2.*(Mllx2-delta.*(1-M11x2-M11ly2) -2.%M11lx2.*M11ly2-2.*beta.x*
M11x2.*(1-M11x2-M1lly2)+delta.*M1ly2.*(1-M11x2-M11ly2));

% Hacemos el cambio de referencia vectorial en las derivadas.

DM11x -(1/2) *dM11x-dM1lly;

DM1ly (sqrt (3)/2) *dM1llx;

% Calculamos el modulo de las derivadas.

M1 = sqrt ((DM1llx."~2)+(DM1lly."~2));

% Definimos como Not-A-Number aquellos puntos de la malla fuera del

simplice.
for i = 1:Mllm+1
for j = 1:Mllm+1
if Mejx(i)<0.5
if Mejy(j)>(sqrt(3)*Mejx(i))

M11lx(i,j) = Nal;
Mlly(i,j) = Nal;
DM11x (i, j) NaN;
DM11ly (i, j) = NaN;
M1(i,j) = Nal;

end
else
if Mejy(j)>(sqrt(3)*(1-Mejx(i)))
M11lx(i,j) = Nal;
Mlly(i,j) = Nal;
DM11x (i, j) = NaN;
DM11ly (i, j) = NaN;
M1(i,j) = Nal;
end
end

end

end
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% Definimos los puntos de equilibrio y su estabilidad.
gqx = delta/(l+delta+betax(deltat+beta-2));
qy = (betax(deltatbeta-1))/(1+deltatbeta*(delta+beta-2));

[Qx,Qy]

= bar2can(gx,qy);

if beta<l && betat+delta<l

Estx
Esty
Inex
Iney
Sdpx
Sdpy
elseif b

else
Estx
Esty
Inex
Iney
Sdpx
Sdpy

end

[1/4];

= [sqrt(3)/4]1;

= [0
= [0
= [1
= [0
eta<1
Estx
Esty
Inex
Iney
Sdpx
Sdpy

1/21;

sqrt (3)/2];

3/471;

sqrt (3) /41;

&& beta+delta>1
[1/4 3/4];
[sqrt (3) /4 sqrt(3)/4]1;
[0 1/21;

[0 sqrt(3)/2];
[1 Qx];
o Qyl;

= [3/4];
= [sqrt(3)/4]1;

= [0
= [o
= [1
= [0

1/2];
sqrt (3) /2];
1/47;
sqrt (3) /4];

% Representacién de la figura

figure ()
clf
hold on

% Dibujamos los lados del triangulo
plot ([0 1 1/2 0], [0 O sqrt(3)/2 0],

contourf (M11x ,M11y ,M1,10, ’LineWidth’ ,0.2);
DX1./LD, DX2./LD, ’black’,’AutoScaleFactor’,0.2);

quiver (mx, my,

% Representamos los equilibrios estables.
eql = scatter(Estx, Esty, 30,’MarkerEdgeColor’,’black’,...
’MarkerFaceColor’,[1 0.9 0.3],...

% Representamos los equilibrios inestables.

eq2 = scatter (Inex, Iney, 30,’MarkerEdgeColor’,’black’,...

% Representamos los equilibrios estables.

eq3 = scatter (Sdpx, Sdpy, 30,’lMarkerEdgeColor’,’black’,...

txtparam

text (-0.15,1,txtparam, ’FontSize’ ,15);

’LineWidth’ ,1.1);

’MarkerFaceColor’,

’LineWidth’ ,1.1);

’MarkerFaceColor’,’green’,...

’LineWidth’ ,1.1);

= [’\beta = ’ num2str(beta)

num2str (delta)];

7
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c = parula(64);
colormap (c(11:64,:))

cb = colorbar;

cb.Label.String = ’velocidad’;

APENDICE B. FUNCIONES DE MATLAB®

leg = legend([eql eq2 eq3],’Estable’,’Inestable’,’Punto de silla’,”’

Location’,’northeast’);
set (leg,’FontSize’ ,13);
legend (’boxoff’)

% Representamos los nombres de cada equilibrio
text (1/2,sqrt (3) /2, ’\fontsize{14}\bf e~ {1}’,’VerticalAlignment’,’

bottom’)

text (0,0, ’\fontsize{14}\bfe {2} >,’HorizontalAlignment’,’right’)

text (1,0, ’\fontsize{14}\bf e~{3}’,’HorizontalAlignment’,’left’)

text (1/4,sqrt (3) /4, \fontsize{14}\bf p {1} >,’HorizontalAlignment’,’
right’)

text (3/4,sqrt(3)/4,’\fontsize{14}\Dbf p {2}’ ,’HorizontalAlignment’,’

left?’)
xlim([-.2 1.2])
ylim([-.2 (sqrt(3)/2)+0.21)
set(gca,’visible’,’off’);

end

La funcién traydelta devuelve un mapa del simplice con las trayectorias desde

un punto cercano al equilibrio OC-OB con un valor de beta fijado y diferentes valores

del parametro delta. Esta funcién genera figuras como [4.6]

function [] = traydelta(beta, delta)
% delta <-- Vector con los diferentes parametros delta (maximo 6)
plotcolor = {’--r’,’:b’,’yellow’,’-.g’,’ —xmagenta’,’ -*cyan’};

m = length(delta);

[x1,x2] = bar2can(1/2-(10°(-10)) ,1/2-(10~(-10)));

% Representacién de la figura
figure ()

clf

hold on

for i = 1:m

[X,Y,t] = trayectoria(beta, delta(i),1/2-(10°(-10)),1/2-(10~(-10))

)

plot (X, Y,plotcolor{i},’LineWidth’,1.3);

legendInfo{i} = [’\delta =

end

leg = legend(legendInfo);
set(leg, ’FontSize’ ,13);
legend (’boxoff’)

> num2str (delta(i))];

plot ([0 1 1/2 0], [0 O sqrt(3)/2 0],’k’,’LineWidth’,0.8);

scatter (x1,x2,32, 'MarkerFaceColor’,’black’)

scatter (3/4, sqrt(3)/4, 30,’MarkerEdgeColor’,’black’,...
’MarkerFaceColor’,[1 0.9 0.3],...
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’LineWidth’ ,1.1);

text (1/4,sqrt(3) /4, \fontsize{14}\bf p >,’HorizontalAlignment’,’
right’)

text (3/4,sqrt(3) /4, \fontsize{14}\bf p~{2}’,’HorizontalAlignment’,’
left’)

0C = text(1/2,sqrt(3)/2,’\fontsize{13}\b£f0C’);

0C.VerticalAlignment = ’bottom’;
0C.HorizontalAlignment = ’center’;

OB = text(0,0,’\fontsize{13}\bf0B ’);
0B.HorizontalAlignment = ’right’;

MM = text(1,0,’\fontsize{13}\bf MM’);
MM.HorizontalAlignment = ’left’;
txtparam = [’\beta = ’ num2str(beta)l];

text (-0.15,1, txtparam, ’FontSize’ ,14);
xlim([-.2 1.2])

ylim([-.2 (sqrt(3)/2)+0.21)
set(gca,’visible’,’o0ff’);

end

La funcién trasplante devuelve un mapa simplicial con la trayectoria desde un
punto cercano al equilibrio OC-OB al que se le aplica un trasplante cuando la parte
de MM alcanza temp y la parte post-trasplante de MM queda reducida a redu, en
funcién de los parametros beta y delta. Esta funciéon genera figuras como y
4, 101

function [] = transplante(beta, delta, redu, temp)

% redu <-- cantidad de mieloma que queda en el cuerpo tras el
transplante.
% temp <-- estado poblacional de MM en el momento del transplante.

% Estado inicial del desarrollo del cancer, muy cercano al equilibrio
0C-0B.
1/2-(107(-10));
x2 = 1/2-(107(-10));
[t1,X] = ode45(@(t,X) fundin(t,X,beta,delta),[0, 40]1,[x1, x2]);
for k = 1:length(tl)
if (1-X(k,1)-X(k,2)) > temp
break

x1

end
end
Xm = zeros(length(X),2);
[Xm(:,1), Xm(:,2)] = bar2can(X(:,1),X(:,2));
% Hallamos el estado poblacional tras el transplante.
Ctl X(k,1)*x(1-redu)/(X(k,1)+X(k,2));
Ct2 X(k,2)*(1-redu) /(X(k,1)+X(k,2));
[t2,Xt] = ode45(@(t,X) fundin(t,X,beta,delta), [0, 40],[Ct1, Ct2]);
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[Xtm(:,1), Xtm(:,2)] = bar2can(Xt(:,1) ,Xt(:,2));
[Lt1,Lt2] = bar2can([X(k,1) Ct1 0],[X(k,2) Ct2 01);

% Representacion en la figura del mapa

figure (3)

clf

hold on

plot ([0 1 1/2 0],[0 O sqrt(3)/2 0],’k’,’LineWidth’,0.8);
% Representacién de las trayectorias.

plot(Xm(1:%k,1) ,Xm(1:k,2),’Color’,’blue’,’LineWidth’ ,1.1);
plot (Lt1(2:3), Lt2(2:3),’g--");

plot (Xtm(:,1) ,Xtm(:,2),’Color’,’red’,’LineWidth’ ,1.1);

x1lim([-.2 1.2])
ylim([-.2 (sqrt(3)/2)+0.2])

set(gca,’visible’,’0ff’);

0C = text(1/2,sqrt(3)/2,’\fontsize{14}\b£f0C’);

0C.VerticalAlignment = ’bottom’;
0C.HorizontalAlignment = ’center’;

0B = text(0,0,’\fontsize{14}\bf0B ’);
0B.HorizontalAlignment = ’right’;

MM = text (1,0, ’\fontsize{14}\bf MM’);
MM.HorizontalAlignment = ’left’;

ptransl = scatter(Lt1(1),Lt2(1),30,’blue’,’*’);
ptrans2 = scatter(Lt1(2),Lt2(2),30,’red’,’s’);
legl = legend([ptransl ptrans2],’Estado pre-transplante’,’Estado post-

transplante’,’Location’,’northeast’);
set(legl,’FontSize’ ,13);
legend (’boxoff’)
[x1c, x2c] = bar2can(xl1,x2);
scatter (xlc,x2c,20, ’ MarkerEdgeColor’,’black’,...

’MarkerFaceColor’,’blue’,...
’LineWidth’ ,1.1);

% Informacion sobre los parametros ejecutados
txtparaml = [’\beta = ’ num2str(beta) ’, \delta = ’ num2str(delta)l;
paraml = text(-0.15,1,txtparaml,’FontSize’ ,14);
txtparam2 = {[’MM antes del trasplante: ’,num2str(temp)],[’MM despues

del trasplante: ’,num2str(redu)l};
param2 = text(-0.15,0.85,txtparam2,’FontSize’ ,14);
param2.VerticalAlignment = ’bottom’;
set (param2, ’rotation’, 270);
% Buscamos el momento de la recaida
t2 = t2+t1(k);
0cOb1l X(:,2) . /%C:,1)
0c0b2 Xt(:,2)./%t(:,1);
for kk = 2:length(t2)

if 0cO0b2(kk) < 0cObil (k)

break
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end
end
t2 = t2/(2xt1(k));
t1 = t1/(2*xt1(k));
X3 = 1-X(:,1)-X(:,2);

Xt3 = 1-Xt (:,1)-Xt(:,2);

% Representacién de la figura de la gréafica

figure (4)

clf

hold on

% Representamos las lineas de las proporciones de la poblacién.

10C = plot(t1(1:k),X(1:k,1),’green’,’LineWidth’,1.1);

plot(t2(:) ,Xt(:,1),’green’,’LineWidth’ ,1.1);

10B = plot(t1(1:k),X(1:k,2),’blue’,’LineWidth’ ,1.1);

plot(t2(:),Xt(:,2),’blue’,’LineWidth’ ,1.1);

1MM = plot(t1(1:k),X3(1:k),’red’,’LineWidth’,1.1);

plot(t2(:),Xt3(:),’red’,’LineWidth’ ,1.1);

10BOC = plot(t1(1:k),0c0b1(1:k),’black’,’LineWidth’,1.1);

plot(t2(:),0c0b2(:),’black’,’LineWidth’ ,1.1);

leg2 = legend([10C 10B 1MM 10BOC],’0C’,’0B’,’MM’,’0B/0C’,’Location’,”’
northeast’);

set (leg2,’FontSize’ ,13);

legend (’boxoff’)

% Representamos las lineas del trasplante y la recaida.

plot ([t1(k) ti1(k)]1,[-.05 1.056],°k--")

txtrasp = text(t1(k),1.05,’ Transplante’,’FontSize’ ,14);

txtrasp.VerticalAlignment = ’bottom’;

set (txtrasp, ’rotation’, 270);

plot ([t2(kk) t2(kk)],[-.056 1.05]1,’k--");

txreca = text(t2(kk),1.05,’Recaida’,’FontSize’ ,14);

txreca.VerticalAlignment = ’bottom’;

set (txreca, ’rotation’, 270);

ylabel (’Estados poblacionales’,’FontSize’ ,14);
xlabel (’Tiempo / tiempo total’,’FontSize’,14);
ylim ([-.05 1.05])
xlim ([0 2xt1(k)]1)

end

Funciones auxiliares

Por ultimo, cuatro pequenas funciones auxiliares.

La funcién mapasimplicial representa el mapa simplicial presentado en la figura
4,2

figure (1)
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clf
hold on
plot ([0 1 1/2 0],[0 O sqrt(3)/2 0],’k’,’LineWidth’,1);

text (1/2,sqrt (3) /2, ’\fontsize{18}\bf e~ {1}’ ,’VerticalAlignment’,’
bottom’,’HorizontalAlignment’,’center’)

text (0,0, ’\fontsize{18}\bfe {2} ’,’HorizontalAlignment’,’right’)

text (1,0, ’\fontsize{18}\bf e~ {3}’,’HorizontalAlignment’,’left’)

scatter ([0 1/2 1],[0 sqrt(3)/2 0],20,’MarkerEdgeColor’,’black’,”’
MarkerFaceColor’,’black’)

caral = text(1/4,sqrt(3)/4,’\bf0C-0B’, ’FontSize’ ,17);

caral.VerticalAlignment = ’bottom’;
caral.HorizontalAlignment = ’center’;
set (caral, ’rotation’, 57);

cara2 = text(3/4,sqrt(3)/4,’\bf0C-MM’, ’FontSize’ ,17);

cara2.VerticalAlignment = ’bottom’;
cara2.HorizontalAlignment = ’center’;
set (cara2, ’rotation’, 303);

cara3 = text(1/2,0,’\bf0B-MM’,’FontSize’ ,17);
cara3.VerticalAlignment = ’top’;

cara3.HorizontalAlignment = ’center’;

x1lim([-.2 1.2])
ylim([-.2 (sqrt(3)/2)+0.21)

set(gca,’visible’,’off’);

La funcién trayectoria la trayectorias desde un punto dado con unos parametros
beta y delta.

function [Xf,Yf,t] = trayectoria(beta,delta,xl,x2)
% x1,x2 <-- Vectores de coordenadas baricentricas de los estados pobl.
de

% 0C y OB. de los puntos iniciales

x3 = 1-x1-x2;
m = length(x1);
for i = 1:m
if  x1(i)<0 || x2(i)<0 || x3(i)<0
disp(’Los estados iniciales deben estar contenidos dentro del
simplice unidad.’);
return
end

end

[t,X] = ode45(@(t,X) fundin(t,X,beta,delta), [0, 100],[x1(1), x2(1)1);
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[Xf,Yf] = bar2can(X(:,1),X(:,2));
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if m>1
for i = 2:m
[t,X] = ode45(@(t,X) fundin(t,X,beta,delta), [0, 100],[x1(i),
x2(i)1);
[Xm,Ym] = bar2can(X(:,1),X(:,2));
Xf = [Xf; Xm];
Yf = [Yf; Ym];
end
end
end

La funcién bar2can transforma las coordenadas baricéntricas en candnicas.

function[xcl,xc2] = bar2can(xbl,xb2)

% xbl,xb2 <-- Vector de coordenadas baricentricas de 0C y 0B respec.

ml = ones(size(xbl));
xcl = ml - (xbl/2) - xb2;
xc2 = (sqrt(3)/2)*xbl;

end

La funcion can2bar transforma las coordenadas candnicas en baricéntricas.

function [xbl,xb2] = can2bar (xcl,xc2)

% xbl,xb2 <-- Vector de coordenadas canénicas 0C y 0B respec.
ml = ones(size(xcl));

xbl = (2/sqrt(3))*xc2;

xb2 = ml-xcl1-(1/sqrt(3))*xc2;

end

La funcién fundin expresa la funciéon matemaética de ecuaciones de la dinamica

del replicador del capitulo [4] en coordenadas baricéntricas.

function dxdt = fundin (t,X,beta,delta)

dxl = X(1)*(X(2) + beta*(1-X(1)-X(2)) - 2*X(1)*X(2) - 2*beta*X(1)*(1-X

(1)-X(2)) + delta*X(2)*(1-X(1)-X(2)));

dx2 = X(2)*(X(1) - deltax(1-X(1)-X(2)) -2xX(1)*X(2) -2*beta*xX(1)*(1-X

(1)-X(2)) + delta*X(2)*(1-X(1)-X(2)));
dxdt = [dx1; dx2];

end
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