Universidad deValladolid

-—<28DUVa

Escuela de Doctorado Universidad de Valladolid

PROGRAMA DE DOCTORADO EN MATEMATICAS

TESIS DOCTORAL

Estabilidad exponencial en
ecuaciones diferenciales
funcionales no autonomas con
retardo dependiente del estado

Presentada por Ismael Maroto Camarena para optar
al grado de doctor por la Universidad de Valladolid

Dirigida por Carmen Nunez y Rafael Obaya






Certificamos que la presente memoria ha sido realizada por Ismael
Maroto Camarena bajo nuestra direccién en el Departamento de
Matematica Aplicada de la Universidad de Valladolid.

Valladolid, a 14 de Julio de 2017.

Fdo.: Dra. Carmen Nunez Jiménez Dr. Rafael Obaya Garcia






Agradecimientos

Quiero dar las gracias a todos los que, de una manera u otra, me han ayudado
a realizar esta memoria.

Gracias a mi familia, en especial a mis padres, Juan Antonio y Ana, y a
mi hermana Noelia, por estar ahi siempre, a pesar de la distancia, y apoyarme
en todo lo que hago. Desde pequeno me han ayudado a ser feliz y han dado lo
maximo por hacerme progresar. Me han ensenado valores y me he sentido querido
y seguro.

Gracias a Arantza, por arroparme y acompanarme en este camino. Ha sido la
luz que necesitaba. Gracias a su familia, por tratarme como a un miembro mas.
Me han ayudado mucho y me han hecho sentir como en casa.

Gracias a mis amigos, que han estado ahi siempre para compartir alegrias,
penas y suenos. Tengo la suerte de tener unos amigos maravillosos.

Gracias a todos los miembros del Departamento de Matematica Aplicada de
la Escuela de Ingenierias Industriales, con los que dia a dia he pasado buenos
momentos. Me han dado consejos, hemos hablado de la vida y de nuestras vidas.
Geniales companeros en esta aventura.

Y, especialmente, gracias a Carmen Nunez y Rafael Obaya, por apostar por
mi para este trabajo. Sin su ayuda y conocimientos esto no hubiera sido posible.
En la calidad de esta memoria queda reflejado el trabajo de todos.






Indice general

Introduccion 5
1. Preliminares 11
1.1. Ecuaciones funcionales no auténomas con retardo dependiente del
estado . . .. 11
1.1.1. Modelos con retardo dependiente del estado . . . . . . .. 15
1.2. Nociones basicas de dindmica topolégica . . . . . .. .. ... .. 17
1.2.1. Primeras definiciones . . . . . . . . ... ... ... ... 18
1.2.2. Extensiones hacia atras en el caso de semiflujos . . . . . . 21
1.2.3. Semiflujos skew-product . . . . . . . . ... ... 22
1.2.4. Flujos casi periddicos . . . . . . .. .. ... 23
1.3.  Funciones casi periddicas . . . . . . ... ... 23
2. Propiedades dindmicas 29
2.1. Existencia y unicidad de solucién maximal . . . . . ... .. ... 32
2.2. Construccion de un semiflujo skew-product pseudo-continuo . . . 39
2.3. Diferenciabilidad con respecto a las condiciones iniciales . . . . . . 55
2.4. Construcciéon de la envolvente . . . . . . . ... ... ... .... 78
2.4.1. El caso casi periédico . . . . . . ... 86
3. Estabilidad exponencial uniforme 93
3.1. Definiciones de estabilidad y exponentes de Lyapunov . . . . . . . 96
3.2. El exponente de Lyapunov superior de un compacto positivamente
invariante . . . . ... L. 100
3.3. Estabilidad exponencial uniforme en compactos positivamente in-
variantes . . ... ... L 110
3.4. Estabilidad exponencial uniforme bajo hipdtesis menos restrictivas 124
3.5. El caso de flujo base minimal . . . . . .. ... ... ... ... 130
3.6. El caso casi peridédico . . . . . . ... o 136
Bibliografia 141






Introduccion

El interés en el estudio de ecuaciones diferenciales con retardo dependiente
del estado (en adelante ERDEs) ha crecido de forma importante durante las
ultimas décadas. Esto es debido en parte a su interés tedrico pero, sobre todo, a
la gran cantidad de modelos en los que aparecen, en dreas muy distintas entre si:
electrodinamica, control de posicién, mecénica, redes neuronales, transmision de
enfermedades, dinamica de poblaciones, economia, y biologia celular, entre otras.
En el trabajo [19] de Hartung et al. se describen con precisién modelos de todas
estas dreas, y se presenta una lista exhaustiva de trabajos relacionados.

Entre los articulos con un enfoque similar al que presentamos en esta memoria,
podemos senalar los de Hartung [15, 16, 17, 18], Wu [53], Walther [49, 50], Hartung
et al. [19], Chen et al. [6], Hu y Wu [23], Mallet-Paret y Nussbaum [36], Hu et
al. [24], Barbarossa y Walther [3], He y de la Llave [20, 21], y Krisztin [30], entre
muchos otros.

Nuestro objeto de estudio son ERDEs del tipo

y(t) = fty(0),y(t =7t w)), =0, (1)

donde el campo vectorial estd dado por f: R x R® x R" — R" y el retardo por
7: R x C — [0,7], siendo C' el espacio de funciones continuas C([—r, 0], R"), y
donde y; representa el elemento de C' dado por la traslacién de la restriccion de
la funcién y al intervalo [t —r, t]: y(s) := y(t+ s) para s € [—r,0]. Se observa que
tanto la ley de evoluciéon como el retardo dependen explicitamente del tiempo y
que, ademas, el retardo depende explicitamente de los valores que toma la solucion
(el “estado”) en un intervalo anterior de tiempo. Por lo tanto, son ERDEs no
auténomas.

Se observa también en la ecuacion que la derivada de una solucién en tiempo ¢
depende de los valores de la propia solucién en el intervalo [t —r, t|. Este hecho es
la causa de que (tal y como es habitual en el estudio de ecuaciones funcionales) se
entienda que el estado del problema analizado es la funcién y;, en lugar del vector
y(t). Como buscamos soluciones al menos continuas, este estado varfa dentro del
espacio (', que es infinito dimensional.

Ademas, la dependencia respecto al estado del retardo hace que se exijan con-
diciones de regularidad para asegurar la existencia, unicidad y continuidad de las
soluciones de problemas de Cauchy mucho mas fuertes que en los casos de ecuacio-
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nes diferenciales con retardo constante o, incluso, dependiente del tiempo. Estas
condiciones de regularidad afectan no sélo al campo vectorial y al retardo, sino
también al propio dato inicial: las condiciones clasicas de continuidad y comporta-
miento lipschitziano y los resultados clésicos de Hale [12] garantizan la existencia
y unicidad de solucién de cada problema de Cauchy asociado a una ecuacion fun-
cional y(t) = g(t,y:) con dato inicial € C. Pero las condiciones lipschitzianas
que se pueden imponer de forma natural sobre los coeficientes f y 7 de (1) no
garantizan que su composicién g (dada por g(t,x) := f(t,x(0),z(—7(0,x)))) las
cumpla. De hecho, con tales condiciones, no se puede garantizar la unicidad de
soluciones si se toma como dato inicial un elemento del conjunto C', tal y como
prueba un ejemplo de Winston [52] que describiremos en el siguiente capitulo.
Este problema de falta de unicidad lo resuelve Hartung en [15]: demuestra que
el espacio de estados adecuado no es C', sino el espacio de funciones Lipschitz-
continuas definidas en [—r,0] y con llegada en R", que denotaremos por W1,

Por otro lado, el cardcter no autéonomo del problema anade complejidad al es-
tudio de las soluciones. Debido a la dependencia temporal de la ley de evolucién f
y del retardo, la trasladada en tiempo de una solucion no es solucién del problema
original, lo cual impide definir directamente un semiflujo en el espacio de estados.
Sin embargo es solucién del problema trasladado, y este hecho es la base de un
método que permite poder analizar la dindmica de las soluciones usando técnicas
de dindmica topolodgica: la construccién de la envolvente, en la linea del proceso
descrito por Hale y Verdyun Lunel [14] e Hino, Murakami y Naito [22]. Hale [13]
y Sell y You [47], entre otros autores, describen detalladamente las técnicas de
dinamica topoldgica a las que nos referimos. Tendremos que adaptarlas a nuestra
formulacién ya que no sélo la ley de evolucién depende del tiempo, sino también
el retardo.

De este modo, y una vez llevado a cabo el proceso de construccion de la
envolvente, obtenemos la familia de ecuaciones

y(t) = Flwt,y(t),y(t = r(wt,p)), =0 (2)

para w € . El conjunto €2 es un espacio métrico compacto, y {w-t|t € R} es la
6rbita del elemento w con respecto a un flujo continuo. Ahora la ley de evolucion
es F': Q x R" x R — R" y el retardo es 7: 2 x C' — [0, r]. Cada una de las
ecuaciones de esta familia es del mismo tipo que la ecuacién (1): una ecuacién
de retardo, con retardo dependiente explicitamente del estado, y no auténoma
porque tanto la ley de evolucion como el retardo dependen explicitamente del
tiempo a través de la orbita del elemento w que determina la ecuacion. De hecho,
cualquier caracteristica dinamica de las soluciones de esta familia se traduce en
una propiedad de la solucién de nuestro problema inicial, ya que si tomamos
w = (f,7) obtenemos (1). La ventaja de esta formulacién es que a partir de ella
st que se puede definir un semiflujo, y por lo tanto usar los métodos y resultados de
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dinamica topoldgica para el estudio de las soluciones de los problemas de Cauchy.

Después de realizar la construccién de la familia de ecuaciones (2), y basando-
nos en el trabajo de Hartung en [15, 17], describiremos las condiciones que deben
cumplir la ley de evolucién F, el retardo 7, y la condicién inicial para garanti-
zar la existencia y unicidad de solucién maximal para cada ecuacién, dada por
w € Q, y cada dato inicial, dado por # € W1, Denotaremos esta solucién por
y(t,w, ), y su intervalo de definicién por [—r, B, ), con 0 < f3,, < co. Esto es el
punto de partida en la definicién del semiflujo que utilizaremos en nuestro estudio
dinamico: esta dado por

LU CRTxQxWh>® — Qx Wh>
(tw,z) — (wtu(t,w,z)),

donde

U ={twz)|we, ze Wwhee te [0, Buz)},
ult,w,2)(s) = y(t + 5,0, ).

Es un semiflujo local, ya que esta definido en el conjunto U, y es de tipo skew-
product con base  y fibra W1, La primera componente del semiflujo reproduce
la dindmica de la base €2; es decir, representa la variacion en el tiempo del par
(F,7T) que define la ecuacién. La segunda componente representa la dindmica de
las soluciones: el espacio W1 es el espacio en el que el “verdadero” movimiento
del sistema dindmico tiene lugar. Las propiedades de recurrencia respecto a t del
par (f,7) (como periodicidad o casi periodicidad) se traducen en caracteristicas
del conjunto envolvente ).

Tener un semiflujo es el punto de partida para la aplicacién de técnicas de
dindmica topoldgica. Pero nos encontramos con un gran problema inicial: las
condiciones impuestas no permiten asegurar la continuidad de II. No obstan-
te, demostraremos que II satisface varias condiciones de continuidad, las cuales
bastan en cada punto del estudio posterior para la aplicaciéon de las técnicas
deseadas (si bien debemos ser extremadamente cuidadosos en cada paso que da-
mos). Diremos que el semiflujo II es pseudo-continuo. Estudiaremos también sus
propiedades de diferenciabilidad, y observaremos que el semiflujo linealizado es
también pseudo-continuo.

Después nos centraremos en el andlisis de la estabilidad exponencial de com-
pactos K C Q x W1, Para caracterizar tal propiedad, supondremos que tanto F
como 7 cumplen determinadas condiciones adicionales de tipo Lipschitz. La ca-
racterizacién de estabilidad exponencial de K se basara en el signo del exponente
de Lyapunov superior de K, que denotaremos por A, y en cuya definicién entra
en juego el semiflujo linealizado que hemos mencionado en el parrafo anterior.

Los resultados que expondremos han sido aplicados al estudio de un modelo
2-dimensional de redes neuronales en el trabajo [39)].
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Completamos la introduccién con una descripcién breve de la estructura de
la memoria.

El cuerpo principal consta de tres capitulos. El Capitulo 1 contiene los concep-
tos y resultados preliminares. En la Seccién 1.1 fijamos notacion y presentamos la
ecuacién funcional con retardo dependiente del estado y no auténoma del tipo (1)
que sera el objeto de nuestro estudio. También describiremos brevemente ejemplos
de modelos en los que aparecen sistemas de ERDEs. En la Seccién 1.2 describire-
mos las nociones bésicas de dindamica topolégica que utilizaremos a lo largo de la
memoria. Y en la Seccion 1.3 introduciremos el concepto de funcién casi periédica
real con variable real y describiremos sus propiedades mas importantes.

Ya hemos mencionado que el proceso de construccién de la envolvente propor-
ciona una familia del tipo (2) que contiene a la ecuacion inicial (1). Pero nuestro
estudio es més general: tomaremos como punto de partida una familia (2) defini-
da sobre las orbitas de un flujo continuo en un espacio métrico compacto €2, sin
suponer que {2 sea la envolvente de ninguna de las ecuaciones. De hecho, y en
general, no supondremos en {2 ninguna propiedad de recurrencia. En la primera
seccién del Capitulo 2, Seccién 2.1, estudiaremos condiciones que garantizan la
existencia y unicidad de solucién de los problemas de Cauchy. En la Seccion 2.2
construiremos el semiflujo II y estudiaremos sus propiedades de (pseudo) conti-
nuidad. En la Seccién 2.3 estudiaremos, usando técnicas de dinamica topoldgica,
la diferenciabilidad de las soluciones con respecto a las condiciones iniciales, estre-
chamente relacionada con las propiedades del semiflujo linealizado construido a
partir de II. Este semiflujo se construye a partir de las soluciones de las ecuaciones
variacionales calculadas a lo largo de las érbitas del flujo inicial que corresponden
a soluciones de clase C' en todo su dominio. El proceso de la construccién de la
envolvente se describe en detalle en la Seccidén 2.4, en la que prestaremos especial
atencién a justificar que las condiciones iniciales de regularidad en (f,T) se tra-
ducen en condiciones similares para (F, 7). También estudiaremos con detalle el
caso en que los coeficientes iniciales son de tipo casi peridédico, comprobando que
en este caso el flujo sobre la envolvente también es casi periédico, y minimal.

El Capitulo 3 contiene el analisis de la estabilidad exponencial uniforme de
los subconjuntos compactos e invariantes para el semiflujo. En la Seccién 3.1
daremos las definiciones de estabilidad y de exponente de Lyapunov superior de
un compacto. Esta ultima definicion requiere considerar el semiflujo linealizado.
En la Seccién 3.2 veremos que la falta de continuidad global de este semiflujo
no supone un problema para la definiciéon del exponente de Lyapunov, y que
de hecho podemos definirlo considerando como espacio de estados el conjunto
C en lugar de W1, En las Secciones 3.3 y 3.4 caracterizaremos la estabilidad
exponencial uniforme de un compacto mediante el signo negativo de su exponente
de Lyapunov: las hipdtesis serdn en la Seccion 3.4 menos exigentes que las de la
Seccion 3.3. El analisis se completara en la Seccion 3.5 para el caso en el que el flujo
base es minimal. Y concluiremos en la Seccién 3.6 con el resultado que justifica el
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esfuerzo previo dedicado a flujos y funciones casi periddicas: la existencia de una
solucién uniformemente exponencialmente estable de una ERDE del tipo (1) casi
periédica garantiza la existencia de una solucién que también es uniformemente
exponencialmente estable y que ademas es casi periddica.

Cada uno de los capitulos comienza con una descripcion mucho mas precisa
de los resultados que contiene.
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Capitulo 1

Preliminares

En la primera seccién de este capitulo presentaremos el objeto basico de es-
tudio de esta memoria: un tipo determinado de ecuacién funcional no auténoma
con retardo dependiente del estado. Incluiremos varios ejemplos de aplicacion que
aparecen en la literatura.

Tal y como hemos comentado en la Introduccién, nuestras herramientas basi-
cas para el andlisis son los conceptos y métodos de dinamica topologica. En la
Seccién 1.2 recordamos estos conceptos basicos. Prestamos atencion especial al
concepto de “extensién hacia atras” en el caso de semiflujo, incluyendo los re-
sultados que garantizan la existencia de tales extensiones y la posibilidad de que
exista una extension a flujo. Y dedicaremos las tltimas paginas de la seccién al
concepto y propiedades de flujo casi periddico.

El concepto de casi periodicidad para flujo esta relacionado con el mismo con-
cepto para funciones. Dedicamos la tltima seccion de este capitulo a explicar las
diferentes definiciones de funcion casi periddica real de variable real. Los resul-
tados que se incluyen son bien conocidos, pero incluimos las demostraciones: en
la Seccién 2.4.1 extenderemos el concepto de funcion casi periddica a dominios
y codominios més generales, y los resultados que enunciaremos alli se prueban
repitiendo paso por paso las demostraciones del caso real.

1.1. Ecuaciones funcionales no autonomas con
retardo dependiente del estado

Empezamos esta seccion fijando parte de la notacién que utilizaremos a lo
largo de la memoria.

- El simbolo R representa la recta real, y la norma euclidea en el espacio
vectorial R? se representa por || para todo d € N.

- Fijamos dos constantes: r > 0, que representara el valor maximo que puede
alcanzar el retardo; y n € N, que representara la dimension de las ecuaciones

11



12

Preliminares

diferenciales con las que trabajaremos.

El conjunto C' := C([—r,0],R") representa el espacio de Banach de funcio-
nes continuas x: [—r, 0] — R" equipado con

lzllc == sup |z(s)[.
s€[—r,0]

El subconjunto C* C C estd formado por las funciones que tienen derivada
continua en [—r, 0], considerando las derivadas laterales en —r y 0.

El conjunto L*> := L*°([—r, 0], R™) representa el espacio de funciones medi-
bles Lebesgue x: [—r,0] — R"™ que estdn esencialmente acotadas. Recorde-
mos que una funcién medible z: [—r,0] — R" estd esencialmente acotada
si existe k > 0 tal que se cumple la siguiente propiedad:

[({s € [-r,0]] |z(s)| > k}) =0, (1.1)

donde [ representa la medida de Lebesgue de R. La norma en L™ esta dada
por
|z||pe := inf{k > 0| k cumple (1.1)}.

El conjunto W1 := W ([—r, 0], R") es el espacio de Banach formado por
las funciones Lipschitz-continuas z: [—r, 0] — R™ equipado con la norma
Lipschitz

[ llwree i= méax{[lz]lc, [|#] o} -

Dada una funcién continua z: [—r,v] — R"™ para v > 0 y un tiempo t €
[0,7], denotamos por x; € C' la funcién definida por

x(s) :=x(t+s) parasée[—r0].

Dados dos espacios de Banach (X, || - ||x) e (Y,]| - ||y), representamos por
Lin(X,Y) el espacio de aplicaciones lineales acotadas ¢: X — Y equipado

con la norma [|@||Lin(x,v) = supy =1 [|6(z) |y

Esta memoria se centra en el estudio de una ecuacion funcional del tipo

y(t) = f(ty@),y(t =7(,w))) , =0, (1.2)

Se trata de una ecuacién no auténoma y con retardo, en la que ademsés el retardo

no es constante: depende del tiempo y también del estado. El retardo es acota-

do: su valor méaximo estda dado por una constante real » > 0. Estas ecuaciones

se llaman ecuaciones (funcionales y no auténomas) con retardo dependiente del

estado.
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El hecho de que aparezca el término y; en la ecuacién significa que para
determinar el valor de la derivada de la solucién en un tiempo t > 0 necesitamos
conocer los valores de la solucion en el intervalo [t — r,t]. De modo que el dato
inicial de una solucién que queremos conocer desde 0 requiere sus valores en
[—7,0]. Por lo tanto, si buscamos una solucién al menos continua, el dato inicial
debe ser (al menos) un elemento del conjunto C' definido anteriormente: un espacio
infinito-dimensional. Sin embargo, la eleccién de un dato inicial de este tipo no
basta para garantizar la unicidad, tal y como veremos a continuacién.

Hale aborda en [12] el problema de existencia y unicidad de soluciones de los
problemas de Cauchy asociados a una ecuacién funcional general, del tipo

y(t> = g(tv yt) ’

para una funcién continua g: D C R x C' — R™ definida en un abierto D. Toma
un punto (to,z9) € Dy busca una funcién y(t) := y(t, to, o) definida y continua
en un intervalo [ty — r,tp + @) que sea solucién del correspondiente problema.
Es decir, tal que y,, = w9, y ademés (t,y;) € D e g(t) = ¢(t,y;) para todo
t € [to,to + ). Basandose en el teorema del punto fijo de Schauder, Hale prueba
que la continuidad de la funcién g en D garantiza la existencia de una solucién
local del problema de Cauchy considerado. También prueba que esta solucion es
unica si g(t,x) es lipschitziana con respecto a = en cada compacto de D.

Cuando la ecuacion funcional toma la forma (1.2), y el par (f, T) es continuo en
su dominio, la funcién g: Rx C' — R", (t,z) — f(t,z(t),x(t —7(t,x)) es también
continua, y por tanto existe solucién de cada problema de Cauchy. Sin embargo
no es verdad que al imponer en f y en 7 condiciones de tipo Lipschitz, éstas sean
heredadas por la funcién g. De hecho, la unicidad de una solucién con dato inicial
en C' no se puede asegurar imponiendo tales condiciones de continuidad y de
caracter Lipschitz en f y en 7. El siguiente ejemplo es una adaptacién inmediata
al caso de retardo acotado de uno que aparece en Winston [52] y se describe en
la Seccién 3.1 de Hartung et al. [19]. Se trata del problema de Cauchy dado por
la ecuacién escalar

y(t) = —y(t —min([y()[,2)), =0, (1.3)

para el que r = 2, y por la condicién inicial zy € C' := C([—2,0],R) definida por

—1 si —2<s< -1,
zo(s) =< (3/2) (s+1)/3—1 si—1<s<-7/8,
(10/7) s + 1 si —7/8<s<0.

Las correspondientes funciones f y 7 cumplen las condiciones bajo las que traba-
jaremos en esta memoria, tal y como comentaremos al final de la Seccién 2.4. Sin
embargo, este problema tiene dos soluciones distintas para t > 0 suficientemente
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pequeno, que son:

[ wo(t)  site[-2,0]
m@%—{ n si te0,1/4],

~

- Qfo(t) si te [_270]7
ya(t) = { t+1 -2 s te0,1/4].

Nétese que la funcién xq(s) definida arriba no pertenece al conjunto W™ :=
Whee([—2,0],R), ya que su derivada (que existe salvo en dos puntos del intervalo)
tiene una asintota vertical en s = —1. Hartung establece en [15] condiciones de
continuidad y cardcter Lipschitz en f y 7 que garantizan la unicidad de solucién
local de cada problema de Cauchy para la ecuacién (1.2) siempre y cuando el
dato inicial pertenezca a W, En particular, los coeficientes de (1.3) satisfacen
estas condiciones. La idea basica es que estas condiciones hacen que la funcion
g que resulta de la composicion si que es Lipschitz en los conjuntos acotados
de R x W' Este es el motivo por el que el conjunto W1 entra en juego.
Analizaremos la cuestion con detalle en la Seccion 2.1.

El siguiente resultado basico jugara un papel importante en muchas de las
demostraciones:

Proposicién 1.1. Sea B C W1 un conjunto acotado. Entonces B es un sub-
conjunto relativamente compacto en C. Y para cada ¢ > 0, el conjunto B, = {x €
Whee | |z||lwe < ¢} es compacto en C.

Demostracion. Sea ¢ := sup,cg ||z||wi~. Entonces |@(s)| < ¢ para casi todo
s € [—r,0]. El teorema fundamental del célculo nos permite afirmar que

lz(t) — z(s)| = / (1) dl' <clt—s] (1.4)

para todos s,t € [—r, 0], lo que garantiza que la familia de funciones B es equicon-
tinua en [—r,0]. Por lo tanto la compacidad relativa de B en C' es consecuencia
del teorema de Arzela-Ascoli.

Veamos que los conjuntos de la forma B. son ademas cerrados (y por tanto
compactos). Tomamos una sucesién (x,,) en B, que converge a un punto = € C.
La acotacién (1.4) asegura que

T (t) — m(s)] < ct — s
para todos s,t € [—r,0]. Por lo tanto

|2(t) = ()] = lm [z, (t) = 2 (s)] < cft =]

m

para todos s,t € [—r,0] y m € N, lo cual asegura que x es absolutamente continua.
En consecuencia, x € W y ||z]|1~ < ¢ (véase el Teorema 7.18 de [42]). Como
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evidentemente ||z||c < ¢, concluimos que ||z||y1. < ¢, lo que prueba que = € B,
y completa la demostracion. O]

1.1.1. Modelos con retardo dependiente del estado

Las ecuaciones diferenciales con retardo dependiente del estado han sido ob-
jeto de estudio en los ultimos anos no sélo por el interés tedrico, sino también por
la gran cantidad de problemas y aplicaciones en muy distintas areas de interés
en las que aparecen. En el trabajo [19] de Hartung et al. se describen con preci-
sion modelos de: electrodinamica, control de posicion, mecanica, redes neuronales,
transmisién de enfermedades, dindmica de poblaciones, economia, y biologia ce-
lular, y se presenta una lista exhaustiva de trabajos relacionados. Comentamos
en esta seccién algunos de estos modelos.

Modelo mecanico: proceso de torneado regenerativo.
En los articulos

T. INSPERGER, F. HARTUNG, G. STEPAN, J. TURI [25],

State dependent regenerative delay milling processes,

ASME 2005 International Design Engineering Technical Conferences and Com-
puters and Information in Engineering Conference, American Society of Me-
chanical Engineers (2005), 955-964;

T. INSPERGER, G. STEPAN, J. TURI [27],
State-dependent delay model for regenerative cutting processes,
Fitfth EUROMECH Nonlinear Dynamics Conference, 2005, Findhoven, Net-

herlands,

T. INSPERGER, G. STEPAN, J. TURI [28],
State-dependent delay in regenerative turning processes,
Nonlinear Dynamics 47 (2007), 275-283,

se estudian modelos de procesos de torneado. Un proceso de torneado es un
proceso mecanizado de modelado de elementos giratorios por arranque de viruta:
parte del material inicial de la pieza se elimina mientras la pieza gira, hasta darle
la forma deseada al producto. La maquina de corte se llama torno. El torno corta
la superficie formada en el corte anterior. Normalmente en estos modelos se asume
que el torno, la pieza de corte, o ambos, son flexibles, y que el grosor de la viruta
cortada varia dependiendo de las vibraciones del torno y de la pieza. De hecho
este grosor esta determinado por la posicion actual y una posicion previa del par
torno-pieza.

El retardo en estos modelos corresponde al tiempo entre cortes consecutivos.
En los modelos tradicionales se asume que este periodo es una constante deter-
minada por la velocidad del huso, lo que da lugar a ecuaciones funcionales con
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retardo constante. Modelos mas realistas incluyen retardos que varian de forma
periédica con respecto al tiempo, consecuencia del movimiento de avance y retro-
ceso del plato fijador. Finalmente, un andlisis més preciso muestra la influencia
en el proceso de las vibraciones del torno con respecto a la pieza, que es el motivo
por el que surgen modelos que responden a ecuaciones con retardo dependiente
del estado.

Dinamica de poblaciones: poblacion estructurada.
Los autores de los trabajos

W. G. AIeLLo, H. I. FREEDMAN, J. Wu [1],

Analysis of a model representing stage-structured population growth with state-
dependent time delay,

SIAM Journal of Applied Mathematics 52 (3) (1992), 855-869.

Y. Cao, J. Fan, T. C. GARD [5],

The effects of state-dependent time delay on a stage-structured population
growth model,

Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications 19 (2) (1992), 95-10,.

estudian la densidad de una poblacion estructurada en individuos inmaduros
(que no se reproducen) e individuos maduros (con capacidad reproductiva). El
retardo responde al tiempo que le lleva a un individuo alcanzar la madurez. Varias
observaciones en poblaciones diversas constatan el hecho de que este tiempo de
maduracién depende de la cantidad de recursos, la cual a su vez depende de la
densidad de poblacion. Esta es la causa de que aparezca el retardo dependiente
del estado.

Modelo econémico: el precio de un producto en el mercado.
En el trabajo

M. MACKEY [35],
Commodity price fluctuations: Price dependent delays and nonlinearities as

explanatory factors,
Journal of Economic Theory 48 (2) (1989), 497-509

se propone y analiza un modelo de evolucién del precio de un producto (indeter-
minado). Este tipo de modelos intentan explicar las fluctuaciones en el precio y
los ciclos de mercado. El autor explica que un modelo realista tiene que tener en
cuenta el retardo en la produccion: el tiempo que transcurre entre un cambio en
el proceso de produccién y el efecto que este cambio produce en la oferta final del
producto. Este tiempo tiene por supuesto un minimo (el tiempo de produccién)
pero depende de mas factores; fundamentalmente de la posibilidad de almacenar
el producto, bien hasta que la demanda haga subir el precio, o bien hasta que el
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precio del producto haya caido tanto que los productores decidan ofertar la can-
tidad almacenada para minimizar las pérdidas. La conclusion es que el retardo
depende del precio del producto; es decir, del estado del modelo considerado.

Transmision de enfermedad.

Basandose en el trabajo

P. WALTMAN [51],
Deterministic Threshold Models in the Theory of Epidemics,
Lecture Notes in Biomathematics 1, Springer, New York, 1974,

se describe en [19] un modelo de transmisién de enfermedad en una poblacion
aislada. Los individuos se dividen en cuatro grupos: susceptibles (no infectados
pero que pueden llegar a estarlo), expuestos (que ya estan afectados pero todavia
no pueden transmitir la enfermedad), los infecciosos (que si pueden transmitirla)
y los eliminados (que han muerto o se han recuperado y son permanentemente
inmunes). El retardo se debe al tiempo que transcurre entre el momento de la
exposicion a la enfermedad de un determinado individuo y el momento en el
que es capaz de transmitirla. Se formulan varias premisas de trabajo: la tasa de
exposicion a la infeccion de individuos susceptibles es proporcional al niimero de
contactos entre susceptibles e infecciosos; existe una funcién monétona creciente
o(t) tal que un individuo expuesto en tiempo o (t) se vuelve infeccioso en tiempo ¢;
existe una funcién decreciente y no negativa p(d) que representa la proporcion de
individuos que se vuelven infecciosos en tiempo ¢ que seguiran siéndolo en tiempo
t + 9; y la poblacién total es constante. Estas premisas (fundamentalmente la
segunda y la tercera) llevan una vez mas a la formulacién de un modelo dado por
una ecuacion funcional con retardo dependiente del estado.

1.2. Nociones basicas de dinamica topoldégica

Dedicamos esta seccién a las nociones basicas de dindmica topoldgica que
utilizaremos a lo largo de la memoria. Pueden ser encontradas en Ellis [10], Sacker
y Sell [43, 44], de Vries [9], Chow y Leiva [7, 8], y Shen y Yi [45], entre otros muchos
libros y articulos.

A lo largo de toda la seccién, €2 serd un espacio métrico completo. En algu-
nos puntos impondremos también compacidad en (2. El simbolo dn denotara la
distancia en Q. Tal y como es habitual, R* := {t € R| £¢ > 0}.
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1.2.1. Primeras definiciones

Definicién 1.2. Un flujo real, continuo y global sobre 2 esta definido por una
aplicacién continua

oc:RxQ — Q
(t,w) — o(t,w) =: oy(w)

que satisface
(f1) oo = Idg,
(f2) 0445 = 0,0 0 para todos t, s € R.

El flujo se representa por (€2, o, R). Los términos real, continuo y global se omiten
a menudo cuando esto no da lugar a confusién.

Las siguientes definiciones se refieren a un flujo continuo y global (2, o, R). Al
igual que en el resto de las definiciones, el prefijo o se suele omitir cuando esto
no da lugar a confusion.

Definiciones 1.3. La o-orbita de un punto w € € es el conjunto
{ot(w)|t e R} C Q.

Los conjuntos {oy(w)| t € Rt} y {ow(w)| t € R™} son las o-semidrbitas
positiva y negativa de w.

Un subconjunto M C 2 es o-invariante si 0,(M) C M para todo t € R. Un
subconjunto M C € es positivamente o-invariante o negativamente o-invariante
si 0y(M) C M para todo t € RT o t € R™, respectivamente.

Un subconjunto M C 2 es o-minimal si es compacto, o-invariante y el inico
conjunto compacto y o-invariante que contiene es él mismo.

El flujo (€2, 0, R) es minimal o recurrente si € es minimal.

Notas 1.4. 1. Nétese que las condiciones (1) y (f2) de la Definicién 1.2 aseguran
que o; es un homeomorfismo para todo t € R, siendo o_; la aplicacion inversa.
Ademas o; v 0, conmutan para todo par de puntos t, s € R.

2. Es facil deducir de lo anterior que un conjunto M C € es invariante si y
sélo si 0,(M) = M para todo t € R.

3. La ¢rbita de un elemento w € () es invariante. Las semiérbitas positiva y
negativa son positivamente y negativamente invariantes, respectivamente.

4. El lema de Zorn asegura que todo compacto o-invariante contiene un mi-
nimal.

5. Es fécil probar que un compacto o-invariante M es minimal si y sdlo si la
orbita de cada uno de sus elementos es densa en M.
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Definicién 1.5. Sea U C R x £ un conjunto abierto tal que la seccion U, :=
{t e R| (t,w) € U} es un intervalo abierto de R (acotado o no) que contiene a
0 para todo w € Q. Un flujo real, continuo y local sobre €2 estd definido por una
aplicacion continua

o —
(t,w) — ot,w) =: oy(w)
que satisface (f1) para todo w € Q, y tal que si w € Q y t,s € R cumplen

t,t + s € U, entonces t € U, y se cumple (f2). Los términos real y continuo se
omiten a menudo cuando esto no da lugar a confusion.

Las siguientes definiciones se refieren a un flujo local (2, o, R).

Definiciones 1.6. La o-drbita de un punto w € 2 es el conjunto
{ow(w) |t eU,} CQ;

y es global si U, = R.

Los conjuntos {o:(w)| t € U, NRT} y {ov(w)]| t € U, "R} son las o-
semidrbitas positiva y megativa de w; y son globales si U, D Rt y U, D R,
respectivamente.

Un subconjunto M C 2 es o-invariante si 0,(M) C M para todo t € R. Un
subconjunto M C €2 es positivamente o-invariante o negativamente o-invariante
si 0y(M) C M para todo t € RT o t € R™, respectivamente.

Un subconjunto M C 2 es g-minimal si es compacto, o-invariante y el tinico
conjunto compacto y o-invariante que contiene es él mismo.

Nota 1.7. Conviene senalar que la definicién de conjunto invariante M para un
flujo local impone que U, = R para todo w € M. En particular, o esta globalmen-
te definido en R x M. En el caso de positivamente (o negativamente) invariante,
es preciso que U, D RT (o U, D R™) para todo w € M.

Definicién 1.8. Un semiflujo real, continuo y global sobre €) estd definido por
una aplicacién continua

o Rt xQ — Q
(t,w) — o(t,w) =: oy(w)

que satisface (f1) para todo w € €, y (f2) para todos w € Q y t,s € RT. El
semiflujo se representa por (2,0, RT). Los términos real, continuo y global se
omiten a menudo cuando esto no da lugar a confusion.

Las siguientes definiciones se refieren a un semiflujo global (€2, o, RT).

Definiciones 1.9. La o-semidrbita (positiva) de un punto w € 2 es el conjunto

{ov(w) |t e RT} C Q.
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Un subconjunto M C Q es positivamente o-invariante si o(M) C M para
todo t € RT.

Un subconjunto M C () es o-minimal si es compacto, positivamente o-
invariante y el iinico conjunto compacto y positivamente o-invariante que contiene
es ¢l mismo.

El semiflujo (Q, o, R™) es minimal o recurrente si ) es minimal.

Nota 1.10. 1. El lema de Zorn asegura que todo compacto positivamente o-
invariante contiene un minimal.

2. En el caso de semiflujo, es facil probar que un compacto positivamente o-
invariante M es o-minimal si y s6lo si la semiérbita de cada uno de sus elementos
es densa en M.

Definicién 1.11. Sea U un subconjunto abierto de R™ x Q tal que la seccién
U, ={t e R"| (t,w) € U} es de la forma [0, 5,) con S, < oo. Un semiflujo real,
continuo y local sobre ) estd definido por una aplicacién continua

o — O
(t,w) — o(t,w) =: oy(w)

que satisface (f1) para todo w € Q, y tal que si w € Q y t,s € RT cumplen
t,t + s € U, entonces t € U,.s y se cumple (2).

Las siguientes definiciones se refieren a un semiflujo local (2,0, R™).

Definiciones 1.12. La o-semidrbita (positiva) de un punto w € € es el conjunto
{ov(w) |t eU,} CQ;

y es global si U, = RT.

Un subconjunto M C Q es positivamente o-invariante si o,(M) C M para
todo t € RT.

Un subconjunto M C € es o-minimal si es compacto, positivamente o-
invariante y el inico conjunto compacto y positivamente o-invariante que contiene
es él mismo.

Nota 1.13. Para que M sea positivamente invariante es preciso que U, = R

para todo w € M. En particular, o estd globalmente definido en R™ x M.
La siguiente definicion se refiere a cualquiera de los casos anteriores.

Definicién 1.14. Sea w € (). Supongamos que la semiorbita positiva de w es
global, y que es relativamente compacta en Q. El conjunto omega-limite O(w) del
punto w € (o de su semidrbita) es el conjunto de limites de sucesiones de la
forma (o4, (w)) con () T oo.

El siguiente resultado es bien conocido. Véase por ejemplo [46].
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Proposicién 1.15. Todo conjunto omega-limite es compacto y o-invariante (en
el caso de un flujo) o positivamente o-invariante (en el caso de un semiflujo).

Corolario 1.16. Si M C Q es minimal, entonces M coincide con el omega-
limite de cada uno de sus puntos.

1.2.2. Extensiones hacia atras en el caso de semiflujos

Los siguientes conceptos y resultados jugaran un papel fundamental en el
Capitulo 3.

Definicién 1.17. Sean (2,0, R") un semiflujo continuo y M C € un conjunto
compacto y positivamente o-invariante. Un punto w € M admite una extension
hacia atrds en M si existe una aplicacién continua 6,: R™— M tal que

1. 60,(0) = w,
2. 0(t,0,(s)) = 0,(t + s) siempre que s < —t < 0.

Nota 1.18. Utilizaremos a menudo la expresion “admite al menos una extension
hacia atras en M” para enfatizar el hecho de que tal extensién puede no ser
Unica.

El siguiente resultado estd demostrado en la Proposicién 11.2.1 de [45]. La

segunda afirmacién es una consecuencia inmediata de la primera y del Corolario
1.16.

Proposicién 1.19. Sean (Q,0,R") un semiflujo continuo y w € Q un punto
con semiorbita global y relativamente compacta. Entonces cualquier elemento del
conjunto omega-limite O(w) admite al menos una extension hacia atrds en O(w).

En particular, si M C Q es o-minimal, entonces cualquier w € M admite al
menos una extension hacia atrds en M.

Definicién 1.20. Un semiflujo continuo (2,0, R") admite una extension conti-
nua a flujo si existe un flujo continuo (2,7, R) tal que 7|g+xq = 0.

Definicién 1.21. Sean (2,0, RT) un semiflujo continuo y M C € un conjunto
compacto y positivamente o-invariante. El conjunto M admite una extension
continua a flujo si lo hace la restriccién del semiflujo a RT x M.

El Teorema I1.2.3 de [45] prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.22. Sean (2, 0,R") un semiflujo continuo y M C Q un conjunto
compacto y positivamente o-invariante. Entonces M admite una extension con-
tinua a flujo st y sélo si todo w € M admite una inica extension hacia atrds en

M.
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1.2.3. Semiflujos skew-product

Sea (€2, 0,R) un flujo continuo global sobre un espacio métrico compacto £2,
y sea X un espacio de Banach. Representamos por w-t := o(w) = o(t,w).

Definicién 1.23. Un flujo continuo (local o global) (2 x X,II,R) es un flujo
skew-product con base (€2, 0,R) y fibra X si la aplicacion II que lo define es de la
forma

M- UCRxOQx X — OxX
(t,w,z) +— (wt,u(t,w, x)).

Nota 1.24. Es facil comprobar que la aplicacién II determina un flujo si y sélo
si la aplicacion
W UCRTxOxX — X
(t,w,z) — u(t,w, )

cumple las siguientes propiedades:
(ul) u(0,w,z) = (w, x) para todo (w,x) € Q x X,

(u2) si (w,z) € Ax X yt,s € RY cuamplen t,t+s € U, , entonces t € Up.s u(s we)
y u(t+ s,w,x) = u(t,w-s,u(s,w, x)).

La segunda de esta propiedades se llama propiedad de cociclo. También se dice
que la aplicacion u determina un cociclo en € x X.

Supongamos ahora que (2,0, R") es un semiflujo global sobre un espacio
métrico compacto 2.

Definicién 1.25. Un semiflujo continuo (local o global) (2 x X, II,R*) es un
semiflujo skew-product con base (2,0, R) y fibra X si la aplicacién II que lo define
es de la forma

MUCRTxOxX — OxX
(t,w,z) — (wt,u(t,w,x)).

Nota 1.26. 1. En este caso, II determina un semiflujo si y sélo si la aplicacion u
cumple (ul) para todo (w,z) € A x X, ysi (w,z) € 2 x X yt,s € RT cumplen
t,t+ s € Uy, entonces t € Uysu(swa) ¥y Ut + 5,w,2) = u(t,w-s,u(s,w,r)).

2. Es habitual suponer que la base de un semiflujo skew-product es de hecho
un flujo.

Completamos la seccion con la definiciéon de un tipo especial de semiflujos
skew-product.

Definicién 1.27. Un semiflujo skew-product global (2 x X, II,R") es lineal si
la aplicacion X — X, z — u(t,w, z) es lineal para (t,w) € RT x Q.
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1.2.4. Flujos casi periédicos

Completamos esta parte con la definicién de flujo casi periddico, y dos carac-
terizaciones que utilizaremos en la Seccion 2.4.1.

Definicién 1.28. Sea 2 un espacio métrico compacto. Un flujo (2, 0, R) global
es casi periddico si para todo € > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que si los puntos
wi,wy € Q cumplen dg(wy,ws) < 6, entonces dg(oy(wq),0¢(w2)) < € para todo
teR.

Las caracterizaciones que vamos a explicar requieren los conceptos siguientes:

Definicién 1.29. Un conjunto P C R es relativamente denso en R si existe
L > 0 tal que [a,a+ L] NP # 0 para todo a € R.

Definiciones 1.30. Sean X e Y dos espacios métricos con distancias dx y dy,
y sea C'(X,Y) el conjunto de aplicaciones continuas de X a Y.

Una familia F de C(X,Y) es equicontinua en un punto ro € X si para ca-
da e > 0 existe § = d(xp,e) > 0 tal que si x € X y dx(z,79) < ¢ entonces
dy (f(z), f(z9)) < € para todo f € F.

La familia F es equicontinua en X si es equicontinua en todo punto zy € X.

El siguiente resultado, que utilizaremos varias veces, es una consecuencia de
los Teoremas 1.2.9 de [45] y IV.2.9 de [9]. (De hecho la equivalencia entre las
afirmaciones (1) y (3) es trivial).

Teorema 1.31. Sea (€2,0,R) un flujo global y continuo en un espacio métrico
compacto, y sea oy(w) := o(t,w). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El flujo es casi periddico.

(2) Para todo € > 0 existe un conjunto Q. relativamente denso en R tal que
do(o(T,w),w) < e para todos T € Q. yw € .

(3) La familia {0 |t € R} es equicontinua.

1.3. Funciones casi periédicas

En esta seccién introduciremos el concepto de funcién casi peridédica. Presen-
taremos dos definiciones, veremos que son equivalentes, y analizaremos varias de
sus propiedades. Todas son propiedades bien conocidas que pueden encontrarse
en el Capitulo 1 de Fink [11]. Incluimos de todos modos las pruebas, ya que
en la Seccion 2.4.1 enunciaremos resultados més generales cuyas demostraciones
reproducen las de esta seccion.

La primera definicién de casi periodicidad utiliza la nocién de conjunto rela-
tivamente denso: véase la Definicion 1.29.
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Definicién 1.32. Una funcién g: R — R es Bohr casi periddica si es continua y
para todo € > 0 el conjunto

P.:={T eR||g(t+T)—g(t)| <e paratodo teR} (1.5)
es relativamente denso en R.

Es inmediato comprobar que las funciones periédicas cumplen la Definicién
1.32. En este sentido puede entenderse que el concepto de funcion casi periddica
es una generalizacién del concepto de funcién periddica.

Teorema 1.33. Sea g: R — R wuna funcion Bohr casi periodica. Entonces,
(i) g es uniformemente continua en R.
(ii) El conjunto imagen {g(t)|t € R} es relativamente compacto en R.

Demostracion. (i) Fijamos € > 0. Sea P, /3 el conjunto definido por la expresién
(1.5) correspondiente a /3, y L = L(P.s3) > 0 una constante tal que [a,a +
LI N'P.j3 # 0 para todo a € R (véase la Definicién 1.29). Tomamos ¢, s € R, y
suponemos sin pérdida de generalidad que t < s < ¢41. Sea T € P.jsN[—t, —t+L].
Entonces,

lg(t) —g(s)] < g(t) =gt +T)| + gt +T) —g(s +T)|+ [g(s +T) — g(s)] .

Sabemos que [g(t) —g(t+T)| <e/3y |g(s+T)—g(s)| <e/3. Como t+T € [0, L]
y s+T € [0, L+1], tenemos que t+ 7T, s+T € [0, L+ 1]. La continuidad uniforme
de g en [0, L + 1] proporciona 6 = d(¢/3) tal que si a,b € [0,L + 1] cumplen
la — b| < ¢ entonces |g(a) — g(b)| < ¢/3. Por lo tanto, si |t — s| < J, entonces
lgt +T)—g(s+T)| <e/3. Asi, para el € que hemos fijado, hemos encontrado
un 6 > 0 tal que si [t — s| < 0, entonces |g(t) — g(s)| < e. Esto demuestra la
continuidad uniforme.

(i) Fijamos € > 0, definimos el conjunto P. por (1.5), y buscamos una cons-
tante L = L(g) > 0 tal que [a,a + L] NP # O para todo a € R. Tomamos ¢t € R
y T € P.N[—t,—t+ L]. Sea K := ¢([0, L]). Como K es compacto en R, existen
ai, ... a, € [0, L] tales que

K cC(9(ar) —e,9(a1) +e)U---U(g(am) —e,g(am) +€) .

Escribimos ¢g(t) = g(t) —g(t +T) + g(t +T). Como t +T € [0, L], existe j €
{1,...,m} tal que |g(t+T")—g(a;)| < e. Ademss |g(t)—g(t+T)| < ¢, y por tanto
lg(t) — g(a;j)| < 2¢. En otras palabras, para cada ¢t € R, existe un j; € {1,...,m}
tal que |g(t) — g(a;,)| < 2¢, lo que quiere decir que

{g(t) |t € R} C (g(a1) — 2¢,g(a1) +2e) U--- U (g(am) — 2¢,g(am) + 2¢) .
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Esto demuestra que la imagen de g es un precompacto de R. Como R es un espacio
métrico completo, la adherencia de {g(t)| t € R} es precompacta y completa,
luego es compacta. Es decir, la imagen de g es relativamente compacta en R. [

Definicién 1.34. Una funcién g: R — R es Bochner casi periddica si es continua
y para toda sucesion (t,,) de R existen una subsucesién (t;) y una funcién g* €
C(R,R) tales que (g, ) converge a g* uniformemente en R.

Proposicién 1.35. Sea g: R — R una funcion Bochner casi periodica. Entonces,
(i) g estd acotada.

(i) Si g* es el limite uniforme en R de una sucesion (g, ), entonces g* es
continua y acotada, y g es el limite uniforme en R de la sucesion (g*, ).

Demostracion. (i) Razonemos por reduccién al absurdo. Si g no estd acotada
entonces existe una sucesion (t,,) en R tal que lim,, , |g(tn)| = co. Entonces,
para cualquier subsucesion (), la sucesién (g, (0)) = (g(tx)) no puede converger
a un punto real, y esto contradice la Definicion 1.34.

(ii) Para todo € > 0, existe my € N tal que si m > mg entonces
lg(t +tn) —g"(t)] < e paratodo te€R.

Por lo tanto,
lg(s) —g"(s —tm)| < e paratodo s €R,

lo cual asegura que la sucesién (g*, ) converge a g uniformemente en R. O

Denotamos por Cy (R, R) el conjunto de las aplicaciones continuas y acotadas
de R en R dotado con la norma del supremo, || || := sup,eg | f(¢)]. Recordemos
que una sucesion (f,,) converge a f en Coo(R,R) si y sélo si converge uniforme-
mente en R.

Definicién 1.36. Sea g € Co(R,R). Su envolvente es el conjunto
Q= Q(g) := clausurac_wr){g:| t € R} C C(R,R).

Proposicién 1.37. La aplicacion g € Coo(R,R) es Bochner casi periddica si y
sélo si su envolvente Q@ = Q(g) es un espacio métrico compacto para la distancia

do(f1, f2) == | fi — falloo-

Demostracion. Supongamos que g es Bochner casi periédica. Sea (f,,) una suce-
sion en (). La definicién de envolvente proporciona, para cada m € N, t,, € R
tal que |gs,, (t) — fm(t)] < 1/m para todo t € R. La Definicién 1.34 proporciona
una subsucesién (t;) de (t,,) y una funcién ¢g* tales que g;, converge a g* uni-
formemente en R. Tomamos la subsucesién (fx) de (f,,) dada por los mismos
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indices que (t), y concluimos que (f;) converge a ¢g* uniformemente en R. Esto
demuestra que €2 es un compacto.
El reciproco es inmediato. O

Veamos ahora que las definiciones de aplicaciéon Bochner casi periédica y Bohr
casi periddica son equivalentes. El resultado, enunciado en el Teorema 1.39, se
basa en el siguiente lema técnico de caracterizacién de aplicacién Bochner casi
periodica.

Lema 1.38. Sea g € C(R,R). Son equivalentes:
(1) g es Bochner casi periddica.

(2) Para todo € > 0 existen una cantidad finita de puntos ai, ..., a, € R y una
aplicacion n: R — {1,...,m} tales que |g(t + s) — g(t + an())| < € para
todos t,s € R.

Demostracion. (1)=-(2) Fijamos e > 0y usamos la compacidad de la envolvente 2
de g garantizada por la Proposicion 1.37 para encontrar fi, ..., f,, en () tales que
para toda funcién f € Q existe i € {1,...,m} con ||f — fillc < £/2. La definicién
de envolvente nos permite también buscar para cada i € {1,...,m} un punto
o < /2. De modo que dada f € Q existe i € {1,...,m} con
s < €. Dado s € R, utilizamos el hecho de que g; € ) para encontrar
~ < €. Esto prueba (2).

a; € R con ||f; — ga,

Hf — Ya,
n(s) € {17 e 7m} tal que ||gs — Yans

(2)=(1) Es inmediato deducir de (2) que el conjunto {g;| t € R} es un
precompacto en C (R, R). Por tanto su clausura 2 es compacta, y la Proposicién
1.37 demuestra que g es Bochner casi periddica. O

Teorema 1.39. Sea g: R — R. Son equivalentes:
(1) g es Bohr casi periddica.
(2) g es Bochner casi periddica.

Demostracion. (1)=(2) Fijamos ¢ > 0. Sea P./; el conjunto definido por la ex-
presién (1.5) correspondiente a €/2. El Teorema 1.33(i) asegura que g es unifor-
memente continua. Por lo tanto existe § = d(¢) > 0 tal que

lg(t) —g(s)[ <5 si ft—s[ <. (1.6)

YRS

Y como P.; es relativamente denso, existe L = L(g) > 0 tal que [a, a+L]NP. /2 #
() para todo a € R (véase la Definicién 1.29).
Buscamos m € N tal que L < mJ, y definimos a; := jd para j = 1,...,m,
de modo que
[0,L] C[0,a1] U [ar,as] U+ Ulam_1,an] . (1.7)
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Para cada s € R existe T' = T'(s) € [—s, —s + L| N P./2, de modo que

lg(t+s)—gt+s+T))| < para todo ¢t € R.

DO ™

Como s+7T = s+T(s) € [0, L], existe n(s) € {1,...,m} tal que [s+T —an)| <6,
lo que junto con (1.6) asegura que

gt +s+T)—g(t+a;)| < para todo t € R.

DN ™

Notemos que n(s) sélo depende de sy de ¢, y que
lg(t +5) — g(t + an(s))| <€ paratodos t,s € R.

El Lema 1.38 asegura que g es Bochner casi periddica.

(2)=-(1) Fijamos ¢ > 0. El Lema 1.38 proporciona una cantidad finita de
puntos ai , ..., a, € Ry una aplicaciéon n: R — {1,... m} tales que

lg(t +5) — g(t + an(s))| <€ paratodos t,s € R.
Es consecuencia, sustituyendo ¢ por ¢ — a, ), tenemos que
lg(t + 5 —ans)) —g(t)| < e paratodo t €R.

Esto garantiza que s — a,s) pertenece al conjunto P. definido por (1.5) para todo
s € R. Tomamos L := méx{|ai]|, ..., |an|}. Entonces, [s — L, s+ L|NP. # () para
todo s € R. Esta propiedad significa que P. es relativamente denso en R, lo que
demuestra que g es Bohr casi periddica. O

El resultado anterior nos permite hablar simplemente de funcion cas: peridodi-
ca: una de tales funciones cumple simultaneamente las condiciones de las Defini-
ciones 1.32 y 1.34.

Completamos la seccion y el capitulo con un resultado que relaciona flujos y
funciones casi periédicas.

Proposicién 1.40. Sean Q un espacio métrico compacto y (£2,0,R) un flujo casi
periddico. Sea g: 2 — R una funcion continua. Entonces

Jgo: R — R
t = glo(t,w))

es una funcion casi periodica para todo w € €.

Demostracion. Fijamos ¢ > 0. La continuidad uniforme de g en el compacto €2
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proporciona § = d(g) > 0 tal que
lg(w1) — g(wa)| < e si do(wi,wa) <.

Sea Qj el conjunto proporcionado por el Teorema 1.31(2). Entonces, si T € Qs,

tenemos
do(o(t+T,w),o(t,w)) =do(c(T,o(t,w)),o(t,w)) <o

para todos t € Ry w € ), y por tanto
190t +T) = gu(t)] = [g(o(t + T, w)) — g(o(t,w))| <

para todo t € R. Por lo tanto el conjunto relativamente denso Qs esté contenido
en el conjunto P, de la Definicién 1.32, lo cual asegura que g,, es una funciéon casi
periodica. O



Capitulo 2

Propiedades dinamicas

El objetivo global de este capitulo es establecer un escenario que nos permita
aplicar las técnicas habituales de dinamica topoldgica en el estudio del compor-
tamiento a largo plazo de las soluciones de una ecuacion con retardo dependiente
del estado (en adelante ERDE) n-dimensional y no auténoma del tipo

y(t) = fty(0),y(t =7t w))),  t=0. (2.1)

En concreto, estudiaremos soluciones con dato inicial yy = x con x € Wh,
donde y;(s) = y(t + s) para s € [—r,0]. Recordemos que los conjuntos W y C|
que estan definidos en la Seccién 1.1, dependen de la constante » > 0 que acota
el retardo de la ecuacion.

Hay que tener en cuenta que, en el contexto de ERDEs, las propiedades de
regularidad que tiene que cumplir el campo vectorial para garantizar existencia,
unicidad y continuidad de soluciones de los problemas de Cauchy son mucho mas
exigentes que en el caso de retardo constante o de retardo dependiente del tiempo.

Ademas, en el caso no auténomo, las trasladadas en tiempo de las soluciones
no son soluciones del problema original. De modo que las soluciones no generan
un semiflujo en el espacio de estados. Sin embargo, las trasladadas en tiempo de
las soluciones si que son soluciones de las ecuaciones trasladadas en tiempo. Esto
nos permite aplicar la idea de Bebutov [4] de la construccién de la envolvente
para definir un semiflujo, tal y como explican Hale y Verdyun Lunel [14] e Hino,
Murakami y Naito [22]. Pero en el caso de ERDEs este semiflujo no serd, en
general, una aplicacién globalmente continua. Comprobaremos sin embargo que
si que satisface propiedades suficientes de continuidad como para posibilitar la
aplicacion de los métodos de dinamica topoldgica en el analisis.

El proceso de construccion de la envolvente proporciona un espacio métrico
compacto 2, un flujo continuo o definido por traslacién en el tiempo sobre €, y
una familia de ERDEs

y(t) = Flwt,y(t),y(t = r(wt,p))), =0 (2:2)

29
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para w € €2, donde w-t = o(t,w). Aqui vamos a trabajar con familias de este tipo
sin suponer que procedan de una inicial como (2.1). Es decir, (2, 0,R) serd sim-
plemente un flujo continuo en un espacio métrico compacto, y estudiaremos la
familia (2.2). De este modo el andlisis serd mas general.

Nuestro primer objetivo, que abordaremos en la Seccién 2.1, serd establecer
una versién global del resultado fundamental de Hartung [15], quien estable-
ci6 condiciones sobre la ecuacién (2.1) y sobre el dato inicial que garantizan
la existencia y unicidad de solucién local. Nosotros describiremos propiedades
de regularidad de F' y 7 que nos permitan establecer la existencia y unicidad
de una solucién mazimal y(t,w,x), correspondiente a w € € y al dato inicial
Y(s,w,z) = z(s) para todo s € [—r,0], de la ecuacién (2.2). Veremos que esta
solucién estd definida en un intervalo de la forma [—r, (3,,) con 0 < 3, , < oo.
También probaremos que f,, = 0o si y(t,w,z) estd acotada, y que la funcién
u(t,w, x) definida por u(t,w,z)(s) := y(t + s,w,x) para s € [—r,0] pertenece a
Wiee,

En la Seccién 2.2 veremos que la aplicacion

II: Rt x QO x Whe —» Qx Wh*®
(t,w,z) — (wt,u(t,w,x)),

que esta localmente definida, determina un semiflujo skew-product al que nos
referiremos como pseudo-continuo: un semiflujo cuya continuidad global no se
puede garantizar, pero que satisface fuertes propiedades de continuidad. Estas
propiedades incluyen la continuidad de

IR xQx Wh>® 5 Qx C;

de la restriccién

I: [r,00) X Q@ x Wh™ — Q x W

de la seccion
I: Q x WhH™e — Q x Whee

para un tiempo fijo ¢; y de la seccion
. RT = QxWwh>

para cualquier (w,z) que cumpla la condicion de compatibilidad de pertenecer al
conjunto

Co = {(w,z) € Q x CH([~r,0,R") | £(07) = F(w,z(0), z(~7(w,x)))};

es decir, para cualquier (w,r) que determine una solucién de clase C' en todo su
intervalo de definicién. Estos resultados se pueden extender facilmente al anélisis
de propiedades de dependencia continua respecto de parametros. Una consecuen-
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cia de las propiedades anteriores es que la restriccion de II a cualquier compacto
positivamente Il-invariante K C Q x W1 define un semiflujo global continuo.
Al final de la Seccién 2.2 describiremos la variacién Lipschitz de las soluciones de
una ecuaciéon particular con respecto del dato inicial.

El siguiente objetivo, estudiado en la Seccién 2.3, se refiere a la existencia y
propiedades de regularidad de la diferencial (en el sentido de Fréchet) de las so-
luciones con respecto a la condicién inicial . Empezaremos analizando la familia
de ecuaciones variacionales (lineales)

2(t) = L(II(t, w, x)) 2, te0,Bu2) (2.3)
para (w,z) € Cy, donde

L(w, z)v :=DyF(w, 2(0), z(—7(w, x)))v(0)
+ D3 F(w, 2(0), 2(=7(w, ) Jo(=7(w, z))
)

— D3F(w,z(0), 2(—7(w, z))) &(—7(w, x))-DoT(w, x) v

x (—
x (—
para (w,z) € Cy y v € C. Esta ecuacién es no auténoma, lineal y dependiente
del tiempo: una vez fijado (w, z) € Cy, el retardo actia sobre II(t,w, x). El primer

paso sera estudiar las propiedades de continuidad de las aplicaciones

Co — Lin(W'>= R")
(w,z) — L(w,z)

Cox(C — R»
(w,z,v) — L(w,z)v.

Estas propiedades son uno de los puntos clave para probar que, si z(t,w,z,v)
representa la solucién de la ecuacién (2.3) que coincide con v € W en [—r, 0],
si definimos w(t,w,z,v)(s) = 2(t + s,w,z,v) para s € [—r,0], y si £ es un
subconjunto compacto Il-invariante de € x W% entonces la aplicacién

RxKxWhe 5 x Wh
(t,w,z,v) — (I(t,w,x),w(t,w,x,v))

define un nuevo semiflujo skew-product (lineal en este caso) pseudo-continuo
sobre K x W1, La importancia de este resultado reside en el hecho de que
w(t,w,z,v) = u,(t,w, ) v; es decir, que w(t,w,z,-) representa la diferencial (en
el sentido de Fréchet) con respecto a la variable de estado de la Il-semidrbita
correspondiente a un punto de Cy. Esta ultima propiedad relativa a la aplicacion
Uy (t,w, z): Whee — T estd probada para una solucién local en Hartung [15],
pero consideramos conveniente completar el estudio que realizamos aqui inclu-
yendo en la Seccion 2.3 algunos de los pasos de la demostracién adaptados a
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nuestra formulacion: estos detalles son relevantes para entender las propiedades
de regularidad del semiflujo pseudo-continuo generado por u,. Tales propiedades
hacen que u,(t,w, z) tenga un sentido dindmico completo, como explicamos en el
siguiente parrafo. Un analisis mas a fondo de algunas propiedades de regularidad
de u,(t,w, z) completa la Seccién 2.3.

Para ver que realmente estos resultados dan forma a un escenario donde se
pueden aplicar métodos de dinamica topoldgica en el estudio de ERDEs, mos-
traremos algunas de sus consecuencias. Ya hemos comentado que la restriccion
del semiflujo pseudo-continuo II a cualquier compacto positivamente invariante
K c Q x Wb determina un semiflujo continuo en K. Si, ademds, los puntos
de K satisfacen la condiciéon de compatibilidad de pertenencia al conjunto Cy, las
soluciones de la familia de las ecuaciones variacionales (lineales) determinan el
semiflujo linealizado de IT a lo largo de las semiérbitas de K, que denotamos por

[ RT x K x Whe — K x Whee
(t,w,z,v) — (I(t,w,x),u.(t,w, x)v).

Estos resultados seran el punto de partida para el analisis de la dinamica a lar-
go plazo de las orbitas de K, para el que podemos utilizar las propiedades del
semiflujo pseudo-continuo lineal IT” y las propiedades de continuidad de semiflu-
jos discretos continuos dados por la iteraciéon de la aplicacién continua I1* para
cualquier t > 0. Esta y otras cuestiones seran estudiadas en el Capitulo 3. De
hecho, todos estos resultados, combinados con técnicas de sistemas mondétonos
(algo nuevo en ERDEs), pueden aplicarse en la descripcién de modelos, como
el modelo biolégico de redes neuronales. Este estudio se ha llevado a cabo en el
trabajo [39] de Maroto et al..

En la Seccién 2.4, que completa este capitulo, describiremos en detalle el pro-
ceso de construccién de la envolvente, que incluye una ecuacién del tipo (2.1) en
una familia (2.2). En particular, estableceremos qué propiedades de las funciones
iniciales f y 7 garantizan las condiciones de regularidad requeridas a F'y 7 para la
obtencion de los resultados de las Secciones 2.1, 2.2 y 2.3. Y prestaremos especial
atencion al caso casi periddico en la Subseccién 2.4.1.

2.1. Existencia y unicidad de solucién maximal

Sean (2,0, R) un flujo continuo sobre un espacio métrico compacto 2y r > 0
un tiempo finito, que serd el valor maximo del retardo. Representamos w-t :=
o(t,w). Dadas dos aplicaciones

F:OxR'xR"—=R" 'y 7:QxC—=][0,r],
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estudiamos la siguiente familia de ERDEs no auténomas

y(t) = Flwt,y(t),y(t = r(wt,p), =0 (2.4)

para w € ). Recordemos que y; es la funcién vectorial definida en [—r, 0] por
ye(s) == y(t + s), y que ¢ es la derivada con respecto a su unica variable de una
funcién g definida en un intervalo de R. Representaremos por ¢(at) y g(a™) las
derivadas laterales de g en el punto a.

Hablaremos de (2.4) para referirnos a la familia y de (2.4), para la ecuacién
correspondiente al elemento w € €.

Es frecuente que la familia (2.4) proceda de una ecuacién del tipo (2.1), por
el proceso de construccién de la envolvente: véase la Seccién 2.4. Sin embargo,
no nos restringiremos a este caso, de modo que nuestro planteamiento es mas
general.

Definiciones 2.1. Seana >0y b > a.
Una funcién continua y: [a —r,b] — R™ es solucion de (2.4),, en (a,b) si para
todo t € (a,b) existe y(t) y satisface

y<t> = F(w'ta y(t)a y(t - T(w'tv yt))) :

Una funcién continua y: [a — r,b] — R™ es solucion de (2.4), en [a,b) si es
solucién en (a, b) y ademds existe g(a™), con

j(a®) = F(wa,y(a),y(a - 7(w-a,ya))).

Una funcién continua y: [a — r,b] — R" es solucion de (2.4), en (a,b] si es
solucién en (a, b) y ademas existe g(b~), con

y(b™) = F(w-b,y(0),y(b — 7(w-b, 1)) -
Una funcién continua y: [a — r,b] — R™ es solucion de (2.4), en [a,b] si es

solucién en [a,b) y en (a,b].

Sea también la familia de problemas de Cauchy

{ y(t) = Flwt,y(t),y(t = r(wt,u)), =0,

() = 2(t),  te -0 (2:5)

para cada w € Q y x € W Utilizaremos la notacién (2.5),, . para referirnos a
un problema concreto de la familia.

Definiciones 2.2. Sea b > 0.
Una funcién continua y: [—r,b) — R" es solucién de (2.5),, en [0,b) si es
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solucién de (2.4),, en [0,b) y ademés
y(s) = z(s) para todo s € [—r,0]. (2.6)

Una funcién continua y: [—r,b] — R" es solucion de (2.5),, en [0,b] si es
solucién de (2.4), en [0,b] y ademés se cumple (2.6).

El objetivo fundamental de esta seccion es establecer la existencia y unici-
dad de solucién maximal de cada problema de Cauchy, lo que haremos bajo las
siguientes propiedades de F'y 7:

H1 (1) F: Q xR" x R" — R™ es continua.

(2) F: QxR"xR" — R™ es localmente Lipschitz-continua en sus segun-
do y tercer argumentos en el siguiente sentido: para cualquier par de
compactos K1 y Ky de R”, existe una constante L = L(Ky, Ky) > 0 tal
que

\F(w,yl,yQ) - F(w,§1,§2)] <L (!yl — 1l + ly2 — 272|)

para todos w € Q, y1,y1 € K1 € ya, 2 € K.

H2 (1) 7: Q@ x C — [0,7] es continua.

(2) 7: Q@ x C — [0,r] es localmente Lipschitz-continua en su segundo
argumento en el siguiente sentido: para cada compacto M C C' existe
una constante Ly = La(M) > 0 tal que

|7(w,2) = 7(w, T)| < Le|lz — Z[lc

para todos w € Qy x,z € M.

Maés adelante necesitaremos propiedades de diferenciabilidad sobre F'y 7, que
introduciremos en su debido momento.

En adelante utilizaremos ¢ para representar (d/dt)y también en los casos en
los que la funcion y tenga més argumentos.

El primer teorema de esta seccién esta fuertemente basado en el siguiente
resultado:

Teorema 2.3. (Hartung [15], Teorema 1) Supongamos que F y T cumplen
HI1(1)&(2) y H2(1)&(2). Entonces eziste & = a(w,x) > 0 tal que el problema
de Cauchy (2.5),,, tiene una solucion local en [0,c] dada por [—r,a] — R™,
t— y(t,w,x). Es decir, si denotamos §(t,w,z) := (d/dt) y(t,w,x), entonces

y(t,w,x) = Fwt,y(t,w,z),y(t — 7(wt,y(w, x)),w,x)) si te 0 a),
(07, w, 2) = F(w,y(0,w,7), 2(-7(w, 7)),
Yo, w, ) = Flwa,y(a,w, x), y(t — 7(w-a, yo(w, x)),w, x)),

y(s,w,x) =x(s) si s€[-r0].
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Ademds esta solucion local es unica: si y(t) cumple (2.5),. en [0, 5] con f < a,
entonces y(t) = y(t,w, x) para todo t € [—r, .

Demostracion. Sean (A1)(i), (A1)(ii), (A2)(i) y (A2)(ii) las condiciones impuestas
por Hartung en la pagina 2 de [15]. Es sencillo comprobar que si se cumple H1(1),
entonces se cumple la condicién (A1)(i); si se cumple H1(2), entonces se cumple
la condicién (A1)(ii); si se cumple H2(1), entonces se cumple la condicién (A2)(i);
y si se cumple H2(2), entonces se cumple la condicién (A2)(ii). Por lo tanto se
cumple el Teorema 1 de [15], y este resultado prueba nuestra afirmacion. ]

Corolario 2.4. Supongamos que F' y T cumplen H1(1)&(2) y H2(1)&(2). Con la
notacion del Teorema 2.5,

(1) sea u(t,w, ) la funcion definida en [—r,0] por u(t,w,z)(s) := y(t + s,w, )
para t € [0,a]. Entonces u(t,w,x) € W para todo t € [0, a].

(i) Supongamos que yi(t) cumple (2.5)y, . en [—r, aq] e ya(t) cumple (2.5),.. en
[—7, as], con a < ay < . Entonces yi(t) = ya(t) para todo t € [—r, o).

Demostracion. (i) Fijamos t € [0,a]. La continuidad de y(t,w,x) respecto a ¢
en [—r, o] asegura que u(t,w,x)(s) es continua respecto a s en [—r,0]. Si t > r,
entonces

@ t.00)(s) = it + 5.0,2) para s € [r.0],
S

y sit € [0,7], entonces

d (t+ s) para —r <s< —t,
—u(t,w,z)(s) =4 .

ds Yt + s,w,z) para —t<s<0.

Teniendo en cuenta que z € W1 y que se cumple la propiedad H1(1), observa-
mos que

< 0.
Loo

d
HEU(L(’U?I)(S)
Por tanto, u(t,w,z) € Whoe.

(ii) La prueba de este punto es estandar en la teoria de ecuaciones diferenciales,
pero la incluimos por completitud. La unicidad garantizada por el Teorema 2.3
proporciona « > 0 tal que y;(t) = y2(t) en [—r, al. Sea

& := sup{a < ax | g(t) = ya(t) en [—r, ]}

Por continuidad, y;(t) = y2(t) en [—r, &]. Razonamos por reduccion al absurdo,
suponiendo que a < «ay. En tal caso, y; e y proporcionan dos soluciones locales
distintas del problema (2.5),.5,(y,)5, lo que contradice el Teorema 2.3. [

a

Nuestro objetivo ahora es extender este resultado local a un resultado de
existencia y unicidad de solucién maximal de cada problema de Cauchy (2.5),, ..
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Por maximalidad entendemos que la solucién no puede prolongarse a la derecha
del intervalo de definicion. Comprobaremos también que el intervalo maximal es
una semirrecta en caso de soluciones acotadas.

La nocién de familia equicontinua, que se empleara a menudo en el resto de
este capitulo se recuerda en la Definicién 1.30.

Teorema 2.5. Supongamos que F' y 7 cumplen H1(1)&(2) y H2(1)&(2). Enton-

ces,

(i) dados w € Q y x € WH, existe una nica solucion maximal y(t,w,x)
del problema de Cauchy (2.5),., que estd definida para t € [—r,[,..) con
0 < Bux <00y es solucion de (2.5)y, en [0, Bu.z)-

Definimos ahora
ult,w,2)(s) = ylt +5,w, ) (2.7)

para (,2) € QX W', t € [0, B, y 5 € [~1,0]. Entonces
(i) u(t,w,z) € WhH™® para (w,z) € Q x Wh> yt € [0, Byz).
(iii) Si SUDte(0,6,. 1) |u(t,w, z)|lc < oo, entonces B, . = 0.

Demostracidn. (i) Fijamos (w,z) € Q x W y tomamos a > 0 y una solucién
y*(t,w,x) de (2.5),. en [0, . La existencia de un valor asi de « esta asegurada
por el Teorema 2.3.

Veamos que y“(t,w, z) puede prolongarse a la derecha de «. Para ello, defini-
mos u*(t,w,x) para t € [0, a] por

u*(t,w, z)(s) == y*(t + s,w,z) para s € [—r,0].
El Corolario 2.4(i) asegura que u®(t,w,x) € W para todo t € [0, a]. Definimos
wi=wa y = u(o,w, ).

El Teorema 2.3 aplicado ahora a (2.5),, ., asegura la existencia de @ > 0 y de
una funcién y¥(t,w;, z1) que resuelve el problema de Cauchy (2.5),, ., en [0,a].
De este modo,

Yo (s,wr, 1) = 21(5) = u*(ov, w, z)(s) = y*(a + s, w, x)
para todo s € [—r,0], y por tanto
Yot — a,wy, x1) =y (t, w, z)
para todo t € [o — r, . Asi vemos que la funcién

ya—i—&(t’w’x) — yi(tw’x) para le [—’f’, O[] 7~
y*(t — o,wy, 1)  para t € [o,a+ Q]
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es continua en [—r, o + &. Definimos también

u&(t,wl,xl)(s) = ya(t—l—s,wl,xl) para t € [0,a] y s € [-r,0],
u‘”a(t,w,x)(s) y‘”a(t +s,w,x) para t€[0,a+a] y s€[-r0].

Veamos que 4+ (¢, w, x) cumple la ecuacién (2.4),, en los intervalos cerrados [0, ]
v [o, @ + @]. Esta afirmacién es inmediata en [0, o, donde y** coincide con y®.
Para probarla en [, a4 @], definimos t := ¢t — a para t € [a, a +a], de modo que

t € [0,a]. Observamos que

wit =wa(t—a)=wt,

ya(?— S,wi, T1) = ya+a(t — s,w,x) para s € [—r,0],

a+&(

ua(awlaxl) =Uu t,w,x),

y deducimos que

- at+a

) (t,w,x) :ya(awlaxl)
= F(wlf, ya(?’ w1, xl); ya(;_ T(wli Ua(?’ Wi, xl)), Wi, I1))
= F(wt,y* ™ (t,w,z), y* o (t — 7(wt,u*T(t,w, z)),w, x))

para todo t € (a,a + @). Lo mismo sucede con las derivadas laterales en los
puntos oy a + a.
a

Ahora es fécil concluir que y*** cumple el problema de Cauchy (2.5),., en

[0, + @], ya que

yaﬁ-&(a—?w? [E) — F(W'Q, ya(oz,w, ZL'), ya(@ — T(w'&, .Il), w, l’))

= F(Wbya(O,wb131)7Z/a<_7(w17561)7w17131))
= ya<0+7 W1, ZEl) = ya—i—a(a-&—’ W, .CE) :
Esto demuestra la afirmacion sobre prolongabilidad a la derecha de un intervalo
cerrado.
Definimos ahora

A:={a>0] existe y*(t,w,z) cumpliendo (2.5),, en [0,al}.

Es evidente que si o € A, entonces [0, a] C A. El Corolario 2.4(ii) asegura ademés
la unicidad de y*(t,w, z) para todo a € A. Sea [ := sup.A. Entonces § ¢ A, tal
y como se deduce de la propiedad de prolongacién que acabamos de probar. De
modo que la funcién y(t, w, z) definida para todo t € [—r, ) como

x(t para t € |—r,0],
sy = { 70 -
y'(t,w,z) para t >0
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es la solucién maximal de (2.5), ;.
(ii) Esta afirmacién es consecuencia inmediata del Corolario 2.4(i).

(iii) Fijamos (w,z) € Q x W y utilizamos la notacién de (i). Denotamos
también [ = B, y(t) = y(t,w,z) para t € [—r, (), y u(t) := u(t,w,x) para
t € [0, 8). Vamos a razonar por reduccién al absurdo, suponiendo que

co:= sup |[u(t)|lc <oo y B <o0o. (2.8)
t€[0,8)

Probaremos que, en este caso, y(t) es solucién de (2.5),,, en [0, 5]. De este modo
podemos prolongar la solucién y(t) a la derecha de /3, tal y como hemos visto en
la demostracién de (i). Esto contradice la definicién de § y demuestra (iii).

Como x € W y se cumplen (2.8) y H1(1), podemos asegurar que existe
c1 > 0 tal que

|y(t)| < ¢ para casi todo t € [—r,0] y para todo t € [0, 5),

lo que garantiza que

i

Tomamos una sucesién (t,,) T 5 con 0 < ;. Deducimos de (2.8) que la sucesion

d

P u(t)(s)|| <1 paratodot € [0,3)y para casi todo s € [-r,0].  (2.9)
s

(u(ty,)) de elementos de C' estd uniformemente acotada, y de (2.9) que es equi-
continua. Por lo tanto, el teorema de Arzeld-Ascoli proporciona una subsucesion
(tx) y un elemento v de C tales que

v= lim u(ty) en C.
k—o0

En particular,

v(s) = lm u(ty)(s) = klgg) Yyt +s) =y(B+s) (2.10)

k—o0

para todo s € [—r,0). Deducimos de aqui y de la continuidad de v que existe

lim y(B +s) =v(0), (2.11)

s—0~

lo que nos permite definir

y(B) == v(0) = lm y(5+s)

s—0~

y obtener asf una funcién continua y: [—r, §] — R" que cumple (2.5),,, en [0, 5).
Las igualdades (2.10) y (2.11) aseguran que el valor del limite v no depende
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de la sucesién (t,,) elegida inicialmente. La conclusién es que existe

u(f) := lim u(f+s) en C. (2.12)

s—0~

Notemos ahora que si s € (—3,0) N [—r, 0] entonces B + s > 0, y ademas

Yy(B+s)=F(w-(B+s),y(B+s),yB+s—7(w-(B+s),uB+5)))).

Tomando limite cuando s — 0~ encontramos

lim g(8 +s) = F(w- B,y(8),y(B —7(w - B,u(B)))) -

s—0~

Estamos utilizando aqui la continuidad del flujo en €2, la propiedad (2.12), la
propiedad H2(1), la continuidad de y en [—r, 8] y la propiedad H1(1). El teorema
del valor medio nos permite deducir de la existencia de este ultimo limite que
también existe

y(67) = Flw- 8,y(8),y(8 — 7(w - 5, u(f)))) -

Por tanto, y es solucién de (2.5),, en [0, 8], como querfamos demostrar. ]

2.2. Construccién de un semiflujo skew-product
pseudo-continuo

Recordemos que nuestro objetivo es poder utilizar métodos de dinamica to-
poldgica en nuestro estudio. Los resultados de la seccién anterior nos permiten
definir un semiflujo skew-product local en el espacio producto € x W, M4s
concretamente, utilizando la notacién establecida en el Teorema 2.5, definimos

MMUCRTxQxWh>® — Qx Wh™

(t,w,z) — (wt,ult,w,x)), (2.13)

donde
U:={(t,w,z)] (w,z) €QAx WH® te€[0,8,.)}- (2.14)

El Teorema 2.5 asegura que la aplicacién 11 esta bien definida. Vamos a ver algunas
de sus propiedades en el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(2) y H2(1)&(2). Para
cada (w,x) € Q x W sea y(t,w,z) la solucion mazimal de (2.5),.., definida
en [—r, Buz), y sea u(t,w, ) la funcion definida por (2.7) para todo t € [0, By ).
Definimos también U por (2.14) y II por (2.13). Entonces:

(i) el conjunto U es abierto en RT x Q x Wh> 4 {0} x Q x Wl cU.
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(i) II wverifica las condiciones (f1) y (f2) de la Definicion 1.2.
(i) La aplicacion

UCRTxQxWh>* - OQxC
(t,w,x) = (W't7u(t7w7x))

es continua.
Definimos ahora
Co:={(w,2) €A x C'| #(07) = F(w,z(0),2(~7(w,2)))} C QA x C*,
U = {(t,w,2) €U| (w,z) €Co} TR x Q x W, (2.15)
U:={(twz)eU|t>r} CRT xQx W,
y los dotamos con las correspondientes topologias de subespacio. Entonces,
(iv) la aplicacion
UCRT x Qx W™ = Qx Whe
(t,w,z) — (wt,u(t,w,x))
es continua.

(v) Sea t > 0 tal que Uy := {(w,z)| (t,w,x) € U} es no vacio. Entonces la
aplicacion
U; CTOX e — O x e
(w.2) = (wiutw, )
es continua.

(vi) El conjunto Cy es positivamente invariante para I1, y la aplicacion

U CRF xQx Wb — CycC Qx Wh*
(tv(")?x) = (w't,u(t,w,x))

es continua.
(vil) Sisup,e g, ) [lut,w,z)|lc < oo, entonces B, = o0 y el conjunto
{(wt,u(t,w,2))| t € [r,00)} C Qx WH>

es relativamente compacto.

Demostracién. Es evidente que {0} x Q x Wh* C Y. Probaremos el resto de
propiedades de los puntos (i), (ii) y (iii) suponiendo primero que F' estd acotada,

para después pasar al caso general.
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(i), (i) y (iii), F acotada. Tomamos (w,x) € Q2 x W1, Deducimos del hecho
de que x € W y del carécter acotado de F' que existe ¢ > 0 con y(t,w,z) < ¢
para casi todo t € [—r,(,,). El teorema fundamental del célculo nos permite
afirmar que

ly(t, w, 2)| < ct +|y(0)]

para todo t € [0, 3,,,). Si fuera 3, , < oo deducirfamos que |[u(t,w, z)||c esta aco-
tada en [0, B, .), lo que contradiria el Teorema 2.5(iii). En consecuencia 3, , = oo
para todo (w, ), y por tanto U = Rt x Q x W que es abierto.

Ademas IT satisface (f1): II(0,w, z) = (w, ) porque

w(0,w,x) = y(s,w,x) = z(s) paratodo s € [—r,0].
La unicidad de solucién asegurada por el Teorema 2.5(i) implica que
y(t+lLw,x) =yt wl ul,w, x))
y, por lo tanto,
u(t+lw,z) =u(t,wlul,w,x)) parat>0yIl>0,

que es la propiedad (f2). Con esto ya tenemos probados los puntos (i) y (ii) para
F acotada.

Para la demostracién de (iii), tomamos una sucesion ((wy,, z,,)) en £ x W1
con 1imy, o0 (Wi, Tm) = (@,7) en Q x W, Lo primero que haremos serd fijar
T > 0y comprobar que

y(t,w,T) = Tigréo y(t,wm, T,,)  uniformemente en [—r, T . (2.16)
Sea Y (t) = y(t,wm, xm) para t € [—r,T] y m € N. El caracter acotado de F’
asegura que {9, (t)|t € [0,7], m € N} es un conjunto acotado, lo que junto con
la acotacién de la sucesién (||zn,||c) asegura que {y,(t)| t € [-r,T], m € N}
es acotado. Asi que la sucesién (y,,) de funciones continuas en [—r, T estd uni-
formemente acotada. De la acotacién previa de las derivadas y de la acotacion
de (||Zm||z~) se deduce que la sucesién (y,,) también es equicontinua. El teo-
rema de Arzeld-Ascoli muestra que la sucesion (y,,) tiene una subsucesion (y;)
que converge uniformemente en [—r,T] a una funcién continua y. En particular
limy o0 (yx): = ¥ en C para todo | € [0,7]. De modo que nuestro objetivo es
probar que y(t) = y(t,0,x) para todo t € [—r,T], lo que garantiza (2.16). Si
t € [—r,0], tenemos que

y(t) = lim z4(t) = 2(t) = y(t,w, 7).

k—00

Y sit € (0, T] podemos combinar las propiedades anteriores con la continuidad del
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flujo en €, las propiedades H2(1) y H1(1) y el teorema de convergencia uniforme
para concluir que

710) = Jim u(0) = i (0) + [ Fant,n(0, 00 = 7o, ()

= 7(0) + /Ot F@d,5(0), 51 — 7(@1,3))) dl.

En consecuencia y: [—r,T| — R™ es solucién del problema (2.5), , en [0, 7. Por
la unicidad establecida en el Corolario 2.4(ii), deducimos que y(t) = y(t,@, ) en
[—r, T7.

Para terminar la demostracion en el caso de F' acotada, tomamos una sucesion
(L, Wiy T)) en U con 1My, o0 (b, Winy T) = (%V, w,Z) en U, tomamos T >
SUP,en tm, ¥ fijamos € > 0. La continuidad uniforme de y(-,w0,z) en [—r,T]
asegura que

lu(t, &, %) = ultm, @,7)|lc < /2

si m es suficientemente grande. La convergencia uniforme de (y(-,wm,Tm)) a
y(+,w,7) en [—r,T| (véase (2.16)) garantiza que

lu(t,@,Z) — u(t,wm, xm)|lc < /2 para todo t € [0,T]
si m es suficientemente grande. Por tanto, para m suficientemente grande,

HU(/ISV,CT)@'{) - U(tm,wmail?m)ﬂc
< ||u(’tv7 CJ:%) - u(tm@ﬁ)nc + “u(tm?&?%) - u(tm7wmawm)”0
<eg/24+¢e/2=¢,

lo que demuestra que

uw(t,®,7) = Hm w(tp,,wm, Tm)
m—0oQ

en C. Esto completa la demostracién de (iii) y el caso de F' acotada.

(i), (ii) y (iii), F general. Fijamos (£,&,7) € U, tomamos T € (L, Bz3),
definimos
c:= max |y(t,0,7)|+1, (2.17)
te[—r,T]
y escogemos una funcién h: R™ — [0,1] de clase C' que cumpla
h(x) =1 para |z| < 2c,
h(z) =0 para |z|> 3c
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para definir
G:OxR*"xR* — R»
(Wa?/lanQ) = F(W,yl,yQ) h(yl) h(yQ)

La funcién G estd acotada y cumple H1(1)&(2). Consideramos el problema de
Cauchy dado por (2.5),,, con G sustituyendo a F', llamamos y(t,w, ) a su tnica
solucién maximal, que estd definida en [—r,00), y definimos ug(t,w,z)(s) =
ya(t+ s,w,x) parat € [0,00) y s € [—r,0]. Ahora podemos aplicar el punto (iii)
para el problema de Cauchy con G (acotada) para obtener § > 0 tal que

||Ug(t7w,l’> - UG(ta&af)HC S C

para todo t € [0, T| siempre que do(w,®) < §y que ||[x—Z||1. < 0. (Recordemos
que dg, representa la distancia en el espacio métrico €2). En particular, para estos
valores de (t,w,x) se cumple que

lua(t,w, 2)|lc < ||ug(t,w, ) —ue(t,w, ) ||c + [Jug(t,0, Z)||c < 2c.

Como F'y G coinciden en los puntos (w, 31, y2) para los que |y;| < 2cy |ya| < 2,
deducimos que y;(t,w, x) cumple (2.5),,, en [0, T]. Esto garantiza la existencia de
y(t,w,z) para t € [0,T], w a distancia de @ menor que ¢, y x € Wh> a distancia
de  menor que 6. En particular, U es abierto.

La demostracién de (ii) es idéntica a la del caso de F' acotada.

Para demostrar (iii), tomamos una sucesién ((¢m,,wm, m)) en U con

. (t, Wyns T) = (6,0, 7)  en U.
m—r0o0

Tomamos T > max{t,,, m > 0}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que T' < By, x,, para todo m € N. 'Y definimos ¢ a partir de este valor de 1", como
en (2.17). Para m suficientemente grande, tenemos que

u(tm, W, )l < Multm, wm, Tm) = 0, @, 2)]le + ult,@,7)]lc < 2¢.

Por tanto ya(tms Wi, Tm) = Y(tm, Wm, Tm) € Ya(t, @, %) = y(t,@, T). Deducimos de
la continuidad en el caso acotado que

Hm w(tp, W, Tm) = U ug(tm, Wn, Tm) = ug(f, w,T) = u(f, w,T),
m—00 m—00

lo que demuestra la continuidad en el caso general y completa la demostracion
de (i), (i) y (iii).
(iv) Tomamos una sucesion ((fm, wm, Tm)) en U con

1 (t, Wiy Zm) = (£,0,T)  en U. (2.18)

m— 00
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Como U es abierto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe
ty € (ﬁ Bzz) tal que t,, < to < B4, para todo m € N. Para simplificar la
notacion, definimos, para cada m € N,

Ym (1) == y(t, W, Tn) e y(t) :=y(t,w,z) para te[—rty,
asi como

U (t) = u(t, W, Ton) y  a(t) :=u(t,w,r) para t € [0,t].

Sabemos por (iii) que |[u(t) — un(ty)|lc es tan pequeno como queramos para
m suficientemente grande. Por lo tanto el objetivo es comprobar lo mismo para
|%(t) = Tty ()] Lo Notemos que

U(51) = Gm(s2) = F(@-51,9(51), ¥(s1 — 7(@51,(s1))))

— F(wWm 52, Ym(52), Ym (52 — T(Wm-52, Um(52)))) -

para sy, 2 € [0, to].
Definimos el conjunto

S = {(wm,zm)| meN}U{(w,7)}, (2.19)

que es compacto en  x Wb, Fijamos € > 0, y utilizamos el punto (iii), para
asegurar que la aplicacién wu: [0,%] x & — € x C' es uniformemente continua.
Esto nos permite afirmar que las familias

F o= {um|mGN}U{ﬂ}CC’([O,tO],C’),
Fo = {ym|m e N}U{y} C C([-r, 1], R")

son equicontinuas. Definimos también K := {u(t,w,z) |t € [0,to] v (w,x) € S}y
notamos que (iii) asegura que K es compacto en C. Por lo tanto,

ko= sup{llult,w, 2)o| ¢ € [0,t0] ¥ (w,2) € S}
es finito. Definimos ahora

B:={y cR"||y| <k}
y consideramos la aplicacion

0,2 xQxBxB — R»
(SawaylayZ) = F<w's>ylay2)7

que es uniformemente continua. Es decir, existe d; > 0 tal que si |s; — s3] < dy,
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lyi —y3| <61y |ys — v3| < 41, entonces

|F(w-s1,y1,y3) — Flw-s2,97,45)| <& para todo w € Q.

Ademds, dado que F; es equicontinua en [—r, to] v Hmy, oo U (tm) = u(t) en C
(véase (2.18)), existen do > 0y my € N tales que si |s1 — 3| < do y m > my
entonces

[9(s1) — ym(s2)| < 81  para todo m > my.

Y como F es equicontinua en [0, t] y la aplicacién

[0,ts] x 2 x K — R
(t,w,x) — 7T(wt, z)

es uniformemente continua, existen d3 > 0y mg € N tales que si |s; — so| < 3y
m > mg entonces

|51 — So| + |7(@W-51,0(s1)) = T(WpS2, um(s2))| < 01 para todo w € Q.
Con todo esto, tomando g := min(dy, da, d3) v mo := max(ms, m3), tenemos que
si |s1— 2| <0y m>mg, entonces |§(s1) — Gm(s2)] < e. (2.20)

Recordemos que la definicién de U asegura que t,, > 1y tNZ r. Sea my; > my tal
que |t — t,,| < & para todo m > my. Deducimos de (2.20) que

[(E) = o () | 2 = sup G(t+8) = G (tm + )| <€
se[—r,0

para cualquier m > my. Este era el objetivo, tal y como hemos explicado al

principio de la prueba del punto (iv): concluimos que ||u(t) — wp, (tm)||lwre < €
para m suficientemente grande, lo cual demuestra (iv).

(v) Sea t > 0 tal que Us := {(w,z)| (t,w,z) € U} es no vacio. En el caso en
el que t > 7, la afirmacién de (v) se deduce de (iv); y es trivial si t = 0. Asf que
suponemos que ¢ € (0,7). Tomamos una sucesién ((wp,, T,,)) en Uz con

lim (W, xm) = (0, T)  en Uz,
m—0o0

y fijamos € > 0y § € (0,¢]. Para simplificar la notacién, definimos, para cada
m € N,

Ym(t) = y(t, wm, Tm) e y(t) :=y(t,w,z) para t € [—rt],
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asi como

U (1) := u(t, W, Trm) y  u(t) :=u(t,w,r) para te€[0,t].

Sabemos por (iii) que [[u(t) — un(t)||c es tan pequefio como queramos si m es
suficientemente grande. Por lo tanto, existe mg tal que, si m > mg, entonces

[a(t) = um(@)llc < Ju(t) —un()llc+Z—zmllc <6 <e para t €[0,¢]. (2.21)
Por otro lado,

() = tin ()| oo < N7 = ol + sup [5(E, D, F) = §(t, win, 2m)]
te[0,t]

(1) = G ()] =|F(@ - £,5(t), 5t = 7(@ - t,0(t))))
= F(@m - 4, ym (), Yt = 7(wn - £, um(1))))]

para t € [0,1]. Se deduce facilmente de la continuidad de F y 7 garantizada por
HI1(1) y H2(1), y de (2.21) (que es vélido para un 6 que puede ser prefijado a
partir de las propiedades de F'y 7) que [y(t) — g ()| < €/2 para todo t € [0,%] si
m es suficientemente grande. Claramente sucede lo mismo con ||§ — Ty || oo . Esto
asegura que existe mg tal que si m > mg entonces

@(t) =t (t)|| e < & para t€[0,t]. (2.22)

Las propiedades (2.21) y (2.22) completan la demostracién de (v).

(vi) Es obvio que Cy es positivamente invariante para II. Tomamos una suce-
si6n ((tm, Wi, Tm)) en U con

1 (t, Wi, T) = (£,0,%)  en U°,

m—0o0
y definimos g, Ym, ¥, uy, ¥ @ como al principio de la demostracién del punto (iv).
Nétese que la definicién de Cy asegura que ¥, e § son funciones C! en la variable
t en el intervalo [—r, ty]. Tenemos que

[a(t) = wm (tm)[[wree < [at) = wtm)llwroe + [[w(tm) = wm(Em)lwree

El cardcter C' de g en [—r, o] asegura que

tim 5@ — W(tn) i = 0.

m—r



Propiedades dinamicas de ERDEs no autéonomas 47

De modo que el objetivo es probar que

Jim[[7(t) = () roe = 0.

lo que a su vez, teniendo en cuenta (iii), es equivalente a probar que

Hm |[i(tm) — G () || 2 = 0.

m—0o0

Y para demostrar esta afirmacién basta con repasar la prueba del apartado (iv)
y observar que (2.20) y el hecho de que lim,, o &, = T en C garantizan esta
propiedad.

(vii) Fijamos (w,z) € Q x W con ¢ := supyep g, ,) lu(t, w,z)[[c < oo, por
lo que, por el punto (iii), B, = co. Ademas, por (iv),

{(w-t,u(t,w,x)) | t € [r,2r]}
es compacto, por lo que es suficiente probar que
{(wt,u(t,w,x)) |t €[2r,00)}

es relativamente compacto. Para probarlo, tomamos una sucesion (t,,) en [0, 00)
y buscamos una subsucesién convergente en £ x W% de la sucesién

(Wt + 2r), ulty, + 2r,w, x))) .
Como 2 es compacto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, la existencia

de w* := lm, oo w-ty, y, por lo tanto, la de w*-(2r) = lmy,, oo w-(tm + 27).
Definimos, para cada m € N,

Ym(t) = y(tm +t,w, 1) para t € [—r,27],
de modo que obtenemos la sucesién (y,,,) en C([—r,2r],R™). El conjunto
{ym(t)| t € [-r,27], m e N} C R"
esta acotado por ¢y. Este hecho y la continuidad de F' nos permite deducir que
{ym(t) |t €10,2r], m € N} CR"

estd acotado. De modo que el teorema de Arzeld-Ascoli proporciona una sub-
sucesiéon (yx) que converge uniformemente en [0,2r] a y* € C([0,2r],R™). En
particular, (yg); converge a (y*); en C para todo t € [r,2r]. Por la condicién
H2(1), tenemos que limg_,o0 7(w-(tx + 1), (yx)r) = T(w*-t, (y*);) uniformemente en
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[r, 2r]. Todo esto unido a H1(1) garantiza que

lim F(w-(te+ 1), ye(t), y(tp+ t — T(w-(te+ 1), (yg)e), w, 7))
k—o0 (2.23)

= F(w"t,y" (), y" (t=7(w"t, (y")0)))

uniformemente en [r, 2r]. Por otro lado, la sucesion (y;) verifica

t
yk(t) = yk(r>+/ F<W'<tk+5>7yk(5)ay<tk+5_7—(w'(tk+s)> (?ﬁc)s)awax)) ds (224)
para t > r. Asi, por un lado tenemos que

y*(t) = lm yj(t)
k—o00
para t € [r,2r]; y por otro lado, por (2.23), el término de la derecha de (2.24)
converge a

v+ [ Frsy (907 = s, (17)) ds.

Por lo tanto, y* resuelve (2.4),« en [r,2r], lo que junto con (2.23) implica que
(Jx) converge a ¢* uniformemente en [r,2r]. Asi que como (yx) e (Jx) convergen
ay* e y* en [r,2r], concluimos que la sucesion (u(tx+ 2r,w, )) converge a y;,. en
Whoe Esto completa la prueba de (vii) y, por tanto, la del teorema. O

Nota 2.7. Como ya hemos comentado varias veces, y sin animo de ser muy pre-
cisos, diremos que el semiflujo II definido por (2.13) a partir de la familia de
ecuaciones (2.4) es pseudo-continuo. Con tal expresion queremos enfatizar el he-
cho de que a pesar de la posible falta de continuidad global en su dominio, las
propiedades “parciales” de continuidad de II permitiran el empleo de las técni-
cas clasicas de la dinamica topoldgica en el andlisis del comportamiento de las
soluciones de las ecuaciones de la familia (2.4).

Nota 2.8. Antes de continuar, vamos a explicar con un esquema simplificado el
comportamiento de II:

wt e

\\ﬂwﬁ\u(s,u-t,u(t,w,x»

=u(t+s,w,X)
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La base representa el espacio métrico compacto €2, sobre el que actia el flujo
(w,t) — w-t. La fibra representa el espacio infinito dimensional W1, El semiflujo
IT actia llevando el par (w, x) en tiempo ¢ al par (w-t, u(t,w,x)). Las igualdades
de la derecha son consecuencia de las propiedades del flujo en €2 y de la unicidad
de soluciones.

Ejemplo 2.9. Los resultados de continuidad del Teorema 2.6 son éptimos, en
el sentido de que la aplicacién I1: U — € x WH* no es, en general, continua.
Vamos a comprobar esta afirmacién con un ejemplo muy simple. Consideramos
la ecuacién escalar autonoma

gt)=1, t>0. (2.25)

En este caso la envolvente se reduce a un unico punto, y por lo tanto la familia
de ecuaciones tiene un unico elemento, (2.25).
Consideramos el problema de Cauchy

y(t) =1 para t >0,
y(t)=0  para te[-r0],

cuya solucién (global) es

t para t >0,
t,0) =
y(t,0) {0 para t € [—r,0].

Definimos u(t,0) por

t+s para t+4+s>0
0 para t+s € [—r,0]

u(t,0)(s) :==y(t+s,0) = {

y observamos que
[[4(0,0)[lwr =0,

mientras que, si ¢t > 0,
Ju(t, O)llwre > (e, 0)]| e = 1.

Por tanto, u(t,0) no converge a u(0,0) cuando ¢ — 0T en la topologia de W1 lo
que demuestra que en este caso la aplicacién IT: U — Q x W1 no es continua.

Nota 2.10. Sea (2 x W II,R") el semiflujo pseudo-continuo definido por
(2.13). Nétese que a pesar de la posible falta de continuidad global del semiflujo
I, podemos definir [I-semiorbita y conjunto positivamente Il-invariante exacta-
mente igual que en la Seccién 1.2. Estos conceptos apareceran a menudo en lo
que sigue.

El semiflujo pseudo-continuo (2 x W1 TI, R™") es local si no imponemos m4s
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condiciones en F'y 7 (como el cardcter acotado de F'). El siguiente resultado
demuestra que la restriccién de Il a un compacto positivamente Il-invariante
determina un semiflujo global y continuo.

Corolario 2.11. Supongamos que F' y T cumplen H1(1)&(2) y H2(1)&(2). Sea II
la aplicacion definida por (2.13), y sea KK C Qx W un compacto positivamente
[T-invariante. Entonces la restriccion de 1l a K define un semifiujo global continuo

en K.

Demostracion. Notemos que si K es un compacto positivamente Il-invariante,
entonces I1(t,w, ) € K para todo (t,w,z) € Rt x K, por lo que RT x K C U. Por
lo tanto, la restriccion IT: R x K — K estd bien definida y es global. Ademés,
si una sucesion (wp,, T,,) de elementos de K converge a un punto (w,z) de K en
Q) x C también converge en Q x W1 la compacidad de K asegura que cada
subsucesion tiene a su vez una subsucesion convergente, y el limite tiene que
ser necesariamente (w,z) (ya que lo es en © x C'). Por lo tanto el resultado es
consecuencia del Teorema 2.6(iii). O

Nota 2.12. Consideramos la familia de ecuaciones

y(t) = F<w't7 y<t)7 y<t - T(w'ta Y, )‘))7 )‘) (226)
para w € Q y A € R% Supongamos que F'y 7 cumplen las condiciones siguientes:

H1 (1) F: Q xR" x R* x R? — R" es continua.

(2) Para cada par de compactos K; y Ko de R™ y cada compacto K de R,
existe L = L(K4, Kq, K) tal que

|F(w, 91,92, \) — F(w, 71, 52, M| < L (lyy — 51l + g2 — Bo| + |A — A|)

para todos w € Q; y1,y1 € K15 12,792 € Ko v )\,X e K.

H2 (1) 7: Q x C x R — [0, r] es continua.

(2) Para cada compacto M de C'y cada compacto K de R? existe una
constante Ly = Ly(M, K) tal que

|7’(u),l‘, /\) - T(w75’ X)| < ZQ (HI - 5HC + |/\ - XD
para todos w € Q; z,7 € M; y )\,X eK.

En estas condiciones podemos enunciar resultados de continuidad respecto a
(t,w,z, \) andlogos a las de los puntos (iii) y (iv) del Teorema 2.6 para las solucio-
nes y(t,w, z, A) de las ecuaciones (2.26),, con y(s,w,z, \) = x(s) para s € [—r,0].
Para demostrar esta afirmacion basta con considerar las componentes de A como
nuevas variables dependientes con derivada 0, reescribir (2.26) como una ERDE
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n + d-dimensional, y aplicar el Teorema 2.6. Hartung realiza en [15] un andlisis

exhaustivo de condiciones de regularidad respecto de parametros de las soluciones
de ERDESs.

Terminamos la seccién con el analisis del comportamiento Lipschitz con res-
pecto a las condiciones iniciales de la aplicacién u(t,w, x), definida por (2.7). Este
resultado es una versién global, adaptada a nuestro contexto, de la propiedad lo-
cal que Hartung prueba en el Teorema 1(iv) de [15]. Para ello necesitamos més
propiedades de regularidad de F, que describimos a continuacion:

H1 (3) F: QxR"xR"™ — R" es diferenciable respecto a sus segundo y tercer
argumentos, y las funciones D;F': Q x R" x R" — Lin(R",R") son
continuas para 7 = 2, 3.

Proposicién 2.13. Supongamos que F' cumple H1(3). Entonces también cumple
H1(2).

Demostracion. Podemos escribir
F(wy1,y2) — F(w,1,92) =
[ (Do s+ (= )T+ (- ) (1~ )
+ D3F(w, 5914+ (1= ) 71,592 + (1= 8)§2) (y2 — 52)) -
La proposicién es una consecuencia sencilla de este hecho. ]

Teorema 2.14. Supongamos que F' y T cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(2), y de-
finamos U CRT x Q x Wh® yu: U CRT x Q x Wh™ — W como en (2.14)
y (2.7). Tomemos t > 0 con Uy := {(w,z)| (t,w,x) € U} no vacio, y fijemos

(w,T) € U;. Entonces

(i) existe p > 0 tal que

1. u(t,w,x) estd definida (es decir, (t,w,z) € U) para cualquiert € [0,t] y
para cualquier (w,x) € Bgﬁ, donde

Bf; = {(w,2) € A x W | do(w,&) < pyllz = Fllwre < p};

2. ¢:=sup{flu(t,w,z)llc|t €0,t] y (w,z) € BL;} < o0.

(ii) Sea p > 0 una constante para la que se cumplan los puntos 1 y 2 anteriores.
Entonces existe L = L(t,&, T, p) > 0 tal que si (w,z1) y (w, zs) pertenecen
a BE -, se cumple que

lu(t,w, 1) — u(t, w, x2)||wie < Lz — 22w

para todo t € [0,t].
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Demostracion. (i) Fijamos t, @ y Z como los del enunciado. La existencia de
p > 0 tal que 1 se verifica es consecuencia de que U es abierto, tal y como se
prueba en el Teorema 2.6(i). Para probar la existencia de p € (0, p] tal que 2 se
verifica suponemos, por contradiccién, que para todo m € N existen t,, € [O,A]
V (Winy Tr) € Q X W tales que do(wp,,@) < 1/m, |2m — T|lwie < 1/my
|y (i, Wm, Tm)| = m. Tomamos una subsucesion (tx) con limite ¢*. Asi, tenemos
que Hmy_ oo (ty, wi, 21) = (5,0, %) en [0,£] x Q© x W y podemos concluir, por
el Teorema 2.5(iii), que |y(t*,w, )| = limy, o0 |Y(tm, W, Tm)| = 00, lo que es
imposible.

(ii) Fijamos (£, @, ), asf como una constante p > 0 para la que se cumplan
1 y 2. Necesitamos probar las propiedades (2.27), (2.28) y (2.32), que usaremos
después. Sea ¢ la constante que aparece en la condicién 2 de (i). Entonces, por 2,
tenemos que

|sy(ty,w,z1) + (1 — 8)y(to,w,x2) | <€ (2.27)

para todos ty, ty € [—r, 1], (w,z1) y (w,z3) € BZ ;v s € [0,1]. Por otro lado,
la continuidad de D;F': Q x R™ x R" — Lin(R",R") para i = 2,3 garantizada
por H1(3) hace que estas aplicaciones lleven compactos en compactos, por lo que
existe L3 < oo tal que

| DiF(w, y1, Y2) || Lin(rn zry < L3 (2.28)

paratodo w € Q si |y < ¢y |yo| < ¢, parai = 2,3. Ademads, dado que y(t,w, z)

cumple (2.4),, en [0, ], la continuidad de F': Q x R" x R" — R", dada por HI1(1),
combinada con la condicién 2 asegura que el conjunto

{y(t,w,x)|t€[0,t]y (w,x) € BL;} CR”
estd acotado. Y también se tiene que, para cualquier (w,z) € BY -,

[9(s, w, @) < lzflwree < p+ [|Z]lwroe

para casi todo s € [—r,0]. Estas dos ultimas propiedades y el punto 2 aseguran
que

sup{||u(t,w,z)||lwi= |t € [0,2] v (w,z) € B} =i1c" <. (2.29)
Por lo tanto, la familia de funciones

{u(t,w,z)|t€[0,t] v (w,z)€ B cC

es uniformemente acotada y equicontinua y podemos aplicar el teorema de Arzela-
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Ascoli para garantizar que el conjunto

K = Q x clausurac{ u(t,w,z) |t € [0,t] vy (w,2) € BL;} CQAxC  (2.30)

es compacto. Ademds, H2(2) asegura que existe Ly > 0 tal que
|T(w, 1) — T(w, x2)| < Lo||z1 — 22| (2.31)
para todos (w, 1) y (w,z2) € K. Tomamos (w, 1) y (w,72) en B 5 y denotamos

y1<t) = y(tvwvxl) € yZ(t) = y(t=w=I2)

para t € [—r,t], asi como

ur(t) == u(t,w,z1) vy us(t) == ult,w,zs)

para t € [0,t]. Observamos que (w-t,ui(t)) y (w-t,us(t)) pertenecen al conjunto

K definido por (2.30) para todo t € [0,¢]. Sean ¢* y Lo las constantes de (2.29) y
(2.31), respectivamente. Entonces,

1 (t = (Wt ui(t)) — 2t — T(w-t, ua(t)))]
<yt = 7(wt, ui(t))) — yo(t — T(w-t, wi (1))
+ |yt — T(wt, ui(t))) — vt — 7(w-t, ua(t)))]
< ur(t) —ua(t)llc + lua () [wree |7 (w-t, ui (t) — 7(w-t, ua(?))|
< () = uz(t)llc + ¢ Lo [lur(t) — ua(t) | o

por lo que

92t = T(wt, us (1)) = ga(t = T(w-t,us(D)))] < L [lua(t) —wa(t)c (2.32)

para todo t € [0,¢], donde Lz := 1+ ¢* L.
Ahora podemos proceder con la demostracién. Con la notaciéon anterior, si

£ € [0,7], se tiene que
Flrt, (0,91 — (et 1 (6))) — Fwrt, ya6), pa(t — 7o, (1))
= [ D (s + (1= )00 50100~ ot @)
(1= ) (t = Tt us(t)) (31 (1) — alt)) ds
[ Dy (s + (= 901 = et (0)

+ (1= 8)alt = T(wt (1))
(y1(t — T(wt, ur(t))) = yalt — T(wt, ua(t)))) ds .
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Esta igualdad combinada con (2.27), (2.28) y (2.32) nos conduce a

|F(w-t, y1(t), y1(t — T(w-t,uqi(t))))

(2.33)
— F(wt,y2(t), y2(t — 7(wt,us(t))))| < La [Jua(t) — ua(t)lle

para todo ¢t € [0,t], donde L, := L} (1 + L3). Utilizando la forma integral de la
ecuacién (2.4),, obtenemos que la funcion y; (t) — y»(t) cumple

() = (0) = 21(0) = 220) + [ (Plrt,n@).nl1 = (et (1)

= Pl o(0), 1201 = (o, w (D)) dl

para todo ¢t € [0,¢]. Con esto y (2.33), vemos que

y1(t) = 42(D)] < [l21 = 22lle +/0 Ly |lur(l) = ua (D)o dl

para todo t € [0,¢]. Ademds tenemos que

91(t) = y2(8)] < fl21 = 22l0

si t € [—r,0]. Por lo tanto,

t
Jur (1) — ua(t)]le < [las —lelc+/ Ly [lur (1) = ua (D)l dl
0

para todo t € [0,t]. En estas condiciones podemos aplicar el lema de Gronwall
para obtener
[ur (£) — ua(@)lle < Ls [lz1 — 2alc (2.34)

para todo t € [0,t], donde L5 := exp(Lst) > 1. Combinando ahora (2.4), (2.33)
y (2.34), obtenemos

91(t) — Fa(t)]

= }F(w-t, y1(t), 1 (t — T(w-t,ui(t)))) — Fwt,ya(t), yo(t — T(w-t, uQ(t))))}
< Ly|lui(t) —ue(t)||c < LyLsllzy — xsllc < Ly Ls||x1 — 22|

para todo t € [0,t]. Por otro lado, como
91() = 92(8)] < |lz1 = @allwre < Ls[lz1 — z2|nee
para casi todo t € [—r, 0], obtenemos que

lu(t,w, x1) — u(t,w, z9)||wie < Lz — 22||wieo
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para todo t € [0,t], donde L := méx(Ls, L4 Ls). Con esto queda demostrado (ii)
y, por lo tanto, el teorema. u

2.3. Diferenciabilidad con respecto a las condi-

ciones iniciales

En esta seccion estudiaremos, usando métodos de dinamica topoldgica, la di-
ferenciabilidad con respecto a las condiciones iniciales de las soluciones de los
problemas de Cauchy asociados a la familia de ERDEs no auténomas (2.4) con
condiciones iniciales Lipschitz-continuas. Para ello, vamos a suponer que se cum-
plen H1(1)&(3), H2(1) y la siguiente condicién de regularidad en 7:

H2 (3) 7: 2 x C — [0, r] es diferenciable respecto a su segundo argumento, y
Dyr: Q x C'— Lin(C, R) es continua.

Recordemos que Lin(X,Y) es el espacio de los operadores lineales continuos entre
los espacios de Banach X e Y. Antes de continuar, es importante darse cuenta

de lo siguiente:

Proposicién 2.15. Supongamos que T cumple H2(3). Entonces también cumple
H2(2).

Demostracion. Sea M C C' un compacto. Consideramos el conjunto
Mo :={sz1+ (1 —8)xy| z1,20 e M y s€[0,1]},
que también es un conjunto compacto de C'. Definimos
Ly = Ly(M) := sup{||Da7(w, Z)||Lin(cr) | (W, ) € Q2 x Mo} .

Entonces,

1
/0 %T(w,sx—l—(l—s)f)ds

(W, z) = 7(w, 7)| =

1
= /DQT(w,sx—I—(l—s)f)(m—f)ds < Lol|lz — 7l
0

para todos w € Qy z, T € M. Es decir, se cumple H2(2). ]

Estudiaremos la diferenciabilidad respecto a las condiciones iniciales de las
soluciones y(t,w, z) de los problemas de Cauchy asociados a la familia (2.4) con
datos cumpliendo la condicion de compatibilidad necesaria para obtener solucio-
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nes maximales de clase C''. Recordemos que

U:={t,w,z)| (w,z) €Qx WE® t€0,Bu.)},
Co:={(w,2) €Qx C'| 2(07) = F(w,z(0),2(~7(w,2)))}, (2.35)
U = {(t,w,z) cU| (w,z) €C}, (2.36)

donde S, , < 0o es el extremo superior del intervalo maximal de definicién de la
solucién y(t, w, x) del problema de Cauchy (2.5),, .. Estos conjuntos estan equipa-
dos con las topologias como subespacios de R x Qx W1 y Qx W Recordemos
también que

MU CRT x QO x Wh>e — Qx Whe
(t,w,z) — (wtult,w,x)),

donde u(t,w, z) := y(t + s,w, z) para s € [—r,0].

Nota 2.16. Notemos que II(U°) = Cp: claramente, si (w,z) € Cp, entonces
(w,z) = T(0,w,z) C TI(U°); y reciprocamente, si (t,w,x) € Uy, entonces la
solucién y(t, w, z) de (2.5),.. es C' con respecto a t en [—r, 3,.), lo que asegura
que TI(t,w, z) € Co.

Este hecho nos permite definir una familia de ecuaciones lineales (que ju-
garan el papel de ecuaciones variacionales asociadas a (2.4), como veremos més
adelante):

At) = L((tw, ) 2, tE€0,Bn) (2.37)

para (w,z) € Cy, donde la aplicaciéon L: Cy x C' — R™ estd dada por

L(w,z) v := DyF(w, z(0), z(—7(w, x))) v(

+ DsF(w, 2(0), z(=7(w, z))) v(=7(w, z))
— D3F(w, 2(0), 2(=7(w, x))) &(=7(w, 2))-Dy7(w, ) v,

Cada ecuacién de la familia (2.37) estd evaluada a lo largo de una II-semiérbita de

)
~—

elementos de Cy. Es importante notar que el retardo es independiente del estado:
una vez fijado (w,x) € Cy, L actia sobre II(¢,w, x). De modo que se trata de una
ecuaciéon de retardo dependiente del tiempo, y no de una ERDE.

En esta seccién vamos a realizar un anélisis de las soluciones de esta familia de
ecuaciones con retardo en la linea del estudio que hemos realizado en la Seccion
2.1 para la familia (2.4). También estudiaremos la relacién de esta familia de
ecuaciones con la derivada respecto al dato inicial de las soluciones de la familia
(2.4).
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Todos los resultados de esta seccién dependen de las propiedades de continui-
dad de las aplicaciones

Co — Lin(Whe Rn)
(w,z) = L(w,z)

CoxC — R»
(w,z,v) — L(w,x)v,

que analizaremos en la siguiente proposiciéon. Recordemos que las condiciones
H1(3) y H2(3) garantizan H1(2) y H2(2) respectivamente. En particular las con-
diciones que imponemos en los enunciados de los resultados de esta seccion ga-
rantizan todas las propiedades de II descritas en la seccion anterior.

Proposicién 2.17. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3).
Entonces,

(i) la aplicacion
Co — Lin(Whe R")
(w,z) = L(w,z)
es continua.
(ii) La aplicacion
U — Lin(Wh= R)
(tox) o L((tw,)

es continua.
(iii) St fijamos (w, z) € Cy, entonces la aplicacion
¢ — R
v = Lw,z)v

es un operador lineal acotado. Ademdas, para cada k > 0,

sup{||L(w,a:)||Lin(cRn) | (w,z) € Cy y ||z]|wre < k:} < 00.

(iv) La aplicacion
C() x(C — R»
(w,z,v) — L(w,x)v

es continua.
(v) La aplicacion

UxC — R"
(t,w,z,v) — L(II(t,w,z))v

es continua.
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Demostracion. Antes de comenzar con la demostracién, recordemos que la conti-
nuidad de 7: @ x C' — [0, r] y la existencia y continuidad de D; F': @ x R" xR™ —
Lin(R",R") para i = 2,3 y de Do7: Q x C' — Lin(C, R) estén aseguradas gracias
a las propiedades H1(1)&(3) y H2(1)&(3).

(i) Sea ((Wm,Tm)) una sucesion en Cy con lm,, o0 (W, Tm) = (W0, T) € Cp en
Q x Wt Vamos a comprobar que

|L(&3a%) v = L(wmaxm) U|

es tan pequeno como queramos para un m suficientemente grande comin para
todos los v € W™ con ||v||y~ = 1. Escribimos

L(w,z)v = Li(w,x) v+ Lo(w,z) v + L3(w,z)v

Li(w,z)v:= DyF(w,z(0), z(—7(w, z))) v(0),
Lo(w,z)v := D3F(w, x(0), 2(—7(w, z)))v(—7(w, x)) ,

Li(w,z)v:= D3F(w,z(0),2(—7(w, z)))&(—7(w, z))-Da7(w, ) v,

y estudiamos por separado el limite de cada sumando |L;(w, %) v — L;(wWp, ) V|-
Fijamos ¢ > 0 y definimos T := 7(0,Z) v Tpm = T(Wpm, T,,) para simplificar la
notacién. Para el primer término, como |v(0)| < 1, tenemos que

|L1(0, %) v — Li(wpm, Tm) V|
= |(DoF (@, 7(0), 5(—7)) — DaF (s, 20(0), Zn(—7m)) v(0)|
< |[DoF(w,2(0),2(—7)) — DoF (Wi, ©1n(0), Zp(— 7)) || Lin(rr &7 5

y por continuidad de 7 y D5 F', se tiene que

sup  |L1(w0,7)v — Ly(wm, zm) v| < € (2.38)

lvllyy1,00 =1

para m suficientemente grande.
Para el segundo término, tenemos que

| Lo (0, T) v — Lo(Wp, Tp) V|

— | D3 F(@,%(0), #(=7)) 0(—=7) — D3F (@i, 2m(0), T (= 7)) v(=T) |
< |DsF(@,2(0), 2(=7)) (v(=7) — v(=7m))|

+ |(DsF (@, 2(0), 2(—7)) — D3F(win, T (0), (7)) v(—=Tm) | -
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Acotamos por separado los dos sumandos. Para el segundo, como ||v||y1.e = 1,
‘ (DsF(@,2(0),2(—7)) — D3F (wnm, (0), xm(—rm)))v(—rm)|
S HD3F(&;7 g(0)7 f<_?)) - D3F(wm7 l’m(()), ‘xm(_Tm))HLin(R",R") )

y el dltimo término es, gracias a la continuidad de 7 y D3F', mas pequeno que
£/2 si m es suficientemente grande. Para el sumando restante,

| DsF(@,7(0), 2(—7)) (v(=F) = v(=7))]|

< |DsF(@, 2(0), 2(=7))||Lin(en k)

|0|| oo | T — Tm| (2.39)
< [|1DsF (@, 2(0), Z(=7)) || Lin(zn ) [T = Tonl

que es m&s pequeno que €/2 si m es suficientemente grande gracias a la continui-
dad de 7 en Cy C €2 x C. Hemos usado aqui el hecho de que

W(=F) — v(—7n) _/O (57 + (1 — 8)70) (F — 70) s

combinado con [|9]|z~ < ||v|lwie = 1. (Esta prueba falla si Lin(W1* R")
es reemplazado por Lin(C,R"™) como codominio de L, porque necesitamos que
|0]| L~ < 00). De este modo queda probado que

sup  |Le(@0, %) v — Lo(wm, zm)v| < ¢ (2.40)

[ollyp1,00=1

para m suficientemente grande.
Para el término de L3, escribimos L3(w,z)v = L3;(w,x) + L3a(w, ) v con

L3 (w,x) := D3F(w,z(0), x(—7(w, x))) 2(—7(w, z))

Lsy(w,z)v := Dot(w, z)v.
Para Lss(w, z) v tenemos, ya que ||[v||jie = 1,

| L3a(w, T) v — Laa(win, Tn) v| = | (D27 (W0, T) — DaT(wWin, ¥1n)) v
< HD2T(@>%) - DQT(wm>$m)HLin(C,R) )

que es menor que £; para m suficientemente grande debido a la continuidad de
Dyr. (Més adelante aclararemos cudl es el valor de ;). Finalmente,

|L31(C~d, E) — Lgl(wm, xm)|
< | (DsF(@,2(0), Z(=7)) = DsF (Wi, £ (0), Zon (=Tin))) & (=)
+ | D3 F (@, 7(0), Z(=7)) (£(—T) = & (7))
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Notemos que

(D3 F (@, 2(0), 2(=7)) = D3 F(wm, 2m(0), Zm(=Tm))) Zm (—Tm)]
< |[DsF(w,2(0),2(—7)) — D3F (W, £ (0), i (—Tm)) || Lin@r oy |20 ||wice
que podemos acotar por €5/2 para m suficientemente grande usando la acotacién

de la sucesién convergente (||z,,||w1.) y la continuidad de D3F. (Més adelante
aclararemos cuél es el valor de ;). Ademaés,

| D3 F(w0,2(0), 2(=7)) (T(=7) = & (—7m))]
< [ DsF (@, 2(0), Z(=7)) |Lin@e gy (12(=7) = Z(=7) [ + |7 — @mallwrree) ,
que claramente podemos también acotar por £5/2, ya que T es continua. Asf que
|L31(w, ) - L3a (w0, %) v — L3y (W, Tm) = Lz (Wi, ) V]
< [L31 (@0, Z)| | L2 (@, T) v — Lag(win, Tm) v
+ | L31(@0, %) — L1 (Wi, Tm)| | La2 (Wi, 7)) V|

< ey |L31(@0,7)| + €2 | Lo (Wi, Tim) V|

<é& HD3F(C~U, 5(0)7 %(_;»HLW(R”,R”) + €9 %?% ||D2T(wm, $m)||Lin(c,R) .

Definimos por lo tanto

e 1= ¢/ (2| DsF(@, 7(0), F(—7)) | Lin(er &) »
€9 1= 5/(2 I,Eéé;( ||D27(wm, fEm)HLin(C,R))
suponiendo que los denominadores no sean nulos (lo que haria més sencilla la

acotacion), y utilizamos las propiedades H1(3) y H2(3) asi como la convergencia
de ((wm,Tm)) a (W, T), para concluir que

sup  |L3(w,T) v — Ly(wm, Tm)v| < € (2.41)

vl 1,00 =1

para m suficientemente grande.
Las expresiones (2.38), (2.40) y (2.41) demuestran que

Til;l}(l)o ||L(wm, fL’m) — L(@, 5)||Lin(W1,oo’Rn) = 07

por lo que (i) esta probado.

(ii) Hemos visto en la Nota 2.16 que II(t,w,z) € Cy para todo (t,w,z) € UY,
por lo que L(II(t,w, x)) estd bien definido. La continuidad de la aplicacién

U° — Lin(Wh R")
(twa) = Lt w,z)
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es consecuencia de (i) y del Teorema 2.6(vi).

(iii) Escribimos L(w,z)v = Lj(w,z)v + Ly(w,z) v + L3(w,x)v como en la
demostracién de (i).

Fijamos (w,x) € Cp. Las aplicaciones lineales C' — R™, v — L;(w,x)v son
continuas para i = 1,2 por serlo C — R™, v — D;F(w,y1,y2)v(l) para todo
punto (y1,y2) € R" x R" y cada [ € [—r,0] fijo, tal y como garantiza H1(3). Y la
aplicacién lineal C' — R™, v +— Lg(w,x)v es continua por serlo Dy7(w, x). Esto
demuestra la primera afirmacion de (iii).

Sean ahora

By :={(w,z) € G [[zllwr~ <k},
Dp:=A{(w,y,3) [weQ, [yn| <k, [y2] <k} CQXR" xR".

Entonces, para t =1, 2,

sup || Li(w, x)HLin(C,]R") < sup | D F(w, y1,y2)HLin(Rn,Rn) )
(w,z)EB (w,y1,y2) €Dy,
que es finito porque, por continuidad, D;F' transforma el conjunto compacto Dy
de Q@ x R" x R™ en un acotado de Lin(R™, R"™). Por otra parte, B es un conjunto
compacto de 2 x C' (véase la Proposicién 1.1), de modo que

sup || Da7(w, ) ||Lin(or) < 00,
(w,x)€EBY

ya que Dy7 lleva el compacto By en un acotado. Deducimos de aqui que
sup || Ls(w, @) [Lin(c,rm)
(w,z)€eBy
< sup k[|DsF(w,y1,92)|luinerny  sup  |[[DoT(w, @) ||Liner) < 00,

(w,y1,Y2) €Dy, (w,z)EB,

lo que completa la demostracion de (iii).
(iv) Vamos a repetir paso por paso la demostracién del punto (i). Tomamos
una sucesion (W, Tm, vm)) C Co x C' con

lim (Wi, T, V) = (0, 7,0)  en Cy x C'.
m—r0o0

Tenemos que comprobar que

L(w,2)v = lim L(wpm, Tm) vm
m—0oQ

en R". Para ello, de nuevo, escribimos L(w,z)v = Lij(w,z)v + Lo(w,x)v +
Li(w,z)v con Ly(w,z)v, La(w,x) vy L3(w,z)v definidas como en (i). Tenemos
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que probar la convergencia para cada uno de los tres sumandos. Denotamos

T=7(@0) Y Tw= (W )
Para el primer término, tenemos que
|1L1(3,7) T — L1 (Winy ) U
(=7)) 0(0) = D2 F (@i, 2 (0), T (—7im)) v (0)]
= | D2F (@, 3(0), #(=7)) (5(0) — vm(0))]
+ [(D2F(@,3(0), 7(=7)) = DoF (wm, 2 (0), Zm(=Tm))) vm(0)]
< D2F(@,%(0), Z(=7)|Lin(zn o) [0 = vl

+ D2 F (w0, 2(0), 2(=7)) = DoF (Wi, 2m(0); L (=Tm)) [ Lin(er ) [|vm]| -

= |D,F(@,%(0), %

La continuidad de 7 y DoF', y la acotacién de la sucesiéon (v,,) en C' (que es una
sucesién convergente), aseguran que

Liy(w,7)0 = lim Ly(Wm, Tm) Um
m—00

en R"™.

El segundo término cumple
| Lo (&, %) T — Lo(wm, Tym) Vi
= | D3 F(@,%(0), 7(=7)) 0(=7) = D3F (Wi, 2 (0), 2 (~Tin)) V(= Tin) |
= | D3F(@,%(0),7(=7)) (V(=7) — vm(=7m))|
+ |(DsF (@, 7(0),7(=7)) — DsF (@i, 2 (0), T (= 7)) Vm(—Tm) |
< || DsF (@, 2(0), 2(—7))[Lin@n &) |0(=T) = Vm(—Tm)|
+ |1 DsF(@,7(0), Z(=7)) — D3 F (W, T (0), Zin (7)) [Lingrn w) [[Vm |-

Tenemos dos sumandos. El segundo se encuentra en el mismo caso que el tltimo
sumando del caso de L;. El primero cumple

1Ds F (@, 7(0), #(=7)) [Lin(ee &) [0(=7) = v (7))
< D5 F (@, 7(0), 2(=7))l|Linn zo) ([0(=7) = 0(=7n) | + [0(=Tm) = vin(=70)])
< || DsF(@,%(0), #(=7))llLinen ey ([0(=7) = 0(=7)| + [T = vinllc) -

La convergencia de (W, Tm, V) a (w, z,v) y la continuidad de v y de 7 permiten
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pues asegurar que

Ly(w,7)0 = lim Lo(Wp, Tn) U
m— o0

en R™.

Por tltimo,
| L3 (&, %) T — Ls(Whns ) Vi
= | DsF(@,%(0), #(~7)) #(~7)-Do7 (@, 7)
— D3F (W, T (0), Zon(—Ton)) o (—Ton) - DT (W, Zn) U
< |DsF(@,7(0), 7(~=7)) &(=7)[| Da7(@,8) T — Do (Wi, @) Vi
+ | Dy F(@,7(0), T(~7)) 7(—7)
— D3F (Wmy @ (0), o (—To)) Eom(—Tn) |- | Do (Wi o) 0| -

La convergencia de (W, Tm, V) a (0,7,0) en Q x C'y la propiedad H2(3) ga-
rantiza la convergencia a 0 de | Do (W, Z) U — DoT (W, Tim) Un|, ¥ por lo tanto del
primer sumando. En particular, | Da7 (Wi, Tm ) vm| estd acotado, lo que junto con
la propiedad H1(3) prueba que también el segundo sumando tiende a 0. Por lo
tanto

L3(w,7)0 = lim L3(Wm, Tm) Um
m—0o0

en R", lo que completa la demostracién de (iv).

(v) Como hemos visto en (ii), L(II(¢,w,z)) estd bien definido para todo
(t,w,z) € U°. La continuidad de la aplicacién

UxC — R»
(t,w,z,v) +— L(II(t,w,x))v

se deduce del punto (iv) y del Teorema 2.6(vi). O

Los resultados que vamos a demostrar a continuacién (Teorema 2.18 y Co-
rolario 2.19) son los andlogos a los Teoremas 2.5, 2.6 y 2.14 para la familia de
ecuaciones variacionales lineales (2.37). En particular, probaremos que esta fami-
lia induce un semiflujo pseudo-continuo (véase la Nota 2.7) en K x W* donde
IC es cualquier compacto positivamente Il-invariante de Cy. También probaremos
en el Teorema 2.20 que este semiflujo es el normalmente denominado semiflujo
linealizado de 11 sobre las semiorbitas de /.

Recordemos que la IT-semidrbita I1(¢,w, z) de (w, z) € Q x W1 estd definida
en un intervalo maximal de la forma [0, 5, ).

Teorema 2.18. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3). En-
tonces
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(i) dados (w,z) € Cy yv € C, existe una inica solucion mazimal z(t,w, z,v) de
la ecuacion (2.37) correspondiente a (w,z) verificando z(s,w,z,v) = v(s)
para s € [—r,0]. Esta solucion estd definida y es continua en el intervalo
[—7, Boz). Ademds, la aplicacion C — R™, v — z(t,w,z,v) es lineal y
continua para todo t € [—r, By.z)-

Definimos ahora
w(t,w, z,v)(s) == 2(t + s,w, z,v) (2.42)

para todos (w,x) € Cy, t € [0,B,.4), v € C, ys € [—r,0]. Entonces,

(i) wt+!,w,z,v) =w(t,wlIl(l,w,x),v)) siempre que el término de la derecha
tenga sentido.

(iii) La aplicacion
UxC — C
(t,w,z,v) — w(t,w,z,v)

estd bien definida y es continua.
(iv) Siv e Wh> entonces w(t,w,z,v) € WY para todo t € [0, B, ).

(v) Sea N
U = {(t,w,z) cU’ |t >r}. (2.43)

Entonces la aplicacion

UOx W — e

(t,w,z,v) — w(t,w,x,v)
es continua.
(vi) Fijamost >0, con
UL = {(w,2)| (fw,z) €U} = {(w,2) € Co| t < Loy} (2.44)
no vacio. Entonces la aplicacion

Z/lt9 x Whee 5 Jyloe

(wv L, U) = w(i W, T, ’U)
es continua.
(vii) Sea

V= {(t,w,z,0)| (t,w,z) €U’ yve Gt con 9(07) = L(w,x)v}.
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Entonces la aplicacion

A
(t,w,z,v) — w(t,w,x,v)

es continua.

(viil) Sea U el conjunto definido por (2.44). Fijamos t>0 con U no vacio, y
(w,7) € Z/{—tQ. Tomamos también p > 0 suficientemente pequeno para que se

cumplan:
1. u(t,w,x) estd definido (es decir, (t,w,z) € U) para todos t € [0,1] y
(w,z) € BL2, con

BLY = {(w, ) € Cy| da(w,®) < p y ||z — Flwre < p};

w,x

2. sup{|lu(t,w,z)||c|t €[0,t] y (w,z) € Bg:g} < 00.

Entonces existe M = M(t,©,7, p) tal que si (w,x) € B2Y se cumple que
lw(t,w, z,v) || < M ||v]|pre

para todo t € [0,1].

Demostracion. (i) Las propiedades (iii), (iv) y (v) de la Proposicién 2.17 nos
permiten aplicar la teoria general de ecuaciones diferenciales con retardo fini-
to que establecen Hale y Verdyun Lunel en [14], Seccién 2.2. Esto nos permite
asegurar la existencia y unicidad local de z(t,w, z,v), su continuidad respecto a
t € [-r,a] para o > 0, y su continuidad con respecto a v € C. El método clasico
de continuacién de soluciones para ecuaciones diferenciales lineales nos permite
garantizar que la solucion z(t,w, x,v) estd definida y es continua en [—7, 5, ;). Y,
como la ecuacion es lineal, también lo es la aplicacién v — z(t,w, x,v).

(ii) Esta propiedad de cociclo se deduce de la unicidad demostrada en el punto

anterior.

(iii) La continuidad de [-r, (,.) — R", t — z(t,w,z,v) establecida en (i)
asegura que w(t,w,z,v) € C si (t,w,z,v) € U° x C. Por tanto la aplicacién
estd bien definida. Elegimos ahora una sucesion ((t,, Wy, Tm, Um)) en U x C' con
limite (£,@,%,7) € U° x C. Como U es abierto podemos suponer la existencia
de to € (t, Bzz) tal que t,, <ty < B, ., Para todo m € N. Para simplificar la
notacion, representamos

Zm(t) := 2(t, W, Tm, V) para todo t € [—r, to]

Wiy (1) := w(t, Wi, Tn, Uy ) para todo t € [0, to]
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para todo m € N. La forma integral de (2.37) asegura que

Zm(t) = v, (0) + /0 L(II(1, Wi, ) Wi (1) dl (2.45)

para todo t € [0,to]. Por otro lado, el conjunto S, definido por (2.19), esta con-
tenido en Cy y es compacto en  x W1 Por consiguiente, I1([0,#,] X S) es un
subconjunto compacto de Cy. La Proposicién 2.17(iii) asegura que

ko = sup{|| L(IL(t, W, Tm)) lLincrny | £ € [0, 0], m € N} < 00, (2.46)

Definimos ahora o := sup,,cy ||vm||c, y deducimos de (2.45) que

to
lwm(®lle < a+ / ko lwn(@ o dl
0

para todo t € [0,to]. Aplicando el lema de Gronwall, obtenemos

lwm()llc < ace®o’

para todos t € [0, ] y m € N. Por lo tanto,
sup{|lwn(t)llc | t € [0, %], m € N} < oo. (2.47)

Deducimos de (2.37), (2.46) y (2.47) que el conjunto {z,,(t) | t € [0,%y], m € N}
esta uniformemente acotado.

Seguimos ahora el esquema de la prueba del punto (v) del Teorema 2.6(iii).
Primero utilizamos el teorema de Arzela-Ascoli para probar que

lm z(t, W, Tim, V) = 2(t, @0, T, 0)
m—0o0

uniformemente en [—r, ty]. Y después, tenemos en cuenta la desigualdad

||U)(t, ('N‘J: 57 5) - w<tm7wma Tm, Um)HC

< w(t,&,Z,0) — w(ty,w, z,0)|c

+ ||w(tm7 &a 57,?}) - w(tma Wmy T, Um)HC )

y nos fijamos en que el término ||w(t,w,z,v) — w(t,,, 0, Z,0)|c es tan pequeno
como queramos para m suficientemente grande, debido a que la aplicacién t +—
2(t,0,Z,v) es uniformemente continua en [—r,to]; y el término ||w(t,w,z,v) —
w(t, W, T, U ) || también es tan pequeno como queramos simultdneamente para
todo t € [0, ] si m es suficientemente grande debido a la convergencia uniforme
mencionada anteriormente.

(iv) Sea v € Wh*. Sabemos que para todo t > 0 se cumple 2(¢,w,z,v) =
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L(II(t,w, z)) w(t,w, z,v). Es sencillo demostrar que, si t > r, ||[w(t,w, z,v)| L~ es
finito, y por lo tanto w(t,w,x,v) € Wh*®. Y si t € [0,r], entonces utilizamos la
desigualdad ||w(t,w, z,v)||wre < ||v]|lwre + ||w(r, w, z,v)||wiee.

(v)&(vi) Estas propiedades se pueden demostrar con los argumentos usados
para probar los puntos (iv) y (v) del Teorema 2.6.

(vii) La prueba de este punto se puede hacer con las ideas de la demostracién
del punto (vi) del Teorema 2.6; de hecho este caso es mds simple. Si el limite
en VO de ((tm, Wi, Tm, U)) €8 (6,0, T,0), si ty < to < Bupan, ¥ si definimos
Zm(t) = 2(t, W, Tm, Uy) para todos t € [—r,tp] y m € N, entonces la equiconti-
nuidad de la familia {Z,,(t)| m € N} en [0,%,] se deduce de (2.37), el punto (i)
de la Proposicién 2.17, y la continuidad uniforme de IT en [0,%] X S, donde el
conjunto S esta definido por (2.19). Ademas, z(¢,w,Z,v) es una funcién de clase
C([—r, to],R"™), lo que nos permite completar la prueba de este punto.

(viii) Fijamos (f,@,7). La existencia de una constante p > 0 para la cual se
cumplen 1 y 2 estd probada en el punto (i) del Teorema 2.14, donde también
probamos que (véase (2.29))

¢ = sup{[lu(t,w, ) lwr~ | £ € [0,7] ¥ (w,7) € BLY} < oo.
Entonces, teniendo en cuenta el punto (iii) de la Proposicién (2.17), tenemos que
= 0

¢ = sup{| L(I(t, w, ) lluimiemr | ¢ € [0,7] y (w,2) € BEZ} < oo,

, T

Tomamos t € [0,1], (w,z) € Bg:g y v € W1 Teniendo en cuenta (2.37), obtene-

mos
t
|z(t,w,x,v)| < ‘U(0)| + HL(H(lvwvx))HLiH(CR")Hw(lﬂwﬂx?U)Hcdl
0
t
< HU\|W1,OO+/ el w, z,0)|lc .
0
Por lo tanto
t
e, )l < ol + [ Tlw.wo,0)lo
0
y el lema de Gronwall permite asegurar que
|w(t, w, z,v)||c < eCt |v|lwre -

Ahora podemos terminar la prueba de (viii) facilmente: véase por ejemplo el final
de la demostracion del punto (ii) del Teorema 2.14. O

Corolario 2.19. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3). Sea
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K C Cy un compacto positivamente Il-invariante. Definimos w(t,w,z,v) por
(2.42) para todos t € RY, (w,z) € K yv € C. Entonces

(i) la aplicacion

MR < KxC — KxC
(t,w,z,v) — (II(t,w,x),w(t,w,x,v))

es un semiflujo skew-product lineal con base (IC, 11, RY).
(ii) La aplicacion

M R K x Whe 5 K x Whe
(t,w,z,v) — {(t,w,z),w(t,w,z,v))

verifica las propiedades (f1) y (£2) de la Definicion 1.2, con 2 reemplazado
por I x W (para todo t > 0 y todo | > 0 en el caso de (f2)). Ademds,

- la aplicacion

[r,00) X K x W — € x Whee
(t,w,z,v) — ((t,w,z),w(t,w,z,v))

es continua.
- Para cada t > 0, la aplicacion

H%: Kx Whe 5 K x Whe
(w,2,0) = (I w,z), 0w, z,v))

es continua.
- Si definimos

Ve = {(t,w,z,v) € V°|(w,2) € K}
{(t,w,z,v) ERT X K x C'| 9(07) = L(w,z) v},

entonces la aplicacion

Ve = K xWhe
(t,w, z,v) — {(t,w,z),w(t,w,x,v))

es continua.

Demostracién. Por el Corolario 2.11 sabemos que (IC, IT, R™) es un semiflujo glo-
bal continuo. Teniendo esto en cuenta, todas las afirmaciones de este corolario se
deducen facilmente del Teorema 2.18. O
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El teorema anterior demuestra que

I RY x K x Whe — | x Whee
(t,w,z,v) — ((t,w,x),w(t,w,x,v)

es un nuevo semiflujo pseudo-continuo (véase la Nota 2.7). Como ya hemos co-
mentado, en el siguiente resultado (Teorema 2.20) demostraremos que ITX es el
semiflujo linealizado de II, en el sentido de que cada una de sus semioérbitas de-
termina la derivada con respecto a la condicion inicial de las semiérbitas de II; en
otras palabras, w(t,w, z,v) = u,(t,w, ) v. El primer punto del teorema esta pro-
bado por Hartung en [15], Teorema 4. Sin embargo, detallaremos parte de la
prueba para que nos ayude a comprender el significado dindmico de u,(t,w, ).

Los conjuntos Cy v U° que aparecen en el siguiente teorema estdn definidos
por (2.35) y (2.36) respectivamente.

Teorema 2.20. Supongamos que F' y 1 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), y fije-
mos (w,z) € Cy.

(i) Seat €[0,8,..), entonces existe

u(t,w,x +¢ev) —u(t,w,x)

Uz (t,w, z) v = lim en WhH> (2.48)

e—0 g

uniformemente en v € By, donde

By = {ve W | [|[v]lyre = 1}.

(i) Sea w(t,w,x,v) la funcion definida en (2.42). Entonces

Uz (t,w, x)v = w(t,w, x,v).

(iii) Seat €0,y ). Entonces

i w2t v) —ultw 2) — Ut w, @) vflwre
loll 1,00 =0 [0][r1.00

Es decir, la aplicacion © +— u,(t,w,z) es la derivada en el sentido de
Fréchet.

Demostracion. (i) y (ii) Fijamos para toda la demostracién un punto (w,z) €
Co. Ademsds, suponemos que cualquier v que aparezca pertenece a By. También
fijamos un tiempo cualquiera 7' € (0, 5, ). Por el Teorema 2.6(i), existe 6 > 0
tal que para todo € € [—4, d] existe y5(t) := y(t,w, z + e v) para todos t € [—r,T]
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y v € B;. Para simplificar la notacién, definimos
us(t) == u(t,w,x +ev), T (t) == T(wt,ug(t)),

-
2p(t) = z(t,w, z,v), wy(t) == w(t,w,x,v),

para todos € con |¢| < §,t € [0,T] y v € B;. Recordemos que z(t,w,z,v) es la
solucién de (2.37),.4, con z(s,w,x,v) = v(s) si s € [—r,0], y w(t,w,z,v)(s) =
z(t + s,w, z,v). Notemos que y2(¢), u2(t), y 72(t) son independientes de v. Por
esto vamos a omitir el subindice v cuando € = 0.

Hartung prueba en el Teorema 2 y el Corolario 1 de [15] que si (w,x) € Cg y
t €0, 8,.4), entonces

t —u(t
ux(t,w,a:)v:limu(’w’x+sv) ult, w, 2) en C
e=0 € (2.49)
uniformemente en v € By .

También prueba que
Uz (t,w, )v = w(t,w, z,v) . (2.50)

En particular, la aplicacién u,(t,w,z): W1 — C es lineal. Ademds, el Teorema
2.18(iv) asegura que w(t,w, z,v) € W1 siv € W por lo que (2.50) garantiza
que la aplicacién u,(t,w,x): W — W est4 bien definida. Nuestro objetivo
es probar que (2.49) se cumple para la topologia de W1,

Dado que T es arbitrario, un argumento estandar de compacidad y la igualdad
(2.50) nos permiten escribir (2.49) como
us(t) = u'() iy
c (2.51)
para todo t € [0,T] uniformemente en v € Bj .

lim
e—0

— wy(t)

3

Por la misma razén, podemos escribir (2.48) como

€ 0
e = w0
e—0 g

— wy(t) H =0
W1l,00

para todo ¢ € [0,T] uniformemente en v € Bj .

Sabemos que (y<(s) — §°(s))/e = i(s) = Z,(s) para casi todo s € [—r,0]. Este
hecho junto con (2.51) y la definicién de ||-||1. nos permiten reformular nuestro
objetivo: nos basta con probar que

0 c = () (2.52)

uniformemente en t € [0,T] y v € By .

Como F'y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), y ademads yZ(t) verifica (2.4)y z4co,
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podemos escribir

go(t) = 9°(t) _ Flwtys(t) ys(t=77 (1)) — Flw-t,y°(t), y°(t=7°(t)))

g 9

_ / (DQF(w-t, Sy (0 + (1 )50, s (-7 (1))
(1 -8y () (M)) ds

£

N / (DsF(w-t, SyE(t) + (1= 8)3°(t), s yS(t—r (1))

+(1=9)y"(t=7"(1))) (yf(t_ns(t)) — U (t)))) ds .

Veamos que la propiedad (2.52) es consecuencia de las siguientes afirmaciones: el

limite cuando € — 0 del primer integrando de la anterior igualdad es

li := DoF (w-t,y° 1),y (t—7°(1))) 2(t) ,

' _ (2.53)
uniformemente en ¢t € [0,7], s € [0,1], y v € By,

y del segundo sumando es

ly := DsF(w-t,4°(t), 4" (t—7°(1))) 2(t—7%t))
— Dy (w-t,y°(t), g (1= 1)) y°(t=7%1))- Dar° (1) wy (1) (2.54)
uniformemente en t € [0, 7], s € [0,1], y v € By .

Supongamos para ello que (2.53) y (2.54) son ciertos. Entonces la continuidad de
DyF 'y D3F que asegura H1(3) y la ecuacién (2.37) nos permiten afirmar que

tim S =00 b, ot (0,400 -0(0) 2,00
+ Dy (w0t (0), (- 7(0) 4l -70(0)
= Dy (0,7 0) 0 0)-Dar (0,1
X

= L(II(t,w, x)) wy(t) = 2,(¢)

uniformemente en t € [0, 7], s € [0,1], y v € By, que es lo que dice (2.52).

Falta demostrar que se verifican (2.53) y (2.54). El punto (iii) del Teorema 2.6
asegura que I1: RTxQx W1 — Qx C es continua, lo que nos permite afirmar que
dado p > 0 existe § = §(p) > 0 tal que si e < § entonces ||us(t)—u’(t)||c < p para
todos t € [0,T] y v € By. Es decir, que lim, o u:(t) = u°(t) en C uniformemente
ent €[0,T] y v € By. Esta propiedad garantiza que los siguientes limites existen
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y son uniformes en [0,T] y v € By:

y(t) = limy; (t),

e—0
T0(t) = lim 7(1), (2.55)
P(=7°() = lim e (t—(0).

El dltimo de estos limites se deduce de los otros dos y de la desigualdad triangular

Iy (t=7°(1) — ys (t=r7 D) < Iy (t=7"(1)) =y (t=7 (D))
Iy (=77 (1) — st =77 ()]

Ademas, (2.51) garantiza que

Y (1) — ()

lim &——>——= = 2, (¢

me A0 (2.56)
uniformemente en t € [—r,T] y v € B; .

Uniendo a todo lo anterior la continuidad de Dy F' asegurada por H1(3), tenemos
demostrada la afirmacién (2.53).
Para probar (2.54) necesitamos ver que

i B =) = 5t =7°()

e=0 e = 2, (t=°(1)) =9’ (t=r°(t))- Do7 () wy (t) (2.57)

uniformemente en t € [0,7] y v € B;. Escribimos

Yo (L=, (1) —y°(t=7°(t))
_ oy (t=75(1) =y’ (t=77 (1)) n Pt—7 (1) —y°(t—7°(t))

Y

y reformulamos (2.57) como

S(t—71E(1)) — 0 t—T5(t
lim yv( Tv( )) Y ( Tv( )) — Zv(t—TO(t))
e—0 19 (258)
uniformemente en t € [0,T] y v € B,

;1'3% Y (t—7,7 (1)) ; y(t=7"(t)) = —°(t—=7°(t)) - Dot °(t) wy(t) (2.59)

uniformemente en t € [0,T] y v € B, .
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Para probar (2.58), escribimos

‘ yzf(t_TvE(t)) — y()(t_Tva(t)) _ Zv(t—TO(t)) ‘

ys (=7, (1) —y°(t =77 (1))

<

(- (1)) \
] 2t =T (1) — 2 (t—T°(1)) | -

El limite cuando € — 0 del primero de estos dos ultimos sumandos es 0 unifor-
memente en t € [0,7] y v € By, tal y como se deduce de (2.56). Por lo tanto,
(2.58) es consecuencia de

lm | z,(t—75(t)) — 2,(t—7°(t)) | = 0
€20 } | . (2.60)
uniformemente en t € [0, 7] y v € By .

Esta propiedad se deduce de lim. o 75(¢) = 7°(¢) uniformemente en ¢t € [0,7] y
v € By (véase (2.55)), junto con la equicontinuidad de la familia {z,| v € B;}
en [—r,T], ya que si s; y so pertenecen a [—r,0] entonces |z,(s1) — z,(s2)] <
e ||0]| L |s1 — s2| < |s1 — s2|, de modo que la familia es equicontinua en [—r,0]; ¥
sit >0, |2,(t)] < || LIt w, 2))||Lin(w 0o &y [y () |[wi. < k para todos t € [0, 7]
y v € By, lo que garantiza la equicontinuidad en [0, T]. La existencia de k es conse-
cuencia de la continuidad uniforme de la aplicacién [0, 7] — Lin(W1*° R"?), ¢ —
L(II(t,w, x)) (véase la Proposicién 2.17(ii)) y del Teorema 2.18(viii). De modo
que (2.60), y por tanto (2.58), estdn probados.
Ya sélo falta probar (2.59). Escribimos

yt=77(1) -y’ (t—=7°@))
€

- / P(t—s7E(t) — (1— 5)70(t)) ds -

70(t) — 7.5(t) .
5

Como (w,x) € Cy, por el punto (vi) del Teorema 2.6 sabemos que ° es uniforme-
mente continua en [—r, T y de esto deducimos que

lim (157 (1) — (1= ) 7°(1)) = §°(1=7°(1))

e—0

uniformemente en t € [0,7], s € [0,1], y v € By .

Por lo tanto

1

liy | PPt—s7(t) — (1 —s)7°(t) ds = §°(t—7°(1)) (2.61)

uniformemente en t € [0,7], s € [0,1], y v € By .
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Por ltimo, escribimos

T ) [ 0 ey () — ug(t)
ll—%f = ll_r}(l) i Dot (wt, su’(t) + (1 — s)u; (t))f d
Deducimos de H2(1)&(3) y de lim. o us(t) = u°(¢) uniformemente en t € [0, 7]
y v € By (véase (2.55)), que
h’rr(l) Dot (w-t, suf(t) + (1 — s)u’(t)) = Dot(w-t,u’(t))
e—
en Lin(C, R), uniformemente en ¢t € [0,7], s € [0,1], y v € B;. Adem4s, sabemos
por (2.51) que lim._,o (u(t) —u(t)) /e = w,(t) en C' uniformemente en ¢ € [0, T
y v € By. Asi, podemos concluir que
CTOt) = (1) 0
g —— = ~Drlwtu)w(t) (2.62)
uniformemente en t € [0,7] y v € B .

Las igualdades (2.61) y (2.62) prueban (2.59). Con esto, tenemos probado (2.57).
Las igualdades de (2.55), la continuidad de D3F asegurada por H1(3), y (2.57)
nos permiten probar (2.54), lo que completa la demostracién de (i) y (ii).

(iii) Esta propiedad es una consecuencia facil de la uniformidad establecida
en (i). Llamamos € = ||v||y1., de modo que ¢ — 0 si y sé6lo si ||v||wre= — 0.
También llamamos ¥ = (1/¢) v y observamos que v € B;. Utilizando (i), tenemos

que
I§ HU(t,W,I—l-’U) —u(t,w,x) _ux(t7w7'r)UHW1’°°
fm
[vllyyr1,00 =0 | v]|wi.c0
— lim |lu(t,w,z 4+ €v) — u(t,w, x) — € uy(t,w, ) V||wr= o,
e—0 9
lo que prueba (iii). Esto completa la demostracién del teorema. ]

Noétese que el Teorema 2.20(ii) asegura que la aplicacién (¢, w, x,v) — u,(t,w, x) v
cumple todas las propiedades de continuidad descritas en el Teorema 2.18.

Completamos esta seccién con un andlisis mas profundo de las propiedades
de regularidad de wu,(t,w, z)v.

Teorema 2.21. Supongamos que F' y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), y con-
sideremos los conjuntos U7 y U definidos por (2.44) y (2.43), respectivamente.
Entonces,

(i) si fijamos t >0 tal que Z/{%Q no es vacio, entonces la aplicacion

UL — Lin(Whee, Whee)
(w,z) — uz(i‘v,ww)
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es continua.

(ii) La aplicacion
U0 = Lin(Whee, Wwhee)
(tw,z) — u(t,w,x)

es continua.

Demostracion. En toda la prueba vamos a tener en cuenta que u,(t,w,z)v =
w(t,w,x,v) (véase el Teorema 2.20) y que la funcién t — w(t,w,z,v)(0) =
2(t,w, x,v) resuelve (2.37),,.

(i) Tomamos una sucesion ((wm, Z,)) en U7 con limite (0, T) € UL. También
una constante p que verifique las condiciones 1 y 2 del punto (viii) del Teorema
2.18. Ademas, suponemos, sin restricciones, que (W, T.,) € Bg:g paratodom € N.
Para todo v € W1 representamos, para simplificar la notacién,

Zm(t,v) == 2(t, W, Tm, V)

y
Wy (£,0) : = W(t, Wiy, T, v) y W(E,0) := w(t,®,T,v) para t € [0,1].
Ahora, teniendo en cuenta la ecuacién (2.37), obtenemos
t
2600 = 2t 0)] < | [ (L0t ) = L5, ) i)
0

(2.63)
_l’_

/Ot L(II(, @, 7)) (w(l,v) — w(l, v)) dl ‘

para todo t € [0,¢]. Fijamos ¢ > 0, definimos S por (2.19), recordamos que
S C Cy, y usamos la propiedad (ii) de la Proposicién 2.17 y la compacidad de
[0,7] x S para encontrar mg € N tal que

| LL(t, Wiy ) — L(IL(E, 0, 2)) ||Lin(wroe mny < €
para todos t € [0,%] y m > mg. De acuerdo con el punto (viii) del Teorema 2.18,
existe M > 0 tal que
[[wn (8, 0) [[wree < Mol

para todo t € [0,¢]. Y ademads el punto (iii) de la Proposicién 2.17 asegura que

k= sup [|L(II(t,w, 2)) | Lin(c,rn) < 00
te[0,t]

Por lo tanto, considerando todo lo anterior y aplicdndolo a (2.63) tenemos que

t

1Z(t,v) — zpu(t,v)] < et M 0|00 +/ k|lw(l,v) —wn(l,v)|cdl
0
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para todos ¢t € [0,t] y m > mg. Como [Z(t,v) — z,(t,v)] = 0 si t € [-r,0],
podemos concluir que

t
|w(t,v) — wn(t,v)||lc < et M ||v]|wre +/ k|w(l,v) — wn(l,v)|cd
0

para todos t € [0,t] y m > mg. El lema de Gronwall nos permite afirmar que
|@(t, v) — wim(t,v)||c < et M ||v|lpre bt = 5M||v||W1,oo
para todos t € [O,%v] y m > my, donde M =1 M e**. Tenemos entonces

Z(t,0) = Z(t,0)| < |LOL(E D, 7)) — LI Wi, Tn)) | in(wroe gy [ (E,0) e
HILALE @, 2))|Linorn) [[0(F 0) = w(t, )l
< e M |llwie + ek M [[v]lwroe = M* [|v]lre

para todos t € [O,ﬂ y m > mg, donde M* := M + k M. También sabemos que
|Z(t,v) — Zn(t,v)| = 0sit € [—r,0]. Por lo tanto, si m > my, tenemos que

15, v) = win (,0) [wree < & (M + M) [Joflwre

Como las constantes M y M* pueden ser definidas desde el comienzo, (i) queda
probado.

(i) Sea ((tm,wm, Tm)) la sucesién en U con limite (t,&,7) € U y supone-
mos, sin restricciones, la existencia de te (to, Bz z) con 2r < t,, < t < B wm
para todo m € N. También elegimos una constante p que cumple las condiciones
1y 2 del punto (viii) del Teorema 2.18 para (t,&,Z) y suponemos, de nuevo sin
restricciones, que (W, Tp,) € Bg:g para todo m € N. Para simplificar la notacién,
para cada v € W representamos

Fijamos € > 0 y tenemos que

|w(to, v) — W (tm, V)|

< |w(to, v) — W (to, v)||wree + ||wm(to, V) — Wi (tm, V)]s .
Por (i) sabemos que el primer sumando tiende a 0 cuando m tiende a infinito, por

lo que nos centraremos en el segundo sumando. Por la ecuacién (2.37) sabemos
que

(£, ) — 2 (£, 0)] = ‘/t LTI wor, 20n)) W (1, 0) dl
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para todos t y t* € [r,t| y m € N. Definimos S por (2.19), de modo que S C Cy.
La propiedad de continuidad del punto (ii) de la Proposicién 2.17 y la compacidad

de [0,¢] x S nos permiten asegurar que
k* = sup{|| L(IL(, Wi, Tn)) | Linewroo gy | £ € [1E] ¥y m € N} < 00
y que existe my € N tal que
| L(IX(to+ 8, Wi, Tm)) — L (L4 8, Wiy Tm)) || Lin(wte gny < €

para todos m > mg y s € [—r,0]. Por lo tanto, de acuerdo con el punto (viii) del
Teorema 2.18, existe M > 0 tal que

[[wm (8, 0)[[wiee < M [[0][wie

para todo t € [0,t]. Por razones que quedardn claras mas adelante, suponemos
que k* M > 1. Tenemos

|zm(t,v) — 2 (t",0)| < E*M |t — t*] ||v]|wr

para todos t y t* € [0,t]. Por otro lado, si t y t* € [—r, 0] entonces
[2m(t,0) = 2 (87, 0)] = o(t) — o) < [t = [ [[0]| e < KM [t = [ [Jv]lwree
v, 51 —r <t <0< ¢t* §t~,secumple
[2m(t,0) = 2 (87, 0)] < [zm(E,0) = 2 (0, 0)] + |2 (0, v) — 2 (7, )|
< —t k"M ||v||wroe + kM ||v|lwre = [t5 — t| k™ M ||v]|wr .

En consecuencia, si t y t* € [0,t] y m € N, obtenemos
[wm(t,v) = win (%, v)|lc < K" M [t = 27| [Jvllwr. .

Ahora elegimos m; > mg tal que [t,, — to| < & si m > m; y tenemos en cuenta
que tg > 1y t,, > r, para concluir que si m > my y s € [—r,0] se cumple que

|Zm(to+ s,v) — Zp(tm+ s,0)|
< [ LL(to+ 8, Wiy Tm)) — LI (Em+ 5, Wiy Tm)) || Lin(wtoo oy || Wi (to+ 5, 0) |l
+ [| LIt + 8, Win, xm))HLin(C,R”) [wm(to+ 5,v) — win(tm+ s,0)|c
<eM|[vllwre +e (k") M [[v]lwree =& M [v]lwice,

donde M* := (1 + (k*)?) M. Por lo tanto, si m > my obtenemos que

|wm (to, v) — W (tm, V) |wiee < e (K™ M 4+ M™) |01
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y como k*, M y M* pueden definirse desde el principio, tenemos probado (ii) y,
por tanto, el teorema. O

2.4. Construccion de la envolvente

El objetivo de esta seccién es describir el proceso que nos permite incluir una
ERDE n-dimensional no auténoma del tipo

y(t) = f(ty(), y(t =7t ), 20 (2.64)

dentro de una familia de ERDEs n-dimensionales no autéonomas de la forma

y(t) = Flwt,y(t), y(t = r(wt,p))), =0 (2.65)

para w € . El conjunto 2 serd un espacio métrico compacto, y w-t := o(t,w),
siendo o: RxQ — ©Q un flujo continuo. Estableceremos también condiciones sobre
el campo vectorial f y sobre el retardo 7 que garanticen que F y 7 verifiquen
HI1(1),(2)&(3) y H2(1),(2)&(3), las cuales hemos impuesto en distintos puntos de
las secciones anteriores.

El proceso de inclusion de (2.64) en la familia (2.65) se basa en la idea de
Bebutov [4] de la construccién de la envolvente: este serd nuestro espacio .
En el contexto de ecuaciones funcionales el proceso aparece explicado en Hale y
Verdyun Lunel [14] e Hino, Murakami y Naito [22]. La idea fundamental ya se
ha explicado en la introduccion a este capitulo: las trasladadas en tiempo de las
soluciones de (2.64) no son soluciones de la ecuacién. Sin embargo, las trasladadas
en tiempo de las soluciones si que son soluciones de las ecuaciones trasladadas en
tiempo.

Supongamos para empezar que la aplicacion

(f,7): RxR*"xR"xC — R"x|0,r]
1 y2,2) = (f(Ey,42),7(4 7))

(donde f y 7 son el campo vectorial y el retardo de (2.64)), es continua. Mas ade-
lante impondremos mas condiciones. Recordemos que el conjunto C' es el espacio
vectorial C'([—r,0],R™) de las aplicaciones continuas de [—r, 0] en R™ dotado con
la norma ||z[|c = sup,e|_,. o) [2(s)|, ¥ que la correspondiente distancia dota a C' de
estructura de espacio métrico.

Sea C' := C(R x R™ x R" x C,R™ x [0,7]) el espacio vectorial de aplicaciones
continuas definidas en R x R" x R™ x C' con llegada en R" x [0,7], y sea C, :=
Co(RxR"xR"x C,R™x [0, r]) el espacio topoldgico determinado por la topologia
compacto-abierta sobre este conjunto.
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Definimos ahora, para cada t € R,

(f, 1) RxR*"xR*"x C — R"x[0,7]
(Sayby%x) = (f(t+87y17y2)7?(t+87x))'

Claramente (f;,7;) € C para todo ¢ € R. Definimos también

F={(f.7)|t €R}.
En adelante trabajaremos bajo las siguientes condiciones (una o las dos):
(e) F es una familia equicontinua en R x R” x R" x C.

(a) El conjunto {(f(t,a,b),7(t,u))| t € R} C R™ x [0,r] esta acotado para
todo (a,b,u) € R" x R" x C'. (Y por lo tanto es relativamente compacto en
R™ x [0, 7]).

Definicién 2.22. Sea (f,7) € C. El conjunto
Q := clausurag {(fi,7;) |t € R} C C,
es la envolvente de (f, 7).
La Proposicién 8.1.2. de [22] prueba el siguiente resultado:

Proposicién 2.23. Supongamos que se cumple (e). Entonces el conjunto € es
también una familia equicontinua en R x R™ x R™ x C.

Por otra parte, los espacios R x R" x R" x C'y R™ x [0, r] son espacios métricos.
Denotamos por d; la distancia del primer espacio y por ds la distancia del segundo.
Dado que R x R"™ x R"™ x C' es separable, el conjunto C = C(RxR"xR"x C,R" x
[0, r]) puede equiparse con una métrica d, definida de la siguiente forma: fijado un

subconjunto denso y numerable {a1,...,a,...} de R x R" x R" x C, definimos
1
d(g1, 2) Z— 2(01(ax), 62(a)) (2.66)

1+ da(g1(ar), g2(ar))

para gi, ga € C. Es facil comprobar que d define una distancia en C'. Denotamos
por Cy el correspondiente espacio métrico.
La Proposicién 8.1.3 de [22] demuestra:

Proposicion 2.24. Supongamos que se cumple (e). Entonces la topologia indu-
cida por Cyq sobre F y sobre () coincide con la topologia inducida por C..

A su vez, y dado que R x R" x R™ x C' es separable y R™ x [0, 7] es completo,
el Teorema 8.1.4 de [22] demuestra:
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Proposicién 2.25. Supongamos que se cumplen (e) y (a). Entonces F es un
conjunto relativamente compacto en C..

Estos resultados nos permiten concluir:

Corolario 2.26. Supongamos que se cumplen (e) y (a). Entonces  es un espacio
métrico compacto. Ademds la distancia en Q estd dada por do(g1, g2) == d(g1, g2),
con d definida por (2.66).

Definicién 2.27. El espacio métrico compacto €2 es la envolvente del par inicial

(f,7)-

Notas 2.28. 1. Es facil comprobar que la equicontinuidad en el espacio métri-
co R x R" x R"™ x C' equivale a equicontinuidad uniforme en cada subconjunto
compacto.

2. La topologia compacto-abierta coincide con la topologia de la convergencia
uniforme sobre compactos. Es decir, w = lim,, oo wy, en 2 si y solo si (wy,)
converge a w uniformemente sobre cada compacto de R x R" x R™ x C.

3. Como 2 puede también definirse como la clausura de F para la métri-
ca, cada elemento w de € es o bien (f;,7;) o bien el limite de una sucesién
((ft,s T, ). En particular todo elemento w puede escribirse como un par (wy, ws),
donde wy: R x R" x R" — R™ (como f) y wy: R x C — [0,7] (como 7).

La construccién anterior nor permite, bajo las condiciones (e) y (a), considerar
la familia de ERDEs

Y(t) = wi(t,y(t), y(t — wa(t,ue))) , t>0 (2.67)

para w = (w1, wsz) € 2. Notemos que la ecuacion inicial (2.64) es parte de esta
familia: estd dada por el elemento (f, 7) de §2. De hecho esta familia coincide con la
familia (2.65) que queremos construir. Pero para probar esta relacién necesitamos
definir tres aplicaciones mas.

Definimos primero
c:RxQ — Q

(t,w) — wt (2.68)

por traslacion en el tiempo. Es decir,

wit=(wpt,wyt): RXxR*" xR*"x C — R"x[0,r]
(Svylvaax) = w(t_’_svyhy%x)
= (wl(t+Saylay2)7w2(t+sax))'

Y definimos también

F:OxR*"xR* — R»
(w1, w2), y1,92) = wi(0,91,92)
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T:QxC — [0,7]
(w1, ws),z) — ws(0,x).

Proposicién 2.29. Supongamos que se cumplen las condiciones (¢) y (a). En-
tonces

(i) o define un flujo continuo en Q.
(ii) Las aplicaciones F' y T son continuas en sus dominios.
(i) Las familias (2.65) y (2.67) coinciden.

Demostracion. (i) Es inmediato comprobar que o cumple las condiciones (f1) y
(f2) de la Definicién 1.2. Por lo tanto falta pues probar su continuidad.

Sean w = lim,, yoo Wy, €n Q y t = lim,, oo t,, en R. Sea K un compacto de
R x R® x R™ x C. Y denotemos por || - || la norma en R™ x [0,r]. Entonces, si
(s,91,Y2,7) € K, tenemos

|w-t(s, Y1, Y2, T) — Wit (5, Y1, Y2, 7)||
= llw + s, 91,92, 2) — win(tm + 8,1, Y2, 2) |
< w(t + 8, y1,Y2, ) — win(t + 8, Y1, Yo, ) ||
+ [|wm (t+ 8, y1, Y2, ) — Wi (b + 8, Y1, Yo, T) ||

El conjunto K; := {(t + s, 91, y2, ) | (s,y1,%2,2) € K} es compacto. Por lo tanto
(wm) converge a w uniformemente sobre K; (véase la Nota 2.28.2), lo que asegura
que el primer sumando es tan pequeno como se quiera si m es suficientemente
grande, simultaneamente para todos los puntos de K. La equicontinuidad de 2
garantizada por la Proposiciéon 2.23 asegura lo mismo para el segundo sumando
(véase la Nota 2.28.1). Esto prueba (i).

(ii) Detallamos la demostracién de la continuidad de 7, y omitimos la de F,
que es andloga. Sean w = lim,;, oo Wy, en Q y x = lim,, , x,, en C. Entonces

(W, ) = 7(Wm, &) = [w2(0,2) = (Win)2(0, Zm)]
< [w2(0, 2) = (wim)2(0, )] + |(wWm)2(0, 2) = (Wim)2(0, zm)]

Como en (i), la convergencia de (w,,) a w y la equicontinuidad de {2 demuestran
)

que la expresion anterior es tan pequena como queramos para m suficientemente

grande.

(iii) Notemos finalmente que si y es una aplicacién definida en un intervalo
[—r,8), vy si w= (w1, ws), tenemos

Flwt,y(t),y(t — 7(wt, y))) = wi-t(0,y(t), y(t — w2-t(0, 1))
= w1 (t7 y(t)7 y(t - WQ(tv yt)) )
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lo que demuestra (iii). O

La ventaja de la formulacién (2.65) frente a (2.67) es que pone de manifiesto
la conexion entre todas las ecuaciones de la familia, que son o bien trasladadas
en tiempo de la ecuacién inicial o bien limites de dichas trasladadas. Hemos visto
a lo largo de este capitulo que esta formulacién permite definir un flujo (pseudo-
continuo) en © x W pese a la dependencia en el tiempo de la ecuacién inicial.

Nuestro siguiente objetivo es establecer condiciones sobre f y 7 que garanticen
que Fy 7 verifiquen H1(1),(2)&(3) y H2(1),(2)&(3). Enunciamos ahora esa lista
de propiedades:

hl (1) La familia {f;| t € R} es equicontinua en R x R™ x R" y el conjunto
{f(t,a,b)| t € R} esté acotado para todo (a,b) € R" x R™.
(2) f(t,a,b) es localmente Lipschitz-continua en sus segundo y tercer ar-
gumentos en el siguiente sentido: para cualquier par de compactos K
y Ko de R", existe una constante L = L(Ky, /) > 0 tal que

|f<t7y17y2) - f(t7g17g2)‘ < L (‘yl - g1| + ’yQ - ng)

para todos t € R, y1, 41 € Ky e ya, U2 € K.

(3) f: RxR"xR" — R" es diferenciable respecto a sus segundo y tercer
argumentos; las funciones D;f: R x R" x R" — Lin(R", R™) son con-
tinuas para i = 2,3; las familias {(D;f); | t € R} son equicontinuas en
R x R™ xR™ para i = 2,3; y los conjuntos {D; f(t,y1,y2) | t € R} estén
acotados en Lin(R™, R™) para todo (yi,y2) € R" x R" y para i = 2, 3.

h2 (1) La familia {7; | t € R} es equicontinua en R x C, y ademaés el conjunto
{7(t,x)| t € R} esta acotado para todo z € C.

(2) 7(t,u) es localmente Lipschitz-continua en su segundo argumento en
el siguiente sentido: para cada compacto M C C existe una constante
Ly = Ly(M) > 0 tal que

|7ﬂ:(t7x) - ?(t,f” < L2||J7 - %HC

para todos t € Ry x,7 € M.

(3) 7: R x C' — [0,7] es diferenciable respecto a su segundo argumento;
Do7: Rx C — Lin(C, R) es continua; la familia {Do7; | t € R} es equi-
continua en R x C; y el conjunto { D7 (t,z)| t € R} es relativamente
compacto en Lin(C,R) para todo = € C.

Teorema 2.30. Supongamos que f yT satisfacen h1(1) y h2(1), respectivamente.
Entonces,

(i) se cumplen (e) y (a), y ademds F y 7 satisfacen H1(1) y H2(1), respectiva-
mente.
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(i) Si f satisface también h1(2), entonces F satisface H1(2).
(i) Si 7T satisface también h2(2), entonces T satisface H2(2).
(iv) Si f satisface también h1(3), entonces F' satisface H1(3).
(v) SiT satisface también h2(3), entonces T satisface H2(3).

Demostracion. (i) Es inmediato observar que las condiciones h1(1) y h2(1), jun-
tas, suponen una reformulacién de (e) y (a). En estas condiciones, la Proposicién
2.29 asegura que se cumplen H1(1) y H2(1).

(ii) Fijamos un punto w = (wy,ws) de Q. La definicién de 2 garantiza que
(Wi, ws) = My, 00 ((f1,,72..)) en C para una sucesion (t,,): véase la Nota 2.28.3.
Tomemos dos compactos K1 y Ko de R™, y la constante L = L(Ky, Ky) propor-
cionada por h1(2). Entonces, si y1,91 € K1 € 4o, 92 € Ko,

|F(w7y17y2) - F(w7g17g2)| = |w1(07y1ay2) _wl(ovglag2)|
= nlbl/—I}loo(ftm(O’yhyQ) - ftm(07g17g2>> ’ = ‘mh/—rgo (f(tmayl)yQ) - f(tmaglagQ))
< L(ly1 — il + [y2 — 32)

lo que demuestra H1(2).

(iii) El argumento utilizado en (ii) para f y F' prueba el resultado correspon-
diente a 7 y 7.

(iv) Vamos a probar la existencia y continuidad de DyF': 2 x R* x R* —
Lin(R™,R"): la demostracién es idéntica en el caso de D3F. Al igual que en el
caso de las Proposiciones 2.23 y 2.25, la Proposicion 8.1.2. y el Teorema 8.1.4 de
[22] demuestran que el conjunto

= := clausurac,rxrn xrn Lin(er g { (D2 f )i | t € R}

es una familia equicontinua de C.(R x R" x R™, Lin(R™, R™)) y un conjunto com-
pacto metrizable.

Sean ahora w = (wy,wy) € Q, Y1,y € R", y h € R™. Escribimos (wy,ws) =
limy,, o0 ((f1,,5 T2, )), como en (ii). Entonces,

F(w,y1 + h,y2) = F(w,y1,42) = w1(0,y1 + h,y2) — w1(0,y1,2)
= lim (f(tmayl + h7 yQ) - f(tmuybyQ))

m—00

1
= lim Dof(tm,y1 + sh,yz) hds

m—0o0 Jo
1

= lim (Do f)s,, (0,y1 + sh,ys) hds.

m—r0o0 0



84 Propiedades dinamicas de ERDEs no auténomas

La sucesion ((Dof);,,) esta contenida en el compacto =, por lo que existe una sub-
sucesion ((Dzf),;) convergente a un elemento ¢ € Z. Recordemos que la topologia
de = es la de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. En particular,

]linolo ||(D2f)tg (07 Y1+ s h, y2) - 5(07 Y1+ s hv yQ)HLiH(R",R") =0

uniformemente en s € [0, 1]. El teorema de convergencia uniforme asegura que

1

1
lim D, (0,91 4 sh,y2) hds = / lim Dy fy, (0,51 + s h,yz) hds
0 0

j—o00 j—0o0

1
:/ (0,91 + sh,y2) hds,
0

es decir,

1
Flw, g1+ hyys) — Flo, g1, 9) = / €041 + 5B ya) hds (2.69)
0

En consecuencia,

1
Iim — | F(w,y1 + b, y2) — F(w,y1,92) — £(0,y1,2) b |
h—0 |h|

L
= lim — / (E(O, U1 + S h, y?) - 5(0, Y1, yQ)) hds
h—0 ’h’ 0

1
< Hm/ 160,91 + sh,y2) — &0, 1, ¥2) || Linrn mn) ds = 0.
h—0 0

La tltima igualdad es también consecuencia del teorema de convergencia unifor-
me, ya que
}Lfg(l) 1£(0, 91 + 5 h, y2) — €(0, 91, ¥2) || Lin(rr gny = 0

uniformemente en s € [0, 1]. Esto demuestra que Dy F'(w, y1, y2) existe y coincide
con £(0,y1,y2). Es importante senalar que la funcién & estd determinada por la
igualdad (2.69).

Falta comprobar la continuidad de Do F': 2 x R" x R" — Lin(R",R"™). Toma-
mos una sucesion (w,,) en 2 con limite w en €2, y sucesiones (yi*) e (y5") en R"
con limites y; e yo. El objetivo es comprobar que

lm || Do F (Wi, 91", ¥5") — Da(w, Y1, ¥2) ||Lin@n zry = 0.

m— 00

Hemos visto que para cada m € N existe &, € Z con DoF(wp,,y",y5") =
Em(0, ", y5). Més precisamente, hemos comprobado que &, estd determinado
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por la igualdad

1
Flwms T+ ho i) — Fleoms g™ 3') = / (0, + shoyl) hds  (2.70)
0

(véase (2.69)).

La sucesion (&,,,) de elementos del compacto = de C.(RxR" xR", Lin(R", R™))
tiene por tanto una subsucesién (§;) que converge a un elemento E € Z en la topo-
logia compacto-abierta. Este hecho y la equicontinuidad de la familia = permiten
demostrar que, para un h € R" fijo,

i (0,7 + ) — &0+ 5 o) e =0 (271)
uniformemente en s € [0, 1]. En particular,

lim 1€;(0, 57, 43) — €(0, 1, y2) |Lin(rr ) = 0,
de modo que basta con probar que E (0,91,y2) = DaF(w,y1,y2). Tomamos limites
en (2.70) (para la subsucesion escogida): la continuidad de F, (2.71) y el teorema
de convergencia uniforme nos permiten afirmar que

1/\/
F(W,y1+h,y2) _F<way17y2) :/ f(O,Zh +Shay2)hd5-
0

Es decir, que (2.69) se cumple con € en el lugar de &. Por lo tanto E(O, Y1, Y2) =
Dy F(w,y1,92), lo que completa la demostracién de la continuidad de Dy F.

(v) No hay ideas nuevas en la demostracién de este punto. Como la familia
{Ds7¢| t € R} es equicontinua en R x C' y el conjunto {Do7(t,u)| t € R} es
relativamente compacto en Lin(C,R) para todo u € C, podemos asegurar que el
conjunto

T .= clausuracc(RchLin(qR)){Dg'ft ‘ te ]R} C CC(R x C, Lin(C, R))

es un compacto metrizable y una familia equicontinua. A partir de aqui, podemos
razonar de forma andloga al punto anterior para demostrar que Dy7: 2 X C' —
Lin(C, R) existe y es continua. m

Nota 2.31. Notese que la ecuacién
y(t) = —y(t —min([y(¥)[,2)), >0,

comentada en la Seccién 1.1 como ejemplo de falta de unicidad, tiene por coe-
ficientes f(t,y1,y2) := —y2 y T(t,z) = 7(z) = min(|xz(0)],2). Es obvio que f
cumple h1(1),(2)&(3) y que 7 cumple h2(1), y no es complicado comprobar que
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7 también cumple h2(2): de hecho |7(z) — 7(Z)| < |z(0) — Z(0)| para todo par de
funciones z,7 € C' := C([-2,0],R).

2.4.1. El caso casi periédico

Completamos esta seccion estableciendo propiedades sobre [y 7 que garanti-
zan que el flujo (2, o, R) sobre la envolvente es casi periddico. Necesitamos cierta
cantidad de trabajo previo, que consiste basicamente en definir aplicaciones ca-
si periddicas con dominios y codominios méas generales que en la Seccién 1.3 y
estudiar sus propiedades.

A partir de ahora, Y serd un espacio de Banach con norma || - ||y y distancia
asociada dy; C(R,Y") es el espacio vectorial de las aplicaciones continuas de R en
Y; C.(R,Y) serd este espacio vectorial dotado de la topologia compacto-abierta;
y Co(R,Y) serd el conjunto de las aplicaciones continuas y acotadas de R en Y
dotado con la norma del supremo, || ||« := sup,cg || f(¢)|ly. Recordemos también
que, dada g: R — Y, la aplicacién g;: R — Y estd definida por g;(s) := g(t + s).
La nocién de equicontinuidad se recuerda en la Definicién 1.30.

Empezamos enunciando las dos definiciones de aplicaciéon casi periédica. Vere-
mos en el Teorema 2.38 que ambas son equivalentes, después de varios resultados
previos. (La equivalencia de ambas definiciones es un resultado bien conocido
cuando el codominio de la aplicacién es R: véase el Teorema 1.39).

La nocion de conjunto relativamente denso se recuerda en la Definicion 1.29.

Definicién 2.32. Una aplicacion g: R — Y es Bohr casi periddica si es continua
y para todo € > 0 el conjunto

P.:={T e R|dy(g9(t+T),g(t)) <e paratodo t € R}

es relativamente denso en R.

La demostracién del siguiente resultado es andloga a la del Teorema 1.33:
basta con sustituir la distancia en R por la distancia en Y, y recordar que todo
espacio de Banach (como Y') es un espacio métrico completo.

Teorema 2.33. Sea g: R — Y wuna aplicacion Bohr casi periddica. Entonces,
(i) g es uniformemente continua en R.
(ii) El congunto imagen {g(t) |t € R} es relativamente compacto en'Y .

Definicién 2.34. Una aplicacion g: R — Y es Bochner casi periddica si es
continua y para toda sucesién (t,) en R existen una subsucesién (t;) y una
aplicacién ¢g* € C(R,Y) tales que (g, ) converge a ¢* uniformemente en R.

Definicién 2.35. Sea g € Co(R,Y). Su envolvente es el conjunto

Q= Q(g) = clausurac_my){g:| t € R} C Cx(R,Y).
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La prueba del siguiente resultado reproduce la de la Proposicion 1.37.

Proposicién 2.36. La aplicacion g € C(R,Y) es Bochner casi periédica si y
sdlo si su envolvente QQ = Q(g) es un espacio métrico compacto para la distancia

do(f1, f2) = |fi — follo-

Para probar que las definiciones de aplicacion Bochner casi periddica y de
Bohr casi periddica son equivalentes necesitamos el siguiente lema técnico. Su
demostracion reproduce la del Lema 1.38.

Lema 2.37. Sea g € C(R,Y). Son equivalentes:

(1) g es Bochner casi periddica.

(2) Para todo € > 0 existen una cantidad finita de puntos ay, ..., a, € R y una
aplicacion n: R — {1,...,m} tales que dy(g(t + s), g(t + an(s))) < € para
todos t,s € R.

Los dos resultados anteriores hacen que el siguiente resultado pueda probar-
se repitiendo paso por paso la prueba del Teorema 1.39: basta con sustituir la
distancia en R por la distancia en Y.

Teorema 2.38. Sea g: R — Y. Son equivalentes:
(1) g es Bohr casi periddica.
(2) g es Bochner casi periddica.

Como en el caso de funcién real, el resultado anterior nos permite hablar de
aplicacién casi periodica: una de tales aplicaciones cumple simultaneamente las
condiciones de las Definiciones 2.32 y 2.34.

El dltimo resultado relativo a funciones g: R — Y casi periddicas reproduce la
Proposicién 1.40. De hecho la mismos argumentos sirven para demostrarlo. Este
resultado jugara un papel fundamental al final de la memoria, en el Teorema 3.36.

Proposicién 2.39. Sean Q un espacio métrico compacto y (£, 0,R) un flujo casi
periddico. Sea g: Q2 — Y una funcion continua. Entonces

Jgo: R — Y
t = glo(t,w))

es una funcion casi periodica para todo w € €.

Nuestro siguiente objetivo es extender la nocion de casi periodicidad a fun-
ciones definidas en un espacio producto R x X, donde X es un espacio de Ba-
nach separable. Denotamos por dx la correspondiente distancia. Dada una apli-
caciéon h: R x X — Y, denotamos por h;: R x X — Y la aplicaciéon dada por
hi(s,x) = h(t + s, ).
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Definicién 2.40. La aplicacion h: R x X — Y es casi periddica si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. La familia {h;| t € R} es equicontinua en R x X.

2. Para todo = € X la aplicacién h*: R — Y definida por h*(t) := h(t,x) es
casi periodica.

Utilizaremos los siguientes resultados en la prueba del Teorema 2.44, cuyo
Corolario 2.45 constituye el principal resultado de esta seccion.

Proposicion 2.41. Sea h: R x X — Y wuna aplicacion casi periodica. Entonces,
para todo x € X, el conjunto {h(t,x)|t € R} es relativamente compacto en'Y .

Demostracion. Para cada x € X, la aplicacion h*: R — Y es casi periddica. Por
lo tanto el resultado es consecuencia del Teorema 2.33. O

Proposicion 2.42. Sea h: R x X — Y wuna aplicacion casi periodica. Entonces,
para todo € > 0 y para todo conjunto finito de puntos {z1,...,x;} C X, el conjunto

P(E,{Jfl,...,ml})
={T eR|dy(h(t+T,z;),h(t,x;)) < e para todost €R yje{l,...,[}}

es relativamente denso en R.

Demostracion. Comenzamos fijando {z1,...,z;} C X. Dotamos el espacio Y :=
Y x ... xY con la norma

(1, - y)llyr = max{|lyilly, - lwlly},

y la correspondiente distancia dy:, para la cual es un espacio métrico separable.
Definimos la aplicacién

H:R — Y!
t — (R (t),...,h"(t)) .

Veamos que H es casi periddica. Para ello tomamos una sucesion (¢,,) en R. El
caracter casi periddico de h™ proporciona una subsucesién (tx) y una aplicacion
(h*)! € C(R,Y) tales que (h{!) converge a (h*)" uniformemente en R. El cardcter
casi periédico de h™ proporciona una subsucesién (t;) de (¢;) y una aplicacién
(h*)? € C(R,Y) tales que (h;?) converge a (h*)* uniformemente en R. Clara-
mente, (h;') también converge a (h*)! uniformemente en R. Tterando el proceso
encontramos una subsucesion (t,,) en R de la sucesién inicial (a la que llama-
mos igual) y una aplicacion H* = ((h*)},..., (")) € C(R,Y") tales que (H;,,)
converge a H* uniformemente en R. Esto demuestra que H es casi periddica.
Fijamos ahora € > 0. La Definicién 2.32 asegura que el conjunto

P.:={T €R|dy:(H(t+T),H(t)) < ¢ para todo t € R}



Propiedades dindamicas de ERDEs no auténomas 89

es relativamente denso en R. Es inmediato comprobar que este conjunto coincide
con el conjunto P(e, {xy,...,x;}) del enunciado de la proposicién. Esto completa
la demostracion. O

Antes de enunciar y probar el Teorema 2.44, incluimos por completitud el
siguiente resultado, que prueba que la Definicién 2.40 de casi periodicidad coincide
con la que aparece en el Capitulo 2 de [11].

Teorema 2.43. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) La aplicacion h: R x X —Y es casi periddica.
(2) Para todo conjunto compacto K C X y todo € > 0, el conjunto
Pe,K):={T eR|dy(h(t+T,z),h(t,x)) <e para todost € R yx € K}
es relativamente denso en R.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que h es casi periddica. Fijamos ¢ > 0 y
un compacto K C X. La equicontinuidad de la familia {h, | ¢ € R} proporciona
d=0(g) >0 tal que si &,z € K cumplen dx(z,z) < § entonces

dY(h(ta x)? h(ta j)) S

Wl M

Buscamos xy, ..., x; € K tales que K C Bx(x1,d)U---UBx(x;,0), siendo Bx(x, d)
la bola de X centrada en x y de radio ¢. Para demostrar que se cumple (2) basta
con probar que

P(e/3,{x1,...,1}) = Ple,K),

siendo P(g/3,{x1,...,x;}) el conjunto definido en la Proposicién 2.42 (del cual
sabemos que es relativamente denso). Sea T' € P(e/3,{z1,...,x;}), y sean z € K
y t € R. Buscamos j € {1,...,{} tal que x € Bx(x;,d). Entonces

dy(h(t+T,2),h(t,x)) < dy(h(t+T,z),h(t +T,x;))
+dy(h(t+T,x;), h(t,z;)) + dy(h(t,z;), h(t,z)) < €,

lo que prueba la afirmacion.

(2)=(1) Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que la familia
{h¢| t € R} no es equicontinua en un punto xy € X (véase la Definicién 1.30).
Este hecho proporciona una constante €9 > 0 y sucesiones (t,,) en R y (z,,)
en X tales que dx(xm,,xo) < 1/m y dy(h(tm,xo), h(tm, xm)) > . Aplicamos la
propiedad (2) al conjunto K := {z,,| m € N} U {x¢}, que es un compacto de
X: el conjunto P(e/3,K) es relativamente denso. Por lo tanto existe L > 0 tal
que para todo m € N, existe T,,, € P(¢/3,K) que cumple ¢, + T, € [0,L]. En
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consecuencia, si 1/mg < ey m > my,

e < dy(h(tm,z0), h(tm, Tm))
S dY<h(tm; JJO)a h(tm + Tm; JJO)) + dY(h<tm + Tm7 l’o), h<tm + Tm7 xm))
+ dy (h(tm + Ton, T ), M(tm, )

2
< § + dy (At + Ty 20), Bt + T, ) »

lo que implica que

% < dy (A(tm + Ty 70), h(tm + T ) para todo m > m .

Buscamos una subsucesion (¢; + 7;) que converja a t, € [0, L]|. Esto, el hecho de
que lim;_,o, ; = xo, y la continuidad de h aseguran que

lim (h(t] + Tj,l‘o) — h(t] + Tj,l’j)) = h(to,&?o) — h(to, xo) = O,

Jj—00

lo que contradice la anterior desigualdad y completa la prueba. O
Recordemos que, dado que R x X es separable, podemos definir una métri-

ca en C(R x X,Y): fijamos {(r1,21),...,(rs, @), ...} un subconjunto denso y
numerable de R x X, y definimos

> 1 dy(hl(rk,xk)ahQ(Tkaxk))
N1 2.72
d(hl’ h2) ; 2k 1 + dy(hl(rk, LEk), hQ(Tka Ili'k)) ( ! )

para hy, hy € C(Rx X,Y). A este espacio métrico lo denotamos por Cy(Rx X, Y).
Y, como de costumbre, C,.(Rx X, Y") representa el conjunto de funciones continuas
de R x X en Y dotado de la topologia compacto-abierta.

Teorema 2.44. Sea h: R x X — Y una aplicacion cast periodica. Entonces la
envolvente de h, definida por

Q = Q(h) = clausurac, wxxyy{h: | t € R} C Co(R x X,Y) (2.73)

es un espacio métrico compacto, siendo su distancia do(hy, hy) := d(hy, ha) con
d definida por (2.72).
Ademds la aplicacion
c:RxQ — Q
(t,h) — hy

determina un flujo casi periodico en €2 y minimal.
Demostracién. Sabemos que la familia {h,| ¢ € R} es equicontinua en R x X

(véase la Definicién 2.40) y que el conjunto {A(t,z)| t € R} es relativamente
compacto en Y para todo x € X (véase la Proposicién 2.41). Ademas R x X
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es separable e Y es completo. Al igual que en el caso del Corolario 2.26, las
Proposiciones 8.1.2 y 8.1.3 y el Teorema 8.1.4 de [22] demuestran que € es un
espacio métrico compacto, y que las topologias inducidas sobre €2 por C.(Rx X,Y")
y Cq(R x X,Y) son equivalentes.

La demostracién de que ¢ determina un flujo continuo es estandar: véase por
ejemplo la prueba de la Proposicién 2.29(i).

Veamos ahora que el flujo es casi periddico. Recordemos que el carédcter ca-
si periddico del flujo es equivalente a la siguiente propiedad (véase el Teore-
ma 1.31): para todo € > 0 existe un conjunto Q(¢e) relativamente denso en R tal
que dq(hr,h) < e para todos T € Q(e) y h € L.

Fijamos ¢ > 0. El primer paso serd probar que existe un conjunto Q(¢e) rela-
tivamente denso en R tal que si 7' € Q(e) y t € R entonces

il t—FTk,CIZk) h(t—l—T—i-Tk,l'k)) <

e
(e, Tsr) <.
b k —i—dy(h(t—i—rk,xk) WE+T + 1) 3

Buscamos ko = ko(e) € N tal que Y77, . (1/2%) < /6. Esto asegura que

Z 1 h(t + r,ze), h(t+ T + ri, 21))

<e/6.
ot 1 +dy h(t—i—rk,xk) h(t—l—T—FTk,Qik))

Por otro lado la Proposicién 2.42 asegura que el conjunto

P(e/(6 ko), {1, .., xke}) = {T € R| dy (h(t + T, x;), h(t, z;)) < &/ (6k)
para todos t e Ry j € {1,...,ko}}

es relativamente denso en R. Notemos que

i 1 dy (At + ey wi), h(t+ T + i, @)

k=1 2614 dY(%(t + Tk xk)a}Nl(t +T + g, 1))
ko
k=1

para todo T' € P(e/(6 ko), {x1, ..., }). Por lo tanto, dq(hy, hyyr) < €/3 para
todot € RsiT € Qe) := P(e/(6ko),{z1,...,2x}), que es lo que querfamos
probar.

Para cada elemento h € ) podemos tomar una sucesién (t,) en R con
lim,, oo dg(ht ,h) = 0. Como o es continua, lim,, dQ(htm+T, hr) = 0 para ca-
da T € Q(e). Fijamos uno de estos valores de Ty buscamos m; = my(e,T) € N
tal que dg(h,%tm) <e/3y dQ(hT,%tml_‘_T) < ¢/3. Por lo tanto

do(h, hr) < dQ(h,Etml) + dQ(ﬁtml,%tmﬁT) + dQ(Etm1+Ta hr) <e,
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y esto completa la demostracion del caracter casi-periédico del flujo.

Falta comprobar que el flujo es minimal. La Proposicién 1V.2.3 de [9] y el
Teorema 1.31 aseguran que €2 puede escribirse como la unién (disjunta) de sus
subconjuntos minimales. Sea M C () el minimal al que pertenece el punto heQ.
Entonces tanto {2 como M coinciden con la clausura de la o-érbita de %, lo que
demuestra que 2 = M y completa la demostracién. n

Ya hemos comentado que el siguiente resultado, que es una consecuencia in-
mediata del anterior, constituye el objetivo principal de esta seccién. La condicion
de casi periodicidad requerida en f y 7 corresponde a la Definicién 2.40, y el con-
cepto de flujo casi periddico se da en la Definicion 1.28. Notemos también que las
condiciones que se requieren sobre f y T garantizan las propiedades (e) y (a), y
que estas condiciones garantizan que si €2 es la envolvente de (f,7), definida por
la Definicién 2.22, y o es el flujo definido sobre Q por (2.68), entonces (2,0, R)
es un flujo continuo en un espacio métrico compacto: véanse el Corolario 2.26 y
la Proposicién 2.29(i).

Corolario 2.45. Sea (f,T) el par de funciones que determina la ecuacion (2.64).
Supongamos que f y T son casi periodicas. Sea ) C 6’6 la envolvente de (f,T),
definida por (2.73), y sea o el flujo definido sobre 2 por (2.68). Entonces el flujo
(Q,0,R) es casi periddico y minimal.



Capitulo 3

Estabilidad exponencial uniforme

En este capitulo analizaremos propiedades de estabilidad exponencial de las
soluciones de una familia de ecuaciones con retardo dependiente del estado (ER-
DEs) n-dimensional y no auténoma. Los resultados del capitulo anterior y la
formulacién skew-product nos permitiran utilizar técnicas de dindmica topoldgi-
ca.

Para facilitar la lectura, escribimos de nuevo la familia de ecuaciones con la
que trabajaremos. Sea (£2,0,R) un flujo continuo en un espacio métrico compac-
to. Denotamos w-t := o(t,w), y consideramos la familia de ERDEs con retardo
acotado por r > 0 dada por

y(t) = Flwt,y(t),y(t = 7(wt,u))), >0 (3.1)

para w € (), donde F': 2 x R™ x R™ es continua y admite derivadas parciales
continuas con respecto a sus componentes vectoriales, y donde el retardo, de-
pendiente del estado, estd dado por una funcién continua 7: Q x C' — [0,r] de
la que suponemos que es continuamente diferenciable con respecto a su segundo
argumento y que satisface condiciones Lipschitz estandar. Recordemos que en la
Seccién 2.4 explicamos el modo en que una de estas familias procede de una sola
ERDE, pero que nuestra formulaciéon es més general. Recordemos también que
en el Capitulo 2 hemos definido el semiflujo local

MU CRTxQx Wh>* — Qx Wh®
(t,w,z) — (wt,u(t,w,x)),

donde u(t,w,x)(s) = y(t + s,w,x) para s € [—r, 0], siendo y(t,w, ) la solucién
maximal de la ecuacién (3.1), con condicién inicial z € W cuyo intervalo de
definicién hemos denotado por [—r, f,.). Hemos estudiado también sus propie-
dades de continuidad bajo ciertas condiciones en F'y 7, que recordaremos mas
adelante. En particular, bajo dichas condiciones, la restriccion de II a subcon-
juntos compactos positivamente II-invariantes, que esta globalmente definida, es
continua.

93
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Sea IC C Q x W1 un compacto positivamente II-invariante. Supongamos que
su proyeccion sobre la base €2 es sobreyectiva, y que contiene las extensiones hacia
atras de todos sus puntos: véase la Definicién 1.17. Nuestro objetivo principal en
este capitulo es caracterizar la estabilidad exponencial uniforme de K en términos
de su exponente de Lyapunov superior con respecto al semiflujo linealizado. Re-
cordamos ahora brevemente a qué nos referimos con semiflujo linealizado. Hemos
definido en el capitulo anterior el conjunto de pares “(ecuacién, dato inicial)” que
satisfacen la condicion de compatibilidad dada por el campo vectorial,

Co:={(w,2) € AxC'|&(07) = F(w,z(0), 2(—7(w, 7))} . (3.2)

Recordemos que sus elementos son exactamente los pares que dan lugar a solu-
ciones y(t,w, ) que son globalmente C' en su dominio de definicién [—7, 3, ).
También hemos definido en el capitulo anterior el operador lineal

L: Cy — Lin(W'* R™),
dado por

x))) ¢(0)
T(w’ )))¢<_T(w7$>)
(w, 7)) &(=7(w, ))-Do7(w, ) ¢.

El Teorema 2 de [15] y el Teorema 4.1 de [37], juntos, prueban que, si (w,x) €

+ D3F(w, x(0), z(—

L(w,z)¢ := Dy F(w, x(0), z(—7(w,
— D3F(w,x(0),2(—7

T
T

Coyt € [0,8,.), entonces: existe una aplicacién lineal u,(t,w,x): WhHe —
Whoo continua, que determina la derivada Fréchet de u(t,w, ) respecto a z;
y (ug(t,w,z)v)(s) = z(t + s,w, x,v), donde z(t,w, z,v) es la solucién de la ecua-
cion variacional

2(t) = L(II(t,w, x)) 2 (3.3)

con z(s) = v(s) para s € [—r,0]. Ademés, la existencia de extensiones hacia atrés
de sus elementos garantiza que IC C Cy, lo que nos permite definir el semiflujo
skew-product lineal

e R x Kx Whee 5 I x Whe

(t,w,z,v) — (I(t,w,x),w(t,w,z,v)) (3.4)

con w(t,w,z,v)(s) = z(t+ s, w, z,v) (que es un nuevo semiflujo pseudo-continuo,
tal y como prueban los resultados de la Seccién 2.3). Este es el semiflujo linealizado
al que nos referiamos: nos permitira definir el exponente de Lyapunov superior
de K, y determinar las propiedades de estabilidad de este conjunto a partir de
las caracteristicas de este exponente. El problema no es trivial: Cy tiene interior
vacio, y hay casos en los que la aplicacion u,(t,w, x) no estd definida para todo
(w,r) € Q x W™ es decir, casos en los cuales u(t,w, ) no admite derivadas
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direccionales en W (véase [18]).

Explicamos ahora brevemente la estructura del capitulo. En la Seccién 3.1 in-
troduciremos la definiciones de estabilidad uniforme, asi como la nocién y propie-
dades basicas del exponente de Lyapunov superior de un compacto positivamente
invariante (en términos de Sacker y Sell [44], Chow y Leiva [7, 8], y Shen y Yi
45)).

Comenzaremos la Seccién 3.2 describiendo las propiedades que supondremos
en la familia de ERDEs. Probaremos, en primer lugar, que todo conjunto acota-
do positivamente II-invariante contiene un compacto positivamente II-invariante
que es maximal para la propiedad de existencia de extension hacia atras de sus
semidrbitas. Fijamos para el resto de esta introduccién un compacto positivamen-
te Il-invariante K tal que sus elementos admiten extension hacia atras en él, y
consideramos el semiflujo ITX dado por (3.4). Las condiciones impuestas sobre el
campo vectorial y la teoria cldsica de ecuaciones diferenciales funcionales asegu-
ran que las soluciones de la ecuacién variacional (3.3) también definen el semiflujo
skew-product

IR xKxC — KxC
(t,w,z,v) — (II(t,w,z),w(t,w,x,v)),

que es continuo. Veremos que dados (w,z) € Ky T > r, la aplicacién C' —
Whoe v+ w(T,w,z,v) es continua, y también que es compacta si T > 27.
Estas propiedades son las herramientas basicas en la prueba de un resultado que
sera fundamental en este capitulo: si seguimos el camino habitual para definir el
exponente de Lyapunov superior de K en términos del semiflujo pseudo-continuo
I1%, éste coincide con el exponente de Lyapunov superior con respecto a I (que
es un exponente de Lyapunov “estandar”, ya que I es continuo).

En la Seccion 3.3 supondremos para 7 y Do7 condiciones de Lipschitz més
fuertes, y supondremos en el compacto K la propiedad adicional de que proyecta
sobre toda la base. Sea A su exponente de Lyapunov superior. Probaremos que
la condicién A\ < 0 es equivalente a la estabilidad exponencial uniforme de KC
en la norma Lipschitz usual, y también a la estabilidad exponencial uniforme
de I en términos de la norma del supremo. Esto extiende a la formulacién no
auténoma resultados probados previamente por Hartung en [16] para el caso de
ERDESs periddicas.

En la Secciéon 3.4 consideraremos condiciones menos restrictivas sobre 7y Do,
y adaptaremos a estas condiciones la caracterizacion de estabilidad exponencial
uniforme. Los resultados son muy similares a los de la Seccién 3.3: la tnica di-
ferencia reside en la expresion de la estabilidad exponencial uniforme en funcién
de la norma en C.

A las hipétesis consideradas en la Seccién 3.4 anadiremos en la Seccién 3.5
la minimalidad del flujo base (€, 0, R). Probaremos que si A\x < 0, entonces K
es una m-copia del flujo base (2,0,R) que admite extensiéon a flujo. También
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estableceremos varias propiedades de su dominio de atraccién. También probare-
mos que si P es un compacto positivamente II-invariante tal que Apq < 0 para
todo conjunto minimal M C P, entonces P sélo contiene un niimero finito de
minimales y, ademas, los subconjuntos de P determinados por su interseccion
con los dominios de atraccién de sus subconjuntos minimales coinciden con las
componentes conexas de P.

La ultima seccién del capitulo presenta una consecuencia de los resultados pre-
cedentes: la existencia de una solucién uniformemente exponencialmente estable
de una ERDE uniformemente casi periddica asegura la existencia de soluciones
casi periddicas uniformemente exponencialmente estables.

Completamos esta introduccion senalando que las conclusiones de este capitu-
lo nos proporcionan las herramientas para desarrollar versiones apropiadas en el
contexto de ERDEs no auténomas de algunos modelos aplicados descritos por
Arino et al. [2], Smith [48], Wu [53], Hartung et al. [19], Novo et al. [40], Insper-
ger y Stépan [20], entre otros. En particular, los resultados que vamos a detallar
son la clave para extender al caso de ERDEs no auténomas varios resultados de
estabilidad exponencial uniforme para redes neuronales bioldgicas que desarrolla-
mos en el trabajo [39].

3.1. Definiciones de estabilidad y exponentes de
Lyapunov

Empezamos este capitulo con la definiciéon de estabilidad exponencial uni-
forme, objeto de nuestro estudio, y también con las de estabilidad uniforme y
estabilidad asintética uniforme, que utilizaremos en la Seccién 3.6. Sea (€2, 0, R)
un flujo continuo sobre un espacio métrico compacto, y sea w-t := o(t,w). Consi-
deramos un semiflujo de tipo skew-product

IRt xOx X — OxX
(t,w,x) = (w-t,u(t,w,x))

donde X es un espacio de Banach. Representamos por || - ||x v dx la norma en
el espacio X y la correspondiente distancia. Los conceptos de estabilidad tienen
sentido para los conjuntos del tipo que definimos ahora.

Definicién 3.1. Un compacto K C € x X proyecta sobre toda la base si para
cualquier w € Q existe x € X tal que (w,z) € K.

Nota 3.2. Si £ C ©Q x X es un compacto positivamente Il-invariante y €2 es
minimal, entonces K proyecta sobre toda la base. Probamos esta afirmacion.
Tomamos w € 2 y cualquier punto (w,z) € K. Buscamos una sucesién (t,,) con
w = lim,,, 00 w-t,,, v usamos la compacidad de K para encontrar una subsucesion
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(t;) tal que la sucesién ((w-t;, u(t;,w, z))) converge. Entonces el limite es un punto
de K de la forma (w, ¥), cuya proyeccion en € es evidentemente w.

Definiciones 3.3. Un compacto positivamente Il-invariante K C €2 x X que
proyecta sobre toda la base es uniformemente estable si para cualquier € > 0
existe d(¢) > 0 tal que, si los puntos (w,z) € Ky (w,z) € © x X cum-
plen que dx(z,z) < d(¢), entonces u(t,w,z) estd definido para ¢ € [0,00) y
dx(u(t,w,z),u(t,w,z)) < e para todo t > 0. En este caso el semiflujo restringido
(I, II,R™) es uniformemente estable.

Definiciones 3.4. Un compacto positivamente [l-invariante X C 2 x X que
proyecta sobre toda la base es uniformemente asintéticamente estable si es uni-
formemente estable y, ademas, existe > 0 tal que, si los puntos (w,z) € Ky
(w,z) € Q x X cumplen que dx(x,Z) < 0, entonces u(t,w,z) estd definido para
t € [0,00) vy limy o0 dx (u(t,w, x), u(t,w,z)) = 0 uniformemente en (w,z) € K.
En este caso el semiflujo restringido (IC, IT, R") es uniformemente asintdticamente
estable.

Definiciones 3.5. Un compacto positivamente Il-invariante K C €2 x X que
proyecta sobre toda la base es uniformemente exponencialmente estable si existen
do > 0,C >0y «a > 0 tales que, si los puntos (w,7) € Ky (w,z) € Q x X
cumplen que dx(x,Z) < dp, entonces u(t,w,z) estd definido para ¢t € [0,00)
y dx(u(t,w,z),u(t,w,z)) < Ce *'dx(x,z) para todo t > 0. En este caso el
semiflujo restringido (I, II, R™) es uniformemente exponencialmente estable.

Nota 3.6. Es evidente que la estabilidad exponencial uniforme de K asegura su
estabilidad asintética uniforme.

Las siguientes definiciones y propiedades se refieren al caso especial de un
semiflujo skew-product continuo lineal; es decir, que toma la forma

IIRTxOxX — OxX

(t,w,z) = (wt, ot w) ) (3.5)

donde ¢(t,w) es un operador lineal acotado sobre X; en otras palabras, u(t,w, )
es lineal en x para cada (t,w) € RT x Q. Recordemos que estamos suponiendo
que la base (2, 0,R) es un flujo (no sélo un semiflujo) sobre un espacio métrico
compacto. Debilitaremos esta hipotesis mas adelante: véase la Proposicion 3.9.

Definiciones 3.7. El exponente de Lyapunov superior \I(w) de w € Q para el

semiflujo (2 x X, TI, R™) definido por (3.5) es

M(w) = sup A (w,7), (3.6)

rzeX,z#0

donde ]
A (w, ) :==lim sup - In||é(t,w) z||x ;
t—o00 t
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y el exponente de Lyapunov superior del conjunto Q para el semiflujo (2 X
X, II,RT) es
Aq = sup A\ (w). (3.7)

weN

La Proposicién 2.1 de [8] prueba que
Ag < 00, (38)

y el Teorema 4.2 de [7] demuestra que
+ . 1
Al (w) = l{im sup 7 In [|¢(t, w)||Lin(x,x) - (3.9)
t—00
Ademas, la Proposicién 11.4.1 y el Corolario 11.4.2 de [45] demuestran que

Vu>Xo Fk,>1 talque ¢t w)|Linx,x) < kue't Yw e Q. (3.10)

Nota 3.8. Utilizaremos el siguiente resultado para extender la definicién de ex-
ponentes de Lyapunov al caso en el que la base del skew-product es un semiflujo
en lugar de un flujo: las definiciones (3.6) y (3.7) no cambian, y las propiedades
(3.8), (3.9) y (3.10) siguen siendo validas. Pero requerimos sobre el semiflujo ba-
se una propiedad fundamental: que todos los elementos del conjunto admitan al
menos una extensién hacia atras en él. Nétese que no imponemos la condicién de
que la base admita extension a flujo, que es mucho mas restrictiva. Recordemos a
este respecto que un semiflujo continuo en un compacto minimal siempre cumple
la propiedad de existencia de extensiones hacia atras (véase la Proposicién 1.19),
pero que puede no admitir extensién a flujo (véase el Teorema 1.22).

Proposicién 3.9. Sea (2 x X, II,R") un semiflujo skew-product lineal, del tipo
(3.5), cuya base (2, 0,RT) es un semiflujo global sobre un espacio métrico com-
pacto. Supongamos que cada uno de los elementos de €0 admite al menos una
extension hacia atrds (con respecto a o) en Q. Definamos el conjunto

QO ={ec CR,Q)|o(t,&(s) =&(t+s) para t>0 y seR}

y la aplicacion
o :Rx Q" — QF

(16) — &t (3.11)

con (&-t)(s) = &(t+ s). Entonces,
(i) (2%, 0% R) es un flujo continuo en un espacio métrico compacto.
(i) Si Q2 es minimal, entonces 2 es minimal.

(i) Las expresiones (3.6) y (3.7) tienen perfecto sentido, y las propiedades (3.8),
(3.9) y (3.10) son vdlidas.
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Demostracion. (i) Parte del argumento de la prueba estd tomado de la Seccién
I1.2.2 de [45] y del Teorema 10 del Capitulo 4 de [43]. Consideramos el conjunto
Q*, formado por las érbitas globales proporcionadas por todas las extensiones
hacia atréas de todos los elementos de €. Entonces 2* es un subconjunto compacto
de C(R, ) para la topologia compacto-abierta de C'(RR,(2), que coincide con la
topologia dada por la distancia

e 9]

dowa(6,6) =3 o= mix do(€i(s), &(s)

— 2™M se[—m,m)

es decir, {)* es un espacio métrico compacto. Recordemos que hemos supuesto
que para todo w € 2 existe al menos un punto & € Q* con £(0) = w. El Teorema
I1.2.3 de [45] prueba que esta correspondencia es uno a uno si y sélo si el semiflujo
(Q,0,RT) admite una extensién a flujo continua. En este contexto més general,
la aplicacién o* dada por (3.11) determina un flujo continuo sobre Q*, llamado
el flujo de elevacidn, que proyecta sobre €. Esto demuestra (i).

(ii) Para probar esta afirmacién debemos tomar & y & en Q* y k > 0, y
encontrar una sucesion (t,,) en R tal que (§y-t,,) converja a & uniformemente en
[—k, k]. Sean w = £(—k) v wy := &o(—k). Como 2 es minimal, podemos tomar
una sucesion (t,,) en R tal que w = lim,, o wo-tm,. Deducimos de la continuidad
uniforme de o sobre Q x [0,2k] que w-t = lim,, o wo- (¢, + t) uniformemente
para t € [0,2k]; es decir, £(t — k) = lim,, o0 (§o-tm)(t — k) uniformemente en
t € [0,2k]. Con esto queda demostrado (ii).

(iii) Notemos que si w = £(0) y t > 0,

wit = o(t,w) = 0(1,€(0)) = £(t) = o (£,w)(0) = (£1)(0).
Ahora podemos definir

M Rt xQ*xX — FxX
(t,f,l’) = (£t7¢*<t7 5) l‘) = (£t7¢(t7€(0)>x>7

que es un semiflujo skew-product lineal con flujo base (Q*,0* R), y podemos
definir su exponente de Lyapunov superior (A\*)f(£) para & € QF y A5 =
SUPgeq+ (A*)7(€). Estd claro que (A\*)7(§) sélo depende de £(0), que pertenece
a . En otras palabras, podemos definir A\J(w) y Aq partiendo directamente
de TI, como en la Definicién 3.7, y entonces tenemos (A\*)f(§) = Af(w) para
w = £(0), y Ag = A5«. Es evidente que (3.8) es vélido, e inmediato deducir de

¢*(t, &) x = ¢(t,w) z para w = £(0) que lo mismo sucede con (3.9) y (3.10). O
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3.2. El exponente de Lyapunov superior de un

compacto positivamente invariante

Comenzamos esta seccion describiendo las propiedades de regularidad que
impondremos a F'y 7 para el andlisis a realizar.

H1 (1) F: Q xR" x R" — R"™ es continua.

(2) F: Q2 xR"xR" — R" es localmente Lipschitz-continua en sus segun-
do y tercer argumentos en el siguiente sentido: para cualquier par de
compactos K1 y Ky de R”, existe una constante L = L(Ky, Ky) > 0 tal
que

|F(w,y1,92) = F(w, 51, 52)| < L (lyr — 0l + ly2 — B2l)

para todos w € Q, y1,7y1 € K1 e ya, 2 € K.

(3) F: QxR"xR" — R" es diferenciable respecto a sus segundo y tercer
argumentos, y las funciones D;F': Q x R" x R" — Lin(R",R") son
continuas para ¢ = 2, 3.

H2 (1) 7: Q2 x C — [0,7] es continua.

(2) 7: Q@ x C — [0,r] es localmente Lipschitz-continua en su segundo
argumento en el siguiente sentido: para todo conjunto compacto M C
C' existe una constante Ly = Ly(M) > 0 tal que

|7(w,2) = 7(w, T)| < Le|lz — Z[lc

para todos w € Qy z,z € M.

(3) 7: @ x C — [0,r] es diferenciable respecto a su segundo argumento, y
Dy7: Q x C' — Lin(C,R) es continua.

Notese que estas condiciones ya han aparecido en el capitulo anterior. Ademas, la
Proposicién 2.13 asegura que H1(3) implica la propiedad H1(2), y la Proposicién
2.15 asegura que H2(3) implica la propiedad H2(2).

Bajo estas condiciones el Teorema 2.6 describe las propiedades de continuidad
de I1, al que nos referimos como semiflujo pseudo-continuo. Este semiflujo II, que
es local, esta definido por

IL:UCRTxQx Wh>® 5 Qx Whe

(tw,x) = (Wt ut,w,z)), (3.12)

donde: y(t,w, x) es la solucién maximal del problema de Cauchy

{ y(t) = Flot,y(t),y(t = m(wt,p)), 120,
y(t)=a(t),  te[-nr0],
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definida en un intervalo maximal [—r, f,.); u(t,w,x)(s) := y(t + s,w,x) para
t€[0,fua) ysel-r0y

U:={(t,w,z)| (w,z) €Qx WH® t€[0,B8,.)}-

Nota 3.10. Las definiciones de Il-semiorbita, conjunto positivamente invariante
y conjunto minimal son las mismas que las definidas para un semiflujo continuo
(véanse la Seccién 1.2 y la Nota 2.10). Nétese que si K es un compacto positiva-
mente II-invariante, entonces R™ x C C Y. Ademds, la definicién de existencia de
extension hacia atrds para un elemento (w, x) € K es la misma que para semiflujos
continuos (véase la Definicién 1.17). Asi mismo, si un punto (w, z) tiene semiérbi-
ta acotada (lo que, de acuerdo con el Teorema 2.6(vii), asegura que f3,, = 00
y que {(wt,u(t,w,z))|t € [r,00)} es relativamente compacto), podemos definir
su omega-limite como en la Definicién 1.14: el Teorema 3.13(ii) mostraré que es-
to no causa confusién. Finalmente, también las Definiciones 3.3, 3.4 y 3.5 sobre
estabilidad pueden adaptarse sin cambios a II.

El objetivo de esta seccion es analizar el exponente de Lyapunov de un con-
junto compacto K C Q x W bajo las siguientes condiciones:

Hipétesis 3.11. K C Q x WH™ es un compacto positivamente II-invariante tal
que cada uno de sus elementos admite al menos una extension hacia atras en él.

Nota 3.12. Supongamos que se cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3) (y por lo tanto
las propiedades H1(2) y H2(2)), y la Hipdtesis 3.11. Entonces el semiflujo glo-
bal (IC, 11|, R™) es continuo, como se prueba en el Corolario 2.11. Este hecho
serd fundamental a lo largo de todo el capitulo. Por simplificar la notacién escri-
biremos (K, II, RT). Es inmediato deducir de la existencia de extensién hacia atrés
en K de todos sus elementos que K C Cp, siendo Cy el conjunto de compatibilidad
definido por (3.2).

Antes de fijar un compacto K cumpliendo la Hipdtesis 3.11, vamos a probar en
el siguiente teorema que cualquier conjunto acotado positivamente Il-invariante
determina un compacto positivamente Il-invariante y que cualquier compacto
positivamente II-invariante contiene un subconjunto maximal IC cumpliendo dicha
hipétesis.

Teorema 3.13. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), y de-
finamos la aplicacion I1 por (3.12).

(i) Si Ko € Q x W es un conjunto acotado positivamente Il-invariante,
entonces el conjunto

K1 := clausura gy {II(27,w,x) | (w,z) € Ko}

es un compacto positivamente I1-invariante.
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(ii) Sea (0,7) € Q x WL un punto con I-semidrbita acotada. Entonces su
omega-limite O(w,T) estd bien definido, es positivamente Tl-invariante, y
es compacto. Ademds, cualquier elemento (w,z) € O(w,x) admite al menos
una extension hacia atrds en O(w,T).

(iii) S1 KCy es un compacto positivamente I1-invariante, entonces el conjunto
Ks = {(w,z) € K| admite una extension hacia atrds en Ky}

es un compacto positivamente Il-invariante no vacio, y es el subconjunto
mazimal de IKCoy con esas propiedades.

Demostracion. (i) Dado que Ky es positivamente Il-invariante, también lo es
{I27r,w,z)| (w,z) € Ky}. La continuidad de II; para ¢ > 0 fijo, demostrada
en el Teorema 2.6(v), garantiza que la clausura de un conjunto positivamente
[T-invariante también es positivamente Il-invariante, lo que demuestra que Ky lo
es.

Falta ver que K; es compacto. Para ello es suficiente probar que dada una su-
cesion ((wm, Tm)) en Ko, la sucesion (I1(2 7, wp, Tm)) = (Wi (27), w(2 7, Wi, Tm)))
admite una subsucesién convergente a un punto de Q x W1 que denotaremos
por (w*, z*). Suponemos sin restricciones que existe w = lim,, o W, por lo que
w* = w-(27). Representamos por y,,,: [—r,27r] = R™, t — y(t,wp, ©.,). Entonces,
como Ky es positivamente [I-invariante, sabemos que (wy,t, (ym):) € Ko para to-
do t € [0,2r]. Por tanto, dado que Ky es un conjunto acotado de © x W1 la
sucesion (y,,) estd uniformemente acotada en C([—r,27],R™). Ademds,

Um(t) = F(@mt, ym(t), ym (t = 7(Wm-t, (Ym)1))) (3.13)

parat € [0,2r]. El Teorema 2.6(iii) asegura que la aplicacién [0,27] — QxC, t —
(Wm-t, (Ym)¢) es continua para todo m. Por lo tanto H2(1) asegura que también lo
es [0,27] = [0,7], t = T(Wn-t, (Ym):), y H1(1) asegura que lo mismo sucede con
[0,27] = R™, t — 9,(t). De modo que la sucesién (¢,,) esta contenida también
en C([0,27],R™). Ademéds estd uniformemente acotada en [0,27], tal y como
deducimos de la acotacién uniforme de (y,,) en [—r,2r] y la continuidad de F.
Por lo tanto, el teorema de Arzeld-Ascoli proporciona una subsucesion (yx) que
converge uniformemente en [0,2r] a una funcién y* € C([0,2r],R"). Deducimos
de la condiciéon H2(1) que la sucesién (¢ — 7(wy-t, (yx):)) converge a la funcién
t — 7(w-t, (y*);) uniformemente en [r,2r]. Por lo tanto,

i F(wr-t, ye (), gt =7(wrt, (Yk)e)) = Flw-t, 47 (1), y" (t=7(w-t, (y"):))) (3.14)

k—o0

uniformemente en [r,27]. A su vez, esta propiedad asegura que la sucesién

() + [ Pl = s, () ) s
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que sabemos por (3.13) que coincide con la sucesién (yx(t)), converge al punto

y(r) + / Fws, 5 (s),5° (s — m(wrs, (5°).)) ds

para cada t € [r,27]. Como limy_, yx(t) = y*(¢) para t € [0,2r], deducimos que

t
VO =50+ [ Py (907~ rlws, (17)) ds.
De modo que existe ¢*(t) y cumple

g (t) = Flwt,y" (1), y"(t = m(wt, (y7)0))

para t € [r,2r]. Esta igualdad, junto con los puntos (3.13) y (3.14), asegura que
(gx) converge a (¢*) uniformemente en [r,2r|. Esta propiedad y la convergencia
uniforme de (y;) ya probada garantizan que la sucesién u(2r, wy, x)) converge a

r* :=y5 en W, Esto completa la demostraciéon del punto (i).

(ii) El Teorema 2.6(vii) asegura que la definicién cldsica de omega-limite
O(w,z) de un punto (w,x) con semiérbita acotada (véase la Definicién 1.14)
tiene sentido. Esta claro que este conjunto es igual que el omega-limite del pun-
to II(27,w,x), que es un subconjunto cerrado del conjunto compacto K. Por
lo tanto O(w, ) es compacto. El Teorema 2.6(v) garantiza que es positivamente
[I-invariante. El Corolario 2.11 asegura que el semiflujo restringido (O, I, R™) es
continuo. Y la Proposicién I1.2.1 de [45] prueba la tltima afirmacién de (ii): véase
la Proposicion 1.19.

(iii) Estd claro que el conjunto K3 es un subconjunto de Ky positivamente
[I-invariante. Como K5 contiene el omega-limite de uno cualquiera de sus propios
puntos, la tltima afirmacién de (ii) garantiza que K3 es no vacio. Por lo tanto,
como Ky es compacto y K3 C Iy, el objetivo es ver que K3 es cerrado. Fijamos
(w,z) € clausurag,y1.-K3. Seguiremos un proceso iterativo. El primer paso es
encontrar un punto (w-(—1),x_1) € clausuragxy1.-K3 y una aplicacién continua
0,5 [—1,0] = Ky tales que:

- 1I(t,w-s,0,,(s)) = (w-(t +5),0,,(t+5)) siempre que —1 <5 < —t < 0.

» Yw,x

Para ello, tomamos una sucesion ((wpm, ,)) en K3 con limite (w,x). Para cada
m € N elegimos una extensién hacia atrés de (w,, ,,) en Ky, que escribimos como
{(Wm$, 0y, 2, (5)) | s < 0}. Estd claro que (w-s, 6 (s)) € K5 para todo s < 0:
su extension hacia atras estd, de hecho, proporcionada por la misma aplicacion.

Wm ,I'm
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Ademés, 0,,, +,.(0) =z, v
I(t, Wi, Oy, 0, () = (Win (4 S), Oy o (E+S))

siempre que s < —t < 0. La compacidad de Ky proporciona una subsucesion
((wg, xx)) de ((wm,xm)) para la que existe limy o0 (wg:(—1), 0w, 2, (—1)). Llama-
mos (w-(—1),z_;) a este limite, que pertenece a clausura gy 1.Ks. Definimos

0;;2[—1,0] — Ko
s = u(l+s,w(=1),z_q).

Veamos que satisface las condiciones requeridas. Como Ky es positivamente II-

-1
w,x

invariante, la aplicacién 6, estd bien definida. Es obvio que 6% (—1) = z_1.

Ademas,
0;;(0) = u(l,w-(—l),x_l) = kHHl u(lawk'(_1>a ka,fﬂk(_l))
’ —00
= i b (0) = I 20 =,
(aqui usamos el Teorema 2.6(v) o el Corolario 2.11). Y finalmente, si —1 < s <
—t < 0, entonces

(¢, w-s,0,5(s) = (w-(t + 5), u(t,w-s,u(l +s,w(=1),2_1)))
= (w(t+9),u(l+t+sw(-1),2_1))
= (w-(t + s), 9;711,(15 +5)).

Esto completa el primer paso.

Ahora iteramos el proceso para obtener una sucesién de puntos ((w-(—j),z_;))
en clausura gy, K3 y una sucesion de funciones continuas (6,7, : [—j, —j +1] —
o) con 6,7,(—j4+1) = 0,7 (—=j+1) =a_j1, tal que, si —j <s < —t—j+1 <
—j + 1, entonces

(¢, (w-(=1))s,0.%(5) = ((w (=) (¢ + 5), 0%, (t + 9)) .

No es muy complicado comprobar que la aplicacién continua 6, ,: R™ — Ky,
obtenida concatenando las anteriores aplicaciones, es una extensioén hacia atras
de (w, x) en Ky. Esto completa la prueba de la compacidad de 3.

La tltima afirmacién de (iii) es obvia, por lo que la prueba del teorema
esta completa. O

A partir de ahora suponemos que se cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3) y fijamos
K cumpliendo la Hipétesis 3.11 (véase también la Nota 3.12). Definimos

L: K — Lin(Wh R")
(w, ) = L(w,T)
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con

L(w, 2)¢ := Dy F'(w, 2(0), z(=7(w, 7))) $(0)
+ DsF(w, 2(0), 2(=7(w, 7)) (=7 (w, 7)) (3.15)
— D3F(w,2(0), Z(=7(w, 7)) 2(~7(w, 7))-Da7(w, )

y consideramos la familia de ecuaciones variaciones lineales asociada a (3.1), dada
por
2(t) = L(II(t,w, 7)) 2, t>0 (3.16)

para (w,z) € K. Vamos a resumir la estrategia que seguiremos en el resto de esta
seccion. Las soluciones de esta familia de ecuaciones diferenciales con retardo
dependiente del tiempo permiten definir dos semiflujos en dos espacios diferentes
con base (K, II,RT). Estos espacios son K x W1 y K x C. El Corolario 2.19
muestra que el primer semiflujo es pseudo-continuo y el segundo es continuo.
Las condiciones que imponemos en K aseguran que la construccién realizada
en la Proposicién 3.9 es valida para ambos semiflujos a pesar de la falta de
continuidad del primero. En particular, tiene sentido hablar de los exponentes de
Lyapunov superiores de los dos semiflujos lineales (véase la Nota 3.8). También
estd probado en el Teorema 2.20 que el primer semiflujo es el que usualmente
se denomina semiflujo linealizado de II. Esto quiere decir que el exponente de
Lyapunov superior de este semiflujo encaja con la idea clasica de “exponente de
Lyapunov superior de K”. Pero el exponente de Lyapunov superior del segundo
semiflujo es mas facil de manejar. En el Teorema 3.17 demostraremos que ambos
son iguales.

Recordemos ahora la definicién de los dos semiflujos. Para cada (w,z) € Ky
v € WhH denotamos por z(t,w, Z,v) la solucién de (3.16) con condicién inicial
v (es decir, z(s,w,Z,v) = v(s) para todo s € [—r,0]). Esta definida para todo
t > —r y es lineal respecto de v. Ademds, la aplicacion K — Lin(WhH> R"),
(w,Z) — L(w,T) es continua. Estas propiedades permiten definir un semiflujo
skew-product global en K x W1 dado por

e RY x K x Whe 5 K x Whe

(t,w,7,0) = (II(t,w,T),w(t,w,T,v)), (3.17)

donde w(t,w,z,v)(s) := z(t + s,w,Z,v) para todos s € [—r,0] y t > 0. Como
hemos dicho antes, el Corolario 2.19 prueba que es un semiflujo pseudo-continuo.
En particular, para todo (¢,w,Z) € RT x I, la aplicacién lineal

rl(t,w,z): Whe — e

v o= wt,w,T,v)

(3.18)

es continua.
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Ahora recordamos la definicién del segundo semiflujo. Para cada (w,z) € K
y v € C, denotamos por z(t,w, T, v) la solucién de (3.16) con condicién inicial
v. El Corolario 2.19 prueba que las soluciones de (3.16) inducen un semiflujo
skew-product global y continuo en el conjunto IC x C', definido por

MR xKxC — KxC

(t,w,z,v) — (I(t,w,z),w(t,w,z,v)), (3.19)

donde w(t,w,Z,v)(s) = Z(t + s,w, T, v) para todos s € [—r,0] y t > 0. Represen-
tamos por

~I _—

™ (tw,z): C — C

~ 2
v o= w(t,w,T,v), (3.20)

que es una aplicacién lineal continua para todo (t,w,Z) € Rt x K. Nétese que
(¢, w, z,v) = (I(t,w, T), T (t,w, T) v) . (3.21)

El siguiente resultado demuestra que, si t > r, entonces 7% (t, w, ) v pertenece
a Wl siv € O, y que la aplicacién asi definida de C' sobre W™ es continua.
Esta propiedad se usara en la prueba del Teorema 3.17.

Proposicién 3.14. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), v
que IC cumple la Hipdtesis 3.11. Dados (w,z) € K y T > r, definamos

(T, w,z): C — Wh™
v = T, w,T)v

(3.22)
donde (T, w,T) estd dado por (3.20). Entonces,
(i) la aplicacion 75(T,w,T) estd bien definida y es continua.

(i) Si T > 27, entonces la aplicacion 75 (T,w,Z) es compacta.

(iii) Si T > 2r, la aplicacion 7 (T,w,z): Wh> — WhH> dada por (3.18) es
compacta.

(iv) Sea C, := SUp, zyeic 1T (r, w, T) || Lin(c,wioey . Entonces C, < co.
Demostracion. (i) Dado v € C, definimos
7T w, ) v = 7T, w,z)v =w(T,w,T,v).
Recordemos que w(T,w, z,v)(s) = z(T + s,w, T, v), donde Z(t,w, Z,v) es la solu-
cién de (3.16) con z(s,w, T,v) = v(s) para todo s € [—r,0]. El Teorema 2.18(iii)

asegura que 7°(T,w, Z,v) pertenece a C'. Vamos a comprobar que de hecho per-
tenece a C*([—r,0],R"), lo que demuestra que 7% (T, w, T, v) pertenece a WhH> y
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por lo tanto que la aplicacién (3.22) estd bien definida. Notemos que

d

S RUT,w,8) 0(s) = HT +5,0,5,0)
S

(3.23)
= L(IT + s,w,z)) w(T + s,w, T,v) .

Como K C Cp y es positivamente Il-invariante, tenemos que Il(t,w, z) € Cy para
todo ¢t > 0. El Teorema 2.6(vi) asegura que

[—7’,0] — Co
s — (T +s,w,)

es continua. El Teorema 2.18(iii) asegura que

[-r,0] — C
s = W(T+s,w,z,v)

también es continua. Por lo tanto, la Proposicién 2.17(v) asegura que

[-r,0] — R»
s — LT+ s,w,2))w(T + s,w,z,v)

es continua. Esta propiedad y (3.23) prueban que 7%(T,w, z)v € C'([-r, 0], R"),

como habiamos afirmado.

El hecho de que 75(T,w,z) v € W1 y (3.21) aseguran que

(T, w, ) = 75T — r,1(r,w, %)) o T (r,w, Z)

= (T =, 1I(r,w,7)) o 7" (r,w, ),

donde 7% estd definida por (3.18). Como (T — r, I(r,w,T)): Wh™ — W™ es
continua (véase (3.18)), para probar que 7X(T,w,Z): C — W1 es continua es
suficiente probar que 7% (r,w,z): C' — W1 es continua.

Sea v € C. Tenemos que 7X(r,w,T) v = w(r,w, Z,v) = 7 (r,w,Z)v y

f'zv(r + s,w,Z,v) = L(II(r + s,w,z)) w(r + s,w, z,v)

U 3 (3.24)
= L(I(r + s,w, @) (7" (r + s,w,T) v)

para todo s € [—r,0]. Entonces,

H%L(T,W,E)UHWLOO < H%L(T,w,i)ch + |]ﬁ7(r,w,:ﬁ,v)\|mo

_ - N (3.25)
< Crvlle + Co Cr[lvlle = Cr (14 Co) [[v]le
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donde

Co:= sup ||L(w,Z)|Lincr)

w,T)EKX
e i ) (3.26)
C, = sup |7 (r + 5,w,%)||Lin(c,c) -

s€[—r,0],(w,z)eX

Esto prueba la continuidad.

(ii) Tomamos T > 2r y escribimos, como antes,
~L N\ _ L V) o 2L .
(T, w,z) =T —2r,11(27r,w, %)) o T (271, w, T) .

Como la aplicacién 72(T — 27, I1(27r,w, Z)): WH* — W™ es continua, es sufi-
ciente con probar que 71 (27,w,z): C' — W1 es compacta.

Tomamos una sucesién acotada (vy,) en C. Se deduce de (3.25) que la sucesion
(|I7L(r, w, Z) vy || ) estd acotada. El teorema de Arzeld-Ascoli proporciona una
subsucesion (vg) de (v,,) tal que (7L (r, w, Z) vy) converge a una funcién v € C. Por
lo tanto, la sucesién (7L(2r,w, Z) vg) = ((FE(r, 1(r,w, 7)) oL (r, w, T)) vx) conver-
ge a 7L (r, 1l(r,w,z)) ¥ en W, Esto demuestra la compacidad de 7L(2r,w, 7)
y, por tanto, la compacidad de 7(T,w, 7).

(iii) Esta afirmacién es consecuencia inmediata de (ii) y del hecho de que
cualquier sucesién acotada de W1*° determina una sucesién acotada en C.

(iv) Se deduce de (3.25) que la constante C, definida en (iv) satisface C, <
C, (1 + Cp), con Cy y C, dados por (3.26). Esto completa la demostracién de la
proposicion. O

Nota 3.15. A pesar de la posible falta de continuidad global del semiflujo IT*
definido por (3.17), la Definicién 3.7 de exponente de Lyapunov superior pro-
porciona dos valores bien definidos, que denotamos por exponente de Lyapunov
superior A\ (w,z) de (w,Z) € K para (K, II¥,RT) y exponente de Lyapunov su-
perior A del semiflujo (K, T, R*). También vamos a denotar por Af(w,z) el
exponente de Lyapunov superior de I~ (definido por (3.19)) para (w,z) € K; y
por X,C el exponente de Lyapunov superior de (/C, ﬁL, R™).

Nota 3.16. Las propiedades de continuidad del semiflujo pseudo-continuo II%,
establecidas en el Corolario 2.19 nos permiten repetir los argumentos del Teorema
4.2 de [7] para comprobar que, si (w,z) € K, entonces

_ .1 _
)\?(W, 3}') = tliglo ; In H’/TL(t, w, w)HLin(leoo,leoo) . (327)

El siguiente teorema muestra que los exponentes de Lyapunov superiores de
los dos semiflujos coinciden.
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Teorema 3.17. Supongamos que F' y T cumplen H1(1)&(3) y H2(1)&(3), y que K
cumple la Hipdtesis 3.11. Sean 7t (t,w,z) y 7 (t,w, Z) las aplicaciones definidas
por (3.17) y (3.19) parat € R y (w,x) € K. Sean también Cy y C,. las constantes

definidas por (3.26) y la Proposicion 3.1/ (iv). Y definamos A} (w, T), A, A\f (w, T)
y A como en la Nota 3.15. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Sit > r, entonces

|7 (¢, w, T) || Lin(wt.oewieey < (14 Co) s[up } |75 (t + s, w, 7)||Lin(c,0)
se|—r,0

para todo (w,x) € K.

(i) M (w, @) < A (w, T) para todo (w,T) € K.
(iii) Sit>r, entonces
||%L(t7w7 'f)HLin(C,C) S CT ||7TL<t - H(Tv w, CE))||Lin(VVL‘X’,I/Vl"’o)

para todo (w,T) € K.

(iv) A (w, ) < AN (II(¢, w, T)) para todos (w,Z) € K yt > r.
(v) A = Ax.
Demostracién. Tomamos t > 7, (w,7) € Ky v € Wh* C C. Tenemos que
7" (t,w,2) vlle = |75t w. 2) v]le < 75w, 2)l|unee) [vlle-
Ademas, si s € [—r, 0],
At + s,w,%,v) = LAI(t + s,w,2)) (TX(t + s,w,T) v) .

Esto se deduce de la relacion (3.24) que es valida para t en vez de r. Recordemos
que w(t,w, T, v)(s) = z(t + s,w, T,v) para v € W' y s € [-r,0]. Por lo tanto

d

T w(t,w,z,v)(s)| < Co |75t + 8,w, Z)lLin(c,c) [[v]|c

para s € [—r,0]. Como ||v|c < ||v||w1e,

It D)ol < (1 Co) sup 750+ 8,0, el
se[—r,0

por lo que (i) estd probado. Ahora, (ii) es consecuencia de (i) y de las igualdades
(3.9) y (3.27) para \f (w,Z) y Af (w, Z).
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Tomamos ahora t > r, (w,z) € Ky v € C. Entonces,

175t w, ) vl < |75t w, Z) v|lwiee
= ||7TL l—r, H(tawvj» (%L(nwaj) U)HWLOO

(
< |m™(t =, It w, &) || Lin(wi.co o) ||ﬁL(r,w,j) V|l
(

L
< ||7TL t—, H(tvwvj))HLin(leOO,WLOO) o ||U||C .

Esto prueba (iii). La afirmacién (iv) es una consecuencia inmediata, y (v) se

deduce de las propiedades (ii) y (iv). O

El punto (v) del teorema anterior justifica la siguiente definicién, que completa
esta seccion.

Definicién 3.18. Supongamos que se cumplen HI1(1)&(3) y H2(1)&(3), y la
Hipétesis 3.11. El exponente de Lyapunov superior del conjunto K para el semi-
flujo (KK, T, R™) es A\ = Ak.

3.3. Estabilidad exponencial uniforme en com-

pactos positivamente invariantes

La estructura de las Secciones 3.3 y 3.4 es similar. Estableceremos condicio-
nes para caracterizar la estabilidad exponencial uniforme de ciertos compactos
positivamente invariantes para el semiflujo pseudo-continuo (Q x W TI, RT)
en términos de sus correspondientes exponentes de Lyapunov superiores. Recor-
demos que II es la aplicacién definida por (3.12) a partir de la familia (3.1) de
ERDEs no auténomas. En concreto, trabajaremos con compactos cumpliendo las
siguientes condiciones:

Hipétesis 3.19. K C Q x WH™ es un compacto positivamente Il-invariante que
proyecta sobre toda la base y tal que cada uno de sus elementos admite al menos
una extension hacia atras en K.

Noétese que esta hipdtesis es més restrictiva que la Hipdtesis 3.11 impuesta
en la seccién anterior. Lo mismo sucede con las condiciones que supondremos
en esta seccién sobre la familia (3.1): son mds restrictivas que las que hemos
impuesto en la Secciéon 3.2 y en el Capitulo 2. Esto nos permitira utilizar todos
los resultados vistos hasta el momento. Las condiciones sobre F'y 7 con las que
trabajaremos ahora son también maés restrictivas que las que impondremos en
la siguiente seccién, por lo que obtendremos conclusiones mas fuertes: basta con
comparar los Teoremas 3.21 y 3.25.

Para facilitar la tarea del lector escribimos ahora la lista completa de condi-
ciones, incluyendo las repetidas y las nuevas: H2(4),(5) y (6). La hip6tesis H2(6)
no entrara en juego hasta la siguiente seccion.
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H1

H2

(1)
(2)

F:QxR*x R" — R" es continua.

F: QxR"xR" — R" es localmente Lipschitz-continua en sus segun-
do y tercer argumentos en el siguiente sentido: para cualquier par de
compactos K1 y Ky de R", existe una constante L = L(Ky, Ky) > 0 tal
que

‘F(Wyyl,yﬁ - F(%ﬂh%)’ <L (’yl — ol +ly2 — Z72D
para todos w € Q, y1,y;1 € K1 e ya, 0 € Ko.
F: QxR"xR" — R" es diferenciable respecto a sus segundo y tercer
argumentos, y las funciones D;F': Q x R" x R" — Lin(R",R") son
continuas para i = 2, 3.
7: Q x C — [0,7] es continua.

7: Q@ x C — [0,r] es localmente Lipschitz-continua en su segundo
argumento en el siguiente sentido: para todo conjunto compacto M C
C' existe una constante Ly = Ly(M) > 0 tal que

(W, 2) = 7(w, )| < Lyljz = Tllo

para todos w € Qy x,z € M.

7: Q) x C — [0, r] es diferenciable respecto a su segundo argumento, y
Dyr: Q x C'— Lin(C, R) es continua.

7: Q2 x C — [0,7] es localmente Lipschitz-continua en su segundo ar-
gumento en el siguiente sentido: para todo conjunto cerrado y acotado
B C C existe una constante Ly = Ly(B) > 0 tal que

[7(w, 1) = 7(w, 22)| < Lalley — 220

para todo w € Q y para todos x1 v x5 € B.

Dy1: Q2 x C — Lin(C,R) es localmente Lipschitz-continua en su se-
gundo argumento en el siguiente sentido: para todo conjunto cerrado
y acotado B C C' existe una constante Ls = Ls(B) > 0 tal que

| Dot (w, 71) — DoT(w, T2)||Lin(cr) < Ls |71 — 720

para todo w € ) y para todos x1 y x9 € B.

Dyr: 2 x C — Lin(C,R) es localmente Lipschitz-continua en su se-
gundo argumento en el siguiente sentido: para todo conjunto compacto
M C Q x C existe una constante Lg = Lg(M) > 0 tal que

| Da7(w, x1) — Do (w, 22)||Lincr) < Lg |21 — 2|l

para todos (w,z1) y (w,x2) en M.



112 Estabilidad exponencial uniforme

Recordemos que H1(3) garantiza H1(2) (véase la Proposicién 2.13), y que
H2(3) garantiza H2(2) (véase la Proposicién 2.15). Notemos ademds que H2(4)
es mas exigente que H2(2) y no estd garantizada por H2(3); y que H2(5) es més
exigente que H2(6). Vamos a comprobar ahora que H2(3)&(5) implican H2(4).

Proposiciéon 3.20. Supongamos que T cumple H2(3)&(5). Entonces también
cumple H2(4).

Demostracion. Sea B C C' un conjunto cerrado y acotado. Sea ¢ = ¢(B) > 0 tal
que B C B,., donde

B. := clausurac{z € C'| ||z||c < c}.

El conjunto B, es cerrado y acotado en C. Sea Ls = L5(B,.) la constante asociada
a B. por H2(5), y sea m := max{||Da7(w, 0)||Lin(c;r) | w € Q2}. Entonces

||D2T(W,$)||Lin(c,R) < HD2T(W7$) - DzT(W, O)HLin(O,R) + ||D27'(w, O)HLin(C,R)
< Lsc+m = Ly(B.) = Ly

para todo w € Q y todo = € B.. Este hecho, la convexidad de B,, y la propiedad
H2(3) garantizan que

(W, 2) = 7(w, 7)| =

1
d ~
/o aT(w,sx—l-(l—s)x)ds

_ ‘/01DQT(w,sx+(1—s)5)(x—’f)ds

< Lyllz —Zlle

para todo w € Q y para todos z, T € B,, lo que completa la demostracion. O

Trabajaremos en esta seccién suponiendo H2(1),(3)&(5), vy en la siguiente
debilitaremos estas condiciones imponiendo H2(1),(3)&(6).

Recordemos que el semiflujo (K, II,R™) es global y continuo, y que K C
Co: véase la Nota 3.12. El objetivo de esta seccion es probar que la estabilidad
exponencial uniforme de K se puede caracterizar en términos de su exponente de
Lyapunov superior por la condiciéon A\x < 0. Veremos que esta propiedad puede
ser formulada en términos de la norma en W% y de la norma en C. Estos son los
contenidos del Teorema 3.21, cuya prueba requiere de tres lemas preliminares muy
técnicos. Recordemos la Definicion 3.18 de A, v que el Teorema 3.17 demuestra
que coincide con el exponente de Lyapunov superior para el semiflujo linealizado
definido por (3.17) sobre K x W y con el del semiflujo linealizado definido por
(3.19) sobre K x C. De hecho, ambas definiciones de A\ se usaran en la prueba
del siguiente teorema. Es importante remarcar que parte del siguiente resultado
y de su prueba seria estandar si el semiflujo IT es C!' en un entorno abierto de K.
Pero nuestras hipotesis no garantizan esa condicion.
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Teorema 3.21. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(5), y

que IC cumple la Hipotesis 5.19. Sea A el exponente de Lyapunov superior de K
dado por la Definicion 3.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) e < 0.

(2) Emisten B> 0, ky > 1 y &, > 0 tales que, si (w,7) € K y (w,z) € @ x WhH>
cumplen ||x — Z||c < &1, entonces la funcion y(t,w,z) estd definida para
todo t € [—r,00) y satisface

ly(t,w,z) —y(t,w,z)| < kye P! ||z —Z|¢ para todot > —r (3.28)
por lo que

|u(t,w, z) — u(t,w, @)||c < ki e’ e P!z — Z|c para todot > 0. (3.29)

(3) El congunto K es uniformemente exponencialmente estable; es decir, existen
B>0,ky >1ydy >0 tales que, si (w,T) € K y (w,z) € Qx WL cumplen
|z — Z||wie < 02, entonces la funcion u(t,w,z) estd definida en [0,00) y
satisface

lu(t,w, z) — u(t,w, Z)|wiece < koe ||z — Z||wre para todot > 0.

Ademas, si se cumple (1), podemos tomar cualquier 5 € (0,—Ac) en (2) y (3)
(cambiando las constantes 01, ki, 02 y ko si es necesario).

Las siguientes paginas contienen los enunciados y las demostraciones de los
tres lemas técnicos necesarios para la demostracién del Teorema 3.21. Antes de
empezar con ellos, fijamos varias constantes que tendran un papel fundamental
y establecemos notacion. Definimos

ro := 1+ sup{||Z]lc| (w,Z) € K},
By := {JI S C| ||JIHC < 7’0} cC.

Representamos por L] y L2 las constantes de Lipschitz de 7y Do7 en Q x By,
dadas respectivamente por las condiciones H2(4) y H2(5) (véase la Proposicion
3.20). También denotamos

|F|o :=sup{|F(w, h,k)|| w € Q, |h| <719, k| <10},
[ D2F||o := sup{|[D2F'(w, h, k)||Linwn,rn) | w € Q, |A] < 7o, [k] < 1o},
| D3F o == sup{|| DsF'(w, b, k) ||Linrr rm) | w € 2, |h] < 7o, |k| < 7o},
[ D270 := sup{||Do7(w, z + Z)||Lin(c ) | (w,Z) € K, [lzflc <1},
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Deducimos de H2(5), de la compacidad de K, y de H2(3), que
D27 llo < L5 + sup{ || Do7(w, 7)[uin(er) | (w,7) € K} < 00

Por su parte, H1(1)&(3) aseguran que |Fq, || D2F||o v ||D3sF||o son finitos. Supo-
nemos, sin restricciones, que las seis constantes LY, L2, |Flo, [|[D2F o, [|D3F o ¥
|| Da7||o son estrictamente positivas.

Recordemos una vez mas que las funciones y(t,w,z) y u(t,w,z) estan defi-
nidas para t € [—71,5,.) v t € [0,B,.), respectivamente. Y recordemos que si
(w,Z) € K entonces S,z = oo. En las pruecbas de los siguientes tres lemas y
del Teorema 3.21 fijaremos los puntos (w,z) € Q2 x Wh* y (w,z) € K. Por lo
tanto, las funciones y(t,w, z) e y(t,w, T) estan ambas definidas en [—r, 5, ) v las
funciones u(t,w, x) y u(t,w, ) estan ambas definidas en [0, 8, ). Para simplificar
la notacién, representamos por

y(t) =yt w,z) e y(t):=y(,w,x) parat € [-r fua),
y(t) ==y(t) —y(t) parat € [—7, Bua) (3.30)
uw(t) == u(t,w,z) y  a(t) :=u(t,w,z) parat€|0,L,.)-

También trabajaremos siempre bajo la condicién

|lu(t) —a(t)|lc <1 para todo tel0,7], (3.31)

donde T" es un tiempo que fijamos en [0, 5, ). Esta cota, junto con el hecho de
que (w-t,u(t)) pertenece a K, asegura que

y(t + )| < |y(t +5) = y(t +5)[ + [yt + 5)]
< Ju(t) —a(t)llc + u(@)llc < ro, (3.32)
9t + )| < [la(®)]lc <o

para todos t € [0,T] y s € [-r,0].

)

K cumple la Hipdtesis 3.19. Entonces, para todo € > 0 eziste 03 = d3(¢) € (0, 1]
tal que, si (w,T) € K, (w,z) € QA x Wh*, T € [0, o), y |Ju(t) — u(t)

para todo t € [0,T), entonces

9t = (Wt u(t))) = y(t = 7(wt, ult)))
+y(t = r(wt,u(t))) - Dor(w-t, u(t)) (ut) —u(t))] < ellu(t) —at)]c

para todo t € [0,T]. La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Fijamos (w,z) € K, (w,z) € QA x Wh> y T € [0, 8,..), y usamos
la notacién (3.30). Suponemos, sin pérdida de generalidad, que se cumple (3.31)
y, por tanto, que se verifican las acotaciones de (3.32).
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Como K C Cy (véase la Nota 3.12), tenemos que 3 € C'([—r,T],R"). Para
cada t € [0, T], definimos p;: [0,1] — R™ por

pie(s) =yt — T(w-t,u(t) + s (u(t) —

o)) -
+ syt — 7(wt,u(t)) - Dor(wt, alt)) (ult) — ult)). '
Asi,
p(1) = pu0) =gt = 7wt u(t)) = gt — 7wt 5(1)))
+y(t — 7w, u(t)) - Dot (wet, u(t)) (ut) —a(t))
por lo que la cota del lema es equivalente a la propiedad
[p(1) = p:(0) <e para todo t € [0, 7] con u(t) # u(t). (3.34)

[u(t) —a(®)]lc —

La regla de la cadena asegura que p; es continuamente diferenciable, y que

pi(s) ={=y(t = 7(wt,u(t) + s (u(t) — u(t)))) - Do7(w-t, u(t) + s (u(t) —u(t)))
y(t = 7wt u(t))) - Dor(w-t, u(t))} (u(t) — u(t)).

Como py(1) fo s)ds, podemos tomar s € [0,1] con |p(1) — p:(0)] <
1D ()] Tenlendo en cuenta la ecuacion que satisface y(t), las definiciones de
| Da7llo, de |Flo, v la segunda cota de (3.32), tenemos, si u(t) # a(t),

pe) = O] o 1P(s)]
[ut) —a(®)lle — [lu(t) = a®)llc
y(t = 7(w-t,u(t))) — y(t = 7(w-t, u(t) + s (u(t) — a(t))))|
Do (w-t, u(t) + s (u(t) — a(t))) Lincr)
+1y(t = 7(w-t, u(0))[|| Dar(w-t, u(t)) — Dor(w-t, u(t) + s(u(t) — a(t)))|Lincr)
< Dol [y(t = 7(w-t, u(t))) — y(t — 7(w-t, u(t) + s (u(t) —u(t))))|
+ | Flo [ Da7(wt, a(t)) = Dot (w-t, u(t) + s(u(t) — a(t)))||Linccr) -

(t
<

La aplicacién restringida II: [0, 1] x K — K, (t,w, %) — (w-t,u(t,w,x)) es unifor-
memente continua. Por lo tanto, dado nuestro ¢ > 0, existe p. € (0, 1] tal que, si
0 <s < pe, entonces

_ _ _ _ £
[u(s,wo, To) — Zollwreo = |uls, wo, To) — w(0, wo, Zo)[[wree < 7
2{|D7llo
para todo (wo, Zg) € K. Ahora tomamos un punto (w*,z*) € K tal que (w, )

2

II(r,w*, z*): la Hipétesis 3.19 garantiza su existencia. Entonces, si —r < t; < t5 <
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t1 + pe, obtenemos

y(tz) — y(t)] < [lultz + r,w", 27) — ults + 1, w", Z7)|lpre

= Ju(ty — t1,w" - (t1 + 1), u(ty + r,w*, %)) — u(ty + r,w", %) ||wre
L —
2| Dallo

Ademas de (3.31), suponemos también que
lu(t) — a(t)|lc < Z—E para todo t € [0,T], (3.35)
por lo que
[m(wt, a(t)) = T(wt,at) + s (u(t) — a(®))| < Lis u(t) — a(t)llc < p.

y en consecuencia, para todo t € [0, 77,

3

y(t = 7(wt,u(t)) — y(t = 7(wt,a(t) + s (u(t) — a(t)))] < o7 -
2|[Da7llo
Por tltimo, junto con (3.31) y (3.35), suponemos que
£
t) —u(t < —— todot € |0, T 3.36
[[u(t) u()Hc_QLg’F|0 para todo t € [0, T, (3.36)

por lo que, para todo t € [0, 7] tenemos

| Dar(wt, a(t)) — Dar(wt, a(t) + s (u(t) — a(t)))l|inicz
< LYslu(t) — a(t)|lc < W

Todas estas propiedades demuestran que (3.34) se cumple si suponemos (3.31),
(3.35) vy (3.36). Y para que estas propiedades se cumplan basta con tomar d3 :=
min(1, p./LY, €/(2L2|F|o)) e imponer |[u(t) — u(t)||c < 3 para todo ¢ € [0, T].
Este es el valor de d3 que aparece en el enunciado. O

Lema 3.23. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(5), y que
K cumple la Hipdtesis 3.19. Entonces, para cada € > 0 existe 64 = d4(g) € (0, 1]
tal que, si (w,z) € K, (w,x) € QX W T € (0,8,..) vy ||ut) —u(t)||c < 44 para
todo t € [0,T], entonces

2[Ju(t) —a(t)llc  sit€l0,r],

y(t — m(wt,u(t))) —y(t — 7(w-t,ut <
[yt — 7(wt,u(t)) — y(t — 7(w-t,u(t)))] {aHu(t)—ﬂ(t)Hc ditenTl.

La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Fijamos (w,z) € K, (w,z) € Q x WH* y T € [0, B,,.). Usaremos
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la notacién (3.30). Y suponemos que se cumple (3.31), por lo que (3.32) también
se verifica.

La cota es practicamente inmediata si t € [0,r], por lo que consideramos el
caso T' > ry t € [r,T]. Tenemos que

[yt = 7(wt,u(t)) =yt — 7(w-,u(t)))]

< (i 7160 ) It ute) = et a(e)]

sEt—r,t]

(3.37)

Tomamos s € [t —r,t] C [0,T] y usamos la ecuacién (3.1) para calcular j(s) =
y(s) — y(s). Como

1

d

F(%Z/l»?JQ)_F(W?Z?l,%) :/ EF(C%Vyl+(1_y)gl7yy2+(1_y)g2) dv (338)
0

y vz 4+ (1 —v) 2| < rgcuando |z1] < 79y |22] < ro, aplicamos la segunda cota
de (3.32) y las definiciones de || Dy F||p y de ||D3sF|o para obtener

[4(s)] = 19(s) —§(s)|
= [F(ws,y(5), y(s = 7(w-s,u(s)))) = Flw-5,9(s),4(s — 7(w-s,u(s))))]
< |[D2Floly(s) = u(s)| + [[DsFlo [y(s — 7(w-s,u(s))) — §(s — 7(w-s, u(s))

)
< I1D2F o ly(s) = 7()| + |1 DaF o (ly(s = 75, u(s))) = (s = (5, u(s))
(s = (s, u(s)) = s — (s, a(s)] )

Observemos que u(t) y a(t) pertenecen a By: véase (3.32). Por tanto la definicién
de LY asegura que

(et ult)) — vt a(0)] < LY u(t) — a(t) e (339
Empleando de nuevo la ecuacion (3.1) y (3.32), obtenemos
95 — 7lwrs, u(s)) — 55 — (s, ()|
—\/ (5 -+ Ur(es, u(s) + (1= ) 7(wrs, a(s)))

(T(w-s, u(s)) — T(w-s, u(s))) dl)

< |Flo L [[u(t) — a(t)]c -

(3.40)

Considerando todo lo anterior, obtenemos

()| < [[1D2Flo Ju(t) - a(t)]lc
+IDsFllo (lu(s) — als)llc + [Flo L lu(s) — a(s)l|c) (3.41)
= (ID2Fllo + [I1DsFlo (1 + [Flo L3)) [[u(s) — u(s)llc -
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Sea

£
04 :=min | 1, .
< LY ([ID2F o + [|1D3Flo (1 + [ o Lg)))
Las cotas (3.41), (3.39), y (3.37) prueban el lema. O

Lema 3.24. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(5), y que
K cumple la Hipétesis 3.19. Definamos la aplicacién g: K x W1 — R"™ por

g(w,z,x) := F(w,z(0),2(—7(w,z))) — F(w,z(0), 2(—7(w, Z))) — L(w, Z)(x — T),

donde L(w,T) estd definido por (3.15). Entonces, para todo € € (0,(4/3) || DsF||o]
existe 05 = 05(¢) € (0,1] tal que, si (w,T) € K, (w,z) € A x W T €0, By.4),
y |lu(t) —u(t)||c < 05 para todo t € [0,T], entonces

3[[DsFllo [[u(t) —a()]lc  sit €[0,7]

w-t, u(t), u(t))] <
l9( (t), u(t))] {g||u(t)—ﬂ(t)\|c site[r,T].

La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Fijamos (w,Z) € K, (w,z) € Qx Wh* vy T € [0, 8,..). Usaremos
la notacién (3.30). Suponemos que se cumple (3.31), por lo que (3.32) también se
verifica.

Denotamos

w(t) =yt —7(wt,u®) v wt):=yt—r7(wt ut)))

parat € [0, 7. Las definiciones de g(w-t, u(t), u(t)) y de L(w-t, u(t)) (véase (3.15))
junto con (3.38) proporcionan

lg(w-t, aft), u(t))
= |F(w-t,y(t

- D3F(w t g(

+ Dy F(w-t, y(

S~— —_—
S
—
~
S~—
N—
|
o

o) —
€
\.P%
<
—~
~
N—

A g‘
—~
~
S~—
S~—
|
S
[\
o
—
€
\.@F
<
—~
~
o
g
—
~
N—

< Sl[tpl] | Do F (w (
ve
- DQF(w- (), D)) nzn ey 1) = 7]

+ sup || DsF(wt,5(t) + v (y(t) — §(t)), @ (t) + v (w(t) — @()))
- D3F(wt7g(t> 7I) ||L1n R7 Rn) |w( ) w(t>|

+ 1D F(wet, G(t), @ ()| Lingeen ey |y (E — 7(wt,u(t))) — y(t — 7wt a(t)))
+y(t = m(wt, () - Dor(w-t, a(t)) (u(t) —u(t))].

Fijamos € € (0, (4/3) ||D3F||o). La ultima suma tiene tres términos. Los dos pri-
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meros se pueden acotar por (¢/4)||u(t) — u(t)||c para t € [0,7]. Esta ultima
afirmacion es consecuencia de dos hechos. El primero es que se cumple

ly(t) —g(@)] < [lu(t) —u®)c  para t >0,
w(t) —w(t)] < (1+]|FloLy) u(t) —at)llc  para t>0.

La primera de estas dos acotaciones es obvia. Para probar la segunda, usamos
(3.40) para ver que

w(t) —o@)] < [yt — 7(w-t,u(?))) = §(t = 7(wt, ul(t)))|
+ 1yt = r(wt, ut)) =yt — 7(wt, u(t)))|
< llu(t) — a(t)llc + 1Flo L [u(t) — a(t)lc-

El segundo hecho es que H1(3) garantiza que existe p € (0, 1] tal que

- si |h| < 7oy |k| < 1o (como es el caso de |g(t)] y de |w(t)|, de acuerdo con
(3.32)),

- si |h — h] < p (como sucede con |v (y(t) — (t))| para todo v € [0,1] si
lut) = u®)]le < p),

-ysi|k—k| <p(l+|FloLY) (como sucede con |v (w(t) — w(t))| para todo
v e 0,1 sifu(t) —ul)le < p),

entonces, para todo w € €2, se cumple

HDQF(W, h, kf) — DQF(W k)HLln R™ R") < 5/4
|DsF(w, hyk) — D3F(w, b, k) || Linge gy < /(4 +4|F|o L) .

Es facil deducir de estos dos hechos que la afirmacién con respecto a la acotacion
de los dos primeros sumandos se cumple si ||u(t) —a(t)||c < p para todo t € [0, T].

Para acotar el tltimo término, teniendo en cuenta (3.32) y la definicién de
| DsF||o, obtenemos que|| DsF'(w-t,y(t), w(t))||Linmnrry < ||D3F|lo. Ademas,

y(t = T(wt, ult))) — y(t - 7(wt, ult)))
+y(t = T(wt,u(t))) - Dor(wet, u(t)) (u(t) — u(t))]
<[t = r(wt,ut))) — 4t — 7(wt, ult)
+(t — m(wt,a(t)) - Dor(wt, a(t)) (u(t) — a(t))]
+ (5t = 7wt u(t) =yt - 7(

El Lema 3.22 proporciona d3 € (0, 1] (independiente de w, z, T y T) tal que, si
|lu(t) — u(t)||c < d3 para todo t € [0,T], entonces el primer término de la tlti-
ma suma estd acotado por (¢/(4[|D3F o)) [lu(t) — u(t)||c para todo t € [0,T].
Adem4s, el Lema 3.23 asegura la existencia de 0, € (0,1] (que es también inde-
pendiente de w, x, T y T) tal que, si ||u(t) — a(t)||c < d4 para todo t € [0,T],
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entonces

2[|u(t) — a(®)lle sitel0,r],
[y(t—r(wt,u(t)))—y(t—7(w-t, a(t)))| < €

muu(w —a(t)|¢ sit € [r,T).

Por tanto, si definimos d5 := min(p, d3,4) < 1y suponemos que ||u(t) —u(t)|c <
5 para todo t € [0, 7], obtenemos

3¢e
— +2||D3F t) — ult it 0
lg(eot () u(t))| < ( p e ”0) lu(®) —a®lle  site 1],
e [lu®) —a(t)llo site[r,T].
Esto y 3¢/4 < ||D3F||p completan la demostracién del lema. 0

Ahora podemos demostrar el teorema principal de esta seccién. En realidad
la prueba sélo utiliza el Lema 3.24: los otros dos se han usado en la demostracion
de este ultimo.

Demostracion del Teorema 3.21. (1)=(2) Consideramos el sistema lineal
y(t) = LAI(t,w, T)) vt t>0, (3.42)

con L definida por (3.15). Sea U(t,w,z) la solucién fundamental de (3.42) en
términos del Capitulo 1 de [14]; es decir, para cada (w,z) € K la aplicacién
matricial, de orden nxn, t — U(t,w, &) es una solucién de U(t) = L(II(t,w, T)) U,
para t > 0, y satisface

I, sit=0,

U(t,w,x):{

0, sit € [-r0)

para todo (w,z) € K. Usamos la notacién habitual de I,, y 0,, para las matrices
identidad y cero de tamano n x n.

Suponemos que A\ < 0, fijamos 8 € (0, —\¢), y elegimos « con § < ov < — .
El Teorema 3.17 junto con la expresion (3.20) del flujo sobre K x C', la Proposicién
I1.4.1 y el Corolario 11.4.2 de [45] aseguran la existencia de una constante ko > 1
tal que

ot w, z,0) e = 7Lt w, 2) vlle < koe ™ [lvlle vy |U(tw,Z)c] < koe " |c]

para todos (w,z) e L, v e C,ce R"yt > 0.

Fijamos ¢ > 0 suficientemente pequeno para aplicar el Lema 3.24 (es decir,
e € (0,(4/3) ||D3F|lo]) v para que se cumpla 0 < ckoe’” /(a — 8) < 1/2. Sea
ds = 05(¢) > 0 la constante que proporciona el Lema 3.24. Recordemos que
las funciones y(t) e y(t) estan definidas en [—r, 3, ). Tomamos (w,z) € Ky
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(w,z) € Q x Wy usamos la notacién (3.30) de ahora en adelante. Es facil ver
que la funcién y(t) = y(t) — y(t) (que satisface gy = u(t) — u(t)) es una solucién
de la ecuacion diferencial funcional

y(t) = L(II(t,w, 7)) g + g(w-t, u(t), u(t)) (3.43)

para todo t € [0,f,,), donde g estd definida en el enunciado del Lema 3.24.
Aplicamos una version adaptada de la férmula de variacion de las constantes
(véase la Seccién 2 del Capitulo 6 de [14]) para representar y(t) como

2(t) — &(t) site[-r0),

Z(t,w, T, x — ) —i—/o Ut — s,w-s,u(s)) gw-s,u(s),u(s))ds sit>0,

y(t) =

donde Z(t,w, ,v) es la solucién de (3.16) con condicién inicial v € C.

A

Empezamos considerando el caso t € [0,7]. Suponemos que ||z — Z|/¢
J5 (més tarde supondremos una condicién maés restrictiva), y definimos t; :
sup{t € [0,7]]| |lu(s) — u(s)||c < 05 para todo s € [0,¢]}. Asi definido, 0 < #;
min(fB, ., 7). Aplicando el Lema 3.24 obtenemos

IA I

t
01 < hoe o = allo+ 3k |DFly [ e fods  para ¢ 0.0
0
y por tanto
t
e ()] < ko [l — zllo + 3 ko ||D3F||o/ e |[yslleds  para ¢ €[0,4].
0
Definimos 71 (t) := sup{e®® ||y(s)|lc ] 0 < s < t}. Es facil ver que
t
ri(t) < e ko |l — Z|lc + 3 ko || DsF|o / r1(s)ds para t € [0,14].
0
Usando el lema de Gronwall, obtenemos
r(t) < e kg e RollDsElor 4 7| para t € [0,t].
En consecuencia,
e g(t)] = e*" [7(0)] < e [[Telle < mi(t) < Ky llw = Zlle para te€[0,4],
donde k] := €27 kye3e* ko lPsFllor > o> 1. Por tanto
GO < ke |lo —zllc  para te[0,4].

Ahora suponemos que ||z — Z||¢ < d5/ki < 5. Entonces |y(t)| < d5 para todo
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t € [—r,t1], por lo que ||u(t) — u(t)||c < d5 para todo t € [0,¢;]. Con un sencillo
argumento de contradiccién obtenemos que ¢; = r (en particular 3, , > r) y por
lo tanto

y(tw,2) — y(tw, )| = [H0)] <K e o —llc  para t€[0,7]. (3.44)
En particular,
[Telle < e lgllc < killz —Zlle <&  para t€[0,7]. (3.45)

Consideramos ahora el caso ¢t > r. Suponemos que ||z — Z||c < d5/ki (més
tarde usaremos una condicién més fuerte), y definimos t5 := sup{t > r| ||u(s) —
u(s)|lc < d5 paratodo s € [0,t]}, que satisface r < to < S, (véase (3.45)).
Aplicando el Lema 3.24, ahora para r <t < ty, y usando (3.45),

9(t)] < koe™" |z — Tl + 3 ko ||D3F||o/ e |G |c ds
0

t
+k:05/ =2 0=) |17l ds

t
< (ko—i-?)kokirearHDgFHo) eatHx—EHC—i—koseo‘t/ e(o"'@)seﬁ‘gHﬂSHods.

Definimos k} := ko + 3 ko ki r e || D3 F||o. Multiplicamos la anterior desigualdad
por e?t. Como e#~®* < 1, tenemos

t
PG <k — Z|l¢ + koee @A / e @B e |17 o ds . (3.46)

Ahora definimos 75(t) := sup{e®* ||[y,|lc | r < s <t} parat € [r,t,] y distinguimos
dos casos.

¢ para s* € [r,2r], y que

y(s* + 6%)]. Como

En el primer caso suponemos que 75(t) = 7% ||y,
existe 0* € [—r,0] con s* + 6% € [0,7] tal que ro(t) = €%
s* + 0% € [0, 7], aplicamos (3.45) y concluimos que

ro(t) = €7 |g(s* + )| < 2P ki ||z — Zlc -

Por lo tanto,
()| < e Plry(t) <2 Phie ™ ||z — 2. (3.47)

En el segundo caso, con el que cubrimos todas las posibilidades, ro(t) =
P ||7s+ ||l para s* € [r,t], v existe 0* € [—-r,0] con s* + 0% > ry ry(t) =
e |5(s* + 0%)]. Denotamos por 6 = s* + 6*, por lo tanto s* < 6 + r. Entonces,
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usando (3.46),

rat) = e [g(0)] < 7 e [(0)]

0
Skfe'BTH:L‘—:EHC—l—kOgeBTe(0‘5)9/ e Ps B 17l o ds

6
S k% eﬂr ||Z)3 - f||C+k0€€ﬂT6_(a_6)6r2(t) / e(a—ﬂ)sds

Br

< k%e’gr lx — Z|lc +

1 koeelr
370 < (1 2550) () < e o= e,
En COHSGCUGDCia Obtenemos
ly(t)| < e‘ﬁtrg(t) < Qk% eﬂre_ﬁtHa:—fHC. (3.48)

Definimos k; := max{e?"P ki, 2k2e’"} > ki y suponemos ||z — Z|lc < 05/k; <
d5/ki < 85. Entonces, usando (3.44), (3.47) y (3.48), tenemos

ly(t,w, z) —y(t,w,z)| = [§()] < ke P! ||z —Z||c < d5 para t € [0,t]. (3.49)

Como antes, un sencillo argumento de contradiccién muestra que to = oo, y por
lo tanto B, , = oo. Definimos ¢; := d5/k;. El punto (3.28) se deduce de este hecho
y de (3.49) para t > 0, y es trivial para t € [—r,0] (como k; > 1).

Por tltimo, sabemos que u(t,w,z) estd definido para ¢ € [0,00). El punto
(3.29) se deduce casi inmediatamente de la cota (3.28) y de la definicién de

[u(t) = a(t)]lc-

(2)=(3) Suponemos que se cumple (2), tomamos (w,z) € K y x # T con
|x — z||c < 01, y usamos de nuevo la notacién (3.30).

Fijamos ¢ > 0 suficientemente pequeno para aplicar el Lema 3.24 (es decir,
e < (4/3) |DsF o), y denotamos por d5 > 0 la constante que nos proporciona
este lema. Definimos por d; := min(dy, d5/(k; €°)) (donde k; es la constante que
aparece en (2)) y suponemos que ||z — Z||1e < d2. Entonces, de acuerdo con

(3.29),
u(t) —a(t)||c < ke ||lz —Z|lc < ki e®" ||z — Z||yre < 05 para t >0,
y por tanto el Lema 3.24 asegura que

lg(w-t, a(t), u(t))] < 3|[DsFljo[Ju(t) —a(t)llc para t>0.
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Definimos k3 := méx{||L(w,Z)||Lin(crn) | (w,Z) € K}. Recordemos que se
cumple (3.43). Usamos (3.29) y obtenemos que

(ks + 3| DsFllo) [[u(t) — u(®)llc

<
< (ks + 3||DsF|o) ky e’ e Pt ||z — Z|| ¢ (3.50)
S (k?g + 3 ||D3F”0) k?l GﬂT G_Bt ||l’ — [f'le,oo

|y(t7 W, .CL’) - y(tv w, j)’

para todo ¢ > 0. Definimos ahora ky := (k3 + 3 || D3F||o + 1) k1 " y combinamos
(3.29), (3.50), y la definicién de ||u(t) — @(t)||wr.~ para concluir que

u(t) — a(t)||wree < kse’"e Pz — Z||p1e para t>0.

Por lo tanto, la afirmacién de (3) se cumple para ky := kye®".

(3)=(1) Tomamos (w,z) € K, v € Wh* y t > 0. El Teorema 2.20 asegura
que

t T h - t T , 00
e t, 0, 2) oo = i LA EH10) — w0, )
h—0 |h|
Tomamos |h| suficientemente pequenio para garantizar que ||h v||y1.e < dz, siendo
7 la constante que nos proporciona (3). Entonces,

u(t,w, T + ho) —u(t,w, )||wie < ke e P ||ho|lwie = ke PR [0l .
Usando de nuevo el Teorema 2.20, obtenemos
w(t,w, Z,v)||wiee = |Jug(t,w, Z) v]|wie < kye P |v|lwiee

lo cual, junto con (3.27) (para el semiflujo linealizado (3.17)), asegura que A\x < 0
y completa la prueba de esta implicacion.

Para comprobar la tltima afirmacién del teorema es suficiente prestar atencién
a la eleccién de f en la prueba (1)=(2), y observar que el valor de § en (3) es el
mismo que en (2). O

3.4. Estabilidad exponencial uniforme bajo hipé-

tesis menos restrictivas

Sea II el semiflujo definido sobre Q x W1 por (3.12) a partir de la familia
(3.1) de ERDESs no auténomas. En esta seccién trabajaremos, al igual que en la
anterior, con un conjunto K que cumpla la Hipdtesis 3.19.

Nuestro primer objetivo es adaptar la caracterizacion de estabilidad exponen-
cial uniforme para K en términos de su exponente de Lyapunov superior susti-
tuyendo H2(5) por la condiciéon H2(6), menos restrictiva. La diferencia respecto
al Teorema 3.21 reside en la segunda condicién, que caracteriza la estabilidad



Estabilidad exponencial uniforme 125

exponencial uniforme en términos de || - ||¢ en vez de en términos de || - ||y1.c0.
Antes de formular el nuevo teorema de caracterizacion, definimos

po i= sup{ | lwos | (,7) € K} (3.51)

Teorema 3.25. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y
que K cumple la Hipotesis 3.19. Sean A el exponente de Lyapunov superior de
IC, dado por la Definicion 3.18, y po la constante dada por (3.51). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) )\IC < 0.

(2) Eziste una constante > 0 que satisface la siguiente propiedad: si fijamos
p > po, existen constantes k1 = ki(p) > 0 y 01 = §1(p) > 0 tales que, si
(w,z) € K y (w,z) € Q x WH® cumplen ||z||lwr~ < p y |z — Z|lc < b1,
entonces la funcion y(t,w, x) estd definida para todo t € [—r, 00) y satisface

ly(t,w,z) —y(t,w,z)| < k e Pt |x — Z||c para todot > —r,
por lo que

u(t, w, ) — u(t,w, z)||c < kie’" e Ptz — Z||¢ para todot > 0.

(3) El conjunto K es uniformemente exponencialmente estable, es decir, ezxisten
B>0,ky >1ydy >0 tales que, si (w,T) € K y (w,z) € Ax WL cumplen
|z — Z||wie < 02, entonces la funcion u(t,w,z) estd definida en [0,00) y
satisface

lu(t, w, z) — u(t,w, Z)||wie < kee P ||z — Z|| e para todot > 0.

Ademds, si se cumple (1), podemos tomar cualquier § € (0,—A¢) en (2) y (3)
(cambiando las constantes 01, ki, 92 y ko si es necesario).

La prueba de este teorema reproduce basicamente la prueba del Teorema 3.21.
Estd basada también en tres lemas (Lemas 3.27, 3.28 y 3.29), cuyos enunciados
y demostraciones son muy parecidos a los de los lemas de la Seccién 3.3. Necesi-
tamos cierto trabajo previo para adaptar todo a las hipétesis menos restrictivas
que imponemos ahora. Dado cualquier v > 0, denotamos

B, ={z e W' |lzwi~ <7},

que es un subconjunto compacto de C' (véase la Proposicién 1.1), y representamos
por Lj y LJ las constantes de Lipschitz de las funciones 7y Da7 en §2 x B, pro-
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porcionadas por las condiciones H2(2) y H2(6). Como en la Seccién 3.3, tomamos
ro := 14 sup{||z||c| (w,Z) € K},
y definimos

|Flo = sup{|F(w, h, k)| |weQ, |h| <ry, |kl <ro},
HD2FHO = Sup{HD2F<w7 h7 k)HLin(R",R") ‘ WS Qa |h” S To, |k‘ S rO}a
D3 F o := sup{[| D3 F(w, b, k) | Lingn gy | w0 € 2, |B] < 7o, |k[ < 7o},

que son constantes finitas por H1(1)&(3). Fijamos p > pg, con py definido por
(3.51), y definimos
pri=rg+ ’F’0+po+p, (352)

[1D27[lo := sup{[|Do7(w, T + @) [[Lin(e | (@, 7) € 5 [lzfwre < p7}

Para comprobar que ||Dy7|lg < oo, observamos que coincide con el supremo de
Dy en un subconjunto compacto de 2 x C' (véase de nuevo la Proposicién 1.1),
y por lo tanto H2(3) garantiza que es finito. Finalmente suponemos, sin restric-
ciones, que las seis constantes L5 , LE , |Flo, |[DoF o, || DsFllo v || Da7llo son
estrictamente positivas.

Lema 3.26. Supongamos que F' y 1 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y que K
cumple la Hipdtesis 3.19. Fijemos p > po, con py definido por (3.51), y definamos
p* por (3.52). Fijemos también (w,z) € K y (w,x) € Q x B,. Entonces,

la(®)||c <rg—1 para t € [0,00), (3.53)
la(t)|lwre < po < p* para t € [0,00). (3.54)

Si ademds se cumple
lu(t) —u(t)|lc <1 para todo t € [0,T] (3.55)

para un tiempo T € (0, B,..), entonces

llu()|lc < ro para t € [0,T], (3.56)
lu(®)[[wie < 7o+ |Flo+p < p* para t € 1[0,7T], (3.57)
lu(t) — a(t)||wre < p* para t € [0,T]. (3.58)

La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Sabemos que (w-t,u(t)) € K para todo t > 0. Las cotas (3.53) y
(3.54) se deducen de este hecho y de las definiciones de ry y de pg. Suponemos
que (3.55) es cierto, lo cual, junto con (3.53), asegura que (3.56) se cumple. Antes



Estabilidad exponencial uniforme 127

de probar (3.57), observamos también que (3.58) se deduce inmediatamente de
(3.54), (3.57), y de la definicién de p*.
Para probar (3.57), tomamos ¢t € [0,7] y s € [—r,0] y recordamos que

_ B y(t + s) si t+5>0,
uo)e) {i(t—i—s) si t+s5<0.

Sit+s <0, entonces |a(t)(s)| = |Z(t+s)| < ||z]|wre < p. Suponemos ahora que
t+s >0, por lo que y(t+s) = F(w-(t+5s),y(t+s), y(t+s—7(w-(t+5), yr+s))). Por
(3.56) tenemos que |y(t+s)| < 1oy |y(t+s—7(w-(t+5), Yts))| < 19. Por lo que,
por la definicién de |F|g, tenemos que [§(t + s)| < |Flo. Asi, ||a(t)|lc < |Flo + p-.
Finalmente, (3.56) proporciona

[u@)llwre < [lu®)lle + [[at)le <o+ [la@lle < 1o+ |Flo+p,

como queriamos demostrar. O

Ahora presentamos los lemas que haran el papel, para la prueba del Teorema
3.25, de los Lemas 3.22; 3.23 y 3.24 en la prueba del Teorema 3.21.

1),(3)&(6), y que
KC cumple la Hipdtesis 5.19. Fijemos p > po, con pg definido por (3.51). Entonces,
(w

para todo € > 0 existe 65 = d3(g, p) € (0,1] tal que, si (w,z) € K, (w,x) € 2 x B,
€10,Buz), yllu(t) —a(t)|lc < b3 para todo t € [0,T], entonces

u(t))) = y(t = 7(wt, ult)))
+y(t = 7(wt, a(t))-Dor(w-t, u(t)) (u(t) — u(t))] < ellu(t) —a(t)]c

Lema 3.27. Supongamos que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(

[yt —7(w-t

para todo t € [0,T]. La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Repetimos paso por paso la demostracion del Lema 3.22, supo-
niendo desde el principio que se cumple (3.55), lo que garantiza que también se
cumplen (3.56) y (3.58). A la hora de comenzar a acotar

Pt(l) —pt(())
[u(t) —u(t)|c

para u(t) # u(t), aplicamos (3.56) para afirmar que
|9t = 7(w-t,u()] < |Flo,
y (3.58) para afirmar que
[ Do (w-t, u(t) + s(u(t) — u(t)))l[Lincr) < [1D27]o -

El resto de la demostracién es idéntica, sustituyendo L y L2 por Lg* y Lg* (con
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p* dado por (3.52)), y teniendo siempre en cuenta que se cumple (3.58). O

Lema 3.28. Supongamos que F' y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y que

IC cumple la Hipdtesis 5.19. Fijemos p > po, con py definido por (3.51). Entonces,

para todo € > 0 existe 6, = d4(e, p) € (0,1] tal que, si (w,z) € K, (w,x) € A x B,
€10, Buz), y llu(t) —a(t)||lc < 64 para todo t € [0,T], entonces

2|lut) —u@®)llc st tel0r],

y(t — 1(wt,u(t))) —y(t — 7(wt,u(t)))] <
|yt — 7(w-t,u(t))) — y(t — 7(w-t, ult)))| {eHu(t)—ﬂ(t)Hc @ tenT].

La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Definimos p* por (3.52). Suponemos para empezar que se cumple
(3.55), y por lo tanto también (3.53), (3.56), (3.54), (3.57) y (3.58).

Repetimos paso por paso la demostraciéon del Lema 3.23. Utilizamos (3.53) y
(3.54) para acotar

[5()| < 1D2F o [y(s) = ()| + [1Ds F o [y (s = (s, u(s))) = 5(s = 7(w-s, u(s))]

Utilizamos ahora (3.54) y (3.57), y la definicién de Lg*, para obtener

[r(wtult) = r(wt, a@(t)] < L5 [[u(t) — a(t) e

y esta cota junto con (3.53) para obtener

9(s — 7(w-s,u(s))) = §(s — T(w-s,u(s)))] < [Flo

u(t) —a(t)c-
A partir de aqui, no hay diferencias con la demostracién del Lema 3.23. ]

Lema 3.29. Supongamos que F' y 1 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y que K
cumple la Hipdtesis 5.19. Fijemos p > po, con py definido por (3.51), y definamos
g: K x WhH® — R™ por

g(w,z,x) == F(w,z(0),2(—7(w,2))) — F(w,z(0),2(-7(w, z))) — L(w, z) (x — Z) ,

donde L(w,T) estd definido por (3.15). Entonces, para todo € € (0,(4/3) || DsF||o]
eziste 05 = 05(¢, p) € (0,1] tal que, si (w,z) € K, (w,x) € X x B,, T € [0, Bus),
y ||u(t) —a(t)]|c < 5 para todo t € [0,T], entonces

3[|DsFllo fu(t) —u)llc  si te[0,r],

wt,a(t), u(t))] <
lg( (), u(t))] {g“u(t)—ﬂ(t)HC si telr,T].

La notacion (3.30) se utiliza en el enunciado de este lema.

Demostracion. Definimos p* por (3.52), y suponemos de partida que se cumple
(3.55), y por lo tanto también (3.53), (3.56), (3.54), (3.57) y (3.58).
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Repetimos paso por paso la demostracion del Lema 3.24. Como alli, tenemos

|g(w-t, u(t), u(t))]
< sup || DoF(w-t, 5(t) + v (y(t) — 5(t), w(t) + v (w(t) — w(t)))

(
velo.1] — DQF(w'tv y(t)v w(t)) Lin(R™,R™) |y(t) B g(t)|

+ sup [DaF (ot (8) + v (u(t) = 58, 0(t) + v (wlt) - 0(®)
= D3 F(wt,5(t), @())]| g gy [0() = 0(1)]

+ D3 F(wt, 5(8), 0(t))||Lingen &) |y (E = T(wt,ult))) — y(t — 7(wt,alt)))
+3(t = T(wt,4(t)) - Dor(wet, alt)) (u(t) — a(t))] .

Fijamos € € (0, (4/3) || D3 F||o]. Los dos primeros sumandos se pueden acotar por
(e/4) |u(t)—u(t)||c parat € [0, T]. Esto es consecuencia de dos hechos. El primero
es que se cumple

ly(t) —g(@)] < lu(t) —u@®)]c  para t >0,
w(t) = @()] < (1+[Flo L5 ) [u(t) - a(t)llc  para t > 0.

Para probar la segunda desigualdad, usamos (3.40), (3.54), y (3.57) para ver que

w(t) —w®)] < |yt = 7(wt, ut)) =gt = 7(wt, u(t)))|
+ [yt = r(wt,ud) = y(t = 7(w-t, ult)))|
< Jlu(?) = u@)lle + [Flo () —u@lc -

El segundo hecho es que H1(3) garantiza que existe 6 € (0, 1] tal que

- si|h| < 7oy |k| < 7o (como es el caso de |g(t)| y de |w(t)|, de acuerdo con

(3.53)),

- si |h — h|] < 6 (como sucede con |v (y(t) — y(t))| para todo v € [0,1] si

lu(t) —u®)]c < 0),

- ysi|k—k| <0 (1+|F|oL]) (como sucede con |v (w(t) — w(t))| para todo
v e 0,1 si flu(t) —a(t)llc <90),

entonces, para todo w € €2, se cumple

||D2F(w, h, k;) - DQF((JJ, B, E) ||Lin(Rn7Rn) S 5/4 3
HDgF(w, h, k) — D3F<w, }_l, ]%)HLin(R”,R") S E/(4 + 4 |F|0 Lg*> .
Estos dos hechos aseguran la acotacion de los dos primeros sumandos cuando

|lu(t)—u(t)||c < 0 paratodot € [0,T]. Desde aqui no hay diferencias significativas
con la prueba del Lema 3.24. O
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Demostracion del Teorema 3.25. La prueba reproduce paso por paso la del Teo-
rema 3.21. El inico cambio significativo consiste en que hay que fijar p > pg, con
po definido por (3.51), en los pasos (1)=(2) y (2)=-(3) para aplicar el Lema 3.29
(que sustituye al Lema 3.24 a lo largo de la demostracién). Una vez hecho esto,
todo lo demaés es totalmente analogo. O

3.5. El caso de flujo base minimal

Continuamos este capitulo con varios resultados que se refieren al caso en el
que (,0,R) es un flujo minimal. Nétese que en estas condiciones la Hipétesis
3.11 sobre K coincide con la Hipdtesis 3.19 (véase la Nota 3.2).

El primer resultado es una consecuencia del Teorema 3.25 que tendra un papel
muy importante en lo que sigue. Recordemos que A\g representa el exponente de
Lyapunov superior para el semiflujo (I, I, R"), siendo K un compacto positiva-
mente [T-invariante K C Q x W (véase la Definicién 3.18).

Definicién 3.30. Un compacto K C 2 x W es una k-copia de (2,0, R) si
cada fibra K, := {z € W | (w,z) € K} contiene exactamente k elementos.

Teorema 3.31. Supongamos que el flujo base (€2, 0,R) es minimal. Suponga-
mos también que F y 7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y que KC cumple la
Hipotesis 3.11. Y supongamos que A\ < 0. Entonces, existe k € N tal que K es
una k-copia de (,0,R) y el semiflujo (K, I, R") admite una extension a flujo.

Ademas,

(i) para cada W € Q) existen un entorno Uy C Q de W y k aplicaciones continuas
X1, ..., 2 Uy — W tales que

Ko, ={ze€W"| (w,z) € K} = {z1(w),...,7(w)} (3.59)
para todo w € Uz .

(ii) El conjunto K es una union disjunta de un nimero finito de conjuntos
minimales My , ..., M, donde M; es una mj-copia uniformemente expo-
nencialmente estable de la base para j =1,...,1.

Demostracion. La Nota 3.2 y el Teorema 3.25 aseguran que K es uniformemente
exponencialmente estable, por lo que es uniformemente asintoticamente estable
(véanse las Definiciones 3.5 y 3.4). Recordemos una vez més que el semiflujo
restringido (C,II,R) es continuo (véase el Corolario 2.11). El Teorema 3.5 de
[41], basado en resultados previos de [43], prueba que K es una k-copia de la base
para k € N. El hecho de que (K,II,R") admite una extensién a flujo se deduce,
por ejemplo, del Teorema 3.4 de [41].

(i) Esta afirmacién se prueba facilmente combinando dos hechos. El primero,
es que como K es compacto, la aplicacion w +— K, es continua en la topologia
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Hausdorff del conjunto formado por los conjuntos compactos de W1 (véase el
Teorema 3.3 de [41]). El segundo, que K, siempre contiene k elementos.

(ii) Sea M C K un conjunto minimal. Es obvio que Ay; < 0y por tanto, como
ya hemos probado, M es uniformemente exponencialmente estable y es una m-
copia de la base con m < k. Un sencillo razonamiento por reduccién al absurdo
nos permite deducir de la existencia de extensiones a flujo en I y M que £ — M
es también positivamente [I-invariante. Tomamos ahora una sucesiéon (wy) con
limite w. El Teorema 3.4 de [41] asegura que (K, ) v (M,, ) convergen a IC, y
M., en la topologia Hausdorff del conjunto formado por los conjuntos compactos
de W, No es dificil deducir de este hecho que ((KX—M),, ) converge a (KX—M),
y, por tanto, K — M es un compacto. Obviamente, A\x_¢ < 0. Con todo esto,
K — M cumple las mismas condiciones que C, por lo que es una (k —m)-copia de
la base. Repitiendo este proceso un numero finito de veces (como mucho k — 1)
probamos el punto (ii). O

Necesitamos un concepto nuevo, que aparecerd en la formulacién de los si-
guientes resultados:

Definicién 3.32. Sea M C Q x W un conjunto minimal con Ay < 0. Su
dominio de atraccion es

D(M) = {(w,z) € A x W'*| f,, = 00 y existe (w,Z) € M

con lim ||u(t,w,z) — u(t,w, z)||wie = 0} .
t—ro0

El Teorema 3.34, extiende la informacién del Teorema 3.25: prueba que si
cada subconjunto minimal de un compacto positivamente Il-invariante P tiene
exponente de Lyapunov superior negativo, entonces P contiene un numero fini-
to [ de conjuntos minimales, y sus componentes conexas son los subconjuntos
positivamente Il-invariantes determinados por los dominios de atraccion de sus
subconjuntos minimales. No suponemos la existencia de extensiones hacia atras
de los elementos de P. La prueba del Teorema 3.25 se basa en la Proposicion
3.33, que muestra algunas propiedades del conjunto D(M).

Proposicién 3.33. Supongamos que el flujo base (2,0, R) es minimal, que F y T
cumplen las condiciones H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6), y que M CU C Q x W
es un conjunto minimal con Ay < 0. Entonces,

(i) el dominio de atraccion de M, D(M), es un conjunto abierto, conezo, y
positivamente I1-invariante.

(ii) Sean € (0,—Am) y P C D(M) un conjunto compacto. Existe una cons-
tante k = k(B,P) tal que, para todo (w,x) € P, existe (w,T) € M con

lu(t, w, ) — u(t,w, Z)||wre < ke P! para t > 0.
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Demostracion. (i) Es obvio que D(M) es positivamente II-invariante. Fijamos
B € (0,—Ar) y aplicamos el Teorema 3.25 para obtener ks > 1y dy > 0 tales
que, si (w,z) € My (w,z) € Q x W cumplen ||z — Z||y1.~ < 09, entonces
Bow =00y |lult,w,z) — u(t,w,T)|lwie < kye P! ||z — Z||wr~ para todo t > 0.
Fijamos (w, ) € D(M) y buscamos (@0, ) € M y to > 0 tales que ||u(to,w,T) —
u(to, @, T)||wre < d2/3. También buscamos dy > 0 tal que, si do(w,@) < dp ¥y
|z — Z|lwre < o, entonces |u(to,w,z) — u(ty,w,Z)||wre < d2/3. Por ultimo,
buscamos 0 < §y tal que, si do(w,&) < ¢°, entonces w € Uy y ademds, si
T = x;(w), entonces ||z;(w) — z;(@)||wi~ < dy (véase el Teorema 3.31). Tomamos
ahora (w,z) cumpliendo dg(w,®) < 6° y ||z — Z||wr~ < dp. Entonces tenemos

|u(to, w, ) — u(to,w, z;(w))|[wree
< lu(to, w, z) — ulto, @, T)|| .o
+ llulto, @, ) — ulto, @, 2;(@))]lwr.

+ ||ulto, w, xi(@)) — ulto, w, z;(w))|lwre < s .
Por lo tanto,

lu(t,w, x) — ult,w, z;(w))||wie
= |Ju(t — to, w-ty, u(ty,w, x)) — u(t — to, w-to, u(ty,w, z;(w)))||wre
< 6y ko e~ B (t—to)

para todo t > t,. Esta cota asegura que (w,x) € D(M) y por tanto que D(M)
es abierto en Q x W1 como querfamos probar.

Para probar que D(M) es conexo, suponemos que D(M) C V;UVs, siendo Vy
y V, dos abiertos disjuntos de 2 x W1, Como M es conexo (como cualquier con-
junto minimal), entonces estéd contenido en uno de estos conjuntos. Suponemos sin
restriccién que M C V. Vamos a probar que D(M) C V;. Razonamos por re-
duccién al absurdo, suponiendo que existe (w,z) € D(M) N V,. Como D(M)
es positivamente Il-invariante, el conjunto (conexo) {(w-t,u(t,w,x))| t > 0}
estd contenido en D(M), por lo que {(w-t,u(t,w,x))} C V,. La definicién de
dominio de atraccién y la compacidad de M proporcionan una sucesion (t,,) T 0o
y (0, z) € M tales que

m (Wt U(tm,w, ) = (©,Z) en Qx WhH>e,
m—0o0

Por tanto (w, z) estd en M y en la adherencia de Vs, lo cual es imposible. Con-
cluimos que D(M) NV, es vacio. Esto demuestra que D(M) es conexo, lo que
completa la demostracién de (i)

(ii) Volvemos a fijar § € (0, —Ap() y tomamos constantes ko > 1y dy > 0 con
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las mismas propiedades que en la prueba de (i). Definimos
Do(M) = {(w,x) € Q x Wh*|existe (w,7) €M con ||z — Z|wre < da}.

El Teorema 3.25 y la definicién de d, garantizan que Dy(M) C D(M) y que existe
to tal que TI(t, Do(M)) C Dy(M) para todo t > to. Veamos que Dy(M) es abierto
en D(M). Tomamos (0, Z) € Dy(M) v (w,Z) € M con d3 := ||T — Z||re < do.
Sea 0 = (02 — 03)/2. El Teorema 3.31 asegura la existencia de un entorno abierto
Uz C Q2 de @y de una funcién continua z: Uy — WH™ tales que T = (@) y
(w,Z(w)) € M para todo w € Uz. Sea ¢ > 0 tal que do(w,w) < €, entonces
wE Uz y |Z(w) — Z(@)||wre < d. Entonces si do(w,w) < ey ||z — Z||pre <9
tenemos que (w,zZ(w)) € My que

Iz = Z(W)lwree <l = Zllwree + 17 = 2(@)lwree + 12(0) = Z(w) [lwr

<5 +054+0=0,

lo que asegura que (w,x) € Do(M), y prueba la afirmacion.

Tomamos ahora un conjunto compacto P C D(M). Nuestro siguiente ob-
jetivo es demostrar que existe t; = t,(P) > 0 tal que II(t;,P) C Dy(M). La
definicién de D(M) asegura que, para cualquier (w,z) € P, existe ¢z tal que
(Wtzz ultszw,T)) € Do(M). Ademés, como Dy(M) es abierto, lo mismo pasa
para todos los puntos (w,z) en un entorno V;z C Q x W de (@,7). Por lo
tanto, (w-t,u(t,w,z)) € Dy(M) para todo t > ty, + tzz (véase la definicién de ¢,
en el parrafo anterior). La compacidad de P prueba la existencia de t.

Asi, si (w, ) € P, entonces existe (w-t1,y) € M tal que |[u(ts, w, z)—7y|lwre <
dy. Como M admite una extensiéon a flujo, existe (w,z) € M tal que § =
u(ty,w, ). Por lo tanto tenemos

|u(t,w, x) — u(t,w, ) ||y
= [Ju(t — t1,wty, u(ty,w,z)) —u(t — t1,w-t, u(ty, w, T))||wie (3.60)

= flu(t — ty,w-tr, ulty, w, ) — u(t —t1,wt1,9)[wie
< ko 0y e B t=t1) — ko 0y Bt =Bt

para t > t;. Por otra parte, la continuidad uniforme de II: [0,¢;] x M — Q x C
garantizada por el Teorema 2.6(iii) proporciona k3 tal que

||U(t,w,j}) - u(tlvwvj)HC S k:3

sit € [0,t1]. Y la acotacién de F' sobre los compactos de © x R™ x R™, asegurada
por H1(1), garantiza que existe k; con

||u(t,w,f) - u(tlawvj)||Lm S k4
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si t € [0,1,]. Por lo tanto
Hu(t7w7j> - u(thwwf)HWl’Oo < ks

para todo t € [0,t], siendo ks := max{ks, k4}. El mismo argumento aplicado a
[0,t1] x P proporciona kg tal que

|u(t,w, x) — u(ty,w, x)||wie < kg
para todo t € [0,¢;]. Por lo tanto

lu(t,w, z) — u(t,w, T) ||
< Jlu(t, w, ) — ulty, w, z)[[wre
+ lu(ty, w, x) — u(ty,w, T)||wie (3.61)
+ Ju(ty, w, T) — u(t,w, T)|[wre
< kg + ko by + ks = kye P < kpe Pt

para todo t € [0,t1]. Sea k. := méax{ks, kydoe P}, Las acotaciones (3.60) y
(3.61) garantizan que

HU(t,w,.CC) - u(t,w, E)HWL‘X’ < k. e !

para todo t > 0, lo que completa la demostracion. O

Teorema 3.34. Supongamos que el flujo base (2,0,R) es minimal y que F y
7 cumplen H1(1)&(3) y H2(1),(3)&(6). Sea P C Q x W un compacto posi-
tivamente Il-invariante tal que, para cualquier minimal M C P, se tiene que
A < 0. Entonces,

(i) El omega-limite O(w,x) es un subconjunto minimal de P para cualquier

(w,z) € P.
(ii) P contiene una cantidad finita de minimales: My , ..., M.
(iii) St D(My),...,D(M,) son los correspondientes dominios de atraccion, en-

tonces los conjuntos P N'D(M;) son no vacios, compactos, conexos, positi-
vamente Il-invariantes para j = 1,...,1, son disjuntos dos a dos, y

l
U (PN DM

En particular, si P es conexo entonces contiene solo un minimal.

Demostracion. (i) Tomamos (w,z) € P, un conjunto minimal M C O(w,z) C
P, y un punto (w,y) € M. Por hipdtesis, Ay < 0. Buscamos una sucesién
(tm) T oo tal que (w,y) = limy, oo (W-tm, u(tm,w, x)). Como (w,y) pertenece al
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conjunto D(M), que es abierto (lo cual se ha probado en la Proposicién 3.33(i)),
existe mg tal que (Wi, U(tn,, w,z)) € D(M). Por definicién de D(M) existe
(Wetmg, Tm,y) € M tal que

lm [Ju(t, w-tmg, U(tmg, w, x)) — w(t,wtmg, Tmg)|lwie = 0.
t—o00

Escribimos (w-tm,, Tm) = H(tm,, w, T) para un punto (w,z) € M (véase la Pro-
posicién 1.19) y concluimos que

0= lm [Ju(t,w-tmgy, U(tmy, w, x)) — u(t,wtmg, U(tmg, w, T))|lwiee
fmee (3.62)

= lim ||u(t,w,z) — u(t,w, T)||wr. .
t—o0

Por tanto O(w, x) = O(w, z) = M, lo que prueba (i).

(ii) Hemos visto en la demostracién de (i) que para cada (w,z) € P existe
un minimal M C P y un punto (w,z) € M que cumple (3.62). En particular,
(w,z) € D(M). De modo que P esté contenido en la unién de los dominios de
atraccion de sus subconjuntos minimales, que son abiertos (por la Proposicién
3.33(1)).

La compacidad de P asegura que existe una cantidad finita de subconjuntos

minimales My, ..., M; de P con
PCDWM;)U...UDWM,).

Sea M un subconjunto minimal de P. Si (w,x) € M buscamos j € {1,...,[}
con (w,x) € D(M,;). Pero (w,z) € D(M) y, evidentemente, los dominios de
atracciéon de dos minimales disjuntos son disjuntos. Concluimos que M = M},
lo que demuestra (ii).

(iii) Por (i) y (ii), tenemos que P = Ui_, (PND(M;)) y hemos visto que M; C
P ND(M;). Nuestro primer objetivo es probar que el conjunto positivamente II-
invariante P N D(M;) es cerrado (y por tanto compacto) para j = 1,...,1.
Fijamos j € {1,...,l} y tomamos una sucesion ((wm,zy)) € P N D(M;) con
limite (w,z) € P. Existe k € {1,...,1} tal que (0,7) € PND(My). Como este
conjunto es abierto en P, existe mg tal que (wWimg, Tmy) € P N D(My); y como
D(M;) N D(My) es vacio si k # j, entonces k = j. Por lo tanto, P N D(M;) es
cerrado, como queriamos ver.

Para probar que cada conjunto P ND(M,) es conexo suponemos que para un
indice j € {1,...,{} tenemos que PND(M;) C V;UV,, con V; y V, dos abiertos
disjuntos de © x W*. Como M, es un subconjunto conexo de P N D(M;),
podemos suponer sin restricciones que M; C V;. Y como P N D(M;) es un
subconjunto positivamente Il-invariante de D(M;), concluimos que PND(M;)N
Vs es vacio: si (w, ) € PND(M;)NV;, entonces el conjunto conexo {II(t,w, x) | t >
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0} esta contenido en P N D(M;) C V; U Vs, luego estd contenido en Vs, pero sin
embargo su adherencia contiene puntos de M C Vy, lo cual es imposible. Esto
completa la prueba de (iii).

La ultima afirmacién del teorema es trivial teniendo en cuenta (iii) y que
D(M;) es abierto, que esta asegurado por la Proposicién 3.33(1). H

3.6. El caso casi periédico

Supondremos en esta seccién que hemos obtenido la familia (3.1) por el pro-
cedimiento de construccién de la envolvente descrito en la Seccién 2.4 a partir de
una ERDE de la forma

g(t) = fty(0),y(t =7(tp))), >0, (3.63)

Supondremos también que el par (f,7) cumple las condiciones que garantizan
que el flujo (2,0,R) definido por traslacién en su envolvente es casi periédico
y minimal. Es decir, que f y 7 cumplen la Definicién 2.40 de casi periodicidad
de funciones definidas en R x X para un espacio de Banach separable X y con
llegada en un espacio de Banach Y': véase el Corolario 2.45.

Por otra parte, hemos visto en el Teorema 2.30 que si f y 7 cumplen

hl (1) La familia {f;| t € R} es equicontinua en R x R"™ x R", y el conjunto
{f(t,a,b)| t € R} esta acotado para todo (a,b) € R" x R™.

(3) f: RxR"xR" — R" es diferenciable respecto a sus segundo y tercer
argumentos; las funciones D;f: R x R" x R" — Lin(R", R™) son con-
tinuas para i = 2,3; las familias {(D;f); | t € R} son equicontinuas en
R x R™ x R"™ para i = 2,3; y los conjuntos {D; f(t,y1,y2) | t € R} estén
acotados en Lin(R™, R™) para todo (yi,y2) € R® x R" y para i = 2, 3.

h2 (1) La familia {7; | t € R} es equicontinua en R x C, y ademés el conjunto
{7(t,u) | t € R} esta acotado para todo u € C.

(3) 7: R x C' — [0,r] es diferenciable respecto a su segundo argumento;
Do7: Rx C — Lin(C,R) es continua,; la familia {Dy7; | t € R} es equi-
continua en R x C; y el conjunto {Dy7(t,u) | t € R} es relativamente
compacto en Lin(C,R) para todo u € C.

entonces los coeficientes 'y 7 de la familia
y(t) = Flwt,y(t), y(t —7(wt,p), >0 (3.64)

para w € € (cuya construccion se explica en la Seccién 2.4), cumplen H1(1)&(3)
y H2(1)&(3). Supongamos ademds que 7 cumple
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h2 (6) D,7 es localmente Lipschitz-continua en su segundo argumento en el
siguiente sentido: para todo conjunto compacto M C C' existe una
constante Lg = Lg(M) > 0 tal que

| Da7(t, 21) — Da(t, 22)||lLin(cr) < Le [|21 — 22|

para todos t € Ry z, 2 € M.

Entonces es sencillo demostrar que 7 también cumple H2(6): basta con repetir
los argumentos del Teorema 2.30(ii). Recordemos que la ecuacién (3.63) es un
elemento de la familia de ecuaciones (3.64): corresponde al elemento (f,7) € Q.

El Teorema 3.36 establece condiciones que garantizan la existencia de solu-
ciones uniformemente exponencialmente estables y casi periédicas de (3.63). Las
definiciones (equivalentes) y las propiedades sobre funciones casi periédicas con
dominio R y codominio dado por un espacio de Banach se pueden consultar en
la Seccion 2.4.1.

Introducimos la notacién que utilizaremos en la definiciéon de solucién unifor-
memente exponencialmente estable de (3.63). Supongamos que f y 7 cumplen las
condiciones h1(1)&(3) y h2(1)&(3). Dados ty € R y 29 € W™, denotamos por

g(’? tO? .To): [to - B/tO#EO) — R"

la solucién maximal de (3.63) que cumple y(to + s, to, o) = xo(s) para todo s €
[—7,0]. Su existencia y unicidad estdn garantizadas por el Teorema 2.5 (gracias
al Teorema 2.30, como acabamos de mencionar). Definimos también

a('a t07 ZE()) : [to, ﬁtowo) — Wl’oo

como u(t,to, zo)(s) = y(t + s,t0,x9). Con nuestra notaciéon habitual asociada
a las soluciones y las semiérbitas de (3.64), es sencillo comprobar que S, ,, =

tO + ﬁwo-to,zo y que
ﬂ(t + to, to, xo) = 'Lb(t, UJO'to, .170) (365)

para todo t € [0, Buy-to.a0)-

Definicién 3.35. La solucién y(t, 0, zq) es uniformemente exponencialmente es-
table si estd definida en [—r,00) y ademas existen 6 > 0, C' > 0y a > 0 tales
que, si x € W satisface ||u(t,0,z0) — z||w1.~ < § para un t, > 0, entonces
y(t,t., z) estd definido para t € [t, —r,00) y

[T2( + ., 0, 20) — (4 oty ) [ < Ce b |[i(ts, 0, 20) — 2|/ wroe

para todo t > 0.

Teorema 3.36. Supongamos que f: RXR*" X R" - R" y7: Rx C — [0,r] son
funciones casi periodicas en el sentido de la Definicion 2.40. Supongamos ademds
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que cumplen las condiciones h1(1)&(3) yh2(1),(3)&(6). Supongamos también que
existe una solucion de (3.63) definida en [—r, 00) uniformemente exponencialmen-
te estable y acotada. Entonces la ecuacion (3.63) admite al menos una solucion
uniformemente exponencialmente estable y casi peridodica.

Demostracion. El Corolario 2.45 asegura que el flujo (€2, 0,R) es minimal. Sea
IT el semiflujo pseudo-continuo definido por (3.12) a partir de la familia (3.64).
Hemos comentado antes de enunciar el teorema que las condiciones requeridas
en f y T garantizan que la familia (3.64) cumple las condiciones H1(1)&(3) y
H2(1),(3)&(6). Recordemos que las nociones de semiérbita, conjunto minimal,
conjunto omega-limite y estabilidad exponencial uniforme de un compacto posi-
tivamente II-invariante que proyecta sobre toda la base son las mismas que en el
caso de flujo continuo: véase la Nota 3.10.

Sabemos que la ecuacion inicial (3.63) coincide con la ecuacién de la familia
(3.64) correspondiente al punto wg := (f,7) € Q. Sea xy € WH™ el dato inicial
que proporciona una soluciéon uniformemente exponencialmente estable y acota-
da y(t,wo, zo) de (3.64),,, cuya existencia estd garantizada por las hip6tesis del
teorema. Sea O(wp, zg) C Q x W el conjunto omega-limite de la semidrbita
{II(¢,wo, xo) | t > 0}, que es un compacto positivamente Il-invariante: véase el
Teorema 3.13(ii). Ademds O(wy, zg) proyecta sobre toda la base, ya que el flu-
jo base es minimal (véase la Nota 3.2). Vamos a comprobar que O(wy,xo) es
uniformemente exponencialmente estable, y a deducir que es una m-copia de la
base.

Recordemos que (véase la Nota 1.24)

wu(t + ty, wo, To) = u(t, wo-ts, u(ty, wo, Tg)) -

Por lo tanto, la Definicién 3.35 y la igualdad (3.65) aseguran que existen § > 0,
C >0y a> 0 tales que, si x € Wh™ satisface ||u(t.,wo, o) — z||wre < § para
un t, > 0, entonces y(t,wo-t., x) estd definida para t € [—r,00) y

lu(t, wots, u(ts, wo, o)) — u(t, wots, ) |lwree < Ce " |Julty,wo, o) — x|l -
Tomamos (w,Z) € O(wg, o) y € W™ tal que ||z — Z||y1~ < §. Escribimos
(w,Z) = My, oo (Wotm, u(tm, wo, o)) para una sucesion (t,,) T oo adecuada, y
buscamos mg tal que
et(toms w0, 20) — 2l < [t i 20) — Fllwre + 12 — 2l < 6
para todo m > mgy. En consecuencia, para cada t > 0 fijo y cada m > my

lu(t, wotm, w(ty, wo, 20)) — w(t,Wotm, ) ||wie < Ce " [u(tm, wo, To) — 2| .

La continuidad del flujo II para ¢ fijo asegurada por el Teorema 2.6(v) nos permite
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deducir que
lu(t,w, ) — ult,w, z)||lwie < Ce |2 — x||preo . (3.66)

En particular, existe ¢q tal que ||u(t,w, )|y~ < ¢o para todo t > 0. El Teorema
2.6(vii) asegura la existencia de y(t,w, z) para todo t € [—r,00), v este hecho y
(3.66) prueban que O(wp, xo) es uniformemente asintéticamente estable.

En estas condiciones, el Teorema 3.31 asegura que O(wy, o) es una m-copia
de la base para un m € N que admite una extensién a flujo. Ademas este flujo es
continuo, tal y como asegura el Corolario 2.11.

Por otra parte, el Corolario 2.45 asegura también que el flujo (€2, o, R) es casi
periddico. En estas condiciones, y dado que O(wy, xg) es una m-copia de la base,
el Teorema 2 del Capitulo I de [43] garantiza que el flujo (O(wo, zo),II,R) es
también casi periodico.

Recordemos de nuevo que O(wy, xg) proyecta sobre todo €. Por lo tanto po-
demos tomar 7, tal que (wg, To) € O(wp, o). La funcién

R — R»

L = y(t7w0750) <367)

es una solucién de la ecuacién inicial (3.63). La Proposicién 2.39 aplicada a la
funcién O(wy, Tg) — WH*, (w,x) — z asegura que la funcién R — W ¢ —
u(t,wo, Tp) es casi periddica. Utilizando la Definicién 2.32 se deduce de forma
casi inmediata que (3.67) es también casi periddica. Y es muy facil comprobar
que la estabilidad exponencial uniforme de O(wy, o) garantiza que la solucién es
uniformemente exponencialmente estable. Esto completa la demostracion. ]
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