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Introduccion

Consideremos dos rectas r; y ro del plano que se cortan en el punto P. Si
partiendo de un punto F, formamos la sucesion de puntos que se obtiene proyec-
tando ortogonalmente de forma alternada sobre las rectas ry y 79 los puntos que
se van obteniendo se recae en una sucesion que converge al punto P. El algoritmo
de Dykstra es la generalizacién de este resultado cuando r; y 79 se reemplazan
por dos conjuntos convexos y cerrados K; y Ky de un espacio de Hilbert, con
interseccién no vacia K, y a partir de un punto Py se construye la aproximacion
optima a Py en K = K; N K5 resolviendo sucesivamente y de forma alternada
problemas de aproximacién éptima en K; y K5. En muchas situaciones practicas
la computacion de estas aproximaciones 6ptimas son relativamente faciles de ob-
tener: por ejemplo, cuando los K; son semiespacios, hiperplanos, subespacios de
dimensién finita (algoritmo de Von Neumann) o algunas clases de conos.

Los algoritmos de Von Neumann y de Dykstra son ejemplos de métodos de
proyecciones alternadas. Con este nombre se denota una clase general de méto-
dos que reducen el problema general de aproximar un elemento de un espacio
de Hilbert en una intersecciéon de conjuntos mediante la solucion alternada de
problemas de aproximaciéon maés sencillos sobre cada uno de los conjuntos que
forman dicha interseccion.

Las técnicas de proyecciones alternadas aparecen frecuentemente en el trata-
miento de problemas de aproximacion tales como:

1. Solucién de sistemas lineales (método de Kaczmarz).
2. Problemas de minimos cuadrados con restricciones para matrices.

3. Aplicaciones en probabilidad y estadistica (aplicaciéon al problema de esti-
macién de matrices de covarianza con un patrén dado).

4. Métodos secante para la aproximacién de ceros de sistemas no lineales.
5. Problemas de factibilidad convexa.
6. Problemas de programacién convexa.

En cuanto a las aplicaciones de los algoritmos basados en las proyecciones
alternadas, éstas son muy diversas: restauracion de imagenes, recuperacion de
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senales, redes neuronales y reconocimiento de patrones, teoria de juegos, diseno
de antenas, ciencia de materiales y compresién de datos, entre otras.

El trabajo tiene como objetivo presentar el andlisis de los algoritmos de Von
Neumann y Dykstra de forma autocontenida desarrollando todos los elementos
técnicos necesarios que permiten la prueba y no forman parte del curriculum del
plan de estudios del Grado en Matematicas de la Universidad de Valladolid.

En el capitulo 1 se reunen ademds de resultados fundamentales de la teoria
de espacios de Hilbert estudiados en la asignatura de Introduccion a los espacios
de funciones, otros resultados como la caracterizacién de Kolmogorov de la me-
jor aproximacion en un convexo, cerrado, no vacio de un espacio de Hilbert; el
concepto de convergencia débil; la compacidad débil de los conjuntos acotados de
un espacio de Hilbert y el teorema fuerte de separaciéon para convexos cerrados
de un espacio de Hilbert.

El capitulo aborda el teorema de Von Neumann de aproximacién éptima a un
elemento de un espacio de Hilbert en la interseccién de los subespacios cerrados
My, My de H. La demostraciéon de Von Neumann utiliza las propiedades de los
operadores de proyeccién para establecer que la sucesion de iterantes del produc-
to de dos proyecciones converge puntualmente al operador proyeccion sobre la
interseccién de los subespacios.

En el capitulo 3 consideraremos la situacion general de la mejor aproximacion
en un conjunto que es interseccién no vacia de un nimero finito de conjuntos
convexos cerrados. Ocurre que la sucesion de las proyecciones alternadas sobre
cada uno de los convexos cerrados que forman la intersecciéon no converge hacia la
mejor aproximacion en la interseccion. Dykstra introduce una modificacién del al-
goritmo de Von Neumann que permite recuperar la convergencia y la optimalidad
de la aproximacion. El teorema de convergencia en este contexto estd asociado
a los nombres de Dykstra y Boyle. Aunque histéricamente la generalizacién del
algoritmo de Von Neumann a mas de dos subespacios es anterior al algoritmo
de Dykstra, en este capitulo obtenemos dicha generalizacién como corolario del
teorema de Dykstra-Boyle (teorema de Halpenin).

El dltimo capitulo ilustra con experimentos numéricos la efectividad del al-
goritmo de Dykstra en un problema de aproximaciéon minimos cuadrados en la
norma de Frobenius de una matriz general por una matriz en un conjunto con-
vexo caracterizado por varias restricciones de distinta naturaleza. Los programas
Matlab utilizados en estos experimentos se incluyen como anexo a la memoria.

Para terminar con la introduccion me gustaria agradecer a mi tutor Luis M.
Abia por su dedicacion y ayuda, a mi familia y a todos los profesores y amigos de
Valladolid, Coimbra y Granada que me han acompanado durante estos muchos
anos y han hecho este viaje mas liviano.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Producto interno

Daremos una nociones basicas y propiedades del producto interno que facili-
taran la comprension del trabajo.

Definicién 1.1 Sea X un espacio vectorial real. Llamamos espacio con pro-
ducto interno a X si para cada par de elementos z,y de X esta definido un
escalar real (z,y) con las siguientes propiedades (Vz,y,z € X y a € R)

L. (z,z) >0

2. (r,z) = 0siy solosiz=0.
3. {z,y) = (y, )

4. (az,y) = alz,y).

5. (x 4y, 2) = (z,2) + (y, 2).

La funcién (-, -) de X x X es llamada producto interno. De las propiedades (1)
y (2) obtenemos que es definida positiva y de la (3) que es simétrica. Usando las
propiedades (4) y (5) podemos ver que

<Z T, Y) = Z (i, )
1 1
para cualesquiera «;, i = 1,2, ...,n reales y z; € X De la propiedad anterior y de

la (3) concluimos
(z, Z Yi) = Z ;i (T, Yi).-
1 1

De aqui en adelante asumiremos que, salvo especificar lo contrario, X es un
espacio con producto interno real.



Definicién 1.2 Para todo z € X definimos la norma como

2]l = vz, z).
Teorema 1.3 Desigualdad de Schwarz. Para cada par x,y € X,
(@, )] < l[l[lyl]-
La desigualdad estricta se da si y solo si x e y son linealmente dependientes

Demostraciéon: Consideremos x e y linealmente dependientes, es decir x = ay
para algiin « escalar no nulo, entonces ambos lados de la igualdad son |a/|||y||*. En
caso de que fueran linealmente independientes , VA escalar tenemos que z—\y # 0
, entonces

0 < (z— Ay, — Ay) = ||z — 2X\(z, y) + N*|ly|.

Haciendo A = (x,y)||y||~* concluimos que

0 < [lzfl = [z, ) llyl =,

de donde tenemos la desigualdad estricta.

Propiedades 1.4 La norma tiene estas propiedades
L [Jz]| = 0.

2. ||z|]| =0 si y solo si x =0.

3. ezl = |alfl].
4l +yll < llell + vl
S |lll = Mlylll < [l = yll-

Demostracién: Las propiedades (1), (2) y (3) vienen dadas por las propiedades
del producto interno. Para demostrar la (4) recurriremos a la desigualdad de
Schwarz 1.3

lz+yll* = (z+y, 2+y) = 2P +2(z, y)+ylI* < llzlP+202ly1+yI1* = (zl+y])*

que implica (4) (Llamada desigualdad triangular).
Usaremos (4) para demostrar (5)

lzll = [I(z —y) + yll < [lz = yll + [y]
tenemos ahora
]l = Iyl <l = yll
Intercambiando los papeles de la z e y llegamos a
Iyl = llll < lly — =]

que, combinandolos, llegarfamos a (5). O



Proposiciéon 1.5 Ley del paralelogramo Para todo z,y en un espacio con
producto interno

2+ yl* + [z =yl = 2(l|lz]* + [[yII*).-
Demostraciéon:
e+ yl]> = (x £y, z+y) = |lz]|* £ 2(z,y) + ||yl

Sumando ambos casos llegamos al resultado. U

Vamos a dar unos ejemplos de espacios con producto interno.

Ejemplo 1.6 En el espacio R"”, el producto
(@,y) = Ty + o+ Tt = > Tl

define un producto interno, cuya norma es

ol = (Z)

Ejemplo 1.7 En el espacio C°[a,b] de las funciones continuas en el intervalo
la, b], el producto

(@) = [ attoras

define un producto interno, y su norma viene dada por

||| = [/abxz(t)dtr.

Ejemplo 1.8 En el espacio L?[a,b] de las funciones medibles de Lebesgue que
son de cuadrado integrable en el intervalo [a, b, el producto

(2, y) = / e(t)y(t)dt

define un producto interno, y su norma viene dada por

]| = [/abﬁ(t)dtr.

Ejemplo 1.9 En el espacio R™*", de las matrices reales n X n,
(A, B) = traza(A” B)

define un producto interno y su norma asociada, es la norma de Frobenius, defi-

nida
n 2
2
E a; |-
3,j=1

[un

D=

|Ap|| = (traza(A" A))



Definicién 1.10 Llamamos a dos vectores x e y ortogonales, escrito x L v,
si (z,y) = 0. Decimos que un vector x es ortogonal a un conjunto Y, y
escribiremos x L Y, si para todo y € Y, x L y. Un conjunto A es llamado
conjunto ortogonal si para cualquier par de vectores x,y € A, se tiene xz L y.
Un conjunto ortonormal es un conjunto ortogonal donde cada vector tiene

norma 1, es decir
o JO sii#g
<xi’xﬂ'>_5”_{1 sii=j

Como en cualquier espacio Euclideo de dimension 2, existe una versién andloga
del teorema de Pitagoras para cualquier espacio con producto interno.

Teorema 1.11 Teorema de Pitagoras Sea 1, x», ..., x, un conjunto ortogonal.
Entonces,

~ <ZZ> DHUE SR

2 n
=D lll®.
1

n
D
1

Demostracion:

n
2
1

A continuacion daremos algunas definiciones y conceptos relacionados con la
topologia necesarios para el grueso de este trabajo.

i g

O

Definicién 1.12 Una sucesion de vectores x,, en X se dice que converge a
x € X y x es el limite de z,, denotado por x, — = o x = limx, , cuando
lim,, o0 ||z, — z|| = 0. Es decir, para cada € > 0 existe un N entero tal que

|z, — z|| < € para todo n > N.
Teorema 1.13 Si x,, — x,y, — y para un escalar «,, — « entonces
L]l = fl]].
2. (Tny Yn) = (2, ).
3. zp+yp, > +y.

4. ap,x, — ox.



Demostracion:
1. Trivial usando la propiedad (5) de las propiedades de la norma 1.4.

2. Usando la Desigualdad de Scharwz 1.3 tenemos
[(@n, yn) = (2, 9)| = (2 — 2, yn) + (2, 40 — v)]

< [en — 2 yn)| + 1@ yn = 9| <z = 2llllynll + 2llllyn =yl = 0.
[0+ yn — (& + Y| < llzn — 2] + [lyn =yl = 0.

loman — ax|| = llan(zn — ) + (an — @)z

< lan|[lzn = 2| + |on — af||z]] = 0.

O

Definicién 1.14 Una sucesién {z,} se dice que es una sucesién de Cauchy
si para cada € > 0, existe un N entero tal que

|z — || < € para todo n,m > N.

Definicién 1.15 Un conjunto no wvacio B se dice acotado si sup{||z| |z €
B} < 0.

Los espacios con producto interno en los que cada sucesiéon de Cauchy converge
tienen muy buenas propiedades. Por ello vamos a llamarlos de una forma especifi-
ca.

Definicién 1.16 Decimos que un espacio con producto interno X es completo
o un espacio de Hilbert si cada sucesién de Cauchy en X converge a un punto
r e X.

1.2. Mejor aproximacion

En esta seccién nos dedicaremos a describir el problema general de la mejor
aproximacion en un espacio de producto interno y demostraremos la unicidad
para conjuntos convexos.



Definicién 1.17 Sea K un conjunto no vacio de un espacio con producto interno
X y sea x € X. Decimos que el elemento y, € K es la mejor aproximacion a
x desde K si

[z = yol = d(z, K)

donde d(z, K) = inf ek ||z — y||, lamada distancia de = a K. Al conjunto de
todas las mejores aproximaciones de x en K (puede ser vacio) lo denotamos Pk ()
y esta definido

Pr(z) ={y € K | |z —yll = d(z, K)}.

Esto define una aplicacién Pk (z) de X en subconjuntos de K llamada proyec-
cion métrica sobre K. Si para cada x € X existe por lo menos una mejor
aproximacion en K ,decimos que K es conjunto proximinal. En caso de que
exista exactamente una unica mejor aproximacion llamaremos a K conjunto de
Chebyshev. Cuando K es un conjunto de Chebyshev, Pg(z) es una aplicacién
univalorada de X — X para todo x € X.

Definicién 1.18 Decimos que un subconjunto K de X es convexo si para todo
z,y € Ky Xel0,1] tenemos que Az + (1 — \)y € K.

Definicién 1.19 Un subconjunto C' de X es un cono convexo si ax + Sy € C
para todo z,y € C'y a, 8 > 0

Proposicion 1.20 Sea K un subconjunto convexo de X, entonces cada r € X
tiene como maximo una mejor aproximacion en K. En particular, todo conjunto
convexo proximinal es Chebyshev.

Demostracién: Sea z € X y supongamos que tanto y; como ys estan en Pk (z).

Entonces (y; + 32)/2 € K por convexidad y tenemos

1 1 1 1 1
d(z, K) < |lz=5(ntye)l| = 5 (@—y)+5@-w)l < Slla—ull+llz—gell = dz, K).

La igualdad tiene que mantenerse en las desigualdades. Por la condicién de igual-
dad de la desigualdad triangular, z —y; = A\(x —y) para algun A > 0. Pero como
|z — y1]] = ||* — y2|| = d(x, k) obliga a que A = 1y, por tanto, y; = y. Con lo
que es unica. O

Definicién 1.21 Dado K C X no vacio e y € X, denotamos
y+K={y+z|zeK}
Propiedades 1.22 Sea K un subconjunto de X no vacio. Se tiene
1. dlx+y, K +y) =d(x,K) para todo x,y € X.
2. Pxyy(x +y) = Px(z)+y para todo z,y € X.

3. d(ax,aK) = |a|d(z, K) para todo x € X, a € R.
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4. Pyg(ax) = aPk(x) para todo z € X, a € R.

5. K es proximal (respectivamente Chebyshev) si y solo si K +y es proximal
(respectivamente Chebyshev) para cualquier y € X dado.

6. K es proximal (respectivamente Chebyshev) si y solo si aK es proximal
(respectivamente Chebyshev) para cualquier o € R dado.

Demostracién:

1. Para cualquier z,y € X se tiene

A+, K +y) = inf o+ — (= +y)]| = if |lo — 2]| = (s, K).

2. Usando (1) yo € Pxyy(z +y)siysolosiyo € K+yvyllz+y—wl =
dlx+y, K+vy);siysolosiyg—y € Ky ||lx—(yo—vy)|| = d(x, K); siy solo
si yo —y € Pk(x), esto es yp = Pk (z) +y.

3. Tenemos que

d(az,ak) = inf law — ayll = la| faf [l2  y]| = |ald(z, K).

4. Si a = 0 es trivial. En caso contrario, usando (3) vemos que yg € P, (cx);
si y solo si yg € oK y |laz — yo| = d(az,aK) si y solo si 2yy € K y
|||z — Lyo|| = |a|d(z, K). Sin embargo, esto es equivalente a L1y, € Py (x),
es decir, yg € aPk(z).

5. Trivial usando (2).
6. Trivial usando (4).
O
Proposicion 1.23 Los conjuntos proximinales son cerrados. Sea K un
conjunto proximinal de X, entonces K es cerrado.

Demostraciéon: Supongamos que K no fuese cerrado. Existiria una sucesion
{z,} en K tal que x, — =z y © ¢ K. Entonces d(z, K) < |z — x,|| — 0, con
lo que d(z, K) = 0. Pero como ||z — y|| > 0 para cada y € K, contradice que

Definicién 1.24 Sea K un subconjunto no vacio de X. Lo llamamos

1. completo si cada sucesién de Cauchy en K converge a un punto en K.

2. aproximadamente compacto si para cada x € X dado, toda sucesién
{yn} en K con ||z — y,|| — d(x, K) tiene una subsucesién que converge a
un punto en K.



Con estas nociones ya podemos demostrar la existencia y unicidad de la mejor
aproximacion en espacios convexos.

Proposicién 1.25 Existencia de la mejor aproximacién

1. Todo conjunto compacto es proximinal.

2. Todo conjunto cerrado, completo y convexo es un conjunto de Chebyshev.
Demostracion:

1. Sea K aproximadamente compacto y x € X. Suponemos sin perdida de
generalidad que z ¢ K y escogemos una sucesiéon minimizante {y,} en K
para x. Sea {y,,} una subsucesién que converge a algiin y € K; aplicando
el teorema 1.13

|z — yl| = Um [z — yn, || = d(z, K).

Con lo que y es mejor aproximacion a x desde K, y por ende, K es proxi-
minal.

2. Sea K un conjunto completo y convexo, fijamos un x € X. Supongamos
que {y,} es minimizante para x: ||z — y,|| — d(z, K). Entonces aplicando
el teorema del paralelogramo

1y = ymll* = (@ = ym) = (@ = ya) I

=2(llz =yl + 2 = yall®) = 122 = (g + y) I

1
=2(|z = ymll* + llz — yul]*) — 4[|z — 5 (Um+ ya) |1

Al ser K convexo, %(yn + ym) € K y por tanto
1y = ymll* < 20|z = yull® + |z = yall*) — dd(, K)*.

Como {y,} es una sucesién minimizante para x, la parte de la derecha tiende
a cero conforme n y m tienden a infinito. Con lo que {y,} es una sucesién
de Cauchy y, al ser K completo, {y,} converge a algin punto y € K, por lo
que K es aproximadamente compacto. Por la primera parte, K es proximal
y, con la proposicién 1.20 y el hecho de que K es convexo, terminamos.

O

Proposiciéon 1.26 Unicidad de la mejor aproximacién. Cada subconjunto
cerrado y convexo no vacio de un espacio de Hilbert es un conjunto (aproxima-
damente compacto) de Chebyshev.



Demostracion: Sea K un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de
Hilbert X . Por la proposicién 1.25(2) sera suficiente verificar que K es completo.
Sea ahora {y, } una sucesién de Cauchy en K. Al ser X completo, existe uny € X
tal que y,, — y. Como K es cerrado, y € K y por tanto K es completo. 0

Vistas la existencia y unicidad de la mejor aproximacion, veamos ahora dos
caracterizaciones para casos particulares: para conjuntos convexos y para subes-
pacios convexos.

Proposicion 1.27 Caracterizacion de la mejor aproximacién para con-
juntos convexos (Criterio de Kolmogorov). Sea K un subconjunto convexo,
cerrado, no vacio, de un espacio H de Hilbert y sea x € X . Entonces existe un
tnico yo € K tal que ||z —yo|| < ||z —y]| para todo y € K. Ademas, una condicién
necesaria y suficiente para que yo sea el inico vector que minimiza ||z — y/|| es que
satisfaga

(x — Yo,y — o) < 0 para todo y € K.

Demostracion: La existencia y unicidad de la mejor aproximacion es conse-
cuencia de las proposiciones 1.25 y 1.26. Veamos la caracterizacion.
Si se tiene la desigualdad e y € K, entonces

12— woll* = (& — yo. x — o) = (x — Yo, x — y) + (T — Yo,y — ¥o)

< (@ —=yo,x—y) <z =wollllz =yl

por la desigualdad de Schwarz 1.3. Por tanto ||z — vl < ||z — y|| e yo € K.
Supongamos ahora que no se tiene la desigualdad, entonces (x — o,y — yo) > 0
para algin y € K. Por convexidad tenemos que para cualquier A € (0,1), el
elemento yy = Ay + (1 =Ny € Ky

lz =l =(@—yz—u)=(@ -y — Ay —%). 22—y — ANy — 1))

= |l = yol|* = 2M\(z — yo,¥ — yo) + A*[ly — vol|?

= [lz = yoll* = AM2(z — yo, ¥ — yo) — Ally — woll’]-
El término entre corchetes es positivo para cierto A > 0 suficientemente pe-

quetio, y por tanto ||z — yx|| < ||z — yol|*. Entonces yo # P (x).
0

Proposiciéon 1.28 Caracterizacion de la mejor aproximacion para subes-
pacios. Sea M un subespacio en X,y sean z € X e yy € M. Entonces yo = Py/(2)
siy solo si x —yog € M+, es decir

(x — yo,y) = 0 para todo y € M.

La idea geométrica seria: yy es la mejor aproximacion a x si y solo si z — yg
es ortogonal a M.
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Corolario 1.29 Las ecuaciones normales. Sean {zy, s, ...,2,} una base de
un subespacio M n-dimensional de X. Entonces M es Chevyshev y para cada
x € X se tiene

1

donde los escalares «; son la tnica solucién a las ecuaciones normales
n
E iz, x) = (x, ;) (j=1,2,...,n).
i=1

En particular, si {x1,zs, ..., x,} es una base ortonormal de M, entonces

Py () = Z(xi,xj> para todo x € X.

=1

Demostracion: Fijamos x € X e yy € M. Entonces, para algunos «; tenemos
Yo =y, a;x;. Aplicando la caracterizacién de mejor aproximacién para subspa-
cios 1.28 tenemos que yo = Py () v (x — yo,y) = 0 para todo y € M son equi-
valentes . Al ser también equivalentes a (z — yo, ;) = 0 para cada j =1,2,...,n,
tenemos la primera parte. Si {1, xs, ..., 2, } es ortonormal, entonces (z;, xj> = 0
por tanto «; = (z,x;) para cada i y se cumple la segunda parte. 0
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Teorema 1.30 Sea M un subespacio de Chebyshev de un espacio de Hilbert H.
Entonces

1. M~ es un subespacio de Chebyshev.

2. x = Py(z)+ Py (x) para todo = € H. Més concretamente, I = Py + Py,
donde I es el la aplicacién identidad I(z) = z para todo x.

Demostracién: Para probar (1) y (2),sea z € H e yo = © — Py(x). Por la
caracterizacién de mejor aproximacién para subespacios 1.28, yo € M+ y yo L (2 —
Yo). Para todo y € M+,

(x —yo,y) = (Pu(x),y) = 0.

Por tanto # —yy € (M1)* e yg = Py1(x). Esto prueba que M+ es un subespacio
de Chebyshev y que & = Py(x) + Py (). O

1.3. Convergencia débil

Hablaremos ahora sobre la convergencia débil y algunos resultados que derivan
de ella, que seran necesarios para el Capitulo 4.

Definicién 1.31 Una sucesién {z,} en un espacio con producto interno X se
. » . . w .
dice que converge débilmente a x , escrito x,, — x si

(Tn,y) — (z,y) para todo y € X.
Lema 1.32 1. Si z, — x entonces x,, — z (no es reciproco en general).
2. 2, » xsiysolosiz, >y |z, — |z
Demostracion:
1. Para todo y € X se tiene
{20, y) — (2, 9)| = [en — 2, 9)| < llzn — 2[llyll = 0,
entonces (z,,y) — (x,y), que es la definicién de convergencia débil.

2. La primera implicacion esta demostrada en (1) y en el teorema 1.13. Veamos
la segunda. Si x,, converge débilmente a x

lzn = 2]1* = l|lzal|* = 2{@n, 2) + [|l2]* = [l2]* = 2(z, 2) + |l2]* = 0,
es decir, x, — .
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Teorema 1.33 Teorema de la convergencia débil. Toda sucesion acotada
en un espacios de Hilbert tiene una subsucesién que converge débilmente.

Demostracién: Sea {z,} una sucesién en un espacio de Hilbert H, con ||z, || < ¢
para todo n. Consideremos {(x1,x,)}, una sucesiéon de nimeros reales acotada,
va que |(x1,2,)] < ||lz1|||lza]] < ¢ Al ser acotada existe una subsucesién que
converge: (¥1, T1(,)) — 01 € R cuando n — oo. De la misma manera, {(z2, 21(n)) }
estd acotada y tiene una subsucesién convergente: (xa,Z2m)) — d2 € R cuando
n — oo. Continuando de esta manera vemos que para todo k& € N hay una
subsucesion {xym} de {z_1)m} tal que (zk, Txm)) = 6 € R cuando n — oo.
Entonces la sucesién ”diagonal” {x,,} es una subsucesién de {z,} tal que, para
cada k € N,

(Tks Tn(ny) = O cuando n — oo (1.1)

Sea
M = {x € H | lim(z, z,(»)) existe}

y definimos f en M como
f(z) = h'gn@,xn(n)) r € M. (1.2)
Por 1.1, z, € M (k=1,2,...). También, si z,y € M y aff € R, se tiene
lim{ax + By, @n(m)) = Hm[a{z, Znm)) + B(Ys Tamw)] = af(x) + B (y).

Por lo que ax + fx € M. Esto prueba que M es un subespacio lineal y que f
es lineal en M. Ademsds, para todo x € M,

| ()| = M [z, ) | < Hmsup [[z]] |2 || < cfl]).

Ergo f estd acotada en M y ||f|| < c¢. Ahora tenemos que ver que M es
cerrado. Fijamos un y € M, entonces existe y,, € M tal que y,, — y. Como

y {yn} es de Cauchy, se sigue que {f(y,)} es tambien de Cauchy en R, con lo que
lim,, f(y,) existe. Si tambien y/, € M ey, — y, entonces y, —y/, = 0y

[ (yn) = W) < 1 1Y = wnll = 0.

Esto prueba que F(y) := lim, f(y,) existe y es independiente de la sucesién
{yn} en M que converge a y. Dado un € > 0, elegimos un entero N; tal que

cllymll <e/3 y [f(ynm) = Fy)l < €/3. (1.3)
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Entonces elegimos un entero N tal que, para todo n > N,

[{yns Tnm) = flum)| < €/3. (1.4)

Sien (1.3) y en (1.4) tomamos n > N, tenemos que

€05 Ty = E @) < [ @) = Ynvas Tni) [N Tniny) = F ) |1 (v, = F ()]

< |ly = ym lznm |l +2¢/3 < clly —ym || +2¢/3 < e.

Con esto vemos que F(y) = lim,(y, Zn(n)) existe y asi y € M, y, por tanto,
M es cerrado. Al ser M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
M es también Hilbert y un subespacio de Chebyshev de H. Por el teorema de
representacion de Riesz tenemos que f tiene un representante xo € M, que es

flz)=(x,x0), xE€M (1.5)

Ademas , por 1.30 tenemos que todo = € H puede ser escrito como x = Py () +
Py (x). Como tanto xp como &y, estan en M, obtenemos de (1.2) y (1.5) que

(#,20) = (Pu(), w0) = [(Prr()) = Mm(Pys(2), Tnn)) = (2, To(n))

que muestra que Ty () 2% 20 v completa la prueba.
O

Definicién 1.34 Sea X un espacio con producto interno y sea K C X. Decimos
que K es débilmente cerrado si para todo = € X tal que existe {z,} C K que
converge débilmente a z, se tiene que x € K.

Veamos ahora el principio de separacion fuerte para convexos, que necesita-
remos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.35 Principio de separacion fuerte para convexos. Sea K un
conjunto cerrado, no vacio, convexo en el espacio de Hilbert H y sea z € H\K.
Entonces existe una tnica forma lineal continua g : H — R tal que ||g]| =1y

d(z, K) = g(z) — sup g().
zeK
En particular

sg}gg(l“) < g(x).

Demostracién: Siz ¢ K, la distancia d = d(z, K) es positiva. Sea u = P (z)
la mejor aproximacion en K a z y pongamos z = (x—u)/d. Por la caracterizacion
de la mejor aproximacién para convexos 1.27

sup(z — u,y —u) <0,
yeK
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que implica

sup(z,y —u) <0.
yeK

Se tiene [|z|| =1y

(2,2) — 33113(2’ y) < (z2) = (zu) = (z,x —u) =d

de forma que g(x) = (z, x). O

Teorema 1.36 1. Todo débilmente cerrado es cerrado.

2. Un conjunto convexo es cerrado si y solo si es débilmente cerrado.

Demostracién:

1. Sea K un conjunto débilmente cerrado, x,, € K y x, — x. Por el teorema
1.32(1), z,, = x. Como K es débilmente cerrado, v € K.

2. Admitiendo (1), nos basta probar que si K es cerrado y convexo, entonces
K es débilmente cerrado. Sea z, € K y z, — 2. Si ¢ K, por el teorema
1.35, existe una forma lineal continua g : H — R con ||g|| = 1y g(z) >

sup,cx 9(x). Se sigue que

g(z) > sUp g(wn) = Mm g(z,) = g(x),

que es un absurdo, por tanto x € K y K es débilmente cerrado.
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Capitulo 2

Método de proyecciones
alternadas

En este capitulo describiremos el método de proyecciones alternadas para
calcular la mejor aproximacién desde un conjunto cerrado y convexo K, que es
interseccién de un numero finito de conjuntos K; cerrados y convexos, es decir
K = N{K,. Este método consiste en reducir el problema de mejor aproximacion
a cada uno de esos K; donde es mas facil ver esa mejor aproximacién.

2.1. Teoria de operadores
Veamos primero unas definiciones basicas de teoria de operadores

Definicién 2.1 Sean X e Y dos espacios normados. Entonces

1. Una aplicacion T : X — Y se llama operador o transformacién y
denotamos 7'z al valor de T'(z).

2. El operador T' es un operador lineal si T'(z +y) =Tz + Ty y
T(az) = oTz para todo a € R .

3. Decimos que un operador T esta acotado si existe un k real positivo tal
que | Tz|| < kl|z|| para todo x € X.

4. Un operador T' es uniformemente continuo si, para ¢ > ;| existe un
0 independiente de zy tal que ||Tv — T'zg|| < € para cualquier z,z, con
|l — x| < 9, se tiene |[|Tx — Tzl < e.

5. Llamamos norma inducida de un operador lineal acotado T a ||T|| =
[T
S“pw#O{ el }

6. S1 Y = R entonces T se llama funcional.
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7. Para un operador T', los conjuntos R = {Tx € Y |z € X} y N = {x €
X | Tx = 0} se llaman respectivamente rango y nicleo de T.

Definicién 2.2 Definimos B(X,Y) como al conjunto de todos los operadores
lineales acotados de X a Y. La norma de un operador A € B(X,Y’) viene dada
por

|A]l = sup [[Az].

llz]l=1

Ademas
|Az|| < ||A|ll|lx|| para todo x € X.

Lema 2.3 Si A € B(X,Y)y B € B(X,Y) entonces Bo A= BA € B(X,Y)y
IBA|| < [|BI[|A]l

Demostracion: Sea x € X, por la linealidad de BA
|BAz|| = || B(Az)|| < | B||[|Az[| < || BI[[| Allll],

que prueba que BA es acotado y que ||BA| < ||B]|||A]l- O

Definicién 2.4 Sean X,Y espacios con producto interno y A € B(X,Y). Lla-
mamos operador adjunto a la tnica aplicacion B : Y — X que satisface

(Az,y) = (x, B(y)) para todo x € X,y €Y
siendo X, Y espacios con producto interno. Lo denotamos por A*.

Lema 2.5 Sean XY, Z espacios con producto interno, y A € B(X,Y) y B €
B(X,Y). Si A* y B* existe, también existe (AB)* y

(AB)* = B*A”".
Demostracién: Como AB € B(X,Y), para todo x € X y z € Z se tiene
(ABzx,z) = (A(Bz),z) = (Bx, A*z) = (x, B*(A*z)) = (x, B"A*z)

y por tanto (AB)* = B*A*. O
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2.2. Teorema de Von Neumann

Continuaremos con un tipo especial de operadores, las proyecciones. Si S es
un subespacio cerrado en H, al vector z, € S tal que © — z9 € S* se le llama
proyeccién ortogonal de z sobre S, y denotamos dicha operacién como Pg(z) = Sp.

Estos operadores nos permitiran el calculo de la mejor aproximacion para un caso
especial, usando el teorema de Von Neumann.

Proposiciéon 2.6 Linealidad de las proyecciones métricas. Sea M un subes-
pacio de Chebyshev en un espacio con producto interno X

1. Py es un operador lineal acotado y ||Py|| = 1 (salvo cuando M = {0}, en
cuyo caso || Py|| = 0).

2. Py es idempotente, es decir Py, = Pyy.
3. Py es autoadjunto, es decir,

(Py(z),y) = (x, Py (y)) para todo z,y € X.

4. Para todo z € X se tiene

(Pu (), ) = || Par()]|*.

5. Py es no negativo, es decir,

(Py(z), ) > 0 para todo x.

Demostraciéon:

1. Sean x,y en X y sean «, 5 € R. Por la caracterizacion para subespacios
1.28, x — Py(x) y y — Py (y) estan en M+, y como es un subespacio,

ax + By — [aPy(x) + BPu(y)] = alz — Pu(x)) + By — Pu(y)) € M*.
Sabemos que aPy(x)+ 8Py (y) = Py(ax+By) (por la caracterizacion para
subespacios, ya que aPy(z) + 8Py (y) € M) con lo que es lineal. Nos falta

ver que es acotado, para ello, veamos que || Py ()| < ||z||
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M

Vemos que por el teorema de Pitagoras se da la desigualdad, salvo que
x € M, en cuyo caso (de hecho, Py/(x) = z). Por tanto Py, esta acotado y
| Py(2)]] < 1. Como Py(y) = y para cualquier y € M, |ly|| = [|[Pu(y)] <
|| Pasll|ly]] implica que ||Py|| > 1y por tanto || Pyl = 1.

. Sabemos que Py(z) € X, y que Py(y) = y si y solo si y € M. Sea
xo = Py (x) y por tanto zq € M, entonces

. Para todo x,y € X por la caracterizacion de subespacios 1.28 sabemos que
(Pr(x),y — Py(y)) = 0y por tanto

(Pu(z),y) = (Pu(x), Pu(y)).
Cambiando x por y,

(@, Pru(y)) = (Pu(y), ) = (Par(y), Prr(2)) = (Prr(), Par(y)) = (Par(), ).

4. Aplicamos (3) a y = =.

5. Trivial usando (4).

O

Lema 2.7 Sea X un espacio con producto interno y A € B(X,X), siendo
B(X,X) el espacio de aplicaciones lineales continuas de X a X. Entonces A

es idempotente y autoadjunto si y solo si A = P, para algun subespacio de
Chebyshev M.

Demostracién: Si A = Py, por el lema anterior, A> = A (idempotente) y
A* = A (autoadjunto). Veamos ahora la otra implicacién, supongamos A% = A y
A* = A. Sea M = R(A), el rango de A. Cojamos ahora un y € M tal que y = Az
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para algin z. Como es idempotente, y = Azx = A%*r = A(Az) = Ay con lo que
y = Ay para todo y € M. Para cualquier x € X ey € M

(x — Az, y) = (z,y) — (Az,y) = (z,y) — ||z, Ay) = (2, y) — (z,y) = 0.

Por tanto, x— Az € M. Por el teorema de caracterizacién de mejor aproximacién
para subespacios 1.28, Az = Py/(z). Puesto que x era arbitrario, tenemos A = Py,
O

Lema 2.8 Sea M y N subespacios de Chebyshev del espacio con producto in-
terno X, los siguientes resultados son equivalentes

1. Py v Py conmutan, es decir, Py; Py = PnPyy.

2. Py(M) C M.

3. Py(N) CN.

4. Py Py = Pynn.

5. Py Py es la proyeccién ortogonal sobre un subespacio Chebyshev.

En particular, si M C N o viceversa, entonces Py, y Py conmutan.

Demostracion:

» (1) = (2). Supongamos Py, y Py conmutan. Entonces para todo z € M,
tenemos que
PN(SC) = PNPM(QZ) = PMPN(.T) eM

Por tanto tenemos (2)
= (2) = (3). Supongamos (2), z € N e y € N*. Entonces
(Pu(x),y) = (PuPy(2),y) = (Py(x), Par(y))
= (z, PnPu(y)) = (z, PuPnPr(y)) (como PyPy(y) € M por (2))
= (Pu(x), Px Py (y)) = (Px P (), Pu(y))
= (PuPnPy(x),y) = (PvPu(z), y) (por (2))
=0 (porque y € N1).

Tenemos ahora que Py(z) € N1+, Pero como Nt+ = N, concluimos que
para todo x € N, Py(z) € N y se tiene (3).
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= (3) = (4). Supongamos que Py (N) C N. Sea z € X y definamos zy =
Py Py(z). Para mostrar que z, = Pynn (), por la caracterizacion de mejor
aproximacién para subespacios 1.28, basta demostrar que xro € M NN y
r—1z9 € (MNN)t. Paratodoy € M NN,

(& = wo,y) = (x,y) = (PuPn(2),y) = (,y) = (Pn(2), Pr(y))

= (z,y) = (Pn(2),y) = (z,y) — (z, Pn(y)) = (z,y) — (v,9) = 0.
Asi que x — g € (M N N)*. Claramente, g = Py Py(z) € M. Ademés,
para cada z € N+,

(x0,2) = (PyPn(x),2z) = (PyPyPy(z),2)

= (PuPn(z), Pn(2)) = (PuPyn(z),0) = 0.
Por lo que zyp € N*+ = N. Por tanto, 7o € M N N y esto prueba que
Tog = PMQN((E)‘

» (4) = (5) es trivial.

= (5) = (1) Sea P = Py Py la proyeccién ortogonal sobre un subespacio
Chebyshev. Por el Lema 2.7 sabemos que P,;Py es idempotente y auto-
adjunto. Usando el Lema 2.5 sabemos que Py Py = (PyPn)* = PPy =
Py Py, llegando a (1).

O

Teorema 2.9 Teorema de Von Neumann. Sea M; y M, subespacios cerrados
en un espacio de Hilbert X, entonces, para cada x € X,

lim (PM1PM2)n(x) = Puynns (IE)

n—oo

Demostracién: Llamaremos P; a P, para suavizar la notacién. Fijamos un
xr € X y hacemos que

To =T
Ton—1 = Pi(x,-2) (= Pl(Pzpl)n_lﬂU)
Ton = Po(x9,_1) (= (PoPy)"x), paran=1,2, ...

Basta ahora con probar que xs, — Py, (). Probaremos que z,, converge a
P, nas, (), donde, obviamente, se concluye que g, también converge.
Como ||P]| <1,

|z2nll = [|Povon—1|| < |T2n-1l = [|Praon—2|| < [[z2n—2]|-

Con esto se tiene que la sucesion de normas {||z,||} es decreciente y por tanto
existe
A= lim ||z,]].
n—oo
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Al ser P; autoadjunto, s, € My v x5,_1 € M; deducimos que
<$2m952m> = <P2l‘2n—1,$2m> = <$2n—1, P2$2m> = <$2n—17l’2m>
= <P1x2n717$2m> = <332n717P1$2m> = <$2n—1,l’2m+1>-
Sumando 1 a los indices y manteniendo la igualdad,
(Ton+1, Tamt1) = (Ton, Tama) n,m € N.
Juntando ambas igualdades llegamos a que, si m < n se tiene
(Ton, Tom) = (Ton—1, Tamt1) = (Tan—2, Tomt2) = ... = (Ton—k; Tomyk), 0 <k <2n
Si tomamos k=n—m
<$2nux2m> = <xn+maxn+m> = Hxn+mH2
Sim < n,
||$2n - 952m||2 = Hx%”2 - 2<x2nv :B2m> + ||$2m||2
= llz2nll® = 2l @nsml® + llz2m 1.

Conforme m — oo se tiene que A\? — 2)\% + A2 = 0, con lo que {r3,} es una
sucesion de Cauchy en Ms. Al ser X completo y My cerrado, existe y € M, tal
que To, — y. Ademas, como

<l’2m$2n71> = <P2=’752n,$2n71> = <x2n7P2x2n71> = <$2n,1’2n> = H@nHQ
que implica
H$2n - $2n71HQ = HmanQ - 2<$2n7$2n71> + HJCanlH2
= —||$2n||2 + ||C(72n_1||2 — —/\2 + )\2 =0
n—oo
de donde podemos ver que
[z2n-1 = yl| < [[T20-1 — z2n|| + |22, — yl| = 0.

Como x9, 1 € M, para todo n y M; es cerrado, y € M;. Y queda demostrado
que limz, = y € M; N M,. Usando la caracterizacion para subespacios 1.28,
basta verificar que y = Py, (), es decir que x — y LMy N M. Para ello, sea
z € My N Ms, usando otra vez la caracterizacion para subespacios
(Ton, 2) = (Tan — Ton—1 + Ton—1,2) = (PiZon—1 — Ton—1 + T2n—1, 2) = (Tan—1, 2).
De forma similar,
<x2n—17 Z> = <x2n—27 Z>

Por induccién, tenemos que (xq,, z) = (xg, 2) = (z, z) para todo n. Concluimos
con

(x —y,z) = (x,2) — (y,2) = (x,2) — lim(z9,, 2) = (x,2) — (x,2) = 0.
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Capitulo 3

Algoritmo de Dykstra

3.1. Motivacion

La motivacion del estudio de este algoritmo recae en la no convergencia ha-
cia la mejor aproximacion del algoritmo de Von Neumann 2.9 en algunos casos
(cuando no se aplica a subespacios), mientras que con el algoritmo de Dykstra si
converge. Veamos a continuaciéon un ejemplo que ilustra este fenémeno.

Ejemplo 3.1 Sea M; = {z,y e R|y < -1} ysea My ={z,y e R|z+y <
0}. Expondremos la aplicacién de los algoritmos mencionados anteriormente de
manera geométrica, pues podremos sacar conclusiones de forma mas intuitiva.

T =1x

T2 = Py(a1)

Podemos ver que con dos iteraciones el algoritmo para sin llegar a la me-
jor aproximacion (el punto rojo). El algoritmo de Dykstra (que definiremos mas
adelante) incluye unas correcciones, las e;, que hacen que converja.
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:of Em E:l'r, 23 = Pi(x2—€) x1 = Py(w0)

: tey
6= Po(wy — ey d

24 = Pyr3— 02)N

-4

Vemos que, anadiendo dichas correcciones, el algoritmo converge a la mejor
aproximacién. Al final de la siguiente secciéon veremos un ejemplo grafico del
algoritmo mas claro que este ejemplo .

A continuacién explicaremos el algoritmo de Dykstra y demostraremos su
convergencia, incluyendo los lemas necesarios para su demostracion.

3.2. Algoritmo de Dykstra

El algoritmo de Dykstra es un algoritmo iterativo que converge hacia la mejor
aproximacion a un espacio convexo cerrado K no vacio, siendo K la interseccion
de r conjuntos convexos cerrados, es decir K = N] K. El algoritmo consiste en ir
obteniendo la mejor aproximacion a cada uno de esos K; de forma alternada.

Sean K; (1 =1,2,...,r) subconjuntos cerrados y convexos de un espacio X de
Hilbert y K = N} K; no vacio. Dado un = € X, se calcula Pk (z).

Llamamos [n] a n mod r, siendo n € N, y definimos

Top =21 (1) =...=€_1=¢9 =0,
Tn = Pr, (Tn1 + enr),
€n = Tp_1+ Ehp — T
= Tp-1+ ey — Pr, (Tp—1 + €n_y) (n=1,2,...).
Para ver que este algoritmo converge tendriamos que establecer que

Jim [z, — Py (2)]| = 0.

Esto lo haremos con el teorema de Boyle-Dykstra, pero previamente necesitaremos
ciertos lemas.
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Lema 3.2 Para todo n,
(, —y,en) >0 para todo y € Kpy.

Demostraciéon: Usando la caracterizacion de mejor aproximacién para convexos
1.27 con
T=2Tp1+€nr, Yo= PK[n] (xnfl + enfr) y K = K[n]a para todo Yy e K[n]v

<In - ya en) = <PK[n] (xn—l + en—r) - y; Tn—1 + Cn—r — PK[n] (xn—l + en—r)> Z 0

O

Lema 3.3 Para todon > 0,
T —Tp = En—(r—1) + €n—(r—2) + .o Fen_1t+en.

Demostraciéon: Se demuestra por induccién sobre n: Para n = 0 tenemos
r—xg=x—2=0ye (_1)+e__2 +..+e+e = 0 por defincion de
e,. Asumimos que el resultado es valido para algin n > 0, comprobemos que
también es cierto para n + 1,

T —Tpp1 = (T —Tn) + (T — Tpya)
= (en—(r—1) + €n—(r—2) + ... + €1+ €5) + (€ny1 — €ny1-r)
= €p—(r—2) T €n—(r—3) t ... T €p_1+ €p + €ny1
= €nt1-(r—1) T €nt1—(r—2)--- T En—1 + €n + Eny1.

Con lo que queda demostrado. O

Lema 3.4 Paratodon e N0 <m <n,eye K,

n

[T — yH2 = ||lzn — ?J”2 + Z |2k — xk—lHQ + 2 Z (Ch—r Ty — Tp,)

k=m+1 k=m+1
+2 > lemm—y)—2 Y, e w—y).
k=n—(r—1) k=m—(r—1)

Demostracién: Para un conjunto de vectores {ym, Ym+i1, -, Yns1} en X se da
la identidad

Ym = Y1 1> = 1| Ym — Yms1) + Yms1 — Ymr2) + oo + Yo — Yng1) ||

n+1
= Z -1 — yell* + 2 Z (Yi-1 = Yir yj—1 — Yj)
k=m-+1 m+1<i<j<n+1
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n

n n+1
= [y —=tmrll+ D e —wel*+2 D <Z (Yim1 — Yi, Yj1 —yj>> - (31)

k=m+1 i=m+1 \j=i+1

Este ultimo sumando es igual a

n n+1 n
Z <yi—1 — Yi, Z (Yj—1 — yj)> = Z (Yi-1 = Yir Yi — Ynt1)-
i=m+1 j=i+1 i=m~+1

Hacemos ahora y; = z; para todo i < n e y,11 =y y llegamos a

n n

Z <Z/i—1 —Yi,Yi — yn+1> = Z <-Ti71 — X4, Ty — y)
i=m-+1 i=m+1

= Z (e — €y, —y) = Z (e, 20 —y) — Z (€imr i —Y)
i=m+1 i=m+1 i=m+1

= Z (ei, i —y) — Z [(€imr, Ti = Tiey) + (€ir, Tir — V)]
i=m-+1 i=m+1

= Z (e, xi —y) — Z (€impy iy —Y) + Z (€imr, Ty — ;)
t=m+1 i=m+1 i=m+1

= Z (e, xi —y) — Z (ei,xi —y) + Z (€ipy Timyp — ;)
i=m-+1 i=m+1—r i=m-+1

= Z (€, —y) — Z (€, i —y) + Z (€imp, Timp — ;).
1=n—r+1 i=m—r+1 i=m+1

Sustituyendo los mismos valores en la igualdad (3.1)

n

|z = yl* = llzw —yI>+ D llosr—zel®+2 Y (eizi—y)

k=m-+1 i=n—r+1
n m
+2 Z (Cimry Timy — Ty) — 2 Z (€i, x; — ).,
i=m+1 t=m—r+1
como se queria demostrar. 0

Lema 3.5 {z,} es una sucesién acotada, y ademds

[o.¢]
> lwkor — zil|* < oo
1

En particular,
|zn — Tp-1]|| = 0 cuando n — oo
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Demostracion: Usando el lema 3.4, fijamos m = 0 y llegamos a que, para todo
n

n n
lzo = ylI? = llzn = yl* + Y llzw — wna |’ +2 ) (en—r, 2hr — 21)
k=1 k=1

n 0

+2 Z (er, T —y) — 2 Z (er, T — ).

k=n—(r—1) —(r-1)

El tercer y cuarto término son no negativos (lema 3.2) y el dltimo término
vale 0 por como esta definido e;. Entonces

n
lzo = ylI? = llon = ylI> + > Nl — zpal .
k=1
Con lo que ||zg—y|| es una cota superior de ||z, —y||, y por tanto {z,} es acotado.

Ademds, Y, llog — zp—1]]* < 0. O

Lema 3.6 Para todon € N,

n
leall <D llzx — zia .
k=1

Demostracion: Por induccién sobre n. Paran =1,
leall = llzo — 21 4 erp|| = [0 — 21|

ya que e; = 0 para todo i < 0. Asumamos ahora que se cumple para un n fijo, y
comprobemos para n + 1

”en+1H ::Hxn‘_'xn+i +‘en+1—T” fg”xn/_'xn+i||+'nen+l—rn

n+1l—r n+1
< = Tngall + D Nze — el < laea — il
k=1 k=1

Lema 3.7

n

lim inf > Kok =z er)| = 0.

k=n—(r—1)
Demostracion: Por la desigualdad de Schwarz 1.3 sabemos que

n n

Yo Nm—zwen < Y llexllllor — zall

k=n—(r—1) k=n—(r—1)
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S (inxj_l—mo(inxi_l—xin)

k=n—(r—1) \j=1 i=k+1
n n
s (Z -1 = l’j”) Yo e =l
Jj=1 k=n—(r—2)
Llamemos a a; = ||x;_1 — x;||, bastaria entonces probar
n n
117r1n inf Z a; Z a; | =0 (3.2)
Jj=1 i=n—(r—2)

Aplicando de nuevo la desigualdad de Schwarz 1.3

n n 1/2
Zaj <+/n (Z a?) < /nAY? para todo n.

j=1 1

Bastaria probar que

lminfyn Y a;=0

i=n—(r—2)

ya que hemos encontrado una cota para la parte izquierda de (3.2).
Definamos v como

v = liminf \/n Z a;.
i=n—(r—2)

Supongamos ahora que v > 0 (no puede ser menor, por como estd definido
a;). Asumamos que v < oo (en caso de ser infinito la demostracién es similar)

- 1
vn Z a; > Q’y para un n suficientemente grande.
i=n—(r—2)

Dividiendo por y/n y aplicando la desigualdad de Schwarz 1.3

2

2 n n
Z—n < - Z( , a; | < (r—1) ) Z( ) a; para un n suficientemente grande.
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Pongamos que la desigualdad anterior es valida para un n > NN, entonces

o0 2 o0 n
SR IEELED D Vi
n=N n n=N i=n—(r—2)
<=1 [0 oyt ar gyt tal] <(r=102) ai <oo
n=N 1
que es un absurdo, asi que 7 =0 0]

Lema 3.8 Existe una subsucesion {x,,} de {x,} tal que

limsup(y — {xn, }, 2 — {2, }) < 0 para todo y € K
; :

nj

lim Z [(xr — 2n,, er)| = 0.

J
k=n;—(r—1)

Demostracion: Usando el lema 3.3, para todoy € K, n >0

(Y = Tny & — ) = (Y — Ty €n(r—1) + En—(r—2) + ... + €n) (3.3)
= Z <y_xnaek> - Z <y_l’k7€k:> + Z <xk _xn)6k>'
k=n—(r-1) k=n—(r—1) k=n—(r—1)

Sabemos que el sumatorio es mayor que 0, ya que es un resultado del lema

3.2, entonces
n

<y—$m$—$n> S Z <I’k—$n,€k>.

k=n—(r—1)
Sabemos que existe una subsucesiéon {n;} de N (lema 3.7) tal que

g

h']m Z [(xr — 2n,, ex)| = 0.
k=n;—(r—1)
Juntando la desigualdad anterior con este resultado concluimos la demostra-
cion.

O

Teorema 3.9 Teorema Boyle-Dykstra Sean K, K, ..., K, subconjuntos ce-
rrados convexos de un espacio X de Hilbert tal que K = NjK; # (). Para todo
x € X definimos la sucesién {z,}

To=1T e_(r—1) = ... = €_1 = ¢eg =0,
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Tp = PK[n] (];nfl + enfr)a
€n =Tp-1+ Epp — T
=Tp-1tenpr— PK[n] (xn—l + en—r) (TL = 17 27 )

Entonces

lim ||z, — Pk(z)|| = 0.

n—oo
Demostracién: Sabemos que, por el lema 3.8, existe una subsucesion {z,, } tal
que

msup(y — @;, 2 — ;) < 0 para todo y € K.
j

Por el lema 3.5, {z,} es acotado, y por lo tanto lo es la sucesién {z,,}. Como
estamos en un espacio Hilbert, por el teorema 1.33 existe un yo € X tal que una
subsucesién de la {z,,}, que seguiremos denotando de la misma forma, es tal que

Tn; = Yo (3.4)
y .
h}n |zn, || existe. (3.5)
Como z,,; — Yo,
lgoll < tm inf [z, || =l ||

Como hay un nimero infinito de x,, y solo un nimero finito de K;, K;, debe te-
ner un numero infinito de z,, . Al ser K;, cerrado y convexo, es débilmente cerrado
(va que todo conjunto convexo es cerrado si y solo si es débilmente cerrado). Por
tanto yy € K;,. Como hemos visto en el lema 3.5 z,, — x,,_1 — 0. Repitiendo este
razonamiento se ve que las sucesiones {x,,11}, {Zn,42}, ... convergen débilmente
a 1o, por lo que yy € K; para todo 1, es decir, yg € K.

Como yo € K e yo < lim; ||z, |, se tiene para todo y € K

(y—vo,x —yo) = (Y, ) — (Y, 90) — (Wo, ) + llwoll?
< timlly, ) — (g, 70 + o,

J

Por la caracterizacion de la mejor aproximacion para convexos 1.27 sabemos
que Yo = Pk (x). Ademsds, si en la cadena de desigualdades anteriores tomamos
y = 1o se da la igualdad y llegamos a

I

iz, | = 1]l

lim(yy — 2n,, 2 — 25,) = 0.
j
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Por (3.4) y (3.5), por el teorema 1.32(2) se sigue
|2n, — yol| — 0. (3.6)

y por consiguiente

||Scnj — Px(z)| = ||5L’nj — ol — 0.

Nos faltarfa ahora ver que la sucesién {x,} converge a yo. Poniendo y = yo y
n =n; en la ecuacién (3.3)

nj nj

<y0—l‘nj,x—l'nj> = <y0_$k7ek’> + Z <xk_xnj76k;>'
k=n;—(r—1) k=n;—(r—1)

El lado izquierdo de la desigualdad anterior tiende a 0 conforme j — oo, mientras
el segundo término del lado derecho tiene a 0 por el lema 3.8. Por tanto

g

lim Z (Yo — T, ex) = 0. (3.7)

J
k=n;—(r—1)

Haciendo m = n; y y = yo en los lemas 3.4 y 3.2, vemos que, para todo n > n;,

g

|20, = yoll* > llzn = ol> =2 D~ (ensar — o),
k=n;—(r—1)

nj

n = g0ll® < lrm, — w0l +2 3" ferr ok — o).
k=n;—(r—1)

Ambos lados de la igualdad tienen a 0 conforme j — oo por (3.6) y (3.7).
Concluimos que lim,, ||, — yo|| = 0 y terminamos. OJ

Habiendo probado la convergencia del Algoritmo de Dykstra, mostraremos un
ejemplo grafico de él.

31



Notas:

1. Por no sobrecargar el dibujo, omitimos la definicién de los z,, para algunos
n, pero, como se especifica en la descripcion del algoritmo, con r = 2, se
definen x, = P, (Tp—1 + €n_2).

2. Haria falta seguir haciendo iteraciones para aproximarse a la solucién real,
no se hacen mas para no sobrecargar el dibujo.

3.3. Caso de espacios afines

En el caso de que los conjuntos convexos cerrados sean subespacios vectoriales
cerrados de X, el algoritmo de Dykstra se simplifica sustancialmente, pudiendo
omitirse el calculo de las correcciones e, en todo el algoritmo. En caso de que
fueran subespacios (menos general), el algoritmo resultante seria equivalente al
de Von Neumann 2.9.

De facto, ésta misma situacion resulta cuando los K;, i = 1,...,r, son varie-
dades afines de X. La siguiente proposiciéon formaliza esta situacion.

Proposicion 3.10 Caracterizacion de la mejor aproximacion para espa-
cios afines.
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Sea V' un espacio afin de un espacio X con producto interno. Entonces, V =
M + v donde M es un subespacio y v es un elemento de V. Sea x € X e yg € V,
entonces es equivalente

L. yo = Py ().
2. x—yy € M+
3. {(x —yo,y —v) =0 para todo y € V.

y ademas,
Py(z +¢€) = Py(z) para todo v € X, e € M*. (3.8)

Demostracién: Por la propiedad 2 del lema 1.22 Pk, (x +y) = Px(z) +y
para cualquier z,y € X.

Por lo anterior, yo = Py (x), si y s6lo si, yo = Pyyo(z) = Py(z —v) +v y por
tanto yo — v = Py(x —v). Usando la caraterizacién de mejor aproximacién para
subespacios 1.28 deducimos que esto equivale a que z —yp = (z —v) — (yo —v) €
M+t .y tenemos (2). Al ser M =V — v tenemos la implicacién (2) = (3).

Para ver (3.8), sea z € X y e € M*. Usando que Px (v +y) = Px(z) +y
junto con la linealidad de Py y que Py(e) = 0, vemos que

Py(z+e)=Py(z+e)=Pylzr+e—v)+v

= Py(x —v) +v = Pyyy = Pyio(z) = Py(x).
O

Corolario 3.11 Teorema de Halperin. Sean M, M, ..., M, subespacios ce-
rrados en un espacio de Hilbert H y M = N} M,;. Entonces,

lim (Pas,. Par, - Par)" (x) = Py (x) para todo x € H.
n—oo
Notemos que este teorema es una generalizacion del teorema de Von Neumann
2.9 para cualquier numero finito de subespacios, no solo 2.

Cabe destacar que este teorema fue establecido antes que el teorema de Boyle-
Dykstra, que generaliza el teorema de Von Neumann a un ntimero finito de subes-
pacios. El algoritmo de Dykstra y su convergencia se establecio inicialmente para
conjuntos K;, i =1,...,r, que son conos convexos de X. Posteriormente fue ex-
tendido al caso en que los K;, ¢« = 1,...,r son conjuntos convexos cerrados con
interseccién no vacia de un espacio de Hilbert H.
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Capitulo 4

Aplicacion del algoritmo de
Dykstra a un problema de
minimos cuadrados con matrices

4.1. Explicacién del problema

Aplicaremos el algoritmo de Dykstra de proyecciones alternadas a un problema
de minimos cuadrados con matrices. Buscaremos la matriz simétrica més proxima,
usando la norma de Frobenius, a una matriz dada. La matriz tendra que cumplir
ciertas restricciones cuya formulacién equivale a la definicién de subconjuntos
convexos de matrices.

1. Tiene que estar entre dos matrices L y U (Lower-Upper). Decimos que estd
entre dos matrices si elemento a elemento estda en el intervalo, es decir,
Li; < X;; < U;; siendo X la matriz que buscamos.

L<X U
Llamaremos al conjunto que lo cumple &£ y a su proyeccién Pg.

2. La matriz tiene que seguir un patrén & dado. Dicho patrén esta definido
por matrices Gy, ..., G, (1 < m < n(n+ 1)/2), simétricas, cuyos valores
son 6 1 6 0y tienen la propiedad de que, para cada entrada st, 1 < s,t < n,
existe un y solo un & tal que (G)s = 1. Entonces & = . ;G con o; € R,

Llamaremos al conjunto de estas matrices & = {> " | a;G;|a; € R} y asu
proyeccion Pg. Para ilustrar esta definicion, veamos un ejemplo. Sea &

a1 Q9 0
@ — Qo (1 O3
0 3 71

Podemos escribir & como a1G1 + asGe + a3, donde
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1
G1: 0
0

o = O

0 010 0
0],G=1[10 0], Gy= 0
1 000 1

o O O
o = O

3. La matriz debe ser simétrica, definida positiva y ademads, el méas pequeno
de los autovalores tiene que ser mayor que un € > 0 dado, es decir

)\mzn<X) >e€e> O,

denotando con \,,;,(X) al autovalor de X més pequenio. Llamaremos al
conjunto que lo cumple epd y a su proyeccion Pp.

Vamos a demostrar que podemos aplicar el algoritmo de Dykstra con estas
condiciones. Para ello, tenemos que ver que las definiciones anteriores definen
conjuntos convexos de matrices.

Demostracion:

1. Para ver que 4 es convexo tenemos que ver que, para todo par de matrices
A Be B, A+ (1—-XN)B e %Bcon \ e |[0,1].

Al ser la comparacion con L, U elemento a elemento, tenemos que ver que

para todo i, J ,

Fijemos un par de indices i, j, con 1 < 1,5 < n, y supongamos, sin pérdida
de generalidad que A;; < B;; (en caso de ser menor la demostracién es
similar). Entonces

Lij <Ay < AjA+ (1= N)By; < By < Uy,
ya que A, B € A. Por lo tanto, A\ A+ (1 — \) B € A y concluimos.

2. Para ver que & es convexo tenemos que ver que, para todo par de matrices

ABe P, AN+ (1 -)N)B € £ con X € [0,1]. Pongamos

A:iaiGi7 Ae P
entonces,
AA+ (11— ZazG A+ (1= Zﬁz

=Y Aai+(1-XNp)Gie P
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3. Para ver que epd es convexo tenemos que ver que, para todo par de matrices
A, B € epd, AA+(1—X)B € epd con X € [0,1]. La simetriade A\ A+(1—\) B
es obvia.

Sabemos que, como A, B € epd, 7 Ax > ¢||z||* y 2T Bx > ¢||x||* para todo
x € R™. Entonces

ZT(AA+(1-N)B)z = A (2T Az)+(1-)) (27 Bx) > Ne|lz|>+(1=Ne|lz|]? = e]z|?

para todo x € R".

En resumen, el problema que tenemos que resolver es
Problema 4.1 Buscamos la matriz X que minimiza
2
X = Allz

siendo || - || la norma de Frobenius, y sujeta a las restricciones siguientes:

4.2. Solucién al problema
Procederemos ahora a ver como se calcula la proyeccion de cada espacio
Proposicion 4.2 Sea A € R™ " entonces, la tnica solucién al problema
i | X — Al|F
iy | i3
es una matriz n x n definida

Ajj si Lij < Ay < Uy
(Pz(A))iy = Uy si Aij > Uy
L'L’j St Aij < Lij
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Demostracién: Consecuencia directa de la definicién de la norma de Frobenius
1.9.
O

Proposicion 4.3 Sea A € R™*" entonces, la tnica solucién al problema
. 2
min | X — A|%
Xe»
es una matriz n x n de la forma

sz(A) = Z Oéka
k=1

donde cada «ay, esta definida

> i1 Aij(Gr)ig
ZZj:l(Gk)ij

Demostracién: Vamos a definir f: R™ — R,

oy = para todo 1 < m.

Flan, o am) = > axGy, — Al
k=1

Si calculamos el gradiente y hacemos que sea 0 (para que sea minimo), vemos
que solo es 0 cuando «ay, estan definidos como previamente se ha visto. O

Proposicién 4.4 Sea A € R™*", definimos B = (A + AT)/2 (la parte simétrica)
y C = (A — AT)/2 (la parte antisimétrica). La tinica solucién al problema

m | X — A7
uin | I

viene dada por
Pa(A) = Z diag(d;) Z"

donde Z es una matriz que cumple B = Z A Z7 es la descomposicién espectral
de B, es decir, ZT Z =T y A = diag(\i(B)), y d; esta definida

= MO B>

€
e  N(B)<e

Ademas,
min [X - AP = > (M(B) - +|CF .

Xeepd
Xi(B)<0

Para demostrar esto necesitamos un teorema previo.
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Teorema 4.5 Sea A € R"™", y sean B y C' las matrices previamente definidas.
Hagamos la descomposicién polar sobre B, es decir, B = UH con UTU =1y
H = H" > 0. Entonces X = (B + H)/2 es el tinico aproximante positivo de A
(usando la norma de Frobenius) y

min | X — A7 = > M(B)*+ ||
(B)<0

Xepd
Ai

Demostracién: Sea X semidefinida positiva. Sabemos que si S = ST y
K = — K7 se tiene que ||S + K||% = ||S]|% + || K||%. Entonces tenemos

1A = XI5 = 1B — X[ + [IClI%

y el problema se reduce a encontrar la mejor aproximacién para B. Sea B = ZAZT
la descomposicién espectral definida antes, llamemos Y = Z7 X Z, entonces

IB- X[z =1A-Y[F= Z?J?g + Z(/\z — ya)?
i i

> Z(Az — yii)? > Z A2

i <0 ;<0

al ser los y;; > 0, porque Y es semidefinida positiva. La cota inferior viene dada
por la matriz Y = diag(d;) donde

_JX(B) N(B) >0
d@'{ 0 XN(B)<0

o lo que es lo mismo

X = Zdiag(d))Z".

Por tanto, X = (B + H)/2, siendo H = Zdiag(|\:|)Z7*.
U

Una vez demostrado este teorema, ver el caso de nuestro problema es muy sencillo
Demostracién: (de la proposicién 4.4) Aplicamos el teorema anterior a A —el.
O

Con esto hemos visto que se puede aplicar el algoritmo de Dykstra y como
proyectar en cada conjunto. Siguiendo los pasos que indica el algoritmo Dykstra
3.2 llegariamos a la solucion.

4.3. Experimentos

Haremos dos experimentos para ver si funciona el programa.

Experimento 1
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Probaremos el algoritmo para matrices 4 X 4. La matriz dada es:

1 3 4 2
0 1 -1 6
A=17 o 1 o
2 5 2 05
La condicién LU viene dada por
2 100 8 3 0 2
1 100 3740
L= 0011 U= 0 26 3
001 2 2 0 36
Y el patron a seguir es:
a1 Q9 0 (0%
(@: Qg (1 QO3 0

0 a3 1 Q9
Q3 0 Qo (1

Tomamos el valor para € = 0,1.
La solucién exacta es (se muestra la parte triangular superior)

2 1,825 0 0,075

2 0,075 0
X = 2 1,825
2

Y esta es la tabla de resultados computando, donde (de aqui en adelante),
Time muestra el tiempo CPU en segundos, It. el numero de iteraciones para
diferentes tolerancias, T'ol la tolerancia exigida (calculada ||Pz(A;41) — P2 (A4))||F
) v el Error en la norma de Frobenius entre las aproximaciones obtenidas y la
solucion exacta X.

Tol It. Time  Error
le-2 19 0.0077 2.1e-2
le-5 38 0.0119 2.1e-5
le-10 70 0.017 1.8e-10

NOTA: El Error es calculado haciendo [|[X — S||F, siendo S el resultado
obtenido con cada tolerancia.
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Experimento 2

Este experimento valdria para cualquier tamano de matriz, por la forma en
la que esta definido: La matriz A dada viene definida por A;; =1 — j + ; +;_1.
Definimos las matrices de la condicién LU como la matriz de ceros para L'y U; ; =
i+ j. Como en el anterior experimento € = 0,1. Y por tltimo, el patrén & viene
dado por la matriz de T'oepliz simétrica, definida &; ; = ;11 ;41 para todo 1, 7.

Haremos dos computaciones con este experimento, estas son las tablas de los
resultados para diferentes toleracias

1. Matriz tamano 10 x 10.

Tol It. Time Error
le-2 18 0.072 0.044
le-b 165 0.723 7.73e-4
le-7 560 2.48 9.03e-6

NOTAS: El Error es calculado haciendo || X — S||r, siendo S el resultado
obtenido con cada tolerancia y X el resultado obtenido con tolerancia le —
12. No se exponen los resultados por el tamano que ocupan.

2. Matriz tamano 100 x 100.

Tol It. Time FError
le-2 125 573 0.3744
le-5 874 3889 -

NOTAS: El Error calculado para la tolerancia le —2 se hace con || X — S|,
siendo X el resultado obtenido con tolerancia le — 5 . Debido al tamanio de
la solucién no la escribiremos.

Experimento 3

Con este experimento vamos a ver que la diferencia en los ratios de conver-
gencia viene fuertemente marcada por la matriz inicial.

Sean A; y As matrices 5 x 5, donde cada entrada 7,7 de A; viene dada por
i+ 5(j —i), y Az es la matriz identidad. El patrén &2 es el subconjunto de
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matrices simétricas, ¢ = 0,1 y la tolerancia que pediremos sera 5e — 6. Por 1ltimo,
las matrices para la condicién LU son

11031 332 7 5
1220 3 354 2 6
L=1023 2 0|;U=|6 3 6 10 3
302 20 75 8 5 3
1 3001 59 5 3 3

Veamos la tabla para este experimento

Matrix It. Time Error
A 614 0.624 4.37e-4
Ao 66 0.068 2.69e-5

Podemos ver que para el mismo problema y misma tolerancia la diferencia entre
el numero de iteraciones es mas que notable. Podemos ver que A; ya cumple
algunas de las condiciones que se piden ( la condicién patrén y la condicién epd)
con lo que se puede prever que vaya a converger mas rapido.

NOTAS: El Error es calculado haciendo || X — S|/, siendo S el resultado
obtenido con cada tolerancia y X el resultado obtenido con tolerancia 5e — 12.

La implementacién a Matlab estd en el ANEXO.
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Capitulo 5

ANEXO

Veremos como hemos hecho la implementacion a Matlab para computar el

problema visto en el Capitulo 4.

5.1. Programas auxiliares

Condicién Lower-Upper

%% Inigo San Jose Visiers %%
%% TFG Algoritmo de Dykstra %%
%% Tutor: Luis Abia %%

%MeEmatriz a aproximar con limites superior
inferior

%L y U= limite inferior y superior
respectivamente. Comparacion elemento a

%  elemento

function [MF]=ConLU M,L,U)
format long
n=length (M(1,:));

ME=M;
for i=1:n
for j=1:n
M1, §)5U( )
MF(i,§)=U(i,j):
elseif M(i,j)<L(i,j)
MF(i,j )L (i)
end
end
end
end

(§]
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Nos permite acotar componente a componente entre dos matrices L y U
(Lower y Upper), pasandole una matriz M y los limites L y U. Y nos devuelve
una matriz dentro de esos limites.

El programa consiste de dos bucles for para recorrer la matriz M y una
comparacion con el condicional if para sustituir cada componente ajustandolos
a sus limites superior e inferior.

Condicién de patron

%% Inigo San Jose Visiers %%
%% TFG Algoritmo de Dykstra %%
%% Tutor: Luis Abia %%

%MEmatriz a aproximar siguiendo un patron dado

%P=matriz de matrices, en la que cada matriz es una
matriz simetrica

% que es representativa del patron

function [MF]=ConPat(M,P)
format long

n=length (M(1,:));

p=length (P(1,1,:));
alpha=zeros(n,n); % escalar
ME=zeros (n,n); % sumatorio matrices
for i=1:p %numero de simetricas

sumNUM=0;
sumDEN=0;
for k=1:n
for 1=1:n
sumNUM=sumNUMM(k , 1) «P(k,1,1);
sumDEN=sumDENA+P (k ;1 ;i) ;
end
end
alpha (1 )=sumNUM/sumDEN;
ME=MEt-alpha (i) .«P(:,:,1);
end
end

Este programa corresponde al subespacio que nos condiciona el patrén que
ha de tener la matriz, para llamar a la funcién se le pasa la matriz a condicionar
M, y un grupo de matriz de matrices P donde cada G; es una matriz simétrica
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que forma parte de dicho patrén, tal que Y G; = P, y nos devuelve la matriz
con ese patron.
Sabemos que la mejor aproximacion para patrones es

N
Pp(M) = Z Oéka
k=1

Donde N es el nimero de matrices simétricas que conforman P y «; esta
definido como indica la proposicién 4.3. El programa establece dos sumatorios
para cada valor de p (cada matriz G;) en el primer bucle for, el primero hace
referencia al numerador y el segundo al denominador. Después recorre la matriz
para ir calculando el valor de cada alpha, y suma el resultado de multiplicar aG;
a una matriz sumatorio que nos da el valor final al terminar con todos los G;

Condicion de e-Definida positiva

%% 1Inigo San Jose Visiers %%
%% TFG Algoritmo de Dykstra %%
%% Tutor: Luis Abia %%

%M=Matriz a aproximar para que sea definida positiva con
autovalores mayores que un eps dado
% eps= epsilon

function [MF]=ConDef (M, eps)
% format long

B=(MAT' ) /2;
C=(MA) /2
[Z,AV]=eig (B); % descomposicion espectral B=Zsxav(B)x*Z’
nav=length (AV);
diag=zeros (nav,nav);
for i=Il:nav
if AV(i,i)<eps
diag(i,i)=eps;
else
diag(i,1)=AV(i, i);
end
end

ME=Zxdiag*Z’;
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Permite calcular la matriz mas proxima que cumple que sea definida positiva y
el menor de sus autovalores es mayor o igual a €. Para llamar a la funcién se le
pasa una matriz M a aproximar y el € que se quiera.

El programa calcula los autovalores de B y las Z con la funcion ya
implementada eig. Después recorre el vector de autovalores y, si son menores
que € los sustituye. Después calcula la matriz mas proxima como indica la
proposicion 4.4

5.2. Implementacion del algoritmo de Dykstra

Ya con todas las matrices auxiliares podemos ver el programa que nos resuelve
el problema dado.
Algoritmo de Dykstra

%% Inigo San Jose Visiers %%
%% TFG Algoritmo de Dykstra %%
%% Tutor: Luis Abia %%

% A=matriz a aproximar siguiendo un patron dado, con
limites sup e inf

% exigiendo que sea def positiva con autovales mayores
que un epsilon

%  dado

%L y U= limite inferior y superior respectivamente.
Comparacion elemento a

% elemento

% P=matriz de matrices, en la que cada matriz es una
matriz simetrica

% que es representativa del patron

% eps= epsilon

%TOL= tolerancia admitida

function [X] = DykstraTOL(A,L,U,P, eps,TOL, max)
tic

format long

n=length (A(1,:));

%0 dependen del E

Av(:,:,1)=A; YA0

Av(:,:,2)=ConLU(A,L,U);
Av(:,:,3)=ConPat(Av(:,:,2),P);

Av 4)=ConDef(Av(:,:,3) ,eps); YA3

T~ N

PAR)
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zero=zeros (n,n);
Ev(:,:,1)=zero; %% —2
Ev(:,:,2)=zero;
Ev(:,:,3)=zero; & 0

i=1;

t0l0=999; Ygarantizar que entra

while i<max && tol0>TOL
%onLu
Ev(:,:,4)=Av(:,: , 1)+Ev(:,:,1)-Av(:,:,2);
Av(:,:,5)=ConLU(Av(:,:,4)+Ev(:,:,4) ,L,U);
%onPat
Ev(:,:,5)=Av(:,: ,2)4+Ev(:,:,2)-Av(:,:,3);
Av(:,:,6)=ConPat(Av(:,:,5)+Ev(:,:,5),P);
% onDef
Ev(:,:,6)=Av(:,:,3)+Ev(:,:,3)-Av(:,:,4);
Av(:,:,7)=ConDef(Av(:,: ,6)+Ev(:,:,6) ,eps);
tolO=norm (Av(:,:,7)=Av(:,:,4), fro’);
YAjustamos para la siguiente iteracion
Av(:,:,1)=Av(:,:,4);
Av(:,:,2)=Av(:,:,5);
Av(:,:,3)=Av(:,:,6);
Av(:,:,4)=Av(:,:,7);
Ev(:,:,1)=Ev(:,:,4);
EV( ,:,2):EV( ,1,0)

Ev(:,:,3)=Ev(:,:,6);

1-1—1—1,

end

X=Av (:,:,7);

i+2 %2 por los ciclos iniciales

tol0

toc

end

El programa resuelve el problema de este Trabajo de Fin de Grado, es decir, el
algoritmo de proyecciones alternadas de Dykstra. Para llamar a la funcion
tenemos que pasarle todos los datos de los problemas anteriores y, ademas, le
damos dos salidas, una la tolerancia (con TOL), y un nimero maximo de
iteraciones (con max), como precaucion.

El programa sigue lo explicado en el algoritmo 3.2, calcula las primeras
aproximaciones (de la Ay = A a la A3) ya que esas no dependen de las e por
como estén definidas. Hace lo mismo con las primeras e (de e_s a eg) ya que son
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nulas, tanto las A,, como e son matrices de matrices. Después hace un ciclo
completo de proyecciones (es decir, primero con LU, luego el patrén y por
ultimo que sea definida positiva) mientras va calculando las e necesarias para
los pasos siguientes, siguiendo las definiciones del algoritmo 3.2. Después, para
ahorrar memoria, sustituye los valores para el siguiente ciclo. Se calcula al final
de cada ciclo la tolerancia y el programa termina cuando cumple la restriccion
de la tolerancia o excede el nimero de iteraciones.
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