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Capitulo 1

Introduccion

Una opcion es el derecho (no la obligacién) a comprar o vender una unidad
de un activo a un determinado precio (llamado strike o precio de ejercicio) y
en un periodo de tiempo establecido. En este tipo de contratos se distinguen
dos partes :

Por un lado, el titular, que es el que vende la opcién (posicién a corto).
Y por el otro, el poseedor, que compra la opcién (posicién a largo).

La fecha de vencimiento de la opcién determina el instante en el cual el
poseedor de la opcién pierde sus derechos sobre ella.

El objetivo que nos proponemos es desarrollar la teoria necesaria para calcu-
lar el precio de un tipo particular de opciones : las opciones de tipo barrera.
Para ello, es necesario introducir previamente algunos términos y conceptos
fundamentales:

= Activo : Un activo financiero es un titulo que puede comprarse y ven-
derse en los mercados (por lo tanto es negociable) y que da derecho a
recibir un ingreso futuro de la parte vendedora.
En estas condiciones, se dice que el comprador adquiere un activo y el
vendedor un pasivo u obligacion.

= Accion : Participacion en el capital social de una empresa y que per-
mite percibir parte de los beneficios de la misma, en funcién del grado
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de participacion.

» Posicion larga o corta : Se dice que un inversor ocupa una posicién
a largo si se decide a la compra de un activo esperando que incremente
su precio para posteriormente venderlo mas caro.

Por su parte y si se espera que el activo se deprecie, se ocupa una
posicion a corto cuando el inversor vende con anterioridad el activo
(aunque no lo tenga) con la finalidad de recomprarlo més barato.

= Cartera : Una cartera es una combinacion de distintos tipos de accio-
nes, con posiciones cortas y/o largas sobre activos en los que se invierte.
En su composicion es comtun diferenciar una parte destinada a la ren-
ta fija (que asegure un retorno de lo invertido) y otra parte destinada
a la renta variable y que asume mayores riesgos a cambio de mayor
rentabilidad.

= Principio de no-arbitraje: El arbitraje consiste en la posibilidad de
conseguir un beneficio sin realizar ninguna inversiéon y garantizando
la ausencia de pérdidas. Un correcto funcionamiento de los mercados
evita que la situacién de una ganancia instantanea y sin riesgo se pro-
longue en el tiempo, por lo que una de las hipdtesis de la modelizacion
matematica sera la ausencia de arbitraje.

= Opcién de Compra o Call : A su comprador se le concede el derecho
(no la obligacién) a comprar un activo a un precio predeterminado y
en una fecha concreta (fecha de vencimiento).
Por otra parte, el vendedor de una Call si que tiene la obligacion de
responder vendiendo el activo por el precio pactado en el caso de que
el comprador quiera ejercer su derecho de compra.
Evidentemente, comprador y vendedor tienen posiciones contrapuestas.

= Opcién de Venta o Put : El poseedor adquiere el derecho a vender
un activo a un precio fijado y en una fecha concreta. El vendedor de
una Put se compromete a comprar el activo subyacente si el comprador
de la Put asi lo desea.

= Payoff : Es el valor que tiene la opcién en la fecha de vencimiento.

Dentro de las opciones, vamos a distinguir dos tipos de ellas sobre las que
haremos referencia constantemente a lo largo del texto :



= Opcion Europea: Aquella que solo se puede ejercer al final de la vida
de la opcidn, es decir, aunque su compra-venta se negocie en cualquier
momento en los mercados, solo se ejerce en la fecha de vencimiento.

» Opcién Americana: Aquella que puede ejercerse en cualquier instan-
te, desde su adquisicién y hasta la fecha en que su compromiso finaliza.

Puesto que estas opciones pueden considerarse elementales (ya que son mas
sencillas y generan un gran volumen de negociaciones), es posible que a lo
largo del texto nos refiramos a ellas como opciones vainilla, nombre con el
que son conocidas.

A partir de ellas y con ciertas particularidades, podemos encontrar otro tipo
de opciones méas complejas, que reciben el nombre de exdticas.

= Parametros: Finalmente, introducimos los parametros que influyen en
la valoracién de las opciones :

S(t) = Precio del activo subyacente en tiempo ¢.

T = Fecha de vencimiento; cuando acaba la vida de la opcion.

K = Strike o Precio de ejercicio.

r = Tasa o tipo de interés.

o = Volatilidad del precio del activo.

SEERAN I

D = Dividendos (en caso de que el activo los genere).

Antes de entrar en profundidad, nos puede asaltar la duda acerca del
tipo de perfil al que estan dirigidas las opciones. En el mercado nos podemos
encontrar con dos tendencias claramente identificables :

» Especulacién : Consiste en la compra (o venta) de bienes con la in-
tencién de su posterior reventa (o recompra) buscando un beneficio, a
corto o medio plazo, a costa de las fluctuaciones de los precios y no de
la gestién o disfrute del bien invertido.

Su objetivo es la prediccién de las tendencias de los mercados (alcista,
bajista, alta volatilidad...) asumiendo que las pérdidas son posibles si
las previsiones fallan.



= Cobertura : Su objetivo es mantener una posicion en las opciones que
permita anular o reducir el riesgo independientemente de la evolucién
del precio del activo.
Los fondos creados para tal fin se llaman fondos de cobertura y su tra-
bajo es combinar posiciones cortas y largas (generalmente buscan posi-
ciones opuestas en dos activos que muestran alta correlacion negativa)
con el fin de mantener la cartera a salvo de los riesgos (movimientos)
del mercado.

Ahora vamos a desarrollar un estudio mas minucioso.
A partir de ahora definiremos por V (S, t) al valor de la opcién, que depende
tanto del precio del activo subyacente, S(t), como del tiempo, ¢.

Centrandonos en el activo subyacente, este es una parte importante en el
proceso del calculo del valor de una opcién, pues en funcion de la evolucion
del precio del activo también lo hara el valor de la opcién.

El precio del activo sigue un proceso estocastico pues toma un valor aleatorio
que evoluciona en funcion de la variable tiempo, y mas atin, sigue un proceso
de Markov ya que se supone que toda la informacion del pasado esta recogi-
da en el precio actual del activo, sin importar la trayectoria seguida hasta el
presente. En el modelo mas comun, se supone que el precio del activo sigue
un proceso estocastico browniano geométrico.

Un indicador de la variacion del precio del activo, que llamaremos retorno,
se puede obtener dividiendo el cambio en el precio entre su valor original.
Si S es el precio del activo en t y que evoluciona al valor S+dS en el instante
t + dt, vamos a modelar el retorno instantdneo dS/S.

Lo descomponemos en dos partes:

1. Una determinista, que contribuye de la forma udt, siendo p una medida
del promedio de la evolucion del precio del activo.
(Generalmente serd una constante).

2. Una segunda parte que recoja la aleatoriedad existente en el cambio del
precio del activo. El término encargado de representar esta aleatoriedad
es 0dZ, donde o mide la desviacion tipica del retorno y Z es un proceso
de Wiener.



Antes de continuar, hagamos un paréntesis para ofrecer una caracterizacion
de un proceso de Wiener :

i:Vt >0, Z es un proceso Gaussiano; es decir, Z; es una variable

mZ
aleatoria tal que p(a < Z; <b) = \/2#% f; e~ dx.

ii: B(Z)=0, Yt>0.

iii : E(Z,Z;) = min(t, s).

iv : La aplicacién ¢ +— Z;(w) es continua casi siempre.

vi B(Bi—B)) =|t—s| ; BE(B,—B)=0.

vi: Si 0<t <ty <ty <y, entonces 2y, — Zy, Y Zy, — Zi, son

independientes.

(Las condiciones anteriores no son todas independientes, ver [11]).

Definido un proceso de Wiener, la evolucion del precio de un activo S; se
modela mediante la siguiente ecuacion diferencial estocastica :

donde el “drift” p y la “volatilidad” ¢ se suponen constantes conocidas.
Veamos que S; sigue un proceso logaritmo-normal :

La idea parte de considerar f = f(S) una funcién regular de S que evo-
luciona suavemente, en el sentido de que pequenos cambios en S den lugar a
pequenos cambios en la funcién, que es la idea principal del Lema de Ito.
Su desarrollo en serie de Taylor sera:

df Ld*f |,
— -4 1.2
df deS+ 2dS2dS + (1.2)

Y utilizando la expresién (1.1),
dS = pSdt + oSdZ
(dS)? = p2S?dt* + 20pS?dtdZ + o*S*dZ>.
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Por otro lado, sabiendo que dZ? — dt si dt — 0 (por ser dZ un proce-
so de Wiener) y despreciando los términos dt? y dtdZ frente a dt, (como
dZ* = O(dt), dZ domina sobre ambos cuando se toma dt — 0), reducimos
la expresién a (dS)? = 02S52dt, por lo que sustituyendo estas expresiones en
(1.2) llegamos a

A (S) = (uSdt + 05d7) L) 1 LI S)

s ds 2) ds? ) (13)
_ df ) 1 d*f(S df '
_(MS 25 t3 025 L e )dt+ 75 “dZ

Si escribimos esta misma expresién para el caso general f(S,t) y anadimos
el correspondiente término de la variable tiempo, (df /dt) dt, nos queda :

df(S,1) = (u5%+%0252mg§,t> . afgj,t)) i Safég ),
(1.4)

El resultado anterior es una version del Lema de Ito.
Ahora si lo aplicamos centrandonos en el caso particular f(.S) = log(5),
(tras sustituir en (1.3)) obtenemos la ecuacion diferencial estocastica

2

df = (11— %)dt +odZ,

donde por ser dZ un proceso de Wiener tiene una distribuciéon normal.
Por tanto,

)~ 8 (0= FHe = th o0 10))

cuya funcion de densidad es

1 ((f = fo) — (M—_)(t—to))
pf) = o2t " <_ 20%(t — to) ) 7

con fo = f(St). Sustituyendo f(S) = log(S) se obtiene que :

1 <_(log(si) (n—%)(t—t9))? ) |

pS) = — = e e (15)
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Es decir, S sigue una distribucién logaritmo-normal, y la férmula (1.5) des-
cribe la probabilidad de transicién de (S, ty) a (S,1).

Maés adn, como f(S) = log(S) es un movimiento browniano con tasa de
retorno u — (02/2) y coeficiente de variacién o2, podemos afirmar que
S = elo95) = /(%) eg un movimiento browniano geométrico.

En resumen, S sigue un movimiento browniano geométrico cuya ecuacion,

(1.1), solo depende del precio actual (propiedad de Markov). A continuacién
vamos a realizar un estudio de algunas caracteristicas de las opciones.
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Capitulo 2

Opciones Europeas

Para comenzar vamos a trabajar con opciones de tipo europeo.

Puesto que el poseedor de la opcién ejercera o no su derecho en funcion de
la ganancia final (que estd fijada en el contrato y es, por lo tanto, un dato
del problema), nos interesa conocer el valor de la opcién en dos momentos
importantes: en la fecha de vencimiento, y cuyo valor viene dado por la fun-
cién payoff; y en el momento presente, instante en el que se toma la decision
de adquirir la opcién.

Este tltimo valor debe ser calculado a partir de los datos del problema y de-
pende de la evolucién futura, y por tanto desconocida, del activo subyacente.

2.1. Conceptos Basicos

En esta seccién vamos a tener una primera toma de contacto con los va-
lores de las opciones europeas; a partir de ahora, representaremos por c¢ y
p a las opciones europeas de compra y venta respectivamente.
Comenzaremos primero describiendo las funciones payoff.

En principio y puesto que las opciones no son una obligacion, su valor no
puede ser nunca negativo. Por tanto, si tuviéramos una opcién de compra,
en la fecha de vencimiento, (con ¢t =7 y S(T') = Sr), existen dos alterna-
tivas:
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Si St > K, la opcién de compra se ejerce e inmediatamente el activo se
vende al precio de mercado, obteniéndose un beneficio de ¢ =Sy — K .

Si ST < K, la opcién de compra no se ejerce y se desecha, ya que el activo
se puede conseguir a un mejor precio en el mercado. En este caso, la opcion
no tiene valor, es decir, ¢ =0 .

Por tanto, siguiendo la estrategia mas favorable, el valor de la opcion de
compra es :

c(Sr,T) = max(Sr — K,0) .

De la misma forma, si se tratase de una opcion de venta europea, su valor
seria

p(Sr,T) = max(K — S7,0),
pues la opcién tnicamente se ejerceria en el caso St < K, donde el activo
se vende a cambio de una cantidad K, mayor que su precio de mercado St .

Las funciones anteriores se conocen con el nombre de payoff.

Supongamos ahora que nos preguntamos por el valor que tiene una opcién
en el momento de su adquisicién. Aunque todavia no estamos en disposicion
de conocerlo, si que podemos comparar dos opciones del mismo tipo que solo
se diferencian en un parametro.

Sean dos opciones de compra con distinto precio de ejercicio :

La correspondiente con el mayor precio de ejercicio es la que tiene menos
probabilidades de ejercer la opcion, por lo que tendréa menor valor.

Asi, para K; < K, debe satisfacerse que

c(S, Ky) > ¢S, Ks).

Puesto que el titular y el poseedor de la opcion tienen posiciones opuestas,
intercambiando los papeles también ha de cumplirse

p(S, K1) < p(S, Ks).

Sin embargo, si es en el precio del activo en lo que difieren dos opciones de
compra, se tienen mayores oportunidades de ejercer la opcién en aquella cuyo
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precio del activo es superior, pues tiene un mayor beneficio.
Por ello, para S; < S5 se tiene :

C(Sl, K) < C(SQ, K)
e intercambiando los papeles :

p(51,K) > p(SQ, K)

A continuaciéon vamos a establecer unos primeros limites para los valores de
las opciones de compra y de venta, junto a una féormula que las relaciona.

2.1.1. Acotacion del valor de una opcion

Cota Superior :

Las opciones de compra alcanzan su mayor valor cuando K = 0, es decir,
cuando la opcidn se ejerce seguro, ya que en caso contrario el vendedor tendria
una oportunidad de arbitraje.

Por otra parte :
c(S,K) <8S.

Las opciones de venta alcanzan su mayor valor cuando S = 0, cumpliéndose
siempre :
p(S. K) < K.

Cota inferior :

En este punto vamos a definir una nueva variable, 7 = T — ¢, que nos
serd de utilidad en adelante. Consideremos también B(7) = e~"7, un bono
con valor nominal 1 en la fecha de vencimiento. Aqui r representa la tasa
de interés sin riesgo utilizada por el mercado y que suponemos constante a
lo largo de la vida de la opcidn.

Para encontrar una cota inferior de una opciéon de compra europea, vamos a
proceder considerando la existencia de dos carteras :

Cartera A = ¢(S,K)+ KB(7), ysea V4 su valor.

Cartera B= 5, con valor Vp.
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Tanto si Sy < K (en cuyo caso Vy = K y Vg = Sr) como si Spr > K,
(donde Vy = (Sr—K)+ K =Sy y Vg=S5r) secumple V4 > Vg | por
lo que se deduce :

c(S, K) > méx(S — KB(1),0) . (2.1)

Razonando de la misma forma, también se puede establecer una cota
inferior para la opcién de venta :

p(S, K) > max(KB(1) — S,0) . (2.2)

2.1.2. Relacién de Paridad

Vamos a demostrar que la relacién existente entre los valores de una
opcion de compra y de venta europeas sobre el mismo activo, y con la misma
fecha de vencimiento y precio de ejercicio, es :

p=c+ K-S (2.3)
Para demostrarlo, consideremos de nuevo dos carteras de la forma :

Cartera A= c+ K — 8.
Cartera B= p.

y veamos sus valores en la fecha de vencimiento :
SiSpr>K — Vg=0 y Va=Sr— K+K—-5r=0.
SiST<K — VB:K—ST y VA:K—ST.

Por tanto, como V4 = Vi en la fecha de vencimiento, y puesto que son
opciones europeas y no pueden ejercerse por anticipado, ambas carteras tie-
nen el mismo valor en todo momento y por tanto :

p=c+K-S.

ya que, en caso contrario, habria una oportunidad de arbitraje comprando
una mas barata y vendiendo la otra mas cara.
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Vamos a introducir ahora una parte fundamental para determinar el valor
de una opcién europea en el momento de su compra y que sera la piedra
angular a partir de la cual calcular el valor de opciones mas complicadas en
el momento de su adquisicién.

2.2. Modelo de Black-Scholes

Establecemos un marco dentro del cual tendra sentido el modelo :

1. No hay oportunidades de arbitraje

2. No hay costes de transaccion y la tasa de interés es siempre 7.
3. El precio del activo sigue un movimiento browniano geométrico.
4. La opcion es europea.

5. Ty o son constantes y no se considera pago de dividendos.

6. Se pueden vender activos que no se posean (venta en corto) y en cual-
quier cantidad.

Bajo estas condiciones, introducimos la ecuacién diferencial parcial de Black-
Scholes, que serd la que utilicemos para estimar el valor de las opciones :

oV o 0V oV
Z g2 © - _ — 2.4
8t+28852+r585 rV =0. (2.4)

2.2.1. Obtencion de la ecuacion de Black-Scholes
Usando el Lema de It6 (sustituyendo f(S,t) = V(S,t) en (1.4)) se obtiene
la expresion :

WV 1, ,0°V 9V oV
_ 1 20V OV oV iz 2.
av <u585+205 8S2+ 8t>dt+0588d (2.5)
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Por un lado, contruimos una cartera II que incluya una opcién (cuyo valor
sea V'), y —A unidades del activo S, siendo A un numero fijo a determinar :

M=V —AS.
Derivando la expresién anterior :

dll =dV — AdS.

A continuacién, si en la tltima expresién sustituimos (2.5) junto con la
expresién (1.1) para dS :

dll = dV — AdS
ov oV o* L0V OV
=0S—dZ — 4+ =SP4+ —— | dt — A(uSdt az
US@S +(uSaS+ 25 052+ 815) (uSdt + 0SdZ)
oV, L0V OV ov
= — — + — — uA — —A)dZ
(“585+05882+8t i S)dt+aS(6S )d

De la tltima expresion deducimos que oS(2% —A) es el término encargado

de la aleatoriedad, que desaparece con la eleccién de A = 9V /9S.

Como ahora dIl es unicamente determinista, hemos construido una cartera

libre de riesgo :
ov 1 0*V
== +-0%5*— | dt.
d (82& 30 (952>

Por otro lado, si se hace una inversién de una cantidad II durante un inter-
valo de tiempo dt, por ejemplo un depdsito bancario, debe ganarse rlldt, por
lo que también ha de verificarse dII = rlldt, pues de otro modo se obtendria
un beneficio sin riesgo, pero esto va en contra de la politica de no arbitraje.

Igualando las dos expresiones de dII , se llega a la ecuacion :

OV 1, ,0%

en la cual sustituyendo la expresion I =V — AS y tomando A =9V /98,
se consigue la ecuacion de Black-Scholes a la que se hace referencia en (2.4).
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Ahora buscamos ser capaces de resolver la ecuacién para encontrar una ex-
presion para el valor de la opcién, teniendo en cuenta que este valor ha de
ser unico para evitar oportunidades de arbitraje. A esto le dedicaremos la
siguiente seccion.

2.2.2. Solucion de la Ecuacion de Black-Scholes

Recordemos que la ecuacion de Black-Scholes para una opcién de compra
europea tiene la forma:

dc 1, ,0% dc
4z - — _yc= 2.6
8t+203852+r385 rc=20 (2.6)

con condiciones final

c(S,T) =max(S — K,0).

y frontera
c(0,t) =0 Vvt €[0,T]

Nuestra intencion es resolver la ecuacion del mismo modo que la ecuacion de
difusién del calor (cuya solucién es conocida), por lo que la transformaremos
deshaciéndonos de los términos S y S? y rebajando la dimensién de la ecua-
cion. Para conseguirlo, a lo largo de esta seccion vamos a seguir el desarrollo
del libro de Wilmott, [2].

Comenzamos con el primer cambio de variable :

T r

S =Ke" ; t:T—? ;o oco(S,t) = Kw(x,T) E:?. (2.7)
d d d?
S.i/desarrollamos d—; , % y d_SC2 y sustituimos en (2.6), se llega a la ecua-
cién:
ow  Pw Ow
— =—+(E—-1)— —F 2.8
or  0x? + )ax v (2:8)
y cuya condicién inicial, en 7 =0, debe cumplir (antes final en ¢t =T) :
1 1
w(z,0) = EC(S’ T) = 174 max(S — K,0) = max(e” — 1,0).
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En este paso nos damos cuenta de que aunque el problema original consta de
4 parametros (K,T,0% y r), hemos conseguido reducirlo a uno solo, F, que
es una constante.

Para acercarnos mas a la forma de la ecuacion del calor, realizamos el cambio:
w(z, ) = e Py, 1),
con « 'y [ constantes a determinar.

d 15, 0?
Sustituyendo en (2.8) las expresiones de d , d d

7 e Ik se llega a la
T x x

igualdad :

ou ou  0%u du
Bu%—g—au+2a%+@+(E—1)(au+%)—Eu.

Aqui podemos eliminar el término u de la expresion anterior eligiendo [
de la forma = a?+ (E —1)a — E, resultando :

ou ou 0%u ou
——204—+—+(E—1)%.

Nuevamente puede precindirse del término du/0x al imponer la condicién
2a+ (E — 1) = 0, consiguiendo la mencionada ecuacién de difusién :

ou 0*u

or 0z
Resolviendo el sistema para o« y [ obtenemos los valores :

1 1
a=-3(E-1) 5 B=-y(B+1)

y sustituyendo en el valor de w se tiene :

u<x,7_> _ e%(Efl)qui(EJrl)Q-rw(x, 7_)
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y donde w verifica el problema de difusion, es decir,

o _ o
or  Ox2

para —oo < x <oo y 7 >0, con condicién inicial wugy(z) :
up(z) = u(z,0) = e2F-D%(z, 0) = méx (e%@“)m — e3(B-1z 0) (2.9)

La solucién u(z,7) al problema anterior es bien conocida :

1 o0 _(@—9)2

N 7oou0(s)e i ds.

(s — )
V2T

a la solu-

Finalmente, y si aplicamos el cambio de variable y =

cién de la ecuaciéon de difusién, se llega a :

/ uo(yv 2t + x)e_%fdy

eé<E+1)($+ym)e_%y2dy

Vor ) (2.10)

V2T
b A E-D@ VI -3 gy
2 -z
=1, I,

Simplificando las expresiones I; e I, damos la siguiente expresién de u(x, 7) :

w(z,7) = e%(EJrl)er%(EJrl)QTN(Jl) _ e%(E—l)xﬁ(Efl)QTN(Jz)?

con los valores :
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y donde N (z) se corresponde con la funcién de distribucién de una normal,

1 r 2

Llegados a este punto, solo falta deshacer los cambios de variable :

Wz, 1) = e~ 2 EDem G Dy (1 1)
_ e_%(E_l)x+%(E+1)mN(CZ1) _ ei(E—l)%—i(E—H)QTN(CE) (2.11)
= €$N(d_1> - G_ETN<J2)-

Y finalmente deshaciendo las transformaciones indicadas en (2.7), obtenemos
el valor de una opciéon de compra europea :

¢(S,t) = SN(dy) — Ke "= N(d,)

donde se definen d; y dy de la forma siguiente :

o IR T g+ T —t)

o/ (T —t) o/ (T —1t)

Para el caso de la opcion de venta europea, de manera sencilla podemos
despejar su valor en la relacién (2.3) y calcularlo a partir del valor de la
opcion de compra. Veamos como hacerlo :

Conocido ¢ y sabiendo la relacién N(x) + N(—z) = 1, su valor serd :

p=ct+ke "™V _g
= —S(1 = N(dy)) + e " T VK(1 — N(dy)) (2.12)
= —SN(dy) + Ke "T"IN(dy).

En resumen, el modelo de Black-Scholes, bajo las condiciones ya explicadas,
nos ha permitido valorar una opciéon de compra o de venta europea.
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Capitulo 3

Opciones Americanas

Una opcién de venta americana concede el derecho adicional de ejercer
dicha opcién antes de la fecha de vencimiento, privilegio que le aporta un
mayor valor que su homéloga europea.

Una vez presentadas, vamos a exponer en la siguiente seccién una serie de
semejanzas y diferencias entre ambos tipos de opciones.

3.1. Comparacion con las Opciones Europeas

Si denotamos por C' y P a las correspondientes opciones de compra y
venta americanas, la ventaja de ejercer por anticipado se traduce en que las
opciones americanas tiene un valor superior que las europeas. Esto es:

C(S,K)>e(S,K) y P(S,K)>p(S, K).

De la misma forma que sucedia con las opciones europeas, la que tiene el
precio de ejercicio mayor tiene menos posibilidades de ejercer la opcién, asi
que para K < K, se verifica :

O(S,K)) > C(S,Ks) y P(S,K;) < P(S, K»).
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Ademas, si consideramos dos opciones americanas con distintas fechas de
vencimiento, 7 < 79, aquella con mayor periodo de vida tiene una ventaja
sobre la otra para ejercer la opcion, lo que se traduce en un mayor valor :

C(S,K;n)<C(S,K;m) y P(S,K;m)<P(S,K;7).

Ahora vamos a comprobar un resultado interesante, que dice que en ausencia
de pago de dividendos y compartiendo el valor de los parametros, una opcién
de compra americana y una opcién de compra europea tienen el mismo valor :

Supongamos que tenemos dos opciones de compra, una europea y otra ame-
ricana, con los mismos parametros (comparten, entre otros,el valor de K).

Por una parte, en la fecha de vencimiento su valor es el mismo, su payoff:
C(Sr,K) = ¢(Sr, K) = max(S — K, 0)

Sin embargo, en el caso de la opcién americana, la ganancia al ejercerse antes
de tiempo es la misma cantidad, max(S — K, 0).

Por otra parte y por definicién, B(7) es un bono de valor 1 en la fecha de
vencimiento, por lo que durante la vida de la opcién ha de verificar B(7) < 1,
para 7 > 0. Por tanto, recordando la expresién (2.1), se cumplird entonces:

C(S,K;7) > max(S — KB(7),0) > méx(S — K,0) > ¢, (S, K; 1)

La desigualdad anterior sugiere que, bajo las condiciones expuestas y a lo
largo de la vida de la opcion, la de tipo americano tendra mayor valor si se
mantiene que si se ejecuta, por lo que la solucién 6ptima sera siempre esperar
al vencimiento, comportandose como una de tipo europeo y demostrando el
resultado anunciado.

(Por esta razén y cuando no se considere el pago de dividendos, serd més
ilustrativo obtener los resultados para una opcién de venta americana).

En la siguiente secciéon comprobaremos como el resultado anterior no es co-
rrecto si se considera el pago de dividendos a lo largo de la vida de la opcién.
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3.1.1. Considerando el pago de dividendos

En este caso, y para cumplir con la politica de no arbitraje, el precio del
activo caera en la misma cantidad que se ha generado como dividendos.
Vamos a demostrar que en esta situacién si que puede ser mejor ejercer la
opcion de compra de forma anticipada :

Si denotamos por D a la cantidad total de dividendos que ha de pagar el
activo hasta la fecha de vencimiento, y siguiendo un razonamiento similar al
de anteriores ocasiones, consideramos ahora las siguientes carteras :

Cartera A = C(S,K; D)+ KB(1).
Cartera B= S — D.

con valores V) y Vg respectivamente y donde consideraremos D un préstamo
de dinero que sera devuelto con los dividendos que genera el activo que se
posee, por lo que se verifica siempre Vg = Sr.

De la ultima desigualdad de la seccion anterior se deduce que V4 > Vp.
Por tanto, se tiene una nueva cota inferior para la opciéon de compra ameri-
cana con dividendos :

C(S,K; D) > max(S — KB(r) — D,0)

de forma que para ejercer la opcién es necesario (aunque no suficiente) que
se cumpla S — K > S — KB(7)— D, pues el beneficio de ejercerla debe ser
positivo.

En el caso de la opcion de venta y siguiendo el mismo razonamiento, se

verifica:
P(S,K;D) > max(KB(r)+ D — S,0),

donde tnicamente podremos asegurar que, si no se cumple la condicién
D < K(1 — B(7)), la opcién de venta americana nunca se ejercera.

La siguiente secciéon la dedicaremos a conocer algo mas acerca de qué in-
fluye en la decisién de ejercer la opcién americana.
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3.2. Curva de Ejercicio ()ptimo

Valorar una opcion de compra americana se vuelve mas complicado que
lo expuesto hasta ahora, ya que no solo hay que calcular el valor de la opcion,
sino que también en cada instante de tiempo hay que elegir entre mantener
la opcién o ejecutarla.

Este problema de toma de decisiones se conoce como el problema de libre
frontera, pues a lo largo del tiempo existe una frontera definida por valores
de S, que separa en dos regiones la decisién de mantener la opcién o ejercerla.

Para acercarnos a este concepto, primero vamos a comenzar con el ejemplo de
una opcién europea en un activo que paga dividendos a una tasa constante ¢:

Como hemos visto en la seccién 2.2.2; y haciendo unas ligeras modificaciones
a la ecuacion de Black-Scholes para anadir el pago de dividendos, el valor de
una opcién de compra europea de este tipo viene dado por la ecuacioén :

¢=Se " N(dy) — Xe " N(dy)

) —qt D) _
siendo dy = —X& 7 2 Y dy =dy — ov/T.
o\T

Ahora si suponemos que el valor de S es muy alto, (S =00 con S>>K),
entonces se puede comprobar que N(d;) y N(dy) son aproximadamente 1,
por lo que podemos hacer 1til la siguiente aproximacion :

c(S,7) ~ Se” T — Ke .

A diferencia de una opciéon de compra europea sin pago de dividendos, en
la que su valor nunca esta por debajo de su payoff, max(S — K,0), en este
caso el precio de la opcién de compra europea con pago de dividendos si que
puede estar por debajo, ya que para valores grandes de S, con S >> K,y a
consecuencia del factor e™?" puede ocurrir :

S—K>Se " —Ke .
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En esta situacion, si se espera que el valor de S siga aumentando y el po-
seedor de la opcion tuviese la oportunidad, elegiria ejercerla antes de la fecha
de vencimiento; y precisamente este es el privilegio del que goza el poseedor
de la opcién de compra americana.

Por tanto, ha de existir un valor para el que, cuando el precio del activo lo
supere, se tome la decisién de ejecutar la opcién. Este valor serd S = S*(7),
que definiremos como el valor critico o precio de ejercicio 6ptimo, a fecha 7.

Call con pago de dividendos

—-C=S-K
=——Valor Call (S*7).5*(n)-K)

C(S,7)}
N\,

Figura 3.1: La curva representa una opcion americana con pago de dividendos
que toca tangencialmente a la funcion payoff en el valor critico S*.

El precio de ejercicio nos permitird decidir cuando la opciéon de compra
americana se ejercerd ; es decir, en el caso S, > S*(7), se ejerce y pasa a
tener el mismo valor que la funcién payoff, (ST — K).

Si para cada instante de tiempo 7 calculamos el valor S¥, entonces pode-
mos formar una curva, {(S,7) V7 € (0,T]}, que denominaremos la curva
de ejercicio optimo, que nos sera de gran utilidad para saber si la opcién ha
de ejecutarse.

La opciéon de compra americana en un activo que paga dividendos conti-

nuos se mantiene activa en el dominio {(S,,7) /S, € [0,S*], 7 € (0,7},
que coincide con la region sombreada en la figura 3.2.
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m Regiones Continua y de Parada

Aqui la Call Americana
se mantiene.

~__ (:.‘urya de Ejercicio
Optimo con los
valores de S*(7).

Figura 3.2: Curva de ejercicio dptimo de una Call Americana con pago de
dividendos y que divide el plano en dos regiones: continua y de parada.

En el caso de una opciéon de venta americana, serd ejercida si S, < S*
o mantenida en caso contrario.

En resumen, tanto para una opcion de venta como de compra americana,
la curva de ejercicio é6ptimo determina el momento en el cual ha de ejercerse.
En las siguientes secciones vamos a dar algunas de sus caracteristicas.

3.2.1. Propiedades

La primera propiedad que presentamos se llama la condicién de alto con-
tacto, y dice que la pendiente de la opcién en el punto S, =S¥ es —1.
En primer lugar, sabemos que el valor de la opcién P(S;,7) en SI coincide
con su payoff = max(K — S;,0), y que la pendiente del payoff es —1.

Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que dP/0S, < —1 :
Entonces para valores de S, > SZ, se tiene que el valor de P(S;,7) es infe-
rior que la funcién payoff, por lo que se llega a contradiccién, ya que no se
cumplirfa la restriccién P(S;,7) > max(K — S;,0).
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Razonando de la misma forma, supongamos que se verifica dP/9S; > —1 :
Puesto que la opcién verifica P(S*, 1) = K — S, el valor de P(S;,7) de-
pende de la eleccion de S para valores mayores de S.

Como 0P/0S; > —1 en el punto S¥, el valor de la opcién cerca de S* puede
incrementarse tomando un valor mas pequeno de S, con lo que la curva de
payoff se mueve hacia arriba y 0P/0S, decrece, por lo que se devalia el
valor de la opcion y llegamos de nuevo a una contradiccion.

oP

=—1.
a5,

S, =8*

Asi, la condicién de alto contacto de P(S,,T) es :

Esta condicion también se denomina de libre frontera.

Y siguiendo un razonamiento similar para una opcién de compra :

oC

=1.
0S;

S, =Sz

La condicién de alto contacto de C'(S,, 7) es :

La segunda propiedad que vamos a ver se refiere al caracter creciente de
la curva de ejercicio éptimo.

Partimos sabiendo que C(S;, 7) es creciente en funcién de 7.

Supongamos ahora que tenemos dos opciones, C'(S,,71) < C(S,,72), con el
mismo payoff (solo difieren en 7, con 7 < 73), y fijémonos en la curva que
representa a C'(S;, 72) :

En primer lugar, estara por encima de la otra, por tener un mayor valor.
Ademas, esta curva se cortard en algin momento con la funcion payoff, resul-
tando el punto de corte Sy; ; es evidente que este punto tendra mayor altura
que el punto de corte de C(S;, ) con el payoff, sea S .

De lo anterior podemos deducir que la curva que recoge los distintos

valores S¥, para cada 7, es una funcién creciente en funcién de 7.

Finalmente, observamos que siempre ha de verificarse S* > K, ya que por
reduccién al absurdo, si fuese S7 < K, entonces la ganancia obtenida por
ejercer por anticipado seria S¥ — K < 0, lo que es absurdo.
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3.3. Relacion de Simetria Put - Call

Entre las opciones europeas, la relacién de paridad (seccién 2.1.2) hace
que el problema de valorar los dos tipos de opciones se simplifique a solo uno
de ellos. Sin embargo, esta relacion no es extensible a las opciones americanas.

Aun asi, si hubiesemos llevado a cabo el trabajo de calcular la curva de
ejercicio 6ptimo para una opcién de compra americana y ahora nos propu-
siésemos realizar lo mismo para la opcién de venta, podemos ahorrarnos la
tarea utilizando la relacién de simetria Put - Call .

Veamos cémo se deriva su expresion :

Por un lado, consideremos una opcion de compra americana que concede
el derecho a cambiar K euros en efectivo por una unidad del activo valorada
en S euros, siendo ¢ y 7 (constantes) la rentabilidad fruto del pago de divi-
dendos del activo y del dinero en efectivo respectivamente.

Por otro lado, consideremos una opcién de venta americana que da dere-
cho a intercambiar una unidad del activo valorada en S euros por K euros
en efectivo.

En ambos casos, nos fijamos en que el papel que juegan el dinero en efectivo
y el activo pueden intercambiarse, por lo que dicha simetria asegura que han
de tener el mismo valor. Por ello, deducimos la siguiente relacién, en la que
se intercambian los papeles de S'y X, ry q:

C(S,K;r,q) = P(K, S;q,7), (3.1)
Ahora nos gustaria encontrar una férmula que establezca una relaciéon entre
las curvas de ejercicio éptimo de una opcién de compra y de venta americanas.

Si S; = S¥(7), entonces el poseedor de la opcién de compra intercambia
un euro en efectivo por S¥(7)/K euros en activos.

Si S; = S;(7), entonces el poseedor de la opcion de venta intercambia un
euro en activos por K/S;(7) euros en efectivo.
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Puesto que también puede intercambiarse el papel del euro en efectivo y
en activos, presentamos una relacion de simetria entre la opcién de compra
y venta para la curva de ejercicio 6ptimo :

KQ

SC(T;T,Q)Zw-

(3.2)

3.4. Problema de Frontera Libre

En las secciones anteriores hemos visto que el problema del calculo del
valor de la opcién americana, sin entrar en materia, involucra la existencia de
dos regiones, (regién continia y de parada, correspondientes a la decision de
mantener la opcion o ejecutarla respectivamente), separadas por una frontera
(la curva de ejercicio éptimo) que de primeras desconocemos.

En esta seccion trataremos de describir el problema de una forma adecuada.

Primero establecemos un conjunto de restricciones que han de respetarse:

1%- El valor de la opcién ha de ser mayor o igual que la funcién payoff.

2%. La ecuacion de Black-Scholes se reemplaza por una desigualdad.

3%- El valor de la opcién debe ser una funcién continua (de ).

4%. Ademas, su pendiente debe ser continua.
La primera restriccion hace referencia a la ausencia de oportunidades de ar-
bitraje. Por tanto, si el valor de la opcion es el mismo que la funcién payoff, la

opcion se ejerce; v sino, el valor de la opcion es mayor y satisface la ecuacion
de Black-Scholes. Ambas situaciones dan sentido a la segunda restriccion.

La tercera restriccion responde de nuevo a la ausencia de arbitrajes.

Hay que exigir que el valor de la opcion sea continuo para evitar discontinui-
dades que prolongadas en el tiempo permitan oportunidades de arbitraje.
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Por tltimo, para determinar el valor de la opciéon hay que imponer una con-
dicion adicional a S*, pues su posicién es desconocida. Esta se completa con
la cuarta restriccion.

Centrémonos ahora en la segunda restriccién que hace referencia a la ecua-
cién de Black-Scholes y con la intencién de definir el problema que nos ocupa,
razonaremos como hemos hecho a lo largo de este trabajo:

Establecemos una cartera II que se compone de una opciéon de venta junto
con —A unidades del activo, escogiendo A adecuadamente (A = 0P/0S)
para llegar a la ecuacién de Black-Scholes, tal y como vimos en la seccion
2.2.1.

Junto con la condicion siguiente que evita oportunidades de arbitraje,
P>K-S (3.3)

la tinica condicién adicional necesaria es que la cartera no puede generar mas

ingresos que un deposito bancario, (también visto en la seccién 2.2.1).

Asi, para la opcién de venta americana se tiene la siguiente desigualdad :
oP  o* ,0°P oP

el < il - _ < 0. 3.4
8t+25852+T58S rP <0 (3.4)

Cuando la situacion optima es mantener la opcion, se cumple la igualdad en
(3.4) y por consiguiente la desigualdad en (3.3).

Mientras que por el contrario, si la situaciéon éptima es ejercer la opcién,
entonces en (3.4) se satisface la desigualdad y donde se cumple la igualdad
es en (3.3), siendo el valor de la opcién su payoff.

Como anunciamos, el problema de calcular el valor de una opcion de venta
americana se trata de un problema de libre frontera.

Por tanto, para cada instante de tiempo t, la representacion del eje S se di-
vide en dos regiones distintas :

La primera, 0 < S < 5}, se corresponde con la decisién de ejercer la op-
cién y se caracteriza por :
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P=K-S8
oP o* ,0°P 0P

3.5
—rP <0 (3:5)

En la segunda regién, S; < S < oo, se mantiene la opcioén, por lo que
se cumple :

P>K-5

oP o2 282P oP (3.6)
Z 22 7 - _rp=

8t+25882+T588 r 0

Ademas, las condiciones frontera en S; = S} son las de ocasiones anteriores:

Resumiendo lo anterior, llegamos a la conclusién de que hay dos restric-
ciones que se han de verificar para todo valor positivo de .S :

OP o ,O*P 0P
Z g2Z © - _ < 0. 3.7
o TS g S —rP <0 (3.7)

P>K-5§ (3.8)

Si combinamos las ecuaciones (3.5) y (3.6), junto con (3.7) y (3.8), obtene-
mos la siguiente :

oP  o* ,0°P oP
5 + 25 852—1—7"585 rP|[P—(K—-95)=0, para S>0

Esta ultima ecuacion ya nos da una idea de la posibilidad de plantear el
problema de libre frontera como uno de complementariedad lineal.
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3.5. Problema de Complementariedad Lineal

Puesto que necesitamos una via 1til para resolver el problema, tenemos

que encontrar una alternativa a lo visto hasta ahora y que nos permita acer-
carnos a una solucion.
Una alternativa serd formular el problema de libre frontera (del que no po-
demos obtener una solucién explicita 1til) como uno de complementariedad
lineal, que nos permita construir métodos numeéricos eficientes para acercar-
nos lo suficiente a la solucion.

Nuestro punto de partida se situa en la dificultad de tratar con una fron-
tera libre. Por ello, buscamos abordar el problema desde un punto de vista
en el que se elimine cualquier dependencia explicita de la libre frontera, de
forma que “no moleste” para calcular la solucion, pero se pueda recuperar a
partir de esta ultima.

Con este objetivo, nos apoyamos en el conocido problema del obstéculo y
en la férmula de Black-Scholes, con el fin de aplicarlo al caso de una opcion
de venta americana y finalmente demostrando que se puede reducir a un pro-
blema de complementariedad lineal. Veamoslo :

Recordando las transformaciones vistas en (2.7), el problema de la opcién de
venta americana en las variables (S;,t) se transforma a las variables (z,,7) :

Asi, el valor Sy = S; serd ahora en las nuevas variables z, = 2%, (que
cumplird z¥ < 0 cuando S* < K), y también la funcién payoff ¢(S,t) =
max(K — S;,0) pasa a ser la siguiente funcién g(x,,7) :

g(rr,7) = ez PP max (e%(Efl)xT — 3B+l 0) (3.9)

Asi el problema es resolver u(x,, ) que cumpla :

ou  0u , .
E = 8_[E72_ St Tr I‘T <310>
w(z,,7)=g(x,, 1) si x;<axk
con la condicién inicial :
u(r,,0) = g(r,,0) = max (e%(E_l)‘”T — 3B+l 0> (3.11)
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y verificando :

lim w(z,,7) =0 (3.12)

T—00

Hasta aqui hemos impuesto las condiciones de la ecuacién (2.6) de la seccién
2.2.2. Ademss, el problema se completa con las restricciones con las que se
comenzaba la seccién anterior (3.4) :

w(z,, 1) > gz, T) (3.13)

y la continuidad de u y

en el punto z, = x7 .

T

Como nuestra intencién es resolver el problema mediante algin algoritmo
numérico, hay que discretizar el intervalo, con la intencién de generar una
rejilla de valores para restringir el problema a un intervalo finito.

Para ello elegimos dos positivos suficientemente grandes, sean =, y z_ .

Por tanto, consideraremos el problema (3.10) a (3.13) restringido al inter-
valo r_ <z < z,, e impondremos las condiciones siguientes :

w(xy,7) =0 y u(z_,7)=glx_,T) (3.14)

que se corresponden con el valor P =0 para valores grandes de S y
P =K — S para valores pequenos.

Ahora, para plantear la opcion de venta americana como un problema de com-
plementariedad lineal, nos apoyamos en el conocido problema del obstaculo,
con la tnica diferencia de la presencia de g¢(z,, 7).

Asi, el sistema (3.10) a (3.13) se reformula de la siguiente forma :

ou O*u
97 o2 (u(zr,7) —g(2:,7)) =0

2
du P (3.15)
or 0x2) —

U(Q?T,T)—Q(SET,T)ZO
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junto con las condiciones inicial (3.11) y frontera (3.14), y sin olvidar impo-

ou
ner la continuidad de las funciones u(z,,7) y —(z,, 7).

oz,

De nuevo, la ventaja de este planteamiento es la ausencia explicita de la
libre frontera, (curva de ejercicio 6ptimo), y como ya hemos avanzado, a
partir de ahora podremos introducir métodos numéricos que nos permitan
obtener una buena aproximacién a la solucién del sistema anterior.

Entre ellos, introduciremos los métodos de diferencias finitas.

Ademas, con cierta frecuencia también se utiliza el método de Montecar-
lo, que tan solo enunciamos.

Una ventaja de este método es que su coste computacional aumenta lineal-
mente con el numero de variables correspondientes a los activos, por lo que
esta indicado para ser competitivo con modelos de opciones sobre un gran
nimero de activos. En su contra, necesita un gran nimero de simulaciones
para alcanzar la precision deseada.

En los siguientes capitulos, y puesto que ya disponemos de herramientas

suficientes, avanzaremos al concepto de opciones barrera, que es el objetivo
final de este trabajo.
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Capitulo 4

Métodos de Diferencias Finitas

En el capitulo 3 llegamos a la conclusién de que, tratandose de opciones
americanas, el camino a seguir es encontrar soluciones numéricas a la ecuacion
de difusion y que, tras un cambio de variables, seran soluciones de la ecuacion
de Black-Scholes.

En este capitulo nos disponemos a desarrollar algunos métodos de diferencias
finitas, que nos permitiran calcular de manera numérica las soluciones de las
ecuaciones diferenciales propuestas.

4.0.1. Aproximaciones con diferencias finitas

La clave de estos métodos se basa en reducir el plano (z,7) a un con-

juntos de puntos equidistantes, obtenidos de dividir en intervalos dx y o7
los ejes correspondientes, creando una malla cuyos nodos son de la forma
ul™ = u(ndzx,miT), y que seran nuestros puntos de interés.
Tras el cambio de variable efectuado en (2.7), la idea es sustituir las de-
rivadas parciales en las ecuaciones por aproximaciones en diferencias finitas,
obtenidas a partir del desarrollo en serie de Taylor de funciones evaluadas en
los nodos u]" de la malla. En este apartado vamos a ver las aproximaciones
mas frecuentes para sustituir las derivadas parciales en la ecuacién de difu-
sion.
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Veamos las que se suelen utilizar para las derivadas respecto del tiempo.

Partimos expresando la derivada como un limite :

ou ©.7) = lim u(z, 7+ 071) — u(z, )

5( oT—0 oT ’

A partir de esta expresion, si en lugar de tomar el limite 7 — 0 tomamos 67
)
pequeno y siempre que u sea dos veces derivable, se consigue la aproximacion

ou _u(z, 7 +07) —u(z,7)

5 + O(67) (4.1)

Esta aproximacion por diferencias finitas se denomina progresiva puesto que
la diferencia se toma hacia delante.

Evidentemente, al tratarse de una aproximacion, admitimos la existencia de
un error en ella; en este caso, el encargardo de representarlo es el término
O(07), que nos indica que el error es proporcional a la cantidad J7.

Siguiendo el razonamiento, otras diferencias finitas son la tipo regresiva :

du 1) ~ u(z,T) — :;7(—27,7' —d7) +O®7) (4.2)

De la misma forma, se obtienen aproximaciones a las derivadas parciales
) )
primera y segunda, respecto del espacio :

Por ejemplo, la diferencia central, que aproxima la derivada parcial primera,
es una aproximacion de segundo orden :

du _u(m+0x,7) —u(r — 0z, 7)

G T +O((62)?) (4.3)

Para la derivada parcial segunda se utiliza la aproximacién simétrica por
diferencias centrales :

6%u _u(r 40z, 7) = 2u(x, 7) + ulz — oz, 7)

w(z, T) ~ (00)? + O((62)?) (4.4)
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que es resultado de combinar una progresiva sobre una aproximacion del tipo
regresiva o viceversa, y que se trata también de una aproximacion de segun-
do orden; en ellas, el término O((dx)?) sugiere que cada vez que se produzca
una mejora en la precisién hasta dz, el error cometido se reducird a (dz)?,
por lo que generalmente la exactitud lograda serd mayor que con las de tipo
PTrogresiva O Tegresiva.

En este punto, ya estamos en disposicion de desarrollar, en las siguientes
secciones, los diferentes métodos de diferencias finitas mas utilizados.
Antes de empezar, recordemos el sistema al que se aplicaran :

ou  0*u
or  or?
con condiciones iniciales y frontera :
u(z,0) = up(x)
u(x, 7) ~u_oo(x,T) si x — o0 (4.5)
w(z, T) ~ Uso(z,T) si z — o0

donde u_. ¥ Uy son funciones conocidas.

4.1. Meétodo Explicito

Se conocen como métodos explicitos aquellos en los que se utiliza la apro-
ximacién progresiva, (4.1), para aproximar Ou/0T.
Como también es necesario aproximar 0?u/dx?, para esta aproximacién se
utiliza la diferencia central simétrica, (4.4).

Aplicando lo anterior, la ecuacién de (4.5) pasa a ser la siguiente expresion:

m—+1 m mo m m
U —Uu un+1 2un + Up—1

I "My osr) = T

= +0((6x)?).  (46)

Despreciandose los términos O(67) y O((6x)?) y reorganizando, nos queda
una ecuacion en diferencias de la forma :

up™ = aul + (1= 2a)ul + aul’ con o« =

(4.7)

n
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Este método se denomina explicito porque a partir de conocer los términos
u™ para todo valor de n, es posible calcular los w7

La ecuacion (4.7) también puede entenderse como un camino aleatorio sobre
la malla, donde « (suponiendo a@ < 1/2) denota la probabilidad de moverse
a derecha o izquierda y 1 — 2« la probabilidad de mantenerse en el mismo
nivel. (Notemos que la condicién « < 1/2 es necesaria para la estabilidad
de la recurrencia (4.7)).

Para resolverla, debemos restringir el intervalo —oo < x < oo a uno fini-
to aunque lo suficientemente grande, N-dx < x < N*tdx, con NT y —N~
positivos grandes y siendo dx un pequeno intervalo en el espacio, cuya lon-
gitud dependera de la precision escogida.

Determinada dzx, el tamano de los intervalos de tiempo se elegiran de la for-
ma 07T = %02%, siendo M el nimero de intervalos que se quiera establecer.
Por tanto, hay que resolver la ecuacién en diferencias (4.7) para N~ <n <
N y 0<m < M, con condiciones inicial y frontera :

u’ = up(néx) para N~ <n< Nt
UN- = U_oo(N"dz,méT)  para 0<m< M.
U+ = Uoo(NOx, mOT) para 0<m< M.

Como ya hemos dicho anteriormente, el método explicito tiene un problema
de estabilidad; dado que al aproximar se introducen errores de redondeo, un
sistema se dice que es inestable si en cada iteracién el error se hace mas
grande, provocando que no sea aplicable en la préctica. (Puede comprobarse
que esto es lo que ocurre para los valores de o > %)

ot

<1
(5$)2 — 2

Ahora, atendiendo al orden de las aproximaciones, si el nimero de pun-
tos de la malla se duplica con la intencién de mejorar la precision, entonces
deberemos dividir entre 4 el intervalo de tiempo, ocasionando que el proceso
de encontrar la solucién se vuelve 8 veces mas lento.

Dicho esto, la estabilidad del método solo se consigue para 0 <

Resumiendo, el método solo tiene validez, convergiendo a la solucion exacta,
cuando el método es estable y verificando dz — 0 y o7 — 0.
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4.2. Meétodo Implicito

Se conocen como métodos implicitos aquellos en los que se utiliza la apro-
ximacién regresiva, (4.2), para aproximar Ou/0T.
Por su parte, se utiliza la aproximacién central simétrica, (4.4), para aproxi-
mar la expresién 0%u /0.

Este método se presenta como respuesta a la limitacion que presenta el méto-
do explicito en cuanto a la estabilidad, y nos permite aumentar la precisién
en el eje x sin tomar intervalos de tiempo mas pequenos de lo deseado, por
lo que es més eficiente.

Con este método, la ecuacion (4.5) se convierte en :

1

+O(61) =

m

U,

m—
— un

oT

m m m
un-i—l - 2un + Up_q

(62)°

+ O((62)?) (4.8)

De nuevo, despreciando los términos 47 y (dz)?, su expresién es :

—auy' |+ (14 2a)u,’ — aut = unm_l (4.9)

4 4 : m m m m—1
En este método, vemos que los términos u,', u,;' | y w,"; dependen de u

de manera impicita, de aqui su nombre.

Como (4.9) no puede resolverse de forma explicita, el problema de encontrar

ul para m > 1y N~ <n < Nt se puede escribir de forma matricial,

buscando la soluciéon al siguiente sistema lineal :

[1 + 2c — 0 0o --- 0 um_ b
—a 14+2a0 —a 0 : N: i N: -
0 : 0 uy | = b (4.10)
: : —o m' m'
0 0 -+ 0 —a l+2a] UN+-1 N+—1
TV um bm
M

39



donde

m m—1 m
bN-11 Un-11 Upn-
: 0
ol = ult | +a| (4.11)
b um! um
N+—1 N+-1 N+

Simplificando, la ecuacién matricial (4.10) se escribe :

Mu"™ = b™. (4.12)

Como M es una matriz invertible y conocido b™, podriamos pensar en ob-
tener la solucién al sistema despejando directamente : u™ = M~'b™.

Sin embargo, en la practica proceder de esta forma no es nada eficiente,
pues M es una matriz tridiagonal de tamano N*- I - N~ mientras que su
inversa M™! ya no tiene carécter tridiagonal, y debido a esto los cdlculos
aumentarian enormemente si se utilizase.

El carédcter tridiagonal de M permite desarrollar algoritmos para resolver
(4.12) de forma eficiente.

4.3. Meétodo de Crank-Nicolson

El método de Crank-Nicolson se utiliza para salvar las limitaciones, que
impuestas por la estabilidad, afectan a los métodos anteriores, buscando
ademds mejorar el error cometido hasta el orden O((67)*+ (dz)?), en contra-
posicién de los métodos explicitos e implicitos que se quedaban en el orden

O(61 + (0z)?).

En esencia, este método es un promedio de los métodos explicito e implicito.
Recordando sus ecuaciones, (4.7) y (4.8) respectivamente, la expresiéon del
método de Crank-Nicolson resulta una media de ambas :
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m+1 _ ,m
g+ O007) =
4.1
B R e e + iy = 2up 4wy +O((92)*) Y
2 (0x)? (0x)?

Siendo « = §7/(dx)? y de igual forma que antes, despreciando los términos
que hacen referencia al error cometido, se tiene:

1

Wt = Saurth = 20 b ) =+ S, = 2+ )

y reorganizando adecuadamente se llega a la ecuacion del método de Crank-
Nicolson :

1 1
(1+ U™ = Sa(ut! + i) = (1= a)ul + Ja(ul, + )

(4.14)

N

3 4 m+1  m+1
En esta ocasion, w7, uy

m m m
de wup'y, uy' y up .

y u™! se definen implicitamente en términos

Trabajar con la expresién (4.14) no es muy diferente de hacerlo con la del
método implicito, (4.8), ya que suponiento que los u!" son conocidos para
todo valor de n, entonces se pueden calcular de forma explicita los valores
2. (lado derecho de (4.14)). Esto se traduce en resolver la ecuacién

1
(1+ u ™ = Sa(urd + i) = 27

Finalmente, la forma de proceder serd similar al método implicito, ya que
Unicamente varian las matrices.

4.4. Algoritmos Opciones Europeas

Los métodos implicitos y de Crank-Nicolson basan su eficacia en gran
medida en la eficiencia de los algoritmos utilizados para resolver los sistemas
lineales.
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Por tanto, como la resolucion de los métodos implicitos es mas compleja
que para el método explicito (pues deben resolverse sistemas de ecuaciones
lineales a menudo de tamanos grandes), hay que recurrir a procedimientos
que demuestren ser eficaces para que los tiempos de computaciéon sean pro-
porcionados.

A continuaciéon presentamos dos de ellos, conocidos como LU y SOR, y des-
cribiremos el camino a seguir para el caso particular del método implicito
(para implementarlo al método Crank-Nicolson tan solo tendriamos que em-
plear las matrices correspondientes, pues los pasos a seguir son los mismos).

4.4.1. Algoritmo LU

El método LU es un método directo que busca descomponer M en dos
matrices, expresandola como un producto de una matriz L triangular inferior
y otra matriz U triangular superior, tal que se pueda escribir M = LU, o
de la forma matricial :

M
[1+200 —« 0 0 0
—Q 14+ 2« - 0 0
0 —Q 1+200 —« :
0 0o |~
: : . " —Q
| 0 0 0 —a 14 2af
Tl 0 0 07 [yv—41 2v-11 0 - 0 ]
pn-+1 10 0 0 Yn-4o
= 0
' - 0 . ZN+—-2
L 0 0 PN+-2 1 L 0 0 YN+-1]
T S > g

(4.15)

donde se tienen que determinar las cantidades y, , 2, ¥ pn.
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Tras algunos calculos que aqui omitiremos, se obtienen las relaciones

yn—+1 = (1 + 20).
2

gn=(14+2)— 2  p=N"+2-. Ntil
Yn—1

Zp = —Q , Py =—, n=N +1,--- NT =2
Y

Durante el proceso, las tinicas cantidades que se necesitan guardar son
las y, correspondientes.

Asi, hemos transformado el problema original, (4.12), en otro de la forma:
L(Uu™) =Db™".
que se resolvera en dos etapas,

Uu” =q" Y Lq™ =b™.

4.4.2. Algoritmo SOR

Una alternativa a los métodos directos como el método LU son los méto-
dos iterativos, que a partir de una aproximacién sobre la solucién, y tras
varias iteraciones, convergen a la solucién. La ventaja de estos métodos esta
en su mayor sencillez a la hora de programarlos. El método SOR es un méto-
do iterativo que deriva del método de Gauss-Seidel.

Recordemos que el método de Gauss-Seidel se basa en tomar una buena
estimacion de ! para N~ < n < N* y sustituirlo en la ecuacion, repitien-
do el proceso hasta llegar a la solucién.

El método comienza con una estimacién u"™° para buscar la convergencia
u™F — u™ (siendo u™* la k-ésima iteracién de u™).

Dado u™*, la siguiente iteracién se calcula con la férmula siguiente :

um,k-‘,—l - 1

m m,k m,k
T T (bn + a(upi + Un+1)>
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El proceso se repite hasta que las diferencias entre una iteracién y la siguiente
sean lo suficientemente pequenas, segun el error deseado. (También es im-
portante recordar que el método solo es estable para « > 0).

Tras la breve explicacion del método de Gauss-Seidel, el método SOR se
desarrolla de la siguiente forma :

Puesto que las iteraciones u™* convergen hacia el verdadero valor u™, en-
tonces podemos entender la diferencia u™**' — u™* como una correcién
que se anade al término u™* para que se acerque al valor exacto, y que
definiremos de la forma

m,k+1 __ , m.k mk+1 | m,k
La clave del método se basa en introducir una mejora que, siendo capaces de
controlar las correciones, nos acerque cada vez mas en la direccién de u;' en
lugar de aproximarnos oscilando alrededor de él.
mktl g la k41-6sima iteracion de Gauss-Seidel
tal que se define :

Asi, si renombramos por vy

m
para el valor ',

m,k+1 __ 1

Yn =172 (bnm +a(upttt 4+ Uﬁ’i)) (4.16)

entonces el método de SOR se sirve de ella para hacer su propia aproximacion
um,k+1 .
i :

WL o gk g (kL g mik) (4.17)

n n

tomando w > 1 y en particular converge con mayor celeridad tomando w
en el intervalo 1 < w < 2. (El parametro w se denomina pardmetro de
relajacion).
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4.5. Algoritmos Opciones Americanas

En el capitulo 3 quedé claro que en el caso de las opciones americanas
nos encontramos con el problema de complementariedad lineal (3.15), que
matricialmente se puede escribir :

(Mum—i-l . bm) (um+1 _ gm-i—l) =0
Mu”™ —b™ >0 (4.18)
umt — gmtl >

donde g™ = (g3, - -+, 9N+_,) representa el payoff, y siendo g = g(ndw,
moT) el resultado de discretizar la funcién payoff.

En esta situacion los algoritmos de opciones europeas ya no son aplicables.

Si nos damos cuenta, para el caso de la opciéon americana no es valido simple-
mente con resolver Mu”*t! = b™"! y después imponer, para cada compo-
nente, la condicién u™™! = max(u™t g™ *1). (Aunque este planteamiento

si que puede ser 1til en el caso del método explicito).

La razon de que este planteamiento no sea valido para resolver métodos
implicitos de diferencias finitas es que las componentes u™"!, u 'y wlf}
estan implicitamente relacionadas entre si, por lo que no pueden producirse
cambios en una de ellas de forma aislada sin repercutir en el resto de com-
ponentes ; es decir, si modificiramos u”! de la forma sugerida, no habria
garantfas de que se cumpliesen Cu™™! > b™ o bien (Mu™"!—b™) (u™*! —

g" ) =0.

El resultado serian soluciones adulteradas que o bien fallan en la verificacién
de las condiciones frontera (generando valores de la opcién que no serén los
6ptimos) o bien fallan al intentar satisfacer la desigualdad de Black-Scholes
(generando valores para los cuales pueden existir oportunidades de arbitra-
je). Para salvar este inconveniente, se presenta a continuacién el algoritmo

PSOR.
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4.5.1. Algoritmo PSOR

El algoritmo PSOR esta construido de tal forma que se garantice inter-
namente la consistencia de la solucién del sistema (4.18), que es tnica y
satisface simultaneamente todas las restricciones.

También se conoce con el nombre de SOR Proyectado porque tomando como
base el algoritmo de SOR, tinicamente se modifica el paso de relajacion para
imponer la restricciéon u™*! — g™t > (.

Asi, el método PSOR sigue el mismo procedimiento hasta llegar al tltimo
paso, donde se sustituye (4.17) para calcular en su lugar la siguiente expre-

si6n de um™F L

Zm,k—&-l m,k+1 u;n,k)’gzﬁ-l) (419>

n

~~
m,k+1
n

u = méax(u™* + w(y

De nuevo, el proceso se repite para cada uno de los valores de n, y las ite-
raciones u™* se detienen cuando se consigue la precisién deseada, es decir,
|um* Lt — ™k || < tolerancia.

Llegados a este punto, se toma la tltima aproximacién : u™ = y™*+1,

Nota : La modificacion introducida por el método PSOR equivale a que
en los nodos nos aseguremos de que el valor de la opciéon nunca puede ser
inferior al payoff (evitando asi oportunidades de arbitraje).

Aunque resulte simple, la comprobacién u™*! = méx(um™*tt gmtl) que
realiza el método PSOR, en cada iteracién y para cada componente, logra
una solucién al sistema (4.18) solventando la dificultad anadida por la libre

frontera.

En el siguiente capitulo, y puesto que ya disponemos de herramientas
suficientes, avanzaremos al concepto de opciones barrera y su valoracién, que
es el objetivo final de este trabajo.
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Capitulo 5

Opciones Barrera

En este capitulo, ya estamos en condiciones de presentar el objetivo ultimo
de nuestro trabajo: las opciones barrera.
Mientras que las opciones barrera de tipo europeo si que admiten solucién
explicita (véase la seccién 5.3), las opciones barrera de tipo americano se
valoraran de forma similar a sus homdlogas sin barrera, haciendo ligeras
modificaciones para ajustarse a la existencia de la barrera y sus implicaciones.

5.1. Descripciéon y Tipos

Este tipo de opciones surgen para suplir las necesidades del mercado
actual y cuyo uso se ha generalizado en los ultimos anos, pues anade mayor
flexibilidad en la eleccién de la opcidén por parte de su poseedor.

Su valor dependeré de la trayectoria seguida por el precio del activo.
Es decir, la ganancia final no solo depende del precio final del activo, sino
también de que alcance (o no) una determinada barrera, que llamaremos B,
durante la vida de la opcion.

Por sus caracteristicas, encontramos diferentes tipos :

« De tipo IN : Nacen sin ningin valor (inactivas) y solo se activan si el
precio del activo alcanza la barrera llamada Knock-In.
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x De tipo OUT : Permanecen activas mientras el precio del activo no alcance
la barrera Knock-Out, momento en que la opcién se anula perdiendo su
valor.

En algunos casos, como compensacién por la pérdida de la opcién anulada,
se ofrece un reembolso proporcional al precio de adquisicién de la opcion.

De esta forma, distinguimos fundamentalmente 4 configuraciones principales
para las opciones barrera, cada una de ellas con su variante Call o Put :

= Up and Out : Son opciones en las que el precio actual del activo se
sitia por debajo de la barrera Knock-Out. En el caso de que el precio
suba y alcance la barrera, la opcion se anula perdiendo todo su valor.

= Down and Out : Aquellas en las que el precio actual del activo se
mantiene por encima de la barrera, anulandose la opcién inicamente
cuando el precio del activo baja hasta tocar la barrera.

= Up and In : Son aquellas opciones que, estando el precio del activo
por debajo de la barrera, necesitan que el precio aumente y alcance la
barrera para comenzar a existir.

= Down and In : Si el precio del activo estd por encima de la barrera,
estas opciones solo se activaran si el precio desciende hasta alcanzar la
barrera Knock-In.

Debido a la particularidad de activarse o anularse cuando el activo sub-
yacente alcanza un determinado valor, las opciones barrera son siempre mas
baratas que las opciones estandar sin barrera (denominadas vainilla).

De ahi que se crearan para ofrecer el mismo valor que una opcién vainilla,
pero a un coste inferior, pues se asume el riesgo de la pérdida total de la
opcién en caso de alcanzar la barrera.

Generalmente, su interés radica en adquirir una opcién para un activo que
creemos que no va a tener grandes variaciones en su cotizacion, por lo que po-
demos incorporar una opcién con barrera a un precio menor que su homologa
sin barrera. Es obvio que su coste debera ser menor que el de una opcién de
compra estandar, pues se anade un riesgo adicional que nos puede hacer per-
der el valor de la opcién.

48



Veamos con un ejemplo concreto que su aplicacién real es evidente :

Pongamos el caso de una compania que necesita comprar una gran canti-
dad de cobre dentro de tres meses.

Por una parte, el precio actual les parece atractivo; sin embargo no pue-
den permitirse pagarlo en el caso de que aumente demasiado.

Por otra parte, no muestran interés en una posible bajada de precios (o bien
no tienen previsto que esta se produzca).

En este supuesto, se plantean cubrir la compra de varias formas :

» En primer lugar, con un contrato a futuro. Pero como estarian obligados
a comprar por el precio establecido a dia de hoy, no obtendrian ningtin
beneficio de una futura bajada de precio.

= En segundo lugar, una opcién de compra vainilla. Aunque esta solucio-
na la pérdida de beneficio, puede resultar demasiado cara.

= Como alternativa se presenta la opcion Down-and-Out Call, que tiene
un coste inferior que la de tipo vainilla pero incluye un periodo de
proteccion para el caso en el que el precio aumenta demasiado, aunque
no protege a su poseedor frente a bajadas repentinas del precio (por
debajo de la barrera) aunque a continuacién recupere su valor anterior
a la bajada. Este riesgo se asume a consecuencia de su coste inferior.

Una vez presentadas, nuestro proposito ahora se centrard en calcular el
valor de cualquiera de las opciones barrera definidas anteriormente, ya sea
de tipo europea o americana.

Antes de entrar en materia, vamos a dedicar la siguiente seccién a nom-
brar una serie de opciones que, tomando como base las opciones barrera,
permiten hacernos una idea de la gran variedad de opciones existentes en el
mercado. Sin dar mas detalles, ofrecermos también un ejemplo practico de
su aplicacion.
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5.2. Opciones Barrera Mas Complejas

x Opciones Barrera Parciales : Aquellas en las que la barrera se encuentra
activa solo durante un periodo inicial de tiempo, tras el cual desaparece.

x Opciones Barrera con Proteccion : Incluyen, al inicio de la vida de la
opcién, un periodo de tiempo durante el cual la opciéon no se puede
anular, es decir, la barrera se activa pasado un tiempo.

x Opciones con Doble Barrera : Poseen tanto una barrera superior como
una barrera inferior que activara o anulara la opcion.

x Opciones de Balanceo : Se trata de opciones con varias barreras, o bien por
encima o bien por debajo del precio inicial del activo, y que provocan
que el precio de ejercicio de la opcién aumente (para las opciones de
compra) o disminuya (para las opciones de venta) cada vez que se
alcanza una de ellas, siendo la tltima barrera la que da lugar a la
cancelacion de la opcion.

x Opciones Ratchet : En este caso y a diferencia de las opciones de balanceo,
cada vez que se alcanza una barrera el precio de ejercicio toma el valor
de esta, y ademds la opcién nunca se anula (tampoco en la ultima
barrera).

x Opciones Rainbow : En este tipo de opciones coexisten dos activos. La
opcion se cancela si el precio de un segundo activo toca la barrera; en
caso contrario, su valor se corresponde con el payoff del primer activo.

5.2.1. Ejemplo uso de Opciones Barrera Rainbow

La variedad de opciones surgen para cubrir una demanda del mercado.
En ocasiones nos encontraremos en una situacién en la que tenemos una de-
pendencia de dos activos; en este supuesto, pueden tener cabida las opciones
barrera del tipo Rainbow, que recordemos se basan en la cancelacion de la
opcion si el precio de un segundo activo subyacente tocase la barrera.

Veamos un ejemplo concreto que nos aporte una visién de su uso cotidiano :
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Consideramos un productor de oro de origen estadounidense que contem-
pla la posibilidad de expandirse al pais vecino de Canada.

Como en la minerfa la inversion inicial es tan generosa que puede convertir-
se en un impedimento para la expansion, el productor queda expuesto a la
fluctuacion en la tasa de cambio délar estadounidense - délar canadiense.

Para protegerse ante una importante subida del délar canadiense, el pro-
ductor estadounidense puede comprar una opciéon de compra sobre doélares
canadienses, es decir, adquirir el derecho a comprar, en un futuro, una canti-
dad acordada de ddlares canadienses a cambio de una cantidad predetermi-
nada de ddlares estadounidenses.

Aunque el productor no esta completamente decidido a llevar a cabo su ex-
pansién a Canadd, ve con buenos ojos adquirir la opcién de compra a pesar
de que tenga que pagar su precio de adquisicion.

Sin embargo, para que dicho precio no sea muy alto, en este contexto el
productor estadounidense estara interesado en comprar una opcién barrera
del tipo Rainbow, que le permita cancelar la opcion de compra de délares
canadienses si el precio del oro (nuestro segundo activo) aumenta demasiado
(lo que se traduciria en que alcanza la barrera).

En el supuesto de que el oro aumente considerablemente su precio, al pro-
ductor estadounidense no le importa que se anule la opcién, pues la pérdida
de valor de esta se compensa con los ingresos futuros en la venta de oro, cuyo
margen de beneficio ahora ha aumentado.
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5.3. Valoraciéon

En esta secciéon vamos a elegir una opcién de compra europea del tipo
down-and-out con barrera B, y nos disponemos a valorarla.

En este caso, la opcién se anula cuando el precio del activo, S, decrece hasta
tocar la barrera B, lo que se traduce en V(B,t) = 0, (para V(S,t) el valor de
la opcién); mientras tanto, la opcién se mantiene activa siempre que S > B.

Nos centraremos en el caso S > B (imprescindible para que tenga valor
positivo) y con K > B.

En principio, por ser una opcién de compra europea, su valor V' (S,t) satis-
face la ecuaciéon de Black-Scholes (2.4), con la condicién inicial V(S,7T) =

méax(S — K, 0).

Llegados a este punto, vamos a tratar de dar una solucién explicita, utili-
zando el mismo cambio de variables ya visto en (2.7) :

Con estas variables, la barrera serd un punto de la forma z, = log(£),
por lo que la condicién frontera se transforma en u(xy, 7) = 0.

De nuevo, el problema se convierte en resolver el sistema

ou  O%*u
= para T > Ty,

or  0z2

sujeto a las condiciones iniciales
U(:C, 0) = u0<x) — max (e%(EJrl)x . eé(Efl)m’ 0)

y frontera
u(xy, 7) =

En anteriores capitulos ya habiamos calculado la soluciéon de la ecuacién
de difusion del calor. Sin embargo, en este caso nos encontramos con una
ligera modificacién: Aqui no tenemos el intervalo infinito —oco < z < oo,
sino que se restringe al intervalo = > z; .
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Esta ligera modificacion se resuelve en un primer paso trasladando el punto
xp al origen de coordenadas. Para tal fin, definimos una nueva funcién v de
la forma

v(z,7) = u(x + xp, T)

y que satisfaga

dv  d*v
% = @ para O<zx< o0,

con condiciones inicial

v(x,0) = u(z + 2p,0) = up(z + ) para 0<z < oo

y frontera
v(0,7) = u(xy, 7) = 0.

Ahora se trata de resolver el problema en un intervalo semi-infinito, por
lo que estamos en condiciones de aplicar el método de las imagenes :

Con este método, primero resolveremos el problema en el intervalo infini-
to, que se construye con dos problemas semi-infinitos de igual temperatura

inicial pero signos contrarios.

Dada una funcién w(z,7) definida en toda la recta real, se define v por:
V(l’, T) = W(l’, 7—) - LU(-?L’, 7—)7

uo(z + xp) six>0

Si tomamos w tal que :  wo(x) =w(z,0) = { 0 Sz <0

entonces puede comprobarse que v sigue cumpliendo las condiciones
inicial : v(z,0) = w(z,0) —w(—x,0) = ug(x + ).

y frontera : v(0,7) = w(0,7) — w(0,7) = 0.
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De nuevo, ahora el procedimiento a seguir es resolver el sistema

ow  O*w
= para —o00 < < 00

or  dx?

con la condicién inicial para wy(z) ya indicada.

Sabemos resolver el sistema, cuya solucion es

]_ o0 z—35)2
w(z, ) = 2\/F/ wo(s)e_( o ds,

con la correspondiente condicion inicial wp(z) .

Si restringimos al intervalo (0, 00), obtenemos nuestra solucién v(z,7) :

w(z,7) siz>0

o) =l = ol o = { 4007 S

(donde [I(g) representa la funcién caracteristica de (0,00)), y con la con-
dicion inicial :

B B wo(x) = up(z + xp) siz>0
VO(IL') = I/(CL’,O) - { —(U()(—SC) = —uo(—q; + xb) sixz <0
Ahora la solucién u buscada resulta de deshacer la primera transformacién:

w(x — :(,‘b77') six > xp
—w(—z + 23, T) six <

u(ze, 7) =v(r —xp,7) = {
con la condicién inicial :

up(z) = u(z,0) = v(r—1s,0) = { ziozgox()Qxb ) 211 i i il; (4.0)

Una vez encontrada la solucién wu(zx,7), finalmente el valor de la opcién se
obtiene a partir de la expresién siguiente :

V(z,7) = Ke*™ ™ u(x, ).
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Sin embargo, todo este proceso se puede sintetizar, culminando en una ex-
presion mas sencilla e intuitiva; veamoslo :

Supongamos que u;(z,7) es una solucién de la ecuacién de difusion, y que
C(S,t) = Ke®™ Py (z,7) es el valor de una opcién vainilla, con la misma
fecha de vencimiento y precio de ejercicio que en el caso anterior pero sin
barrera, y que ha sido obtenido con la férmula de Black-Scholes.

C(S, t))

En este caso, se tiene wuy(x,7) = e~ A7 (T

Con la intencién de separar la condicién inicial en dos partes, como en (4.0),
podemos buscar escribir la solucion al problema de la opcién barrera Knock-
out de la forma:

V(S,t) = Ke®™ P (uy(x, 7) + ug(z, 7)) (5.1)

donde wusy(x,7) es la solucién de la ecuacién de difusién pero con las con-
diciones iniciales antisimétricas, (es decir, wugy(z) = —uo(2z, — )), y que
puede escribirse en funcién de w,, debido a que la ecuacién de difusion es
invariante bajo traslaciones y cambios de signo.

2
Asi, y puesto que el cambio de variables x — 2z, —  implica S — —,

S

podemos calcular el valor de wus(z, 7) :

c (%)
_eio‘(Qxbfx)fﬁT s

'U,2(£C,7—) = K

o (%)
—a(2log(§)—log(%))—ﬁ?7 s
K

= —e

Finalmente, el valor de la opcién barrera se obtiene sustituyendo en (5.1).

Como anuncidbamos, lo interesante de la expresion ofrecida a continuacion,
es que hemos obtenido el valor de una opcién barrera en funcién de la misma
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opcidn sin barrera (de la que ya hemos dado su expresién para calcularla) y
de la variable B (la barrera).

C <3—2 t)
g
V(S,t) = Ke®™ P | uy(x,7) + —e_"‘(QxO_I)_BT—K

32
= Kea"HBTul(J:, T) — e2e(z—wo) ¢ (?, t)

(y para z—z0=1log(S/B)) (5.2)

Sctsa- (5) e(2)
Cctsa- (5) e (2

Ademas y como es obvio, puede comprobarse que verifican las condiciones
impuestas, es decir:

x V(B,t)=0 (se anula al tocar la barrera).

x  V(S,T) =méx(S — K,0) (satisface la condicién final).

5.3.1. Relacion de Paridad

En las seccion anterior calculamos el valor de una opcién en particular, la
Call Down - and - Out europea, que representaremos por ¢y, . Supongamos
que ahora nos preguntamos cémo calcular el valor de una Call Down - and
- In europea, que abreviaremos como cg, .

Suponiendo que ambas comparten los valores para la barrera, fecha de venci-
miento y precio de ejercicio, nos damos cuenta de que solo una de ellas puede
permanecer activa en la fecha de vencimiento, puesto que al alcanzarse la ba-
rrera, la activacion de una opcién supone la anulacién de la otra y viceversa,
sin importar cudl.
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Teniendo esto en cuenta, una combinacion de ambas da siempre como resul-
tado una opcién vainilla, con la mismos parametros.

Lo anterior se resume en la siguiente relacion, de donde conocidos los valores
de ¢4, y ¢ se despejaria el correspondiente a cg;.

Cd, + Ca, = C (5.3)

Para el caso general, si tomamos dos opciones barrera europeas, una del tipo
Knock-In y otra del tipo Knock-Out, con la misma barrera, fecha de venci-
miento y precio de ejercicio, entonces el valor de su suma es el valor de la
correspondiente opcion vainilla.

En estas condiciones, el valor de la opcién Knock-In se puede obtener senci-
llamente despejandolo en dicha suma.

Viendo la relacién anterior (5.3) para las opciones europeas, es facil pre-
guntarnos si ocurrird lo mismo para las opciones americanas.

Sin embargo, en esta seccion demostraremos que dicha relacion es inexistente:

Para comenzar, introducimos la notacion que utilizaremos en adelante :

x (4, = opcién barrera americana de tipo Call Down-and-Qut.

x Cg = su homoéloga Call Down-and-In.

Construimos la funcion U(S, K; B) = Cy(S, K; B) 4+ Cy4(S, K; B) que

satisface el siguiente problema de complementariedad lineal :

oUu  o? ,0°U ou
G927 — _ (p— — >
- 25882 (r q)SaS—i-rU_O
U= Cu(S,7) + (S - K)*
oU o2 L0 oU .
ar 20 s T 085g U] WG (S = KT =0
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para S > B, y con condiciones inicial y frontera :

U(S,0)=(S— K)" para S < B.
U(B,7)=C(B,).

Si existiese una relacion de paridad, los valores de U(S, 1) y C(S, ) deberian
ser iguales.

Pero esto no es asi, ya que como U (S, 7) y C(S, 7) comparten las mismas con-
diciones iniciales y frontera, y puesto que la expresién Cg(S,7) + (S — K)*
(correspondiente a la funcién obstéculo de U(S, 7)) es mayor que (S — K)*
(correspondiente a C(S, 7)), entonces se garantiza que U(S,7) es siempre
mayor que C'(S,7), por lo que en el caso de las opciones americanas no existe
la relacion de paridad.

Intuitivamente es facil de entender :

Si formamos una cartera con dos opciones, una Cy; y una Cy,, y €n un momen-
to determinado decidiésemos ejercer la opcién Cy,, obtendriamos el mismo
payoff que una vainilla americana, C', y sin embargo la cartera tiene un mayor
valor gracias al extra aportado por la opcion Cy;.

Por su parte, la igualdad solo existira en los casos en los que se alcanza la
barrera o se mantiene hasta el vencimiento.

En la practica, el desafio de calcular el valor de una opcién barrera euro-
pea o americana no difiere en exceso de sus correspondientes sin barrera :
consiste en obedecer la ecuacién de Black-Scholes y hacer uso de los métodos
de diferencias finitas vistos en el capitulo anterior, con la salvedad de que
sobre ellos haremos ligeras modificaciones para ajustarnos a la existencia de
la barrera.

El capitulo final le dedicamos a recapitular las ideas vistas a lo largo del
trabajo, acompanando con figuras que nos ayuden a visualizarlas.
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Capitulo 6

Experimentos Numéricos

Este capitulo lo vamos a dedicar a presentar algunas graficas en las que
representamos los valores de las opciones con las que hemos trabajado, para
visualizar varias de sus propiedades.

Antes de hacerlo, vamos a incluir la base de los algoritmos que hemos hecho
uso para generar dichas graficas con Matlab.

6.1. Utilizando Matlab

Como hemos visto en capitulos anteriores, abordamos nuestro problema
de valoracion de una opcion primero discretizando el problema para crear un
entorno finito con el que Matlab pueda trabajar y mas tarde aplicando los
métodos de diferencias finitas para calcular el valor.

En primer lugar, elegiremos un valor Sk suficientemente grande para lo-
calizar el problema en el intervalo 0 < S < Sg, v 0<7<T.

Seguidamente, escogeremos el tamano de cada intervalo, tratando de conse-
guir un cierto equilibrio entre la precisién deseada y el coste computacional.
Para ello, elegiremos un valor N que determinara el nimero de puntos en el
eje de S, y M que se correspondera con el nimero de intervalos de tiempo.
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Elegidos N y M, la longitud de los intervalos es k = T'/M para el tiempo y
h = Sg/N para el activo. Asi, hemos construido una malla con nodos equidis-
tantes de la forma (S, 7,,) = (nh,mk) paran=0,--- /N y m=0,---, M.

Discretizado el problema, el siguiente paso consiste en calcular el valor de
la opcién en cada uno de los nodos.

Ya sabemos que el valor de la opcién viene determinado por la ecuacion
(2.4) de Black-Scholes. Haciendo el cambio de variable 7 = T'— ¢, nos queda:

— 82— +rS— —rU. (6.1)

con la condicién inicial  U(S,0) = V(S,T) = Payoft.
Por tanto, nos disponemos a resolver (6.1) :

Considerando las incégnitas U™ = U(S,,7m) = V(S,, T — 7,n), vamos a
aplicar el procedimiento visto en el capitulo anterior.

Utilizaremos el método de Crank-Nicolson, que recordemos es un prome-
dio de los métodos explicito e implicito, para aproximar las derivadas, por lo
que nos queda un sistema que tiene la siguiente forma:

1 1
Umtl _pm Uit tU _ qUR ity | Upi 40,
n n 2Q2 2 2 2
)
k 2 " h?
1 1
U;T_l +UTTL"+1 - U:Lnji ""UrTfl Um+1 Um
2 2 +
+ TSn —r—= LN
2h 2

Si reorganizamos los términos anteriores, podemos simplificar a:
Alumtt 4 plumtt 4 clumit = Arum + BrUT + CrU™ (6.2)

n n~n—1

con los valores:

1 k r k 1 k r k

1 _ Lt eqaR TR r_t 22N _To R
A = 40 S”h2+45"h ;AL 40 thz 4th,
1 k r 1 k r
n=ltgoSgs gk 5 B 57 Ongz ~ 3k
1 k r k 1 k r k

1 _ Lt o2k TR r_ 2t 22 To R
C, = 1 thQ 4th ;O 40 th2—|—45nh.



Puesto que (6.2) es una expresién impicita, a cada paso de tiempo hay que
resolver un sistema de ecuaciones.
Debido a ello, lo planteamos de forma matricial :

Por un lado definimos los vectores U™ = [U™,....U% ]I, m=0,1,---, M.
Por otro las matrices M!y M" de la forma:

BLCl 0 0 0
Ay, By Gy

)

Mo |0 AL B o
0 0 Ay, By, Ch,
I 0 0 0 Ay, By
y
Bl Cr 0 0 0 T
A, B C5 00
Mo |0 A By Croo

O .
o -

Ay, By, Cyy
0 0 0 Ax, By,

Una vez formalizada la entrada de datos, ya solo nos falta plantear el siste-
ma matricial para realizar los célculos con Matlab. Con este fin, debemos de
darnos cuenta de que el modo de proceder es “hacia atras”; veamos a que
nos referimos con ello :

Partimos de que en 7 = 0 (t=T) los valores {U°}Y_; son conocidos (pa-
yoff). En el siguiente paso, 7 = k, disponemos de N-1 ecuaciones, de la
forma (6.2), pero N+1 incégnitas, {U!}Y ;. Por este motivo, se deben
anadir 2 ecuaciones, en este caso las condiciones frontera.

El proceso se repite de forma recursiva hasta llegar a 7 = T (t=0), don-
de se finaliza dando el valor de la opcién en el momento de su adquisicion.
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Atendiendo a lo anterior, hay que resolver recursivamente

1
Ml Um+1 — MTUm + §(Bm+1 + Bm),

LU ~~
R

donde B™ es la contribucién de los términos frontera

[ 24U ]
0

B™ = :
0

2C5,_,UR |

Obviamente, los valores de Uj" y Uy dependen del tipo de contrato, es decir:
Si se trata de una opcién de compra o Call, entonces :

UB'=0 y Uy=Sy—Ke .
Y en caso de una opcion de venta o Put :

U=Ke™ y UJ=0.

Por tanto, el trabajo computacional con Matlab consiste en calcular primero
el valor R (ver (6.3)) y después, tras aplicar el método LU a la matriz M’
y conocida U™, se calcula U™ que es la aproximacién m+1-ésima:

U™t =U\ (L\R) (6.4)

Hasta aqui, los calculos anteriores son los necesarios para calcular el valor
de una opcion europea, donde tan solo nos sirve el valor de la opcién en el
momento de su adquisicion y debemos esperar hasta el vencimiento.

Sin embargo, al tratar con opciones americanas, ahora tenemos que prestar
atencion a todos los valores de la opcién calculados en instantes intermedios,
pues se tiene el privilegio de ejercer por anticipado.

Esto quiere decir que en cada iteracién necesitamos comprobar cudl es la
situacion éptima, si ejercer o mantener la opcién.
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A diferencia del caso europeo, ahora nos encontramos con el problema de
complementariedad lineal que vimos en la seccién 3.5, por lo que tenemos
que aplicar el método de PSOR.

Asi, a partir de los calculos anteriores, en cada iteracién nos quedaremos
con el valor maximo entre el U™ calculado y el payoff, y lo tomaremos como
aproximacién inicial para arrancar el método PSOR tal cual se explicé en
la seccién 4.5.1. El resultado, es el valor de la opcién americana en la fecha
t=1T—r1,, para 7, = mk.

Finarizaremos con el caso de las opciones barrera :

Si se trata de una opcién barrera europea, veremos a continuacion que su va-
lor coincidira con el valor de la vainilla europea hasta que empieza a decaer
en un entorno de la barrera, anulandose completamente al tocarla.

Sin embargo, en el caso de la opciéon barrera americana, esta disrupcion
es mucho mas evidente. Posteriormente comprobaremos como el valor de la
opcion barrera americana se sobrescribe sobre la vainilla americana hasta el
instante en que la barrera se toca y subitamente se anula.

Su explicacién se encuentra en el privilegio de ejercer por anticipado:

Al contrario que en el caso de la barrera europea, si en la barrera ameri-
cana (por muy cerca que estemos) atin no hemos tocado la barrera, estamos
en disposicion de ejercer la opcion y recibir la ganancia del payoff, al igual
que sucede con una opcién vainilla americana; tan pronto se alcance, el valor
se pierde por completo.
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6.2. Analisis de los Experimentos

De ahora en adelante y salvo que se especifique lo contrario, los valores
utilizados para las figuras seran: r = 0.05 para la tasa de interés, o = 0.2
para la volatilidad y T'=1 para el vencimiento.

Put Europea y Americana
T T T

20

—Payoff
——Europea

— -Americana
15 A

101 b

Valor de la Opcién

0 1 | 1 . L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Precio del Activo

Figura 6.1: Ejemplo de la representacion del valor de una opcion de venta
europea y otra americana con precio de ejercicio K = 20.

En la figura 6.1 representamos los valores de una opcién europea y otra ame-
ricana con los mismos parametros. Evidentemente, la americana esta siempre
por encima de la europea y del payoff.

Una particularidad de las opciones americanas es que si tomamos dos op-
ciones del mismo tipo con los mismos pardmetros y que solo difieran en la
fecha de vencimiento, por el hecho de ser americanas pueden llegar a tener el
mismo valor si ambas se encuentran a la misma distancia del final de la vida
de la opcién. Esto lo podemos entender comparando la Put americana de la
figura 6.1 con la figura 6.2.

En este caso concreto, si en la figura 6.2 dejamos pasar el tiempo hasta situar-
nos en ty = 3 como nuevo tiempo inicial (que se corresponde con la funcién
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representada por 37/4), esta coincide con la representada en la figura 6.1,
y esto es debido a que técnicamente ambas tienen el mismo vencimiento,
T = 1. (En ese instante tienen idéntico valor).

Put Americana

20
\
\ t=0
N\ 1 = ~t=T/4
\ t=T/2
151 \ - -t=3T/4 1
:E b \ = -t=T (Payoff)
Q \
& N
\
S10r N 1
3 N
5 \
° N
> \
\
5 = N\ &
AN
Ny
S
N \x —
0 L L I \|~‘---ﬁ""-——u___‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Precio del Activo

Figura 6.2: Comparativa del valor de una Put americana en tiempos inter-
medios durante la vida de la opcion ; K = 20, T = 4.

Concluimos el estudio representando varias opciones barrera, tanto europeas
como americanas, en distintas condiciones.

Por ejemplo, si alteramos el valor de la volatilidad en las opciones barrera
europeas del tipo Up-and-In y Down-and-In puede comprobarse que aumen-
tando la volatilidad, aumenta también el valor de la opcion. Esto se visualiza
en la figura 6.3, y es debido a que una mayor variabilidad en el mercado
favorecerd que se alcance la barrera y la opcién comience a existir.

Sin embargo, en las opciones del tipo Up-and-Out y Down-and-Out ocu-
rre justo lo contrario: una mayor volatilidad implicara mayor posibilidad de
alcanzar la barrera y perjudicando al poseedor de la opcion, por lo que su
valor serd menor; esto mismo es lo que ocurre con la figura 6.4.
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Call Up and In Europea

N
o

—Payoff

—Volatilidad=0.1
—Volatilidad=0.2
—Volatilidad=0.4

IS
s}
T

w
[$)]
T

W
o
T

Valor de la Opcién
= — NN
o [$)] &3 (9]
T T T T

]
T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Precio del Activo

Figura 6.3: Opcion barrera europea con distinta volatilidad; K=60 , B=55.

Call Down and Out Europea

120
—Payoff
100 |—volatilidad=0.1
——Volatilidad=0.2
——Volatilidad=0.4
c 80r i
Q
]
Q.
[e)
I_U 60 =7 |
[
-l
.
Q
=
> 40 - s
20+ .
0 1
0 20 40 60 80 100 120

Precio del Activo

Figura 6.4: Opcion barrera europea con distinta volatilidad; K=20 , B=50.
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Call Up and In Americana
T T T
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o
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—Volatilidad=0.1
—Volatilidad=0.2
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Figura 6.5: Opcion barrera americana con distinta volatilidad; K=60 , B=55.
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Figura 6.6: Opcion barrera americana con distinta volatilidad; K=20 , B=50.
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Fijémonos ahora en el comportamiento al aumentar el precio del activo :

Para el caso de las opciones barrera americanas, en cualquiera de los casos
la opcion con mayor volatilidad es la que tiene mayor valor, pues le beneficia
a la hora de activar la opcién y no le perjudica ya que puede deshacerse de
ella en cualquier momento. La comparativa entre las figuras 6.5 y 6.6 es un
ejemplo de ello.

En las opciones vainilla (considerando su payoff) el valor de la Call aumenta
junto con el valor de S, mientras que en la Put ocurre el fendmeno contrario
(esto entra dentro de la légica).

Sin embargo, en el caso de las opciones barrera, por su definicién, tenemos
comportamientos propios de ellas :

Por ejemplo, si tomamos una Call Up-and-Out con el precio de ejercicio ma-
yor que el valor de la barrera, por definicién la opcién no tiene valor. Esto es
lo que vemos en la figura 6.7.
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Figura 6.7: Call Up-and-Out europea con valores : K = 50 , B = 30.

Pero ademés, si el precio de ejercicio es menor que la barrera, el valor de
la opcién tampoco es siempre creciente junto con el valor de S, pues tiene
que decrecer hasta anularse en S = B, como se ve en la figura 6.8.
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Figura 6.8: Call Up-and-QOut europea con valores : K = 30 , B = 70.
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Figura 6.9: Comparativa Call Up-and-Out con barrera : B = 70. Cada
recta se corresponde con el payoff de la opcion barrera de su mismo color.

Veamos también los efectos que tiene el parametro correspondiente al
precio de ejercicio sobre el valor de la opcién :
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Para las opciones vainilla y atendiendo a su payoff, a estas alturas es evi-
dente que al aumentar el precio de ejercicio se consigue aumentar el valor de
la opcién en el caso de una Put y lo contrario para la Call.

Esta caracteristica se conserva para todas las opciones barrera y un ejemplo
de ello es la figura 6.9.

Una vez que estamos familiarizados con la representacién de las opciones
barrera europeas, vamos a ver la gran diferencia con sus homélogas ameri-
canas, centrandonos en las figuras 6.10 y 6.11, que representan las de tipo
europeo y americano respectivamente.

Centremos nuestra atencion en el valor de S para el que coinciden todas
las funciones con el payoff.

La parte de la derecha es similar en las dos figuras y sigue la norma general
que dice que el valor de la opciéon disminuye a medida que nos acercamos
al vencimiento. Sin embargo, su parte izquierda muestra la gran diferencia
entre ambas :
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Figura 6.10: Opcion Barrera Furopea con valores : K = 70 , B = 30.
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Por un lado, la opcién barrera europea (6.10) empieza a decrecer de for-
ma suave hasta que en un entorno (en este caso por la derecha) cercano a
la barrera pierde su valor con mayor celeridad, como consecuencia de que
al momento de adquirirla y sin posibilidad de ejercerla, el riesgo de que S
alcance B es mayor cuanto mas tiempo falte para el vencimiento. De ahi que
un mayor riesgo implique un menor valor de la opcién, por lo que no sigue
la norma general mencionada en el parrafo anterior.
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Figura 6.11: Opcion Barrera Americana con valores : K = 70 , B = 30.

Por otro lado, la parte izquierda en la figura 6.11 es bien diferente y
obedece a sus caracteristicas ya descritas. La opcién americana nunca puede
tener valor inferior al payoff (recordemos que es una de las restricciones) y en
la opcién barrera americana esto solo ocurrira cuando S = B, donde ya no se
puede ejercer porque la opcién se ha anulado, perdiendo enteramente su valor.

Otra diferencia existente también entre las opciones vainilla y barrera, es
que aunque la Call europea y la Call americana tiene la misma grafica (ya
hemos visto que en ausencia de dividendos tienen el mismo valor), esto no es
aplicable a las opciones barrera. Evidentemente la barrera americana tendra
mayor valor al poder ejercer por anticipado antes de tocar la barrera.
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Finalmente, veamos una 1utima propiedad de las opciones americanas que
también afecta a las opciones barrera americanas :

Cuando el par (B, K) varia proporcionalmente, la teorfa nos dice que la
curva de ejercicio 6ptimo conserva la forma.

Esta propiedad de la curva de ejercicio éptimo puede observarse en las fi-
guras 6.12 y 6.13, donde a pesar de que se han duplicado los valores de la
barrera y el precio de ejercicio, las figuras tienen el mismo aspecto (siempre
que el resto de pardmetros se conserven).
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Figura 6.12: Comparativa del valor de una opcion Barrera Americana en
funcion de su barrera y con K = 50.
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Put Up and Out Americana
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Figura 6.13: Comparativa del valor de una opcion Barrera Americana en
funcion de su barrera y con K = 100.
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