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Introduccion

En cualquier campo de la ciencia nos encontramos con ejemplos de se-
ries temporales. En Economia, algunos ejemplos son los precios diarios de
las acciones, los beneficios trimestrales de una empresa, el producto interior
bruto anual, la tasa de desempleo, etc. En Demografia, la tasa de natalidad,
la poblacion total, etc. En Meteorologia, la temperatura, las precipitacio-
nes diarias en una ciudad, etc. En Medio Ambiente, las emisiones anuales
de COg, etc. En Medicina, los electrocardiogramas, etc. Esto nos sugiere la
necesidad de desarrollar técnicas especificas para el andlisis estadistico de
series temporales. Con este fin es necesario disponer de modelos estadisticos
apropiados para describir la dependencia temporal. Los modelos naturales en
este ambito son los procesos estacionarios. Estos son procesos que mantienen
una estructura probabilistica constante en el tiempo y esto posibilita la es-
timacion de caracteristicas asociadas y la prediccion. En apariencia muchas
series no son estacionarias pero pueden transformarse en series que pueden
modelarse como realizaciones de algin proceso estacionario.

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es estudiar los principales
resultados de la teoria de procesos estacionarios en tiempo discreto a inter-
valos iguales con vistas a su aplicacién en el andlisis, ajuste y prediccion
de series temporales. Los procesos estacionarios Gaussianos juegan un papel
fundamental en la teoria. Bajo la hipdtesis de normalidad la distribucién de
un proceso estacionario esta totalmente determinada por la media y la fun-
ciéon de autocovarianza, lo que permite una descripcion bastante simple de
la estructura de un proceso. Uno de los resultados principales estudiados en
esta memoria es el conocido como Teorema de Herglotz, que establece que
las funciones de autocovarianza admiten una representacion en términos de
la conocida como distribucion espectral.

Junto con la teoria espectral, uno de los elementos principales en el andlisis
de series temporales es el modelado con procesos lineales, que, esencialmente,
pueden aproximarse mediante la clase de modelos ARMA (autorregresivos de
media mévil). El origen y la base de estos modelos se establece en los traba-
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6 INTRODUCCION

jos de George Udny Yule (1871-1951) con las primeras especificaciones sobre
procesos autoregresivos (AR) y Eugen Slutzky (1880-1948) de medias mévi-
les (MA) aparecidos entre 1921 y 1937 (ver [0]). En 1970, George E. P. Box
(1919-2013) y G. M. Jenkins (1932-1982) generalizaron los modelos ARMA a
través de la publicacién en 1970 del libro 'Time Series Analysis: Forecasting
and Control” (ver [3]) sobre los modelos ARIMA (autorregresivos integrados
de media mévil). A partir de ese momento, los procesos ARMA han tenido
un desarrollo espectacular estableciendo lo que hoy conocemos como anélisis
moderno de series temporales.

Esta memoria consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo comenza-
mos introduciendo algunas definiciones béasicas sobre procesos estacionarios.
A continuacién introducimos otras herramientas fundamentales en el analisis
de series temporales como la funcién de autocovarianza y las funciones de
autocorrelacion simple y parcial. Por tltimo presentamos la clase de proce-
sos lineales, que contiene la clase de los procesos ARMA. También se definen
propiedades importantes de estos procesos, como son la causalidad y la inver-
tibilidad, caracterizamos su funcién de autocovarianza y mostramos algunos
ejemplos.

En el segundo capitulo abordamos el estudio de la teoria espectral. El
capitulo empieza introduciendo algunas definiciones como la representacion
espectral de los procesos estacionarios y de la funcién de autocovarianza, la
funcién de distribucién espectral o la densidad espectral. A continuacién se
exponen resultados que caracterizan las funciones de autocovarianza, como el
Teorema de Herglotz, y que nos aportan una via méas simple para el calculo de
la densidad espectral. Por tltimo dedicamos una seccién al anélisis espectral
de procesos ARMA, donde obtenemos una forma mas sencilla de calcular
su densidad espectral y una mejor caracterizaciéon de la invertibilidad de
un proceso ARMA. También veremos la importancia de estos procesos, que
pueden aproximar a cualquier otro proceso estacionario con un error pequeno.

En el tercer capitulo estudiaremos los principales algoritmos de prediccion
de procesos estacionarios: el algoritmo de Durbin-Levinson y el algoritmo de
innovaciones. A continuacién veremos que en el caso de los procesos AR-
MA el algoritmo de innovaciones es mejor para predecir porque nos lleva a
expresiones mas sencillas.

El cuarto y ultimo capitulo lo dedicaremos a estudiar métodos de inferen-
cia en modelos ARMA. El capitulo comienza describiendo algunas transfor-
maciones previas que debemos efectuar a la serie para que se pueda modelar
mediante un modelo ARMA. El resto del capitulo lo dedicamos a exponer el
procedimiento a seguir para encontrar el modelo ARMA que mejor se ajuste
a los datos observados. En primer lugar, describiremos el procedimiento que
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debemos seguir para hacer una estimacién preliminar de los pardmetros del
modelo con los 6rdenes p y ¢ fijados. A continuacién, estos parametros nos
serviran para encontrar los estimadores de maxima verosimilitud, y calcu-
lar sus errores estandar y los residuales del modelo. En la siguiente fase del
procedimiento, se exponen unas pruebas practicas para comprobar que los
residuales no tienen estructura de dependencia y siguen un proceso de ruido
blanco. Este procedimiento se realiza para diferentes valores de p y ¢ vy, al
final de este capitulo, se discuten distintos métodos para elegir los ordenes
adecuados para la construccion del mejor modelo ARMA que nos ayude a
realizar prondsticos de valores futuros de la serie observada.

Los libros principales que se han usado a lo largo de la memoria son [1] y
[5], ambos escritos por Brockwell y Davis. El primero se centra en la teoria
matematica de procesos estacionarios mientras que el segundo ofrece, sobre
todo, un andlisis practico de estimacién. Por otra parte, el libro de Box y
Jenkins ([3]) es una referencia clasica para el modelado ARMA y propone un
marco general de andlisis de series temporales. El libro de Pena ([7]) se ha
utilizado para comprender el funcionamiento del periodograma, que veremos
en el Capitulo 4. Las otras referencias que aparecen en la bibliografia tienen
que ver con aspectos secundarios: [1] se ha utilizado para entender con mas
claridad el por qué de la descripciéon de técnicas de seleccién del orden del
modelo al final del Capitulo 4, [(] para establecer un contexto histérico de
los modelos ARMA y [2] como referencia para un resultado utilizado en el
Capitulo 2.
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Capitulo 1

Procesos estacionarios

Este capitulo tiene como objetivo presentar algunas ideas basicas sobre
procesos estacionarios. La estacionaridad es una propiedad casi necesaria
para que se puede hacer inferencia sobre series de tiempo, puesto que se
refiere, en este contexto, a la permanencia de la distribucién de la serie a lo
largo del tiempo.

El objeto basico que manejamos en este capitulo es una sucesiéon {X; }iez
de variables aleatorias con valores complejos definidas en un mismo espacio
de probabilidad (€2, F, P). A estos objetos les llamamos series temporales. El
espacio de estas variables, satisfaciendo F|X;|> < oo, con el producto interno
dado por (X,Y) = E(XY) es L?(), F, P) y tiene estructura de espacio de
Hilbert. Este serd el espacio natural en el que trabajaremos en esta memoria.

La serie es estacionaria si

(X X0 ) E (X Xopan)

para cualquier eleccion de tq,...,t,, h € Z y k > 1. A veces se alude a
esta propiedad como estacionaridad fuerte, en contraste con la estacionaridad
débil, que consiste en la permanencia en el tiempo de los momentos de primer
y segundo orden, es decir, {X;};cz es débilmente estacionaria si

E(Xy) = E(Xiyn) v Cov(Xy, Xiegn) = Cov(Xign, Xiyrin)

para toda eleccién de indices. Estas formulas se utilizan tanto en el caso real
como en el complejo, pero tenemos que aclarar que en el caso complejo la
covarianza es Cov(Xy, Xein) = E(Xewn — E(Xean)) (Xt — E(X1))).

La estacionaridad fuerte implica obviamente la estacionaridad débil (asu-
miendo momentos de orden dos finitos). Ademads, existe un caso importante
en el que ambas propiedades son equivalentes: las series temporales Gaussia-
nas. Una serie temporal es Gaussiana si

(Xt17 crey th) ~ Nk(,uka Zk)

9



10 CAPITULO 1. PROCESOS ESTACIONARIOS

para todo k > 1, es decir, si las funciones de distribucién de {X;} son todas
normales multivariantes.

Los procesos estacionarios juegan un papel crucial en el andlisis de se-
ries temporales. Es claro que muchas series temporales observadas no son
estacionarias en apariencia pero pueden transformarse en series que pueden
modelarse razonablemente como realizaciones de algin proceso estacionario.
La teoria de los procesos estacionarios se utiliza luego para el analisis, ajuste
y prediccion de las series resultantes.

En el resto de este capitulo se presenta la funcién de autocovarianza,
principal herramienta en el andlisis, ajuste y prediccion de series, y la clase

de los procesos lineales, que contiene la clase de los modelos autorregresivos
de media mévil (ARMA).

1.1. Proyecciones y autocovarianzas

Antes de presentar la funcién de autocovarianza y otros conceptos tutiles
para conocer mejor los procesos estacionarios, necesitamos introducir la no-
tacién que se va a emplear a lo largo de la memoria. Utilizaremos sp{ X } para
referirnos al minimo subespacio cerrado que contiene al objeto X y Py (X)
a la proyeccion ortogonal del objeto X sobre el subespacio M.

La distribucion de un proceso estacionario Gaussiano estda totalmente
determinada por la media y la funciéon de autocovarianza. Por este motivo,
la funcién de autocovarianza tiene un papel fundamental.

Bajo el supuesto de que la serie {X;} es estacionaria la media p = E(X;)
es constante. A la funcion

’Y(h) = COU(Xt+h, Xt)

se la conoce como funcion de autocovarianza de la serie (ACVF, del inglés
"autocovariance function’) y a la funcién

como funcién de autocorrelacion o funcion de autocorrelacion simple (FAS
o ACF, del inglés * autocorrelation function’) para todo entero h. En el caso
estacionario ambas funciones solo dependen de h y, ademas, verifican las
siguientes propiedades. La funcién de autocorrelacion verifica:

(i) p(0) =1.
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(ii) |p(h)| <1, para cada h.

(iii) p(-), es una funcién Hermitica, es decir, p(h) = p(—h) para todo h. En
el caso real, la funcion es par.

Las propiedades de la funciéon de autocovarianza son las siguientes:
(i) 7(0) = 0.
(ii) |v(h)| <~(0) para todo h.

(iii) y(-) es una funcién Hermitica, es decir, y(h) = 7y(—h) para todo h. En
el caso real, la funcion es par.

La comprobacién de estas propiedades es elemental, tal como se expone a
continuacion.

(i) 7(0) = Cov(Xy, Xy) = E((Xy — EXy)(X; — EXy)) = E(| X, — EXt|2) >
0.

y(h)

(ii) Sabemos que |p(h)| < 1 para todo h, luego |p(h)|
Entonces |y(h)] < ~(0).

_ bl
=50 =1L

(iii) y(=h) = Cov(Xy—p, Xi) = BE((X; — E(Xy))(Xeon — E(Xin))) =
E((fE)Xt “EX))(Xin—E(X,_1))) = Cov(Xy, Xi_p) = Cov(Xpyn, X;) =
v(h).

La funcion de autocorrelaciéon mide el nivel de asociacién lineal entre
las observaciones de dos instantes del proceso estacionario en funcion de la
separacion que hay entre ellos en el tiempo. Otra medida de asociacion que se
suele utilizar es la funciéon de autocorrelacién parcial, que mide la asociacién
entre las variables una vez que hemos eliminado la dependencia respecto
de las variables intermedias. En términos de proyecciones sobre subespacios
lineales, la funcion de autocorrelacion parcial (PACF o FAP) se define como

a(l) = Corr(Xs, X1) = p(1),

Oz(k) = COT‘T(Xk+1 — P@{LXQ Xk}Xk+17X1 — P@{LXZ Xk}X1>7 ]C Z 2

77777777

El valor a(k) es conocido como la autocorrelacion parcial en el retardo k. A
continuacion veremos otra definicion equivalente de esta funcién que nos pro-
porcionara un método mas facil para calcular estos coeficientes. Supongamos
que ¢y, j =1,...,kk=1,2,..., son los coeficientes en la representacion

Popixy . x 3 Xkt1 = O Xp + OpaXp—1 + .. + Opp X1
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Por ortogonalidad se satisfacen las ecuaciones

< X1 — Popixy,ox Xer1, X5 >=0, 7=Fk,..., 1,

.....

a partir de las cuales obtenemos, por la linealidad del producto interno,
las llamadas ecuaciones de Yule-Walker, que veremos con mas detalle en el
Capitulo 3,

k
Y owinli—3) =10), Ji=1....k
=1

o en forma matricial

I'v®r = i,
es decir,
[ 4(0) (1) v2) e k=D o ][]
7(1) 7(0) y(1) e y(k—2) Pr2 7(2)
7(2) v(1) v(0) oo y(k—=3) s | = | 7(3)
A=) A=) -3 - w0 | Lew]| |0 ]

El Teorema de la Proyecciéon asegura que existe al menos una solucién.
Ademads, esta solucién es unica si I'y es no singular, en cuyo caso la solu-
cién es ®,, = I'; 'v;. Equivalentemente, dividiendo entre v(0) ambos lados de
las ecuaciones, podemos resolver el sistema de ecuaciones

Ry ®y = pr, (1.1)
es decir,
1 p()  p(2) plk=1) ] [ ém ] [ p()]
p(1) 1 p(1) plk=2) | | dne p(2)
p(2) p(1) 1 p(k=3) | | dws | = | p(3) |,
L ok—1) plk=2) pk=3) - 1 || ow]| o)

una vez conocidas las autocorrelaciones. Entonces la autocorrelacién parcial
en el retardo k es
Oé(/{?) = Qbkk’ k Z 1.

Demostraremos la equivalencia de estas dos definiciones de la funcién de auto-
correlacién parcial cuando veamos el algoritmo de Durbin-Levinson (Capitulo

3).



1.2. PROCESOS LINEALES 13

1.2. Procesos lineales

Un modelo de uso frecuente en el andlisis de series temporales es el llama-
do ’ruido blanco’. Formalmente {Z,;};cz es un ruido blanco de media cero y
varianza o? si Z, son variables aleatorias independientes e igualmente distri-
buidas N (0, 0?). Usaremos la notacion {Z; }ycz ~ W N (0, 0%) para representar
esta situacién (las iniciales vienen de 'white noise’, ruido blanco en inglés).
La terminologia procede del campo del andlisis de senales. El ruido blanco
representa la ausencia de estructura o la maxima impredecibilidad. El ruido
blanco no es un modelo de gran interés en si, pero permite construir muchos
modelos interesantes a partir de él. Entre ellos juegan un papel fundamen-
tal los procesos lineales, que incluyen la clase de los modelos autorregresivos
de media mévil (ARMA). En el resto de la seccién asumiremos que {Z; }ez
es un ruido blanco dado y estudiaremos la construccion de otros procesos
estacionarios a partir de él.

Un proceso {X;},, es lineal si se puede representar como

Xe =) UiZi

JEZ

para todo t, donde {Z;} ~ WN(0,0?) y {,} es una sucesién de constantes
con ey [¥hj| < oo. Observamos que la condicién ., [¢h;| < oo implica
que Y.y [¥5]* < oo. En particular, la expresion > ., 4;Z; ; < 0o conver-
geen L*(Q,F,P)ysi Xy = 3,547 ; entonces EX; = 0y E|X,|* =
oy ez 9;|* < co. Un proceso lineal de este tipo necesariamente es un pro-
ceso estacionario Gaussiano. Si se suprime la hipdtesis de normalidad en el
ruido blanco las conclusiones son las mismas, salvo que el proceso resultante
sera estacionario (en el sentido débil) pero no Gaussiano.

Si el proceso lineal depende solo del ruido blanco en instantes anteriores,
es decir, si

Xo=> iZ,
j=0

con 1; = 0 para todo j < 0, se dice que el proceso es de media movil (MA(c0),
de su nombre en inglés 'moving average’). Su funcién de autocovarianza es

v(h) = Cov(Xih, Xy) = Cov (Z UkZirh—k, Z¢th—j>
=0 =0

= > UhiCov(Zipn—i, Zi—j) = 0> Y hithjcn.
=0

k,7=0
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Ademas, si solo depende de ¢ instantes anteriores se dice que el proceso
{X;} es un proceso de media mdvil de orden q (MA(q)), es decir,

Xe=Zi+ 071+ ...+ 0,7, (1.2)

donde {Z;} ~ WN(0,6?%) y b4, ...,0, son constantes. Es evidente que si el
proceso X; se define por (1.2) entonces es un proceso estacionario centrado
y su funciéon de autocovarianza es

q—|h|

Y(h) =0 0i8im, (1.3)
=0

donde consideramos 6y = 1, y deducimos que y(h) = 0 si |h| > g¢.

Se puede caracterizar cuando un proceso es un MA(g) mirando inicamente
la media y la funcién de autocovarianza, y esto lo recogemos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.2.1. Si {X;} es un proceso estacionario de media cero con
funcién de autocovarianza (-) tal que y(h) = 0 para |h| > ¢ y v(q) # 0,
entonces {X;} es un proceso MA(q), es decir, existe un proceso de ruido
blanco {Z;} tal que Xy = Z; + 60121 + ... + 0,2,

Demostracion. Sea, para cada t, M; = sp{X,, —oo < s < t} subespacio de
L?y

Zt - Xt - PMt_lXt' (14)

Claramente, Z; € M; y por definicién de Py, ,, Z; € M;-,. Por lo tanto si
s<t, Zys€ My, C M;_1y entonces EZ,Z; = 0. Ademés

L2
Pepix, t—n<s<i—1}X¢ — P, Xy

cuando n — oo luego

1Zeall = X = Pr Xl = 1 {1 X0 = Poppx i -n<s<y Xep |

= 1 [ X, — Pax, ecnzazen Xoll = [1X0 = Pa Xl = 124

por ser { X;} estacionaria y por la continuidad de la norma de L?. Definiendo
o2 = || Z4]|?, concluimos que {Z;} ~ WN(0,0?).

Ahora por (1.4) tenemos que M; 1 = 5p{X,, s <t—1,Z; 1} =5p{ X5, s < t—
¢, Zt—q,- - Z1—1} y entonces podemos descomponer M;_; en dos subespacios
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ortogonales M;_,_1y 5p{Zi_q, ..., Zi—1}. Por hip6tesis y(h) = 0 para |h| > g,
luego X; L M,_,_1 y por las propiedades de la proyeccién tenemos que

Puy,  Xe = Payy Xe + Ppiz,_ ...z} Xt
= 0+ 0 *B(XiZi ) Z 1+ ...+ 0 *E(XiZi_y) Ziy
- 91Zt_1 + ...+ qut—q

donde 0; = 07 2E(X;Z;_;), que por estacionariedad es independiente de ¢ para
j=1,...,q. Sustituyendo Py, ,X; en (1.4) concluimos la demostracién. [

En la demostracion se ha usado que las proyecciones sobre subespacios
crecientes convergen hacia la proyeccion sobre el subespacio generado. Mas
concretamente, que

L2
P@{Xs,t—ngsgt—l}Xt ? P@{Xs,—oo<s§t—1}Xt

cuando n — o0, si {X;} es un proceso estacionario. Este es un resultado
estandar en la teoria de procesos estacionarios. Se puede encontrar por ejem-
plo en [1], pagina 75.

Otra clase importante de procesos estacionarios es la de procesos autorre-
gresivos. {X;} es un proceso autoregresivo de orden p (AR(p), de su nombre
en inglés ’autoregressive’) si

Xt - ¢1Xt,1 T ee e T (ﬁpXt,p — Zt (15)

donde {Z;} ~ WN(0,0?) y ¢1, ..., ¢, son constantes.

Los procesos autorregresivos son muy interesantes desde el punto de vista
de la prediccién. De la definicién se deduce que si {X;}iez es un AR(p),
entonces, conocidos X;_1, ..., X;_, la observacién X; es una funcién lineal de
los valores observados en instantes anteriores mas una innovacion aleatoria.
A diferencia de lo descrito en el caso de procesos de media mévil, la existencia
de procesos AR(p) estacionarios, es decir, de soluciones estacionarias de (1.5)
requiere condiciones algo mas complicadas.

Ejemplo 1.2.2. Supongamos que {X;} es un proceso AR(1), es decir,
Xe =01 Xy 1 + 24 (1.6)

De la misma forma tenemos que X; 1 = ¢1 X;_9 + Z;_1 y sustituyendo en la
ecuacion anterior tenemos que

Xe =1 Xea+ 2y 1)+ 2y =2y + )1 241 + ¢%Xt72'
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Iterando k veces obtenemos
Xt - Zt + (Zﬁthfl + Qﬁ%thz + e + Qﬁ’thfk + ¢11€+1Xt7k71-

Ahora si |¢;] < 1y {X;} es estacionario entonces || X;||? = E(X?) es cons-
tante y

2
= ¢**2|| X, _,_1]|* = 0 cuando k — 0.

k
HXt -> ¢lZ,

J=0

Entonces tenemos que

X = Zﬂsjizt—j- (1-7)
j=0

La condicién |¢;| < 1 garantiza que Z;io qﬁ{Zt,j es convergente en media
cuadrética. Concluimos que el proceso definido por (1.7) es un AR(1), es
decir, es solucién estacionaria de la ecuacién (1.6). Este proceso es también
un MA(o0), es decir, es un proceso lineal. Por el contrario, si |¢;| > 1 el
comportamiento de la serie (1.2.2) es explosivo, es decir, no converge en L2
Sin embargo ahora podemos escribir X; = ¢ (= Zip1 + Xey1) = =7 ' Ziq —
¢1’2Zt+2 + ¢f2Xt+2- [terando concluimos que

Xy =— Z ¢1_th+3'-
j=1

La expresién anterior define también un proceso estacionario, solucién de
(1.6). Sin embargo, este tipo de proceso es menos interesante desde el punto
de vista de la prediccion, puesto que depende de los valores ‘futuros’ del ruido
blanco.

La clase de modelos autorregresivos de media mévil (ARMA) que defi-
nimos a continuacién es mas amplia y flexible ya que esta formada por dos
partes, una parte autorregresiva (AR) y otra de media mévil (MA), y es til
para representar una gran variedad de series utilizando menos parametros
que un proceso AR o MA por si solo.

Definicién 1.2.3. El proceso {X;,t = 0,£1,+2,...} es un proceso autore-
gresiwo de media movil (ARMA(p,q)) si {X:} es estacionario y si para cada t

Xt - ¢1Xt71 e T (prtfp - Zt + 6121571 + ...+ qutfqa (18)

donde {Z;} ~ WN(0,c?).
Ademas, {X;} es un proceso ARMA(p,q) con media p si {X; — u} es un
proceso ARMA(p,q).
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Las ecuaciones anteriores se pueden escribir de manera mas compacta a
partir del operador de retardo B. Este operador B funciona de la siguiente
manera: si lo aplicamos una vez a X; obtenemos BX; = X;_; y aplicandolo j
veces, j = +2, 43, ..., obtenemos B’ X, = X, ;. Otras propiedades son (sien-
do a y b constantes): Ba = a; B(aX;) = aBX;; y B lineal. Con esta notacion,
las ecuaciones se convierten en ¢(B)X; = 0(B)Z;, t = 0,£1,+2, ..., donde
¢(z) =1—¢12—...—p,pz" es un polinomio de grado p (llamado autorregresi-
v0)y 8(2) = 14+6012+...+40,2% es un polinomio de grado ¢ (llamado de media
movil). Ademés, si ¢(z) = 1 entonces X; = 0(B)Z;, t =0,£1,+2,..., es un
proceso MA(q), y si 0(z) = 1 entonces ¢(B) Xy = Z;, t =0,+1,£2,..., es un
proceso AR(p). Esta notacién se empleard de forma reiterada en el resto de
esta memoria.

En la literatura de series temporales se suele emplear el término cau-
sal para los procesos MA(c0), es decir, un proceso ARMA(p,q) definido
por las ecuaciones ¢(B)X; = 6(B)Z; es causal (o mas especificamente una
funcién causal de {Z;}) si existe una secuencia de constantes {1;} tal que

>0l <ooy
Xo=Y iZ;,  t=0,%£1, .. (1.9)
§=0

Tal como se observo en el Ejemplo 1.2.2; los procesos interesantes son, pre-
cisamente, los procesos causales: si un proceso no es causal entonces su valor
en el instante ¢ depende de valores futuros del ruido blanco y el modelo
resultante no es apropiado para la prediccion.

La siguiente proposicién nos da una condicién necesaria y suficiente para
que un proceso ARMA sea causal y también una representacién de X; en
términos de los antecedentes {Z;, s < t}.

Proposicién 1.2.4. Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) donde los polinomios
o(+) y 0(+) no tienen ceros comunes. Entonces {X;} es causal si y sélo si las
raices de ¢(z) estan fuera del circulo unidad, es decir, ¢(z) # 0 para todo
z € C tal que |z| < 1. Los coeficientes {1;} de (1.9) estan determinados por

_ = L 0(z) -

Demostracion. Probamos que la condicion es suficiente. El reciproco se puede

encontrar en [1] (Teorema 3.1.1). Como ¢ no tiene raices en la bola unidad
50
B(0,14¢) y, por lo tanto, admite el desarrollo (1.10). El proceso definido por

cerrada, existe un ¢ > 0 tal que la funcién ¥ (z) = es holomorfa en
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Y, = Z;io Y;Z;_; es un proceso estacionario, de acuerdo con los resultados

anteriores. Podemos aplicar el mismo argumento a £(z) = ﬁ y a los procesos

o(B)X: y 0(B)Z;. Si X; satisface la ecuacién (1.8) entonces (B)0(B)Z; es
estacionario (por serlo Z;) y

Xy =¢(B)9(B)X: = &(B)0(B)Z; = ¢(B)Z; = Y.
Concluimos que X; es causal. O

En el ejemplo 1.2.2 el polinomio autorregresivo es ¢(z) = 1 — ¢1z cuya
Unica raiz es il En este caso, la condiciéon de la proposicion anterior es
equivalente a la condicién |¢1] < 1 que ya vimos que garantizaba que X,
fuera causal.

Una interpretacion equivalente de la Proposicion 1.2.4 es que las ecua-
ciones (1.8) tienen una tnica solucién estacionaria causal cuando ¢ y € no
tiene ceros comunes y # no tiene ceros en la bola unidad cerrada. Entonces
la tinica solucién causal esta dada por

Xo = iZij,
j=0

donde 1); son los coeficientes en el desarrollo (1.10).

Por analogia al concepto de causalidad, se dice que un proceso ARMA (p,q)
definido por las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z; es invertible (o més especifica-
mente una funcién invertible de {Z;}) si existe una secuencia de constantes

{m;} tal que >°7° o |mj| < o0y

Zy=)Y mX,,  t=0,%1 .. (1.11)
=0

En ocasiones se usa la terminologia AR(c0) para referirse a estos procesos.

La condicion de proceso invertible se puede caracterizar de forma analoga
a la de proceso causal. Recogemos el resultado a continuacién (esta proposi-
cién es el Teorema 3.1.2 en [1]).

Proposicién 1.2.5. Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) donde los polinomios
o(-) y 0(-) no tienen ceros comunes. Entonces {X;} es invertible si y solo si
las raices de 6(z) estan fuera del circulo unidad, es decir, 6(z) # 0 para todo
z € C tal que |z| < 1. Los coeficientes {7;} de (1.11) estan determinados por

m(z) = Z_;szj = %, |z| < 1.
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Ahora vamos a caracterizar las funciones de autocovarianza de los pro-
cesos ARMA. Como hemos visto antes, si {X;} es un proceso ARMA(p,q)
causal definido por las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z; entonces su funcién de
autocovarianza es

Y(h) = 0> bidiim- (1.12)

J=0

donde ¢ (2) = 3,527 = ZE’?) Para determinar los coeficientes 1); rees-

cribimos ¥ (2)¢(z) = 0(z) e igualamos los coeficientes de 27. Los primeros
valores son

Yo =1

Y1 — o190 = 0

¢2 - ¢11/}1 - ¢277Z)0 = 02

% - ¢1¢2 - <Z52¢1 - <Z53¢0 = 93

donde suponemos ¢; = 0 para j > py ¢, = 0 para j > ¢. Las constantes 1;
satisfacen la ecuacion en diferencias homogénea

p
Vi =Y Grbr =0, j >méx(p,q+1), (1.13)
k=1
con condiciones iniciales

J
Y=Y debje =0;, 0<j<méx(p,q+1). (1.14)
k=1

La solucién general depende de las raices del polinomio autorregresivo ¢ y
la solucién especifica de las condiciones iniciales. Otra forma de obtener los
coeficientes es encontrar la solucion general que es

kE ri—1
wnzzzaijnjgi_n7 nzméx(p’Q‘i‘l) - D
i=1 j=0
donde &;, i = 1,...,k, son las raices del polinomio ¢(-) y r; sus respectivas

multiplicidades. Los coeficientes 1, 0 < j < max(p, ¢+1) —p, estan determi-
nadas por las condiciones iniciales (1.14) y determinan las p constantes a;;.
Esta forma de determinar la funcién de autocovarianza también es valida
para los procesos autorregresivos causales (basta tomar ¢ = 0).
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Para concluir esta seccion veamos algunos graficos de las funciones de

autocorrelacién simple y parcial de algunos procesos AR, MA y ARMA. La
representacion grafica de ambas, en funciéon de los distintos retardos, se de-
nomina correlograma.
La tarea de identificar el orden de un proceso autorregresivo a partir de su
funcién de autocorrelacién simple es complicada. Estos procesos presentan
efectos directos de observaciones separadas por 1,2, ..., p retardos, y los efec-
tos directos de las observaciones separadas por mas de p retardos son nulos.
Por esta razon, hemos introducido el concepto de funciéon de autocorrelacion
parcial. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2.6 (AR(1)). Sea {X;} un proceso autorregresivo de orden uno
definido por las ecuaciones X; = ¢; X; 1+Z; con {Z;} ~ WN(0,5?). Primero
calcularemos su funcién de autocovarianza utilizando la ecuacién (1.12). En
este caso, max(p,q + 1) = 1 luego a partir de (1.14) obtenemos 1y = 1. Por
(1.13), para j > 1, los coeficientes 1); satisfacen la ecuacién ¢; — 1101 = 0,
que tiene solucién general 1); = C(¢;)?. Para hallar una solucién particular
usamos la condicién inicial ¥y = 1, de donde C' = 1. Finalmente obtenemos
¥; = (¢1)? para j > 0. Ahora utilizando la ecuacién (1.12) obtenemos

o0 o0 . 2
1) = 0* 36 (0 M = Y () = o = = ol 0),
=0 =0

ya que ¢? < 1 por ser |¢;| < 1 (recordamos que esta ultima condicién ga-
rantiza que un proceso autorregresivo sea causal). Entonces la funcién de
autocorrelacion es

A(h) _

O

Esta funcién tiene un decrecimiento exponencial (ya que |¢1]| < 1), més lento
cuanto mayor sea |¢1 |, pero no nos proporciona un método para identificar el
orden del proceso. Calculemos la funcién de autocorrelacion parcial. A partir
de las ecuaciones (1.1) obtenemos:

p(h) =

o(1) = 6 = @ — p(1) = 61,
| |
(2) = g = ' p(ll) p(ll) ‘ = ‘ (;1 Qil ‘ =0,
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Hallando las autocorrelaciones parciales en los sucesivos retardos obtenemos
que la funcién de autocorrelacién parcial de un proceso AR(1) tiene el primer
valor distinto de cero y el resto de valores iguales a cero, es decir,

alh)=0, h>1.

En general, se deduce que un proceso AR(p) tendra los p primeros coeficientes
de autocorrelacion parcial distintos de cero, y, por tanto, en la PACF el
numero de coeficientes distintos de cero indica el orden del proceso AR.

Las figuras 1.1 y 1.2 resumen los correlogramas de la ACF y la PACF de
distintos procesos AR(1). Observamos que si el parametro ¢; es mayor que
cero, los valores de la ACF y de la PACF son mayores o iguales a cero,
mientras que si ¢ es menor que cero, los valores de la ACF van alternando
el signo mientras que la PACF toma valores negativos o iguales a cero.

ACF PACF

05 - |I 05 |
00 - IIIIII..II--- oo & __

05 4 05+

°

Figura 1.1: ¢; = 0,8

En el siguiente ejemplo veremos que existe una dualidad entre procesos
AR y MA, de forma que la PACF de un MA(q) tiene la estructura de la ACF
de un AR(q), y la ACF de un MA(q) tiene la estructura de la PACF de un
AR(q).
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ACF PACF

05

00 I Illllll.-.-_ 00 { g——————————————
05 o | I 05 o |

=

Figura 1.2: ¢; = —0,8

Ejemplo 1.2.7. MA(1). Sea {X,} un proceso de media mévil de orden uno
definido por las ecuaciones X; = Z; + 0,Z; 1 con {Z;} ~ WN(0,0?). La
ecuacién (1.3) nos dice que la funcién de autocovarianza es

1—|h]

Y(h) =0 > 0,0,
=0

donde consideramos 6, = 1. Entonces obtenemos
v(0) = o* (1 +67),

2(1) = 5(~1) = 0%,
y deducimos que
2(h) =0, |B > 1.

Como consecuencia, la funcién de autocorrelacion esté definida por las ecua-
ciones

p(h) =0, [n]>1.

Esto quiere decir que un proceso MA(1) solo tiene el primer valor de la funcién
de autocorrelacién distinto de cero. En general, podemos identificar el orden
de un proceso MA(q) observando el nimero de valores distintos de cero de
su funcién de autocorrelacion. En el caso de procesos MA es la funcién de
autocorrelacion parcial la que no nos proporciona informacién sobre su orden.
A partir de las ecuaciones (1.1) obtenemos las autocorrelaciones parciales de
un proceso MA(1):

el _
04(1)—(/511—W_P(1)— %7
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01
1 p(1) , o o \2
o) o2 | | 0| ()
06(2) = ¢22_ 1 (1) = 1 61 = 2
" n |1 ()
p(1) 1 e 1 !
_ —07
142+
01 01
1) p(1) s T T
p(1) 1 p(2) ey LY
p(2) p(1) p(3) 0 o5 O
a(3) = ¢z = = 7
L p(1) p(2) 1 1+67 0
p(1) 1 p(1) 0, 1 4,
p2) p(1) 1 oo
1+6%
3
0
B <1+19§ B 9:1)’
B 1_2< 91> 14040+ 08
1467

Entonces obtenemos que la funciéon de autocorrelacién parcial es

h
a(n) = L
) §=0 01
que es distinta de cero para todo valor de h y decreciente, luego no nos
proporciona informacion sobre el orden.
Las figuras 1.3 y 1.4 presentan los correlogramas de estas funciones para
distintos procesos MA(1). Analizando los graficos observamos que si 6; es
mayor que cero entonces los valores de la ACF son mayores o iguales que
cero y los valores de la PACF alternan el signo, mientras que si el parametro
f, es menor que cero, ambas funciones toman valores menores o iguales que
cero.

En el caso de procesos ARMA, la ACF y la PACF dependen de sus
propiedades AR y MA, por lo que en la practica sera dificil identificar su
orden. A pesar de esto, son los mas frecuentes en la practica. Una razon
es que al sumar procesos AR resulta un proceso ARMA entonces cuando
observemos procesos que sean suma de otros y alguno tenga estructura de
proceso AR es esperable observar procesos ARMA. En cambio, con la suma
de procesos MA independientes obtenemos nuevos procesos MA.
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ACF PACF

OSI OSI
T S 00 4 Il- _______

05 4 054

Figura 1.3: 6, = 0,8

05 05 -

00 I ************** 00 IIII..-- -------

05 4

°

Figura 1.4: 6, = —0,8

Ejemplo 1.2.8. ARMA(1,1). Sea {X;} un proceso autorregresivo de media
movil de 6rdenes p = 1y ¢ = 1 definido por las ecuaciones X; — ¢; X;_ 1 =
Zy + 6,2, con {Z;} ~ WN(0,0%). Primero calcularemos su funcién de
autocovarianza utilizando la ecuacion (1.12). En este caso, max(p,q+1) = 2
luego a partir de (1.14) obtenemos ¢y = 1y 11 = ¢1+6,. Por (1.13), para j >
2, los coeficientes 1); satisfacen la ecuacion ; — 11 = 0, que tiene solucién
general ¢; = C'(¢;)?. Para hallar una solucién particular usamos la condicién
inicial ¢y = ¢; + 61, de donde C' = %. Finalmente obtenemos v; =
(¢1 + 01)(¢1)? ! para j > 1. Ahora utilizando la ecuacién (1.12) obtenemos

W) = o* vi=o’ 1+<¢1+el>22¢?—2]
7=0 st

(¢1+61)? < 1 )} 2 [ (1 + 91)2}
= o? l1+ —1)| =0 |1+ — 4
¢t 1— ¢t 1— ¢
B 02(1+0$+2¢191)
B 1— ¢
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y(h) = 0®) it
=0

= o’ (p1 + 64) ‘1]1‘71 + (o1 + (91)2 Z¢{1¢{+Ih|1]

J=1

= o° -(¢1 +00)) !+ (61 + 01)? 1h2( Lo 1”

1— ¢
[ 2 ||
= o (e + 008" + %]
= o [dn 40+ %] _ 2yt <¢132<0) +61>

= gl (¢17(0) + 610%)

para |h| > 1, donde hemos utilizado que ¢? < 1 por ser |¢;| < 1. Escrito de
forma mas compacta tenemos que la funcién de autocovarianza es

7(0) = o* (

1+ 607+ 2416
1— ¢? ’
(1) = 617(0) + 610
y para |h| > 1
y(h) = 1" (1).

A partir de esta funcién obtenemos la funcién de autocorrelacion. Para |h| =
1 obtenemos

_ _ _ 01(1 — ¢7) (14 ¢101)(¢1 + 01)

y para |h| > 1
p(h) = 6" p(1),

funcién cuyo decrecimiento esta dictado por ¢y, es decir, por la parte auto-
rregresiva. Calculemos ahora la funcién de autocorrelacién parcial. A partir
de las ecuaciones (1.1) obtenemos:

lp(1)] (14 ¢101)(d1 + 01)
1

a(l) =¢n =——=p(1) = 1+9%+2¢191 )
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' 1 p(l)' ‘ 1 p(1) ‘
W) = ¢ p(1) p(2) | | p(1) ¢1p(1) |  ¢ip(1) — p(1)?
U0 ) 1 )| 1—p((1)2
‘p(l) 1 ’p(l) 1 ’
¢1 — p(1)
= p(1)2p(1)’
1 p(1) p(1) p(1)  p(1)
p(l) 1 p(2) p() 1 ¢ip(l)
B 1 e2) p(1) p3) | | dup(1) p(1) ¢ip(1)
B = =TT @ [T T e) ()
o) 1 | | e 1 ()
p(2) p(1) 1 oip(1) p(1) 1
_ (1 — p(1))?
= T (1) — e — 22"

Aunque con estos resultados no se aprecia claramente, la funcién de auto-
correlacion parcial es decreciente, y lo veremos en los correlogramas de los
siguientes ejemplos de distintos procesos ARMA(1,1) representados en las fi-
guras 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10. También estd representado el correlograma
de la ACF. Por analogia con los procesos AR y MA podemos observar en los
graficos que las funciones ACF y PACF toman valores positivos y negativos
dependiendo del signo de los parametros ¢; y #;. También se tiene en cuenta
Si¢1<810¢1>91.

PACF

ACF
05 - |II 05
00 4 IIIII...---- 00 4 I I =

05 4 05 4

-10 - -10 —

Figura 1.5: ¢ = 0, = 0,8
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ACF PACF

00 - I IIIIIIl.-.-_ 00 III...-- ______
-05 4 | I 05 4 |

05

b=

Figura 1.6: ¢ = 6; = —0,8

ACF PACF

7 I ] I
00 - IIIIII...----- 00 - I ,,,,,,,,,,,,,

Figura 1.7: ¢, = 0,8; 6 = —0,3

ACF PACF
10 7 10 7

05 05

00 4 I. ************* 0.0 III...- ————————

05 05 o

Figura 1.8: ¢; =0,3; 6, = —0,8

ACF PACF

05

III..-- OO,I ,,,,,,,,,,,,,

| Lk
I osI

Figura 1.9: ¢, = —0,8; 6, = 0,3

0

b=

-05
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ACF PACF

,I ,,,,,,,,,,,,, 0O,III- _______

Figura 1.10: ¢ = —0,3; ¢, = 0,8



Capitulo 2

Teoria espectral

El anélisis espectral es una herramienta muy ttil en la fase de diagnoéstico
del proceso de ajuste estacional, para detectar la presencia de componentes
estacionales en la serie ajustada.

La representacion espectral de un proceso {X;} es adecuada para sacar a
la luz componentes periddicas ya que consiste en expresar el proceso como una
combinacion lineal de funciones trigonométricas o exponenciales complejas,
ponderadas por coeficientes aleatorios, es decir,

Xi =) A(\)e™ (2.1)
j=1
con —m < A < A< ...< A\, =7y A\),..., A(\,) coeficientes aleatorios

incorrelados con valores complejos tal que

E(AN) =0 y EAMN)AN)) =0, j=1,..,n

Si un proceso admite la representacién (2.1) y si ademas A(J;) son coefi-
cientes reales para todo j = 1,...,n y se cumplen las igualdades \; = \,,_;
y A(Aj) = A(M\,—;) para todo j = 1,...,n — 1 entonces {X;} es un proceso
real.

Ademds, un proceso X; con la representacion espectral (2.1) es estaciona-
rio en sentido débil. Para comprobarlo, probaremos que EX; y E(X; 1, X;)
son independientes de t y que E|X;|* < co.
Por una parte,

EX, = E(zn: A(Nj)e™i) = zn: E(A\))E(e™) =0

29
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por la linealidad de la esperanza y E(A(\;)) =0,7=1,...,n.
Por otra parte,

E(XynXe) = ZA HR)x ZA Ap)eitAe)
_ ZA t+h)>\ ZA zt)\k
— Z Z AN zh)\J 6zt()\j—)\k)>

7j=1 k=1

~ B(AQ AT B )
k=1
(AN)A)

zh)\ E :0_2 ihA;

por la linealidad de la esperanza y E(A(X;)A();)) = 03, j = 1,...,n. En
particular, si tomamos h = 0 en la ecuacién anterior tenemos que

E

»
>

E|X,)? = E(X,X,) = Za < 00,

y con esto concluimos el argumento.

Si los coeficientes de la representacién espectral (2.1) fueran Gaussianos en-
tonces el proceso seria Gaussiano, y la estacionariedad se daria en sentido
fuerte.

Un proceso con una representacion como la de (2.1) admite una repre-
sentacion particular de la funcion de autocovarianza a la que se denomina
representacion espectral de la funcion de autocovarianza. De acuerdo con el
calculo anterior,

v(h) = E(tho)—E(Xh)E( 0) = E(Xh 0)

= (ZA e Z (Ae)
= (ZZA )= S BAO) AT

7=1 k=1

_ ZE zh)\ ZO_ ezh)\ / e““’dF(y),
(]

bl
|
~_
I
&5
<.
ﬂl 3
IL
S~
)4
??‘
3
2=
>
N
~_
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donde F(\) = > PRV o7 y y la tdltima integral representa la integral de
Riemann-Stieltjes. Esta integral tiene el mismo sentido que el valor espe-
rado respecto de una funcion de distribucién tal como se estudia en los
cursos de probabilidad. La funcién F' asigna toda su masa al intervalo de
frecuencia (—m, 7). Ademas, es no decreciente (por saltos de magnitud o3 =
E(A(N)A(N))) = E|A(\;)|> > 0), continua por la derecha y F(—m) = 0, pe-
ro F(m) = v(0) = E|X|* = >_7_, 07 que no tiene por qué ser uno. Entonces
salvo por ese factor de normalizacién F' es una funcién de distribucién y es
conocida como la funcion de distribucion espectral.

El siguiente teorema (Teorema 4.1.1 en [1]) caracteriza las funciones de
autocovarianza como aquellas funciones que son Hermiticas y definidas no
negativas. En la siguiente seccion, a través del Teorema de Herglotz, se en-
contrard una caracterizacion equivalente para estas funciones.

Teorema 2.0.1. Una funcién K(-) definida en los enteros es una funcién
de autocovarianza de una serie de tiempo estacionaria si, y sélo si, K(-) es
Hermitica y definida no negativa, es decir, si, y sélo si, K(n) = K(—n) y

> aK(i— j)a; >0,

1,j=1

para todo entero positivo n y vectores a = (aq, ..., a,)" € C™.

2.1. EIl Teorema de Herglotz

El célculo anterior ha mostrado que la funcién de autocovarianza de un
proceso con representacion espectral finita como en (2.1) admite una repre-
sentacion como transformada de Fourier de cierta funcién de distribucion
espectral. El Teorema de Herglotz, que incluimos en esta seccién, prueba que
esta propiedad se da de forma general, lo que permite un analisis de series
temporales en el dominio de la frecuencia o analisis espectral.

Teorema 2.1.1 (Herglotz). Una funcién (-) con valores reales definida en
los enteros es definida no negativa si, y sélo si,

v(h) = /( . e dF (v) (2.2)

para todo h € Z, donde F(-) es continua por la derecha, no decreciente,
acotada en [—m, ] y con F(—m) = 0. Esta funcién F' es la funcién de dis-
tribucién espectral de ~. Igual que antes F' no es exactamente una funciéon
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de distribucién, porque F(7m) = v(0) no es necesariamente 1. Si F' admite la
representacion F'(\) = f_Aﬂ f(v)dv, —m < X\ < 7 entonces f es la densidad
espectral de .

Demostracion. Suponemos que 7(+) es de la forma (2.2). Tenemos que

~(h) = / e dF(v) = / e dF(v) = / e "dF(v) = v(~h)
(—m,m] (—m,m] (—m,m]

luego la funcién v(-) es Hermitica. Ademas, si a, € C, r = 1, ..., n, entonces

Zn:arfy(r—s)a_sz/ Zaae“’(r dF (v / Zar wr
T lr=1

r,s=1 r,s=1

lo que implica que 7(-) es definida no negativa. Entonces, por el teorema
(2.0.1), 7(+) es una funcién de autocovarianza.

Para la otra implicacién suponemos que 7(-) es una funcién definida no ne-
gativa en los enteros. Entonces

)>0

1 , 1 |
Inw) =5 D e (r —s)e = TN > (N —|mf)e ™ ~(m) >0

T,SZ]. |m|<N

para todo v € (—m, 7.
Sea Fiy(-) la funcién de distribucién correspondiente a la densidad fn (-)/(—r.x)(*)
cuya integral no va a ser uno pero si finita y positiva. Entonces

0 siA< —m
Fy(\) = fi\ﬂ In)dry si =t <A<
FN(’/T) Si)\z’ff

Para cada entero h tenemos que

/ eMdFy(v) = / e fn(v)dy
(—m,m] (—m,m]

1 o
- - N — i(h—m)v
o 2 (V= lmba(m) [ e
|m|<N
_ 1 PR L A /7r gilh=m g,
2m N o '
Im|<N

Como, ademas, sabemos que

T 2 i k=
/ gika g _ ) 2T s 0,
o 0  en otro caso.
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Entonces

0 en otro caso.

/ e dFy (1) = {(1 ) sl <, (2.3)
(=]

Por otra parte, Fiy(m) = [_ ,dFy(v) = 7(0) < oo para todo N, luego
aplicando el Teorema de Helly (ver, por ejemplo, el Capitulo 25 de [2]) dedu-
cimos que existe una funcién de distribuciéon F' y una subsucesion {Fy, } de
la sucesion {Fy} tal que para toda funcién g continua y acotada en [—m, 7,

[ owarne = [ goare)

cuando £ — oo. Cambiando N por N en (2.3) y haciendo k tender a oo
concluimos que

v(h) = / e dF(v).
(771'777]
O

La funcién de distribucién espectral del Teorema de Herglotz es tnica,
tal como se recoge en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.2. Si F'y GG son dos funciones de distribucién concentradas
en [—m, —7] y tales que

v(h) = / e™dF(v) = / eMdG(v), h=0,+1,... (2.4)
(—m,m] (—m,m]

entonces F' = (.

Demostracion. Suponemos que se verifica (2.4). Sea f una funcién continua
en [—m, 7] tal que f(m) = f(—m) y sea

Spf = Z < f,e; > e;(x)

lil<n

su aproximacién de Fourier de orden n, donde < f,e; >= 5= [T f(z)e ""du
son los coeficientes de Fourier de la funcién f y e;(z) = €7*. Por el Teorema
de Fejér (ver, por ejemplo, el Teorema 2.11 en [1]), dado € > 0 existe ny tal
que si n > ng,

sup <e.

z€(—m,m]

LS S - 1)
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Por otra parte, tenemos que

S, f(x)dF(z) = L€ eI AR (x
/(—ﬂ',ﬂ'] f< ) ( ) Z - f g /(—W,ﬂ] ( )

lil<n

= Z < f,ej >/ e dG(x)
—7,7]

l71<n
- /( S, (@G )

lo que implica que

n—1

/( ZS’“f JaF(z /_ LN 570 dG ).

ol ™ 2o (=m0

Entonces para cada € > 0 y n > ng tenemos que

‘ /( o f(z)dF(z) — /( o f(x)dG(x)
(/(M] f(z)dF(z) — /(m] %:Z::Skf(l’)dF(x)>

1 n—1
+ ( / Tm]ﬁkzzgskf(x)dG(x)— /(mf(m)dG(w)M

IN
0’) m/\\
:1
)

Por lo tanto,
| S@ire = [ swace

si f es una funcién continua con f(w) = f(—=). Entonces tenemos que
F(X\) = G(X) para todo . O

Al principio de este capitulo ya comentamos que el teorema 2.0.1 y el
Teorema de Herglotz eran caracterizaciones equivalentes de la funcion de
autocovarianza. Entonces combinando esos dos resultados concluimos que
una funcién «(-) con valores complejos definida en los enteros es la funcién
de autocovarianza de un proceso estacionario {X;,t = 0,+1, ...} si, y sélo si,
ya sea
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(1) v(h) = [ _pn e™dF(v) para todo h = 0,41, ..., donde F es una fun-
cién continua por la derecha, no decreciente, acotada en [—m, 7| con
F(—m) =0,

6

(2) Z?] L a;v(i—j)a; > 0 para todo entero positivon y todo a = (a4, ..., a,)" €

(Cn
donde F(+) es la funcién de distribucion espectral de vy(-) y {X:}.

El siguiente teorema sobre el desarrollo de funciones en serie de Fourier
lo incluimos aqui porque es 1til para la teoria.

Teorema 2.1.3. Si K(-) es una funcioén en los enteros con valores complejos
tal que > 2 |K(n)| < oo, entonces

K(h) :/Tr e f(v)dv, h=0,%£1,..

—T

donde f(A) = &= > e ™ K(n).

n=—oo

Demostracién. Por una parte, si f(A) = 5= > o" e ™ K (n) entonces

n=—oo

™ T q
ihv _ (h— n)vK 9.
/_W v / 2m Zof & 29

Por otra parte,

| 5 X et K

< ]'/ Z | han |dU

< 5 [ 3 K
< ! / Z | K (n)|dv <
— n)|dv < oo
T2 )
por ser la integral en el intervalo [—m, 7] de > 2 |K(n)| < co. Entonces

podemos aplicar el Teorema de Fubini en (2.5) e 1ntercambiar el orden del
sumatorio y la integral obteniendo

/Weih”f(v)dv :/ Zeh"”K )dv

- n=-—o00

= K(n)/ e vy = K (h)
o -

n=—oo
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ya que como sabemos

. 2 i k=
/ Gk g m si 0,
o 0  en otro caso.

]

La principal aplicacién del teorema 2.1.3 al estudio de procesos estaciona-
rios es el siguiente resultado, que proporciona una caracterizacion alternativa
de las funciones de autocovarianza (bajo una hipdtesis adicional) y, sobre to-
do, aporta una via mas simple para el calculo de la densidad espectral.

Corolario 2.1.4. Una funcién ~(-) definida en los enteros con valores com-
plejos absolutamente sumable (), ., |7(h)| < c0) es la funcién de autocova-
rianza de un proceso estacionario si, y sélo si,

[e.9]

) =5 S e >0,

para todo A € [—m, 7], en cuyo caso f(-) es la densidad espectral de ~(-).

Demostracion. Primero suponemos que () es una funcién de autocovarian-
za. Como 7(-) es definida no negativa,

N
1 . )
0 S fN()\) = 27T_N Z e—ZT/\,y(T . S)ezs)\

r,s=1

= 5 2 (- e - s

|m|<N

cuando N — oo. Entonces f(A) > 0, —7 < A < 7. Ademads, como () es
absolutamente sumable, por el teorema 2.1.3, tenemos que

y(h)—/ e f(v)dv, h=0,%1,...

y, por lo tanto, f(-) es la densidad espectral de ~(-).
Reciprocamente, supongamos que
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para todo A € [—m, 7]. Como 7(-) es absolutamente sumable, entonces por el
teorema 2.1.3

sy = [ e g

—T

Observamos que f(A) > 0y v(h) = [ ¢™dF(v) con F(\) = f:\ﬂ f(v)dv.

Esto implica, por los comentarios posteriores a la proposicién 2.1.2; que ~(+)
es una funcion de autocovarianza con densidad espectral f. [

Este corolario sirve para verificar si una funcién absolutamente sumable
en los enteros es definida negativa o no. Es una herramienta mas simple que
la verificaciéon directa usando la definicion establecida en el teorema 2.0.1.

2.2. Analisis espectral de procesos ARMA
Como consecuencia del corolario 2.1.4 obtenemos la siguiente representa-

cion de la densidad espectral de una clase amplia de procesos que incluye a
los procesos ARMA.

Teorema 2.2.1. Si {Y;} es un proceso estacionario de media cero y valores
complejos con funcién de distribucion espectral Fy-(-) y {X;} es el proceso

X;= Y Yy donde Y |iyl < oo,

j=—o0 j=—o0

entonces {X;} es estacionario con funcién de distribucién espectral

Fx()) = /( N

Demostracion. Primero veamos que {X,} es estacionario. Para ello, compro-
baremos que FX; y E(X;,,X;) son independientes de t y que E|X;|? < co.

EX,=F < i %‘Yt—j> = i b E(Yi—;) =0,

j=—o00 j=—00

2
dFy(v), —T <A< (2.6)

oo
> v

j=—00

por ser {Y;} un proceso de media cero. Nétese que el intercambio en el or-
den de sumas y esperanzas estd justificado por el Teorema de Fubini y la
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convergencia > 22 [1;| < oo.

E(X;h X)) = E ( Z ViYiin—j - Z %Kﬁ—k)

Jj=—00 k=—o00

= b ( > d’ﬂ%ywh—j?t—k) = Y U EVinYik)

j,k:—OO Jvk:_oo

= ) i (h—j+k),

j,szoo

independiente de t. En particular,

00 0o 2
EIX.[P= ), dinBE(Yi Y1) < (Z \%\) sup E|Yi[* < o0

jrk=—o0 j=—o0

ya que por hipétesis 22 |1;] < ooy E|Y:|* < oo por ser {Y;} un proceso
estacionario. Luego {X,} es estacionario y su funcién de autocovarianza es
o
yx(h) = > ey (h—j+k).
j,k:—OO

Utilizando la representacion espectral de {7y (-)} tenemos que

’YX(h) _ Z w]@]ﬂ/ ei(h*jJrk‘)udFy(y)

Jk=—o0 (=]
_ / (Z wjeijy> <Z Ekeiku) eihudFy(l/)
(=] Jj=—00 k=—00
00 2
- / e | Y e | dFy(v),
(—m,m] j=—00

lo que nos asegura que Fx(-) definido como en (2.6) es la funcién de distri-
bucién espectral de {X;}. O

Como consecuencia del resultado anterior, si {Y;} tiene densidad espectral
fy () v si {X;} estd definido por X; = >°72 _4;Y;; donde D772 [th] <
0o, entonces {X;} tiene densidad espectral

Fx(N) = [(e™™) P fy (),
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donde (e™?) =372 e

En el caso particular de modelos ARMA esto proporciona una expresién

simple de la densidad espectral y el proceso estacionario de referencia es un
ruido blanco, {Z;}ez ~ WN(0,0?). Por definicién, {Z;} tiene funcién de

autocovarianza
o2 sih=0
h) = ’
72(h) {0 sih 0.
Por otra parte, vz(h f[ ] et dFy(x f[ Zh”fz ()dx. Entonces

juntando las dos 1gualdades anteriores tenemos que

. 2 ih=
/ e fy(ryde =47 =Y
[—7,7] 0 sih#0

y como sabemos que

podemos concluir que

fz(x) = —, —-nm<z<m.

Teorema 2.2.2. Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) que satisface
(B)X, = 0(B)Zi, {Z} ~WN(0,07),
donde ¢(2) =1 — 12 — ... — ¢p2? v 0(2) = 1+ 612+ ... + 6,27 no tienen

ceros comunes y ¢(z) no tiene ceros en el circulo unidad. Entonces {X;} tiene
densidad espectral

Q

2 |9(€—’i>\) ’2
2m |p(e=A) [
Demostracion. Por hip6tesis, como los polinomios ¢(2) y #(z) no tienen ceros

comunes y ¢(z) # 0 si |z| < 1 entonces por la proposicién 1.2.4 el proceso
{X;} es causal. Por tanto podemos escribir

—r < A<,

fX()\) =

Xe =) UiZi (2.7)
=0
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con P(z) = D2z = Z((g, 2] <1,y D772, [¥;] < oo. Combinando este

calculo con los comentarios posteriores al teorema 2.2.1 obtenemos
A 9(6—1')\) 2 o2 o2 ’9(6—1/\”2
2\ = —iA\ |2 2\ = : - :
fx(A) = (™) fz(N) ‘gb(e”\) o1 2 |p(e—N)|?
para —m < A < m, como queriamos probar. O

2.2.1. Invertibilidad y densidad espectral

Como aplicacién de los resultados anteriores sobre la densidad espectral,
se puede mejorar la caracterizacién de la invertibilidad de un proceso ARMA
descrita en el Capitulo 1. Este es el contenido de esta subseccion.

Por la proposicion 1.2.5 sabemos que un proceso ARMA es invertible si
su polinomio de media mévil no tiene raices en el circulo unidad (bajo el
supuesto de que los polinomios autorregresivo y de media mévil no tienen
ceros comunes). En la siguiente proposicién se trata el caso en el que el
polinomio de media moévil si tiene ceros en el circulo unidad.

Proposicién 2.2.3. Sea {X;} un proceso ARMA (p,q) satisfaciendo
¢(B)X, =0(B)Z,,  {Z} ~WN(0,0%),

donde ¢(z) y 6(z) no tienen ceros comunes, ¢(z) # 0 para |z|] = 1y
0(z) # 0 para |z| < 1. Entonces el proceso {X;} es invertible, es decir,
Z € Eﬁ{)(s,——oo <s S;t}.

Demostracion. Escribimos 6(z) = ;1.:1(1—bj’12) donde {b;}7_, son las raices

del polinomio de media mévil #(-). Por hipétesis 6(-) no tiene raices en el
interior del circulo unidad luego factorizando obtenemos 0(z) = 6% (2)0*(2),
donde

0% (z) = [J(1—=b;"2), con|b;|>1

j=1

q

0*(z) = [ @=b;"2), con|b;|=1.

j=s+1

Consideramos el proceso MA(q — s), Y; = 6*(B)Z,;. Es claro que
¢(B)X, = 0"(B)Y,

ya que
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El polinomio 6 (z) no tiene ceros en B(0,1 + ¢) para un ¢ > 0 y es una

funcién holomorfa, luego 9%(2) es una funcién holomorfa en B(0,1 +¢) y se

puede desarrollar en serie de potencias

1 > .
0+ (z) jz%gjzj =¢&(2), |zl <1l+e

En consecuencia &;(1 + §) 27% 0y esto implica que 3K € (0, 00) tal que
&) < K(1+5)77,Vj=0,1,2,.... En particular,

> lgl < o0 (2.8)
j=0

£(2)0"(2) =1, para todo |z| < 1. (2.9)

Por otra parte, llamando V; = ¢(B)X; = 6(B)Z; y teniendo en cuenta que
{Z,} ~ WN(0,0?) tenemos que E|V,|* = (14 [61]* + ... + [0,*)0? < .
Entonces sup, E|V;|? < oo y, en consecuencia, sup, E|V;| < co. Luego por el
Teorema de la Convergencia Monétona,

E(ZMIVHI) _— E(Z@-IIVHI)

=0 =0
< lim | ] sup E|V;| < o0,
< lm (;m) wEW

donde hemos utilizado (2.8). Entonces > % |&;|[Vi—;] es finita con probabili-
dad 1y, en consecuencia, E;io &;Viej = &£(B)V, es finita con probabilidad 1.
Entonces podemos aplicar {(B) a ambos lados de la ecuacién ¢(B)X; =
0% (B)Y; y obtenemos

§(B)B(B)X, = &(B)* (B)Y: = Vi,

utilizando la ecuacién (2.9). Por lo tanto,

Yo=Y WXy (2.10)
j=0

donde {¢;} satisface (2) = Y 2 127 = £(2)¢(2) con |z| < 1. Entonces
sp{Ye, —00 < k < t} C 5p{Xk,—o0 < k < t} y bastarfa demostrar que
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Z; € sp{Yx, —00 < k < t}. Replicando el argumento usado en la demostra-
cién de la proposicion 1.2.1 tenemos que si

Ut = Y;t - P@{Yk,foo<k<t}y;f- (2-11>
entonces {U;} ~ WN(0,0%) y ademas
Y;g = Ut + OélUt_l + ...+ aq—sUt—q+s- (212)

Por los comentarios posteriores a la proposicion 2.2.1 tenemos que la densidad
espectral de {Y;} es
2 2
() = Fla(e™P = =16 (™)

donde hemos utilizado las dos representaciones de {Y;} (ecuaciones (2.12) y
(2.10) respectivamente). Los polinomios a(z) y 0*(z) tienen el mismo grado,
q—s. Ademas, todos los ceros de 0*(z) estén en el circulo unidad luego todos
los ceros con su multiplicidad de 6*(z) son ceros de a(z) pero a(z) no puede
tener mds ceros. Entonces «(z) y 6*(z) tienen los mismos ceros. Esto implica
que

0*(z) = a(z)
y
o =op.
Entonces los vectores (U, Y:, ..., Y, n) v (Z, Yy, ..., Y,,) tienen la misma

matriz de covarianza y
Popvi t—n<k<tyZt = Pspiyy i—n<k<ty Ut
Tomando limites cuando n tiende a infinito tenemos que
Pivi—oo<k<ty 2t = Papiyy,—co<k<ty Ut
y como por (2.11) U; € sp{Y}, —o0o < k < t} entonces
Pty —oo<k<ty 2t = Uy
Por otra parte,
E(Z) = |ZP = | Py —oock<tr Ze* + 12 — Popivi—cockzny ZelI?
1O+ 112 = U|l? = E(UP) + E((Z: — U)?). (2.13)
Entonces E((Z; — U;)?) = E(Z?) — E(U?) = 0 debido a que
E(Z}) = E(Z{) — E(Z)* = 0® = o, = E(U}) — E(U))* = E(U})

por ser {Z;} ~ WN(0,0%) y {Uy} ~ WN(0,0%). Sustituyendo en (2.13)
tenemos que Z; = Uy = Pgp(y,,—oco<k<t} Zt, €s decir, Z; € 5p{Yy, —o0 < k < t},
como querfamos probar. O
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Asumiendo que ¢ y # no tienen ceros comunes y que ¢ no se anula en la
circunferencia unidad, la Proposicion 2.2.3 nos dice que una condicién sufi-
ciente para garantizar que {X;} es invertible es que 6 no se anule en el interior
del circulo unidad. La condicién es también necesaria. La demostracion de
este hecho es técnicamente més complicada y puede consultarse en [1]

2.2.2. Aproximaciones racionales para densidades es-
pectrales

En este apartado veremos que la funciéon de densidad espectral de un
proceso autorregresivo causal o un proceso de media moévil invertible puede
aproximar, con un error pequeno, a cualquier densidad espectral continua y
simétrica de un proceso estacionario. Estos resultados son muy importantes
para entender la importancia de los procesos ARMA, ya que nos indican que
pueden aproximar cualquier otro proceso estacionario con un error pequeno.

Para la demostracién de esos resultados (corolarios 2.2.5 y 2.2.6) necesita-
mos el siguiente teorema de aproximacién. Recordamos que f es la densidad
espectral de un proceso estacionario de valor real si y solo si f es simétrica,
no negativa e integrable en [—7, 7].

Teorema 2.2.4. Si f es una densidad espectral simétrica y continua en
[—7, 7], entonces para cada ¢ > 0 existe un entero no negativo p y un polino-
mio a(z) = [[}_,(1 —n;lz) =1l4+az+...+a,z’ conn;| >1,7=1,...,p,
y coeficientes con valores reales ay, ..., a,, tal que

|A-Ja(e™)]? = f(A)] <& para todo A € [—m, 7]
donde A= (2m) "1+ af+...+a))"" [7 f(v)dv.

Demostracion. Si f(A) = 0, el resultado es cierto tomando p = 0. Por lo
tanto, suponemos que M = sup,¢(_, - f(A) > 0. Definimos para algiin € > 0

3

AT M (f:r f(u)du) +2

§ = min{ M, vy f°(\) = méx{f()\),d}.

Es claro que f2()\) es una densidad espectral simétrica y continua, ya que
f(A) lo es, con

PN)>0 y 0< f°(\) —f(\) <6 paratodo \ € [—m,7]. (2.14)
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Ahora por el Teorema de Fejér (ver, por ejemplo, el Teorema 2.11 en [1])
existe un entero r tal que

%iz e _ (0] < (2.15)

J=0 [k|<j

para todo A € [—m, 7], donde b, = % [ f°(v)e*dv. Intercambiando el or-
den de los sumatorios y utilizando el hecho de que f? es una funcién simétrica,
tenemos que

—_

— k]
; Z fzk)\ Z( _7> bkefik)\'

J=0 |k|<j |k|<r

Esta funcién es estrictamente positiva para todo A por definicién de fo()\) y
la ecuacion (2.14).

Sea C(z) = 3 <, (1 - @) br2*. Observemos que

C(zh) = Z ( - m) bz " = Z (1 — M) b_s2°
|k|<r " [s|<r "
|s I)
= Z 1 —— ) bz® =C(2)
|s|<r "
haciendo el cambio de variable s = —k y utilizando que

1 T
b,S — % /'_7r fé( fwsd,U — _/ f6 zusdu
— 1 /7r fzS(_ )eiusdu—b
oo ) " o

donde hemos realizado el cambio de variable © = —v y utilizado la simetria
de la funcién f°.

En conclusidn, si C(m) = 0 entonces tenemos que C'(m™!) = 0y, definiendo
p =max{k: by # 0}, podemos escribir

P
2PC(z Hl—n] )(1—mn;2)

para algunas Ki,ny,...,n, tales que |n;| > 1, j =1,...,p. Si llamamos a(z)
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al polinomio 1+ a;z +... +apz? =[[}_, (1 - n; ' z) podemos escribir
p p
C(z) = 2z PK; H(l — 77]-_1,2)(1 —n;2) =z PKya(z H (1—mn;,2)
j=1 j=1
P P
= Kia(z Hz (1—-n;z) = Kja(z H —T]]
J=1 J=1

= Kla(z)(—l)PH (= 27") = Kaa(2) (=) [ [ (1 = ;27"
= (=1)"m---mpKia(2)a(27") = Kaa(z)a(z™")

donde Ky = (—1)Pr; - --n,K;. Entonces, igualando los coeficientes de z° en
cada lado de la ecuacién Kya(z)a(z™") = C(z) tenemos Ky(14ai+...4a2) =
by v despejando la constante K5 tenemos que

Koy=by(1+ai+...+a>) ' =02m) '(1+a]+ / )

p
Ademas, por la ecuacién (2.15) tenemos
’Kg|a(e_i’\)\2 - f‘s()\)’ < 0 para todo A,
es decir,

2m) 'l 4+ a2 + / f°(v) dv} la(e™™))? < fO(\) + 6.

Y utilizando la ecuacién (2.14) obtenemos la acotacién

(I+ai+...+a2) ale™™)P < (f°(N) +6)2n ( _Tf f‘s(v)dv) :

et ([ siom)”

Ahora definiendo A como en el enunciado del teorema, A = (27) (1 + a? +
L [T f(v)dv, y utilizando la acotacién anterior y la ecuacién (2.14)
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tenemos

[ Ala(e™) = Kala(e™™) 2| = (4 = Kalale™)|
= ‘(2w)—1<1+a§+...+a§)—1( :f(v)dv—/:f‘s(v)dv) la(e=™)|?
= 0 ([ (- P ) (s ) P
< 0 ([ 1w - roan) amar ([ s )

< (27 (27r(547r]\/[(/f ) <47TM(5</f )_1.

En conclusion, utilizando todos los resultados obtenidos anteriormente tene-
mos

|Ala(e™)[* = F(V)]
< [Ala(e™)P = Ksla(e™)P[ + [Kala(e™)P = £/ )]+ [£7(N) = f(V)]

< 4rMs </ f(v)dv> 4646 = |drM (/ﬂ f(v)dv>_ L2
< [47TM (/7r f(v)dv)_ +2 2 - =g,
o {47rM (ffﬂ f(v)dv) + 2]
por la definicién de 4. m

Como consecuencia del Teorema 2.2.4, estamos en condiciones de justifi-
car que cualquier proceso estacionario real regular (con densidad espectral)
es, aproximadamente, en cierto sentido, un proceso MA(q) invertible o un
proceso AR(p) causal.

Corolario 2.2.5. Si f es una densidad espectral continua y simétricay ¢ > 0,
entonces existe un proceso invertible MA(q)

Xo=ZivarZi 1+ ...+ a2y, {2} ~WN(0,0?),

J7 f(w)du

tal que |fx(\) — f(\)| <& paratodo A € [—7, 7], donde o* = e

Demostracion. f es una densidad espectral continua y simétrica en [—m, 7]
luego por el Teorema 2.2.4, para cada £ > 0, existe un entero ¢ no negativo
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y un polinomio a(z) = []j_, (1 - n;'z) =1+ a1z 4 ... +agz? con |n;| > 1,
Jj=1,...,q, vy coeficientes reales a, ..., a, tal que
|A-Ja(e™)]? = f(\)| <e para todo A € [—m, 7] (2.16)

donde A = m f f(u)du. Entonces por el Teorema 2.2.2 el

proceso invertible MA(q),
Xt == CL(B)Z{;, {Zt} ~ WN(O, 27TA),

tiene densidad espectral fx(\) = A-|a(e™™)|? y se cumple | fx(\) — f(N\)] < €
para todo A € [—m, 7] por (2.16).
Ademas,
J . f(u)du
(I+ai+...+a2)

0? =2rA =

]

Corolario 2.2.6. Si f es una densidad espectral continua y simétricay € > 0,
entonces existe un proceso causal AR(p)

Xe+aXe o+ +a,Xe py=2Z, {Z:}~WN(0,0%),
tal que |fx(\) — f(A)| < e paratodo A € [—m, 7.

Demostracion. Sea f(A\) = méx { f(\), 5}. Entonces

e > y 0< ff(A) = f(N) < para todo A € [-m,7|.  (2.17)

5

N ™

Sea M = m)z\ix fefN) y o = min{ Por como hemos definido la

€ 1
(2M)2 > W}

funcién fe;(/\)’ es una densidad espectral continua y simétrica en [—m, 7r|. En-
tonces por el Teorema 2.2.4, y tomando el § definido antes que era mayor que
0, existe un entero no negativo p y un polinomio a(z) = [}_,(1 - n;lz) =
l4+a1z+...+apzP con |n;| > 1, j=1,...,p, y coeficientes reales a4, ..., a,
tal que
, 1
A-la(e™))? — —‘ <0 paratodo A € [—7, 7]
fe(N)
_ 1 u
donde A = pr g I fs(u du.

Por la desigualdad anterior tenemos que

A a(e™™))? — > —0.

1
f2 )



48 CAPITULO 2. TEORIA ESPECTRAL

Es decir,
| 1= 5N
Acjafe M2 > L 5= 12N

f2 () frA)

Entonces,

- Cidy -2 fe(A) M
A7 Ja(em™) 72 < s S T S M

por definiciéon de M y §. Por lo tanto, utilizando las acotaciones obtenidas
anteriormente, y las definiciones de M y de ¢ obtenemos

1y, (=N [~2 _ ge _ 1| q(e—M) |2 ¢ A Alale=M2 — 1
| A7 a(e™™)| 72 = £ (V)] (A a(e™)[ 22 (V)] - |Alale™)] 00
< 2M% < g (2.18)

Utilizando las desigualdades (2.18) y (2.17) obtenemos

[A7 a(e™)[2 = fV)] < [AT a(e™™)T* = L] + 170 = F(V)]

£ S
-4 - = 2.19
;tg=¢ (2.19)

para todo A € [—7, w]. Entonces por el teorema 2.2.2 el proceso causal AR(p),
Q(B)Xt = Zt, {Zt} ~ WN(O, 27TA71),

tiene densidad espectral fx(\) = A7!- |a(e”™)|72 y se cumple |fx(\) —
f(AN)| < € para todo A € [—m, 7] por (2.19). O



Capitulo 3

Prediccién de procesos
estacionarios

El problema de la prediccién es un problema de interés general en es-

tadistica. En este capitulo, consideramos el problema de la prediccion des-
de un punto de vista tedrico. El objetivo es predecir, es decir, dar valores
aproximadamente correctos para {X;,t > n + 1} a partir de {X3,..., X, }.
Fijandonos en ¢ = n 4+ 1 (prediccién de un paso) se trata de encontrar la
funcion de Xj,..., X, que mejor aproxima a X, 1, es decir, que minimice
el error cuadratico medio. Cuando se mide la calidad de la prediccién con
este error entonces la mejor funcion de X, ..., X,, para predecir X, es la
esperanza condicionada E (X, 1|X1, ..., X,). Si la serie es Gaussiana enton-
ces es un resultado bien conocido que la esperanza condicionada coincide con
la mejor prediccién lineal, Pgx, ... x,}Xn+1. Asumiendo p = 0 tenemos que
Py, x1,. X0} Xnth = Pspixy,... x,3 Xntn luego nuestro objetivo es encontrar la
funcién afin de Xi,..., X,, mas proxima a X, .1 (y en general a X,, 1) en el
sentido de los minimos cuadrados.
El caracter tedrico de los resultados en este capitulo viene dado por el hecho
de que las funciones 6ptimas de prediccién en el sentido anterior dependen en
general de la funcion de autocovarianza del proceso. Por ello, la utilizacion
en la préactica de estas formulas de predicciéon requiere la estimacion de la
funcién de autocovarianza a partir de los datos. Este problema se pospone al
Capitulo 4.

49
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Ecuaciones para predictores de un paso

De acuerdo con la discusién anterior, denotamos H, = sp{Xi,..., X, },
n > 1, subespacio lineal cerrado, y definimos el predictor de un paso
. 0 sin=20
XnJrl = .
Py Xn11 sin>1.

Por definicién, para n > 1 tenemos que Xn+1 € H,, luego podemos escri-
bir Xn—i—l = ¢p1Xn + ... + O Xy, satisfaciendo por ortogonalidad (X, —
Xn+1,Xn+1,j) =0,5=1,...,n. Por la linealidad del producto interno es-
tas ecuaciones llamadas ecuaciones de prediccion de un paso o ecuaciones de
Yule- Walker, que ya vimos en el Capitulo 1, se pueden reescribir de la forma

Y ouini—3)=20), j=1,....n,
=1

o en forma matricial I",,®,, = ,, es decir,

7(0) v(1) v2) o =1 ] [ ém v(1)
(1) 7(0) (1) - y(n—-2) P2 7(2)
7(2) v(1) ¥0) - y(n—3) Gz | = | 7(3)
1) A=) An-3) - (0 | | b ]| | 200 |

Recordamos que la solucién es ®,, = I', 1y, vy es tnica si ', es no singular.
Junto con el mejor predictor de un paso podemos calcular el error (cuadrati-
co) de prediccion, es decir, v, = E(X,41 — Xn+1)2. Escribiendo X, =
Xn+1 + (Xpy1 — Xn+1) y utilizando que XnH y Xpi1— XnH son ortogonales
tenemos que EX2, | = EX2 | + F(X,11 — X,11)?%, luego

Un = EXZH - EX2+1 =7(0) - EX72L+1‘

n

Por otra parte, sabemos que Xn—f—l =& X, donde X = (X,,,...,X;), luego

A

EX2., = Var(X,) = Var(®,X) = ®,Cov(X)®, = 7. T,.I; ",
= I

utilizando que Cov(X) = I', y que I', es simétrica. Entonces, el error
cuadratico medio es

Un = E<Xn+1 - Xn+1)2 = 7(0) - V;LF;LlPYn



o1

Ecuaciones para predictores de h pasos, h > 1

El mejor predictor lineal de X,, .5, h > 1, en términos de X;,..., X, se
halla de la misma forma que en el caso de un solo paso. Por tanto,

Xpin = P, Xpin =0 X0 + . 4+ 00X, n,h>1, (3.1)

donde " = ((bgﬁ),..., 5{12)’ es solucién (unica si I',, es no singular) de

r,o0 = %(111)’ con y,sh) = (y(h),y(h+1),...,v(n+h—1)).

En los dos casos el calculo de la predicciéon requiere la solucién directa
del sistema lineal
L0 =)
que para un n grande es un trabajo muy laborioso. Para no tener que resolver
un sistema en cada paso podemos utilizar un algoritmo recursivo como los dos
que presentamos a continuacién, cuya idea general es utilizar los predictores
basados en n observaciones para computar los predictores basados en n + 1

observaciones, n = 1,2,....

3.0.1. Algoritmo de Durbin-Levinson

El algoritmo de Durbin-Levinson permite el calculo de los coeficientes ¢,,;,
| =1,...,n, de forma recursiva. El fundamento es el siguiente resultado.

Teorema 3.0.1. Si {X;} es un proceso estacionario de media cero, con fun-
cién de autocovarianza v y I', es no singular, entonces los coeficientes ¢,,;,
j=1,...,n, definidos por

X1 = 01 Xn + .o+ GunXs
y los errores cuadraticos medios
Up = B(Xpi1 — Xoi)?, n>1,
satisfacen
(1)

n—1
Onn = 7(”) - Z¢n—1,ﬂ(n - j) U;il con ¢ = L7
e 7(0)

¢nl ¢n71,1
= - ¢nn :
an,nfl Qﬁnfl,nfl (bnfl,l

¢n71,n71

Vp = U 1[l — @2, ] con vy = v(0).
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Demostraciéon. Por definicién de Py, K1 = 5p{ X, ..., X,,} v Ko = 3p{X; —
Py, X1} son subespacios ortogonales de H,, = 35p{Xj, ..., X,,}. Entonces po-
demos escribir

Xn+1 = P, Xo1 + Pry X1 = Pry, X1 + a(Xy — P, Xh) (3.2)
donde % Y _px
a = < n+1, 1 K121>‘ (33)
X1 = Pre, X1 |
Ahora por ser {X;} un proceso estacionario, (X1,...,X,) tiene la misma

matriz de covarianza que (X, X,_1,...,X1) v (Xo,..., X,11) por lo que

Z¢n 1,5 ]+1) PK1 n+l — Z¢n 1,5 n+1 —Jj (34>

1X1 = P, X |* = 1 X1 = P Xoa P = [1X0 = Xal? = 001 (3.5)

De las ecuaciones (3.2) y (3.4) obtenemos

n—1

XnJrl =aX; + Z(ﬂ%fl,j — aPn—1,n—j) Xnt1—j (3.6)

j=1

donde, a partir de la definicién de a (ecuacién (3.3)) y de (3.4),

a = (Xn+17X1 Z(bn 1, XnJrlv >) E
= <7(n) — qun—l,ﬂ(n _j)> (i

Ademas, como por hipotesis [, es no singular, la representacién

n+1 E ¢n] n+l—j

es Unica y comparando coeficientes con (3.6) deducimos que
(bnn = a, (37)

¢TL] = ¢n71,j — a/(ﬁnfl,n*j) j - 1’ .. ,/n/ - 1
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Por otra parte, el error cuadratico medio del predictor Xn+1 es

vy = E(Xn41— Xn+1)2 = | Xps1 — Xn+1||2
= || Xns1 = Pr, Xng1 — P X ||
= [ Xns1 = Pry Xor [I” + |1 Pre, Xova I = 2(Xo1 = Prcy X1, Pry Xn)
= Up1+a’v,_ 1 — 2a(Xni1, X1 — Pr, X1),

donde hemos utilizado la igualdad (3.5), la ortogonalidad de K; y K, y
Py, X1 = a(X; — Pk, X1). Finalmente a partir de la definicién de a (ecua-
cién (3.3)) obtenemos v, = v,_1(1 — a?). O

Este algoritmo procede de la siguiente manera: cuando n = 1 la prediccion
de X5 es K
X2 = ¢11X17

donde )
o1 =P = Fl_l’Yl = %

El error cuadratico medio es

o = wlt - 6] =~(0) [1 - (%) ] =50 - 28

7(0)

A partir de estos resultados, puedo calcular los coeficientes para n = 2 apli-
cando las formulas anteriores sin tener que resolver ningun sistema. La pre-
diccion de Xz es )

X3 = ¢21 Xy + P2 X1,

e R ) ROaE
bn = B - omlor = [10) - Lh] [0 - 27
_ {7(0)7(2) - 7(1)2} {7(0)2 - 7(1)2} (072 =1 (1)?
7(0) 7(0) 7(0)* —~(1)?
y

o _ @ 20)7(2) = ()] _ (1) [v(0) — (2)]
¢21 - ¢11 ¢22¢11 ’}’(O) |i1 :| .

El error cuadratico medio es

vy =vq[1 — ¢§2] =(0) -
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Entonces de forma recursiva calculamos las predicciones sin tener que hacer
grandes calculos. Tal como se mencioné antes todos estos calculos son ttiles
si conociésemos la funcion de autocovarianza. En el Capitulo 4 se discuten
distintos métodos de estimacién de esta funcién.

El algoritmo de Durbin-Levinson también sirve para calcular los coefi-
cientes de autocorrelacién parcial de orden n de un proceso {X;} que son los
Onn, N > 1, es decir, probemos que

Gnn = a(n), n>1.
Por las ecuaciones (3.7), (3.3) y (3.5) tenemos que

s~ KXo = PeXa) (Ko = P Xain Xi = P X))
" X1 — Pre, Xa|? | X1 — Pre, X |2
(Xnt1 — Pr, Xpg1, X1 — Pr, X4)
[ X1 — Proy Xy || - | X1 — Pre, Xi|

= COT’T(Xn+1 - PKan—i-laXl - PK1X1) = O{(TL),

donde en la segunda igualdad hemos utilizado que Px, X, 11 L (X7 — Pk, X1).

3.0.2. Algoritmo de innovaciones

El algoritmo de innovaciones es otro algoritmo recursivo que calcula los
predictores basados en n+ 1 observaciones a partir de los predictores basados
en n observaciones, n > 1.

Este algoritmo se aplica a procesos {X;} con media cero y funcién de au-
tocovarianza k(i, j) = (X;, X;) = E(X;X;) no necesariamente estacionarios.

Definimos para n > 1 como antes, H,, = sp{X1,..., X, }, los predictores de
un paso
. 0 sin=1
X, =
Py X, n=223,...

y sus errores cuadraticos medios v, = F(X,—X,,)?. Se (definen los errores de
prediccién de un paso o innovaciones como U, = X, —X,,. Como X, € H,_1
entonces U,, € H,, y podemos escribir

Up=apn-17-1 X1 +apn_1n—2Xo+ ...+ 011 Xp-1 + An_1,0Xpn,
ecuaciones que pueden escribirse de forma matricial de la forma

Un = Aan
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donde U,, = (Uy,...,U,), Xu = (Xy,...,X,)" y la matriz A,, tiene estruc-
tura

1 0 0 - 0

a1q 1 0 - 0

A, = 22 a1 1 o 0
| ap-1,n—-1 Qpn-1n-2 anpn-1n-3 °°° 1 i

Si denotamos por C), a la matriz inversa de A,, cuya estructura también es
triangular,

[ 1 0 0 0]
011 1 0 0
C, = 022 021 1 01,
| On—1n1 Onip2 Onips oo+ 1
y el vector de proyecciones Xn = (X1, Xy, ..., P, 1X,) entonces tenemos

que

A~ A

Xn - Xn - Un - CnUn - Un - (Cn - ])Un - @n(Xn - Xn>>

donde I es la matriz identidad de orden n y

0 0 0 0

011 0 0 0

@n — On — ] = 922 921 0 0
| gn—l,n—l 9n—1,n—2 9n—1,n—3 - 0 i

Entonces podemos escribir

o 0 sin=20
X?’L 1= ’ n O . ’ (38)
’ {Zjl enj<X”+1—j - XTH'l_j)J SILn = ]-7 27 v

Si conociésemos los 6,;, j = 1,...,n, podriamos utilizar (3.8) para calcular
Xn11 de forma recursiva. El siguiente resultado proporciona un medio para
calcular esos coeficientes {6,,;,j = 1,...,n},n > 1,y los errores de prediccién

{vn}, n > 1, de forma recursiva a partir de la funcién de autocovarianza del
proceso.
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Teorema 3.0.2. Si el proceso {X;} tiene media cero y la matriz de cova-

rianzas [k(i, )]} ,=1, £(,J) = E(XiXj), es no singular para cada n > 1,
entonces
vo = k(1,1)

(R (/i(n +1LEk+1)— Zf;é Hk,k_jﬁn,n_jvj> , k=0,1,...,n—1,

vn =K+ L4 1) =YL 6

Demostracion. AEl conjunto {X; — Xl, Xy — )A(g,; coy Xy — Xn} es ortogonal
va que (X; — X;) € Hj_y parai < jy (X; — X;)LH;_; por definicién de
X ;. Entonces haciendo el producto interno en ambos lados de la igualdad
(3.8) con Xyy4q — Xk+1, 0 < k < n, tenemos (Xn+1,Xk+1 — Xk+1> = Onn—kVks
o equivalentemente, 0, ,_x = v,;1<Xn+1,Xk+1 — X’kﬂ). Haciendo uso de la
representacion (3.8) reemplazando n por k obtenemos

k-1

Ot = Vg (K(n +1Lk+1) - Z Ot go—j (X1, Xj1 — Xj+1>>
=0

k-1

= U];l (K,(TL + 1, k + 1) - Z Qk,kjﬁnynjvj) .

Por el Teorema de la Proyeccién,

Un = E(XnJrl - XnJrl)Q = HXn+1 - XnJrlHQ = HXn+1H2 - ”Xn+1”2

n—1
= k(n+1n+1)— Z 02 ok Vk,
k=0

concluyendo la demostracion. O]

Con este teorema obtenemos los coeficientes 0,5, j = 1, ..., n, resolviendo
las ecuaciones recursivamente en el orden: vg; 011, v1; 022, Oo1, Va; O33, O35, O3,
U3y .. ..
El algoritmo de innovaciones procede de la siguiente forma. Para n = 1
tenemos por (3.8) que

X, = 011 (X, — X1) = 011 X1,
donde el coeficiente #;; lo obtenemos utilizando el teorema anterior, es decir,

k(2,1)
k(1,1)

911 = Ualli(2, 1) =
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Sin =2 por (3.8) tenemos que
X3 = 021 (X2 — Xz) + 039( X1 — Xl)
donde los coeficientes a1 v 099 los obtenemos a partir del teorema anterior en

el orden antes indicado. Primero calculamos el error cuadratico medio para
n=1,

k(2,1)? k(2,1)?
=r(2,2) — 07 v = K(2,2) — — 1,1) = K(2,2) — .
1 '%( ) ) 1,1% ’%( ) ) /1(1,1)2,%( > ) H( ) ) /i(l,l)
A continuacion calculamos los dos coeficientes,
_ k(3,1)
Oyo = v K(3,1) = —2~
22 =1 K(3,1) S

01 = v (K(3,2) — 011602500)
2,1)2\ 7 2,1) k(3,1
_ (nz2) - M2V n(3,2) — 2D EBD L
k(1,1)
k(1,1)[k(3,2) — k(2,1)k(3,1)]
k(1,1)k(2,2) — Kk(2,1)?
Luego el algoritmo de innovaciones nos permite calcular los predictores
sin tener que resolver grandes sistemas de ecuaciones.

w

Calculo recursivo de los predictores de h pasos, h > 1

A partir de ahora utilizaremos la notacién P, para referirnos a la proyec-
cién Pp, . Por las propiedades de la proyeccion, para h > 1, y utilizando que
(Xpan—j — Xpyn—j)LH, para j < h tenemos que

~

Xn+h = Pan+h = PnPn+h—1Xn+h = Pnjgn—‘rh

n+h—1
= P, < Z 9n+h—1,j(Xn+h—j - Xn+h—j))
j=1

n+h—1

= ) O (Xnny — Xogny), (3.9)
j=h

donde los coeficientes 6,,; estan determinados como en el algoritmo de inno-
vaciones. Ademads, el error cuadratico medio es
% 2 2 o 2
vn = E(Xopn = Xogn)” = [ Xngnll” = | Xl
n+h—1
2
= k(n+hn+h)-— E Ornshi1 jVnth—j1-

j=1
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Ambos procedimientos, Durbin-Levinson e innovaciones, nos permiten
calcular la prediccién del proceso en el instante n + 1 a partir de los valores
anteriores de forma recursiva. El algoritmo de Durbin-Levinson requiere al-
macenar menos coeficientes pero, al menos en el caso de los procesos ARMA,
el algoritmo de innovaciones es mas facil de utilizar porque obtenemos expre-
siones mas sencillas como veremos a continuacién. En todo caso, la eleccién
de uno u otro algoritmo lo debatiremos en el siguiente capitulo.

3.1. Prediccién de un proceso ARMA (p,q)

El algoritmo de innovaciones nos proporciona un método recursivo para
predecir el proceso causal ARMA (p,q)

&(B)X, = 0(B)Z;, {Zi} ~WN(0,0°), (3.10)

conocidos los polinomios ¢(z) y 0(z), y la varianza o?. Para simplificar los
célculos el algoritmo no se aplica directamente al proceso { X;} sino al proceso
transformado

X =1,...
w,=7 b "™ donde m = max(p, q). (3.11)
o 'o(B)X;, t>m,

Sin pérdida de generalidad, definimos y = 1 y asumimos p > 1y ¢ > 1.
Denotamos, como antes, paran > 1, H, = sp{Xy,..., X,,} =sp{Wy,..., W, },
Xn+1 y Wnﬂ las proyecciones de X,, .1 v W,.1 en H,, v Xl = Wl =0.

Las autocovarianzas «(%, j) = E(W;W;) son

o 2yx (i — j), 1<i,j<m,

iy o =) = S e =l ] i) < m < mix(i ) < 2m,
D e Orbrslizj, min(i, j) > m,
0, en otro caso,

(3.12)
donde convenimos ¢; = 0 para j > ¢ y vx es la funcién de autocovarianza
del proceso {X,} calculada en el Capitulo 1 (ecuacién (1.12)).

Aplicando el algoritmo de innovaciones al proceso {WW;} obtenemos

" 0 (Woi1—j — Whia-j), n>m,

j=1Ynj
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donde los coeficientes 6,,; y los errores cuadraticos medios 7, = E(W, 41 —
Wn+1)2 se hallan recursivamente con el algoritmo de innovaciones con x de-
finida como antes. Una caracteristica notable de estos predictores es la des-
aparicién de 0,,; cuando n > m y j > q. Esto es consecuencia del algoritmo
de innovaciones y del hecho de que k(n,j) =0sin>my |n—j| >q.
Proyectando cada lado de la ecuacién (3.11) sobre el subespacio H;_; y uti-
lizando la linealidad de P, obtenemos

a {O‘lXt, t=1,...,m,

=

o (3.14)
ag (Xt — Clet—l —_ ... — gprt—p)a t > m,

que, junto con la ecuacién (3.11), muestra que thXt = O'(M—Wt) para todo
t > 1. Reemplazando (W; — W;) por o '(X; — X;) en (3.13) y sustituyendo
en (3.14) obtenemos

X 1= Z?:l enj(Xn+1—j - Xn-i—l—j)) R 1 S n<m,
(len + ...+ ¢an+1fp + Zg:l enj (Xn+1fj - XnJrlfj)a n 2 m,
(3.15)

— % 2 _ 2 1 2 _ 2
yo, = E(Xy11—Xn11)? =0 EWyp1 —Wyiq)? = 0°r,, donde 0, y 7, se han
obtenido anteriormente aplicando el algoritmo de innovaciones a {W;}. Estas
ultimas ecuaciones determinan los predictores de un paso recursivamente.

Predictores de h pasos, h > 1, de un proceso ARMA (p,q)

De la ecuacion (3.9) obtenemos

n+h—1

WnJrh = PanJrh = E 6n+h71,j(Wn+h7j - Wn+hfj)
j=h
n+h—1

—1 O
= 0" Y Onin1i(Xnsnj — Xogny).
j=h

Utilizando este resultado y aplicando el operador proyeccion P, a cada lado
de las ecuaciones (3.11), concluimos que los predictores de h pasos satisfacen

+h—1 s
P {Z?h Onsn-15(Xntn—j — Xnsn—j), l<h<m-—n,
n+h —

A

le GiPn Xpyn—i + Z?:h 9n+h—17j(Xn+h—j - Xn-i—h—j)a h>m—n.

Si, como ocurre siempre en la practica, n > m = méx(p, q), entonces para
todo h > 1 tenemos

p q
Xntnh = Z i Xptn—i + Z Onsn—1,j(Xntn—j — Xntn—j)-
i=1 j=h
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donde el segundo término es cero si h > gq.

Entonces, una vez calculados los predictores Xj, ..., X, con (3.15), es sencillo
determinar, con n fijo, los predictores X,, 1, X,, 19, .. ., recursivamente a partir

de las ecuaciones anteriores.



Capitulo 4

Inferencia en modelos ARMA

Se dedica un capitulo a estudiar inferencia en modelos ARMA porque
segin se ha visto en el Capitulo 2 son un conjunto de modelos suficiente-
mente rico como para aproximar cualquier otro proceso regular con un error
pequeno (corolarios 2.2.5 y 2.2.6).

Antes de empezar a modelar una serie temporal mediante un modelo
ARMA se deben cumplir ciertas condiciones, como la estacionaridad y la
ausencia de componentes estacionales. Si no se cumplen debemos hacer una
transformacion previa de la serie, la cual estudiaremos en la Seccién 4.1. Una
vez transformada (si es necesario) podemos empezar a identificar el tipo de
modelo mas adecuado para predecir los datos observados.

Lo primero es llevar a cabo una estimacién preliminar de los coeficientes
{¢isi=1,....p} vy {0;,i=1,...,q} del modelo ARMA(p,q) y la varianza
0?2 del ruido blanco, con los érdenes p y ¢ fijados (Seccién 4.2). Estas es-
timaciones nos servirdan para inicializar el algoritmo de maximizacién de la
funcién de verosimilitud, es decir, para encontrar los estimadores de maxi-
ma verosimilitud. Para que la bisqueda del mejor modelo sea mas répida,
las estimaciones preliminares tienen que estar lo mas cerca posible de las
estimaciones de maxima verosimilitud. La evaluacién de la funcion de verosi-
militud es complicada y en la Seccion 4.3 se describe como hacerlo utilizando
los algoritmos de prediccion descritos en el Capitulo 3. La maximizacion de
esta funcién requiere métodos de optimizacion numérica que estan fuera del
objetivo de esta memoria.

Una vez obtenidas las estimaciones de los coeficientes del modelo se uti-
lizan distintos procedimientos para valorar la adecuacién del modelo. Parte
de los procedimientos se basan en el analisis de los residuales, tal como se
describe en la Seccién 4.4.

Todos este procedimiento se efectia para distintos valores de p y ¢. En
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general, un modelo mas complejo (con valores altos de p y ¢) se ajustard
mejor a los datos observados, pero puede tener peor capacidad predictiva.
En la Seccion 4.5 se discuten métodos orientados a una seleccion adecuada
de los érdenes p y q.

Por 1ultimo, el modelo seleccionado se utilizard para realizar prondsticos
de valores futuros de la serie temporal observada. Esta prediccién se lleva a
cabo mediante las técnicas descritas en el Capitulo 3.

Este capitulo tiene un caracter diferente de los anteriores. Aqui se presen-
tan de forma resumida algunas de las técnicas de uso frecuente en el modelado
de series temporales, sin discutir los principales resultados matematicos que
los justifican, mas alla de los presentados en capitulos anteriores.

4.1. Preprocesado: estacionaridad y estacio-
nalidad

Para modelar una serie temporal z1, ..., z, mediante un modelo ARMA
de ordenes p y ¢ tienen que ser asumibles ciertas condiciones. Como ya cono-
cemos, los modelos ARMA son estacionarios. Esto quiere decir que si quiero
modelar una serie temporal mediante un modelo ARMA, la serie no puede
presentar tendencia en media o en varianza. En caso contrario tenemos que
aplicar a la serie alguna transformacion para conseguir la estacionaridad. Un
procedimiento habitual es diferenciar la serie. El operador de diferencia V
funciona de la siguiente manera. Si lo aplicamos una vez al proceso X, es
decir, aplicamos una diferenciacién, obtenemos

VXt = Xt - thl - (1 - B)Xt,

donde B es el operador de retardo definido en el Capitulo 1. Si lo aplicamos
J veces obtenemos
VX, = (1 - B)X;.

Algunas de sus propiedades son V/X; = V(V/71X;) y V'X; = X;. La dife-
renciacion puede corregir algunas formas de no estacionaridad. Por ejemplo,
si X; un proceso formado por una parte ARMA, X, y una parte con tenden-
cia lineal, es decir, N

Xy = Xy + ut,

y aplicamos una diferenciacién entonces obtenemos

V)N(t = )N(t - )?tfl =p+ X — X,
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que es un proceso estacionario. Si en vez de tener tendencia lineal fuera
cuadratica, es decir,

e 2

Xt = Xt + ,ut s

donde X; es un proceso ARMA aplicaremos dos diferenciaciones. Con la
primera diferenciacién obtenemos

V)A(it = /,L<2t — 1) =+ Xt — Xt717
y con la segunda
VX, = 2+ X, = 22X, 1 + X, o,

que es estacionario, como ocurria en el primer ejemplo.
Una tarea, de la cual no hablamos en esta memoria, es tratar de encontrar
el grado de diferenciacién apropiado que nos lleve a un proceso estacionario.

Por la discusion inicial en el Capitulo 2 sabemos que la funcién de autoco-
varianza de un proceso con componentes estacionales, es decir, un proceso de
la forma (2.1) no tiene densidad espectral porque su funcién de distribucién
es de salto. Ademas, si tenemos dos procesos estacionarios independientes,
su suma tiene como funciéon de autocovarianza la suma de las funciones de
autocovarianza de cada proceso. Entonces si a un proceso ARMA le sumamos
una componente estacional independiente, el resultado no tendra densidad
espectral porque el proceso ARMA si tiene pero la componente estacional no.
Luego si queremos modelar una serie temporal mediante un proceso ARMA
tenemos que desestacionalizarla, es decir, eliminar las componentes estacio-
nales. El periodograma, que trataremos més adelante en esta seccion, es una
herramienta 1itil para este fin. Tal como veremos el periodograma (suaviza-
do) es un estimador consistente de la densidad espectral. Los puntos de no
diferenciabilidad de la funcién de distribucién espectral asociados a la presen-
cia de componentes estacionales producen ’picos’ en el periodograma y esto
ayuda a encontrar el tipo de diferenciacion estacional que debemos aplicar.
El operador de diferenciacion estacional de orden d, V4, se define por

Va(X)) = X; — Xi_g= (1 - BHYX,,

donde B es el operador de retardo definido en el Capitulo 1. Un ejemplo sobre
como desestacionalizar una serie es el siguiente. Sea X; una serie mensual
formada por una parte ARMA, X, y otra parte con periodicidad anual, es
decir, de la forma

X; = X; + Acos <%t> , (4.1)
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donde A es una constante. Como la serie es mensual y la parte estacional tiene
periodicidad anual, el proceso se repite cada 12 meses y entonces tenemos que
aplicar una diferenciacién estacional de orden 12. Asi obtenemos un proceso

Via (X)) = Xy — X1,

en el que hemos eliminado la componente estacional, por lo que puede ser
modelado por un proceso ARMA.

4.1.1. Periodograma

La palabra periodograma fue inventada por Arthur Schuster en 1898. Ori-
ginalmente se utilizé para detectar y estimar la amplitud de una componente
sinusoidal, de frecuencia conocida, ’enterrada’ en ruido (ver [3], pdgina 35).

En principio el periodograma se plantea como un estimador de la densidad
espectral pero en esta subsecciéon veremos que no es un estimador consisten-
te. Una manera de solucionar este problema es promediando las estimaciones
del periodograma (periodograma suavizado).

El periodograma de una secuencia de observaciones x,...,x, consiste

. . . /

simplemente en su transformada discreta de Fourier. Sea x = [z1,...,x,]

el vector de valores complejos formado por las observaciones. Se definen las
frecuencias de Fourier como

2k
W = —,
n
con 1
kGFn:{jEZ:—W<wj§7r}:{_ {n; }”[g}}
donde [y] denota la parte entera de y. Correspondientemente, sean

1 . : .
e = NG [exp(iwy ), exp(2iwy), - . . ,exp(niwg)]’, k € F,

vectores ortonormales que forman una base de C". Entonces podemos expre-

sar el vector  como
[n/2]

xr = Z (€, (4.2)
s=—[(n—1)/2]
donde los coeficientes a se obtienen multiplicando a ambos lados de esta
igualdad por €}, y utilizando que los {e;} forman una base ortonormal. Luego
ap = epr = \/iﬁ > xrexp(—itwy). La secuencia {ax} es conocida como la
transformada discreta de Fourier de {xy,...,x,}.
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Definicién 4.1.1. Se define el periodograma de {z1, ..., x,} como la funcién
2

L\ = % (4.3)

Z xp exp(—itA)
t=1

Ahora bien, si A es una de las frecuencias de Fourier, entonces I, (wy,) = |az|”
y, a partir de la ecuacién (4.2) y utilizando que {ex} es una base ortonormal
obtenemos

n [n/2] [n/2]
Dolwlf=ar= 3 alf= Y Lw).
t=1 k=—[(n—1)/2] k=—[(n—1)/2]

El valor del periodograma en la frecuencia wy, es por lo tanto la contribucion
a esta suma de cuadrados del término agey, de la 'frecuencia wy’ en (4.2).

En la siguiente proposicién veremos que el periodograma de una secuencia
de observaciones z1,...,x, se puede escribir en términos de la funcion de
autocovarianza muestral que se define como

n—|h|

A(h) = n! Z (xt+|h| — ) (2 — Tn)

t=1
donde T, = n ' (xy + x9... + x,) es la media muestral. Esta forma de es-

cribirlo nos ayudara a compararlo con la densidad espectral de un proceso
estacionario.

Proposicién 4.1.2. Si zq,...,z, son nimeros reales y wy es una frecuencia
de Fourier distinta de cero, entonces

In(wy) = Z Y(h) exp(—ihwg), (4.4)
|h|<n
donde 4(h) es la funcién de autocovarianza muestral de z1, ..., z,.

Demostracion. Por la definicion 4.1.1,

2
1 1 — n
In = - = — —1t s ) .
(wk) - " ;1 xp exp(—itwy) ;1 xs exp(iswy)

Z xy exp(—itwy)
t=1

Ahora Y} | exp(—itwy) = > -, exp(iswy) = 0 si wy # 0 y entonces

n n

L(we) — % S5 (= 7w, — T) expl—ilt — s)e)

t=1 s=1

- Z 5 (h) exp(—ihwy).

|h|<n
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La similitud entre (4.4) y la densidad espectral de un proceso estacionario
o0
con 3= (R < oo,

o0

> y(h)exp(—ih)), A€ (—m, 7],

=—0Q

1
o

fF)

In(N)

2

sugiere que se puede emplear como estimador de la densidad espectral

f).

Para una gran clase de series temporales { X;} con densidad espectral es-
trictamente positiva, se puede mostrar que para frecuencias fijas \1,..., A\,
tal que 0 < A\ < ... < A\, < 7, la funcién de distribucion conjunta
F.(zy,...,2,) delos valores del periodograma (1,,(A1), ..., I,(\y)) converge,
cuando n — oo, a F(z1,...,x,), donde

N Y
0, en otro caso.

Por lo tanto para n grande las ordenadas del periodograma (I,,(A;),. ..,
I,(A\)) son aproximadamente distribuidas como variables aleatorias expo-
nenciales independientes con medias 27 f (A1), . .., 27 f(\,), respectivamente.
En particular, para cada A € (0,7) fijoy € > 0,

P(|I,(A\) —27f(\)| >€) - p>0, cuandon — oo,

asi que la probabilidad de una estimacion del error mas grande que € no puede
hacerse arbitrariamente pequena eligiendo un n suficientemente grande. Por
lo tanto, I,,(A) no es un estimador consistente de 27 f(\), pero podemos
‘'suavizarlo’ para que si lo sea. Esto se consigue promediando las estimaciones
del periodograma en un pequeno intervalo de frecuencia que contenga A bajo
ciertas condiciones que exponemos a continuacion.

Definicién 4.1.3. El periodograma suavizado es

FO) = = ST Wali)Lulg(n. \) + 2mj/n), (45)

donde los anchos de banda m,, satisfacen m,, — ooy m,,/n — 0 cuando n —
00, v las funciones de peso W,(-) satisfacen W,,(j) = Wyo(—7), W.(j) > 0
para todo j, >, Wali) = 1, ¥ 3 1<m. W2(j) — 0 cuando n — oo, y
g(n, A) es el multiplo de 27 /n més cercano a A.
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Las condiciones de {m,} significan que, cuando n crece, el nimero de
términos en el promedio ponderado (4.5) tiende a infinito mientras que el
ancho de frecuencia sobre el cual se toma el promedio tiende a cero. Las con-
diciones de {W,(-)} aseguran que la media y la varianza de f(\) converjan,
cuando n — 00, a f(\) y 0, respectivamente. Como consecuencia, con las
condiciones anteriores f(\) — f(A) en probabilidad si n — co.

En la practica, cuando el tamano de muestra n es un numero finito fi-
jo, la eleccién de {m,} y {W,(-)} implica un compromiso entre lograr un
sesgo pequeno y una varianza pequena para el estimador f (A\). Una funcién
de peso que asigna pesos aproximadamente iguales a una amplia banda de
frecuencias producird una estimacién de f(\) que, aunque uniforme, puede
tener un gran sesgo, ya que la estimacién de f(\) depende de los valores de I,
en frecuencias distantes de A. Por otro lado, una funcién de peso que asigna
la mayor parte de su peso a una banda de frecuencia estrecha centrada en
cero proporcionara un estimador con un sesgo relativamente pequeno, pero
con una varianza mayor. En la practica, es aconsejable experimentar con un
rango de funciones de peso y seleccionar el que parece lograr un equilibrio
satisfactorio entre el sesgo y la varianza.

Para entender mejor el funcionamiento del periodograma, vamos a aplicar
estos resultados con un ejemplo. Supongamos que tenemos un proceso AR(1)
de la forma

X, —08X;_1 = Z;,

con {Z;} ~ WN(0,1). Por el teorema 2.2.2 del Capitulo 2 tenemos que el
proceso {X;} tiene densidad espectral

1 1
f) = —|1—08exp(—i\)|? = =—(1 —1,6cos()\) +0,64))"
2 27
1

27(1,64 — 1,6 cos(N))

Primero, en la figura 4.1, representamos el periodograma con diferen-

tes tamanos muestrales (n=10, n=100, n=1000, n=10000, respectivamente).
Observamos que a medida que aumentamos el tamano de la muestra, se pro-
ducen mas oscilaciones en el periodograma.
Ahora representamos los periodogramas en crudo y suavizado junto con la
densidad espectral para comprobar si son buenos estimadores (figura 4.2).
Los graficos se han realizado con tamano muestral n=10000. En el primer
grafico esta representado el periodograma en crudo de la serie (color negro)
y la densidad espectral (color rojo). Se puede observar que el periodograma
en crudo tiene oscilaciones consecuencia del caracter exponencial.
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En cuanto se suaviza el periodograma (segundo grafico), observamos como el
periodograma suavizado (color negro) se aproxima, quizé no tan répido co-
mo era esperable, a la densidad espectral (color rojo). En todo caso, es claro
que el suavizado no presenta tantas irregularidades como el periodograma en
crudo y nos ofrece una mejor estimacién de la densidad espectral.

Smoothed Periodogram
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Figura 4.3: Periodograma suavizado

Ahora generamos una serie que tenga una frecuencia de periodo 12 y re-
presentamos su periodograma suavizado en la figura 4.3. Observamos que el
periodograma detecta esta frecuencia (’pico’). Esto nos anuncia que tenemos
que desestacionalizar la serie aplicando el operador de diferencias en esta
frecuencia.

Las siguientes secciones las dedicaremos a estudiar inferencia en modelos
ARMA sobre datos que ya han sido preprocesados de forma que podemos
suponemos que hay estacionaridad y ausencia de componentes estacionales.
Ademds, asumiremos que los datos estan centrados (si la media de los datos
observados no es cero, corregimos centrando con la media muestral). Empe-
zaremos con la estimacion preliminar de los parametros.

4.2. Estimacion preliminar

En esta seccion, vamos a considerar dos técnicas para la estimacién preli-
minar de los pardmetros {¢;,i = 1,...,p}, {0;,i =1,...,q} y 0% a partir de la
observacion de x1, ..., z,, que supondremos parte de una realizacién del pro-
ceso causal ARMA (p,q) definido por ¢(B)X; = 0(B)Z;, {Z;} ~ WN(0,c?).
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El objetivo de estas dos técnicas es aplicar un procedimiento simple que nos
proporcione buenos valores iniciales para calcular el estimador maximo ve-
rosimil en la forma que se describe mas adelante.

El primer procedimiento que se describe se llama la estimaciéon de Yule-
Walker y se aplica para el ajuste de modelos autorregresivos. El segundo
procedimiento estda basado en el algoritmo de innovaciones y es valido en
general, también cuando existe una parte de media mévil.

4.2.1. Estimacién de Yule-Walker
Sea {X,} un proceso autorregresivo de orden p, es decir,
X =01 Xo1— 0 =0 Xy = 74 (4.6)

donde {Z;} ~ WN(0,0%) y ¢1,...,6, son constantes. Si asumimos causali-
dad podemos escribir X; = 77 (1;Z; j, donde ¥(2) = > 72127 = ¢(1z).
Entonces

E (Xt|X1, e 7Xt—1) == ¢1Xt—1 + P —|— prXt—p + E (Zthl, . 7Xt—1)
= 01 X1+ Xy,

es decir, ¢1,..., ¢, son los coeficientes de Pgpx,
lo estudiado en el Capitulo 3, satisfacen

o® =7(0) — ¢y,

y las ecuaciones de Yule-Walker

X,_1}X¢ ¥y, de acuerdo con

-----

Fp¢ = Vp>
donde
[ (0) (1) 7(2) v(p—1) ]
(1) 7(0) v(1) v(p —2)
r,=| 72 (1) 7(0) 1p=3) |,
p—1) -2 A(p—3) 2(0) |
I 1 | I 7(1) |
®2 ’7(2)
s O = v(3)
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Entonces dadas las observaciones x1,...,z, podemos calcular su vector y
matriz de covarianzas muestrales,

[ (L) ] A0 A AR A1) ]
3(2) W) A0 A A-2)
=B | vy D=] 2 A1) A0 A(p - 3)
| 3(0) -1 A-2) Ap-3) - 50 |

y, si I', es no singular, podemos obtener las estimaciones preliminares de ¢
y 02 a partir de las ecuaciones

6" = 4(0) = ¢4,
Estas se pueden resolver de forma recursiva, como se describié en el Capitulo
3.

Se pueden formular ecuaciones parecidas para modelos ARMA (p,q) con
q > 0 pero el resultado son ecuaciones no lineales en los coeficientes desco-
nocidos y, por lo tanto, no se utiliza este procedimiento en este caso.

4.2.2. Estimacién basada en el algoritmo de innovacio-
nes

Segiin se ha visto en el Capitulo 3 (ecuacién (3.15)), si X; es un proceso
de media mévil de orden ¢ de la forma

Xt - Zt + 012,571 + ...+ qutfq

con {Z;} ~WN(0,0%) y b6y,...,0, constantes, entonces
X1 = Z‘gn,j(Xn+1—j - Xn+1—j).
j=1

Podemos interpretar que X, 1_; — An+1_j es una ‘estimacion’ de Z,;1_; y
tomar entonces los coeficientes 0, ; como estimadores de ¢;. En realidad, los
coeficientes 6, ; no son conocidos, por lo que debemos estimarlos. Para ello
se aplica el algoritmo de innovaciones, descrito en el Capitulo 3, a partir de
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las covarianzas muestrales. Se obtienen de esta forma los coeficientes.

Este algoritmo también se puede utilizar para estimar cuando p > 0.
Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) causal de media cero, ¢(B)X; = 0(B)Z;,
{Z:} ~ WN(0,0%). Por ser causal podemos escribir X; = >3 4,7, ;,

satisfaciendo

=1,
wo min(j,p) . (47>
¢j_9+z ¢2¢]—Z? j:1727

y por convencién, 6; = 0 para j > qy ¢; = 0 para j > p. Sea m un

entero grande tal que m < ny m-n~Y3 — 0. Para estimar 11, ..., ¢,

podemos utilizar las estimaciones de innovacioén 0,1, ..., 0p p1q a partir de

las covarianzas muestrales. Reemplazando ; por 6,,; en (4.7) y resolviendo
las ecuaciones resultantes,

min(j,p)
Omj =0;+ D Gibmji j=12,....p+q, (4.8)
i=1
obtenemos estimaciones iniciales de los coeficientes ¢ = (¢1,...,¢,) vy 0 =
(01,...,0,)". Para resolver estas ecuaciones primero debemos hallar la esti-

maciéon de ¢ a partir de las ultimas p ecuaciones,

€m7q+1 Agm,q 971%(1—1 T Qm,qﬂ—p b1
0m,q+2 . Hm,q—‘rl Hm,q o 9m,q+2—p ¢2

. - . . . . 9
9m7q+p 9m,q+p—1 9m,q+p—2 e Qmﬁq ¢p

donde hemos utilizado que ¢; = 0 para j > ¢. Una vez obtenida la solucién

del sistema, ngS, (quiza no causal), la estimacion de 6 se obtiene de las primeras
q ecuaciones de (4.8) sustituyendo ¢ por su estimacion ¢, es decir,

J
T T S
=1
2

La estimacién de la varianza ¢? del ruido blanco es 62 = 4,,, obtenido del

algoritmo de innovaciones.

Estos dos algoritmos tienen una diferencia importante. Mientras que pa-
ra un proceso autorregresivo AR(p) los estimadores de Yule-Walker qﬁ son
estimadores consistentes de ¢ cuando n tiende a infinito, para un proceso de
media mévil MA(q) el estimador 6 no es consistente para 0. La condicién para
que si lo sea es que m sea un entero grande tal que m <ny m-n~/3 — 0.
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4.3. Estimacion de maxima verosimilitud

La estimacion de maxima verosimilitud es el método en el que para es-
timar los parametros se maximiza la funcién de verosimilitud. Aqui descri-
bimos como utilizar este método para estimar los parametros en una se-
rie temporal Gaussiana {X;} con media cero y funcién de autocovarianza
k(i,j) = E(X;X;). Asumimos que observamos los primeros n instantes de la
serie X, = (X1,...,X,)" y denotamos por X, = (Xl, o ,Xn)’ los predicto-
res de un paso de los que hemos hablado en el Capitulo 3,

5 0, sin=1,
" E(X| Xy, Xp1) = Pay X, sin=23,...

Sea I',, = F(X,X,') la matriz de covarianza que suponemos no singular.
Entonces la verosimilitud se puede escribir en términos del vector de medias
y de la matriz de covarianzas y, como la serie es centrada, tenemos que la
verosimilitud de X,, es

1
L(T,) = (27)™%(det T,,) "% exp (—axn’rglxn) : (4.9)

Para poder evaluar esta funcién es necesario calcular T',, y su inversa I, ! pe-
ro podemos evitar el calculo directo reescribiendo la verosimilitud en térmi-
nos de los errores de prediccion de un paso X; — Xj y sus varianzas v;_i,
7 =1,...,n, los cuales se calculan recursivamente a partir del algoritmo de
innovaciones descrito en el Capitulo 3 (ver subseccién 3.0.2). Utilizando la
notaciéon de la subseccién 3.0.2 tenemos que

Xy = Cp(Xy — Xin). (4.10)

Recordamos del Capitulo 3 que las componentes de X, —X,, son incorreladas.
Entonces por la definicién de v; tenemos que la matriz de covarianzas de
X, — Xn es

D,, = diag{vo,...,vp_1}

Entonces por (4.10) tenemos que I',, = C,,D,,C!, y, por lo tanto,

A~ A~ X - X
X' T, Xy = (X = Xn)' D (X = X)) = > & =X

det T, = (det C,,)*(det D,,) = vovy - - - Uy _1,
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(recordamos que det C,, = 1). Entonces la verosimilitud de X, (4.9) se reduce

n

L(T,) = ¢(27r)nvlo —— o (—% > M) . (4.11)

P

La expresion (4.11) reduce el problema de evaluar la verosimilitud a la eva-
luacién de los predictores, X i, v las varianzas de los errores de prediccion, vj,
a partir de los datos observados y los parametros. En el caso de los modelos
ARMA (p,q) esto puede hacerse mediante la forma especializada del algoritmo
de innovaciones descrito en la Seccién 3.1, es decir,

X = Z?:1 an(XnH—j - n+1—j)7 A 1<n<m,
Clen +.ooF Cprn-i-l—p + 231'21 9nj<Xn+1—j - n+1—j)v n > m,

Y Un = B(Xnp1 — Xnp1)? = 02E(W,py — Wyy1)? = 621, donde 6,,; y 7, se
hallan a partir del algoritmo de innovaciones con & en (3.12) y m = max(p, q).
Entonces sustituyendo en (4.11) la verosimilitud de X,, quedaria

1 1 (X, — X;)?
L(¢,0,0% = exp | —=—= - )
(@ ) V (2mo2) g -y P ( 20° ; Tj-1 )

donde ¢ = (¢1,...,¢,) y 0 = (6h,...,6,) son los vectores de coeficientes
autorregresivos y de media moévil. A partir de esta funcion obtenemos la
log-verosimilitud, es decir,

1(¢,0,0%) = InL(¢,0,0%)

Jj=1 Jj=1

Para ¢ y 6 fijados y notando que X ; v r; son independientes de o2, maximi-
zamos en o2 la funcién

1 o (X5 - Xj)Q n 2
- — =1
952 ; i no

2

obteniendo que el estimador de maxima verosimilitud de o2 es
6* =n""5(0,0),

donde . .
S(¢,0) =) X=X (4.12)

=1 il
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Los estimadores de méxima verosimilitud ¢ y 6 son los valores de ¢, 6 que
minimizan

1(¢,0) =In(n"15(¢,0)) + n~ Zlmﬂ (4.13)

Esta funcion es no lineal por lo que su optimizacion requiere métodos de
optimizacién numérica que estan fuera del objetivo de esta memoria. Por
esta razén es importante contar con buenos estimadores preliminares.

Una forma alternativa de obtener los estimadores es la estimacién de
minimos cuadrados. Los estimadores de minimos cuadrados gg y 6 de oyo
se obtienen minimizando la funcién (4.12) en lugar de (4.13), y el estimador
de 02 es 52 = 2&0)

—p—q’

Los estlmadores de maxima verosimilitud, bajo ciertas condiciones, tienen
algunas propiedades estadisticas. Si el proceso es causal e invertible entonces
el estimador 5 ((b, ) formado por las estimaciones de maxima verosimilitud

de 5 = (¢, 0) es consistente y asintéticamente normal, es decir,

V(B —B) = N(0,V(B)),

donde la matriz de covarianza V(f3) se puede estimar de forma consistente.

4.4. Diagnoéstico y validacion

La bondad de un modelo estadistico ajustado a un conjunto de datos se
puede valorar comparando valores observados con valores predichos a par-
tir del modelo ajustado. Si el modelo ajustado es apropiado, entonces los
residuales, definidos como

~

T Xt - Xt(qgvé)

Wt— —, tzl,...,n,
Tt—l(gbve)

deben comportarse de una manera consistente con el modelo, es decir, deben
tener propiedades similares a las de la secuencia de ruido blanco

X, — X, (0,0
Wt((b,e):—t : (&, ), t=1,...,n.
Ti—1 ((b? 9)
Entonces, si el modelo es correcto esperamos que los residuales reescalados,
N 11
Rt: t’ t:17...,n,

o
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donde ¢ = \/ <Z?:1 Wf) /n es la estimacién de la desviacion esténdar del

ruido blanco, tengan propiedades similares a las de una secuencia W N(0, 1)
o de una secuencia i.7.d.(0, 1) (independientes e igualmente distribuidas de
media cero y varianza uno) si asumimos que el ruido blanco {Z;} del pro-
ceso ARMA es ruido blanco independiente. Las siguientes comprobaciones
de diagnéstico se basan todas en las propiedades esperadas de los residua-
les o residuales reescalados bajo la suposicién de que el modelo ajustado es
correcto y que {Z;} ~ i.i.d.(0,0?).

La grafica de {Rt,t =1,...,n}

Si el modelo ajustado es apropiado, entonces el grafico de los residuales
reescalados {Rt,t = 1,...,n} debe parecerse al de una secuencia de ruido
blanco con varianza uno. En el grafico, la media es cero si observamos que el
error se mueve en torno al valor cero y la varianza es constante si no obser-
vamos fluctuaciones cuya magnitud dependa fuertemente de ¢.

El siguiente paso es verificar que la funcién de autocorrelacién muestral
de {W;} (o de manera equivalente de {R;}) se comporte como deberia bajo
el supuesto de que el modelo ajustado es apropiado.

La funcion de autocorrelacion muestral de los residuos

Para n grande, las autocorrelaciones muestrales de una secuencia Y7, ...,
Y,, independiente e igualmente distribuida con varianza finita son aproxima-
damente independientes e igualmente distribuidas con distribucién N (0, 1/n).
Entonces rechazaremos la hipdtesis de ruido i.i.d. si el 5% de las autocorre-
laciones muestrales de los residuales quedan fuera de los limites +1,96//n o
si uno cae muy lejos de los limites.

Prueba de aleatoriedad de los residuos

Esta prueba consiste en comprobar si se verifica la hipdtesis de que los re-
siduos son valores observados de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas. Existen muchas pruebas de aleatoriedad de los residuos
pero en esta memoria solo vamos a exponer el test portmanteau y su variante
de Ljung-Box, una prueba basada en ajustar un modelo autorregresivo y la
prueba de normalidad. Otras son la prueba de punto de inflexion, la del signo
de diferencia y la de rango. La estrategia general al aplicar estas pruebas es
verificarlas todas pero, como a medida que aumenta el nimero de pruebas la
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probabilidad de que al menos una rechace la hipétesis nula cuando es verda-
dera aumenta, no se debe rechazar necesariamente la hipétesis nula si alguna
prueba no la verifica.

El test portmanteau

Consideramos el estadistico
h
Q=n)Y_ (),
j=1

donde 4(j) son las autocorrelaciones muestrales. Si Y7, ..., Y, es una secuen-
cia de variables independientes e igualmente distribuidas con varianza finita,
Q se distribuye aproximadamente como la suma de cuadrados de las varia-
bles aleatorias independientes N(0,1), \/np(j), j = 1,...,h, es decir, como
chi-cuadrado con h grados de libertad. Entonces rechazamos la hipotesis en
el nivel a si Q@ > x%_,(h), donde x7__(h) es el cuantil 1 — a de la distribu-
cién chi-cuadrado con h grados de libertad. Existe un refinamiento de esta
prueba, formulado por Ljung y Box a finales de la década de los 70, en la
que () se reemplaza por

B ~ )
Qi =n(n+2) Z .

n—17

cuya distribucién se aproxima mejor por la distribucién chi-cuadrado con h
grados de libertad.

Ajustando un modelo autorregresivo

Una prueba adicional es adaptar un modelo autorregresivo a los datos
usando el algoritmo Yule-Walker y elegir el orden que minimiza la estadistica
AICC que se describe en la Seccién 4.5. Un orden seleccionado igual a cero
sugiere que los residuos son ruido blanco.

Prueba de normalidad

Si el proceso de ruido es Gaussiano, es decir, si todas sus distribuciones
conjuntas son normales, se pueden extraer conclusiones més sélidas cuando
se ajusta un modelo a los datos. La siguiente prueba nos permite verificar
si es razonable suponer que las observaciones de una secuencia de varia-
bles independientes e igualmente distribuidas son también Gaussianas. Sean
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Yo) < Yy < ... < Y, las estadisticas de orden de una muestra alea-
toria Yi,...,Y, de la distribucién N(u,0?). Si X1y < X < ... < X
son las estadisticas de orden de una muestra N(0,1) de tamano n, entonces
EY) = p+ omy, donde m; = EX(;, j = 1,...,n. El grafico de los pun-
tos (m1,Yn)), ..., (Mn, Yim)) se llama grafica qq-Gaussiana. Si la suposicién
normal es correcta, la grafica qq-Gaussiana deberia ser aproximadamente li-
neal. En consecuencia, la correlacién al cuadrado de los puntos (ms,Y;),
1 =1,...,n, debe estar cerca de uno. Por lo tanto, se rechaza la asuncién de
la normalidad si la correlacién al cuadrado R? es suficientemente pequeiia.
Si aproximamos m; por ®~!((i—.5)/n), entonces R? se reduce a

(Z?:1<Y(i) — 7)(1)*1(2‘;.5 )2
S (Yo —Y)? Z?:l(q)ﬂ(i;ﬁ))z

donde Y = n~(Y;+...+Y,). Los puntos porcentuales para la distribucién de
R?, asumiendo la normalidad de los valores muestrales, son dados por Shapiro
y Francia en los anos 70 para tamanos de muestra n < 100. Para valores
mayores de n se puede utilizar la prueba Jarque-Bera para la normalidad
n[m3/(6m3) + (ma/m3 —3)?/24], donde m, = 377, (Y; —Y)"/n, se distribuye
asintéticamente como x?(2) si {Y;} ~ i.i.d.N(u, 0?). Esta hipStesis se rechaza
si la estadistica es suficientemente grande (en el nivel « si el valor p de la
prueba es menor que «).

R? =

4.5. Seleccion del orden

Una vez que podemos ajustar una serie {X;} por un modelo ARMA de
media cero, tenemos que seleccionar los valores apropiados para los 6rdenes

pyq.

Es un hecho general en estadistica que el ajuste de un modelo a los da-
tos mejora, aparentemente, cuando aumenta la complejidad del modelo. Esta
mejora aparente puede conducir, sin embargo, a un deterioro de la capacidad
predictiva del modelo estadistico. Este es un principio general, aplicable tam-
bién al modelado de series temporales. Por simplicidad, vamos a tratar de
explicar esta idea en el contexto més sencillo de regresiéon. Supongamos que
(Y1, X1), ..., (Yn, X,) son unas observaciones iid de un par (Y, X) con Y € R
vy X € R¥, y queremos predecir Y a partir de X. La mejor prediccién posible
en el sentido de que se minimice el error cuadratico medio F(Y — f(X))? es

f3(X) = E(Y]X).
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Esta funcién no es facil de estimar asi que podemos buscar f en una clase
F, es decir,

f=argminE(Y — f(X))%
feF

Esta funcién f no puede ser mejor que fz luego
e(F)=E(Y - f(X))? = E(Y - fp(X))* 2 0

donde £(F) se denomina el exceso de riesgo asociado a la clase F. Ahora
estimamos f a partir de (Y7, X4),. .., (Y,, X,,) mediante

n

T, = argmin— 3 (Vi — F(X0)2

fer M4
Entonces se puede comprobar que
E(Y - f,(X))* = B(Y — f3(X))?

< V/nE (sup

ferF

n

LSO - X)) - B(Y — (X))

)

=1
se puede considerar como un término de varianza mientras que a ¢(F) nos
referimos como término de sesgo. Si escogemos una clase F' pequena tenemos
menos opciones de encontrar una funcién que se aproxime a fg y, por lo
tanto, mas probabilidad de que el término de sesgo sea grande. Pero tampoco
es conveniente que la clase F sea grande porque aumentaria el término de
varianza.

En general, en cualquier contexto estadistico, hay que limitar la comple-
jidad de los modelos que consideramos para evitar un sobreajuste. Para ello,
necesitamos introducir un ”factor de penalizacion”. Los siguientes criterios
estan basados en esos factores de penalizacién. El Criterio de FPE, del inglés
'Final Prediction Error’, desarrollado por Akaike en los anos 70 (ver [1], pagi-
na 301) para seleccionar el orden apropiado de un proceso AR para ajustar
una serie temporal {Xi,..., X, }, se basa en la idea de escoger el modelo
para {X;} de forma que se minimice el error cuadratico medio de un solo
paso cuando el modelo ajustado a {X;} se usa para predecir una realizacién

>+5(.7-"),

(esta es la ecuacién (2.2), pagina 204 de [1]). El término

n

LS - X)) - BY — f(X0)?

n <
=1

VnE (sup

feFr
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independiente {Y;} del mismo proceso que generé {X;}. El orden se obtiene
eligiendo el valor de p que minimice

FPE, =52 P
n—p

Observamos que si tomamos o6rdenes p altos, el criterio de FPE aumenta.

Otro criterio mas general también desarrollado por Akaike es el Criterio
de Informacién de Akaike (AIC) (ver [1], pagina 302). Consiste en elegir el
valor de p y ¢ que minimice

Sx(B)

n

AIC(B) = —2In Ly (5, )+2(p+q+ 1),

donde Sx es la funcién (4.12) y 5 = (¢,0) si el proceso ARMA(p,q) esta
descrito por las ecuaciones ¢(B)X; = 6(B)Z,;. El factor de penalizacién de
este criterio es 2(p+¢+ 1) que no tiene en cuenta el nimero de observaciones
del modelo. Por ello, Hurvich y Tsai (ver [1], pagina 302) crearon una versién
corregida por sesgo de este criterio conocida como AICC. Para aplicar el
criterio de AICC se elige el valor de p y ¢ que minimice

p S2Y 2o tat

AICC(B) = —2In Ly (

n n—p—q—2
. ., 2 1 . /.
El factor de penalizacion en este caso es %, que es asintoticamente

equivalente al de AIC cuando n — oo pero para los modelos de orden grande
tiene una penalizacién més extrema, lo que contrarresta el sobreajuste del
AIC.Tanto AIC(,02) como AICC(,0?) se pueden definir para o2 arbitrario
reemplazando Sy (/3)/n en las definiciones anteriores por o?. Los estudios de
Monte Carlo (ver [1], Capitulo 9, pagina 304) sugieren que el AIC tiende a
sobreestimar p en el ajuste de los modelos AR.

Existen otros métodos de penalizacién para seleccionar el orden de un
modelo ARMA (p,q) como, por ejemplo, el Criterio de Informacién Bayesiano
(BIC) definido por Akaike (ver [1], pagina 304) como

52
BIC = (n—p—q)ln<L>+n<1+ln\/2w>
n—p—4g
E?—le_n&Z)
+p+qln< = )
(p+4q) s

para un proceso ARMA(p,q) causal e invertible de media cero, donde 62 es
la estimaciéon de méaxima verosimilitud de la varianza del ruido blanco. La
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seleccién de orden para un proceso AR minimizando el BIC no es asintoti-
camente eficiente (paginas 304-305 de [1]) y, por ello, no incluimos nada més
sobre este procedimiento.

Por otra parte, existen métodos menos generales para la seleccion del or-
den de un modelo adecuado para los datos.
En el caso de los modelos autorregresivos, si tenemos { X;} un proceso causal
AR(p) y ajustamos un modelo con orden m > p utilizando las ecuaciones
de Yule-Walker, entonces el iltimo coeficiente del vector ngSm tiene aproxima-
damente una distribucién N(0,1/n). Como las autocorrelaciones parciales
Gmm, m > p, son cero, si un modelo AR(p) es apropiado para los datos,
entonces los valores qgkk, k > p, deberian ser compatibles con las observacio-
nes de la distribucién N(0,1/n). En particular, para k > p G caerd en los
limites +1,96n~/2 con una probabilidad cercana a 0,95. Esto sugiere utilizar
como un estimador preliminar de p el valor m mas pequeno de manera que
’ngk’ < 1,96n~12 para k > m.
En el caso de los modelos de media mévil, una estimacion preliminar del
orden ¢ se obtiene tomando el valor mas pequenio de m tal que p(k) no
es significativamente diferente de cero para todo k > m (en la préctica se
interpreta como mayor que 1,96/+/n en valor absoluto), ya que las autocorre-
laciones p(m) de un proceso MA(q) son cero si m > ¢. Si ademds examinamos
los vectores de coeficientes ém, m = 1,2,..., podemos obtener estimaciones

~

preliminares 6,1, ..., 0, de los coeficientes del algoritmo de innovaciones.

Al inspeccionar los coeficientes estimados 0,1, ..., Opnm para m = 1,2,... y
la relacién de cada estimacion del coeficiente 6,,; a 1,96 veces su desviacién

, 2
—1A /
I 02 , podemos ver cudles de las

estdndar aproximada o; = n~1/2 (Zi:o 2.
estimaciones de los coeficientes son significativamente mas diferentes de cero,
estimar el orden del modelo que se ajustard como el mayor retardo j para el
cual la relacién es mayor que 1 en valor absoluto, y al mismo tiempo leer los

valores estimados para cada uno de los coeficientes.
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Conclusiones

La infinidad de series temporales aparecidas en diversos campos cientifi-
cos ha hecho necesario el desarrollo de modelos matematicos apropiados que
nos permitan reproducir el comportamiento de la serie para predecir valores
futuros. En esta tarea, los procesos estacionarios tienen un papel fundamen-
tal. La permanencia en el tiempo de su estructura probabilistica posibilita
que se empleen como modelos en los que una observacién prolongada puede
conducir a un aprendizaje consistente, es decir, a una estimacién consistente
de los parametros del modelo.

En este trabajo se han estudiado algunos de los resultados tedricos mas
importantes de estos procesos. El marco de trabajo es el del espacio de va-
riables con cuadrado integrable. La estructura de Hilbert de estos espacios
ha permitido manejar facilmente conceptos como el de proyeccién ortogo-
nal sobre subespacios. Las proyecciones sobre ciertos subespacios son en este
contexto las principales herramientas de prediccion.

Entre los resultados principales estudiados, destacamos las caracteriza-
ciones de la funciéon de autocovarianza, en especial el Teorema de Herglotz,
que conecta con la teoria espectral. La funcién de autocovarianza determina
completamente la dependencia temporal de un proceso centrado, Gaussiano
y estacionario, lo que permite restringir el modelado a el de la funcién de
autocovarianza.

Por otra parte, se ha estudiado la importancia de los modelos ARMA
que permiten aproximar cualquier proceso regular con un error pequeno. Por
ello, se ha especificado un procedimiento general para seleccionar el modelo
ARMA mas adecuado para realizar prondsticos de valores futuros de una
serie temporal.

El modelado de series temporales no se limita al uso de modelos ARMA,
sino que en el andlisis de datos temporales se emplean muchos otros modelos
no considerados en esta memoria (modelos ARCH, GARCH, dependencia
larga, etc). Con todo, el conocimiento adquirido sobre la teoria de procesos
estacionarios y de modelos ARMA es una herramienta 1util para el manejo
futuro de nuevas técnicas de analisis de series temporales.

33
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