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Introduccion

En el Trabajo Fin de Grado que presentamos se aborda el estudio de los métodos
de Gauss-Legendre para la integracion numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

En el Capitulo 1 se revisan algunos resultados generales sobre métodos Runge-Kutta
implicitos, que servirdn como base para demostrar las demés propiedades que se abordan
en esta memoria.

El Capitulo 2 incluye diversos resultados tedricos que permiten concluir que los méto-
dos de Gauss tienen orden méximo. Se estudian, entre otros, las hipétesis simplificadoras
para las condiciones de orden, y se interpretan los métodos de Gauss como métodos de
colocacion en los nodos asociados a los polinomios de Legendre.

En el Capitulo 3 se estudian las diferentes propiedades de estabilidad de los métodos
de Gauss.

El Capitulo 4 considera, en primer lugar, la implementacién eficiente de los métodos
Runge-Kutta implicitos prestando especial atencion a la resolucién de las ecuaciones no
lineales que se generan. A continuacién se presentan resultados numéricos obtenidos al
integrar el problema de Kepler con los métodos de Gauss de 2 y 4 etapas, y se analiza la
eficiencia de ambos métodos.

En el Apéndice A se incluye la demostracién de algunas propiedades de los polinomios
de Legendre y en el Apéndice B se recogen los programas en Matlab que se han utilizado
durante la experimentacién numérica.

Por ultimo, me gustaria agradecer a la Dra. Maria Paz Calvo Cabrero por acogerme
bajo su tutela cuando le pedi que fuese mi tutora para este Trabajo Fin de Grado, por
todo el tiempo y apoyo que me ha brindado de ese momento en adelante, y por darme
la oportunidad de seguir aprendiendo junto a ella todo este tiempo.
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Capitulo 1

Nociones basicas sobre
métodos Runge-Kutta

1.1. Definicion

Se considera un problema de valores iniciales

{x'(t) = f(t,x(t), to<t<T,
X(to) = X0,

con xg € RP y f: R x RP? — RP suficientemente regular.

Dada una aproximacién x,, a la solucién de (1.1) en tiempo t = t,,, se puede calcular
una aproximacion X,11 a la solucién de (1.1) en t,41 = t, + h aplicando un método
Runge-Kutta de s etapas con coeficientes

b: (bl,...,bs)T, A: (aij)lgings, C = (Cl,...,CS)T, (12)

del siguiente modo:

kl' = f(tn + Cih,Xn + hZaijkj), 1 é ) S S, (13)
j=1
Xn+1 = Xp + hzbzku (14)
i=1

Una forma alternativa de definir estos métodos es la siguiente

X; = Xp+hY aif(te+chX;), 1<i<s, (1.5)
j=1

Xni1 = Xn+h Y bif(ty +cih, X5), (1.6)
=1
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donde los vectores X, son aproximaciones a la solucién de (1.1) en los tiempos t, +
c;ih, 1 <1i<s, que se denominan etapas intermedias.

Los coeficientes que definen el método se pueden representar en el llamado tablero de
Butcher

cl|l A
bT

Si los coeficientes ¢; satisfacen ¢; = 22:1 aij, 1 <1 < s, es posible reducir el estudio
a problemas de valores iniciales en los que f solo depende de su segundo argumento, es
decir, problemas de la forma

{X’(t) = f(x(t), to<t<T,
X(to) = Xy-

La solucién numérica que encontramos con un método Runge-Kutta puede acercarse
en mayor o menor medida a la solucién exacta, y uno de los factores que mide la calidad
de la aproximacién calculada es el orden del método. Pero antes de revisar la teoria del
orden para métodos Runge-Kutta, veamos si las ecuaciones (1.3)-(1.4) tienen solucién.

1.2. Existencia de soluciéon numérica

Segun el formato de la matriz A, distinguimos dos grandes tipos de métodos. Si se
cumple a;; = 0 para ¢ < j, esto es, A es estrictamente triangular inferior, se dice que
el método asociado es explicito. Por contra, si A no estd sujeta a ninguna restriccion, el
método se dice implicito.

En los métodos explicitos, k; = f(x,) y para i = 2,...,s, k; se calcula en términos
de ki,...,k;_1. En los métodos implicitos, cada k; involucra a todos los demdas y nos
encontramos con un sistema de s X D ecuaciones no lineales que definen a los vectores
ki,...,ks de forma implicita. Es natural, entonces, preguntarse si existe una solucién
para (1.3).

Teorema 1.1 Sea f : R x RP — RP wuna funcién continua y lipschitziana respecto de
su sequndo argumento, X, con constante L. Si

1
h <

- , (1.7)
L - max \aij|
lgiSS]‘ 1

existe una solucion unica de (1.3), que se puede obtener mediante iteracion de punto fijo.
Ademds, si £(t,x) es p veces diferenciable con continuidad, las k; (como funciones de h)
son también p veces diferenciables.

Demostracion. Lo probaremos, sin pérdida de generalidad, para el primer paso, plan-
teando la iteracion de punto fijo

k£m+1] = f(to + cih,x0 + hZaijkgm]), 1< < s, (1.8)

j=1
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para m = 0,1,2,..., tomando kEO] =0, 1< i < s. Consideramos K = (k¥,... k1T ¢
R*P y la norma ||K|| = 1I£1§i<X ||k;||. Reescribimos (1.8) como la iteracién de punto fijo
i<s

K+ = F(K[™)), con Kl dado, donde la columna i-ésima de F(K!"™) viene dada por
el lado derecho de (1.8).
Utilizando la condicién de Lipschitz y la desigualdad triangular, se tiene que

[ — K =P — B )] = méx B (KM - Fy(KT )|
. > [m] > [m—1]
< L.lrglaéxs”(Xo‘FhZaijkj )7(X0+hzaijkj )||
j=1 j=1

_ , - pml 4 lm—1]
.S thaij(kj —k;

j=1

s

<

L-h mé<x Z‘aiﬂ . HK[m} _K[m_l]H'

Jj=1

Si se satisface (1.7), se concluye ||[KI™+1 -K[ml|| < || K™ —K[™=1|| o equivalentemente,
|[K ] — K| < - |KIM — KIm=1|| con 0 < 7 < 1. Aplicando esta desigualdad
sucesivamente, llegamos a

KM+ — K < KM K < <pm KB - KO —— 0.
m—r o0

Por lo tanto, la iteracién de punto fijo converge, y el limite es la solucién del sistema
de ecuaciones no lineales (1.3).

El resultado de diferenciabilidad se deduce del teorema de la funcién implicita (ver
[2]):
Escribimos (1.3) como ®(h,K) = K(h) — F(K(h)) = 0. En h = 0, ®(0,K(0)) = 0,
puesto que K(0) = [f(¢,%0), - - - , £(t0,X0)], que claramente satisface (1.3) con h = 0. Por
otro lado, la matriz g—f{; en h = 0 es la identidad, por lo que en un entorno de i = 0 existe
una tnica funcién K(h) con ®(h,K(h)) = 0 (que es solucién de (1.3)). Ademds, como f
es p veces diferenciable, también lo es ® y el teorema de la funcién implicita garantiza

que también lo es K(h), y, en consecuencia, k;(h), 1<1i <s. O

1.3. Teoria del orden. Arboles con raiz
En esta seccién vamos a definir el orden de un método Runge-Kutta y a revisar
brevemente la construccién de las llamadas condiciones de orden.

Definicién 1.1 Un método Runge-Kutta tiene orden p si, para problemas (1.1) con £
suficientemente reqular, se tiene

[Ix(to + h) = xu]| < K - b,

donde x1 es la solucidn numérica calculada mediante (1.3)-(1.4) con n = 0. Esto quiere
decir que los desarrollos de Taylor de x(to + h) y de x1 coinciden hasta los términos hP
incluidos.
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Durante gran parte de esta memoria vamos a trabajar con el orden de los métodos
Runge-Kutta, asi que nos conviene manejar dicho concepto con soltura.

Ejemplo 1 Vamos a escribir el desarrollo de Taylor de la aprozimacion x(to + h) como
primer paso para encontrar las condiciones de orden que deben satisfacer los coeficientes
del método.

2 I I
d(to+h) = x5+hff+’;{@f iy 6f fD}
h3 D D 8f .
+5 JZ:le:; Jafo f +Za Z@xK

que, en notacion tensorial, obviando las evaluaciones, se puede escribir como:
al(to +h) = ag + hf' + 117+ (P £ 15 + Ff ™) +

donde cada subindice se refiere a una derivada parcial, cada superindice denota una
componente, y debemos entender un sumatorio para cada indice que se repite. Solo con
llegar a orden 3 ya se observa que los distintos sumandos que aparecen se van complicando
progresivamente. Esto motiva la introduccion de los drboles con raiz, como herramienta
simplificadora para nuestros desarrollos.

Aunque formalmente los drboles con raiz se definen como clases de equivalencia dentro
del conjunto de &rboles etiquetados con raiz (ver [3]), para estudiar las condiciones de
orden de los métodos Runge-Kutta y los resultados que se presentaran méas adelante en
esta memoria es suficiente considerar la representacion gréafica de dichos drboles y definir
recursivamente una serie de funciones asociadas a ellos, que es la tarea que desarrollamos
a continuacion.

Definicién 1.2 Un drbol con raiz de orden q es un grafo conexo y sin ciclos con q vértices
dispuestos en distintos niveles de altura, y un cierto nimero de lados (las ramas) conec-
tando cada vértice (los hijos) con un inico vértice (el padre) del nivel inmediatamente
anterior, de modo que hay un Unico vértice en el nivel inferior (la raiz).

Denotaremos por 7 al arbol formado por un solo vértice; esto es, la raiz. Ademas,
expresaremos mediante [t1,ts,. .. ,t,] el arbol resultante de unir las raices de £, hasta t,,
a una raiz comun. De esta manera, recursivamente, definiremos varias funciones ligadas
a los arboles que nos resultaran utiles para representar las condiciones de orden de los
métodos Runge-Kutta més adelante.

Definicién 1.3 Dado un drbol t = [t1,ta,...,ty,], se definen de manera recursiva las
siguientes funciones asociadas:

e Orden, p(t),
p(t) =1+p(t1)+ - +ptn), plr)=1

e Densidad, (1),
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o Diferencial elemental, F(t)(xg), donde cada componente se define por

D

m £1 x
FUO00) = 3 ol S ) o) F b))
Iy Im=1

y F(7)(x0) = f(x0)-

e Peso elemental de la etapa i-ésima, ®;(t),

S

i) = Y i, By (8)ai, B, (E) i, - i, B (En),  Di(T) = 1.

Jiseenjm=1

e Peso elemental, ®(t),

B(t) = Z bi®; ().
1=1

Algunas de estas funciones son maés sencillas de lo que pueden parecer a simple vista.
El orden del arbol es el niimero de nodos (o vértices) que tiene dicho arbol. La funcién
densidad esta relacionada con el hecho de que el drbol sea més estirado o mas achatado.
El peso elemental es una expresion polinémica de los coeficientes b; y a;; del método, que
incorpora el factor b; asociado a la raiz, y un factor a;, si en el drbol existe un vértice
con indice j que es “padre” de otro vértice con indice k.

Para dejar totalmente claros estos conceptos, procedemos a explicitarlos en un ejemplo
sencillo.

Figura 1.1: Arbol con raiz utilizado en el Ejemplo 2

Ejemplo 2 Sea t el drbol de la Figura 1.1.

o t= [[T7 [7—7 TH’T]’
° p(t) =T,
o Y(t)=7-5-3 =105,
D 2 ¢1 (x 247 (x 2 ¢M (¢
crme= > DI g T pr s ST ) 10 ),

J,K,L,M,N,0=1



10 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS SOBRE METODOS RUNGE-KUTTA

s
§ 2
L] Cbi(t) = CiQijCjAimChp -

jym=1

Llegamos con esto al resultado que nos interesa, que justifica nuestro interés en in-
troducir la teoria de los arboles.

Teorema 1.2 Un método Runge-Kutta de s etapas y coeficientes (1.2) tiene orden p si,
y solo si,

para todos los drboles con raiz t de orden menor o igual que p.

Demostracién. La demostracién puede encontrarse en el Capitulo IL.2 de [3]. O



Capitulo 2

Los métodos de Gauss:
construccion y orden

2.1. Hipoétesis simplificadoras

Un método Runge-Kutta de s etapas explicito solo puede llegar a tener orden s como
maximo, por lo que nos interesaran los métodos implicitos. El primer método implicito
fue usado por Cauchy en 1824; insert6 el teorema del valor medio en la cuadratura

x(t) = x(to) + / " e x()dt,

to

y obtuvo
x1 =Xo+ h-£(to + 0h,x0 + O(x1 — X0)),
con 0 < 6,0 <1, h = (t; —tg). Escogiendo § = © = 1 se obtiene el método de Euler
implicito
X1 = Xp + h- f(tl,Xl),

que tiene una etapa y orden 1.

Si elegimos § = © = %, llamando k; = X ; XO, obtenemos
h h
ki = f(to+ 5%0 + §k1),
X1 = Xy + hkl

Este método se conoce como la regla implicita del punto medio, tiene una etapa y

orden 2, yaque by =1y bicy = % (ver Teorema 1.2), y es el primer método de la familia

objeto de nuestro estudio, los métodos de Gauss.

Ejemplo 3 Vamos a construir ahora un método de dos etapas y orden 4. De acuerdo
con el Teorema 1.2 necesitamos imponer las siguientes condiciones de orden (recogidas
en la Tabla 2.1):

11
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-
I
—

1 g 1<
I 5 = szcz g = Z biciaq;jcj
Y

@
Il

—_
=
&
I

—

2 2
1 1
> 5= 2 biijes 21— 2 biotck

ij=1 i\j,k=1

Tabla 2.1: Condiciones de orden ligadas a los drboles de orden < 4

Fijandonos primero en las condiciones asociadas a los arbustos (los drboles con y(t) =

p(t)) podemos hallar los valores de by, ba, c1,ca Tesolviendo el sistema de ecuaciones no
lineales

1 =10y + bo, 1 =101+ b,

% = bicy + bacs, %*01:b2(02*01)>

% = b1c? + bac3, é — %1 = baca(ca — 1),
i = byc} + bacl, i - %1 = byc(ca — c1).

Dividiendo ahora la tercera ecuacion entre la seqgunda, y la cuarta entre la tercera,
obtenemos dos expresiones para cy e igualdndolas, podemos despejar cq

1, V3
= -+ —.
T2
iy 1 V3 . .
Eligiendo ¢1 = 3" 6 (para consequir ¢; < c3) despejamos los valores restantes:

1 V3 1 1
= — —_— b = — b = —,
C2 2 + 6 ) 1 27 2 9
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Ahora, conocidos b1, ba, c1,c2, las cuatro siguientes ecuaciones son lineales en los a;j;:

a1 + a2 = ¢, a1 + a2 = c1, A 5
a21 + az2 = C3, aji1c1 + a1 = —(——,
1 - 12(ca — 1)
bi(ai1c1 + araca) + ba(azicy + agecs) = 6 ag1 + ag2 = co,
1 4c1 — 3
bici(aricr + araca) + baca(azicr + azece) = =, a2101 + A€y = :
8 12(61 — Cz)

Operando para resolver los dos subsistemas resultantes, obtenemos:

1 V3 V3
6’ 6’

ail = - a2 = - — a1 = — + Q22 = —.
4’ 4

> =
| =

Es una sencilla comprobacion que las dos ecuaciones de orden que no hemos utilizado
se satisfacen para estos valores. Por lo tanto, ya tenemos un método de dos etapas y
orden 4, que se conoce como el método de Gauss de dos etapas, cuyo tablero de Butcher
aparece en la Tabla 2.2. .

13| 1 1 V3
2 6 4 4 6
1 3 1 3 1
Lov3 |1 v3 1
2 6 4 6

1/2 1/2

Tabla 2.2: Método de Gauss de dos etapas

Si pretendemos construir métodos Runge-Kutta de s etapas y orden 2s, con este
sencillo ejemplo nos damos cuenta de que requerimos de alguna técnica de simplificacién,
o los célculos se hardn inabordables con solo aumentar un poco el ntimero de etapas del
método. Para ello, haremos uso de las siguientes familias de hipotesis simplificadoras:

1

ORI S ST . (2.1
i=1
- -1 _ G .

C(n): Zaijcj :E 1<i<s, ¢g=1,...,n, (2.2)
j=1
s B b ‘
i=1

El cumplimiento de estas reducciones evitard tener que comprobar todas las condi-
ciones de orden necesarias. Procedemos a explicar el porqué.

e La simplificacién B(p) significa que se cumplen las condiciones de orden del Teore-
ma 1.2 para todos los arbustos t = [, ..., 7] hasta orden p.
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e La suposicién C(n) implica que los pares de drboles como los de la Figura 2.1 con
q < n generan condiciones de orden equivalentes. Comprobémoslo:

Sean t; y to dos arboles con raiz con el mismo nimero de nodos que tienen una
parte comin (que puede ser arbitraria y que en la Figura 2.1 se ha rodeado por
una linea discontinua y que denotaremos por t) y que se diferencian en que uno de
sus nodos, con {ndice j en la Figura 2.1, en el drbol #; tiene un hijo (con {ndice k)
que a su vez tiene g — 1 hijos finales, mientras que en el arbol ¢ dicho nodo con
indice j tiene ¢ hijos finales. Aplicando la reduccién C(q) se tiene que

ibi@(tl Zb@ Zajkck] Zbcb Zb@ (t2).
=1

El resultado se concluye del hecho de que y(t1) = q - v(t2).

Figura 2.1: Hipétesis simplificadora C/(q)

e Si se cumple D(q), las condiciones de orden de los drboles ¢t y t; de la derecha
en la Figura 2.2 implican la del drbol T de la izquierda, entendiendo que la parte
rodeada por la linea discontinua (el drbol t) puede ser arbitraria.

Queremos ver que se cumple ¢(T) = ST si se tiene ®(t;) = ﬁ y ®(t) = ﬁ:
o(T) = Zbi@i( Z bicd i@ (t)
- icpj(t) [Zb 1 Zbcb Zbc(I) (t)
j=1 i=1
_ 1[1_ 1 }:l[p(t)ﬂz_ p(t)] _ 1
qv®) @) al AT) D) AT)
donde hemos usado que se cumple D(q) y que p(T) = p(t) + q, ¥(T') = p(T) - ~v(t)
1(T)

y(t) = )
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Figura 2.2: Hipétesis simplificadora D(q)

Una vez entendidas estas condiciones, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Si se cumplen B(p), C(n) y D(C) conp <2n+2 yp <n+(+1, entonces
el método (1.3)-(1.4) es de orden p.

Demostracién. Para que el método tuviera orden p habrian de satisfacerse todas las
condiciones asociadas a los drboles de orden menor o igual que p. Sin embargo, gracias
a nuestras hipdtesis simplificadoras, algunas son superfluas. La reduccién C(n) implica
que basta considerar arboles [t1,...,t,,] de orden menor o igual que p tales que todos
los subdrboles son iguales a T o hay exactamente un ¢; con orden p(t;) > n + 1.

e Si hubiera dos o mas subarboles de orden mayor o igual a n + 1, contradiria p <
2n+ 2.

e Para los subdrboles de orden menor que 7+ 1 se puede aplicar la reduccién C(n)
hasta llevarlos a un arbusto, “bajando” ramas de nivel en nivel, como se puede
apreciar en la Figura 2.3.

N %

Figura 2.3: Aplicacién sucesiva de la hipétesis simplificadora C(n)

e En el caso de que haya un subarbol de orden mayor o igual que 7 + 1, el resto
de subarboles, que son iguales a 7, han de ser como mucho { — 1 para respetar
p <n+ ¢+ 1. A dicho subarbol podemos entonces aplicarle la reduccién D((). Por
lo tanto, solo restan los arbustos, cuyas condiciones de orden asociadas se satisfacen
gracias a B(p). O

Como estamos interesados en conseguir con s etapas métodos de orden 2s, una forma
de conseguirlo serfa hallar coeficientes b;, ¢;, 1 < i < s, que satisfagan B(2s) y, a conti-
nuacion, coeficientes a;; que satisfagan C(s) y D(s). Pero antes, vamos a demostrar un
resultado que muestra una consecuencia inmediata de la condicién C(n).
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Lema 2.1 Si se cumple C(n), las etapas intermedias
S
X; :xn—l—hZaijf(tn—i—cjh,Xj), 1<:<s
j=1
de un método Runge-Kutta satisfacen
X; — x(tn + c;h) = O(RTT),
siendo x(t) la solucién del sistema diferencial (1.1) con condicidn inicial x(t,) = Xy,.

Demostracion. Haciendo el desarrollo de Taylor de la solucién exacta y utilizando la
reduccién C(n), obtenemos

/ c? 2.1 cf h? ) +1
X(tn +cih) = xp + cihx!(t,) + éh x(tn)+ -+ ;Z =1 (tn) +O(RT)
- Xk [C‘X%t )+ G (1) 4+ Ty >] +O(hTY)
2 n (n—1)!
¢ ! hn_l ¢ -1 +1
= X,+h Zaijx (tn) + -+ —5 ) aijc] xM(t,) | + O(R"Y)
= UR O et

= X, + hZaijx'(t,L +cjh) + O(R"1),

j=1
de donde se deduce que

X; —x(tnp + ¢ih) = hiazj [f(t, + cjh, Xj) — £(t, + cjh,x(t, + c;h))] + O(hTT).

j=1
Utilizando ahora la condicién de Lipschitz (con constante L) se tiene
X = x(tn + cih)|| < hLi |asj| - |1X = x(tn + c;h)[| + O(RT).
j=1

Si denotamos por | A| la matriz s x s con elementos (|a;j|)1<i j<s podemos escribir

(I - hLIA)E = O(h™+1),

donde E = (||X1 —x(tn+c1h)||, ..., [|Xs —x(t, +csh||)T. Si se satisface (1.7) se tiene que
la matriz I — hL|A| es invertible (puesto que ||hL|A|||cc < 1) y su inversa tiene norma
acotada, luego podemos concluir que E = O(h7+1). O

2.2. Meétodos de colocacion

Continuando con nuestro objetivo de encontrar una aproximacién numérica a la so-
lucién de (1.1) en tiempo tg + h, nos planteamos ahora una idea alternativa que da lugar
a los llamados métodos de colocacion que se definen de la siguiente manera:
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Definicién 2.1 Sea s un entero positivo y c1, . .., cs nimeros reales distintos (usualmen-
te entre 0 y 1). El correspondiente polinomio de colocacion u(t) de grado s estd definido
por las condiciones

{ u(to) = Xo, (2.4)

u/(to + Czh) = f(to + Cih, u(to —+ Cih)), 1 S ) S S.

Se puede tomar entonces, como solucién numérica de (1.1) en to + h, el valor x; =
u(to + h)

Observamos que el polinomio de colocacién u(t), ademds de satisfacer la condicién
inicial u(tg) = xq, satisface también que su derivada en los tiempos tg + ¢;h, 1 < i < s,
coincide con el campo vectorial de la ecuacién diferencial (1.1) en dichos tiempos.

No es estrictamente necesario que los ¢; sean todos diferentes, pero lo supondremos
asi para facilitar los célculos.

Los siguientes resultados justifican nuestro interés en estos métodos.

Teorema 2.2 Elmétodo de colocacion (2.4) es equivalente al método Runge-Kutta implici-
to de s etapas (1.8)-(1.4) con coeficientes

Cq 1
Qi :/O lj(T)dT, bj :/0 lj(T)dT, i,j = 1,...,5, (25)

donde 1;(T) representa el polinomio de Lagrange asociado al nodo c;

T — Ck
lj(T):HC‘—Ck.
j

=y

Demostracién. Llamamos k; = u'(tg + ¢;h); de esta manera se tiene, por la férmula
interpolatoria de Lagrange y puesto que u'(tg + 7h) es un polinomio de grado menor o
igual que s — 1,

W' (to +7h) = > kjl;(7).
j=1
Ahora, dado que

u(tp + c;h) = xo + h/ u'(to + Th)dr, (2.6)
0

solo tenemos que introducirlo en (2.4) para obtener

Ci
k, = u/(to + Czh) = f(to + Cih,u(to + Czh)) = f(lfo + cih,xo + h/ u/(to + Th)dT)
0
s ci s
= f(to + c;h,xo + thJ / lj(T)dT) = f(to + cih,xg + hZaijkj).
j=1 70 j=1
1 s
X7 = u<t0+h):X0+h/ ul(t0+Th)dT:X0+thjkj,
0

j=1
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expresiones que corresponden a un paso de longitud i con el método Runge-Kutta de s
etapas con coeficientes dados por (2.5). O

Una consecuencia natural que se obtiene a partir de este resultado es la existencia
y unicidad del polinomio de colocacién (para h suficientemente pequeno), pues se sigue
de lo demostrado para los métodos Runge-Kutta en la Seccién 1.3. Ademas, se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 2.3 Un método Runge-Kutta implicito con todos los coeficientes c; distintos y
orden al menos s es un método de colocacion si, y solo si, se satisface C(s).
1

-, q=1,...,s, v la férmula de
q

=
cuadratura es exacta para los polinomios de la base de Lagrange, luego los b; siempre
satisfacen el segundo grupo de igualdades de (2.5). Entonces, solo falta ver que el que se
satisfaga C(s) es equivalente a las igualdades del lado izquierdo de (2.5).

S

Demostracion. El orden s garantiza que Zbic‘FI =

3

<) Conocidos los valores ¢;, 1 <1i < s, la condicién C(s) determina unfvocamente los
coeficientes a;j, pues las condiciones

=ia

= |

Zaijcg_lzc, 1<i<s, qg=1,...,s (2.7)
j=1

forman s sistemas lineales de s ecuaciones y s incognitas con matriz de Vander-
monde invertible

1 1 ce 1 ;1 C;
2
c1 cy - Cs a9 c;/2
2 2 2 3
a &G G ai | = | /3|, (2.8)
s—1 s—1 s—1 . S
i e e Qs cs/s

uno para cada indice ¢ con 1 <17 < s.

Gracias al cumplimiento de (2.7), también se satisface

;aijp@j) - / p(r)dr,

para todo polinomio p de grado menor o igual que s — 1. En particular, tomando
en la igualdad anterior como p los polinomios de la base de Lagrange, se obtiene la
primera expresién de (2.5).

=) Reciprocamente, si suponemos que los coeficientes a;; vienen dados por (2.5), en-
tonces para cada polinomio p de grado < s — 1 se tiene

/ " prdr = / S ey ()

Il
=
—
)
N—

C\ﬁ
S
—
2
U
\]

|
£
o
=
hﬁ
N~—
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Particularizando esta relacién para los polinomios p = 1, z,z2, ..., 2% !, se obtiene

(2.7). O

El siguiente resultado nos acerca a la nocién de ortogonalidad presente en los métodos
de Gauss a los que nos dedicamos en esta memoria.
S
Teorema 2.4 Sea M(7) = H(T —¢;), y supongamos que M es ortogonal a los polino-
i=1
mios de grado menor o igual que r — 1; esto es,

1
/ M(r)r* Ydr=0, q¢=1,...,r (2.9)
0

Entonces, el método de colocacidn (2.4) asociado a los nodos c¢;, 1 < i < s, tiene orden
p=r-+Ss.

Demostracion. Por el Teorema 2.3 tenemos asegurado C(s). Veamos que, gracias a la
condicién de ortogonalidad, se satisface B(r + s):

Consideramos M (1), de grado s, y ortogonal a los polinomios de grado < r — 1. Entonces,
aplicando la cuadratura de Gauss, se sigue

/O f(r)dr = ijf(cj),

con b; = fol l;(T)dr y f cualquier polinomio de grado < s+ — 1. Aplicdndolo a f(z) =
2*71, 1 <k <s+r, se tiene

1 1 s
E:/ TkildT:ijcz?_l, k=1,...,s+r,
0 ;
Jj=1

que no es mas que la condicién B(r + s).

Para poder aplicar el Teorema 2.1 y concluir que el método tiene orden p = r + s,
falta ver que también se cumple D(r) a partir de B(r + s) y C(s):

Consideramos la matriz de Vandermonde V utilizada en (2.8), y los vectores u(® y v(@)

con g < 7, cuyas componentes son ugq) =30 bt ayy U§q) =bi(1-c})/q, 1<j<s,

respectivamente. Queremos probar que ul? = v(@. Para ello, multiplicaremos ambos
vectores por la matriz V, veremos que V- ul® =V . v(@ y como V es invertible, ha de
ser u® = v@,

La coordenada [ de V - u® es

V.oul), = -t bicd ta, 2.10
] 7 J
j=1 i=1
mientras que la misma coordenada de V - v(@) es
1< _
(V . V(q))l = QZ(bjCéfI — bjc?_q 1). (211)

j=1
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Manipulamos (2.10) y (2.11), utilizando C(s) y B(r + s) para obtener

1,7=1

Z bicd tayet = ibwf’_l i“iicé‘_l lzb “r ﬁ’
i=1 J=1

1 - -1 l+q—1 1—1 - I4+q—1 11 1 1
g 2l b = Zbc ;bﬁ% =0T T e

2.3. Eleccién 6ptima de los nodos

El Teorema 2.4 nos dice cémo escoger los nodos ¢;, 1 <1 < s, pues nuestro objetivo
es que se satisfaga (2.9) para r lo més alto posible. Esto se consigue eligiendo para cada
s como ¢; los ceros del polinomio de Legendre trasladado de grado s

~ 1 d°
Pu(z) = sl dxs

(z*(z = 1)°),

obteniendo asi métodos de colocacién basados en la cuadratura gaussiana. Estos métodos
se denominan métodos de Gauss.

El polinomio ps(x) es el resultado de aplicar una transformacion afin al polinomio de
Legendre
1 d°

Puly) = 235l dy®

(y+1°(y—1)°),

dada por el cambio de variable y = 2z — 1. De esta manera, conseguimos ortogonalidad
en el intervalo [0, 1]. Algunas de las propiedades més destacables de estos polinomios son
las siguientes:

1. fo s ( x)dr =0, s#t,

~ 1
2. f01PS($)2d$:m7 52071,2,...,

3. P,(1)=1, s=0,1,2,...,
4. P,(1 —xz) = (=1)°Py(z), 5=0,1,2,...,

5. P, tiene s raices reales distintas en el intervalo (0,1), s=0,1,2,...

Las demostraciones de todas estas propiedades se encuentran en el Apéndice A.

En las Tablas 2.3, 2.4 y 2.5 se muestran los coeficientes de los métodos de Gauss de
1,2, 3 y 4 etapas.
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DO | =
— N =

1 V3 1 1 V3
2 6 4 4 6
1 V3|1 V3 1
2t % |1t 6 4

1 1

2 2

Tabla 2.3: Métodos de Gauss de 1 y 2 etapas

1 V15 5 2 V15 5 V15
2710 36 9 15 36 30
1 5 V15 2 5 V15
2 36 21 9 36 24
1 V15| 5 V15 2 15 5
2770 136730 9 15 36
5 4 5
18 9 18

Tabla 2.4: Método de Gauss de 3 etapas

1
5 w2 w1 W) —wstw) w]—ws—w) w1 — ws
1
5—0./2 w1 — wh + wy wy wi — wi w1 — wh —wy
1 / / / / / o
2+w2 w1 + w3 + wy w1 +ws wi w1 + w3 — wy
1
§+w2 w1 + ws wl twstw), w)+ws—w) w1
2w 2w 2w} 21
1 V30 1, V30
wp =< — wi=<+-—
PT8 144” LT84
1 /15+2v/30 , 1 /15—-2v30
w2 =S\ wy = .
2 35 2 35
1, VA0 (1 V30
w3 =ws [ =+ —- wh=wh [ = — —
R WDV I L WY
L, 5V30 (1 530
wp=we | — + —— =wh | = — ——
o e Tes ) P 21 168 )
ws = we — 2ws, wh = wh — 2w}

Tabla 2.5: Método de Gauss de 4 etapas

21
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Escogiendo los coeficientes c1, ..., cs basdndonos en la cuadratura gaussiana, que es
exacta para los polinomios hasta grado 2s, aseguramos el cumplimiento de la reduccién

B(2s):
1 v Z
k :A o e = i=1 bicfila k=1,...,2s.

Este hecho nos permite enunciar el siguiente resultado.
Teorema 2.5 FEl método de Gauss de s etapas tiene orden 2s.

Demostracion. Por ser un método de colocacién basado en la cuadratura gaussiana, se
cumplen B(2s) y C(s). Como se procedié en la demostracién del Teorema 2.4, estas dos
reducciones implican D(s), luego basta aplicar el Teorema 2.1. O



Capitulo 3

Los métodos de Gauss:
estabilidad

3.1. Introduccion

Al igual que el orden, la estabilidad es uno de los factores que hemos de estudiar en
referencia a los métodos Runge-Kutta. Veamos de dénde surge esta idea:

Ejemplo 4 Consideramos el problema de valores iniciales

{x’(t) = X\-xz(t), Re()\)<<0, (3.1)

z(0) = =,

donde la notacidn Re(\) << 0 indica que Re(X) < 0 y |Re(X)| es grande. Claramente, la
solucion exacta viene dada por x(t) = xo-e, que tiende a 0 rdpidamente cuando t — oc.
La pregunta natural es sla solucion numérica conservard también esta propiedad?, es
decir, gwlingo Ty, = 02 Veamos qué ocurre con la regla implicita del punto medio:

h h h ATy,

ki = f(tn+§;xn+§kl):)\(xn+§kl):>k1:ﬁ;
2
Tpnt1 = Xn + hky = R(Ah)z,,
14z
donde R(z) = i Z,
l=3

s Qué tiene que pasar para que lim x, = 0, con independencia del valor de x¢? Estd
n—oo

claro que ha de ser |R(A\h)| < 1, pues
Tpi1 = ROz, = [ROAW)]?2,_1 = --- = [R(AR)]" T a.

En el caso de la regla implicita del punto medio, |R(z)| < 1 para todo z con Re(z) < 0
y, por tanto, para cualquier longitud de paso h utilizada, la solucion numérica satisface

lim x, =0, la misma propiedad asintdtica que tiene la solucidn exacta de (3.1).
n—oo

23
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Definicién 3.1 La funcion R(z) que satisface xn11 = R(h\)xy, siendo z, la solucion
numérica de (3.1) en t, = nh, se llama funcion de estabilidad del método y puede in-
terpretarse tomando z = hA como la solucion numérica tras un paso de longitud h de la
famosa ecuacion de Dahlquist

=Xz, z(0)=1. (3.2)

El conjunto
S={zeC:|R(z)| <1}

se llama region de estabilidad del método.

A continuacién mostramos las regiones de estabilidad de algunos métodos Runge-
Kutta.

G A b b A o kN w s o

5
4
3
2f )

07 1 \ 07 5
0

° Q ot
1
2
3
4
5

20
5 0 B -5 0 5 20 15 10 5 0 5 10 15 20

(a) Euler implicito (b) Regla implicita del punto  (c) Radau IA de orden 5
medio

La funcién de estabilidad estd ligada al método numérico que usemos, asi que veamos
qué forma tiene cuando usamos los métodos Runge-Kutta implicitos.

Proposicién 3.1 La funcion de estabilidad de un método Runge-Kutta con coeficientes
(1.2) tiene la siguiente forma:

 det(I — zA+ z1bT)

RE) =—0a—n (8:3)
conl=(1,...,1)T e R*.
Una forma alternativa pero equivalente de definir dicha funcion es

R(z) =1+ 2bT(I — zA) 71, (3.4)

Demostracion. Para probar la primera férmula, solo debemos aplicar el método (1.5)-
(1.6) a la ecuacién de Dahlquist (3.2), lo que nos lleva al sistema lineal (s + 1) x (s + 1)

I—zA 0 X\ 1
—2bT 1) \ane) " 1)

donde X = [X7,... ,XS]T. Aplicando la regla de Cramer para despejar x,+1, se obtiene
lo siguiente

det I—-2zA 1 det I—2A+21b" 0
B —zb" 1 —zb” 1 _det(I — zA+ 21b7)
It = T et (1 — 2 A) det(I — 2 A) I T et (I — 2 A)

Ty =
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det(I — zA+ z1b”
con lo que R(z) = (det(I — zA) |

Para probar la segunda férmula, aplicamos el método (1.5) a la ecuacién de Dahlquist,
y nos fijamos en la relacién que define las etapas intermedias, para obtener X = (I —
2A)~11z,,. Sustituyendo este valor de X en (1.6), obtenemos

Tpi1 =an +2b7(I1 —2A) 7 -2, = [1+ zbT (I - zA) '] 2,

con lo que R(z) =1+ zbT(I — 24)7'1. O

De (3.3) y (3.4) observamos que, para métodos Runge-Kutta explicitos, R(z) es un
polinomio de grado menor o igual que s, que coincide con el desarrollo de Taylor de la
funcién exponencial hasta los términos en zP incluidos, donde p es el orden del método.
Para métodos implicitos, R(z) es una funcién racional, cuyo numerador y denominador
son polinomios en z ambos de grado menor o igual que s, y que deben aproximar a la
funcién e® hasta los términos en 2P incluidos.

La Tabla 3.1 presenta las funciones de estabilidad de algunos métodos Runge-Kutta.

Método R(z)
1
a) | Euler implicito 1
—z
1 2
b) | Regla implicita del punto medio 1 * 2;2
—z

1+2/2+22/12

c) | Gauss de 2 etapas 1= 2/2 4 2212

Tabla 3.1: Funciones de estabilidad de algunos métodos Runge-Kutta.

3.2. A-estabilidad

En esta seccién queremos estudiar si los métodos de Gauss son A-estables. Para ello,
introducimos brevemente el concepto de aproximante de Padé.

Definicién 3.2 Un método cuya region de estabilidad satisfaga
SDOC™ ={z€C: Re(z) <0},
se denomina A-estable.

Los aproximantes de Padé son funciones racionales que, fijados los grados del nume-
rador y el denominador, tienen el mejor orden de aproximacién posible. Su origen yace
en la teoria de fracciones continuas, y jugaron un papel fundamental en la prueba de la
trascendencia del nimero e dada por Hermite en 1873. Estas aproximaciones éptimas
pueden obtenerse también para la funciéon exponencial, e, como muestra el siguiente
Teorema.
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Teorema 3.1 (Capitulo I1V.3 de [1]) El aprozimante de Padé (k,j) a la exponencial
viene dado por

() = Pril?)
Rk]() ij(z)v
donde
B k k(k—1) 22 k(k—1)---1 P
Pole) = W e gm0 2 VT e GrD R
B j j(i—1) 2 jG-1---1
@) = l_k—|—j2+(k—|—j)(k+]—l) 2'+'”+(k+j)~--(k+1)'ﬁ
= Pir(=2).

Es la tinica aproximacion racional a e* de orden k+ j con numerador y denominador de
grados k y j respectivamente.

En la Tabla 3.2 se muestran los primeros aproximantes de Padé a la exponencial.

3\k k=0 k=1 k=2
ji=0 1 1+ 2 1+2z+2%/2
. 1 1+2/2 1+22/3+2%/6
)= 11— 1—2/2 1-2/3
o 1 1+2/3 1+2/2+22/12
It T2 222 | 1-22/3+22/6 | 1—2/2+ 2%/12

Tabla 3.2: Aproximantes de Padé Ry, a e para 0 < 7,k < 2.

Se aprecia que algunas de las funciones de estabilidad de métodos Runge-Kutta in-
cluidos en la Tabla 3.1 son aproximantes de Padé. En particular, la regla implicita del
punto medio corresponde a R11(z), y el método de Gauss de dos etapas, a Raa(2).

En general, si consideramos el método de Gauss de s etapas y analizamos su funcién
de estabilidad dada por (3.3), observamos que tanto det(I —z.A+21b”") como det(I —z.A)
son polinomios en z de grado menor o igual que s. Veamos que de hecho R(z) es el cociente
de dos polinomios de grado exactamente s. Para ello, probamos el siguiente teorema.

Teorema 3.2 La funcidn de estabilidad R(z) de un método de colocacion basado en los
nodos ci,...,cs viene dada por

_ Pl
donde P(z) y Q(z) tienen la siguiente forma
P(z) = M@+ MDDz +-+ M(1)z25,
Q(z) = M©®©0)+ME=D0)z4---+ M(0)2°,

con M(x =3 H , y donde M®) denota la derivada k-ésima de M, 1 <k < s.
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Demostracion. Sean z = Ah y u(x) el polinomio de colocacién. Como u'(z) — zu(x) es
un polinomio de grado s que se anula en los nodos de colocacién ¢;, existe una constante
Ky tal que

u'(z) — zu(x) = Ko - M(z).

Denotando por D el operador de derivacion, reescribimos esta expresion:

(D —2)u(z) = Ko M(z)
(1~ D) = 1Ko M)

Despejando u(x) de esta dltima férmula se obtiene

(@) = — (1 - D>1 Ko pa),

z z

Desarrollando el término (1 — D/ z)f1 en su forma de serie geométrica, obtenemos
K D D#®
ulw) = ——2 <1++"'+5> M(z),
z z z

ya que DM (x) = 0 para j > s. A partir de esta expresién, y dada la relacién u(1) =
R(z)u(0), obtenemos la expresion buscada de R(z)

u(1) (1+ZZ)+-~-+S:)M(1)

u(0) (1+§+...+1;:)M(0)

R(z) =

M(1)z® + M'(1)25= 4o+ MG (1)
M(0)z5 + M’(0)25=1 4 -+ + M)(0)

O

En el caso de los métodos de Gauss, M(x) es el polinomio de Legendre de grado s
trasladado al intervalo [0, 1], salvo un factor de escala que afecta por igual al numerador
y el denominador. Sabemos, por lo visto en la Seccién 2.2, que

M(0) = (=1)°M(1) y M(1) =1,

por lo que los polinomios P(z) y Q(z) del Teorema 3.2 son de grado exactamente s.

Su cociente, R(z), proporciona una aproximacion racional a e* de orden 2s, luego se
trata del aproximante de Padé (s, s) de la exponencial. La A-estabilidad de los métodos
de Gauss de cualquier nimero de etapas se deduce entonces del Teorema 4.12 de [4].

3.3. B-estabilidad y estabilidad algebraica

También nos interesa el estudio de la estabilidad y convergencia para sistemas no
lineales; es decir, queremos generalizar la A-estabilidad.
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Consideramos la ecuacién diferencial no lineal
X/ (1) = £(1,x(1)), (3.5)
y suponemos que cumple la condicion de Lipschitz unilateral
(f(t,x) — f(t,2),x — z) < v|]x —z||% (3.6)

para la norma euclidea. La constante v se denomina constante de Lipschitz unilateral de
f. Cuando v < 0 en (3.6), la distancia entre dos soluciones de (3.5) con distinta condicién
inicial es una funcién no creciente de t. Légicamente, esta propiedad es deseable también
para las soluciones numéricas.

Definicién 3.3 Un método Runge-Kutta se dice B-estable si la condicion contractiva
(f(t,x) —f(t,z),x —z) <0 (3.7
implica, para todo h > 0,
[Knt1 = Zngall < [lxn — Xl (3.8)

donde Xp41 Y Xp41 Son las aprorimaciones numéricas tras un paso a las soluciones de
(3.5) con valores iniciales X, y X, respectivamente.

Es claro que la B-estabilidad implica la A-estabilidad. Para ello veamos que, tomando
z € C~, se cumple |R(z)| < 1. Podemos suponer que z = Ah, con A = [A|e??| y Re(\) <0,
h > 0. Primero, comprobemos que se cumple la condicién (3.7):

(£(t,x) —f(t,z),x—2) = (A(x—2),x—2)=[\("’(x—2),x—2)
Al [1x — 2] - cos(B).
Si A es real (no positivo) estd claro que la condicién se cumple. Si A es complejo con
parte real negativa o nula, también, pues Re(\) = |A|cos(d) < 0.

Como suponemos B-estabilidad y se da la condicién contractiva (3.7), entonces se
tiene (3.8). Ademds, se cumplen las igualdades

Xp+1 = R(AR)x,,
= R(Ah)X,.

kn—i—l
Por lo tanto, si las restamos y tomamos normas, obtenemos
[Xnt1 = Xnpal| = [ROAR)] - [[xn = Xn|| < |[xn — Xal]-

La tnica forma en que la dltima desigualdad se cumpla es que |R(Ah)| < 1, por lo
que concluimos el resultado deseado.

Probemos ahora que los métodos de Gauss son B-estables.

Teorema 3.3 Los métodos de colocacion basados en la cuadratura gaussiana son B-
estables.
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Demostracién. Denotamos por u(t) y a(t) a los polinomios de colocacién con valo-
res iniciales xo y Xo respectivamente. Derivamos la funcién m(t) = |[u(t) — a(t)||?, y
evaluando en los nodos de colocacién §; = t,, + ¢;h obtenemos

m/ (&) = 2(£(&, 0(&)) — £(4,0(&)), 0(&) — 0(&)) < 0.

El resultado, entonces, se deriva de que la cuadratura gaussiana es exacta para m/'(t)
(que es de grado 2s — 1), y de que los pesos b; son todos positivos:

tnth
[[Xne1 — Xna1l] = mt, +h) = m(t,) —|—/ m/ (t)dt
t

n

m(tn) + hz bim/ (&) < m(tn) = |Ixn — %a*.
i=1

Veamos ahora un criterio algebraico para la B-estabilidad.

Teorema 3.4 Si los coeficientes del método Runge-Kutta (1.5)-(1.6) satisfacen las dos
condiciones siguientes

(i) b; >0 paral <i<s,
(i) M = (mi;)i ;=1 = (biaij + bjaz — bibj); ;_, es semidefinida positiva,
entonces el método es B-estable.

A los métodos Runge-Kutta que satisfacen las propiedades (i) y (i1) se les llama
algebraicamente estables.

Demostracion. Tomamos las diferencias

AX, = X, —Xn, AXpi =Xpi —Xop1, AX;=X;-X;
Afi = h (f(tn + C,’h, Xz) — f(tn + Cih, XIL)) s

y restamos las férmulas del método (1.5)-(1.6) para x y x

Axpp1 = Ax,+ Y biAf, (3.9)
i=1
j=1

A continuacién, calculamos el cuadrado de la norma euclidea de Ax,, 1, utilizando
(3.9):

1A% 4[] = [|Axn ][> + 2D bi(Af;, Axy) + > 0> bibj (Afi, Af).

i=1 i=1 j=1
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Sustituyendo Ax,, por su valor al despejarlo en (3.10), nos lleva a

[|Ax, || —|—22bi<Afi,AXi> —2 Z biay; (Af;, Af;) + Z bib; (Af; Af;)
i=1 i,j=1 ij=1
S S

i=1 ij=1

El segundo sumando de (3.11) es < 0 por (3.7). Veamos que el término que aparece

restando en (3.11) es no negativo. Para ello, probaremos que dada una matriz simétrica

S
M de tamano s x s, M es definida positiva si y solo si Z m;;(u;, u;) > 0 para todo

{u,..
Como M es simétrica, diagonaliza ortogonalmente M = QT DQ, con Q = (9i)F j=1

4,j=1
Lugp CR™

ortogonal y D = (d;;){—; diagonal. Entonces, se tiene m;; = 22:1 Qridikqrj, ¥ por lo

tanto

S S S
Zmij<ui>uj> = Z drkriqr; (ui, ;) = Z ik (qriti, grjuy)

ij=1 i\j k=1 i\j,k=1

S S S S S
= D dud g Y aw) =Y digll D griwil|®
k=1 i=1 j=1 k=1 i=1

S
= > dllvall,
k=1

donde v, = Y7, qriu; 0, equivalentemente, [v1,...,v,] = [u,...,us] - QT.

=) Si M es semidefinida positiva, entonces dgr > 0, 1 <k < s, y, en consecuencia,

<)

S S
> miglwg,g) =Y digllvil]* > 0.
k=1

4,j=1

S
Si Z m;j(u;,u;) >0 para todo {ui,...,us} C R", entonces también
ij=1

S
Z dix||ve||> > 0 para todo {vi,...,vs} C R™. Razonamos ahora por reduccién
k=1
al absurdo: si hubiera algin d;; < 0, tomando v; = e; € R" (el vector coorde-
nado j-ésimo), v; = 0 si [ # j, obtendriamos vectores uy, ..., us, definidos por
[uy,...,us] =[vy,...,vs| - Q, para los que

S

S
> mijwi,ug) = dil[vil* = dj; <0,

ij=1 k=1

lo cual es absurdo por hipdtesis.
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Estamos ahora en condiciones de volver a (3.11) y concluir que
1A% 1] < [[ A2,
lo que implica la B-estabilidad de todo método algebraicamente estable. O

Para finalizar este capitulo, vamos a probar que los métodos de Gauss son algebrai-
camente estables.

Teorema 3.5 Los métodos de Gauss son algebraicamente estables. Es mds, la matriz M
cuyo elemento (i,j) viene dado por

My = biaij + bjaji — bibj, 1<14,5 <s,
es la idénticamente nula.

Demostracién Vamos a probar que se cumplen las condiciones (i) y (ii) del Teorema
3.4:

(i) Sean cq,...,cs las raices del polinomio de Legendre trasladado al [0, 1], y consi-
S

deramos f;(z) = H(x —¢j)* > 0. El grado de este polinomio es 2s — 2, luego la
JF#i
férmula de cuadratura gaussiana lo integra exactamente.

1 s
os/0 ﬁ(w)dx:;b]—fi(cj)=bifi(ci)zo, l<i<s,

donde la ultima igualdad se deduce de la forma del polinomio f;. Por lo tanto, como
filc;) > 0, se deduce que b; >0, 1<i<s.

(ii) Sea V' la matriz de Vandermonde de (2.8), y sea M =VMVT. Vamos a demostrar
que la matriz M es la idénticamente nula: el elemento (7, j) de la matriz VM es

blalj —|—bjaj1 —blbj s
(VM) = (78 ety : = ¢ (brar;+bjaz,—bib;).
bsasj + bjajs - bsbj k=1

Por lo tanto, el elemento (7, j) de la matriz M es

(M) = [(VM)WVT]i = > ¢l ¢ (braws + buawk — bibg).
k=1

Operando con esta expresion, y haciendo uso de que los métodos de Gauss satisfacen
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B(2s), C(s) y D(s), llegamos a

(M)ij = chj_l (Z bkczlakl> —‘,—ZC?Xl < blcli_lalk> — Z bkcﬁ:lblcg_l
=1 k=1 k=1 k,l=1
C

S

i 1b o= b i 11
= D d ' F-d Y a2 -q) - 55
k=1

=1

L3 (ot ) 4
=1

_ 1<1_ ! )+1(1_ ) L_i+i—(i+)) _
i\j i+ j\i i+ ij  igli+g)

para todo 1 < i,j < s, luego M = 0. Por consiguiente, M = V’1]\~4(VT)’1 =0,
como queriamos. O




Capitulo 4

Implementacion y resultados
numeéricos

Ahora que ya hemos definido los métodos de Gauss y hemos hablado de sus pro-
piedades, vamos a analizar su comportamiento al integrar un problema concreto. Pero
necesitamos estudiar antes algunos aspectos relacionados con la implementacién eficiente
de los métodos Runge-Kutta implicitos.

4.1. Reformulacién de las ecuaciones

Para resolver (1.5)-(1.6) en la prictica, es aconsejable considerar los incrementos
Zi=X;—Xn, 1<i<s,

para asf reducir la influencia de los errores de redondeo. Entonces (1.5) se convierte en:

Zi=h> aif(tn +cjh,x, +2;), 1<i<s. (4.1)
j=1
Cuando ya se conoce una solucién (Z%,... ZT)T del sistema de ecuaciones (4.1), se

puede hallar x,,41 mediante aplicacién directa de (1.6), pero requiere s evaluaciones adi-
cionales de f. Dichas evaluaciones adicionales pueden evitarse si la matriz de coeficientes
del método, A, es invertible, como sucede en el caso de los métodos de Gauss. De hecho,
(4.1) puede reescribirse como
Zl f(tn+61h,xn +Z1)
Sl =h-(A®I) : ,
Z, f(tn, + Csha Xpn + Zé)

donde I denota la matriz identidad D x D, y A® I denota la matriz de tamafio sD x sD

CL11[ cee alSI
AT =
asll assl

33
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Asi, x,,41 se puede obtener mediante

con
(dy,...,ds) = (b1,...,bs) AL,

4.2. Meétodos iterativos para las ecuaciones no lineales

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales (4.1) y obtener una aproximacién a
su solucién (ZT, ..., ZT)T, debemos usar un método iterativo. Para nuestros experimen-
tos, usaremos la iteracién de punto fijo y el método iterativo de Newton.

La iteracion de punto fijo es el método mas directo para resolver el sistema que se
nos presenta. Siendo v el indice de la iteracién tendriamos, para v =0,1,2,...,

ZEVJFI] = hZaljf(tn + th,Xn + ZEV]), 1 < ) < S,
j=1

partiendo del iterante inicial ZEO] =0, 1 <i < s, que resulta adecuado puesto que a

la vista de (4.1) es claro que Z; = O(h). Cada iteracién requiere s evaluaciones de f, y
la iteracién se detiene si ||ZF+ — ZM|| < TOL, siendo ZM = (Z[ly]T7 . .,Z[SV]T)T la
v-ésima aproximacién a la solucién de (4.1), y TOL una tolerancia prefijada.

Sin embargo, esta iteracion convierte el algoritmo en un método explicito y estropea
las buenas propiedades de estabilidad que tienen los métodos de Gauss por su caracter
implicito.

El método iterativo de Newton aporta grandes ventajas en este sentido. Aplicando
este método, tendremos que resolver en cada iteracién el sistema lineal con matriz

of » of y
I—han&(tn—&—clh,xn—kz[l]) —hals&(tn—kcsh,xn—i—zg])
of , ' of )
—hasla(tn—kclh,xn—&—z[l]) I—hassa(t”—l—csh,xn—kz[s ])

Para evitar tantas evaluaciones de la funcién f y de sus derivadas respecto de x,

. L . of o
sustituiremos todas las matrices jacobianas 8—(15“ + ¢;h,x, + Z;) por una aproximacién
X

of
ox
que se calculara al principio de cada paso y que reduce notablemente el coste compu-

tacional del método iterativo. Asi, el método de Newton modificado aplicado a (4.1) se
convierte en

J =~ (tn,Xn),

(I-hA®J)AZY = —zZV { h(A 1) F(ZM),
ztl =zl AZP
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donde F(Z[) es el vector
F(ZV) = (£(t, + crhox, + ZV)T, £t + eshox, + ZPHT)T.

Cada iteraciéon requiere s evaluaciones de f y la solucién de un sistema lineal de ta-
maino sD. Como la matriz (I —h(A®.J)) es la misma para cada iteracién, su evaluacién y
su factorizacién LU se hacen una vez por paso, al principio, para reducir el coste operativo.

Una eleccién natural para los iterantes iniciales ZEO] es de nuevo
zZ% =0, 1<i<s,
ya que la solucién exacta de (4.1) satisface Z; = O(h). Para detener la iteracién pediremos
que ||AZM ]| sea menor que una tolerancia prescrita por el usuario, dado que AZM =
Zlv+1] _ 7]
4.3. Eleccién de la tolerancia

Para estudiar el efecto que tiene la eleccion de la tolerancia al detener en cada paso la
iteracién elegida para resolver el sistema no lineal, vamos a realizar algunos experimentos
numéricos. Para ello se considera el problema de Kepler, en su formulacién como sistema
de primer orden

—z1(t) —x2(t)
(Vo1 ()2 + 22(6)2)3 (Va1 (t)? + 22(t)?2)3

xX'(t) = [333 (1), z4(t),

con condiciones iniciales

1+e
1—e

x(0) = [1 —¢,0,0, (4.3)

Su solucién corresponde a una 6rbita 2m-periédica de excentricidad e en el plano
(21, x2). Se quiere aproximar numéricamente la solucién de (4.2)-(4.3) en tiempos de la
forma T = N x 27, para distintos valores del niimero de periodos, N, y de la excentricidad
e. Para obtener los resultados y posteriores conclusiones, debemos fijar el valor de tres
pardametros: la excentricidad e, la tolerancia para detener la iteracién TOL, y el nimero
de periodos durante los que se integra N.

El primer experimento que llevaremos a cabo consiste en integrar nuestro proble-
ma con tolerancias 1076 y 10715, para ver si podemos determinar cuél es mejor. Rea-
lizaremos diversas graficas a escala doblemente logaritmica correspondientes a los re-
sultados obtenidos con dichas tolerancias, excentricidad e = 0.5 y longitudes de paso
h = %—Z, %, R 2(2)%, reflejando el error global cometido frente al nimero de evaluacio-
nes de la funcién f. Integraremos el problema durante 10 periodos, pues para otros valores
de N se observa un comportamiento analogo, con la salvedad de que cuanto mayor es el

numero de periodos durante los que integramos el problema, mayor sera el error total.
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Figura 4.1: Error frente al nimero de evaluaciones de f utilizando el método de Gauss
de orden 4 implementado con iteraciéon de punto fijo y de Newton.

27
256’
h* < TOL, por lo que el error procedente del integrador temporal se ve contaminado
por el error procedente de la iteracion utilizada para resolver el sistema no lineal. Esto
hace que no se aprecie el verdadero comportamiento del integrador numérico. Ademas,
podemos observar que, con dicha tolerancia, los dos métodos iterativos se comportan
de manera muy diferente. Implementado con iteracién de punto fijo, el error acaba es-
tancandose en valores de tamaifio 10~%, mientras que con el método iterativo de Newton
los errores descienden hasta 10~%. Este comportamiento es debido a que cuando el error
ronda el valor 107?, todavia por encima de la tolerancia requerida, se realiza una itera-
cién mas, y entonces la convergencia cuadratica del método de Newton hace que el error
tras esa nueva iteracién sea de tamafio 10719, Tras 10 periodos, dicho error se acumula
hasta el valor que se observa en la gréfica correspondiente.

Con la tolerancia 1076 (la gréfica izquierda de la Figura 4.1), a partir de h =

Con TOL = 10715 (la grafica derecha de la Figura 4.1) no se observa ninguna con-
taminacion debida a los errores ocasionados por los métodos iterativos, ya que el error
global del método de Gauss estd por encima de esta tolerancia (permanece alrededor
de 1078 con la longitud de paso mds pequefia). Esta es la razén de que la grafica de la
derecha muestre que, cuando h — 0, el error del integrador temporal se comporta como
O(h?), con independencia del método iterativo utilizado. Sin embargo, conlleva un mayor
nimero de evaluaciones, al ser la tolerancia tan exigente, como se puede ver al comparar
las correspondientes lineas en ambas graficas. De hecho, para ambas iteraciones se ob-
serva casi un factor de 2 entre el niimero de evaluaciones necesarias con TOL = 10~ y
el requerido con TOL = 1076,

A la vista de estos resultados podemos concluir que la tolerancia 10~'° es preferible,
pues a costa de un mayor nimero de evaluaciones, permite observar toda la precisién
que proporciona el método Runge-Kutta. No obstante, no debemos conformarnos con
esto. En este experimento solo hemos considerado dos tolerancias fijas, una més grosera
y otra més exigente. Sin embargo, también cabe la posibilidad de utilizar una tolerancia
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variable. El error esperado en la integracién temporal es O(h?), donde p es el orden del
método utilizado, lo que nos sugiere escoger una tolerancia que se comporte como O(h?)
pero que sea ligeramente menor, por ejemplo, h? x 1072,

Hemos realizado de nuevo la integraciéon de nuestro problema, esta vez con tolerancia
TOL = h? x 1072, y hemos comparado los nuevos resultados obtenidos con los que
obtuvimos con TOL = 10715, considerando el nimero de iteraciones promedio y el error
al final de la integracién, cuando dividimos repetidamente las longitudes del paso de
integracién a la mitad, partiendo de 27/64. Estos resultados pueden observarse en las
Tablas 4.1 y 4.2.

b TOL =10"15 TOL = h* x 1072
Iter. promedio ‘ Error Iter. promedio Error
27 /64 11.4 1.304x1072 4.7 1.573x1072
2 /128 9.4 8.374x1074 4.7 8.571x1074
27 /256 8.0 5.268x1075 4.6 5.258x107°
2m /512 6.9 3.298x107° 4.6 3.281x107°
2m/1024 6.3 2.063x1077 4.6 2.052x1077
27/2048 5.4 1.282x1078 4.5 1.277x1078

Tabla 4.1: Error tras 10 periodos y promedio de iteraciones realizadas utilizando el méto-
do de Gauss de orden 4 con iteracién de punto fijo y distintas longitudes de paso h.

b TOL =10"1% TOL = h* x 1072
Iter. promedio Error Iter. promedio Error
27 /64 6.6 1.304x1072 3.5 1.291x1072
2m /128 5.7 8.374x10~% 3.5 8.206x10~*
21 /256 5.1 5.268x107° 3.5 5.228x107°
27 /512 4.6 3.298x1076 3.5 3.295x1076
27/1024 4.2 2.064x107 3.5 2.062x10°7
27 /2048 4.0 1.282x1078 3.5 1.282x1078

Tabla 4.2: Error tras 10 periodos y promedio de iteraciones realizadas utilizando el méto-
do de Gauss de orden 4 con iteracién de Newton y distintas longitudes de paso h.

Centrandonos en los datos recogidos en la Tabla 4.1, que corresponden a la utilizacién
de iteracién de punto fijo, los resultados son claros. Con la tolerancia variable se necesita
un numero de iteraciones promedio menor y casi constante e independiente de h, mien-
tras que los errores (con ambas tolerancias) son casi idénticos y exhiben el orden esperado.

De la Tabla 4.2, correspondiente al método de Newton, extraemos las mismas conclu-
siones. Comparando los datos de ambas tablas, es inmediato concluir que, al menos en
el ejemplo que estamos considerando, y atendiendo tinicamente al nimero de iteraciones
promedio (y, por tanto, al nimero de evaluaciones de funcién), el método de Gauss de
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orden 4 es mejor con el método de Newton que con la iteraciéon de punto fijo, pues ne-
cesita menos iteraciones promedio y los errores son comparables. Sin embargo, como se
indicard méds adelante, el costo operativo del método de Newton no se limita al nimero
de evaluaciones de funcion, puesto que requiere ademas la evaluacion del jacobiano y la
resolucién de sistemas lineales.

El dnico motivo para elegir una tolerancia fija méas exigente seria reducir el error obte-
nido, pero la comparativa realizada desecha dicha posibilidad. Por lo tanto, la tolerancia
que emplearemos en nuestros futuros experimentos, serd la adaptativa, h? x 1072,

Sin embargo, cuando vayamos reduciendo h cada vez mas, llegard un momento en el
que kP x 1072 serd menor que 10~1°. Una tolerancia tan pequefia no nos interesa, ya que
no sera apreciable trabajando en doble precisién, y puede incluso impedir que el método
converja por la contribucién de los errores de redondeo. Por consiguiente, la tolerancia
éptima serd max(h? x 1072, 10719).

Todo este razonamiento ha sido realizado a través de los datos obtenidos usando el
método de Gauss de orden 4. Los resultados obtenidos utilizando el método de Gauss de
orden 8 son similares, y las conclusiones que se pueden extraer de ellos, las mismas. Por
lo tanto, obviaremos dichos resultados en esta memoria.

4.4. Resultados numéricos

Ahora que ya hemos elegido la tolerancia que usaremos, vamos a comparar entre si
los métodos iterativos utilizados, as{ como ambos integradores numéricos (el método de
Gauss de orden 4 y el de orden 8).
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—=6— Punto fijo orden 4 —&— Punto fijo orden 4
—&— Newton orden 4 —©— Newton orden 4
102¢ — & —Punto fijo orden 8| 3 102 F A — & —Ppunto fijo orden 8| 4
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Figura 4.2: Error frente al nimero de evaluaciones de f y el tiempo de CPU utilizando
los métodos de Gauss de orden 4 y 8, implementados con iteracién de punto fijo y de
Newton, con excentricidad e = 0.5.

En la Figura 4.2 se muestran dos graficas que hemos realizado con tolerancia max(hP x
1072,1071%), N = 10 y e = 0.5 para comparar los métodos de Gauss de 2 y 4 etapas
combinados con los dos métodos iterativos con los que trabajamos en esta memoria. En
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la gréafica de la izquierda se ha representado error frente al nimero de evaluaciones de
funcién, mientras que en la gréafica de la derecha se muestra error frente a tiempo de
CPU. Se ha utilizado el color azul para indicar la iteracién de punto fijo, y el rojo para
la iteraciéon de Newton. Asimismo, las lineas continuas corresponden al método de Gauss
de orden 4, mientras que las discontinuas representan datos generados con el método de
orden 8.

En la gréfica del lado izquierdo en la Figura 4.2 podemos apreciar, al igual que en
las Tablas 4.1 y 4.2, que el método iterativo de Newton conlleva un menor niimero de
evaluaciones de la funcién f puesto que las lineas de color rojo permanecen siempre a la
izquierda de las correspondientes lineas de color azul. Sin embargo, en la grafica de la
derecha, observamos que la iteracién de punto fijo requiere un menor tiempo de CPU.
También se aprecia el orden de cada método en la pendiente de las lineas representadas
en ambas gréficas: las dos lineas que representan datos generados con el método de
orden 4 (con ambos métodos iterativos) muestran pendiente -4, mientras que las lineas
discontinuas muestran pendiente aproximadamente -8, como corresponde a un método
de orden 8. Veamos si dicha pendiente se distingue mas facilmente si disminuimos la
excentricidad hasta e = 0.3.
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Figura 4.3: Error frente al nimero de evaluaciones de f y el tiempo de CPU utilizando
los métodos de Gauss de orden 4 y 8, implementados con iteracién de punto fijo y de
Newton, con excentricidad e = 0.3.

El motivo de relajar la excentricidad es facilitar el trabajo del integrador numéri-
co, que al estar implementado con paso fijo, permite longitudes mayores de paso si la
excentricidad de la orbita se reduce. Los resultados obtenidos se han representado en
la Figura 4.3. Las conclusiones al analizar estos nuevos datos son las mismas, pero los
resultados referentes al método de Gauss de orden 8 han cambiado ligeramente dada la
menor excentricidad: los puntos representados se disponen de manera mas alineada y la
pendiente, de valor -8, se aprecia con mayor facilidad.

Atendiendo unicamente a estos resultados, no sabriamos decidir qué método itera-
tivo es mejor para resolver nuestro problema, ya que las conclusiones que se extraen
de las gréaficas de la izquierda son, aparentemente, opuestas a las que se derivan de las
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graficas del lado derecho. No obstante, debemos tener en cuenta qué es lo que estamos
midiendo exactamente en cada una de ellas. Respecto al niimero de evaluaciones, esta-
mos contando estrictamente el nimero de evaluaciones de la funcién f, sin embargo, con
el método iterativo de Newton es necesario resolver, en cada iteracion, un sistema de
ecuaciones de tamano D X s, ademés de que requiere calcular la matriz jacobiana de la
funcién f. Aunque cuando se comparan métodos Runge-Kutta explicitos se suele medir
el costo computacional atendiendo al nimero de evaluaciones de funcién, cuando se trata
de métodos implicitos es preciso comparar los tiempos de CPU. Por tanto, en nuestro
ejemplo, podemos concluir de las Figuras 4.2 y 4.3 que la iteracién de punto fijo es la
més eficiente tanto para el método de orden 4 como para el de orden 8.

A continuacién, vamos a mostrar la influencia que tienen en el error y en el costo
computacional el nimero de periodos durante los que integramos, asi como la excentrici-
dad elegida. Realizaremos nuevas graficas, integrando nuestro problema con la tolerancia
adaptativa que venimos considerando y la iteracién de punto fijo (la implementacién que
ha resultado més eficiente), haciendo variar las excentricidades y el nimero de periodos.

10° i i i 10°

T
—O— Método de orden 4 —O— Método de orden 4
— & —Método de orden 8 — & —Método de orden 8

S .6 & oo
5w Eow Y}
\
109F 10°¢ !
\
A
1010 1010k A
1012 . . . 1012 . . .
102 10 10° 10t 10? 102 10t 10° 10t 10?
Tiempo de CPU Tiempo de CPU
(a)N:10,6:0.5 (b) N=40,e=0.5

Figura 4.4: Error frente al tiempo de CPU utilizando los métodos de Gauss de 2 y 4
etapas implementados con iteraciéon de punto fijo y excentricidad e = 0.5.

En las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se han incluido 6 graficas que muestran error al final de la
integracién frente al tiempo de CPU requerido. Las gréficas de la izquierda corresponden
a la integracién durante N = 10 periodos mientras que las de la derecha se han realizado
con N = 40 periodos. Como en las graficas anteriores se ha utilizado linea continua para
el método de orden 4 y discontinua para el de orden 8. La Figura 4.4 muestra los resulta-
dos obtenidos para excentricidad e = 0.5, la Figura 4.5 corresponde a excentricidad e =
0.3, y la Figura 4.6 se ha generado con e¢ = 0.1.

Esta claro que el método de orden 8 produce resultados considerablemente mejores
en todos los casos: errores més bajos y tiempos de CPU notablemente menores, llegando
a dividirse por un factor de 10 cuando se compara con el método de orden 4 para obtener
errores de tamafo 10~%. Adema4s, disminuir la excentricidad nos permite visualizar mejor
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Figura 4.5: Error frente al tiempo de CPU utilizando los métodos de Gauss de 2 y 4
etapas implementados con iteracién de punto fijo y excentricidad e = 0.3.
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Figura 4.6: Error frente al tiempo de CPU utilizando los métodos de Gauss de 2 y 4
etapas implementados con iteracién de punto fijo y excentricidad e = 0.1.

el orden de los métodos y los tiempos de CPU necesarios disminuyen (las correspondien-
tes lineas se desplazan hacia la izquierda a medida que disminuye e).

Como los errores producidos por el método de Gauss de orden 8 decrecen a mayor
velocidad al reducir h que los correspondientes al método de orden 4, las longitudes
de paso con las que hemos integrado nuestro problema no son las mismas con ambos
métodos. De hecho existe un factor de al menos 4 entre unas y otras. Por ejemplo, en la
gréfica izquierda de la Figura 4.4, los errores mayores (de tamafio 1072) se han generado

utilizando h = %—Z con el método de orden 4 y h = %—g con el método de orden 8. Para
excentricidad e = 0.1, errores del mismo tamano se consiguen con h = %—g con el método
de Gauss de 2 etapas y h = %Tﬂ con el de 4 etapas.
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Por dltimo, si para cada una de las excentricidades consideradas comparamos los
errores que se obtienen para N = 10 y N = 40, observamos que para ambos métodos
los errores se multiplican aproximadamente por 16 (42), mientras que el tiempo de CPU
s6lo se multiplica por 4 (en cada figura las lineas de la grafica derecha estdn desplazadas
hacia la derecha y ligeramente hacia arriba respecto de la posicién que tienen en la grafica
izquierda). Sigue siendo, por tanto, més eficiente el método de Gauss de 4 etapas.
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Apéndice A

Propiedades de los polinomios
de Legendre

En este apéndice nos dedicaremos a demostrar algunas propiedades de los polino-
mios de Legendre en [0, 1] utilizados en el Capitulo 2. Para demostrar algunas de dichas
propiedades haremos uso de la férmula recursiva de Bonnet

{ zfg(a;) = 25; L on — )P, 1 () — % P o(z), s>2,

() = 1, Py(z)=2z—1.

1
1. / P(z)Py(x)dx = 0 si s # t:
0
Para probarlo, usaremos que P, (x) satisface la ecuacién diferencial siguiente
8[(z — 2®)P.(x)] + s(s+ 1)P, = 0.

Si ps(x) y ﬁ’t(x) son soluciones de la ecuacién anterior, multiplicando la ecuacién
correspondiente a Ps(x) por P(x) y viceversa, y restdndolas, obtenemos

~ ~ /1

1 1
8/0 (pt[(:cfﬂ)ﬁsl]'—PS[(xfxz)Pt])dx+[s(s+1)ft(t+1)]/0 P, Pydz = 0.

La primera integral vale 0, puesto que integrando por partes el primer término de
esta relacion, se convierte en:

Pie o P = 1Pae = )P = [ (Bilo =o)L Fllo o))

que claramente vale 0 puesto que, por un lado, el factor (z — 2?) se anula en x = 0
v x = 1y, por otro, el integrando es idénticamente nulo. Por lo tanto,

1
[s(s + 1) — (¢t + 1)]/ Pu(2)Pi(x)dz = 0,
0
y, si s # t, se concluye que la integral es 0.
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. /01 Pu(2)2dw =
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1 .
2s+1°
Haremos uso de la féormula recursiva que hemos introducido al principio de este
apéndice:

1 Py(x)%dzx = 1 Pua) | 2= 20 - 1)y 1 (@) - 221 By o(2)| da
0 0

S S

s—1 ~

251 /0 Py(2)Py_s(2)dx.

= /0 (22 — 1) Py(2) Ps_y (x)dx —

S

S

El segundo término es nulo por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

Ahora, para deshacernos del término (22 — 1)P,(2)Ps_1(x) de la primera integral,
utilizamos de nuevo la férmula recursiva, pero esta vez para los indices s + 1,5 y

s — 1, y despejaremos el término (22 — 1)Ps(z) para sustituirlo en la igualdad de
arriba.

Py(2)Py_o(z)dx

/ Py(z)%dz = 25— 1 / (22 — 1) Py(2) Ps_1 (z)dz — s 1
0 0

s s 0
2s—1[s+1 [} - . s 1 )
= P, P,_1(z)d P,_ d

2s—1 [ -
= = / P,_1(z)%dz.
2s+1 Jy

1
Llamando g(s) = / Py (z)?dx, hemos llegado a la siguiente recurrencia
0

os) = S —g(s = ).
Vamos a probar por induccién que g(s) = ﬁ, partiendo de que g(0) = 1, g(1) =
3. Aplicamos ahora la hipdtesis de induccién: suponemos que g(s — 1) = 2317—1’ y
tenemos que
9(s) = ziﬂg“—” - izli ' 251f1 - 251+1'

Pi(1) =1

~0(1):12,5 {51(1):1’ s—1 2s—1 s—1 s

P@(l) = s 9—1(1) - PS—2(1) = s - s = ; =1
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s—1 =~
Ps—2(1 - -T')

s—1

P(1—2z) =

1—2:13) s— 1(1—56)

23—1

L
- (1 - 22)(~1)"" By () —
23”( 1)(=1) Py (x)

(—1)°"?Ps_s(2)

1)°Py(a).

/\

5. Py(z) tiene s raices reales distintas en el intervalo (0,1):

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que P,(x) = Q(x)R(z), siendo
Q@ y R de grados m y s — m, con m < s, respectivamente. Supongamos también

que R no tiene raices en (0,1). Entonces, por la ortogonalidad de los polinomios
1

1
de Legendre, 0 = / P, (2)Q(z)dx = / Q(2)*R(z)dx, aunque el integrando es no
0

0
nulo y tiene signo constante, lo cual es absurdo.
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Apéndice B
Funciones en Matlab

Este segundo apéndice contiene las funciones que hemos programado en Matlab y con
las que se han generado las graficas del Capitulo 4, implementando los métodos de Gauss
de orden 4 y 8 tanto con iteraciéon de punto fijo como con iteracién de Newton.

B.1. El problema de Kepler

Para empezar, hemos implementado todo lo necesario para integrar el problema de
Kepler que utilizamos como problema test en esta memoria. Incluimos en esta seccién
las funciones kepler, kepler_jac e inicial, que proporcionan el lado derecho del sis-
tema de Kepler (4.2), el jacobiano de dicha funcién, y la condicién inicial del problema,
respectivamente.

function f=kepler (t,x)
r=sqrt (x (1) "2+x(2) "2) " 3;
f=[x(3);x(4);-x(1)/r;-x(2)/r];
end

function J=kepler_jac (t, x)
r=x (1) "2+x(2)"2;

J(i,:)=(0, 0, 1, 0];
J(2,:)=[10, 0, 0, 11;
J(3,:)=[(3*x(1)"2 - r)/r"(5/2),3*x(2)"2/r"(5/2), 0, 0];
J(4,:)=[3*x(1)"2/r"(5/2), (3*x(2)"°2 - r)/r~(5/2), 0, 0];

end

function x0O=inicial (e)
%Esta funcion generara la condicion inicial para cada excentricidad
x0=[1-e;0;0;sqrt ((1+e)/(l-e))1;

end
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B.2. Los métodos de Gauss

Con la funcién gauss4pf calculamos una aproximacion a la solucién de (4.2)-(4.3)
mediante el método de Gauss de orden 4 implementado con iteracién de punto fijo.

function [tt,xx,neval,niter,npasos,error,cpu] = gauss4dpf (t0,tF,x0,h,TOL, f)
%$Inicializamos
D=length (x0) ;
tt=t0; xx=x0'; Mas adelante los iremos ampliando.

neval=0; niter=0; npasos=0;
xn=x0; tn=t0;

%E1 metodo

a=[1/4,1/4-sqrt (3)/6;1/4+sqrt (3)/6,1/4]1;
b=[1/2,1/21;
c=[1/2 - sqrt(3)/6; 1/2 + sqrt(3)/61;
d=b/a; %( b/a <= bxinv(a) )
s=length (b);
fEmpezamos
F=zeros (D, s); %La columna j sera el vector f(tn+tc-j*h,xn+zZ_j).
tic
while tn<tF

if tn+h>tF

h=tF-tn;
end
Z0=ones (D, s) ; %La columna j sera el vector Z_j.

Zl=zeros (D, s);
while (max(max(abs(Z21-Z0)))>TOL && niter<15)

7z0=71;
for j=1l:s
F(:,3)=f(tn+c(j) *h,xn+Z0(:,3));
end
neval=neval+s;
for j=1l:s
21 (:,3)=h*x(Fxa(j,:)");
end
niter=niter+1;
end
xn=xn+z1*d"';
tn=tn+h;

npasos=npasos+l;
xx=[xx;xn"'];
tt=[tt;tn];
end
cpu=toc;
error=norm(xx (end, :)-x0");
end

La gauss4nw hace lo mismo, salvo que en este caso la solucién del sistema no lineal
se calcula con iteracién de Newton.
function [tt,xx,neval,niter,npasos,error,cpu] = gauss4nw(t0,tF,x0,h,TOL, f, jac)

$Inicializamos
D=length (x0);
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tt=t0; xx=x0';
neval=0; niter=0; npasos=0;

%E1 metodo

a=[1/4,1/4-sqrt (3)/6;1/4+sqrt (3)/6,1/41;
b=[1/2,1/2]1;

c=[1/2 - sqrt(3)/6; 1/2 + sqrt(3)/61;

d=b/a; %( b/a <= bxinv(a) )
s=length (b);

F=zeros (Dxs,1);
FF=zeros (D*s,1);
xn=x0; tn=t0;

fEmpezamos
tic
while tn<tF
if tn+h>tF
h=tF-tn;
end
Z1l=zeros(Dxs,1l); Delta=TOL+1;
J=eye (D*s) - hxkron(a, jac(tn,xn));
[L,U,P]=1u(J);

while (max(abs(Delta))>TOL && niter<10)

for i=1:s

F(D* (1i-1)+1:D*i) = f(tn+c(i)+*h,xn+Z1 (Dx (i-1)+1:D=*1));

end
neval=neval+s;
for i=1:s

FE(D* (i-1)+1:Dxi) = Z1(Dx(i-1)+1:D*xi) — h*(a(i,1l)=*F(1:D)...

+ a(i,2)*F(D+1:2«D));
end
y=L\P*FF; Delta=U\y;
Z21=7Z1-Delta;
niter=niter+l;
end
Zl=reshape (21, [D,s]);
xn=xn+z1*d"';
tn=tn+h;
npasos=npasos+l;
xx=[xx;xn"'];
tt=[tt;tn];
end
cpu=toc;
error=norm(xx (end, :)-x0");
end
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Los dos siguientes programas, gauss8pf y gauss8nw son los andlogos a los dos ante-
riores, pero esta vez para el método de Gauss de orden 8.

function [tt,xx,neval,niter,npasos,error,cpu]

$Inicializamos

D=length (x0) ;

tt=t0; =xx=x0';

neval=0; niter=0; npasos=0;
xn=x0; tn=t0;

%E1 metodo

gauss8pf (t0, tF,x0,h, TOL, f)
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wl=1/8 - sqgrt(30)/144; W1l=1/8 + sqrt(30)/144;
w2=sqrt ( (15+2*sqrt (30))/35)/2; W2=sqgrt ((15-2xsqgrt (30))/35)/2;
w3=w2+*(1/6 + sqrt(30)/24); W3=W2~*(1/6 - sqrt(30)/24);
wid=w2+* (1/21 + 5xsqrt (30)/168); W4=W2x(1/21 - 5%sgrt(30)/168);
W5=w2-2*w3; W5=W2-2+W3;
a=|[ wl , Wl-w3+W4, Wl-w3-W4, wl-w5;

wl-W3+wi4, Wl ,  W1-W5 , wl-W3-w4;

wl+W3+w4d, W1+Ww5 , Wl , W1+W3-w4;

wl+wb , Wl4+w3+W4, Wl+w3-W4, wl];

b=[2%wl, 2+Wl, 2%Wl, 2+wl];
c=[1/2-w2; 1/2-W2; 1/2 + W2; 1/2+w2];
d=b/a; %( b/a <=> bxinv(a) )
s=length (b) ;

*Empezamos
F=zeros (D, s); %La columna j sera el vector f(tntc-j*h,xn+Z_j).
tic
while tn<tF

if tn+h>tF

h=tF-tn;
end
z0=ones (D, s) ; %La columna j sera el vector Z_j.

Zl=zeros (D, s);
while (max(max(abs(Z21-Z0)))>TOL && niter<15)
70=71;
for j=1l:s
F(:,3)=f(tn+c(j)+*h,xn+Z20(:,3));
end
neval=neval+ts;
for j=l:s
21 (:,3)=h*(Fxa(j,:)");
end
niter=niter+1;
end
xn=xn+z1+d"';
tn=tn+h;
npasos=npasos+1l;
xx=[xx;xn"'];
tt=[tt;tn];
end
cpu=toc;
error=norm(xx (end, :)-x0");
end

function [tt,xx,neval,niter,npasos,error,cpu] = gauss8nw(t0,tF,x0,h,TOL, f, jac)

$Inicializamos
D=length (x0) ;
tt=t0; xx=x0';
neval=0; niter=0; npasos=0;

%E1 metodo

wl=1/8 - sqrt(30)/144; W1l=1/8 + sqrt(30)/144;
w2=sqrt ( (15+2*sqrt (30))/35)/2; W2=sqgrt ((15-2xsqgrt (30))/35)/2;
w3=w2+*(1/6 + sqrt(30)/24); W3=W2~*(1/6 - sqrt(30)/24);

wid=w2+* (1/21 + 5xsqrt(30)/168); W4=W2x(1/21 - 5%sgrt(30)/168);
W5=w2-2*w3; W5=W2-2xW3;
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a=|[ wl , Wl-w3+W4, Wl-w3-W4, wl-w5;
wl-W3+w4, wl , W1-W5 , wl-W3-w4;
wl+W3+wd, W1+W5 , Wl , W1+W3-wi4;
wl+wb , Wl+w3+W4, Wl+w3-W4, wl];

b=[2+wl, 2xW1l, 2+«W1l, 2*wl];

c=[1/2-w2; 1/2-W2; 1/2 + W2; 1/24+w2];

d=b/a; %( b/a <= bxinv(a) )

s=length(b);

F=zeros (Dxs,1);
FF=zeros (D*s,1);

xn=x0; tn=t0;
fEmpezamos
tic
while tn<tF
if tn+h>tF
h=tF-tn;
end
Z1l=zeros(Dxs,1l); Delta=TOL+1;
J=eye (Dxs) — hxkron(a

[L,U,P]=1u(J);
while (max (abs (Delta))>TOL
for i=1:s
F (D% (1i-1)+1:D*i) =
end
neval=neval+s;
for i=1:s
FF(D* (i-1)+1:Dxi) =
+ a(i,2)*F(D+1:2«D)

end
y=L\P*FF; Delta=U\y;
Z1=71-Delta;
niter=niter+1;
end
Zl=reshape(Z1, [D,s]);
xn=xn+z1+d"';
tn=tn+h;
npasos=npasos+1l;
xx=[xx;xn'];
tt=[tt;tn];
end
cpu=toc;
error=norm(xx (end, :)-x0");
end

B.3.

,Jjac(tn,xn));

&& niter<10)

f(tn+c (i) xrh, xn+21 (

Z1(Dx (1i-1)+1:Dx1i)

Dx (i-1)+1:D=*1));

- hx(a(i,1)*F(1:D) ...

+ a(i,3)*F (2+«D+1:3%D) ...
+ a(i,4)*F (3xD+1:4%D));

Visualizacion de resultados
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Todos los resultados que hemos mostrado a lo largo de la memoria en forma de tablas y
graficas también han sido obtenidos mediante algunos funciones programadas en Matlab.
Mostramos a continuacion solo dos de ellas, utilizadas para generar las Tablas 4.1 y 4.2,
y las Figuras 4.2 y 4.3. Estas funciones son tabla_tol y grafica_total, y aunque por
si solas no podrian reproducir toda la informacién que hemos aportado, son una muestra

representativa.
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function []=tabla-tol (N,e,metodo, f, jac)
H=zeros(7,1); Niterl=zeros(7,1); Npasosl=zeros(7,1); T=Nx2+%pi;
Niter2=zeros(7,1); Npasos2=zeros(7,1);
Errorl=zeros(7,1); Error2=zeros(7,1); h=2%pi/l6;

for i=1:7
h=h/2; H(i)=h;
switch metodo
case 1 %l==punto fijo
[~,~,~,Niterl (i), Npasosl(
gauss4pf (0, T,inicial (
[~,~,~,Niter2 (i) ,Npasos2 (
gauss4pf (0, T,inicial (
case 2 %2==Newton
[~,~,~,Niterl (i) ,Npasosl
gaussdnw (0, T, inicial
[~,~,~,Niter2 (i) ,Npasos2
gauss4nw (0, T,inicial

i),Errorl(i),~] =...
e),H(i),le-15,£);
i),Error2(i),~] =...
e),H(i),h"4/100, f);
i),Errorl(i),~] =...
e),H(i),1e-15,f, jac);
i),Error2(i),~] =...
e),H(i),h"4/100, f, jac);

end
end

promediol=Niterl (2:end) ./Npasosl (2:end);
promedio2=Niter2 (2:end) ./Npasos2 (2:end) ;

format short e

disp (' h Iteraciones Error Iteraciones Error')
disp (' promedio promedio')
disp (' TOL=1le-15 TOL=h"p/100")

[H(2:end),promediol,Errorl (2:end),promedio2, Error2 (2:end) ]
end

function []=grafica_total (N,e, f, jac)
SN numero de vueltas
% excentricidad
% orden del metodo

h=2xpi/16; T=Nx2+pi;

Neval_4pf=zeros(7,1); CPU_4pf=zeros
Neval_4nw=zeros(7,1); CPU_4nw=zeros
Neval_8pf=zeros(7,1); CPU_.8pf=zeros
Neval_8nw=zeros(7,1); CPU_8nw=zeros

); Error_4pf=zeros(7,1);
); Error_4nw=zeros(7,1);
); Error_8pf=zeros(7,1);
); Error_8nw=zeros(7,1);

for i=1:7

h=h/2; tol4=max(h"4/100,1e-15); tol8=max(h~8/100,1le-15);

[~,~,Neval_ 4pf(i),~,~,Error_4pf (i), CPU_4pf (1)]
gauss4pf (0, T,inicial (e),h,told, f);

[~,~,Neval_dnw (i), ~,~,Error_4nw (i), CPU_4nw (i) ]
gauss4nw (0, T,inicial (e),h,tol4, £, jac);

[~,~,Neval 8pf(i),~,~,Error_8pf (i), CPU_8pf (1)]
gauss8pf (0, T,inicial (e),4*h,tol8, f);

[~,~,Neval8nw (i), ~,~,Error_-8nw (i), CPU-8nw (i) ]
gauss8nw (0, T,inicial (e),4+h,tol8, f, jac);

end

figure (1)
loglog (Neval_ 4pf (l:end-2),Error_4pf (l:end-2), "bo-", ...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);



B.3. VISUALIZACION DE RESULTADOS

hold on

loglog(Neval_4nw(l:end-2),Error_4nw(l:end-2), 'ro-",...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

hold on

loglog (Neval_8pf (l:end-2),Error_8pf(l:end-2), 'b"—=", ...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

hold on

loglog (Neval_-8nw(l:end-2),Error_-8nw(l:end-2), 'r"—"', ...

'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

xlabel ('Numero de evaluaciones');

ylabel ('"Error');

legend ('Punto fijo orden 4', 'Newton orden 4',...
'Punto fijo orden 8', 'Newton orden 8');

figure (2)

loglog (CPU_4pf (1l:end-2),Error_4pf (l:end-2), "bo-", ...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

hold on

loglog (CPU_4nw (l:end-2),Error_4nw(l:end-2), 'ro-"', ...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

hold on

loglog (CPU_8pf (l:end-2),Error_8pf (l:end-2), 'b"——", ...
'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);

hold on

loglog (CPU_8nw (l:end-2),Error_-8nw(l:end-2), 'r"—", ...

'MarkerSize',5, 'LineWidth',1);
xlabel ('Tiempo de CPU');
ylabel ('"Error');
legend ('Punto fijo orden 4', 'Newton orden 4',...
'Punto fijo orden 8', 'Newton orden 8');
end
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