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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo es probar, con la mayor generali-
dad posible, el Teorema fundamental de existencia de la teoria asintética de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales en el dominio complejo
en torno a una singularidad de segunda clase, que afirma que a toda solucion
en serie de potencias formal del sistema se le puede asignar, en sectores ade-
cuados con vértice en el punto singular, una soluciéon analitica representada
asintoticamente por aquella en dicho sector.

Usaremos conceptos y resultados estudiados principalmente en las asig-
naturas de “Calculo Infinitesimal”, “Analisis Mateméatico”, “Ampliacién de
Analisis Matematico”, “Variable Compleja” y “Ecuaciones Diferenciales”,
aunque también aplicaremos resultados de la asignatura “Algebra y Geo-
metria Lineales 1"

El guién seguido para la prueba es el mismo que sigue Wolfgang Wasow en
[], pero intentaremos detallar los pasos que él deja en numerosas ocasiones
indicados y que no son inmediatos.

Consideraremos sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias
holomorfas en un disco punteado, es decir, del tipo ¥’ = A(z)y + f(z), don-
de y es la funcion vectorial incégnita y A y f son una funcién matricial
y una funciéon vectorial respectivamente, y ambas son holomorfas en dicho
disco punteado, digamos {z € C:0 < |z —a| <r}. Podemos encontrarnos
diferentes posibilidades. El caso mas sencillo es cuando a es una singularidad
evitable de A y f y ahi sabemos que, si anadimos al problema unas con-
diciones iniciales, entonces tenemos una soluciéon tnica y esta es holomorfa
en el disco en el que eran holomorfas las ecuaciones. Si la singularidad es
de primera especie, concepto que explicaremos méas adelante, entonces hay
un resultado clasico que dice que, si el sistema tiene una solucién formal
en forma de serie de potencias centrada en a, entonces esta convergera en
un entorno de la singularidad y, por tanto, sera solucién analitica local del
sistema.

En este trabajo, probaremos un resultado para el caso de sistemas de
EDOs lineales en torno a singularidades de segunda especie, definicion que



también daremos méas adelante. Veremos que, si tenemos una solucién formal
de un sistema de este tipo, aunque esta no converja, podremos darle un
sentido, gracias al concepto de desarrollo asintético de una funcién en un
sector.

En el primer capitulo, mencionaremos algunos conceptos para ecuacio-
nes y funciones en C" con los que estamos familiarizados para n = 1, pero
que conviene puntualizar para evitar confusiones. También precisaremos los
teoremas clasicos disponibles para el caso de singularidades evitables o de pri-
mera clase. La seccién segunda del capitulo recoge la definiciéon de desarrollo
asintético de una funciéon y varios resultados que nos permitiran trabajar con
facilidad con este concepto.

A continuacion plantearemos un sistema del tipo que queremos estudiar
en el punto del infinito, y para el caso particular de una ecuacién escalar,
encontraremos el desarrollo asintético de una solucién.

En el segundo capitulo, analizaremos la posibilidad de aplicar una trans-
formacién formal o analitica al sistema con el objeto de simplificar su estudio,
dotando a la matriz de coeficientes de una estructura diagonal por bloques
que permita la escision del sistema en otros de menor dimension que el pro-
porcionado originalmente. El resultado clave para garantizar la existencia de
la transformacion analitica buscada es el Teorema [2.2] que se probard en el
capitulo [3] y que, bajo hipétesis adecuadas asegura que, de la existencia de
una solucién formal de una ecuacion diferencial vectorial del tipo

v~y = f(x,y),

donde ¢ > 0, podemos garantizar la existencia de una solucién analitica
representada asintéticamente por dicha serie formal.

En el capitulo [3| probaremos el Teorema [2.2] La aplicaciéon del Teorema
de Borel-Ritt permite reducir el problema a la existencia de soluciones ana-
liticas asintoticamente nulas para una ecuacion modificada. A continuacién,
esta ecuaciéon diferencial que hemos obtenido la podremos convertir en una
ecuacién integral mediante la férmula de variacion de parametros, y la exis-
tencia de solucion para esta ultima se basara en el método de aproximaciones
sucesivas, definidas mediante un operador no lineal & obtenido a partir de
la ecuacién integral. En la definicién de dicho operador integral &2 es funda-
mental la eleccion adecuada de caminos de integracion, que serd expuesta en
la seccion [3.3] Dichos caminos se elegirdn de manera que la exponencial que
aparece bajo el signo integral dentro del operador &2 esté acotada a lo largo
de ellos. Gracias a esto, podremos deducir que las aproximaciones sucesivas
u; definidas mediante & convergen hacia una funcién u asintéticamente nula
que es ademas solucion de la ecuacion, como queriamos probar.



Finalmente, veremos cémo podemos aplicar el Teorema [2.2] a ecuaciones
diferenciales no lineales.

Cabe mencionar que so6lo se ha tratado la demostracién del Teorema
bajo una condicién adicional, la de que los autovalores de cierta matriz sean
todos distintos. Incluso en esta situacion especial, la prueba es suficientemen-
te laboriosa y extensa. El caso general, que se puede encontrar en el libro
de W. Wasow [4], requiere del manejo de la forma canénica de Jordan y, en
algunos casos, del uso de nuevas transformaciones analiticas, de tipo “shea-
ring” (de cizalla), cuyo estudio no hemos considerado necesario incluir en
este tratamiento introductorio.

Termino la introduccién dando gracias a Javier Sanz por ser mi tutor del
Trabajo de Fin de Grado y por la paciencia con la que me ha guiado durante
su realizacion y ha resuelto todas las dudas que me han surgido.



Resumen

El objetivo es probar, con la mayor generalidad posible, el Teorema funda-
mental de existencia de la teoria asintotica de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales en el dominio complejo en torno a una singularidad
de segunda clase, que afirma que a toda solucién en serie de potencias formal
del sistema se le puede asignar, en sectores adecuados con vértice en el punto
singular, una solucién analitica representada asintéticamente por aquella en
dicho sector. Se incluiran los prerrequisitos necesarios, consistentes en una
introduccién a la teoria de desarrollos asintéticos y a la solucion formal de
sistemas de EDOs lineales en torno a puntos singulares.

Abstract

The aim of this report is to prove, with as much generality as possible, the
fundamental theorem of existence for the asymptotic theory of ordinary dif-
ferential equations on the complex plane around a second-class singularity,
which states that every formal series that is formal solution of the system
has an asymptotic representation in adequate sectors whose vertex is the
singularity and this representation is an analytic solution of the system. The
necessary prerequisites, which consist of an introduction to the theory asym-
ptotic expansions and to formal solutions of lineal ODEs around singular
points, are also included.



Notacién y terminologia

Indicaremos ahora notaciones y terminologia que se van a usar a lo largo
del trabajo.

éT Matriz traspuesta de una matriz A.
C Adherencia de un subconjunto C' de C.
C

Interior de un subconjunto C' de C.
Fr(C) Frontera de un subconjunto C' de C.

R Recta real.

C Plano complejo.

Re(z) Parte real del nimero complejo z.

Il Norma del supremo de una funcién f acotada en su dominio.
Cly] Espacio de polinomios en y con coeficientes en C.

C[[=]] Espacio de series >7°  a,z" con coeficientes a, complejos.

Cly][[xz]] Espacio de series en potencias de = con coeficientes en C[y].

Un disco punteado en C es un disco desprovisto de su centro, es decir, es
un conjunto del tipo

{reC:0<|x—al<r},

para algin a € C y r > 0.
Diremos que S es un sector abierto del plano complejo C si existen «, 5 €
Ryr>0cona<ftales que S toma una de las dos siguientes formas

{zeC:a<arg(z)<f, 0<]z|<r}
{zeC:a<arg(z) <fB, |z|>r}.

En el primer caso, diremos que el vértice del sector es 0 y lo denotaremos
So(a, B,7), mientras que, en el segundo, diremos que es infinito y lo denota-
remos Soo(av, B,7).

Diremos que S es un sector cerrado del plano complejo C si es la adhe-
rencia de un sector abierto desprovista del origen.

Observaciéon 0.1. Si no se indica lo contrario, por “sector” nos referiremos a
un sector abierto. Tendremos que anadir necesariamente el término “cerrado”
cuando ese sea el caso.
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Con la notacién de la definicién de sector abierto, diremos que los rayos
de la frontera de un sector S son los conjuntos

{r € Fr(S) : arg(x)
{r €eFr(S) : arg(x)

a}
s}

Sea S un sector de C. Diremos que T" C C es un subsector propio de S si
T es un sector en C y T\ {0} € S. Lo denotaremos por T < S.

11
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo introduciremos los conceptos de holomorfia y sin-
gularidades para funciones en C", asi como los teoremas clasicos para sistemas
de EDOs lineales con singularidades evitables y de primera especie. También
definiremos desarrollo asintético de una funcién en un sector y veremos algu-
nos resultados fundamentales relacionados con este concepto. Terminaremos
el capitulo planteando un sistema como los que queremos estudiar, en el caso
particular escalar, y encontraremos el desarrollo asintético de una solucion
suya.

1.1. Primeros conceptos y resultados

Definicién 1.1. Sea U un abierto en C, n € {1,2,...} y sea f una funcién
vectorial

f:U—C"
Se dice que f es analitica en zy € U si existe una serie de potencias centrada
en 2

Zofn(z - z0>n7

donde f, € C" para todon = 0,1,2,..., tal que converge en un entorno de
2o y coincide con la funciéon en dicho entorno:

f(2) = i fulz = 20)",

para cada z en ese entorno de zj.

Teniendo en cuenta que f tiene n componentes y la definiciéon de funcion
escalar analitica, es inmediato comprobar que una funcién como la de la
definicion serd analitica si y solo si cada una de sus componentes lo es.
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Observacién 1.2. Es conveniente tener en cuenta que C" o C™*" pueden
ser considerados como algebras de Banach sin més que dotarles del producto
escalar, respectivamente del producto de matrices, y de una norma vectorial
o matricial arbitraria (por ser espacios de dimensién finita, la eleccién con-
creta de norma no es relevante). Asi, la teoria de las funciones vectoriales
o matriciales que consideraremos en nuestro estudio se puede enmarcar en
la teoria de funciones holomorfas o analiticas definidas en abiertos de C y a
valores en un algebra de Banach compleja general. Sin embargo, aqui prefe-
riremos reducir el estudio de estas propiedades a las correspondientes para
cada una de las componentes de la funcion vectorial o matricial considerada,
que son funciones complejas.

Definicién 1.3. Sea U un abierto de C, zg € Uy A : U\ {zo} — C"*" una
funciéon matricial. Si A es holomorfa en U\ {z¢} (equivalentemente, si lo son
todas sus componentes), se dice que A presenta una singularidad aislada. En
tal caso, podemos distinguir los siguientes tipos

(a) La singularidad sera esencial si al menos una de las componentes de A(z)
tiene singularidad esencial en ese punto.

(b) La singularidad seré polar si ninguna de las componentes tiene singula-
ridad esencial en zy y al menos una de ellas tiene un polo en ese punto.
En este caso, el polo de zg como singularidad de A(z) tiene como or-
den el mayor de los érdenes de xy como polo de las componentes a;;(x),
i,j=1,...,n.

(¢) La singularidad serd evitable si, en aquellas componentes que tengan
singularidad en zq, esta es evitable.

Notacioén 1.4. De aqui en adelante, A(x) serd una matriz de dimensién n xn
y holomorfa en un disco punteado {z € C: 0 < |z| < r} para cierto r > 0.
Denotaremos sus componentes por a;;(x), donde ¢ indica el nimero de fila y
J, el de columna de dicha componente.

Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales
Y' = A(2)Y, (1.1)

donde Y es una matriz n X n y denotamos por Y’ a la matriz resultante
de derivar una vez cada entrada de Y. Se entiende por solucion del sistema
una funcién matricial Y (x) holomorfa en un subconjunto abierto del disco
punteado y que verifica en dicho abierto la ecuacién . Se llama matriz
fundamental del sistema a una matriz soluciéon de con determinante no
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nulo en cada punto del abierto en el que estd definida. Las columnas de una
matriz fundamental forman una base del espacio vectorial de soluciones de
la ecuacion

y' = Az)y
en dicho abierto. Es inmediato comprobar que, si Y7 e Y5 son matrices fun-

damentales del sistema en el mismo abierto, existe una matriz constante e
invertible C' tal que Yi(z) = Ys(z)C.

Definicién 1.5. Si A(z) en (1.1)) tiene un polo de orden uno en 0, se dice
que x = 0 es un punto singular de primera clase o primera especie para el
sistema de ecuaciones diferenciales.

En este caso, cada una de sus componentes se puede escribir como
1
a;j(x) = —by;(x),
x
donde b;;(x) es holomorfa en el disco de centro 0 y radio 7. Si B es la matriz

de componentes b;;(x), donde i es el nimero de fila y j es el nimero de
columna, entonces podemos escribir

1
A(x)=—-B
(@)= LB@)
donde B(x) es una matriz n X n holomorfa en 0 y la ecuacion (1.1]) puede

escribirse en la forma
zY' = B(2)Y.

Definicién 1.6. Si la matriz A(z) en (1.1)) tiene una singularidad polar en
x = 0, pero esta no es un polo de orden uno, diremos que x = 0 es una
singularidad de sequnda clase o de sequnda especie.

Definicién 1.7. Se dice que una ecuacion diferencial escalar de orden n
tiene una singularidad de primera clase o primera especie en x = 0 si tiene
un punto singular en x = 0 y es de la forma

7j=1

con coeficientes p;(z) holomorfos en x = 0.

Observacién 1.8. Observamos que, en la definicién anterior, el que p;(x)
sea holomorfo en & = 0 significa que tiene un cero de orden k£ > 0, por lo que
27 Ip;(z) tendria un polo de orden j—k. Es decir, el coeficiente que acompaiia
a la derivada (n — j)-ésima tiene en = 0 un polo de orden a lo sumo j. En
particular, si k > 7, el coeficiente presentaria en 0 una singularidad evitable,
y se le puede considerar a todos efectos holomorfo en 0; de hecho, si k > 7,
tendria un cero en z = 0.
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Definicién 1.9. Se dice que una ecuacion diferencial escalar de orden n
tiene una singularidad de sequnda clase o sequnda especie en x = 0 si tiene
un punto singular en x = 0 y este no es de primera clase.

Observacién 1.10. Hay dos definiciones de singularidad de primera clase:
Una para sistemas de orden uno como y otra para ecuaciones escalares
de orden n. Ahora veremos que es posible escribir una ecuacion escalar de
orden n con singularidad de primera clase en = 0 como sistema de orden
uno con singularidad de primera especie en x = 0, lo que da sentido a esta
terminologia.

Partiendo de una ecuaciéon con singularidad de primera clase en 0 como en
, hacemos el siguiente cambio de variable (ver, por ejemplo, P. Henrici

[11):

v = 2ty k=1,2,...,n,
y obtenemos que, para k=1,2,...,n — 1,
1 1
v, = (k — D)ak2u*=0 gkl ®) — (F — 1) v + Ut
y
v, =(n—1)z" 2y (=) gLy ™)
= S ! —> x7p )
j=1
n—1 1 &
= — = a"7p
x T
n— 1
= - 5 ij T)Vp—jit1
1
= ; ’rL - 1 Zp] U’n—j-‘rl .

Por lo tanto, el sistema resultante para la funcién vectorial (vy,...,v,) es
B4 [0 1 0 0 0 0 ] [v]
vh 0 1 1 0 0 - 0 Uy

1
vy = = 0 0 2 1 0 0 U
: x .
V) |—Pa(z) —pna(x) o —pa(z) m— 1) v

Efectivamente, hemos obtenido un sistema que tiene en x = 0 una singulari-
dad de primera clase, de acuerdo con la definicién [1.5]
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Definicién 1.11. Diremos que una serie de potencias es solucion formal
de una ecuacion diferencial (o de un problema de valores iniciales) si, tras
hacer las operaciones formales indicadas por la ecuacién sobre los términos
de dicha serie, la ecuacién se satisface (junto con las condiciones iniciales si
las hubiera).

Enunciamos a continuacion, sin demostracion, el Teorema clasico de exis-
tencia y unicidad de la solucién para el problema de valores iniciales en un
dominio simplemente conexo. Como es habitual, se entiende por dominio un
abierto conexo de C.

Teorema 1.12. Sean A(x) una matriz cuadrada de orden n y f(x) una
funcion vectorial, ambas holomorfas en un dominio D simplemente conexo
en el plano complejo. Entonces, la ecuacion diferencial vectorial

y = A(x)y + f(z) (1.3)
tiene exactamente una solucion tal que se cumple
y(a) = a, (1.4)

donde a es un punto arbitrario de D y « es un vector constante arbitrario.
La solucion es holomorfa en D.

Veamos que, en el Teorema|[I.12] es importante el hecho de que la ecuacién
sea lineal. Consideramos el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 1.13. Consideramos la ecuacion diferencial escalar
y =y,
cuyas soluciones son de la forma

1
r+c

y:

donde c es una constante cualquiera. Esta solucion sin embargo no es holo-
morfa en z = —¢, aunque el segundo miembro de la ecuacién es holomorfo
en x y en y para todo x y todo y. Es decir, no se cumple la tltima linea del
teorema.

Teorema 1.14. La ecuacion diferencial escalar

u™ 4+ ay (2)u"V 4+ an(z)u = g(x), (1.5)

17



cuyos coeficientes son holomorfos en el dominio simplemente conexo D, tiene
exactamente una solucion u(x) tal que

u(a) =a;, j=0,1,....n—1, (1.6)

donde a es un punto arbitrario de D y los o son nimeros complejos arbi-
trarios. La solucion es holomorfa en D.

Observacion 1.15. Las pruebas de los Teoremas[I.12]y [I.14] se basan en las
mismas técnicas y, de hecho, se podria deducir una directamente de la otra
teniendo en cuenta que un sistema de la forma se puede transformar
facilmente en una ecuacién como en , y viceversa. Para demostrarlos, se
comienza suponiendo que el sistema con condiciones iniciales ola
ecuacién ([1.5)) con las condiciones iniciales tienen una solucién en serie
de potencias centrada en a, es decir, de la siguiente forma:

oo
Z a.(r —a)",
r=0

donde los a, son vectores constantes de tamaifio n en el primer caso y constan-
tes escalares en el segundo. Evaluando las condiciones iniciales, obtenemos
el valor de ag en el caso matricial, o el de los n primeros coeficientes a, en
el caso escalar. A continuacion se inserta la serie formal en la ecuacion (|1.3))
o en la , respectivamente, y se obtiene una familia de ecuaciones que
pueden ser resueltas recursivamente. Es decir, que de esta manera se pueden
obtener todos los coeficientes a, en ambos casos. Por el Criterio de Mayo-
raciéon de Cauchy, se demuestra que la serie es convergente, por lo que ya
tendriamos una solucién local que converge en un disco en torno a a. Gracias
al Teorema de Monodromia, esta soluciéon local se puede extender a abiertos
simplemente conexos, pues el germen que define resulta ser arbitrariamente
prolongable en el simplemente conexo D.

Observacion 1.16. El Teorema [1.12| nos dice que, en puntos regulares, los
problemas de Cauchy, que son aquellos problemas formados por una ecua-
cion diferencial y unos valores iniciales, tienen siempre soluciéon global en
el dominio simplemente conexo de holomorffa de la matriz A(z) en (1.3),
y la solucién local es precisamente la soluciéon formal, que siempre existe
y es unica. ;Qué ocurre si el punto es singular? En este caso, no podemos
asegurar que haya solucion formal y, en caso de que la haya, esta no sera
necesariamente convergente. A continuacién veremos dos ejemplos de estas
dos ultimas situaciones.

Ejemplo 1.17. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial:
(14 2)y(z) — 29/ (2) = 2,

18



que presenta en z = 0 una singularidad de primera especie. Supongamos que
tiene una soluciéon formal de la forma

oo

Z anz".

n=0
Insertamos y obtenemos:

(o] o0
(I4+2)y—2y =1+42)> a2 — 2> naz"""
n=0 n=0
(o] oo o0
= a,2" 4+ > a, 2" = na,"
n=0 n=0 n=1
o oo o
= Z a2 + Z 12" — Z na,2"
n=0 n=1 n=1

=ag+ Z (an + an_1 —nay,) 2",

n=1

Y entonces podemos deducir que

a0:0,

a1+a0—a1:a0:1,

lo cual es imposible. Entonces, la ecuacién diferencial no tiene solucién for-
mal.

Ejemplo 1.18. Consideramos la ecuacién de Euler

2y (2) +y(2) =,

que presenta en z = 0 una singularidad de segunda especie. Supongamos que
tiene una soluciéon formal de la forma

o0
Z anz".
n=0

Insertamos en la ecuacién, obteniendo:

oo o0

22 Z na,z""! + Z a2’ =z
n=0 n=0
oo (o]
> na 2"+ a2 =2
n=1 n=0

o, ¢]

Z(n — Da,_12" 4+ ag + a1z + Z apz" =z

n=2 n=2

ap+ (a1 — 1)z + i [(n —1Day,—1 + a,] 2" = 0.

n=2

19



Es decir, los coeficientes de la solucion formal satisfacen

Qg = Oa
ay = ]_,
a, = —(n—1)a,_;, paran>2.

Es sencillo probar, razonando por induccion, que
an = (—1)""'(n—=1)!, paran > 2,

y podemos escribir la solucién como

f:l (=1)" (= 1)1z,

Usando la féormula del cociente,

es decir, el radio de convergencia de la soluciéon formal es 0.

Sin embargo, para el caso de singularidades de primera especie, podemos
enunciar el siguiente teorema que asegura que, si encontramos una soluciéon
formal en serie de potencias para la ecuacion, entonces esa solucién conver-
gera localmente.

Teorema 1.19. Sea -
F(z)=> Fa'
r=0
una funcion matricial holomorfa para |x| < xq, y sea
oo
S aa
r=0
una serie formal vectorial que satisface formalmente la ecuacion diferencial
[e.@]
w2 = (> Fa'|z (1.7)
r=0
para el vector z. Entonces
o
S aa
r=0

converge para |x| < mo y representa una solucion analitica de la ecuacion

D).
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La prueba es similar a la de los Teoremas y y consiste en estimar
el tamano de los coeficientes a, a partir de las ecuaciones de recurrencia que
satisfacen por ser la serie Y°2  a,2” solucién formal de la ecuacion ([1.7)).

Observaciéon 1.20. Nétese que, si tenemos en un abierto del plano complejo
un conjunto de n soluciones del sistema y' = A(z)y linealmente independien-
tes, podemos disponerlas como columnas de una matriz W cuyo determinante
sera no nulo en todo punto del abierto, y que sera entonces una matriz fun-
damental del sistema. Es inmediato que W satisface la ecuacion diferencial
matricial

W' = A(z)W.

Entonces, es bien conocido que, mediante la férmula de variacién de para-
metros podemos obtener facilmente una soluciéon particular de

W' = A(z)W + F(x),

donde F(x) es una matriz holomorfa de tamano n x n. Por lo tanto, en el
estudio que sigue nos centraremos en la consideraciéon de problemas homo-
géneos, ya que las conclusiones para los no homogéneos seran inmediatas a
partir de esta observacion.

1.2. Desarrollos asintéticos. Propiedades ele-
mentales.

Como se ha visto en el ejemplo una serie de potencias solucion
formal de una ecuaciéon en una singularidad de segunda especie (como el
punto 0 para la ecuacion de Euler) puede ser divergente, es decir, tener radio
de convergencia nulo. Con el objeto de dar un significado analitico a dicha
solucion, introducimos a continuacién el concepto de desarrollo analitico y
detallamos sus principales propiedades.

Definicién 1.21. Sea S un sector en C con vértice en 0 y f una funcién
f:8—C

holomorfa. Consideramos la serie formal

f= ioarxr € C[[z]].
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Se dice que f representa f (x) asintéticamente o es desarrollo asintdtico de
f(z), cuando x — 0 en S, si

z—0
zeT

limz™™ [f(:v) -> arﬂ] =0
r=0
para todo m > 0y todo T' <« S acotado.

Denotaremos esta relacion por:
R o0
f(m)wf:Zarx’", x €S, x — 0.
r=0

Observaciéon 1.22. Si f es holomorfa en el origen, es inmediato comprobar
que la serie de Taylor de f en 0 es un desarrollo asintético cuando x tiende
a 0 en cualquier sector S con vértice en el origen (la prueba se basa en la
forma integral del resto de Taylor).

Teorema 1.23. Sea S un sector en C con vértice en 0y f una funcion
f:8—C

holomorfa. La serie formal
f= > a.x" e Cl[]].
r=0

serd desarrollo asintético de f cuando x — 0 en S si y solo si, para todo
T subsector propio y acotado de S y para todo m > 0, existe una constante
Crm > 0 tal que

S C(T,m : ‘x|m

o1 S
r=0

para todo x € T.

Demostracion. (a) Empezamos probando la necesidad. Si f representa f
asintéticamente en S y tomamos un subsector propio cualquiera 7' de
S y un m > 0, sabemos que

x—0
zeT

limz™™ lf(x) — i arxﬂ =0,
r=0

lo que equivale a decir que

z—0
xzeT

limz™™ [f(x) — mz—:l ara:’"] = G,



Tomamos un € > 0 y, por definicién de limite, existe un ¢ > 0 tal que, si
|z| <4, entonces

z)— Y aa”
'f( ) r=0 "7 —a,| < e
xm
y, usando la desigualdad triangular inversa,
r) — S taa”
‘f( ) r=0 T < a| + e
xm

Sea T* = {x €T : |x| > §}. Como es acotado, su adherencia es un com-
pacto y ademas, estaria totalmente contenida en S. Por lo tanto, f es una
funcién holomorfa en toda la adherencia de T™ y, por ser esta compacta,
f esta acotada en T™. Podemos escribir

|f(2)] < My

para algin M; > 0 y todo x € T™.

Como m — 1 es finito, también podemos acotar
m—1
S o
r=0

para algin My > 0 y todo x € T*. Es decir, para x € T*

< M,

f@) =St aar| @)+ St e w4 M
™ < < .
|| om om
Tomamos Moo M
Crm = max {|am| + e, 1(;;2}

y entonces, si x € T, tanto si |x| < 0, como si |z| > §, se cumpliréd

< CT,m . |$‘m

m—1
‘f(x) - aa”
r=0

A continuacién probamos la suficiencia. Ahora tomamos T un subsector
propio y acotado cualquiera de S'y un m > 0 y sabemos que existe una
constante Cr,,11 > 0 tal que

< Crm41 - |$|m+l-

’f(x) - Z a,x”
r=0
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Ahora vemos facilmente que

< Crmll,

™ lf(x) — iarﬂ

luego es claro que

lim 2~ lf(x) -> a,,xrl = 0.
zeT r=0

Es decir, que f representa f asintoéticamente cuando x — 0 en S'y hemos
terminado la prueba. [

Observaciéon 1.24. Lo que probaremos en este trabajo es que las soluciones
formales de sistemas en torno a singularidades de segunda especie tienen un
significado analitico: son desarrollo asintético en 0 de verdaderas soluciones
holomorfas de la ecuacion definidas en sectores del plano complejo con vértice
en 0.

Veamos ahora como se pueden obtener recursivamente los coeficientes del
desarrollo asintético de una funcion.

Lema 1.25. Se cumple que
Z a,x"
r=0

es el desarrollo asintético de f(x) cuando x — 0 en un sector S con vértice
en 0 si y solo si, para todo subsector propio T de S,

lim f(z) = ay (18)
zeT
m—1
lim 2~ lf(x) - Z;) ara:""] = Qp, m>0. (1.9)
z€T r=

Demostracion. (a) Empezamos probando la necesidad. Tomamos un sub-
sector propio T de S. Aplicando la definicién para m = 0, obtenemos
directamente ([1.8)). Para m =1

; -1 -
lim 27" [f(z) — ap — a12] = 0,
zeT

por lo que claramente

P -1 .
lim 2™ [f(z) — ao] = a1.
z€T
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Para m > 1 tenemos que
m m—1
" [f(a:) - Zarx"] =gz " [f(ac) -3 awxrl — U,
r=0 r=0

por lo que

z—0
xe€T

0=lima™™ lf(x) - i ar:(,”"]
r=0

z—0
zeT

= lima™™ lf(a:) — mz—:l araz’”] —
r=0

y se cumple (|1.9).

(b) A continuacién, probamos la suficiencia. Si, para cualquier subsector pro-
pio T' de S, se cumplen (|1.8) y (1.9)), entonces para m =0

lim f(z) —ao=0
zeT

y, para m > 1, se cumple

z—0
zeT

lim ™™ [f(a:) — Zm: a,ﬂxrl =limaz™" [f(m) - ”il arxrl —
r=0

por lo que la serie sera desarrollo asintético de f(z). n

Teorema 1.26. Una funcion f(z) admite a lo mds una serie de desarrollo
asintotico

o0

S,

r=0

cuando x — 0 en un sector S dado.

Demostracion. Las relaciones (1.8)) y (1.9) en el lema anterior determinan
los coeficientes a, de manera tnica. O

El siguiente resultado, inmediato a partir de la definicion [1.21] permi-
tird razonar con comodidad en la prueba de las propiedades algebraicas y
analiticas de los desarrollos asintoticos.
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Lema 1.27. La serie -
Z a,x"
r=0

es desarrollo asintdtico de f(x) cuando x — 0 en un sector S si y solo si
para todo m > 0 se puede escribir

flx) = i a,x” + E(x,m)x™ (1.10)

r=0

donde E(x,m) tiende, para m fija, a cero cuando x — 0 en cualquier sub-
sector propio T de S.

Comenzamos con las propiedades algebraicas del concepto de desarrollo
asintotico.

Teorema 1.28. Si f(z) y g(x) son funciones definidas en un sector S con
vértice en 0y h(x) = af(x)+Lg(x), donde o, B € C son constantes, entonces

f)~> aa", g(x) ~ > ba", cuando x — 0 en S,
r=0 r=0

implica
o

h(z) ~ Y (aa, + Bb.) 2" cuando x — 0 en S.

r=0
Demostracién. Para m > 0, podemos usar el Lema para escribir
f(z) =" aa" + Ei(z,m),
r=0

g(x) = i byx" + Ey(z,m),

r=0

donde F;(x,m) y Es(x,m) tienden, para m fija, a 0 cuando x — 0 en cual-
quier subsector propio T' de S. Por lo tanto, también se puede escribir

M) = af (x) + By(x)
_ (fj a,7" + By (x, m)> +8 (gmj boa” + B, m))

r=0 r=0

=ad az" + 3> ba" + aFEi(z,m)+ BEs(z,m).

r=0 r=0
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Denotando E(x,m) = aE;(xz,m) + SE2(x,m), podemos escribir
h(z) =) (aa, + Bb.) 2" + E(x, m),

r=0

donde, para m fija, E(x,m) tiende a 0 cuando = — 0 en cualquier subsector
propio T' de S. Usando de nuevo el Lema concluimos que

h(z) ~ > (aa, + Bb,) " cuando z — 0 en S. O

r=0

Teorema 1.29. Sea S un sector en el plano complejo. Si
f(@) ~ Y aa”, g(x) ~ > ba”, cuando x — 0 en S,
r=0 r=0

entonces f(x)g(x) estd representado asintdticamente en S por la serie formal
obtenida tras la multiplicacion formal término a término de los dos desarro-
llos asintoticos y su reordenacion.

Demostracion. Haciendo la multiplicacion formal de los dos desarrollos, ob-
tenemos la serie -

> e,

r=0

donde, para r > 0,
Cr = Z Cljbr_j.
=0
Por el Lema [1.27], sabemos que para m > 0 fijo,
f(z) =" aa" + Ei(z,m)z™,
r=0

g(x) = Z byx” + Ey(x,m)z™,
r=0

donde Ei(z,m), Es(x,m) tienden a 0 cuando z — 0 en cualquier subsector
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propio T" de S. Multiplicando estas dos formulas,

_ (i am> (fj brxr> ™ By(z, m) (fj a,w’")

r=0

+a™ By (x (Z b ) + 2*™ By (2, m) Ey(z,m)

:icrxr—i—xms(x)jL (ng m (Zar )

+Ey(z,m (Zb x ) +:cmE1(a:,m)E2(a:,m)>,

donde z™s(z) proviene de la suma de un nimero finito de términos, to-
dos ellos de grado mayor que m, que resultaban al multiplicar > " a,z" y
Yoo bra” vy que no estan incluidos en Y7 ¢,2". Denotando

Blem) =) + Bulon) (3o’
B (2, m (Zb v ) + 2™ By (2, m) Es(z, m),

se ve claramente que
lim E(xz,m) = 0,
z—0
zeT

por lo que, usando el Lema [I.27 hemos probado el teorema. ]

El siguiente resultado se ocupa de la composicién de funciones con desa-
rrollo asintotico. Para que tenga sentido, es necesario que la primera funcion
a componer tienda a 0 cuando x tienda a 0 en S, en otras palabras, que su
serie de desarrollo asintotico tenga término independiente nulo, pues solo en
este caso el comportamiento de la compuesta puede ser deducido a partir de
las funciones componentes.

Teorema 1.30. Sean S y R sectores en el plano complejo con vértice en 0.
Si .
z)~> ax" cuando x — 0 en S,

u) ~ > b’ cuando u— 0 en R,
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y st f(x) € R para todo x € S, entonces
glf(x)] ~ > ea’,  cuando x — 0 en S,
=0

donde los coeficientes ¢, se obtienen mediante insercion formal de la serie de
f(x) en la serie de g(u), sequida de la reordenacion de potencias de x.

Demostracion. Se puede construir una serie
o0
> e
t=0
mediante la sustitucion formal
[e's) [e's) s
>0 (o).
s=0 r=1
Estos coeficientes ¢; son polinomios en ay,. .. ,asbq,. .. ,b;. Sabemos que

flz) = i a,x” + Ey(z,m)z™,

r=1

g(z) => b.a" + Ex(x,m)z™,
r=0
donde Ej(z,m), Es(z,m) tienden, para m fijo, a cero cuando z — 0 en
cualquier subsector propio 7" de S. Haciendo la sustitucion,

o) = 3 (i wal + Eix, mnm)
+ Ey (i a,x" + Ey(z,m)z™, m) <§: a,x" + Ey(z, m)xm>m

r=0 r=0

Del primer sumando, tras elevar la cantidad entre paréntesis a r y hacer
el producto, obtenemos los términos de > ,c,.2” y un numero finito de
sumandos que tienen ™ como factor comin y que, al dividirlos por z™,
también tienden a cero cuando x — 0 en cualquier subsector propio T. Del
segundo sumando, obtenemos también una cantidad que tiende a cero cuando
x — 0 en cualquier subsector 7" multiplicada por ™. Por lo tanto, podemos
escribir

m

Z ciw' + E(x,m)x™

t=0
para alguna funcion E(z,m) que tiende a cero cuando z — 0 en cualquier
subsector propio T" de S. Esto prueba el teorema. O
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Pasamos a ocuparnos de las propiedades analiticas, en particular el com-
portamiento del desarrollo asintético bajo integracién o derivacion.

Teorema 1.31. Si f(x) es holomorfa en un sector S, entonces

f(x) ~Y aa"  cuando x — 0 en S,
r=0

implica
z oo
/ f)dt ~>° ar 2" cuando v — 0 en S,
0 —r+1

stempre que el camino de integracion se escoja de modo que, fijado un sub-
sector T' propio de S, exista otro subsector T' de S (con T C T') de modo
que para todo z € T' el camino que une 0y z se mantenga dentro de T".

Demostracion. Tomamos un subsector propio T' de S y sea T” como en el
enunciado. Por el Lema [1.27] sabemos que

f(@)=>aa" + E(x,m)a™, zeT,
r=0
donde
lim E(x,m) = 0.
z—0
zeT’!

Como

lim f(x)
zeT’

existe, la integral de cero a x de la funciéon f existe y es independiente del
camino, como aplicaciéon inmediata del Teorema de los residuos de Cauchy.
Tomamos como camino un segmento recto. La funcién E(z, m) es holomorfa
en S, por (1.10) y, por tanto, también lo serd en 7. Como tiende a cero
cuando x — 0 en T, es uniformemente continua en la adherencia de T, si
se le asigna el valor cero en el origen. Esto implica que el integrando en el
segundo miembro de

T 1
/ E(t,m)t"dt = xm“/ E(rz,m)r™dr, t =T, 0<7<1,
0 0

tiende a cero uniformemente en 7', cuando x — 0. Entonces, integrando la

férmula ([1.10]), obtenemos:

x © 1
/0 f)dt=>" %ITH + :L“m+1/ E(tz,m)r™dr
r=0

0

y, por tanto, hemos probado el teorema. O]
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Teorema 1.32. Si f(z) es holomorfa en un sector S del plano complejo y si
f(x) ~Y aa", cuando x — 0 en S,
r=0

entonces -
(@) ~ > ap(r+1)2",  cuando z — 0 en S.
r=0

Demostracion. Tomamos un subsector propio 1" de S. Derivando la férmula

(1.10]), obtenemos

nAdE(x,m)
dx

oF
ary1(r + 1)z" +ma™  E(x,m) + xm(a:c, m) ,
] x

a,rz” "t ma™  E(x,m) + o

WE

f'(x) =

1

Il
3 3

T

donde claramente m > 1. Sea T” un subsector propio de S tal que T' <« T,
y elijamos « un nimero positivo suficientemente pequeiio tal que la circun-
ferencia C, de centro x y radio |z|a esté contenida en 7" para todo x € T.
Sea M (z,m) el maximo de |E(xz,m)| en C,. La férmula de Cauchy en este
caso nos dice que

o0FE 1 E(y,m)
el - =D dy,
) 271 /|y:p:a|ac| (y — ,27)2 Y

——(z,m)| < — - 2mafz| - max | (y,mz)\ (I’Tg) | (z,m)
83: 27T yeCy ‘y x‘ &2‘ ’ Oz|:1:|
Por lo tanto,
m—1 . M e
Fl@) =3 ara(r+ 1a’| < [af 1<m|E<a:,m>| +<a)>
r=0

La expresion entre paréntesis tiende a cero cuando z — 0 en T, ya que
E(xz,m) tiende a 0 cuando x — 0 en 7'y, como C, estd contenido en 7"
para todo x € T', M (x,m) también tenderd a cero cuando x — 0. Por tanto,
hemos probado el teorema. O]

La razén de haber adaptado la definicion de desarrollo asintotico impo-
niendo acotaciones sobre cada subsector propio del sector original, y no de
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modo uniforme en todo el sector, es precisamente la posibilidad de garantizar
la estabilidad del concepto respecto de la derivacion.

El siguiente resultado muestra que cualquier serie de potencias puede ser
vista en un sector arbitrario como desarrollo asintotico en 0 de una funcion
holomorfa en dicho sector

Teorema 1.33 (de Borel-Ritt). Para cada serie de potencias
Z a,x”
r=0

y sector S existe una funcion f(x) holomorfa en S para |x| < x¢ (¢ es una
constante positiva arbitraria) tal que

f(z) ~Y aa”  cuando x — 0 en S.
r=0

3

Probamos el teorema con el procedimiento que sigue J. F. Ritt en [2].

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el sector §
esta bisecado por el semieje real positivo, ya que, si # es un dngulo cualquiera
y la serie

o0
Z a,x"
r=0

es desarrollo asintotico de la funcién f(z) es un sector S, entonces la serie
0 .
Z CLT€_Z0T1’T
r=0

seré desarrollo asintdtico de la funcién ¢(x) = f (we‘ie) en el sector obtenido
al rotar S el angulo 6. Por lo tanto, podemos asumir que S = Sy(—7, 7, %o)
para algin v € (0,7) y zo > 0.

Sustituiremos la serie dada por una modificada de la forma

o
> aran(z)a’,
r=0

donde los “factores de convergencia” «, se eligen de manera que la nueva
serie sea uniformemente convergente pero comparta las propiedades asinto-
ticas de la serie original cuando = — 0. Por lo tanto, buscaremos que ()
sea pequena para x # 0, cuando a, es grande (y de esta manera la serie
modificada convergerd en S) y, por otra parte, buscaremos que «,.(z) tienda
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rapidamente a uno cuando x — 0. Podemos tomar factores de la siguiente
manera:

b
a.(z) =1—exp (_a:;> , b, >0. (1.11)

El exponente [ estd en el intervalo (0, 1) y, si se toma suficientemente peque-
fio, el exponente —b, /z” tendrd parte real negativa en un sector S prefijado.
La desigualdad

|1 —e€*| <|z|, para Re(z) <0, (1.12)
se deduce a partir de

1—¢e=— e dw
[0,2]

y del hecho de que Re(w) < 0 sobre el segmento abierto de extremos 0y z.
Aplicamos (1.12)) a (L.11]) y obtenemos que, para x € S,

b, b,
| (z)| = ‘1 — €Xp <—x5>‘ < ‘_xﬁ

y, multiplicando ambos miembros de la desigualdad por |a,.z"|, obtenemos

Y

o (@)a”| < lal[b|z]77, x €S

Por lo tanto, si los b, estan definidos por

b — {|CLTT:170”|1 si a, #0,

0 sia, =0
entonces
- r = r o~ r—B 1 o 1|z 7
Zarar(x)gj < Z |ara(z)z"] < Z |ar b ]| 2] < B Z or [ ’
r=1 r=1 r=1 |I0| r=1 Lo

que converge uniformemente para |z| < xy. Es decir, la serie anterior converge
uniformemente en cualquier subconjunto cerrado de = € S, |z| < x¢ y por
lo tanto, representa un funcién holomorfa f(x) en cualquier subconjunto de
x €S, |z| < .

Ahora probaremos que

f(z) = i}arar(x)xr (1.13)

cumple

f@)~> aa", z—0 zeb.
r=0

33



Usando ([L.11) y (L.13)),
m m br o0

" lf(:c) -> ara:T] =—> a,exp <_B> x4 > apon(x)"™.
r=0 r=0 xr

r=m+1

El primer sumando tiende a cero cuando z — 0. Usando la desigualdad
probada anteriormente sabemos que, en S, para |z| < x,

T 1-6
i ara,(z)z™ " < Z e < ! 220
=T — -+ + Y
r=m-+1 ’2 ™ 20| 7 r=m+1 2x0 |22/ 1 — 2a0
y este sumando también tiende a cero cuando x — 0. [

Observacién 1.34. En el Teorema [1.33] f(z) no estd determinada de ma-
nera Unica, ya que basta con sumar a f(x) una funcién h no nula pero con
desarrollo asintético nulo, de tal manera que obtenemos una funcién diferente
pero cuyo desarrollo asintético es el mismo que el de f(x). Tales funciones
h se denominan planas, y pueden obtenerse, como sugiere la demostracién
anterior, en la forma exp (—1 / xﬁ), donde B > 0 es adecuado y depende del
sector bisecado por el semieje real positivo en el que se quiera trabajar.

A partir de ahora, trataremos con funciones de dos variables que tienen
desarrollo asintotico respecto a una de ellas.

Definiciéon 1.35. Sea S un sector en C con vértice en 0, U la adherencia de
un dominio acotado en C y f una funcién holomorfa

f:SxU—C.
Consideramos la serie formal
F=>a(y)z" € Clyl[].
r=0

Se dice que f representa f(x,y) asintéticamente o es desarrollo asintdtico de
f(z,y), cuando x — 0 en S, si

i~ |f(9) = S ar(p)a”| =0 (1.14)
IS =

para todo m > 0, todo y € U y todo T' < S acotado. Lo denotaremos por
z,y) ~ Y _a,(y)z", cuando x — 0 en S, (1.15)
r=0
para todo y € U.
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Definiciéon 1.36. Con la misma notacion de la definiciéon anterior, si f repre-
senta asint6ticamente f(z,y) y la convergencia en es uniforme respecto
a y, paray € U, diremos que el desarrollo asintético es uniformemente vdlido
paray € U.

Lema 1.37. Sea S un sector acotado en el plano complejo con vértice en 0y
sea U la adherencia de un dominio acotado en el plano complejo. Sea f(x,y)
acotada en S X U y asumimos que f(x,y) tiene un desarrollo asintético de la
forma con coeficientes a,(y), cada uno de los cuales estd acotado en U.
Entonces, el desarrollo asintético es uniforme en U si y solo si la funcion
Gm(z,y) definida en la relacion

[09) = 3 aly)a” + Gl )™ (110

es, para cada m y para cada subsector propio T de S, acotada en T x U.

Demostracion. (a) Probamos primero la necesidad. Si el desarrollo asintético
es uniformemente valido para y € U entonces existe, para todo
e > 0 y todo subsector propio 7" de S, un d,, 7(¢) > 0, independiente de
y, tal que en T' x U

< €,

o [ﬂx, D) -3 ar ()’

r=0

siempre que |z| < 6, r(€). Aplicando esta desigualdad con m + 1 en vez
de con m y usando la desigualdad triangular, obtenemos inmediatamente
que

ot [f(x, 0= 3ot

<€+ ‘am+1(y)| ) ‘:L" < 5m+1,T(E):

lo cual implica la acotacion de Gy, (z,y) para la parte de T'x U en la cual
|z| < dpr17(€). Para |z| > 6,111(€), (z,y) € T x U, la acotacién de

Conlay) = [f@,y) - f:axy)xr] po (1.17)

es consecuencia de la acotacién de f(x,y) y de la de los a,.(y) en ese
sector.

(b) Ahora probamos la suficiencia. Dado un subsector propio 7' de S, G, (x, y),
definida como en ([1.17)), estd acotada en T' x U. Tenemos entonces

z" [f(fv,y) - iar(y)ﬂ] = Gp(r,y)7,
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que tiende uniformemente en U a cero, cuando z — 0 en T, ya que
Gm(z,y) estd acotada en T x U para cada m > 0. O

Definicién 1.38. Sea U un subconjunto de C. Diremos que V' C U es un
subconjunto propio de U si la distancia de V' a la frontera de U es positiva.

Teorema 1.39. Sean S un sector acotado con vértice en 0 y U la adherencia
de un dominio acotado en el plano complejo. Si f(x,y) es holomorfa en ambas
variables en S x U y tiene un desarrollo asintético uniformemente vdlido de

la forma (1.15)), entonces todas las a,.(y) son holomorfas en U y

3f(x,y) = / r
Ty ~ ;ar(y)x )

uniformemente en todo subconjunto propio compacto Uy de U.

Demostracion. Por la definicion de desarrollo asintético uniforme, si 7' es un
subsector propio de S,
ao(y) = lm f(z,y),
zeT
uniformemente para y € U. Como esto es cierto para cualquier subsector
propio de S, podemos decir que ag(y) es limite uniforme de una funcién holo-
morfa en un dominio cerrado y acotado (simplemente tomamos un subsector
propio T* de S que contenga a la adherencia de T'), por lo que es holomorfa

en U. Por induccion: Asumimos que ag(y), . .., @m-1(y) son holomorfas en U.
Como .
am(y) = EL% " f(x,y) - Z ar(y)xr >
zeT r=0

por la férmula ((1.9), y como la convergencia es uniforme en la adherencia de
T (hacemos lo mismo: tomamos un subsector propio 7* de S que contenga
a la adherencia de T'), a,,(y) es holomorfa en U.

Tomamos un subconjunto propio y compacto U; de U. Las funciones a,(y)
son holomorfas en U y, por lo tanto acotadas en U, porque U es compacto.
Ademas, f(x,y) es acotada en S x U, ya que es holomorfa en esta region y
tiene limite uniforme ag(y) en = = 0. Por lo tanto, el Lema es valido, i.e.,
para todo subsector propio T' de S, G,,,(z,y) en la féormula es acotada
en T' x U, es decir

‘Gm(xay” < Mm,T enT xU

para todo sector T' < S. Ahora denotamos por r a un nimero positivo no
mayor que la distancia de U, a la frontera de U. Como Gy, (x,y) es holomorfa
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con respecto a y en T x U, podemos aplicar la férmula de Cauchy:

Y

0Gp(z,y) 1 / Gm(x,w)d
lw=yl

oy  2mi = (w —y)*

y, por tanto, acotar:

M
— - 277 - MAxX G, w)) _ Moz

- 27 |lw—y|=r |w —y|2 - r

0Gm(2,y)| _
dy

Derivamos (|1.16|) con respecto a y

8f<.flf, y) - / r aGm('x? y) m—+41
— =) a.\y)r + ——F—=x
oy ; (v) 3

y tenemos que, para m > 0,

|25 S ]|

r=0

dy

_ |aGm(x,y>‘ -

en 1 x Ul.

en T x U;. El Lema [1.37 nos dice que, por ser este tultimo término acotado

en T' x Uy, el desarrollo asintotico es uniforme en Uj.

]

Teorema 1.40. Asumimos que f(x,y) satisface las hipétesis del Teorema
y que U contiene al disco |y| < yo. Si cs(x) y a,s estdn definidas como

o0

f(l',y) = ch(x)ysu |y‘ S Yo, reS
s=0
=Y asy’, | < o,
entonces
x) ~ Z Qrsx”, cuando x — 0 en S.

Demostracion. Tenemos que

ZGT I + Gm(xay)xm+1
>

M(
(

<
=]

arsy‘"> "+ G, y) ™!
s=0

s=0 \r=0
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donde, por el Lema m, Gm(z,y) es, para cada m < 0y para cada subsector
propio T de S, acotada en T'x U. Restando la férmula ((1.18)) de esta igualdad,

obtenemos
0=>" ( apst’ — cs(m)> y* + Gz, y)a™
s=0 \r=0

Tomando un subsector propio 7', sabemos que G,,(x, y) estd acotada en T'x U,
por lo que

0 = lim Gy, (2, y)z = lim > { L:o Arst’ — cs(x)] m_m} Y. (1.19)

zeT zeT s=0

Para abreviar escribimos

gs(z) = Lf%) s — cs(x)] "

g(xvy) :ng(x)ys, YIS Sa |y| SyO
s=0
La prueba estara completa si probamos que

lim g,(z) = 0.
zeT

Este hecho es una consecuencia inmediata de ((1.19)), i.e., de la relacion

lim g(z,y) =0, uniformemente para |y| < yo,

zeT

ya que podemos escribir, por la férmula de Cauchy;,

1 g(x,y)
9:(%) = o f. e

donde T es el circulo |y| = yo y hacemos que x dentro de la integral tienda a
cero. O

Observaciéon 1.41. Las definiciones y resultados dados para desarrollos
asintéticos en un sector con vértice en 0 cuando x — 0 se trasladan de manera
inmediata al caso de sectores con vértice en el infinito cuando x — oo simple-
mente haciendo el cambio de variable z = 1/z, siendo todas las propiedades
deducidas directamente de esta transformacion.
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1.3. Planteamiento del problema

En la mayoria de los casos tratados en las aplicaciones, las singularidades
de una ecuaciéon ocurren en xr = oo. El comportamiento de una ecuaciéon
diferencial analitica en el infinito se define como el comportamiento en z = 0
de la ecuacién diferencial obtenida tras el cambio z = 1/z. Por lo tanto, es
usual en la teoria situar las singularidades de segunda clase en z = oo.

Nos limitaremos a estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales en el en-
torno de un punto donde la matriz coeficiente tiene un polo o un desarrollo
asintotico en series de potencias. Consideramos un sistema lineal

dy

= C(2)Y,
donde Y, la incognita, y C'(z) son matrices n X n 'y denotamos por dY /dz la
matriz resultante de derivar respecto a z todos los elementos de Y. Si el siste-
ma tiene un polo en el origen, al menos uno de los elementos de C(z) tendrd
un polo en el origen. Sea h el mayor orden de los polos de estos elementos
y sean ¢;;(z) las componentes de C(z), donde ¢ y j indican respectivamente
su numero de fila y de columna. Entonces todos estos elementos se podran
escribir como ¢;;(z) = 27"d;;(z2), donde los d;;(z) son holomorfos para todo i
y 7. Por lo tanto, el sistema lo podemos escribir de la siguiente manera

pdY

= D(z)Y, (1.20)
donde h es un entero positivo y la matriz D(z) es holomorfa en z = 0, es
decir, todos sus elementos d;;(z) son holomorfos en z = 0. La mayoria de los
resultados son también ciertos si solo se pide a D(z) que tenga un desarrollo
asintético valido en algtin sector cuando z — 0 en ese sector. Si h > 1, el
punto singular es de segunda clase, ya que esto significa que al menos uno
de los elementos ¢;;(z) de la matriz C'(z) tenia un polo de orden 2 o mayor.
Hacemos la transformacion = = 1/z:
1

oS0 T D(2)YY — = — D(—-)Y =a2A(2)Y

dx dz do  ~ (2) x? ’ (:1:) v A(@)

con q=h—2y A(z) = —D (1/z). Por tanto, hemos obtenido que (|1.20]) es
equivalente, con el cambio de notacion y de variable mencionado, a

—dY _

2 = A)Y (1.21)

y ademds, A(z), o bien es holomorfa en x = oo, i.e., admite para |z| sufi-
cientemente grande, digamos para |z| > ¢, un desarrollo convergente de la
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forma

Alz) = ZATx_T, |z| > z0,
r=0

o una serie de esta forma es asintética a A(x) en algin sector S.
Definicion 1.42. El ntimero g + 1 se llama rango del punto singular

Como g = h—2, el rango es igual a h— 1y, por tanto, a la vista de ((1.20)),
estd claro que es —1 si el infinito es punto regular, 0 si infinito es punto
singular de primera clase y positivo si infinito es punto singular de segunda
clase.

1.4. Ecuaciones escalares de primer orden

Esta secciéon se dedica al estudio del comportamiento asintético de las
soluciones de las ecuaciones escalares de primer orden, y servira como ilus-
tracién de lo que aparecerda mas tarde al tratar las soluciones de sistemas
cuya matriz de coeficientes tiene en infinito todos sus autovalores distintos y
no nulos, ver el Teorema [2.5]

Sea A(x) una funcién holomorfa escalar en la regién xy < |z| < oo de un
sector S y que admite ahi el desarrollo asintético

Alz) ~ > Az, T — 00, x €S
r=0

Si a es algin punto de S con |a| > xg, la solucién general de la ecuacién

diferencial (|1.21) es
Y =c"exp [/ th(t)dt] :

donde ¢* es una constante arbitraria. Podemos expresar el integrando:

q
tIA) =D AT 4+ Agpat™' + B(1),

r=0
con o
B(t)~ Y AT, t — o0, teS.

r=q+2

Primero vemos que la integral

/a T B(t)dt

40



convergerd, ya que el primer sumando del desarrollo asintético de B(t) cuando
x — 00 es Agp027 2 Por tanto, si denotamos

Q)= T g

. ) :A )
jzoq_]“f‘l Y q+1

tenemos
x xT q
Y = c"exp {/ th(t)dt} ~ c"exp [/ S TATT 4 AgatTh + B(t)dt]
@ @ r=0

~ exp [ / ’ éArtht] exp { / ’ Aqﬂtldt} exp [ / ’ B(t)dt]
— ¢ explQ(x) — Qo) explpllog v — log.a) exp | [
= c*e Qg P exp [/aoo

= ceQ@gP exp {/x B(t)dt]

[e.9]

B(t)dt}

B(t)dt} 9@ P exp [/I B(t)dt}

o0

donde -
c=c"exp [—Q(a) —ploga —l—/ B(t)dt] )

Obsérvese que podemos adaptar el Teorema [l.31]a series alrededor de x = co.
Usando esta modificacion y el Teorema [1.30, sabemos que

exp {/x B(t)dt}

o0

tiene un desarrollo asintotico cuando x — oo en S, que se puede obtener
mediante integracion y usando la serie formal.

o0

exp {/ B(t)dt] ~Y qaT, x — 00, x €S
r=0
Entonces, existe una solucién V(x) de la ecuacion escalar (1.21)) que cumple

V(x) ~ Q@ gr <Z CTIT> , T — 00, reS.

r=0
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Capitulo 2

Simplificacion formal y
analitica. Resultados
principales

En este capitulo se estudiara la posibilidad de simplificar el sistema lineal
de orden uno original (1.21]), tanto desde un punto de vista formal como
analitico, para facilitar el analisis de la estructura de sus soluciones y su
comportamiento asintotico.

2.1. Simplificaciéon formal

Ahora consideramos sistemas diferenciales lineales como en (1.21)), con
singularidades de segunda clase en x = 0o, es decir, con ¢ > 0. Mediante una
transformacion

Y = P(z)Z,

pretendemos reescribir el sistema en términos de la nueva incégnita Z. Su-
pongamos que podemos escribir

P(z) = iPrw‘T, (2.1)

con P(z) inversible en un entorno de infinito. Entonces, obtenemos:
Y'=P(x)Z + P(x)Z'
y, por consiguiente:

Z'=PYa) (Y - P(2)Z),
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de donde
v717" = P (z) (x_qY' - x_qP’(x)Z)
P 2)A(2)Y — 27 9P Y (2)P'(2)Z
P 2)A(x)P(2)Z — 27 9P~ (2)P'(2)Z

Lo denotaremos

277" = B(2)Z, q>0, (2.2)
donde
B(z) = P~ Y2)A(z)P(z) — 27 "P () P'() (2.3)
y, reordenando la ecuacién,
2 9P (x) = A(x)P(z) — P(x)B(x). (2.4)
Podemos escribir .
=Y B, (2.5)
r=0
en un entorno de oo. Claramente, en dicho entorno
Pl(z)=> —rPa""
r=1
y, usando el desarrollo
x)~ Y A T — 00, x €S, (2.6)

insertamos en (|2.4)

S (S (B (£00) (E00)

= (z (Aep)) e - 3 (Z B ) .
-y (Z (AyoP, — PSBT_S)> v

r=0 \s=0

En el primer miembro, como ¢ > 0 (por ser una singularidad de segunda
clase) y r > 1, x siempre estd elevada a un exponente menor o igual que —2,
por lo que, igualando a cero el término independiente y los coeficientes de las
potencias 2= y 272 del miembro de la derecha, obtenemos:

A()PO—P(JBOIO, .
Alpo—PoBl+A0P1—PlBOZO (28)
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Ahora igualamos los coeficientes de potencias con exponente —t, donde
t > 2. En el primer miembro, tenemos entonces —t = —q —r — 1 y, por lo
tanto, r = t — g — 1. Ademaés, sabemos que r > 1, por lo que, sit—q¢—1 < 1,
el coeficiente de x~* serd cero. Por tanto, para t > 2:

t
—(t—qg—1)Fg1 = Z (Ai—sPs — PsBy ) (2.9)
s=0
t—1
= AyP, — P.By + Z (Aj—sPs — PsB;_),

s=0

donde el primer miembro es nulosit —q¢—1 < 1.
Podemos escribir las igualdades (2.8)) y (2.9) en una sola para ¢t > 1:

t—1
AOPt - PtBO = Z (Pthfs - AtfsPs) - (t —q— 1)Ptqula (210)

s=0

estando el dltimo término ausente sit —q — 1 < 0.

Si se pueden encontrar matrices P,, B, parar = 0,1, ... tales que satisfa-
cen las ecuaciones y (2.10)), entonces se dice que las series y
satisfacen formalmente.

A la vista de , se comprueba que elegir que la matriz P(z) sea una
matriz constante P(z) = P resulta en una transformacién de semejanza de
A(z): A(z) pasa a P71 A(x)P. Usaremos este hecho para cambiar A(0) = Ag
a una forma conveniente para calculos posteriores. Es un resultado de algebra
lineal que, si los autovectores de Ay se pueden repartir en dos grupos, digamos
AL A2 A Y Aptn, Apra, oo, Ay, tales que A\j # A para j < p, k > p,
entonces Ag es semejante a una matriz diagonal por bloques

A0

[ oo (2.11)
donde A}' es una matriz p x p cuyos autovalores son Ai, Ag, ..., A\, y A% es
una matriz (n — p) x (n — p) cuyos autovalores son A,i1, Api2, ..., Ay NO

perdemos generalidad si asumimos que Ag ya tiene esta forma.

Eligiendo Py = I, por (2.7)), esté claro que By = A. Las féormulas (2.10))

se convierten entonces en
AgP, — P Ay =B, + H,, (2.12)

donde H, depende solo de los P;, Bj con j < r.
Por el Teorema del apéndice, la ecuacién homogénea asociada a (2.12)

tiene soluciones no triviales.
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Puesto que se trata de transformar el sistema ([1.21)) en otro (2.2) maés
sencillo de analizar, para r > 0, nos interesa elegir matrices P, de manera
que las matrices B, sean diagonales por bloques, i.e.,

B 0

y las ecuaciones ([2.12)) se puedan resolver sucesivamente. El método indicado
es el usado por Sibuya en [3]. Elegimos, para r > 0, matrices de la forma

0 P¥?
y escribimos
H' H?
H, = [Hzl H22| - (2.15)

Insertamos las expresiones (2.11f), (2.13]), (2.14) y (2.15]) en (2.12):

A0 fo P2 [o PR][AY 0
0 AZ| [P 0] [P 0|0 A%

Bt 0 HY H?
=19 B2 + g2 g2

y obtenemos las igualdades

0=B"+H!", (2.16)
A(I)IPTH - PT12A32 — H12

T

AgZPer o PT21A(1)1 — H21

r o

0=B”+ H?.

Como hemos dicho antes que H, depende solo de los P;, B con j <, si H,
es conocida podemos satisfacer dos de las ecuaciones:

11 11 22 22
B'=_H" = B®=_H2

Si consideramos las ecuaciones homogéneas correspondientes a las otras dos
igualdades en (2.16)), por el Teorema como A}l y A% no tienen auto-
valores comunes, tienen solo la solucion trivial, i.e. X = 0. Por tanto, las
ecuaciones no homogéneas tienen una tunica solucién y, si empezamos con
r = 1, podemos ir resolviendo las ecuaciones sucesivamente. En defi-
nitiva, hemos probado el siguiente teorema:
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Teorema 2.1. Asumimos que es cierto, donde los coeficientes A, y
A(x) tienen dimension n X n, y que los autovalores de Aqy estan repartidos en
dos grupos Ai, Ao, ..., Ap Y Apg1, Apra, .o, Ay con Nj # A para j < p, k> p.
Entonces, existe una serie formal de potencias

(o, ¢]
Z P.ax,
r=0

donde los coeficientes P, son matrices nxn ydet Py # 0, tal que la sustitucion

formal
Y = (Z PT(E_T> Z
r=0

transforma la ecuacion diferencial matricial (1.21)) con ¢ > 0 en la ecuacion
diferencial matricial formal

217 = (Z Brx_r> Z,
r=0

donde las matrices B, son diagonales por bloques, como en ([2.13)).

Si la serie
(o]
S P
r=0

es convergente, entonces esta simplificacion formal es una simplificacion anali-
tica convergente siempre que Ag(z) tenga al menos dos autovalores diferentes.
Si todos los autovalores de Ag(x) son diferentes, entonces se puede hacer la
transformacion sucesivas veces, cambiando la ecuaciéon diferencial en
una matriz diagonal. Un sistema asi seria equivalente a n ecuaciones escalares
de primer orden, algo que podria ser resuelto inmediatamente siguiendo el
proceso que hemos visto en la seccion
Sin embargo, la serie

00
S Pa
r=0

es, en general, divergente.

2.2. Simplificaciéon analitica y soluciéon asin-
totica

El objetivo de esta seccion es el estudio de condiciones que garanticen
que la transformacién formal expuesta anteriormente pueda ser de hecho
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analitica. Como veremos, esto permitira el analisis asintotico del problema , y
dependerd de un resultado clave, el Teorema[2.2] cuya prueba serd pospuesta
al préximo capitulo por su longitud y dificultad.

2.2.1. Una ecuacion diferencial no lineal auxiliar

Queremos satisfacer la ecuacién diferencial con matrices P(z) y B(x)
de la forma y respectivamente, con los B, y los P, satisfaciendo
y @ respectivamente. Ademas, continuando con el trabajo hecho en
la seccién previa, imponemos Py = I y By = Ap. Introducimos dos matrices
desconocidas P(z) y B(x)

P(z) =1+ P(x), (2.17)
B(z) = Ay + B(x), (2.18)
e imponemos i -
sy | 0 (v)
P(z) -}521(x) 0 |
o r An(x) 0 7
B(z) = 0 Bzz(x)_

Denotamos Al — [A (@) A(x)
() [Am(x) A”(m)]

Insertamos estas formulas en la ecuacion (2.4) y obtenemos

0 1P (2)| _ [AM () AlQ(x)]
x_qd%}szl(x) 0 (A%l (z) AP(x)
L [AR@P (@) AM@)P ()
AZ(2) P (@) A (2) P ()
[ap 01_ B'@) o0
0 AF 0 322@)
oo PPwaz
P @Al 0
B T T )€
77 (2)B" () 0




Por tanto, tendriamos las siguientes igualdades:

0= A'(2) — A + A2(0) PY () — Al - B (),
v PR a) = A%() + AN @) PP @) - PR AP - PR ) B ),
xXr
PP a) = 4% () + A2(@) P @) - P ) A - P (@B @),
xXr

~ 22

0= AZ(z) + A2 (2)P(2) — A2 — B*(2).

Omitiendo la dependencia en = para hacer la notacién més breve, obtenemos

o- Myt BY ()
x—qddpu = A2 ¢ Allp12 . ]512A(2)2 . ]5121%22’
X
x_qddp?l _ a2 goa2p” P _ P
X

22

0=A24 AP — A2 _ B

. . pJk Ak . .
A lainversa, si P y B" son matrices que satisfacen ([2.19)), entonces las ma-

trices correspondientes P(x) y B(zx) en (2.17)) y (2.18) satisfacen la ecuacién
diferencial ([2.4)).

. A1l . ., N
Podemos despejar B en la primera ecuacion y sustituir en la tercera,

obteniendo la siguiente ecuacion diferencial para f’Zl,
d -~ ~ ~ ~ ~
x_qd—Pm = A% (z) + A2(2)P" — PP AV (z) — PT AR()PT. (2.20)
T

. e . . s 12 rd .
Se puede deducir una ecuacion similar para P . Veamos como reinterpretar
dichas ecuaciones para P!y P12,
Sea w el vector de dimensién p(n—p) cuyas componentes son los elementos

de P en algin orden. Entonces podemos escribir la ecuacién (2.20) como
"' = f(x,w), (2.21)

donde f(x,w) es una funcién vectorial cuadratica en las componentes de
w con coeficientes que admiten desarrollos asintéticos en potencias de 27!
cuando x — oo en S. Por los cdlculos hechos en la seccién 2.1], sabemos que
(2.19) tiene solucién formal y, por tanto, y (2.21)) también la tendran.
Haciendo la sustitucion formal de

ZPTI‘_T Y ZBTQ:_T
r=1 r=1
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en lugar de p(az) y B (x), obtenemos que (2.21)) se puede satisfacer formal-
mente con una serie de potencias

> wr (2.22)
r=1

Notese que la suma anterior empieza en 7 =1 y no en r = 0.

Es importante tener en cuenta que no estamos interesados en resolver
completamente , sino que queremos demostrar que tiene una solucién
representada asintéticamente por la serie ([2.22]).

Notemos que la ecuacion tiene una caracteristica muy importante:
Si separamos la parte constante y la parte lineal de f(z,w) respecto a w,
obtenemos

fx,w) = fol(x) + F(z)w + fo(z, w),

donde fo(w,z) es un vector cuyas componentes son formas cuadréticas en

las componentes de w. Con la notacion de (2.20]), F'(z)w es la funcion lineal
(21 .21 . . £ 21

AZ(x)P™ — P All(x). Para x = oo, esta expresion se convierte en A22P" —

A21 7z .

P~ Al' y, como habfamos supuesto que A}l y A2? no tienen autovalores en

comtn y por el Teorema |A.1], la ecuacién A?PQI — ]32114(1)1 = ( para P?! solo
tendra la matriz nula como solucién. Es decir, que F'(co)w = 0 es un sistema
lineal homogéneo cuya tnica soluciéon es la trivial, lo cual sabemos que se
cumple si y solo si det (F/(c0)) # 0. Por lo tanto, podemos concluir que los
autovalores de F'(x) en infinito son todos no nulos.

Observamos también que, por ser la parte lineal de f(x,w) respecto a
w, det F'(z) es el jacobiano de f(z,w) con respecto a w para w = 0. Por
lo tanto, la prueba de que la ecuacién (2.21)) admite una solucién analitica
representada por la solucién formal (2.22) serda consecuencia del siguiente
resultado general para ecuaciones no lineales, cuya prueba se pospondra al
capitulo [3

Teorema 2.2 (Teorema fundamental de existencia de la teorfa asintotica).
Sea S un sector abierto no acotado en el plano complejo con vértice en el
infinito y un dngulo positivo no mayor que 7/(q+ 1), donde q es un entero
no negativo. Sea f(x,z) una funcidn vectorial N-dimensional de x y z con
las siguientes propiedades:

(a) f(x,z) es un polinomio en las componentes z; de z, j = 1,..., N, con
coeficientes holomorfos en x en la region

0 <z < x| < o0, res (x¢ es una constante).
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(b) Los coeficientes del polinomio f(x,z) respecto a z tienen series asintoti-

cas en potencias de x~' cuando x — oo en S.

(¢) Si fi(x,z) denota las componentes de f(x,z), entonces los autovalores
A, Jg=1,2,...,N de la matriz jacobiana

{}L@o oh }
wes Oz, jk=1,..,.N
son no nulos.
(d) La ecuacion diferencial
' = f(z,y), (2.23)

para y un vector de dimension N admite una solucion formal de la forma
(o]
T
Yoy,
r=1

donde los coeficientes y, son vectores N-dimensionales para r > 1.

Entonces existe, para x suficientemente grande en S, una solucion y = ¢(x)

de (2.23) tal que, en S,
() ~ Zyrq:’r, T — 00
r=1

Observacién 2.3. El Teorema[2.2] bisicamente establece unas hipétesis sufi-
cientes para que, si una ecuacién diferencial vectorial de la forma tiene
solucion formal en serie de potencias, entonces esta sea desarrollo asintotico
cuando x — oo de una solucién analitica verdadera.

2.2.2. Consecuencias del Teorema fundamental

Podemos aplicar el Teorema a la ecuacion , usando la forma en
y obtenemos el siguiente resultado, que garantiza, bajo ciertas con-
diciones, la posibilidad de transformar, analiticamente y no solo en sentido
formal, el sistema inicial en otro diagonal por bloques. Este proceso se conoce
como simplificacién analitica del sistema.

Teorema 2.4. Sea S un sector abierto en el plano complejo con vértice en
el origen y un dngulo positivo no mayor que 7/(q+ 1), donde q es un entero
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no negativo. Sea A(x) una matriz n X n holomorfa en S para xy < |z| < 0o
y que admite un desarrollo asintotico uniforme

Alz) ~ > Az, r—o00, x€S.
r=0

Sean A1, Aa, ..., A\, los autovalores de Ag y suponemos que se pueden separar
en dos grupos Ai, Ao, ..., A\p Y Apt1, Apt2, ..., A tales que N\j # A, st j < p,
k > p. Entonces existe una funcion matricial P(x) holomorfa de dimensidon
nx nen{resS xr <|r|<oo} yque admite en S un desarrollo asintdtico

P(z) ~ Z P.ax", T — 00, det Py # 0,
r=0
tal que la transformacion
Y =P(x)Z
transforma la ecuacion diferencial matricial
' = A(x)Y (2.24)

en
r7 17" = B(x)Z, (2.25)

donde B(x) es una matriz diagonal por bloques

5 = |7 gy

Las matrices BY (z) tienen desarrollo asintético
B (z)~ Y Blix™"
r=0

cuando r — 00, y los autovalores de ng S0 A, Ag, ..., A\, para j =1y
Apt1s Apg2, - -, Ap para j = 2.

Este teorema reduce la tarea de resolver la ecuacién diferencial
asintoticamente para x grande al mismo problema pero para dos ecuaciones
diferenciales de menor orden. Repitiendo estas reducciones se obtiene un
conjunto de ecuaciones de la forma en la que Ay solo tiene un autovalor
distinto.
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Nos centraremos en el caso en el que todos los autovalores de Ay son
distintos. Entonces el problema se reduce a una ecuacién de la forma (2.25)
en la que B(z) es diagonal. Como B(z) es diagonal, podemos escribir

d o ogon  d[&B@M ka Pl x (k4 1)B(a)
dx[e()]:deZ:% gf!)] Bz Z:: _B(gj),;)( (k+)1)(!)
= B'(x) g: ng) B'(z)eP®@

y entonces las matrices fundamentales de (2.25]) tienen la forma

Z(x) = exp Uj th(t)dt} Ch,

donde C es una matriz cuadrada constante e invertible. Podemos continuar
entonces casi exactamente igual que para la ecuacién escalar en la seccion
de manera que

/ 1Bt ZB / e / 1t + W (x) — U(a)

= Q( ) = Q(a) + Byya(logz — loga) + ¥(x) — ¥(a),

donde
q a1
zz:o q—r+1
U(x) ~ B—, x>0 xz€b.

r=q+2 q—7"+ 1

Por tanto:
Z(z) = exp [Q(x) + Byt logr + ¥(z) — '(a)] Cy,

donde

D(a) = Q(a) + Byy1 loga+ ¥(a).

Por el Teorema [1.30} la funcién exp [¥(z)] tiene un desarrollo asintético en
series de potencias y, como las matrices en el exponente son diagonales, con-
mutan entre ellas y podemos escribir

Z(x) = Q@) gBar1logz ¥(2)-T(a) o Z(m)qu“eQ(’”)C’,
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donde C' es una matriz cuadrada constante de manera que Z(z) tenga un
desarrollo asintético en series de potencias cuyo primer elemento sea I.
Volviendo a la ecuacion , podemos encontrar una matriz funda-
mental suya multiplicando Z(x) por la izquierda por una matriz que tiene
un desarrollo asintotico cuyo primer sumando es no singular.
Si unimos el Teorema [2.4] a esta ultima explicacion, obtenemos de manera
directa el siguiente teorema:

Teorema 2.5. Sea S un sector abierto en el plano complejo con vértice en
el infinito y dngulo positivo no mayor que /(¢ + 1). Sea A(x) una matriz
nxn holomorfa en S para xy < |x| < 0o y que admite un desarrollo asintdtico
uniforme

Alz) ~ > A", xr—00, TES.
r=0

Suponemos que todos los autovalores \j, j =1,2,...,n de Ay son distintos.
Entonces la ecuacion diferencial (2.24) tiene una matriz fundamental de la
forma

Y (z) = Y (x)zPe?®,
donde

1) Q(z) es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son polinomios
de grado q + 1. El primer sumando de Q(x) es
g+1

+1

diag(/\l, /\2, ey )\n)

2) D es una matriz diagonal constante

3) La matriz Y (x) tiene un desarrollo asintdtico en S

Y (x) ~ Z}Aﬁx_r, z — 00, detYy#0
r=0

Si A(z) es holomorfa en # = oo, entonces tiene desarrollo de Taylor en
x = 00y, por lo tanto, cualquier sector de angulo 7/(¢ + 1) se puede tomar
como sector S en el Teorema 2.5] a la vista de la Observacién [1.22, Por tanto,
podemos afirmar que

Corolario 2.6. Si la matriz A(z) en la ecuacion diferencial (2.24) es holo-
morfa en x = 00, entonces existe una solucion como la descrita en el Teorema

(2.3,

La solucién a la que se refiere este corolario puede variar de sector a
sector. Sin embargo, los coeficientes EA/T, asi como las matrices D y Q(x) se
han ido determinando de manera tinica y por tanto se puede afirmar que hay
unicidad en la matriz fundamental.
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Capitulo 3

Demostracion del Teorema
fundamental de existencia
cuando todos los autovalores
son diferentes

En este capitulo probaremos el Teorema asumiendo que los autovalo-
res A\j, 7 = 1,2,..., N son distintos. Para ello, transformaremos primero la
ecuacion diferencial y, gracias al Teorema de Borel-Ritt, bastarad con
demostrar que la ecuacion modificada tiene alguna solucién asintoticamen-
te nula. Dicha ecuacién diferencial puede ser transformada en una ecuacién
integral mediante la formula de variacién de constantes y, a partir de la expre-
sién obtenida, definimos un operador integral &2. Definiremos unos caminos
de integracién apropiados, de manera que la exponencial bajo el signo inte-
gral del operador esté acotada a lo largo de dichos caminos. Entonces, las
aproximaciones sucesivas definidas u; a partir del operador & convergeran a
una funciéon u asintéticamente nula que es solucion de la ecuacién. Al final,
aplicaremos el teorema a ecuaciones diferenciales no lineales.

3.1. Transformaciones iniciales

Partimos por tanto de las hip6tesis del Teorema[2.2] que fueran denotadas
(a), (b), (¢) y (d). Sean

ie) = f2.0),  Alx) = {gf

-----
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gz, 2) = f(z,2) —a(x) — A(z)z.

Por lo tanto, g es el resultado de restar a f(x,z) su parte constante y su
parte lineal respecto a z. Entonces la ecuacién diferencial (2.23)) se convierte
en

w7y = a(z) + Al2)y + g(2, y), (3.1)
donde el polinomio g(x,y) no tiene términos constantes ni lineales respecto

ay. )
Sabemos, por la hipétesis (b), que A(z) tiene un desarrollo asintético.

Alx) ~> A, T — 00, res
r=0

y los autovalores del primer sumando Ay, Aj, J = 1,2,...,N, son todos
distintos por la hipétesis (c). Como todos los autovalores son distintos, Ag
es diagonalizable y, por tanto, existe una matriz constante no singular y
cuadrada P, de dimension N, tal que

Ay = PAP!
donde
Ap = diag(A1, A2, ..., An).
Entonces, si ponemos
A(x) = PA(z)P!

y, para r > 0, -
A, = PA, P!

podemos escribir
o0
Alz) ~ > Ax™", T — 00, rxeSs
r=0

y, en este caso, el primer término del desarrollo asintético sera la matriz
diagonal Ay, que por simplicidad llamaremos A de ahora en adelante.
Ahora podemos escribir la ecuacién (3.1)) como

v~ = a(x) + PA(x)P 'y + g(z,y)
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y, por lo tanto
P a9y = P a(x) + A(z) P~ 'y + P g(z, y).
Denotamos
a(z) = P a(z)  g(z,y) = P~'g(z, Py)

y tomamos como variable y* = P~ly, que seguiremos llamando y para faci-
litar la notacién, sabiendo que basta con multiplicar la nueva variable por P
por la izquierda para obtener la original. Tenemos por lo tanto la siguiente
ecuacion:

x %y = a(z) + A(x)y + 9(2,y). (3:2)

Haciendo un cambio de variable z = 1/x en el Teorema m y aplicando
aqui el resultado, obtenemos que existe una funcion vectorial ¢(z) holomorfa
para |z| > xy en S tal que

P(x) ~ >y, cuando x — oo en S. (3.3)
r=1

Recordamos que > 72, y,z~" es la solucién formal de , cuya existencia
habiamos supuesto.

Construyendo esta funciéon para un sector més grande y aplicando el
Teorema , nos aseguramos que la relacion es diferenciable término
a término en S. Haciendo el cambio

u=y—¢(x)
transformamos directamente la ecuacién (3.2)) en
™ = a(z) + A(x)p(x) — 2799/ (x) + A(z)u + g(x,u + ¢(x)) (3.4)

y lo que queremos probar es que tiene solucién asintéticamente nula, pues
en ese caso tendriamos que ¢(z) es desarrollo asintdtico cuando x — oo en
S de una solucién analitica verdadera de (3.2)). Como la serie

Z? = Z yrxir
r=1

es una solucién formal de (3.2), y por las propiedades de las operaciones
con desarrollos asintéticos, vistas en los Teoremas [1.28] [1.29] [1.30] y [1.32}
podemos escribir

b(x) = a(r) + A(z)p(x) — 27¢(x) + g(z, (7))
~a(z) + Alx)§ — 2% + g(z,9) = 0.
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Es decir, tenemos que

a(z) + A(x)d(z) — 2799 () = —g(z, ¢(x)) + b(x),

donde
b(z) ~0, paraz—oco, z€S. (3.5)

Por tanto, (3.4) se puede escribir como
a” ' = b(x) + A(z)u+ g(z,u+ ¢(x)) — g(z, ¢(x)).
Por la féormula de Taylor, sabemos que

g(z,u+o(2)) = gz, ¢(x)) = A™(2)u + h(z, u),

uzo}j,kzl,...,N

donde

wion _ JOgi(z,u+ ¢(z))
A*(z) = { 9,

Como, por la relaciéon (3.3)),

dim, ¢(x) =0
en Sy los Og(x, z)/0z; se anulan para z = 0 (por no tener términos lineales
respecto a z), tenemos que todas las componentes de A*(z) tienden a 0
cuando x tiende a co en S, es decir
lim A*(z) =0, res.

T—r00

La funcién h(x,u), el resto de Taylor, es un polinomio en las componentes
u; de u con coeficientes que admiten series asintGticas de potencias en x™ 1,
cuando x — oo en S. Este polinomio no tiene parte constante o lineal respecto
alosu;, j=1,2,..., N, porque g(z,u) tampoco la tiene.

Sea B(x) = A(x) + A*(x). Podemos entonces escribir la ecuacién como
' = b(x) + B(x)u + h(z,u), (3.6)
y ademds sabemos que
Im B(z) = lim A(z) + lim A*(z) = Ag+0=A, z€S. (3.7)

El Teorema [2.2| quedara demostrado si probamos que la ecuacién diferencial
(3.6) admite una solucién asintéticamente nula cuando x — oo en S.
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3.2. Una ecuacién integral para la soluciéon
Podemos escribir (3.6 de la siguiente forma
™% = Au+ p(z,u), (3.8)

donde
p(z,u) = b(x) + (B(x) — AN)u + h(z,u). (3.9)

Cuando = — oo, b(z) ~ 0 y, por (B-7), B(z) — A tiende a cero. Ademads,
h(z,u) no tiene términos constantes ni lineales respecto a u. Por ello, para x
suficientemente grande y |u| < 1, la funcién p(z,u) es mucho méas pequena
que u. Si p(z,u) fuese idénticamente igual a cero, u = 0 serfa una solucién
de . Es de esperar que, si p(x,u) es pequena, u en sea pequena.

Sustituiremos la ecuaciéon diferencial por una ecuacion integral equi-
valente. Si u(z) es solucién de (3.8), p(x,u(z)) se convierte en una funcién
conocida de z y, por una adaptacion a ecuaciones vectoriales de la formula
de variacién de pardmetros del Teorema [A.2] tendriamos que

u(z) = V(z)k + / V@)V )t u(t))dt, (3.10)

donde k es un vector constante, a es un punto fijo y V' es una matriz funda-
mental solucién de la ecuacion diferencial

=WV (z) = AV (z). (3.11)

Reciprocamente, si u(x) es solucién de la ecuacion integral , entonces,
mediante diferenciaciéon se prueba que u(x) también satisface (3.8)).

El segundo miembro de contiene N integrales escalares. En vez
de escoger para todas el mismo camino de integracion, cada una de ellas
tendrd un camino v;(z), j = 1,2,..., N, que termine en z. Estos caminos se
describiran en la siguiente seccion. Para simplificar la escritura, llamaremos
I'(z) al conjunto de los N caminos 7;(z).

La ecuacion diferencial tiene como matriz fundamental de solucio-
nes en particular a

xq+1A
V(z) = :
0 = | 200

Si elegimos k = 0, la ecuacion integral modificada se convierte entonces en

pdtl _ patl
- LT Al
u(z) /F(x) exp l | A] tIp(t, u(t))dt. (3.12)
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El segundo miembro define un operador no lineal & en la funcién u(z), de
manera que (3.12) se puede escribir

u = Zu. (3.13)

Ahora probaremos, mediante el método de aproximaciones sucesivas, que
(3.13) tiene solucién y que esta solucion es asintética a cero: Definimos una
sucesion de funciones vectoriales u,.(z), 7 = 0,1,... por

ug = 0, Upyi1 = Puy,, r > 0. (3.14)
La convergencia de esta sucesion se puede establecer estimando las diferencias
Upy1 — Up = PUp — PUyp_1. (3.15)

Para ello, tendremos que definir un conjunto adecuado de caminos I'(z) y
probaremos algunas desigualdades en las que interviene el operador &2. Esto
lo haremos en las siguientes dos secciones.

3.3. Caminos de integracion

Los caminos v;(z), j = 1,2,..., N, cuyo conjunto ha sido denotado por
['(z) y que han sido utilizados en la definicién de la integral (3.12)), los cons-
truiremos de manera que, a lo largo de ellos, la exponencial de la ecuacion
esté acotada. Para ello, usaremos la variable auxiliar

T =ttt (3.16)

Sea
£ =gt (3.17)

la imagen de x bajo esta correspondencia.
A la imagen de S bajo esta correspondencia la llamaremos X..

Lema 3.1. Sea S = Sy(a, B,7) con 0 < a < B yr >0y sea h(z) = x4
para x € C. Entonces h(S) = So(alq+ 1), B(q + 1),r7L).

Demostracion. 1. Probamos la primera inclusion. Sea t € S,
t=pe?, conO<p<r y a<~y<p.

Entonces
h(t) _ pq+1€i7(Q+1)

y se cumple
()] <y alg +1) < arg(h(t)) < Bg +1),
es decir, h(t) € So(alq+ 1), B(q+ 1),r7).
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2. Sea 7 € Sp(alq+1),8(g+1),r""). Podemos escribir

T=ne con0<n<r™ yalg+1)<0<p(qg+1).

Defino

t = 7/t = pl/(at1)gi0/(a+1)
y claramente h(t) = 7. Ademds, es inmediato comprobar que t €
So(a, B,1r) = S. O]

Corolario 3.2. Si Sy(«, 5, r) es un sector de amplitud vy, es decir, si f — a =
y h(z) = 27 para todo x € C, entonces h(S) es un sector con vértice en 0
y de amplitud y(q+ 1).

Demostracion. Por el Lema [3.1], sabemos que
h(S) = So(alg + 1), B(g + 1), 7).
Entonces, la amplitud de A(S) es

Blg+1)—alg+1)=(B—a)(g+1)=7(g+1). O

Si tomamos un \; = |)\;| €™, donde b; es un argumento de );, y consi-
deramos para k = 0,1 los rayos 73, = {pei((l/”k)”_bj), 0<p< oo} (ro y 71
forman entre si un dngulo 7), entonces si 7 € ry, tenemos que

)\jT _ |)\]| pei(bj+(1/2+k)7r—bj) _ |>\]| pei(1/2+k)7r7
con lo que Re(7);) = 0, es decir, ry y r; son los dos rayos tales que si 7
pertenece a alguno de ellos, entonces Re(7\;) = 0.

Por lo tanto, para cada \; el plano 7 queda dividido en dos semiplanos:
uno en el que Re(7);) < 0 y otro en el que Re(7\;) > 0. Por lo tanto, si
tomamos un sector de amplitud menor que 7 y un autovalor A;, hay tres
posibilidades: Que Re(7);) < 0 en todo el sector, que Re(7);) > 0 en todo
el sector o que haya un rayo en el cual Re(7);) = 0 y que divide al sector
en dos sectores, uno en el cual Re(7);) < 0 y otro en el cual Re(7);) > 0.
Consideramos los 2N rayos en el plano en 7 a lo largo de los cuales Re(7);) =
0,j=1,2,...,N.

Observaciéon 3.3. Puesto que hemos de concluir la existencia de una solu-
cion asintéticamente nula, se realizaran acotaciones en cada subsector propio
de S. Para no recargar la notacion, en las secciones y denotaremos
por la misma letra S a un subsector propio del sector original, y analoga-
mente para Y. Puesto que S tiene amplitud menor que 7/(q+ 1), X serd un
subsector propio de un semiplano y no es restriccién suponer que ninguno de
los rayos esta en la frontera de X.

60

e



Dividimos los autovalores en dos grupos. El primero contiene a aquellos A;
tales que Re(7)\;) < 0 en todo X. En el segundo grupo estén los autovalores
tales que Re(7\;) > 0 en todo ¥ o hay exactamente un rayo en ¥ a lo largo
del cual Re(7);) = 0. Reordenamos los A\; de manera que Ay, g, ..., A\
(0 < j1 < N) estén en el primer grupo y los demaés, si los hay, sean del
segundo grupo.

Sea &, un punto en la bisectriz de ¥ tal que |&| > z¢™, v denotamos ¥*
al sector cerrado con vértice en & y los rayos de la frontera paralelos a los
de Y. Llamaremos z; a 511/(q+1)‘ Entonces, ¥* C X y |7| > 209" para todo
TE X",

Para j < j; y £ € £* sea 0,(&) el segmento que va desde & a &. Todos
estos caminos coinciden. La imagen inversa de §;(£) por t — 7 = 77! deberd
ser el camino de integracion ~;(z) para j < ji.

Podemos parametrizar los caminos §;(§) de la siguiente manera:

5;(&): [0,1] — X7
s (1 —5)& + s (3.18)

y tenemos que

Re(T);)

) = Re(((1 = 5)&1 +58) - Ay)
= Re(&1A;) + sRe(}; - (€ = &1))-

T=0;(£)(s

Como £ — & € X, y, para j < j; y T € ¥ sabemos que Re(7);) < 0, entonces
Re()j - (£ —&1)) < 0. Por lo tanto, Re(7);) disminuye con s y, por lo tanto,
disminuye a lo largo de 6,(¢).

Para cada j > ji, elegimos algun rayo en X, [;, que vaya desde el origen y
a lo largo del cual Re(7);) > 0. Como [; pasa por el origen, todos sus puntos
tienen el mismo argumento; lo llamamos ~.

De nuevo, para j > j;, tomaremos como camino de integracién v;(z) la
imagen inversa por ¢ — 7 = t7"! de un camino §,;(£) que definimos como
sigue.

Sea m; la semirrecta que va desde £ hasta el infinito paralela a [;. Defini-
mos §;(§) como el camino que va desde el infinito hasta & por la recta m; y
que se puede parametrizar de la siguiente manera

9;(&): (0,00) — X*

1 .
s &+ —€”
s
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Figura 3.1: Construccién de caminos 6;(€) y 0x(§) en X para j < j1 y k > ji.

y tenemos

1 .
Re(TA)], s 09 — R (<5 + sew> Aj)

= Re (EN)) + iRe (e”)\j) :

Como €7 € [;, sabemos que Re(e”);) > 0, por lo que Re(7)\;) disminuye con
s, es decir, a lo largo de §;(§).

Entonces hemos probado que, tanto si j < j; como si j > ji, Re(T)\;))
disminuye a lo largo de 6,(¢).

Llamamos S* C S a la imagen inversa de >* y ahora estudiaremos la
forma que tiene.

Sabemos que S = Sy(a, f,00) para 0 < a < By que f—a <7/(¢g+1).
Por el Lema[3.1] £ = Sy(a(g+1), 8(g+1),00) y, por el Corolario[3.2] sabemos
que la amplitud de Y es (8 —a)(¢+ 1) < 7.

Ahora podemos escribir una expresion para X*, teniendo en cuenta que,
en este caso, el sector es cerrado:

Sr={r=&+p”: p>0, velalg+1),8(q+1)]}.
Los rayos de la frontera son

51 = {51 + petlatt) .y > O} ,
5y = {51 + peflath) . > O}
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Figura 3.2: Sectores S'y S* y los caminos v;j(x) y 7x(§) para j < j1 y k > j;.

y la imagen inversa de un punto de s; diferente a & es

1/(q+1)
ia(g+1) /@D ia(g+1)\ 1/ (a+1) L
(& + pe ) = (pe ) prr .

El primer factor

pl/(q+1)6i0¢

pertenece a un rayo de la frontera de S para todo p > 0, mientras que el

segundo factor
13 1/(q+1)
(ﬂe"“(q“) i 1)
tiende a 1 cuando p — oo.

Es decir, que la imagen inversa de s; es una curva que empieza en
fi/ (+l) _ r1 y que tiene como asintotas uno de los rayos de la frontera
de S. Repitiendo exactamente el mismo procedimiento, llegamos a la misma
conclusion para la imagen inversa de s

Por lo tanto, la imagen inversa S* de ¥* es un dominio en C que esta
acotado por dos curvas que se cortan en x; = {’11/ (at1) y que tienen como
asintotas los dos rayos de la frontera de S. Esto implica que S* contiene todos
los puntos a distancia suficiente del origen de cualquier subsector cerrado de

S. Podemos visualizar las regiones S y S* en la Figura [3.2]
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Lema 3.4. Sea
)\0 = Hlil’l |>\]’
J

Existe una constante positiva p, independiente de \o, j y & tal que

Re (xq+1 — tq+1) )\j - ’xq+1 — tq+1|/\ol~b
q+1 q+1

para t € v;(z), v € S*.

Demostracion. Cuando hemos construido los caminos, hemos visto que, si 7
y &€ son imagenes de los puntos ¢t y x del Lema, tanto si j < j; como si j > 7y,
se tiene que Re(7)\;) disminuye a lo largo de §;(), teniendo en cuenta que
ambos caminos terminan en . Entonces si j = 1,..., N,

Re (€ — 1) A;) = Re (€);) — Re (7)) < 0.

No solo esto, sino que, por la construccién de los vectores y la Observaciéon
los niimeros (£ —7)\; estan en un subsector propio cerrado del semiplano
de la izquierda. Por lo tanto, existe un € € (0,7/2) tal que el argumento de
(€ — 7))\ estd en (m/2+€,3m/2 —€) y, por lo tanto, existe una constante
positiva p tal que

cosfarg(€ — 7)) < —p.

Sabemos que

(€ = 71)A; = [§ = 7lIAj] (cos[arg(§ — )] + isinfarg(§ — T)Aj])

es decir,

Re[(§ — 7)\] = |€ — 7][Aj] cos[arg(§ — T)A;] < =€ — 7|[As]p
< =€ = 1| Aop

Usando directamente las igualdades (3.16)) y (3.17) y dividiendo cada miem-
bro entre ¢ + 1, obtenemos la desigualdad que queriamos probar. O

3.4. Una desigualdad fundamental

La siguiente estimacion serd crucial en la prueba de la convergencia del
método de aproximaciones sucesivas, que permitira encontrar la solucién de

la ecuacion integral (3.12)).
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Lema 3.5. Sea x(z) una funcion vectorial holomorfa para x € S* y que
satisface en esta region una desigqualdad de la forma

Ix(2)]| < clz[™™, (3.19)

donde m es un entero no negativo y ¢ > 0 es una constante. Entonces

W(x) = /F(x) exp [(zﬁ q—+ti+ )A] tIx(t)dt (3.20)

es holomorfa en S* y satisface en esta region una desigualdad de la forma
()] < Kelz|™™, (3.21)
donde K es una constante independiente de x(t) pero dependiente de m.

Demostracion. Si v, j = 1,2,..., N, son las componentes de 7, tenemos
que probar que

[;(2)| < Kela| ™, paraj=1,2,...,N.

Usando las transformaciones (3.16]) y (3.17]), escribimos cada componente de
(3-20) como

oy L E=TIN] 1@
%(x)_q—i—l/&j(g)eXpl | ]X](Tl Ddr.,

(a) Para j < j;, parametrizaremos primero §;(§) de una manera diferente a
como lo hemos hecho antes. Como estamos buscando acotar |¢(z)| y el
sentido que tomemos de la parametrizacion no es relevante, tomaremos
en este caso el camino en sentido opuesto:

—6;(&) = [0, [§ =&l — X7

p'_>£_pei97

donde 0 es el angulo orientado del segmento que va desde & hasta &.
Entonces podemos expresar la integral en los siguientes términos:

V() = _L—e“’) /0 o exp lpeie}\jl X; ((5 - Pew)l/(qﬂ)> dp.

qg+1 g+1
Por la hipétesis (3.19)), sabemos que
i 1/(g+1) i
Xj((é—pee) )‘SC’ﬁ—pee
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y, teniendo en cuenta que, si z € C, entonces |exp(z)| = exp (Re(z)),

tenemos que 4
p€z€ >\j
exp | ——=
P q+1

Por la forma en la que hemos parametrizado,
5 - T = pew?

donde 7 es un punto del camino que va desde & hasta £. Entonces,
podemos escribir, aplicando el Lema (3.4

10y . _ ) q+1 _ 4q+1 .
R,e p@ )\] — Re (6 T) )\J — Re ('T t ) )\]
q+1 qg+1 qg+1

g+l patl|y — 7\
<l g _ 1€ = 7lAons (3.22)
qg+1 qg+1
_pe®op _ prope
qg+1 qg+1
donde \g = min; |A;| y o > 0 es una constante adecuada.
Por lo tanto, ya podemos acotar:
c €=l PAL 0|~/ (a+1)
(2)] < / exp |———| |£ — pe’ d
A ] L .
c l€—¢1l PAo L —m/(g+1)
= exp |———| |7 dp, 3.23
[ e [ e,

donde 7 es un punto del segmento que va desde &; hasta &.

Dividimos el camino de integracion en la desigualdad (3.23]) en dos seg-
mentos de igual longitud.

1) Sip < |€—&|/2, entonces el punto esta en la mitad del segmento entre
¢y & mas cercana a . Como el segmento £ — & es mas corto que el
que va desde 0 hasta &, entonces claramente se cumple la desigualdad
|7| > [£]/2. La idea geométrica se representa en la Figura En ella,
el segmento de extremos £ y ()1 siempre tendra mayor longitud que
el de extremos £ y Q2. Por lo tanto, esta parte contribuye con menos
de

c —m > PAop
2m/(q+1) /(Q'H)/ e . d 3.24
| i A e (3.24)
— 9m/(g+1) ¢ ‘f]_m/(q—H)
Aop
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Figura 3.3: Idea geométrica para la desigualdad |7| > |£]/2 cuando p <

€ — &l/2

a la parte de la derecha de (3.23|). Esta expresién es claramente
O(l¢[ =™/,

2) Si p > |€ — &1|/2, sustituimos |7| por su cota inferior & en (3.23)) y
nos damos cuenta de que no contribuye con mas de

qul|§1| P e S (3.25)
_ — &M
_ L|§-1| m/(q+l) exp | — ’5 51‘ Olu ]
Aoft 2(¢+1)

Para probar que la tltima expresion es siempre O(]¢|™™/(7+Y)

ramos los casos |§ — & | < [€]/2y [€ =& > [€]/2.

(1) En el primer caso, tenemos || > [£|/2 y, por lo tanto, (3.25))
N0 €s mayor que

, sepa-

g/ (at) _Z_[¢|mm/atD), 3.26

petd (3.26)

(11) En el segundo caso, cuando |£ —& | > |£]/2, (3.25) es menor que
€ e mmiary | €[ Ao 3.97

_ € emi(gt) 1Ak || im/(ar1)) ep—m/(at)
= — exp |————— :
el i
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Calculamos el maximo de

€| Ao m/(g+1)
L g (3.29

respecto a |£|. La derivada respecto a |£] es

exp l_ €[ Aoy ] |€|M/(q+1) <_4()\OPJ + mn ) , (3.29)

e -

Aq+1) g+1)  (g+ DI
por lo que el tnico extremo esté en
4m
6= 1
of

Ademas, a la vista del signo de ([3.29)), se ve claramente que el
unico extremo de (3.28)) sera un maximo. Este maximo es

m/(q+1)
<4m> o—m/a+1).
Aopt

Por lo tanto, (3.27)) es menor o igual que

Aot

Sumando la més grande de las cantidades de las férmulas (3.26)
y (3.27) al segundo miembro de (3.24)), obtenemos, o bien:

m/(q+1)
C e —m/gr1) [ Am —m/(q+1) | £|—m/(g+1)
!

m & -m 2. 2m/(a+1) —-m
2.9 /(q+1)/\7|§| Ma+1) /\70@]
oM ot
o bien
m/(g+1)
[ —-m 4m —m —m m
m/(g+1)
- = ((fm> G| ey gm “’“)) cla] ™,
o op

y en ambos casos hemos llegado a la estimacion de la integral
que queriamos, siempre que j < 7j;, siendo las posibles
constantes K:

9 . 9m/(g+1)

Y

Aop

m/(+1)
N /(1) y=m/(g+1) | gm/(a+1)
(31 e + :

Aope \ \ Aop
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Figura 3.4: Caso en el que P no esta en 6;(&).

(b) Si j > 71, primero probaremos la existencia de un ntimero positivo p
independiente de j, tal que en §;(&) se tiene que

7] = plEl, 7€ 6;(8). (3.30)

Sea P el punto donde se cruzan 6;() y su perpendicular desde el origen.
Si h; es la recta resultante de prolongar infinitamente 0,(§), y cuyo punto
mas cercano al origen es P, puede ocurrir:

(1)

(11)

Que P no esté en 9;(£). En este caso, el punto mas cercano de
9;(€) al origen es el propio &, por lo que se cumplira |7| > |{| para
todo T € 6;(£). Se puede ver la idea geométrica en la Figura [3.4]

Si P estd en §;(€), entonces significa que el sector ¥ tiene una
amplitud mayor que 7/2, ya que tiene un angulo recto contenido
en él. Primero llamamos o y 8 a los angulos que forma [; con
los rayos de la frontera de . Si tanto a como [ fueran menores
o iguales que 7/2, entonces una perpendicular a [; trazada desde
el origen estaria completamente fuera del sector . Sin embargo,
hemos visto que no es asi, ya que esta perpendicular corta a §;(§),
que esta en X, en el punto P. Por lo tanto, uno de los dos angulos «
o 8 es mayor que w/2. Veamos un contraejemplo de lo anterior en la
Figura [3.5], donde, por ser a y 8 dngulos agudos, la perpendicular
a l; y, por tanto, P estan fuera de X.

Sabiendo esto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
[ > m/2 y entonces tenemos « < 7/2, ya que la amplitud de X es
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Figura 3.5: Ejemplo en el que se ve que, o bien «, o bien 3, tiene que ser
mayor que /2.

a+ 6 < w. Trazamos el triangulo de vértices £, O y P y llamamos A
y w a los dngulos PO v OEP, respectivamente. Queremos probar
que p es numéricamente mayor o igual que el menor de los angulos «
y (3, es decir, queremos probar que i > «. Lo haremos por reduccién
al absurdo: suponemos que p < a. Observando el tridngulo en la
Figura 3.6] vemos que A =7 —7/2 —p = 7/2 — p > 7/2 — o
Entonces tenemos que

fB>a+Eta>a+ 4T
a a+ - at+—-—+-—a=
2 279 T

lo cual contradice la hipotesis de oo+ 8 < m. Por lo tanto, sabemos
que el angulo O& P = p es mayor o igual que el menor de los dngulos
que forma [; con los rayos de la frontera de X.

Si v es el minimo de estos angulos para j > ji, entonces, si 7 € §;(§)
para algin j > j;, tenemos que

7| = OP = [¢|sin(p) > [¢] sin(v),

donde sin(v) > 0 porque v € (0,7/2]

Por tanto, la desigualdad (3.30]) es siempre cierta. Parametrizamos —d,;()
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Figura 3.6: Triangulo de vértices £, O y P representado sobre el sector .

de la siguiente manera:
—0;(¢) - (0,00) — X~
p— &4 pe?, (3.31)

donde, como hemos visto antes, v es el angulo orientado del camino
—0,(¢) para j > j;. Entonces tenemos

B 1 pe I\ A\ V@D g
%(ﬂv)__qﬁ ; exp[—q+1])@<(§+pe ) )e dp.

Por la hipétesis (3.19)), sabemos que
i 1/(g+1) i
Xj((§+p€9) )‘SC(@W)@"

y, por cémo hemos parametrizado, tenemos que

—m/(q+1)

—&+ 1 = pe,

donde 7 es un punto del camino que va desde £ hasta infinito con angulo
vy, por lo tanto,

A\ /(aHD) o
(5 i,
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Siguiendo practicamente el mismo razonamiento que en (3.22)) y por el

Lema [3.4}

Re [ PN e (LT =ONY | g (@A
q+1 qg+1 qg+1

et =t op € — T Aop

q+1 N q+1
_ |pe’| Ao __Phop
q+1 g+1

Insertando (3.30)) en (3.23)) y llamando |§ — 7| = p, obtenemos

_ 00 Aot
()| < —m/(a+1) | g|=m/(a+1) / oxp | - PROF L
|1;( )\_q+1p €| N e
_ ¢ *m/(q+1)|§|—m/(Q+1) _ p_m/(qﬂ)dx‘—m
N /\oup o op '

Esto completa la prueba de (3.21]), con

" p~m/(at1)
Xopt

Para probar que v (z) es holomorfa en S*, basta con probar que las inte-

grales
TA; 1/(a+1)
exp dt
/6]-(0 l q+ 1] Xl )

son funciones holomorfas de £ en ¥*.

(a) Para j < jj, parametrizamos ¢;(£) como en (3.18) y obtenemos

! §+ (1 —p)§)A; 1/(g+1
e | (g 4 1= ) ) € - €

que es una integral en el segmento [0, 1] de una funcién holomorfa en él,
por lo que es inmediato que la integral es holomorfa.

(b) Para j > ji, parametrizamos —d;(§) como en (3.31)) y obtenemos

+ pe) AV
_/ exp[ Eqp—i_l) ]j<(§+p67> ! >e”dp.
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Aplicamos directamente el Teorema [A.3] de holomorfia bajo el signo in-
tegral a la funciéon

o

f: Y% (0,00) —C

definida por

f(& p) =exp l—W} Xi <(§ +pen)” (‘f“)> o

(1) Claramente, la funcién fe : (0,00) — C definida por fe(p) =

f(&, p) es medible Lebesgue, ya que (€ + pem)l/(qﬂ) € S*y x(z)
es holomorfa en S*.

(11) También es cierto que, para p > 0, la funcién f,, : 57— C definida
por f,(&) = f(&, p) es holomorfa en ¥*.

(1) Si¢ € f*, podemos tomar un entorno V' de &y y que esté contenido
en L. Ademss, si £ € V, los puntos 7 = £+ pe’” para p > 0 estdn en
¥*. También sabemos que, si 7 € ¥*, entonces |7| > |£;|. Entonces
podemos acotar

b ({6 s ) e

También podemos acotar

(€ + pe) Aj} ~ oxp [_Re ((é + pe’) Aj)]

TED _ i)

< c‘&' + pe

< el |7,

qg+1 qg+1

_ §A) pe A
= exp [—Re <q+ 1)] - exp [—Re ( P )1 .

Es decir, que existe una constante M > 0 tal que podemos acotar

exp [—

e < ey |-Re (222 )| < i)

Como pe” € [, sabemos que Re (peiD\j) > 0, ya que elegimos [;
con esta propiedad. Sillamamos ¢; = €7 \; /(¢ + 1), sabemos que es
una constante con parte real positiva. Sea cg»r) = Re(¢;), entonces

o) = Mesp [

que es integrable en (0, 00).
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Se cumplen las hipétesis del Teorema [A.3]y, por lo tanto, la funcién

o

F: X —C

dada por
F(§)= [ £ p)dp

es holomorfa y podemos deducir que ¥ (x) es holomorfa para = € S*. [J

La siguiente observacion sobre la constante K en (3.21)) se deduce direc-
tamente de la prueba del Lema [3.5]

Observacién 3.6. Aunque la constante K depende de &, no crecerd si ||
aumenta su valor.

3.5. Solucién de la ecuacién integral

Sea S’ un subsector cerrado del sector S del Teorema y repetimos
la construccién del sector S* como en la seccién con S’ en lugar de S,
obteniendo una regién S*'.
Tomamos un entero positivo m. Por y por el Teorema adaptado
a desarrollos cuando x — oo, sabemos que existe una constante ¢ que depende
de m tal que
(@)l < clel™, €87,

ya que esta constante existe para cualquier subsector propio de Sy S*' estd
contenido en el subsector propio S’. Por tanto, por el Lema y la férmula
(3-14), junto con el hecho de que p(z,0) = b(x), existe una constante K tal
que

|ui(z)]] < Ke|z|™, xS, (3.32)

Ahora estimaremos las diferencias (3.15) por induccién. A la vista de
la, definicién del operador &2 y de la funcion p(z,u) en (3.9)), tenemos que
acotar, para ¥ € S*', la cantidad

H(B(a:) —A) (2(2) — Z(l)) +h (ZE, 2(2)) —h (m, z(l))‘

)

donde z(M y 2 son vectores con

Hz(i) < zp, 1=1,2, zp constante.

Como lim,_,~, B(z) = A, podemos acotar ||B(x) — A|| por una constante
~1 tan pequeiia como queramos, eligiendo = suficientemente grande.
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Sabemos que h(z, z) es un polinomio en las componentes de z sin términos
constantes ni lineales. Por lo tanto, h (m, 2(2)) —h (x, z(l)) es un polinomio

2)

en las componentes de 2? y z(1) sin términos constantes ni lineales, y su

modulo se puede acotar:
o) = (o 20 < 22— 0]

siendo 5 > 0 tan pequena como necesitemos, con tal de elegir z; suficiente-
mente pequena.
En resumen, se cumple que

[(B) ~8) (20 = 2O) 4 h (2,20) —h (2, 20)| (3.3
< HZ@) _ Z(l)H NP Hz@) _ z(nH - Hz(2) _ )

donde la constante v se puede tomar tan pequena como queramos eligiendo
|&1] suficientemente grande y 2o suficientemente pequena. Recordamos por la
Observacién 3.6/ en la seccién 3.4 que incrementar |£;| no afecta a la constan-
te K. Por lo tanto, asumimos que

y< K (3.34)

Incrementando xy si es necesario, pero manteniendo v y K fijas, podemos
conseguir

: f[ny\w|m < 2o, para r € S*. (3.35)
Entonces, vamos a probar que
Nt —url| <" K™ ez|™, r=0,1,... z€S” (3.36)
y
lrsa ]| < 1f[§K|x|m, r=0,1,..., z€S* (3.37)

Razonaremos por inducciéon. Para r = 0, la desigualdad es inme-
diata a la vista de y de ug = 0. Para r = 0, la desigualdad es
menos restrictiva, asi que también se cumple. Asumimos que son ciertas para
todo r < j — 1, para cualquier j > 1. Podemos escribir

P — P :/
U Uj—1 F(r)eXpl g+ 1

A] t1(p(t, uj) — (p(t,uj—1)) dt.
Definimos la funcién

x(x) =p(z,u;) — p(z,uj-1)
=(B(z) = A) (uj —uj_1) + h (2, u;) = h(z,u;1).
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Gracias a (3.35)) y a (3.37)), tenemos que, para r < j — 1, se cumple

K _
¢ |3§" m<Zo.

<
Jursa | € el <

Entonces, podemos aplicar la desigualdad (3.33)) para (1) = Uj_1, 22 = U
y tenemos, usando también ([3.36)),

Ix(@)] < 7y [l (@) = wjma (@) | < v K ela| ™ = 7/ K el ™™

Es decir, que Pu; — Puj_1 es una integral de la forma (3.20) con x(x)
satisfaciendo la desigualdad

Ix (@)l <+ K ela| ™.

Podemos aplicar entonces el Lema y deducir que

wj1 — usl| =[|Puj — Puj_||
xQ+1 _ t(H—l
= exp | — A | t9v(t)dt
[ p[ e ] () H

<KV Klc|lg|™ =+ K e|lo| ™™,

por lo que ya hemos probado (3.36)) para r = j.
La validez de (3.37)) para r = j se deriva de la de (3.36]) para r < j, de la

siguiente manera:

i (Ups1 — Ur)

k=0

J
[ujall = <> ke — |
k=0

J
< cKl|z| ") APKE < eKlz| " (1 — yK) TN
k=0
La prueba de que

u(z) = lim u ()

existe se completa ahora de la manera usual: Las férmulas (3.34)) y (3.36)

implican que la serie
oo
> s — ]
r=0

estd, para x € S*, dominada por una serie geométrica convergente. Por lo

tanto, la serie
(o)

Z(Ur+1 - Ur)

r=0
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converge uniformemente para x € S*'.
Para probar que u(x) es solucién de la ecuacién integral u = Zu, tenemos
que probar que

lim Pu, = & lim u,.

r—00 00

Para ello, usaremos el Teorema [A.4]
Tenemos la sucesién de funciones {uy},., definidas por

ug = 0 en C, Upr1 = Puy para k > 0,
donde
Pu :/ exp
I(z)

Sabemos que cada una de las componentes de esta ultima integral se puede
escribir como

gt 1 / [ Qw p (7 u (D) ) dr (3.38)

donde, como hemos razonado al principio de la seccién 3.2 |p(t, u(t))| es
mucho menor que |u| cuando |u| < 1.

Para j < j;, podemos parametrizar como en (3.18)) y acotamos superior-
mente el valor absoluto de por

[ qg+1

A] tp(t, u(t))dt.

(1= s)(€ = &)A
ul - |€ = & lds.
p |LEEZ OIS e g
El integrando se puede acotar superiormente por
(1= s)(€ = &)A
e

que es claramente integrable respecto a s en (0, 1), por lo que podemos aplicar
el Teorema[A.4]y hemos conseguido lo que buscdbamos para las componentes
J—ésimas con j < j.

Para j > j;, parametrizamos 0,(§) en sentido opuesto, como en y
podemos acotar superiomente el valor absoluto de por

ey e e R e

Siguiendo el mismo razonamiento que cuando aplicamos el Teorema al
final de la prueba del Lema[3.5] vemos que el integrando se puede acotar por
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una funcién integrable en (0,00) y, entonces, podemos aplicar el Teorema

KA para j > ji.
Podemos concluir entonces que

lim Pu, = & lim u,.

r—00 00

Finalmente, vemos por ([3.37)) y mediante un paso al limite cuando r — oo
que, aplicando el Teorema |1.23] se tiene que u(x) ~ 0, cuando = — oo, ya
que m es arbitrario. La regién S* depende de la eleccion de x1, que a su vez
depende de la eleccién de m. Sin embargo, esto es irrelevante, ya que u(x) es
independiente de m y, por lo tanto, existe en una regiéon que no depende de
m. Entonces, hemos probado el Teorema bajo la hipotesis de que todos
los A; son diferentes.

El Teorema [2.2] es de interés, no solo por su importancia en ecuaciones
diferenciales lineales, sino también como resultado de mayor alcance para
ecuaciones diferenciales no lineales. En ese caso, deberiamos eliminar la hi-
pétesis (a) que impone que f(x, z) debe ser un polinomio en las componentes
de z y sustituirla por una que obligue a f(x, z) a ser holomorfa en las compo-
nentes de z para z = 0. Si recorremos la prueba del Teorema [2.2] nos damos
cuenta de que el tinico lugar en que usdébamos que f(x, z), y por tanto h(z, z),
era un polinomio, era en la féormula . Esta formula sigue siendo valida
bajo hip6tesis menos restrictivas en f(x, z), como veremos ahora.

Teorema 3.7. Las conclusiones del Teorema[2.9 siguen siendo vdlidas si las
hipétesis (a) y (b) se sustituyen por

(a*) f(x,z) es holomorfa en las componentes z; de z, j =1,2,...,N yenx
en la region

2| < z0, O<zo<|z|<o00, x€S (x9 Y20 SON constantes).

(b*) f(x,z) admite un desarrollo asintdtico
flz,2) ~ Zfr(z)x’r, r—o00, TE€S
r=0

uniformemente vdlido para ||z|| < 2.
Para probarlo, veremos primero un lema.

Lema 3.8. Sea v(z) una funcién vectorial del vector complejo z holomorfa
en z = 0. Sean vj(z) las componentes de dicha funcion. Si la matriz jacobiana
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M(z) = {0v;/0z};, se anula en z = 0, entonces existe para todo > 0 un
nimero real zo(3) tal que

o (5@ — o (] < gll-@ — 0
o (=) v (=) < 8] |

siempre que
Hz(j)H <z%(B), j=12.

Demostracién. Sea 0 < a <1y w(a)="wv (az(Q) +(1— a)z(l)). Entonces

o (2@) = v (:0)] = (1) - w(©)| = H/Ol w’(a)daH
/01 M (az(2) +(1— a)z(l)) (2(2) - z(l)) daH

< g [V (05 + 1 - ) - [ ).

Como v es holomorfa en z = 0, M es continua en z = 0, y, como ademas
M(0) =0,
‘ () _ MY — —
ol M (az® + (1= a)zV) = M(0) =0,
y este limite es uniforme para 0 < a < 1, por lo que ya hemos completado
la prueba. O

La prueba del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 3.9. Suponemos ciertas las hipdtesis del Lema [3.8, Si v(z) de-
pende ademds de una variable compleja x, i.e., v =v(x,z), y si

Ll_r)r(l)M(Z) =0,

uniformemente para x en alguna region R, entonces la constante zo(5) puede
tomarse independiente de x, para x € R.

Demostraciéon del Teorema[3.7. Como se ha indicado antes, lo iinico que te-
nemos que probar es que la férmula también es cierta bajo las hip6tesis
del Teorema [3.7

Recordamos que, con las anteriores hipdtesis, g(z, z) era la funcién que
obteniamos obtenido al restar a f(x, z) su parte lineal y su parte constante.
En ese caso, h(zx, z) era el resto de Taylor de h(z, ) respecto a z de g(z, ¢(z)+
u) en torno a g(x, ¢(x)). Por las caracteristicas de g(z, z), h(zx, z) era también
un polinomio en las componentes de z sin términos constante ni lineales.

Sin embargo, en el caso que estamos estudiando ahora, f(x,z) no tiene
que ser un polinomio en las componentes de z, pero si que es holomorfa en
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ellas, por la hipétesis (a*). Es decir, que g(x, z) serd el resultado de restar a
f(z, 2) los términos constantes y lineales de su desarrollo de Taylor.
Por la hip6tesis (b*) y el Teorema [1.39] sabemos que las funciones f(z,0)

y {8fj/8zj
1

h(z, z) tiene un desarrollo asintético en potencias de ™",

tienen series asintéticas, cuando  — oo en S. Entonces,

2=0/j

e}
h(z,z) ~ > he(z)z", T — 00,
r=0
en la cual todas las h,.(z) y sus derivadas parciales se anulan en z = 0, ya

que hemos dicho que el desarrollo de Taylor de h(zx,z) en las componentes
de z no tiene términos constantes ni lineales respecto a z.

La funcién satisface entonces las hipétesis del Corolario [3.9] y tenemos
que podemos acotar de manera uniforme, para 0 < zo < |z| < 0,

hz,2®) —h(z,z20)]| < 8@ - 2™
| (@) = (2 20) < 8 I

siempre que
Hz(j)H < z(p), j=12.

Y hemos probado que la funcién h(z, z) satisface la condicion de Lipschitz

Hh (3;,2(2)) _h (x’z(l)M < v*(20) HZ@) _ L

E (3.39)

para HZ(I)H < ZU’J‘Z(Q)H < zp, donde y*(29) puede hacerse tan pequena como
queramos tomando z; suficientemente pequena.
Por lo tanto es directo que la desigualdad (3.33)) es cierta:

H(B(:p) —A) (z(z) - z(l)) +h ($, 2(2)) —h (:v, z(l)) H
< |B(z) — Al - Hz(2) _ z(l)H + " (20) HZ@) _ Z(l)H
<o - 0]

para 0 < zg < |z| < ooy ||2|| < 20, ya que lim, ., B(x) = A. O

Puede parecer que podemos cambiar la condiciéon (b*) del Teorema
por la hipétesis de que los coeficientes del desarrollo de Taylor para f(x, 2)
en potencias de las componentes de z tengan series asintoticas en potencias
de z71. Si f(z, z) es un polinomio en las componentes de z, esté tltima hip6-
tesis es equivalente a (b*). Sin embargo, en general (b*) es mds restrictiva,
como se puntualizé en el Teorema[T.40] La hip6tesis mds débil es claramente

insuficiente para garantizar la desigualdad (3.39)).
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Apéndice A
Resultados auxiliares

En este apéndice se recogen los resultados auxiliares fundamentales que
han sido utilizados en diferentes ocasiones en el trabajo. Salvo para el Teo-
rema [A.1] que puede no haberse encontrado en las asignaturas del Grado
en Matematicas, se ha omitido la correspondiente demostracién, pues estos
resultados u otros muy similares han sido utilizados en las asignaturas de la
titulacion.

Teorema A.l. La ecuacion
AX — XB =0, (A.1)

donde A y B son matrices cuadradas de dimension n y m respectivamente y
X es una matriz rectangular de dimension n X m, tiene soluciones diferentes
a X =0 siysolosi Ay B tienen algun autovalor comun.

Demostracion. (a) Probamos primero la necesidad. Asumimos que A y B
tienen el autovalor A en comun. Sabemos que

0 = det(B — M) = det (B — AI)") = det (B" = \I),

por lo que A también serd autovalor de B”. Es decir, existen autovectores
vy w de tamano n y m respectivamente tales que

Av = v, BTw = \w.

Esto implica
w!'B = T,

por lo que, si
X =l
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tenemos que
AX — XB = Avw” —vw' B = dow! — vdw’ =0,
y, por tanto, X es no nula y es soluciéon de (A.1J).

Probamos a continuacién la suficiencia. Si A y B no tienen autovalores
comunes, tenemos que probar que cualquier X que satisfaga es ne-
cesariamente nula. Sea w el autovector de B correspondiente al autovalor
A. Multiplicando por w por la derecha obtenemos

AXw— XBw =AXw - A Xw=(A—M)Xw=0.

Como A no es autovalor de A, el tinico vector que esta en el nicleo de
A — Al es el nulo y, por tanto, Xw es el vector nulo. Esto serd cierto
para cualquier autovector w de B. Si B tiene m autovectores linealmente
independientes, entonces X = 0.

Si B no tiene m autovectores independientes, consideraremos los m au-
tovectores “generalizados” de B. Estos se caracterizan por la propiedad
de que si A es un autovalor de B y w es su autovector generalizado
correspondiente, entonces (B — A )’w = 0 para algin entero positivo p.

Por la relacion y restando AX para algin A\ € R, obtenemos
AX —AX = XB — )X,
0, lo que es lo mismo,
(A= M,)X = X(B— \,),

donde I; denota la matriz identidad de dimensién k. Si asumimos que es
clerto

(A= \L)"'X = X(B - \,)’ !,

tenemos que

(A= AL)PX = (A= ML) (A—\,)P'X
= (A= \)X(B—A\,)""
= X(B — A\,,)(B — A\,
= X(B — \,,)".
Es decir, hemos probado por induccién la siguiente igualdad para cual-

quier

(A= AL,)’X = X(B = A,)"
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para cualquier A € Ry p > 0. Si A es un autovalor de B, entonces para
un p > 0 adecuado y un autovector generalizado de B correspondiente,
tenemos que

(A= AP Xw=0.

Como A no es autovalor de A, la matriz (A — AI)” es no singular, por
lo que Xw tiene que ser nulo. Es decir, la ecuacion Xz = 0 para z se
satisface para m autovectores generalizados de B independientes, lo cual
es posible solo si X = 0. O

Teorema A.2 (Férmula de variacién de pardmetros). Sean A(x) y F(x)
matrices de dimension n X n holomorfas en un disco centrado en a € C
y suponemos que conocemos una matriz V(z), de dimension n X n y que

satisface la ecuacion
W' = A(x)W

para W . Entonces existe una unica solucion para
W' = A(x)W + F(x)

con la condicion inicial W(a) = K, donde K es una matriz constante de
dimension n x n, y dicha solucion estd dada por

V@)V Y a)K + V(z) / TV Rt

Teorema A.3 (Teorema de holomorfia bajo el signo integral). Sea U un
abierto de C, sea A un subespacio medible de R™ y f : U x A — C. Supon-
gamos que:

(i) Para todo z € U la funcion f, : A — C definida por f,(x) = f(z,x)

es medible Lebesque.

(ii) Para todo x € A la funcion f, : U — C definida por f.(z) = f(z,x)
es holomorfa en U.

(iii) Para todo zy € U existe un entorno V de zy contenido en U y una
funcion h : A — [0,00) integrable Lebesque en A tal que

|f(z,2)] < h(z) para todo (z,x) € V x A.
Entonces, la funcion F : U — C dada por

F(z) = / f(z,z)dx, zeU,
A
es holomorfa en U, y ademds

F'(z) = ’ g];(z,x)dx, zeU.
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Teorema A.4 (Teorema de la convergencia dominada). Sea {f,} ., una
sucesion de funciones integrables en R? que converge en casi todo punto hacia

una funcion f. Supongamos que ademas existe una funcion g integrable en
R? tal que

|fu(x)] < g(x) para casi todo x € R y todo n € N.

Entonces:

1) [ es integrable.

11) lim, oo fga | fn — f| = 0; en particular, lim, o0 fga fn = Jga f-
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