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Capitulo 1

Abstract

Maxwell’s work in electromagnetism rised a boom in attempts to unify theories in physics. In
this sense, unification theories such as supersymmetric theories and the M-theory have emerged,
which we deal with certain concepts in this work. In the context of the M-theory, it can be seen
that it is possible to construct a theory considering the two time physics. This theory must have at
the lowest energy limit a supergravity model, which is a case of supersymmetry that depends on
the space-time point. Therefore, we explore a model obtained from supergravity in 3+2 dimensions
in such a way that there is an absolute time. In this development we will use a known expansion
method of Lie algebras that allows us to obtain new algebras from a given one. Our work leaves
perspectives to continue in the study of the considered model.



Capitulo 2

Resumen

Después del trabajo de Maxwell con el electromagnetismo, hubo un auge en la fisica en los
intentos de unificar teorias. En este sentido, han surgido teorias de unificacién tales como las
teorias supersimétricas y la teoria M, de las cuales tratamos ciertos conceptos en este trabajo. En
el contexto de la teoria M, se puede ver que es posible construir una teoria considerando la fisica de
los dos tiempos. Esta teoria ha de tener como limite de bajas energias un modelo de supergravedad,
que es un caso de supersimetria que depende del punto del espacio-tiempo. Por tanto, nosotros
exploramos un modelo obtenido a partir de la supergravedad en 3 + 2 dimensiones, de modo que
un tiempo sea absoluto. Para este desarrollo utilizaremos un conocido método de expansiéon de
algebras de Lie que nos permite obtener nuevas algebras a partir de una dada. Nuestro trabajo
deja perspectivas para continuar con el estudio del modelo considerado.



Capitulo 3

Introduccion

3.1. Supersimetria y supergravedad

Por definicion, la supersimetria es una simetria entre bosones y fermiones. Los modelos su-
persimétricos surgen del intento de unificar las cuatro interacciones fundamentales. En este tema
jugé un papel importante el articulo que publicaron en 1967 Coleman y Mandula (C-M)[7], que
fue ampliamente entendido para demostrar que es imposible, dentro del marco teérico de la teoria
de campos relativista, unificar simetrias espacio-temporales con simetrias internas. Mas concre-
tamente, el teorema dice que un grupo conexo de simetria G de la matriz S; que sea invariante
Lorentz, involucre un nimero finito de particulas, permita scattering elastico con amplitudes de
scattering analiticas y los ntcleos de sus generadores sean distribuciones; es localmente isomorfo
al producto directo del grupo de Poincaré y un grupo de simetria interna. El resultado de este
teorema supone un problema para unificar la gravedad con el resto de interacciones, dado que la
primera es una teoria gauge basada en simetrias espacio-temporales mientras que las otras tres se
basan en simetrias internas.

Sin embargo, esto fue lo que acabd llevando a las teorias supersimétricas como las tinicas can-
didatas para dicha unificacién. Fue unos anos més tarde cuando Haag, Lopuszaniski y Sohnius [11]
publicaron el documento en el que realizaron una extension de los resultados de C-M al conside-
rar operaciones de simetria que obedecieran la estadistica de Fermi. Al hacer esto, introdujeron
operadores de simetria fermiénicos @) de espin 1/2, que al aplicarlos realizan transformaciones que
cambian el espin. Estos operadores deben obedecer ciertas relaciones de anticonmutacion, que jun-
to con las de conmutacion, dan lugar a las llamadas ‘superalgebras’ o ‘algebras de Lie graduadas’,
que son las dlgebras que obedecen las teorias supersimétricas. Clasificaron todas las dlgebras super-
simétricas de la matriz S que pueden desempenar un papel importante en la teoria de campos. De
esta manera, llegaron al resultado de que al considerar estas teorias se pueden agrupar particulas
con espin diferente en los multipletes, lo que permite relacionar las simetrias espacio-temporales
con las simetrias internas. Por tanto, se soluciona el problema inicial y se concluye que para la
unificacién debemos considerar la supersimetria. Esto se verd mas claro en la subseccién de este
primer apartado en la que describiremos de manera explicita la estructura de las superalgebras.
Ahora vamos a esbozar los elementos esenciales de estas.

Antes de nada, cabe decir que actualmente la fisica de particulas entiende la descomposicion
de la materia en quarks y leptones (fermiones) y describe las fuerzas fundamentales en términos de
particulas de intercambio (bosones). Entonces, como las teorfas supersimétricas permiten agrupar



particulas con diferente espin en el mismo multiplete, es decir, agrupan bosones y fermiones en
supermultipletes, se elimina la distincién entre interacciéon y materia.

Las transformaciones de supersimetria son generadas por operadores cuanticos () que cambian
los estados fermionicos en bosénicos y viceversa,

Q| fermion) = |boson); Qlboson) = |fermion) (3.1)

Por definicién, los () cambian la estadistica y el espin de los estados. Al estar el espin relacionado
con las rotaciones espaciales, la supersimetria es, en cierto modo, una simetria espacio-temporal.
Sin embargo, los () también afectan a algunos de los nimeros cuanticos internos de los estados.
Esta propiedad de combinar ambos comportamientos es lo que mencionamos mas arriba que le
da ese interés especial a estas teorfas. Como una simple ilustracién de las propiedades espacio-
temporales no triviales de los @), se puede demostrar facilmente que bajo rotaciones de 360° se
transforman de la siguiente manera

UQU ™' =Q (3.2)

Como cabia esperar el generador de supersimetria toma un signo menos tal como haria un
operador fermionico. Se puede extender este andlisis y mostrar que el comportamiento de los ) bajo
cualquier transformacion de Lorentz es el de un operador espinorial. Hablando mas técnicamente,
se transforman como operadores tensoriales de espin 1/2 y no conmutan con las transformaciones
de Lorentz. Por otro lado, también se puede demostrar que los () son invariantes bajo traslaciones,
lo que se traduce en la siguiente expresion

Q.E] =[Q.P] =0 (3.3)

Es decir, conmutan con el cuadrimomento.

En el caso de la supersimetria el anticonmutador de dos ) es un generador de simetria, pero
es un generador de naturaleza bosénica. Consideremos el siguiente anticonmutador, {Q,QT} =
QO + QTQ, que es un operador hermitico con valores propios definidos positivos:

(QQM..) + (.]QTQ|...) = |QT|..)[*+]Q|..)|*> 0 (3.4)

Esto solo puede ser nulo para todos los estados |...) si @ = 0. Una investigaciéon mas detallada
muestra que {Q,Q'} debe ser una combinacién lineal de los operadores momento y energfa:

{Q,Q"} = aE + P (3.5)

Esta relacién indica que la operacién de dos transformaciones supersimétricas finitas induciran
una traslacion en el espacio y el tiempo de los estados sobre los que operan. Otra consecuencia
importante es que sumando a todos los ()

> {Q.Q" x E (3.6)

all Q
Dependiendo del signo del factor de proporcionalidad de esta relacion, el espectro de energias
tendria que ser, o bien > 0 o < 0, debido a la desigualdad (3.4). Si definimos al menos un limite
de bajas energias, para que la teoria sea fisicamente razonable, el factor de proporcionalidad sera



positivo.

Las ecuaciones (3.3) a (3.6) son propiedades cruciales de los generadores de supersimetria y
muchas de las caracteristicas més importantes de las teorias supersimétricas pueden ser derivadas
de ellas. Una de estas caracteristicas es la positividad de la energia como puede verse de las ecs.

(34) y (3.6).

Como ya hemos mencionado antes, en las teorias supersimétricas se agrupan las particulas en
supermultipletes. El concepto de supermultiplete es analogo al del ya conocido multiplete de la
fisica atomica por ejemplo, salvo que en nuestro caso los estados tienen la misma masa pero di-
ferente espin. Entonces, en estos supermultipletes las particulas elementales (tanto bosones como
fermiones) han de ir acompanadas de otras conocidas como ‘supercompaneros’, que poseen la mis-
ma masa y difieren en el espin en 1/2. Por convenio, la nomenclatura de estas nuevas particulas es
la siguiente: El ‘supercompanero’ de un bosén es un fermién con el prefijo ‘s-’; ‘sfermion’ (“squark,
slepton, ...”); mientras que el de un fermién es un bosén con el sufijo “-ino’, ‘bosino’ (“gravitino,
fotino,...”). El descubrimiento de estas particulas estableceria la supersimetria como una propiedad
importante de la naturaleza mas que como una atractiva hipétesis. Sin embargo, los experimentos
no muestran particulas elementales acompanadas de estos supercompaneros, asi que las teorias su-
persimétricas siguen siendo solo modelos. Ademas, si consideramos la supersimetria fundamental
para la naturaleza, debido a esto, debe ser una simetria con ruptura espontanea, lo que implica que
el estado fundamental no puede ser invariante bajo transformaciones supersimétricas y la energia
del vacio no puede ser nula.

Ademas de la unificacion de las interacciones fundamentales, hay otra razén para el estudio de
estas teorfas. Esta razén es que en teoria de campos algunas divergencias desaparecen cuando se
considera supersimetria. Esto despertd cierto interés en el problema de jerarquias de las GUTs,
los trece 6rdenes de magnitud entre la masa GUT de 10'® GeV/c? y la masa del bosén W. Nor-
malmente, un gap de esta magnitud no es estable en teoria de perturbaciones y solo puede ser
mantenido por repeticién de ajuste fino hasta ordenes altos en la expansion de la perturbacion.
Considerando supersimetria, se puede evitar la mezcla en masa y el ajuste fino consiguiente, y la
jerarquia, una vez establecida, se estabiliza.

Como hemos dicho la supersimetria debe romperse. Dicha ruptura espontanea puede levantar
la degeneracién de la masa de los supermultipletes dando diferentes masas a diferentes miembros
de estos, manteniendo intacta su estructura. Deberiamos poder encontrar supercompaneros para
todas las particulas elementales, aunque deben ser muy pesados para poder obtenerlos experimen-
talmente, dado que todavia no los hemos visto. Estos supercompaneros tienen un nuevo nimero
cudntico (carga R). Una estricta ley de conservacién de este niimero cuéntico estd estrechamente
ligada con una propiedad de los modelos superGUT que estabiliza la jerarquia GUT.

Los modelos supersimétricos pueden, como teorias gauge, considerarse con supersimetria global
o local, dependiendo de si dependen o no del punto del espacio-tiempo. Los que dependen del punto
poseen supersimetria local y se conocen como modelos de supergravedad. Estos modelos incluyen
necesariamente la interacciéon gravitatoria.

Los modelos de supergravedad siempre contienen al gravitén, que seria el bosén con espin
s = 2 que describe la interaccidon gravitatoria, y cuyo supercompanero seria el gravitino, que



también deberia estar presente y tiene espin s = 3/2. En las teorfas gauge de las interacciones
fuerte y electrodébil, el espin de los campos no puede ser mayor que 1, lo que limita el nimero de
supersimetrias a 4. De las teorias de Yang-Mills, el caso con més supersimetrias de super-Yang-
Mills correponde a 4 supersimetrias. Para el caso de la supergravedad, el espin esta limitado por un
valor de 2, por lo que el nimero maximo de supersimetrias es 8. Este modelo de supergravedad con
8 supersimetrias representa un modelo de supergravedad en 11 dimensiones. Esto es importante en
el contexto de la teoria M, dado que esta posee esta supergravedad como limite de bajas energias.
(De esto daremos més detalles mas adelante).

3.1.1. Generadores de supersimetria y su algebra

El generador de una simetria es un operador G en el espacio de Hilbert que reemplaza un estado
de una particula entrante o saliente por otro y ademas “deja la fisica invariante”. Recordando que
estamos en el marco de la teoria de campos relativista, en nuestro contexto traducimos dejar la
fisica invariante por la conmutacién de G con la matriz S, [G,S] = 0.

Cualquier G puede descomponerse en una parte par B y otra impar F',

G=B+F (3.7)

Los B pueden cambiar el espin por cantidades enteras o no cambiarlo, son operadores bosoni-
cos; mientras que los F' lo cambian por una cantidad semientera (1/2 concretamente), por lo que
son generadores de simetria fermionicos, es decir, generadores de supersimetria. A partir de ahora,
a los I los llamaremos (), tal como se les suele llamar. También merece la pena mencionar que los
B hacen referencia a simetrias internas.

De un analisis de las posibles algebras supersimétricas que puede tener el grupo de Poincaré
como simetria del espacio-tiempo, se concluye que las ecuaciones del algebra més general son las
siguientes:

[Py, P = 05 [Pu, Mypo| = i(Mpup Lo — Mo L)
(M, Mpo] = Z(npruo — Nwo Myup — NupMuo + 1o Mop)

By, B.] = ic,\B, ; By, ] = By, My] = 0
1 [Qaiypﬂ] - [on'npﬂ] =0 .
Qi M) = 50001 Qs M) = 3@ 570

[Qaia Br] = (br)iiQa]’ ) [Qi'o‘m Br] = - d(br)ji

{Qai; QJB} = 25]i(au)aﬁpﬂ
{_Qo‘i’_Qﬁj} = 25aﬁZij ‘COTL Zij‘ A: angr
(@@} = —22,475 con 29 = (7,)
[Zij7 ,tOdOl] =0

SN |

(3.8)

Resulta conveniente realizar algunas aclaraciones sobre la notaciéon seguida en el dlgebra, asi
como alguna breve explicacion de algunos términos que todavia no se ha hecho.

Los Z;; y su conjugado hermitico son las denominadas cargas centrales. Dicho nombre se ve de
la ultima relacién de conmutacién de (3.8), dado que conmutan con todo lo demaés.
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Los P, y M,, son los generadores de simetria del grupo de Poincaré. De lo relacionado con este
grupo y su algebra de Lie, daremos mas explicaciones en otro capitulo.

Respecto a los generadores de supersimetria habria que destacar que ahora llevan dos indices,
uno griego y otro latino. Los griegos hacen referencia a que se comportan como espinores de cua-
tro componentes (debido a las cuatro dimensiones espacio-temporales), por lo que toman cuatro
valores, uno por dimension. Los indices griegos de los demas elementos también toman esos cuatro
valores. Los indices latinos denotan el nimero de supersimetrias que hay, recorriendo N valores
enteros. Por tanto, el resto de indices latinos de los demaés elementos, recorren los mismos valores.
Finalmente, se definen Q°, = (Qu;)'.

De las relaciones que aparecen, podemos observar que se cumple lo que dijimos antes sobre los
anticonmutadores de dos @), ademas de que se cumple que el conmutador de un generador bosénico
con uno fermiénico da un generador fermiénico.

Por ltimo, los coeficientes de las relaciones de conmutacion y anticonmutacién del dlgebra son
matrices hermiticas que aqui inicamente mencionamos. Para mas detalles de todo esto consultar
[21].

3.2. Teoria M

Continuando en la linea de modelos que tratan el tema de la unificacion de las fuerzas de la
Naturaleza, toca hablar ahora de la teoria de cuerdas. La premisa de la teoria de cuerdas, a un
nivel fundamental, es que la materia no consiste en particulas puntuales, sino mas bien en pe-
quenas cuerdas. A partir de este comienzo, surgen las leyes de la fisica. La Relatividad General,
el electromagnetismo y las teorias gauge de Yang-Mills, todas aparecen de manera sorprendente.
Sin embargo, vienen con equipaje. La teoria de cuerdas da lugar a una gran cantidad de otros
ingredientes, como las dimensiones espaciales extra més alla de las tres que observamos.

La teoria de cuerdas es una ciencia especulativa, no hay evidencia experimental que la confirme
como una correcta descripcion del universo. Sin embargo, es un modelo que tiene mucho trabajo en
progreso y todavia nos queda para escribir su formulacién final. Entonces, merece la pena comentar
las razones de peso por las que se estudia la teoria de cuerdas. Primeramente, representa un modelo
de gravedad cuantica. Aunque la escala de energias en las que se da es mucho mas grande que lo que
solemos medir por varios 6rdenes de magnitud, del orden de la masa de Planck Mp; ~ 2-10'® GeV,
la teoria de cuerdas elimina las divergencias y proporciona una gravedad cuantica finita. Ademas,
en esa escala de energias las constantes de acoplo de las otras tres interacciones convergen, por lo
que es posible que la teoria de cuerdas pueda unificar las cuatro. Otra razén es que proporciona
nuevas perspectivas de las teorias guage. En principio, la teoria de cuerdas nacié para explicar
la interaccién fuerte, pero se abandoné en lugar de la Cromodindmica Cuantica (QCD) que fue
mas sencilla de formular y tuvo un gran éxito. Sin embargo, al recuperar la teoria de cuerdas se
vio que proporciona herramientas que permiten comprender mejor ciertos aspectos de las teorias
gauge cuanticas. La mds asombrosa es la correspondencia AdS/CFT que proporciona una relacién
entre las teorias cuanticas de campos fuertemente acopladas y la gravedad en mayores dimensiones.
Estas ideas han sido aplicadas en un rango de areas desde la fisica nuclear hasta la fisica de la
materia condensada y han proporcionado ideas cualitativas (y discutiblemente cuantitativas) en
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los fenémenos fuertemente acoplados. Finalmente, la teoria de cuerdas también ha proporcionado
nuevos resultados en matematicas, de los cuales el méas conocido es la ‘simetria de espejo’ que
establece una relacién entre variedades de Calabi-Yau ! topolégicamente diferentes.

A un nivel basico, las caracteristicas mas esenciales de las cuerdas son las siguientes. Son objetos
unidimensionales, pudiendo considerar objetos en mas dimensiones que serian las branas (viene
de membranas). En funcién de las dimensiones p de las branas se denominan p—branas, siendo
las cuerdas 1—branas. El por qué de usar cuerdas en lugar de branas en mas dimensiones es que
estas ultimas presentan varios problemas al desarrollar la teoria. A pesar de esto las branas se
utilizan dentro de la teoria de cuerdas para tratar ciertos temas, de alguno esbozaremos algin
detalle importante a continuacion. Otra propiedad de las cuerdas es que estas pueden ser cerradas
o abiertas (Figura 3.1). Aunque los extremos de las cuerdas abiertas, en principio, son libres,
estableciendo determinadas condiciones de contorno se llega a que pueden estar conectados a algo,
a D—branas, cuando ese extremo de las cuerdas satisface una condicién de contorno de Dirichlet.
La necesidad de considerar las D-branas fue sugerida por Polchinski [18], baséndose en la existencia
de dualidades entre teorfas de cuerdas [14]. Més explicitamente, la dualidad 7', que relaciona teorias
de cuerdas compactificadas en radios distintos, también convierte las condiciones de contorno de
Neumann en condiciones de Dirichlet.

O r\_~_
a) b)

Figura 3.1: a) Cuerda cerrada. b) Cuerda abierta.

En la literatura, se suele introducir al estudio de las cuerdas empezando por el desarrollo de
la teoria para la cuerda bosdnica, que seria el caso mas sencillo. Sin embargo, el caso de interés es
el de las teorias de cuerdas supersimétricas, del cual vamos a dar unas nociones basicas. Esta idea
requiere una generalizacion del marco de referencia, aumentando el dlgebra restringida de la ‘hoja
de universo’ 2. Esta idea surge de forma natural si tratamos de incluir fermiones espaciotemporales
en el espectro y por conjeturas nos conduce a simetria superconforme. El dlgebra superconforme
con N =1 (1 supersimetria) lleva asociadas las supercuerdas tipo I y II (que se dividen en tipos
ITA y IIB), cuya estructura en gran parte es directamente paralela a la de la cuerda bosénica.
Realizando una mezcla (heterosis) entre la cuerda bosénica y la supercuerda tipo II se llega a
las supercuerdas heterdticas, siendo las unicas libres de anomalias gauge la Fs ® Fg y la SO(32),
cuyas diferencias residen en el grupo de gauge que llevan en sus nombres. Esto supuso la primera
revolucion de las supercuerdas.

1Son variedades unitarias, integrables y compactas que admiten una métrica con curvatura de Ricci nula, lo que
quiere decir que también son planas.

2La hoja de universo de una cuerda, a un nivel fundamental, se entiende como una generalizacién a dos di-
mensiones del concepto de linea de universo de una particula puntual en Relatividad. Hablando més técnicamente,
representa una variedad bidimensional que describe la inmersién de una cuerda en el espacio-tiempo.

11
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Después de esa primera revolucion, eran cinco las teorias de supercuerdas que ‘vivian’ en 10
dimensiones, las cinco que hemos descrito. De ellas cuatro son de cuerdas cerradas, las tipo IIA,
II1B y las dos heterdticas, mientras que la tipo I es de cuerdas abiertas y cerradas. Estas teorias
aparentemente eliminaban todas las divergencias de gravedad cuantica, apuntando a la unificacién
de gravedad y mecanica cuantica. Sin embargo, el hecho de que las teorias consistentes fueran
cinco ya planteaba un problema, al menos desde un punto de vista estético. Estas cinco teorias de
supercuerdas poseen los siguientes limites a bajas energias:

e Supercuerda tipo ITA, se reduce a supergravedad ITA no quiral con N = 2.

e Supercuerda tipo IIB, se reduce a supergravedad IIB quiral con N = 2.

Supercuerda heterdtica Egy ® FEg, se reduce a supergravedad con N = 1 y grupo interno
Ey ® Eg.

Supercuerda heterética SO(32), se reduce a supergravedad con N = 1 y grupo interno
SO(32).

Supercuerda tipo I, se reduce a supergravedad con N = 1 y grupo interno SO(32).

De las dos ultimas, viendo que a bajas energias conducen al mismo limite, se piensa que en
realidad corresponden al mismo tipo de supercuerda.

La situacion cambié con el descubrimiento de las mencionadas dualidades que existian entre
las distintas teorias, lo que dio lugar a la segunda revolucién de las cuerdas. Se descubrié enton-
ces que todas las teorias de cuerdas estaban relacionadas entre si a través de ciertas dualidades,
denominadas S,T y U (que unifica las dualidades S y T). La existencia de las dualidades se pudo
explicar suponiendo que las cinco teorias de supercuerdas se podian considerar como “vértices” de
una teoria tinica en once dimensiones, a la que se dio el nombre de teoria M y que tiene como limite
de baja energia supergravedad en 11 D. El descubrimiento de estas dualidades de las cuerdas ha
cambiado de forma espectacular nuestro conocimiento sobre teorias de cuerdas y supercuerdas,
ademds de la distincion entre efectos perturbativos y no perturbativos.

Sin embargo, a diferencia de otras teorfas como la electrodébil, la QCD o la Relatividad Ge-
neral, la teoria M no esta basada en un Lagrangiano definido, o en una descripcién mediante la
matriz S, sino que estd definida por sus distintos limites perturbativos y a bajas energias, ademas
de las dualidades que existen entre estos. Entonces, dichas dualidades deben ser simetrias de la
teoria M, de modo que el conjunto de todas las supersimetrias de la teoria M deberia incluir esas
dualidades y dar cuenta de las simetrias de las cinco teorias de supercuerdas y los limites a bajas
energias, los modelos de supergravedad.

Esas supergravedades han probado ser una herramienta muy importante para el estudio de
distintos fenémenos en teoria de cuerdas. Muchas caracteristicas de la teoria M o de las teorias
de cuerdas estan presentes en sus correspondientes supergravedades, por ejemplo las D—branas
aparecen como soluciones supersimétricas de las ecuaciones de supergravedad ITA, y la dualidad
U fue descubierta en un contexto de supergravedad.

12



13

3.3. Fisica 2-T

En el primer apartado mencionamos que el méaximo nimero de supersimetrias para un modelo
de supergravedad, en el que el espin de los estados estd limitado por un valor de s =2, es N =8,
pero esto lo dijimos considerando solamente una dimension, por lo que si consideramos cuatro este
valor seria N = 32. Entonces, el nimero maximo de dimensiones para una teoria supersimétrica,
con una unica dimensién temporal, seria 11, ya que en 11 D tenemos espinores de 32 componentes
reales. Sin embargo, en 12 D espacio-temporales con signatura (10, 2) hay espinores de Majorana-
Weyl, que tendrian también 32 componentes reales, por lo que en principio podriamos definir la
teorfa en un espacio-tiempo de 12 D tomando dicha signatura. Ademés la M-édlgebra (que seria el
algebra de supersimetrias de la teoria M) tiene un grupo de isomorfismos que incluye SO(10,2), lo
que puede interpretarse como que estd actuando sobre un espacio de 12 D con signatura (10, 2).
La posibilidad de que haya dimensiones espacio-temporales ocultas en teoria M esté reforzada por
la estructura de simetrias ocultas en la red de dualidades que involucran a las D-branas, como en
teoria F [25] y en teorfa S [3].

En este contexto surgié la teoria de dos tiempos, que es una reformulacion general de la fisica
de un tiempo que muestra inadvertidas simetrias ocultas en sistemas dinamicos unitemporales y
establece relaciones previamente desconocidas de tipo dualidad entre ellos. Esto puede desempenar
un papel en la visualizacion de las simetrias y la construccion de la dindmica de sistemas poco
entendidos, como la teoria M. Aunque la fisica de dos tiempos se define en D + 2 dimensiones hay
suficiente simetria gauge para compensar la dimension espacial y la dimensién temporal extra, de
forma que los grados de libertad fisicos son equivalentes a los de las teorias fisicas con un tnico
tiempo en D dimensiones.

La simetria gauge fundamental de la fisica de dos tiempos es Sp(2, R) que actia sobre el espacio
de fases. Una consecuencia importante de esta teoria gauge es que el momento y la posicién se
hacen indistinguibles en cualquier instante. La transformacién de X, Py, es generalmente una
transformacién que puede darse explicitamente en presencia de campos de fondo, pero en ausencia
de estos se reduce a la accién lineal de Sp(2, R) sobre el par (X, PM) para cada valor del indice
M. El espacio de fases fisico serd el subespacio invariante gauge bajo Sp(2, R). Una vez fijada la
simetria gauge, el subespacio resultante que proviene del espacio de fases XM, Py en D + 2 di-
mensiones es el espacio de fases z#, p, en (D — 1)+ 1 dimensiones. Sin embargo, hay otras posibles
maneras de incluir el espacio de fases en (D — 1) 4+ 1 dimensiones en el de D + 2, y esto se realiza
mediante distintas elecciones de gauge de la simetria Sp(2, R). En el sistema resultante con un
tiempo, una vez fijado el gauge, el tiempo y el hamiltoniano y en general el espacio-tiempo curvo,
son conceptos emergentes. El hamiltoniano, y por tanto la dinamica, son diferentes en funcion
del gauge escogido, dependiendo de los grados de libertad gauge fijados. De este modo, una tnica
accién en D + 2 dimensiones da lugar a diferentes sistemas dindmicos en espacios de (D — 1) + 1
dimensiones.

Uno de los aspectos més sorprendentes de la teoria de dos tiempos es el hecho de que esta teoria
en D + 2 dimensiones tiene muchas imagenes hologréficas en (D — 1) 4+ 1 dimensiones. Cada una
de esas imagenes tiene el mismo contenido de grados de libertad que la teoria matriz, pero desde
el punto de vista de la fisica unitemporal cada imagen aparece como un sistema dinamico distinto
con un unico tiempo. De ese modo se consiguen unificar muchos sistemas unitemporales en una
familia, correspondientes a la misma teoria matriz bitemporal en D 4 2 dimensiones. Debido a
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esto, los miembros de dicha familia obedecen de forma natural relaciones de dualidad entre ellos,
ademas de que comparten muchas propiedades comunes, como la misma simetria global que puede
estar oculta de forma no lineal en (D — 1) 4+ 1 dimensiones.

Entonces, recordando lo que se ha dicho mas arriba, en el contexto de la teoria M se podria
construir una teorfa en 10 + 2 D (debido a la presencia del SO(10,2) en la M-élgebra) teniendo
en cuenta la teoria de dos tiempos sobre la que acabamos de discutir. De la misma forma que la
teorfa M (11 D) tiene como limite a bajas energfas la supergravedad en 11 D, la teoria en 10+2 D
debe tener como limite a bajas energias una supergravedad en 10+2 D. Esto no se ha encontrado,
por lo que habria que romper la simetria Lorentz del SO(10, 2) de manera que de lugar al SO(10, 1).

Finalmente, un trabajo interesante por realizar seria la biisqueda de dicho modelo de supergra-
vedad en 12 dimensiones con dos de ellas temporales. Pero la formulacion de tal modelo supone un
reto (aunque emocionante por una parte) bastante complejo con calculos muy extensos. Debido a
ello, en el presente trabajo optamos por empezar por un modelo mas sencillo de dimensionalidad
mas baja, con el propdsito de simplificar las cosas. Aunque el caso mas sencillo con 2 tiempos seria
el de 2+ 2 dimensiones, se ha elegido el modelo con 3 + 2 dimensiones que posee la ventaja de que
tenemos las 3 dimensiones espaciales de nuestro espacio real.
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Capitulo 4

Aspectos técnicos de Teoria de Grupos

Para el desarrollo del trabajo van a ser de importancia los grupos de Galileo y de Poincaré,
junto con sus algebras de Lie asociadas. Debido a ello, en el presente apartado vamos a realizar
una descripcién de los aspectos tedricos mas relevantes en lo referente a estos temas.

4.1. El Grupo de Galileo y su algebra de Lie

El grupo de Galileo G' (que segun vamos a describirlo nosotros, lo denotamos por G(n) con n =

3) es el grupo de transformaciones que conectan sistemas de referencia inerciales. Tales sistemas de

referencia pueden trasladarse en el espacio el uno respecto del otro, pueden tener desplazamientos

(shifts) temporales entre ellos, pueden rotarse en el espacio, y finalmente, pueden moverse con

velocidad relativa constante. Estas transformaciones de Galileo cambian el vector de coordenadas
x y el tiempo t por X’ y ¢/, cumpliendo las siguientes relaciones

/
{X Rx+vt+u 7 (4.1)

t=t+7

donde R es una transformacién propia ortogonal en el espacio tridimensional que corresponde a
las rotaciones, v es el vector velocidad constante, u es el vector que describe la traslacién del sistema
y 7 es el desplazamiento temporal. Las transformaciones de Galileo puras son las transformaciones,

x =x+ vt

{t/ _, ) (4.2)

Como las rotaciones R estan descritas por tres parametros, v por tres, u por tres y 7 por uno,

el grupo de Galileo G es un grupo de Lie de 10 pardmetros. Si denotamos los elementos (4.1) de
G por (R, 7,v,u), la ley de multiplicacién es

(R, 7", v',u")- (R,7,v,u) = (RR,7+7 ,Rv+Vv Ru+u +v'r) (4.3)

y se puede representar por la multiplicacién de matrices 5 x 5

R
0 (4.4)
0

O = 4
— 3 o
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El elemento unitario de G es el (1,0,0,0) y el inverso de (R, 7,v,u)es (R™!, -7, —R~'v, — R~ {u—
v7}). Las matrices infinitesimales tienen la forma

S K k
00 ¢, (4.5)
00 0

donde S es una matriz 3 x 3 antisimétrica, k' y k son vectores columna arbitrarios y ¢ es un
nimero real. Denotamos los elementos de la base del dlgebra de Lie asociada al grupo por X;; (ge-
neradores de rotaciones !) y P; (generadores de traslaciones, momento lineal), las transformaciones
de Galileo puras por G; (generadores de los ‘boosts’ de Galileo) y el desplazamiento temporal por
H (Hamiltoniano), que son generadores infinitesimales. Las relaciones de conmutacién son:
[Xij, Xia| = 06 Xu — 00 X1 + 60X — 05 Xk
(Xij, Pr] = 0Py — 6Py [Pi, Pyl =0
[Xij, Gl = 03Gi — 6uGys [P, Gyl = 0; [Gi, Gy] =0
Con lo que quedan descritos el Grupo de Galileo y su algebra de Lie asociada. El grupo de

Galileo se puede entender como el limite clasico del grupo de Poincaré (que describimos a conti-
nuacion).

(4.6)

4.2. El Grupo de Poincaré y su algebra de Lie

El grupo de Poincaré es el grupo que describe las simetrias espacio-temporales en un espacio
de 4 D (3 + 1, las tres espaciales y la temporal). Vamos a introducir este grupo en el marco de
la Relatividad Especial, por lo que el espacio-tiempo serd un espacio plano de Minkowski M. La
métrica de este espacio viene dada por (nosotros tomamos la signatura 7, = (—,+,+,+))

-1 0 0 0
0 100
0 0 01

El cuadrivector que describe las coordenadas de un suceso es z# = (2%, 2!, 22, 23) = (29, 29),
donde 0 indica la coordenada temporal y las otras tres las espaciales. Seguiremos el convenio de
Einstein de sumacion en indices repetidos. Ademas, los indices griegos recorren desde 0 hasta 3 y
los latinos de 1 a 3.

En dos sistemas de referencia diferentes las coordenadas de un mismo suceso vendran dadas
por los cuadrivectores x* y 2, donde la relacién entre ambos vendrd dada por

" =at + A 2 (4.8)

donde los a* hacen referencia a las traslaciones y las A* a las transformaciones de Lorentz de
la Relatividad Especial. Estas ultimas tienen que cumplir la relaciéon

!Estos generadores estdn relacionados con el momento angular de la siguiente manera: L; = €ijk Xk, donde €1,
es el tensor totalmente antisimétrico.
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NN A g = Nagp (4.9)

El conjunto de transformaciones (a, A) que satisfacen (4.9) es el grupo de Lorentz inhomogéneo,
es decir, el grupo de Poincaré P.

4.2.1. El grupo de Lorentz
Si en (4.8) hacemos a* = 0, Vu, nos queda el conjunto de transformaciones (0,A) = A que
forman un subgrupo conocido como grupo de Lorentz (homogéneo) L, de forma que
' = APzt (4.10)

donde las A siguen cumpliendo (4.9). Ademsds, se tiene que

detA = +1. (4.11)

La relacién (4.9) solo suministra 10 condiciones sobre los 16 elementos de la matriz A, ya que
ambos miembros en dicha ecuacion son matrices simétricas. Esto quiere decir que cada elemento
del grupo de Lorentz quedard caracterizado por 6 parametros independientes, es decir, £ sera un
grupo de Lie de dimension 6.

Un ejemplo de transformaciones de Lorentz es de las que extienden las rotaciones R en el
espacio tridimensional euclideo en este nuevo espacio. La forma matricial es

A(R) = ((1) (g) . (4.12)

Las transformaciones de Lorentz puras (que mezclan la coordenada temporal con las espaciales)
en términos del pardmetro n 2 vienen dadas, segtn la direccién del espacio en la que se considere
la transformacién, por las siguientes matrices

coshn senhn 0 0 coshn 0 senhn 0 coshn 0
__ | senhn coshnp 0 0] _ 0 1 0 01 - 0 1
A(elan) - 0 0 1 01" A(€2777) - senh’r; 0 COShU 0]’ A(63777) - 0 0
0 0 01 0 0 0 1 senhn 0

(4.13)

donde los ¢;, i = 1,2, 3, son los vectores unitarios respectivos a la dimension espacial en la que
se considera la transformacion.

Se observa que las transformaciones de Lorentz puras vienen descritas por matrices simétricas,
pero como el producto de dos matrices simétricas no es una matriz simétrica, las transformaciones
de Lorentz puras no forman un subgrupo de L.

Como espacio topologico, £ no es conexo, sino que tiene 4 componentes en funcién de si
detA = +1 y si A% > 1 0 A% < —1. Entre ellas, solo la componente que contiene a la identidad

2En Relatividad Especial el parametro 7 se conoce como rapidez y viene dado por tanhn = v/c, donde v es la
velocidad y ¢ la velocidad de la luz en el vacio.
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(detA =1y A% > 1), Ly, es un subgrupo que ademds es normal.

Cualquier transformacién A de Ly se puede factorizar de la siguiente manera

A = A(n, n)A(R) (4.14)

donde A(n,n) es una transformacién de Lorentz pura en una direccién n arbitraria.

4.2.2. El grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré, como hemos dicho, viene dado por el conjunto de las transformaciones
(a, A) que cumplen (4.9). Si aplicamos dos veces estas transformaciones como en (4.8) obtenemos
la ley de composicién del grupo, que se puede escribir de la siguiente forma

(ag, Ag)(a1, A1) = (a2 + Asaq, AAq) (4.15)

que es asociativa.
El elemento neutro es el (0, I), mientras que el inverso de (a,A) es (a,A)™! = (=A~ta, A71).

Ademas, como hemos visto en la subseccién anterior, el conjunto de los elementos de la forma
(0, A) es el subgrupo L, el grupo de Lorentz. El de las traslaciones (a, I) también es un subgrupo,
normal en P, siendo expresable cada elemento (a,A) de manera tnica como un producto

(a,A) = (a, I)(0, A). (4.16)

Estas propiedades expresan de forma explicita la estructura de P como producto semidirecto

P=TioL (4.17)

y en particular, si nos restringimos a la componente conexa, Py = T4 ® Ly. Ademds, notese que
la relacion

(0, A)(a, 1)(0, A1) = (Aa, I) (4.18)
nos indica que el morfismo de £ en un grupo de automorfismos de 74 es la accién natural.
A diferencia del grupo de Lorentz, el grupo de Poincaré no puede representarse por matrices

reales 4 x 4, debido a que su accion sobre las coordenadas espacio-temporales no es lineal sino afin.
Como alternativa se le puede representar por matrices reales 5 X 5

(a,A) = (é\T ?) (4.19)

que actian sobre un vector de 5 componentes (z, 1), de forma que

(907
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4.2.3. Algebra de Lie del grupo de Poincaré

El algebra de Lie del grupo de Poincaré viene dada por las relaciones de conmutacion entre los
generadores de simetria del grupo de Lorentz junto con los del grupo de las traslaciones en cuatro
dimensiones.

Los generadores infitesimales de las transformaciones de Lorentz son los M, mientras que los
generadores de las traslaciones son los P,. Por tanto, el dlgebra de Poincaré viene dada por

[Pu, Pl/] =0
[P,Ln Mpa] = TmpPa - maPp (4'21)
(M, Mo = 1Mo = 1o Myup — Mo Mo + 0o M,

donde la tiltima de las relaciones define por separado el algebra de Lie, £, del grupo de Lorentz,
Ly.
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Capitulo 5

Version dual de un algebra de Lie

Las algebras de Lie admiten, ademas de la expresion en términos de campos vectoriales, una
version dual en términos de formas diferenciales (ecuaciones de Maurer-Cartan).

Entonces, vamos a desarrollar los conceptos necesarios del célculo de variedades y del lenguaje
de formas diferenciales para introducir la version dual de un édlgebra de Lie, dado que el método
de expansién que vamos a usar para el desarrollo del trabajo se formula en dicha versién dual del
algebra.

Para ello, vamos a partir del hecho de que el espacio-tiempo puede ser descrito por una variedad
diferenciable. El concepto de variedad generaliza el concepto de superficie o curva en R?, y por
tanto, el concepto de variedad diferenciable generaliza el concepto de superficie diferenciable en
R3, esto es una superficie con un plano tangente en cada punto.

5.1. Formas diferenciales exteriores

5.1.1. Formas diferenciales y producto exterior

Un campo tensorial de orden p totalmente antisimétrico se denomina p-forma ' (diferencial
exterior).

El espacio de p-formas de clase C* en una variedad suave > X es un submdédulo AP(X) del
médulo, sobre el anillo de funciones C*, de todos los campos tensoriales C* covariantes en X: la
suma de dos p-formas es una p-forma, el producto de una p-forma y una funcién f es una p-forma.
A2(X) es el espacio de p-formas en z. Una forma de grado p superior a la dimensiéon n de la
variedad en la cual esta definida es idénticamente nula porque las inicas componentes no nulas del
campo tensorial totalmente antisimétrico de orden p son aquellas en las cuales todos los indices
son diferentes, una situacion que nunca puede darse si p > n.

El producto exterior (producto de Grassman) de una p-forma y una g-forma es una aplicacién

A (AP(X),A(X)) — APT(X) (5.1)

forma de grado p.
2Suave significa de clase C”, con r lo suficientemente grande como para que el enunciado tenga significado. Aqui,
r>k+1.
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de (o, B) = a A 8 con a A [ definido por

(A B)(v1, ey Vpig) = pliql Z (sign m)m[a(v, ...; Up) B(Upt1, oy Uptg)] (5.2)

donde v; € T(X), que es el espacio tangente a la variedad, y 7 representa las permutaciones
de (1,2,...,p+q).

De la definicion del producto exterior se siguen las siguientes propiedades: es asociativo, bilineal
y en general no conmutativo, de manera que

aAB=(—1PB A siac AP, Be Al (5.3)

Siendo T*(X™) el espacio dual a T'(X™), cuya base esta formada por el producto exterior de p
1-formas, es posible expresar una p-forma en dicha base. Denotamos la base por

{0 A NG iy =1,..,n} (5.4)
entonces, la p-forma se escribe
Oé:lOék k 9’“1/\.../\0’“1’
pl ke (5.5)

= OéKl’m,erKl VANRVA QKP

donde los indices con letras mayusculas siguen el orden de los nimeros naturales, K; < K.

El conjunto de todas las formas de todos los grados en X junto con el producto exterior forman
el algebra exterior, dlgebra de Grassman, que se denota por A(X) o simplemente A.

5.1.2. Diferenciacién exterior

Sea a una p-forma diferencial de clase C* (g, I, (x) son funciones diferenciables de x de clase

Cc*).
El operador diferencial exterior d transforma una p-forma « de clase C* en una (p + 1)-forma

da de clase C*~!, llamada derivada exterior de a, de la siguiente manera

0
do = %dmk Adz™ A LA datr (5.6)

donde dx’ es la base del espacio dual, segiin las coordenadas empleadas.

El diferencial exterior tiene las siguientes propiedades:

1. d es lineal: d(Aa + pf) = Ada + pdf, donde A, u son constantes.
2. dlaNp)=daNp+ (1)?a ANdfS, donde p es el grado de a.
3. d*> = 0.

4. Si f es una 0-forma, df es el diferencial ordinario de f.
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5. La operacion d es local: si a y 8 coinciden en un conjunto abierto U, da = df en U; esto es,
el comportamiento de « fuera de U no afecta a da en U, (da)|y = d(afy).

Las propiedades 1 a 4 definen de manera tnica al operador d.

5.1.3. Producto interior

El producto interior de una forma w y un vector v se denota por i,w, a veces, también se denota
por v_w o i(v)w. El operador i, transforma una p-forma en una (p — 1)-forma y en la base canénica
de las coordenadas de la variedad, el producto interior se expresa de la siguiente manera

1

(p—1)!
donde w es la p-forma y sus componentes tienen que ser antisimetrizadas, si es necesario.

Ty = ijm._,ipdx” A ... ANdxir = 'ijﬂlm[pfldxh Ao Adztrt (5.7)

Las propiedades del producto interior son las siguientes:

1. 2 =0.

2. di, +1i,d = %, es la derivada de Lie respecto de v.

3. [Lyiw] = Liw — 1wl = i)

4. dw(vg, vi..vp) = D280 (= 1) 0i(w(vo, -0, V) )4 0icicy (—1) W ([v3, 5], 0.0, 07 vy).

5. «’%u,w] = [cgmgw]-

5.1.4. Formas definidas en un grupo de Lie

Consideremos una variedad G' que ademas es un grupo de Lie. Una forma diferencial w de GG
es invariante por la izquierda si 3

Lyw(Lgh) = w(h) (5.8)
donde L,h = gh, g,h € G.

Como se explica para el caso de campos vectoriales en G [6], w es invariante por la izquierda si
y solo si Lw(g) = w(e) donde e es el elemento neutro de G. Las p-formas diferenciales invariantes

por la izquierda en GG forman un espacio vectorial de dimension (p) Una forma diferencial inva-

riante por la derecha se define de manera similar.

Si w es una forma diferencial invariante por la izquierda (derecha), entonces dw es invariante
por la izquierda (derecha):

Lydw = dLyw = dw. (5.9)

Ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan. El dual ¢* del dlgebra de Lie 4 de G es el
espacio de las formas lineales * invariantes por la izquierda en G. Sean (v,) v (6°) bases duales en

®Aqui w(g) significa wy € T; (G).
4Forma lineal es otra manera de denotar una 1-forma.
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¢ v 4* respectivamente. Como df® es también invariante por la izquierda, puede expresarse en la
base (68 A 0') en el espacio de las 2-formas invariantes por la izquierda, de la siguiente manera

1
do* = —c%0° N O = —50‘5795 A (5.10)

que son las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan, donde las ¢3 son las constantes de
estructura del grupo de Lie GG, definidas por las relaciones de conmutacién de elementos del grupo

[vg, v,] = 3 Va-

5.2. Conexiones en un fibrado principal

Desde hace unos anos el papel fundamental de los campos gauge en fisica se ha visto incre-
mentado, asi como la posibilidad de describirlos en términos de conexiones en fibrados principales.
Debido a ello, lo que vamos a describir en esta secciéon podria entenderse como la geometria de los
campos gauge.

Dado que vamos a desarrollar un modelo de supergravedad en términos de formas diferen-
ciales (descritas en la seccién anterior), resulta conveniente describir aspectos relevantes de este
formalismo.

5.2.1. Fibrados

Un haz es una terna (F, B, ) que consiste en dos espacios topoldgicos E'y By una aplicacién
continua sobreyectiva m : E — B, donde B se conoce como la base. Los haces se han introducido
para generalizar los productos topolégicos.

Nos restringiremos al caso en el que los espacios topoldgicos 771(x), Vo € B son homomorfos a
un espacio F'. Entonces, llamamos a 7~ (x) fibra en z, y la denotamos por F,, donde F es una fibra
‘tipica’. Si ademas, el haz tiene una estructura adicional que incluye un grupo de homomorfismos
de F'y una cobertura de B por conjuntos abiertos, entonces se conoce como fibrado. Si F' es un
espacio vectorial y el grupo es el grupo lineal, el fibrado se llama haz vectorial.

Un fibrado (F, B, m, G) es un haz junto con una fibra F'; un grupo topolégico G de homomor-
fismos de F' sobre si mismo y una cobertura de B por una familia de conjuntos abiertos {U;}, tales
que:

a) Localmente el haz es trivial, es decir, es homomorfo al producto de haces. De manera més
precisa, la fibra 77(U;) es homomorfa al producto topoldgico U; x F, Vj. El homomorfismo

@; ™ 1 (U;) = U; x F toma la forma

;(p) = (x(p), #;(p))- (5.11)
Los pares {U;, ¢;} se conocen como familia de trivializaciones locales del haz.

b) Hay una correlacién entre los subhaces definidos en los conjuntos abiertos U; que cubren
la base. Sea x € U; N Uy. La relaciéon entre las aplicaciones @;, y @i, da la estructura
del fibrado. El homomorfismo ¢y, - aﬁj_i : F — F es un elemento del grupo estructural G,

Vx € U; NUy y todos 7, k. Si G tiene un unico elemento en el haz es trivializable.
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Finalmente, un fibrado en el que la fibra F'y el grupo estructural G son isomorfos y G actia
sobre I’ como accién por la izquierda, se conoce como fibrado principal.

5.2.2. Conexién en un fibrado principal

Definimos una conexién en un fibrado principal (P, X, 7, G) como una 1-forma en P con valores
en el espacio vectorial ¢, tales que

1. wy(u) =1, donde u € V, y 4 € ¥ estan relacionados por u(g) = L;(e)u(e).
2. w, tiene una dependencia diferencial en p.

3. wégp([%’gv) = Ad(g~")w,(v), donde R; es una accién por la derecha (definida de manera
similar a la accién por la izquierda L) y Ad(g™') es la representacién adjunta del elemento
-1
gL

Definimos los subespacios horizontales como los nicleos de las aplicaciones w, : T,(P) — ¢,
como
H, ={v € T,(P); w,(v) =0}. (5.12)

Se puede demostrar que dada una trivializaciéon {U;, ¢,;} del haz P y una conexién w en P,
entonces hay una unica familia {@w;} de conexiones de 1-formas en la variedad base.

5.2.3. Derivada exterior covariante, Curvaturas y ecuaciones estructu-
rales de Cartan

Sea (P, X, 7, G) un fibrado principal con una conexiéon H, definida por la 1-forma w en P con
valores en ¢. Sea h : T,(P) — H, una aplicacién tal que v — vj. Entonces, la derivada exterior
covariante D¢ de una r-forma ¢ = ¢“ ® e, con valores en algin espacio vectorial con base (e,) se
define mediante la relacién

D(¢)(U1, ceey Ur—i—l) = dgb(hvl, ceey hvr—l—l) (513)
donde d¢ = (d¢) ® e, (ver [6]).

Se define la forma de curvatura de la conexién w (conexién H,) como la 2-forma © = Dw con
valores en ¢. Una conexion w se denomina plana si 2 = 0. La ecuacién estructural de Cartan se
escribe

Qu,v) = dw(u,v) + [w(u),w(v)]. (5.14)
En términos de la base (e,) de ¢ la ecuacién estructural de Cartan se expresa
« « 1 o  f 0
Q% = dw™ + € Aw (5.15)

donde las cf, son las constantes de estructura del algebra de Lie & del grupo G de la fibra,
definidas por [eq, e5] = ¢} g€,
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Una conexién lineal en una variedad suave X es una conexion en el fibrado principal F'(X)
de los marcos en X. Sea @, : T,,(X") — R", p = (, p,), la aplicacién que transforma un vector
en T, (X™) en sus componentes respecto al marco p,. En otras palabras, si p, = (e;), entonces

P,u = (0"(u)), donde & es la base dual de (e;). La 1-forma 6 en F(X) con valores en R" definida
por
0,(v) = ®,7'v, con v e T,F(X) (5.16)
se denomina forma canodnica de X.
Se define la forma de torsién de una conexién lineal en X como la 2-forma © = D6. La ecuacion
estructural de Cartan se expresa
O(u,v) = df(u,v) + w(uw)f(v) — O(v)w(u) (5.17)
donde w es la conexién en F(X) que define la derivada exterior covariante y w(u)f(v) denota

la accién de w(u) € 4.Z(n) ° en 6(v) € R™.

La ecuacion estructural de la torsion también puede escribirse, en términos del conmutador, de
la siguiente manera

O = db + [, 0). (5.18)

5.3. Version dual de algebras relevantes

Para el presente trabajo van a ser relevantes las algebras de Poincaré y de Galileo, que ya las
hemos descrito en el capitulo anterior. Por tanto, vamos a finalizar este capitulo presentando la
version dual de estas dlgebras, lo cual serd de interés mas adelante.

5.3.1. Version dual del algebra de Poincaré

Los generadores de simetria del grupo de Poincaré son los operadores momento P, y los gene-
radores de Lorentz M, como podemos recordar del capitulo anterior.

Para escribir la version dual del algebra de Poincaré tenemos que asociar formas diferenciales
a estos generadores, ademas de una curvatura a cada forma. Entonces, escribimos las ecuaciones
del algebra tal y como se ha descrito en este capitulo.

Comenzamos asociando a cada generador de simetria una forma diferencial. Entonces, a cada
uno le corresponde la siguiente 1-forma,

M, — wh
{“ I (5.19)
Pu—>e

Por tanto, asociando a cada forma las curvaturas R“; y T, respectivamente, se tiene la si-
guiente expresion del algebra

59 % (n) es el dlgebra de Lie del grupo lineal general GL(n).
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TA = de? +wi A eB
que es la versién gauge del dlgebra de Poincaré. Las curvaturas R y T4 corresponden, res-
pectivamente, a las formas de curvatura y torsién, antes descritas.

5.3.2. Version dual del algebra de Galileo

De la misma manera que para el algebra de Poincaré, asociamos a cada generador del grupo

de Galileo una 1-forma 9,

Xij — wab
Gi — g¢
g (5.21)
P, — e
H— ¢
Las curvaturas asociadas a cada forma seran, R%, G, T y (1, respectivamente.
Entonces, el algebra de Galileo en su versién gauge se expresa,
R = dw? +w Aw + g% N gy
G* = dg" +wy A g
e g (5.22)

T =de® +wi Ne +g* N\ ¢
Q=dp+gyAe

Esta algebra se puede ver como un splitting del algebra gauge de Poincaré, de manera que se
han separado en las ecuaciones las tres dimensiones espaciales de la temporal.

SEn las 1-formas (en las curvaturas también) usamos en este caso indices minisculos para distinguir del caso de
Poincaré descrito arriba.
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Capitulo 6

Método de expansion de una
(super-)algebra

Es de interés en fisica y matematicas buscar relaciones entre algebras de Lie o derivar nuevas
algebras de ellas, lo cual se remonta al problema de mezclar simetrias y a los inicios de la supersi-
metria. Sin entrar en detalle, cabe mencionar tres métodos para ello, los cudles son, la contraccion
de Inonii-Wigner (IW) [15], la deformacién de &lgebras [8] y la extensién de un algebra a partir de
otra [1].

El método del que vamos a partir es el de la expansién de un algebra [2], basado en el propuesto
por primera vez por Hatsuda y Sakaguchi [13] en un contexto menos general, que consiste en buscar
un élgebra ¢ descrita en términos de formas de Maurer-Cartan (MC) en la variedad asociada al
grupo G vy, después de reescalar algunos parametros del grupo por un factor A, en expandir las
formas de MC en series de potencias de \.

Este método es aplicable a la supergravedad en tres dimensiones. En este contexto, cabe desta-
car teorfas de gravedad Galileana como la propuesta por Bergshoeff y Rosseel [5], cuyos resultados
se pueden duplicar con el uso de las expansiones como se puede ver en el trabajo desarrollado por
Diego Guitiez [10]. En este ultimo se utiliza el método de las expansiones para separar la coorde-
nada temporal de las espaciales en la superalgebra de Poincaré y relacionar la gravedad relativista
con la galileana.

En el presente documento, lo que se pretende es buscar una supergravedad con dos coordenadas
temporales y separar una de ellas, de manera que uno de los dos tiempos sea absoluto. Para ello,

tendremos que realizar algunas modificaciones del método para adaptarlo a nuestro caso.

Comenzamos con una descripcion general de las expansiones, aplicable a la supergravedad
tridimensional, que particularizaremos para nuestro caso.
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6.1. Meétodo de expansiones

6.1.1. Reescalado de algunos parametros del grupo

Recordando los resultados de la subseccién 5.1.4, en el parrafo sobre las ecuaciones de estructura
de Maurer-Cartan, vemos que, denotando las coordenadas locales del grupo de Lie G por ¢°, las
bases del dlgebra ¢4 y su dual ¢* por {X;} y {w'(g9)} respectivamente, con i = 1,....r = dimG,
cuando [X;, X;| = cijk, las ecuaciones de Maurer-Cartan se escriben

Ly

dw® = —§cl-jwi A i g k=1, .. (6.1)

Se puede mostrar que se pueden obtener nuevas algebras mediante una redefiniciéon g — Ag' de
algunos parametros del grupo, examinando expansiones en series de potencias de A de las 1-formas
resultantes w'(g, \).

Las formas w'(g) se pueden expandir como polinomios en las coordenadas del grupo g¢':

i i 1 ik - 1 hi h hor— i ki k kn—1 .k j
w'(g) = [0, + SCik9 + Z —(n n 1)!cj,ilchf,w...chniiknilchnﬂkng g™ g™ g | dg? (6.2)
n=2

donde se ve que la redefinicion

g — g (6.3)

de algunas coordenadas g' producir una expansién de las 1-formas de Maurer-Cartan w'(g, ),
como una suma de 1-formas w"*(g) en G, multiplicadas por las correspondientes potencias A* de .

Finalmente, queda sustituir las expresiones desarrolladas de w’(g, \) en el dlgebra e igualar los
términos con la misma potencia de A. De este modo obtenemos las nuevas algebras.

6.1.2. Casos de interés

A continuacién, describimos casos de interés que dan algebras relevantes en teorias como la de
la supergravedad en tres dimensiones que mencionabamos al principio de este apartado.
Algebras de Lie 9(N) generadas por 4 =1, ® 1}

Considerando una divisién de ¢* como la suma de dos subespacios vectoriales (arbitrarios),

G =Vy @V (6.4)

donde cada uno de ellos es generado por las formas de MC w(g) y w'(g) de ¢* con indices
correspondientes, respectivamente, a los pardmetros no-modificados y modificados,

0y gy ig =1, ..., dimV,
{g g5 b y-eey AV Vg (65)

gt — \g": iy =1, ..., dimV;

Las ecuaciones de MC que describen la nueva algebra se escriben ahora de la siguiente manera
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1 . .
dwk57a — _502575]‘(177('021775 A\ w]q»'Y’ (66)

cuyos coeficientes toman la forma,

St = con, a, B,v=1,...N; p,q,s =0, 1. 6.7
ipB Jart b s By —a B, p:4q (6.7)

Ciqu ’

ks, {07 st B—i_’}/#a

Caso en el que V] es un conjunto cociente

Particularizando para el caso en el que V; = % /Ly ! es un conjunto cociente simétrico (coset),
es decir,

Vo, Vol € Vo [Vo, Vil € Vis - [V, Vi) € Vs (6.8)

Esto se aplica, por ejemplo, a todas las superalgebras donde V; es el subespacio bosénico y V;
el subespacio fermiodnico.

En este caso el reescalado conduce a series de potencias pares (impares) en A para las formas
de MC w™ (g, \)(w (g, \)), que expresamos de la siguiente manera

{wio (9, A) = 0, A2wioa(g)

. . 6.9
whi (g’ )\) — Z(O;J:O )\2a+1wz1,2a+1(g) ( )

6.2. Método seguido

En nuestro caso, si tratamos de realizar las expansiones del dlgebra por el método que acabamos
de dar, tendremos algunas formas diferenciales que estaran contenidas en Vj y otras en Vj, pero
para que las ecuaciones sean consistentes, los campos espinoriales que aparecen deben tener un
desarrollo en series de potencias semienteras de A. Por tanto, habria que realizar una division del
dlgebra en mds subespacios, en concreto, en cuatro (4* = Vi @ 1*/2 eV'd ‘/3*/2) Debido a esto,
también habria que hacer modificaciones en la parte en la que se describe el coset.

Al hacer la expansion de los espinores surge otra complicacion en los subespacios que dan lugar
a los desarrollos con potencias semienteras. Esta complicacion se basa en que, para que las ecua-
ciones sigan siendo consistentes, las potencias de A en estos subespacios han de aumentar en dos
unidades por cada término, en lugar de en una.

Debido a estos problemas, se ha optado por omitir la construccién general relativa a la descom-
posicién en cuatro subespacios. Nos limitaremos a estudiar tinicamente el caso que nos ocupa, i.e.,
el algebra de super-Poincaré correspondiente a la supergravedad en 3 + 2 dimensiones. Entonces,
del método general tomamos los desarrollos en series de potencias pares o impares de las formas
diferenciales que los admiten y, finalmente, tomamos el desarrollo de los campos espinoriales de
manera que se adapten a las ecuaciones requeridas.

1Ly es una subdlgebra £y C ¢4 que corresponde a V.
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Esto se desarrolla en el capitulo siguiente. Aqui solo hacemos los comentarios necesarios para
introducir el método final que se ha seguido para expandir el algebra.
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Capitulo 7

Expansion de la superalgebra de la
supergravedad en D = 3 + 2

Ahora ya estamos en disposicion de desarrollar los cdlculos de nuestro modelo. Pero antes de
empezar, haremos unas tltimas aclaraciones de la manera mas breve posible.

Primeramente, queremos realizar la expansion de modo que resulte un algebra de supersimetria
con el anticonmutador {Q, @} = y*P,, (esquemdticamente) con a = 0, 1,2, 3, en lugar de imponer
que sea {Q,Q} = PP, como corresponderia a la supergravedad Galileana. Si hubiéramos intentado
encontrar la supergravedad Galileana, la expansién habria sido distinta [10].

Finalmente, el modelo que vamos a desarrollar es en 5 dimensiones espacio-temporales, de forma
que tenemos 3+2 D, es decir, hacemos distincion entre las tres espaciales y las dos temporales. Pero
recordando lo que mencionamos en el método de las expansiones, vamos a hacer una separacion de
una de las dimensiones temporales, de modo que tendremos (3 4+ 1) + 1 dimensiones, es decir, las
cuatro espacio-temporales tipicas y la temporal extra que caracteriza nuestro modelo. Por tanto,
usaremos indices con letras mayisculas (A,B,...) cuando hagamos referencia a las cinco dimensio-
nes, mientras que emplearemos indices en minudsculas (a,b,...) para hacer referencia a las cuatro
dimensiones usuales por separado y denotaremos por 0 al indice de la dimensién temporal extra.
Entonces, los indices mayisculos tomaran los valores A = 0,0, 1,2, 3, y los mintsculos a = 0, 1, 2, 3.

La métrica utilizada en el desarrollo tiene la signatura n? = (—, —, +, +, +).

7.1. Algebra de partida y separacién de indices

En términos de formas diferenciales, podemos escribir las ecuaciones del algebra relacionando
explicitamente las curvaturas con sus formas correspondientes, donde estas tultimas representan
a los diferentes campos que intervienen. Entonces, escribimos el algebra de partida de nuestro
modelo de esta manera
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( _ 1 _
p=dy+ ZFAB(DAB "

f:?AB = dop+ OGNS, (7.1)
T4 = det + o NP +- YTy

| Fo=dC+ Ay

Esta es la version gauge del algebra de super-Poincaré en 3 + 2 dimensiones, a partir de la
cual se obtienen las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan anulando las curvaturas. En esta

algebra aparecen los siguientes elementos. ¢ es una 1-forma espinorial impar de Grassman, dual

a las supertraslaciones. @*; es la 1-forma dual a los generadores de Lorentz y é4 representa la 1-

forma dual a las traslaciones espacio-temporales. Como se ve de las ecuaciones, cada una de estas
formas tiene asociada una curvatura, mas una cuarta Fg que tiene su propia forma asociada y que
esta directamente relacionada con los espinores 1& Los elementos I'4 son las matrices de Dirac,
de las cuales diremos mas cosas en la siguiente seccién, aunque también mencionamos que 48

es el producto antisimétrico de dos matrices I'. También tenemos que, ¢ representa el analogo al
conjugado de Dirac en cinco dimensiones, por tanto, al definir este con una dimensién temporal a

mayores se escribe 12 = &TFGFO. Finalmente, destacamos que, tanto las curvaturas como las formas
diferenciales de los campos, estan tildadas, lo que se debe a que tenemos que diferenciar estos ele-
mentos de los del algebra expandida. Por tanto, cuando apliquemos el método de expansiones para
nuestra dlgebra y lleguemos a las ecuaciones finales, los elementos de la nueva algebra iran sin tilde.

Ahora realizamos una separacién de los indices (splitting) de la siguiente manera

A=(0,a) (7.2)

donde A y a toman los valores mencionados mas arriba. Con esto diferenciamos la coordenada
temporal extra de las otras cuatro. Aplicando el splitting a los elementos del algebra tenemos que,

S (7.3)

Aunque sobre las matrices de Dirac hablaremos después, también se separan los indices en ellas:

{FAB N (Fa(_], Fab) (74>

4 — (I, 19)

Llevando estos resultados al algebra, las ecuaciones quedan:

'ﬁzd%ira%abmﬂéwogaw

R = dof + &% A@% + G A G

Gr=dg vang 75
T4 =de* +@% Néb + g% A ¢ + Y%

Q=dp+ g, Aé>+ I

|\ Fo = dC + 4 A
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Después del splitting del algebra nos quedaria hacer la expansion. Pero, antes de realizar la
expansioén tenemos que hacer dos cosas: la primera es encontrar una representacion de las ma-
trices de Dirac adecuada para nuestro caso. La segunda es ver que forma tienen los espinores
Y para que el dlgebra v la expansién sean consistentes. Si echamos un vistazo a las ecuaciones,
podemos ver que también tendremos que buscar la forma de la curvatura p asociada a los espinores.

Las siguientes secciones las dedicaremos al tratamiento de estos temas.

7.2. Matrices I' de Dirac

Las matrices de Dirac ' son un juego de matrices que aparecen en la teorfa de Dirac de la

mecanica cuantica relativista. Estas matrices admiten diferentes representaciones y también de-
penden de la métrica escogida. Nosotros elegimos una representacion que, junto con la métrica
antes escogida, nos proporcione un juego de matrices adecuado para nuestro modelo. Se requiere
que las matrices sean de orden par y traza nula [20]. Como tienen que ser de orden par, si se
trabaja con dimensiones impares, estas son del orden par anterior. En nuestro caso serdn 4 x 4.

Recordando el splitting, tenemos que

4 — (re, 9. (7.6)
A las matrices con indices separados las denotamos de la siguiente manera,
Fa — a
T (7.7)
I =1y
donde tenemos cinco matrices 4 X 4 que tomaremos reales por conveniencia.

Las matrices v son las matrices v de Dirac usuales en cuatro dimensiones, asi como la matriz
~® también viene descrita en la misma teorfa.

Primeramente, presentamos las propiedades esenciales de las matrices de cuatro dimensiones,
las cuales son para las y*

{7a7 ’yb} = 2nab; nab = (_a +7 +7 +)
()?=-1L (v)=1 i=123 : (7.8)
(V)= ()T =9"= ()= ()" (1) =%
La matriz v° viene definida por
7 =ity (7.9)
y tiene las siguientes propiedades,
(1 =0 () =1 (") =" (7.10)

'Estas matrices forman un algebra [20]
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Extrapolando al caso de cinco dimensiones, nuestras matrices I'* han de cumplir las propieda-
des,

{FA7 FB} = QTIAB
(F0)? = (1) = —1, (I')? =1 . (7.11)
(Tt = —1° (I = —1°, (I')F =T = (I4)t = 1ororAroro

Finalmente, la representacién escogida es la de Majorana, debido a que en esta (con la métrica
empleada) son matrices reales como se requiere. Entonces, vienen dadas por

;2 3 ;2 1
o (io 0 1 (o° 0 o (0 —io T % 0
: _(O —w?)’ : _<O 03)’ a _(i02 0 )’ : _< 0 —o! (7.12)

I = — 7192, (7.13)

que por comodidad vamos a denotar de la siguiente manera I'° = A9, ya que las otras cuatro
las podemos denotar por ~¢.
Las matrices {o’} son las matrices de Pauli,

ol = ((1) é) o2 = ((Z) _OZ> o3 = (é _01). (7.14)

7.3. Formas espinoriales ¢ y su curvatura 0

De la tercera relacion de las ecuaciones (7.1) obtenemos la siguiente ecuacién de Maurer-Cartan
(anulando T y despejando),

A6 = —™, N B — ™) (7.15)

donde hemos cambiado I'* por 74 2. En nuestro caso, recordamos que tenemos A = 0,0,1,2,3
con 0 y 0 los indices de las dos direcciones temporales, y

P =ty (7.16)
En D = 3 + 2 existen espinores reales (de tipo Majorana, no hay quiralidad en dimensiones

impares), pero el bilineal en (7.16) se anula idénticamente en este caso porque la matriz 7994 es
antisimétrica, y entonces,

Py = P20y = PP =~y (7.17)
Nétese que como son espinores reales se tiene que ¢t = ), donde ¢ denota la traspuesta.

Por tanto, en este caso hay que considerar N = 2, esto es, espinores complejos, si queremos
construir una supergravedad en D = 3 + 2.

2Esto lo hacemos por comodiad, ya que no hay problema de confusién entre 4 y 7% debido a que los fndices
son diferentes.
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Entonces si los espinores tienen que ser complejos, han de poder ser descompuestos como suma
de dos espinores reales, que lo vamos a discutir ahora. Debido a ello, como ambos espinores reales
tienen que tener asociada una curvatura cada uno, también p se va a descomponer de esta manera,
que también lo discutiremos.

7.3.1. Estructura de 12

Como acabamos de concluir, las formas espinoriales ¢ tienen que ser espinores complejos, de
manera que

¥ =R() +iS(Y), (7.18)

es decir, lo descomponemos en parte real y parte imaginaria. Vamos a descomponer los ¥ en
términos de dos espinores reales, que llamaremos 1, y 5, del modo siguiente

R i
V=) (f) sy (7.19)
Yo =i R(Y) + ¢
Sumando y restando, de estas relaciones obtenemos que
-1 - -
Y= 5(1 +97) + 5(1 — 7). (7.20)
De (7.16) obtenemos una relacién similar para gZ:J,
Y= —§¢1(1 —7°) + 5%(1 +%), (7.21)
donde QZJ- = @Z;r O con j = 1,2, es el conjugado de Dirac.
7.3.2. Estructura de p
Recordamos que p cumple la ecuacién
~ 7 1 ab ~ T 1 a0 ~ 7
p=dv+ 170 AN+ 5750 A, (7.22)

con 40 = a0,

Como se ha dicho, p tiene que poder descomponerse del mismo modo que . Por tanto, des-
componemos p en dos curvaturas, que llamamos p; y po, de forma que

o1 = R(p) +17°3(p
p2 = iy"R(p) + 3(p)
Sustituyendo en estas relaciones la expresién de p de (7.22) y desarrollando los cdlculos, teniendo
en cuenta el hecho de que 7% e i7° son reales, se llega finalmente a,

5 ~ 1 5 ~ 1 ~
p1 = dipy + ~®@ap A1 + =7%Ga A Vo

o = diby + Z’Yab@ab Aty + §”Ya§a Aty

(7.24)
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7.4. Forma final del algebra

Acabamos de descomponer 1 en términos de 1; y 5. También hemos descompuesto la ecua-
cién de p en dos, la de py y la de ps, que se expresan en términos de los dos espinores reales descritos.

Finalmente, nos queda utilizar las relaciones halladas para los espinores, para expresar el resto
de ecuaciones del dlgebra en términos de wl y ¢2, de forma que quede un algebra consistente.

Entonces, recordando las ecuaciones de (7.5), tenemos que expresar, en funcién de los dos
espinores reales, los siguientes términos,

1. 127“1/?
2. Py (7.25)
3. YAY

Sustituyendo (7.20) y (7.21) en (7.25), y operando se llega a las relaciones buscadas. Resulta
conveniente mencionar que en los célculos para el primer término, por antisimetria del producto de
tres matrices 7 (v°v%, recordando la definicién de +° y las propiedades bésicas de estas matrices),
los términos que mezclan ¥, y s 10 van a contribuir. En los célculos de los otros dos términos,

como wl y ng son espinores reales y 1-formas diferenciales, se cumple que, @bl A @bg —wg A wl y

U151y = —1o511, lo que significa que las cancelaciones en estos casos se producen al contrario
que en el anterior.
Por tanto, las expresiones finales son,

L. @?7% = ( ?/)17 P +¢27 o)
R wwz)l - (7.26)
3. YAY ="

Finalmente, sustituimos todo esto en las ecuaciones del algebra y expresamos esta en su forma
final, antes de hacer la expansién. El resultado es el siguiente,

;

5 ~ 1 5 ~ 1 ~
pr = dipy + =YDy A1 + =7%Ga A o

o = diby 4+ =Dy Ay + =7%Fa A Uy

5 1 2
R, = dof 4+ &% A&, + §° A Gy
é = dg* + 0% N G : (7.27)

—de" + N+ G NG+ ( ¢17“¢1+¢2’Y“¢2)
Q—d¢+9b[\€ + i Ay
| fo=dC + Yoy®iy

Ahora ya tenemos el algebra expresada del modo en el que podemos realizar la expansion.
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7.5. Expansion y nueva algebra

Tal y como hemos descrito anteriormente, el método a seguir es el siguiente. Primero, partimos
de las 1-formas que admiten un desarrollo en serie de potencias, pares o impares, de A\, de modo
que estos desarrollos se escriben 3,

0% = wi” + 2205 +
d =@ + A2 4

er = @) 4 N3e®) 4
ga — /\ga,(l) + )\3ga,(3) 4o

(7.28)

Antes de continuar, es importante mencionar que vamos a tomar el desarrollo hasta A3, dado
que a partir de este término dejan de ser relevantes. Esto tiene relacién con la expansion de la
accién, la cual por si misma da una expresién relevante hasta A*, que del modo en el que se cons-
truye dicha accién nos dice que en el dlgebra tenemos que tomar hasta A\3.

Dicho esto, continuamos con la expansion del algebra. De las expansiones de las 1-formas que
acabamos de realizar se obtiene para las siguientes curvaturas,

Re — RO 4 y2pe®
Q=00 + X320

To = \T*W 4 X373
Go = AG@() 4 \37a:(3)

(7.29)

que resulta de desarrollar los productos que aparecen de las 1-formas en las ecuaciones del
algebra y tomar los términos relevantes.

A continuacién, para que haya consistencia tenemos que desarrollar los espinores de modo que,
las relaciones de estos que aparecen en el algebra, proporcionen resultados coherentes con los de
las curvaturas que acabamos de hallar. Ademds, de aqui se va a extraer el desarrollo que admiten
las curvaturas restantes.

Por tanto, vamos a mostrar que los espinores tienen que tener los siguientes desarrollos,

by = S A\ (1+4n)/2 ((1+4n)/2)
S L S (730
’ng — ano )\(3+4n)/2,¢2
De las ecuaciones del édlgebra (7.27) y de los desarrollos (7.29) se ve claramente que
121 A 151, 1/:12 A 1/;2 = Tienen que dar potencias de A impares. (7.31)
s A by = Tiene que dar potencias de A\ pares. '

Esto es muy sencillo de comprobar. Del producto A"\ = A"t se ve que, sustituyendo (7.30)
en (7.31), tenemos *

3Las formas diferenciales del desarrollo las escribimos sin tilde.
4Escribimos tnicamente la suma de los exponentes, que es lo que nos interesa.
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144 14+4
+ n+ t m:1—|—2(n+m):>Es siempre impar.

3 —l—24n 3+4m
+ =3+ 2(n+ m) = Es siempre impar. (7.32)

3 —|—2 dn 14+ 4m
2 * 2
Con lo que concluimos que los desarrollos de los espinores son los que expresamos en (7.30).
Para llegar hasta potencias de A3, los espinores se toman hasta,

=2(1+n+ m) = Es siempre par.

";1 _ )\1/21/}51/2) + /\5/2w§5/2)
7752 _ )\3/2@053/2) + /\7/2¢é7/2) <733>
De todo esto se ve que la curvatura Fio admite el siguiente desarrollo,
Fo=FY + XNFY. (7.34)

Por ultimo, nos queda el desarrollo de las curvaturas p; y ps. Estas han de admitir el mismo
desarrollo que sus campos asociados, es decir, que los ¥; v ¥s, respectivamente, como se puede ver
del algebra. Por tanto, dichos desarrollos seréan,

{151 _ )\1/2p§1/2 )\5/2 (5/2)

by = >\3/2p§3/2 )\7/2 7/2) (7.35)

Desarrollando los célculos, tomando los términos relevantes (hasta A?) e igualando, la expansién
queda

1
1. )\1/2p§1/2 )\5/2 (5/2) )\1/2dw§1/2) + )\5/2d¢§5/2) + Z()\1/2,}/abw((£) /\¢§1/2) + )\5/2,yabw((£) /\w§5/2)
1
FN2ty) M) o S0 A
9 )\3/2pg3/2) + )\7/2 (7/2) _ >\3/2d¢(3/2) + )\7/2dw(7/2 ()\3/2,yabw A S (3/2) + )\7/2,yabw A s (7/2)

A?/Z,yabw@) /\¢(3/2 )+ 2(>\3/2’yaga A ¢ (1/2) + )\7/27“9 Al (5/2) + )\7/27“9 Al 1/2))
3. R%Y + R4 = dw” + 32dw%® + wi? A WG + X0 A WGP + Nw a(2)/\w + A2g%W A gt
4. )\G“ M+ X3G6) = Adg™! +)\3dg“(3)+>\w YA b 4 A3, /\g 3) 4 3! /\g (1)
5. AToM £ X3T7%6) = Ade®M) 4+ A3de®®) + Mo (0 A e 4 N3y “b 3+ Mw “b M 4+ Ag@M A $©)
A3 A ¢(z> +A3g00) A g0 4 %(_ A1) 4 A%s/?)vawés/z))
6. QO 4+ A2Q( —d¢ )+ A2dg + N2giV A e N2 A i
7. FY + NED = dC© 4 )2dC@ + N7 Pt

(7.36)

Finalmente, igualando los términos con la misma potencia de A obtenemos las nuevas algebras
relevantes.

Para los términos de orden mas bajo el algebra es
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.
1
p(1/2 dw(1/2 ,yabw(o) A ¢(1/2

p(3/2 _ d¢(3/2 + 4,yab (0) A¢(3/2 + %7“9511) /\wgl/m
R4 = dw® + w O A
G = dg=® 4 %O A gh ) (7.37)
7o) — gea() L wal;(o) A ebD) 4 ga,(1) A ¢(0) 2¢ (1/2) a¢(1/2
0) — d¢(0)
D= dc.

Para los términos de orden mas alto el dlgebra queda
( 5/2) 5/2) , Lo (5/2) | ab a2y, Lo )62
PP = a4+ (0wl AP+ @l AU+~ gl Ay

py Y = dug"? + 4(7“1’%5 N 57 + V“bwab A %3/ )+ (7“931) O gl A
Ga,(3) _ dga,(3) a,(O) A gb,(3) + wal;@) A gb,(l)

a i -

Ta:(3) — JeaB) L b( ) Aeb® 4+ é(2) A eb D) 4 ga,(l) A ¢(2) + ga,(3) A ¢(0) + 5%3/2)7%53/2)
0O = dp® + gV A D PP A it

FE) = dC + g oy,

(7.38)
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Capitulo 8

Conclusiones y perspectivas

Podemos comparar nuestro caso con el de D = 10+2 y el de D = 2+ 2, de manera que vamos a
ver las dificultades que presenta construir un modelo de supergravedad en D = 10+ 2 con espinores
de Majorana-Weyl (reales y quirales). Cualquier modelo de supergravedad realiza localmente el
algebra de la supersimetria que, como ya hemos visto, incluye en su formulacién dual una ecuacién
estructural de Maurer-Cartan de la forma de (7.15). En el caso de 12 dimensiones tenemos que,
A=0,0,...,10, siendo 0 y 0 los indices para las dos dimensiones temporales, y recordando que

P = piay°. (8.1)

Ademds, en este caso v es de tipo Majorana-Weyl, es decir, se puede tomar real y cumple la

condicién v, = 9, donde ~y, = Y94%y - - - 419 En esas condiciones el bilineal en (8.1) se anula
idénticamente,

Py = Oyt = oyt = =yt = oy, (8:2)

donde se ha usado que V.74 = —747,.

Por supuesto, si considerasemos espinores de Majorana no quirales, esto es, N = 2, entonces
el bilineal no se anula. El problema es que, como se ha mencionado anteriormente, el nimero de
componentes reales del espinor no puede ser mayor que 32, porque de otro modo no se puede cons-
truir un modelo consistente de interaccién con la gravedad, de modo que es imposible construir
una supergravedad en ese caso.

En D = 2 + 2 existe una situacién andloga a la que se da en D = 10 + 2: de hecho es sabido
que las propiedades de los espinores se repiten modulo 8. La ventaja que tiene este caso es que si
se puede construir facilmente una supergravedad con N = 2 porque los espinores son de 4 compo-
nentes reales. En nuestro caso, D = 3 + 2, tal y como hemos visto ocurre algo parecido, aunque
la situacién es algo diferente. Recordando el principio de la seccion 7.3 y echando un vistazo a
los resultados obtenidos para las dlgebras a lo largo de ese capitulo, concluimos que efectivamente
hace falta considerar espinores complejos para construir un modelo de supergravedad en D = 3+ 2.

Ha sido relativamente sencillo encontrar algebras relevantes por medio del método de las expan-

siones propuesto realizando estas consideraciones, de modo que tenemos resultados consistentes
para el caso N = 2.
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Como hemos concluido, existe el modelo con N = 2, por lo que hemos escrito el algebra para
este y hemos considerado el limite no relativista (3 + 2) — (3 + 1) + 1. Esto lo hacemos para
pasar del caso de N = 2 al N = 1, para el cual tenemos que romper la simetria Lorentz, es decir,
esta es la razon por la que consideramos que uno de los tiempos sea absoluto. Entonces, seria
relativamente sencillo, a partir de nuestros resultados, construir una acciéon invariante gauge local
con N = 2 en nuestro caso.

Dicho esto, este trabajo deja abierta la posibilidad de continuar con la exploracion de este
modelo. Serfa de interés construir la accién y desarrollarla hasta A*, que como dijimos es hasta
donde tiene relevancia. De aqui habria que estudiar las ecuaciones y la supersimetria, de modo que
con uno de los tiempos absoluto, en el limite considerado, deberia llegarse al resultado de torsién
nula, es decir, T* =0y 2 = 0.
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