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Abstract:

Graphene is a material that is being commented everywhere due to its
interesting physical properties and the simplicity of its composition, with
applications in electronics and medicine as well as many other fields. In this
work, a theoretical study about one-dimensional periodic systems is perfor-
med as an introduction. Followed by a calculation of the electronic properties
of graphene. And finally the electronic properties of particular cases of this
material: nanotubes and nanoribbons.

Resumen:

El grafeno esta siendo un material que da mucho de lo que hablar debido a
sus propiedades fisicas y la sencillez de su composicion, con multitud de apli-
caciones en electronica, medicina y otros campos. En este trabajo se realiza
un estudio tedrico de sistemas peridédicos unidimensionales como introduc-
cién, seguidamente calcularemos las propiedades electronicas del grafeno y
por ultimo las propiedades electronicas de casos concretos de este material:
nanotubos y nanocintas.
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Introduccion

Este trabajo de fin de grado estéd estructurado en 3 partes:
En el primer capitulo introducimos la teoria para tratar sistemas periédicos
unidimensionales, los que se dan en fisica de la materia condensada, con el
objetivo de trasladar los resultados a los siguientes capitulos, en el contexto
de materiales bidimensionales, en concreto el grafeno.
Introducimos dos métodos para tratar sistemas peridédicos unidimensionales:

= Modelo de Kronig-Penney: Sustituimos los potenciales coulombia-
nos de los iones de una red unidimensional por potenciales delta atracti-
vos, mediante la aproximacion monoelectronica, derivamos su espectro
y sus funciones de onda bajo condiciones periddicas.

» Ligaduras fuertes: Utilizamos el método de ligaduras fuertes (o tight-
binding), basado en la periodicidad de la red, y por tanto del hamil-
toniano. Sirviéndonos del teorema de Bloch y de la aproximacion mo-
noelectronica obtenemos las energias que puede tener el electréon en
funcién de su direccién de propagacion y del valor de su momento (re-
lacién de dispersion).

Comparamos los resultados para una cadena de atomos A con la rela-
cién de dispersién obtenida en el método de los potenciales delta.

En el sequndo capitulo aplicamos el método de ligaduras fuertes a una red
bidimensional de grafeno, calculando su red reciproca, y su relaciéon de dis-
persién a primeros vecinos. Luego veremos como en la cercania a los puntos
de Dirac (las esquinas de la primera zona de Brillouin) no existe una banda
prohibida de energias, lo que permite que los electrones pasen libremente de
una banda a otra para esa direccién de propagacion. Realizando un desarrollo
en serie de la relacion de dispersién en torno a los puntos de Dirac veremos
que obtenemos un hamiltoniano relativista para fermiones sin masa.

En el tercer capitulo aplicamos los resultados previos a dos casos:

= Nanocintas de grafeno:
Imponemos unas determinadas condiciones de contorno al grafeno, con-
siderando dos tipos de nanocintas:

e Nanocintas en zigzag: Considerando el eje x de la cinta finito,
y debido a su gran longitud relativa al z, seguimos considerando
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condiciones de contorno ciclicas para el y. De manera que las fun-
ciones de onda de los atomos en los extremos se anulan, dando un
desdoblamiento de las bandas de conduccion y de valencia.

e Nanocintas en ”sillén”: Ahora los ejes considerados estan in-
vertidos, obtenemos también una cuantizacion de las bandas al
considerar finita una direccion.

= Nanotubos de grafeno: Ahora las condiciones de contorno no imponen
la anulacién de la funcion de onda en los extremos de la lamina, si no
que iguala las funciones de onda una vez hemos cruzado el didmetro
del nanotubo, es decir, como si "pegaramos” un extremo con otro.
Desarrollamos los resultados para un nanotubo ”quiral” (Que esté pe-
gado en una direccién arbitraria ) y los desarrollamos para dos casos
especiales similares a los de las nanocintas:

e Nanotubo en zigzag: La existencia o no de GAP estadetermi-
nado de si el nimero de atomos del didmetro sea multiplo de tres,
de manera que solo puede haber comportamiento metalico cuando
haya 3N atomos en el diametro.

e Nanotubo en sillén: Tiene comportamiento metalico siempre
para los puntos de Dirac, a diferencia del nanotubo en zigzag.



Capitulo 1

Sistemas periodicos
unidimensionales

En este capitulo vamos a tratar primero el problema de estados ligados

para una sucesién peridédica de potenciales delta de Dirac atractivos (Mo-
delo de Kronig-Penney), en sustitucién de los potenciales coulombianos de
los a&tomos en una red periddica. Primero resolveremos el problema para una
sola 0 y luego para el caso de una distribucién periddica de estas a lo largo
de una dimensién.
Para referirnos al momento del electrén vamos a utilizar & = p/h y para
el cuasi-momento p (magnitud ligada a la periodicidad del potencial). Al
final del capitulo introduciremos la aproximacién de ligaduras fuertes (tight-
binding), con la cual describiremos el grafeno.

1.1. Potencial periédico

Consideramos la ecuacién de Schrodinger para un potencial periédico
unidimensional:

(‘—7;‘2 00+ V(@) ) 0(0) = BU(2) (11)

2m

en donde F es la energia asociada al estado estacionario dado por la funcion
de onda ¢ (x). El potencial V(z) es periédico de periodo a:

V(z+a)=V(z) (1.2)

6
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Debido a la periodicidad del potencial, podemos encontrar las soluciones
de la ecuacion (1.1), las cuales tendrén en cuenta la simetria del potencial.
Este tipo de funciones (de Bloch) son cuasi-periddicas y verifican el teorema
de Floquet/Bloch:

(o +a) = () (1.3)

en donde k es un nimero real, denominado cuasi-momento y a es el paso de la
red. La variable k tiene un caracter periédico y se puede limitar al intervalo:

ke |-n/a,m/a] (1.4)

Este intervalo es la 1* zona de Brillouin, debido a la periodicidad, cualquier
otro valor de k fuera de él, retornara al mismo resultado.

1.2. El potencial delta de Dirac

Antes de calcular las funciones de Bloch y las bandas de energia calcula-
mos la energia y la funcién del estado ligado de una tunica delta:

V(z) = —Vod(z) (1.5)

A continuacion resolvemos el problema de los estados ligados para el po-
tencial (1.5). Consideramos soluciones antes y después del pozo delta (situado
en el origen):

VYr(z) = Ae®, x € (—00,0)
V() = Be™* 2 € (0,00) (16)
en donde .
E:—zm <0. (1.7)

Vamos a escribir las condiciones de conexion a través de la singularidad y de
esta forma calcularemos la energia del estado ligado y las amplitudes de la
funciones de onda.

Continuidad :  ¥7(0) = ¢77(0),

1.8
Derivadas : Y7;(0) —7(0) + Vouor (0) =0 (18)
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La condicién del salto en la derivada surge al integrar la ecuacién de Schrodin-
ger en un intervalo que tiende a cero:

=1 (% Orath () - v05<a:>¢<x>) de = ;—fw«m)—wm‘))—%wo) =0
(1.9)

De esta manera, sustituyendo (1.6) en (1.8), obtenemos el valor de k y la
energia del estado ligado:
mVj RPE* - mVy

k= — FE = = —
h2 '’ om 2h?

(1.10)

Siendo la funcién de onda para el estado ligado (habiendo impuesto la con-

dicién de normalizacién, véase Figura 1.1):

(1.11)

Figura 1.1: Funcién de onda para una ¢
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Yr(x) = Aek®, z € (—0o0,0)
Yrr(x) = Ber® + Ce™*®, z € (0,a) (1.12)
Yrir(z) = De™*, z € (a,00)

Una entre cada dtomo. Para N deltas habria que considerar N + 1 funciones
de onda:

Y _q(x) = B_eM” r € (—00,0)
() = Ape ™ + Be*  x € (na,(n+1)a (1.13)
Yn(x) = Bye " z € (Na,o0)

Con n un numero entero. Aqui hemos considerado funciones de onda asocia-
das a estados ligados del potencial, es decir £/ < 0. Para el caso de estados
de energia positiva £ > 0, no hay estados ligados, pero se puede estudiar el
proceso de scattering. Bastaria con hacer el cambio: & — —ik, e introducir
al lado izquierdo una onda incidente junto a la reflejada y al lado derecho la
onda transmitida.

También cabe destacar que al tratarse de potenciales delta tanto la k como la
E son las mismas para todos los intervalos considerados, si se tratasen poten-
ciales escalén deberiamos considerar k, y FE, para cada una de las regiones
entre dos atomos.

1.3. Modelo de Kronig-Penney

En esta seccién vamos a resolver el caso en el que el potencial periédico
es de la forma [4]:

oo
V(z)= Y  —Vod(x — an) (1.14)
n=—oo
Es decir, una sucesién de deltas de Dirac separadas una distancia constante
a con intensidad —Vj. Este potencial es el modelo simplificado de un cristal
periédico unidimensional, en donde los pozos delta ocupan los lugares de los
atomos.
Para este potencial consideramos la siguiente notacién para referirnos
a la funcién de onda v definida en cada intervalo entre dos pozos delta
consecutivos:

Pn(x) = Ape*e ™ 4+ Be M e 1 € (na, (n+1)a) (1.15)
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Ya que las funciones de Bloch deben ser cuasi-periddicas bajo una traslacion
de distancia a, el factor de fase sera del tipo e*®. Puesto que las funciones
ekre=nka y e=kzenka qye van con los coeficientes A, y B, son periédicas, esto
sucedera si las amplitudes de probabilidad A, y B, son constantes excepto
por un factor e en cada celdilla n.

Para ello calculamos las condiciones de conexién en el punto (n + 1)a y lo
planteamos como un sistema matricial:

Continuidad : ¥, ((n+ 1)a) = ¥yu41((n + 1)a),

Derivadas : E—Zj( r((n+1)a) =Y ((n+1)a)) — Vot ((n+1)a) =0
(1.16)

2mE Obtenemos la siguiente ecuacién que se

Hemos tomado o = ’%/1 y €= 5=
puede representar matricialmente:

N e "a
MO () (M) ar
e ! B ) \nB '
e (E+1> n n+1

k

Donde la matriz es la matriz de transiciéon entre una celda y la siguiente.
Ahora necesitamos que las amplitudes de onda sean las mismas excepto por
un factor de fase, para ello calculamos los autovalores:

1

e~ (—ae2 4 ke 1 o + k) e=20k (—ae2ek  ke2ak 4 o + k)?
Ar = 2k + 4k? -

Ahora invirtiendo el signo de dentro de la raiz y sacando una unidad imagi-
naria fuera obtenemos:

Ay =

e~ (—ae2 4 ke £ o+ k) e=2ak (—ae2eh  ke2ak 4 o + k)?
+iq /1 —
2k 4k?

Que podria expresarse de la siguiente manera:

Ay = f(ka) £iy/1 — f(ka)? = cos(ua) + isin(ua) = e (1.18)

Donde g es el cuasimomento que hemos mencionado al principio del capitulo.
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Las situaciones que nos interesan son aquellas en las que f(k) (hemos tomado
la separacién atémica como a = 1) toma valores entre -1 y 1, para poder
identificarlo con un coseno, y la parte imaginaria del autovalor con un seno,
para asf expresar A como e, Otras situaciones en las que f(k) toma otros
valores carecen de significado fisico. Como podemos ver en la Figura 1.2, a

Figura 1.2: f(k) para distintos «

medida que aumentamos o también aumenta la magnitud de los k permitidos,
pero también ocurre lo siguiente:

F(k) = cosh(k) — %sinh(k:) (1.19)

La cual es una funcion par, por lo que un k es tan valido como un —k, para
«a pequenos obtenemos un intervalo de k£ permitidos de manera que f (@
se encuentre entre -1 y 1, pero para valores de @ > 2, es decir Vy > %
este espectro empieza a estrecharse, de manera que para altos potenciales
obtendremos practicamente solo un k£ permitido al no haber apenas anchura
en el intervalo.

Las funciones de onda tendran la siguiente forma:
I/JT:;{: — einiua(Aie—kmenka 4 e—kxenka) (120)

Siendo (A4, 1) el vector propio correspondiente al valor propio Ay = etina
donde A, viene dado por:
e 2k (k (Age™ — 1) — )

Ay = 1.21
. . (121)
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Las amplitudes de onda tienen la siguiente forma considerandolas pro-
porcionales a los vectores propios de la matriz que aparece en (1.17), siendo
la fase e"® el factor de proporcionalidad:

(’éﬁ) _ (A;) N (foJ _ i (Ali> SN @) _ hina (Ali)

De modo que la funcién de onda es la misma en todas las celdillas salvo por un
factor de fase dependiente de la celdilla. Las dos soluciones 1)* compartiran
la misma funciéon de probabilidad al ser una conjugada de la otra. Faltaria
normalizar la funcién de onda. Todas las celdillas del cristal son equiprobables
de manera que:

(n+1)a 2ak —2ak 2
/n Un (@)t (z)d = % _ oy <62k + 14+F) + 2aRe(AL)

a

La funcién de densidad de probabilidad queda entre dos celdillas consecutivas
de la siguiente manera (ver Figura 1.3):

\\ j\ /

Figura 1.3: Densidad de probabilidad.

Por lo que para los estados permitidos es mas probable encontrarse al electréon
en las cercanias de un atomo que entre medias.
Los valores de k permitidos tienen que cumplir la siguiente condicién:

-1 < f(ka) <1 (1.22)

con objeto de que el autovalor sea una fase que identificamos con €. Los
valores de k aceptables deben de pertenecer a la banda permitida, esta banda
en vez de expresarla como k = k(u) se expresa como la relacién entre E y



1.3. MODELO DE KRONIG-PENNEY 13

v I _Z — TN

x \/ o a=15
‘ ,/\ 20; /\ =

(a) =3 (b) @ =5,15,30

Figura 1.4: Bandas de energia.

p: E = E(p), esta es la relacién de dispersién. Aunque no podamos calcular
esta expresién de manera analitica, si que podemos representar f (—V’izimEa)
frente a Cos(pa) (véase Figura 1.4(a)).

Como podemos ver para un mismo j existen varias energias permitidas,
con anchos de banda prohibida entre ellas. En la Figura 1.4(b) se muestran
las bandas para distintos .

A mayor intensidad del potencial el rango de energias permitidas se va
acotando de manera que poco a poco se va haciendo independiente del cuasi
momento K.

Podemos expresar (1.19) en funcién de la energia del electrén:

f(e) = cosh(v/—¢) — sinh(v/—€) = cos(u) (1.23)

(6%
VvV —€
2mE

Donde € = <5, notar que para energias positivas se convierte en:

f(e) = cos(v/e) — %sm(\/g) = cos(1) (1.24)
De manera que para altas energias el termino del seno tiende a cero (Figura
1.5(a)), las bandas de conduccién no tendran GAP entre ellas y el cuasimo-
mento coincidird con el momento del electron.
Solo podemos tener un estado ligado para energias negativas (Figura 1.5(b))
por la siguiente razon: el coseno y el seno hiperbdlico no estan acotados, de
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manera que su diferencia se sale del rango (—1,1) a medida que decrece la
energia. Por ultimo veamos que ocurre cuando tenemos en cuenta un nimero
finito de atomos y recurrimos a la condicién de periodicidad de la funcion de

onda:
P(L) = e*Nep(0) = (0)

ei,u,Na =1

Lo que impone una discretizacién del cuasimomento, este tipo de condiciones
de contorno son conocidas como la condiciones de contorno de Born-Von
Karman, o condiciones de contorno ciclicas:

p= 5= /ne(l,N) (1.25)

De manera que la relacion de dispersiéon nos dara las bandas de energia planas
y cuantificadas:

cos (ve) — % sin (v/€) = cos (%) (1.26)

Tendremos N bandas de valencia, pero debido a la periodicidad para energias
positivas, obtendremos infinitas bandas de conduccién.

1.4. La aproximacion tight-binding

1.4.1. Cadena de atomos del mismo tipo

Nuestro sistema es una cadena de atomos de tipo A con periodicidad a:

OO 000 0O0C

Figura 1.6: Cadena de atomos.

Para estudiar el comportamiento electrénico dentro de esta cadena atémi-
ca es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

Hy(x) = Ed(a) (1.27)

Supondremos que cada electrén de valencia de cada atomo siente el potencial
del resto de atomos de la red, pero asumimos que el potencial generado por
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el resto de los electrones es despreciable (aproximacién monoelectronica). El
electron de valencia interactua con sus atomos mas préximos, mientras que
estd fuertemente ligado a su atomo central. La interaccién supone que puede
saltar a sus atomos vecinos. Con estas aproximaciones, el hamiltoniano del
electronm es:
h2 82 0
H=—oest > Ulx—Ry), (1.28)
n=—oo

donde U(z — R,,) es el potencial eléctrico producido por cada uno de los
atomos de la cadena situado en posiciones R,, = na.
Una funciéon de onda que cumpla esta ecuacion para un potencial periddico
debe cumplir el teorema de Bloch de manera que si dicha funcién tiene cuasi-
momento k (ndtese que a partir de ahora el simbolo para el cuasi-momento
serd k) verificara

Up(z 4+ 1) = e*ap(z), 1 =na (1.29)

Ahora procedemos a proponer una funcién de onda siguiendo el método de
ligaduras fuertes (o tight-binding) donde suponemos que la funcién de onda
es combinacién lineal de los orbitales atéomicos ¢4 del electron en cada uno
de los atomos:

U(x) =ca Y g a(x — Ry) (1.30)

Ra

Donde ¢4 es la constante de normalizacion y R4 indica las posiciones de
todos los atomos (en este caso de tipo A). En notacién de Dirac esta funcién
de onda vendra dada por:

) =ca Y e*|A; Ry) (1.31)

Ra
Para poder resolver la ecuacién de Schrodinger vamos a realizar unas cuantas
aproximaciones mas:

= Aproximaciéon a primeros vecinos: Consideramos probables solo
las transiciones entre atomos mas cercanos, de modo que los elementos
de matriz no nulos de H seran:

(A;0[H|A;0) = Ea
(A;0|H|A;a) =t
(A;0|H|A; —a) =t
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OO®@®®OOC

Figura 1.7: Primeros vecinos del atomo A.

= Principio de no solapamiento: consideramos que la funciones de
onda de cada atomo solo solapan consigo mismas, es decir

(A;nalA;ma) = Onm

A continuacion, calculamos los elementos de matriz
(A;0|H ) = E(k) (A;0[) (1.32)

Para ello, tenemos en cuenta, por la aproximacién de primeros vecinos, que
los términos significativos de nuestra funcién de onda son (eliminando los
términos que desapareceran al proyectar):

[¥) ~ ca(|A;0) + € |Asa) + e |A; —a))

Entonces, sustituyendo en (1.32), obtenemos la relacién de dispersién E (k)
para la energia en funcién de k,

{ ca((A; 01 H|A;0) + ™ (A; 0| H [Aja) + e~ (A; 0| H |A; —a)) =

ca(Ey + t(ee + e7#a)) = cy B (k)
Finalmente, la relacion entre la energia y el cuasimomento es:

E'(k) = Ea + 2t cos(ka) (1.33)
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Figura 1.8: Bandas de energia de la cadena atémica a primeros vecinos.

Normalmente los parametros F 4 y t se obtienen de forma fenomenologica,
para que la aproximacién sea la mejor posible. Como podemos ver sélo hay
una banda de energia que procede del estado ligado correspondiente al orbital
¢. Esto es debido a que la red periédica tiene una base formada por un solo
tipo de atomos que hemos designado por A. Veremos después que cuando
la base de la red periddica tiene dos dtomos, obtendremos dos bandas de
energia partiendo de un orbital ¢.

Aproximacion a mas vecinos

La funcién de onda para una aproximacién a segundos vecinos seria la
siguiente, despreciando los términos que no aportan en el elemento de matriz:

1) = ca(|A; 0) 4 e* |A;a) + e % |A; —a) + ¥ | A; 2a) + e 2* | A; —2a))

Podemos expresar la energia de interaccion a segundos vecinos ty, como la
de a primeros, pero multiplicado por un factor de escala: t5 = at.
Proyectando (A;0| sobre la ecuacién de Schrédinger obtenemos la relacién
de dispersién

E*(k) = E4 + 2t(cos(ka) + a cos(2ka)) (1.34)
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— E'(k)
— E*(k)
— E,{

Figura 1.9: Bandas de energia de la cadena atémica a 1°° y 2°° vecinos.

Si dibujamos juntas las bandas de energia para 1°° y 2° vecinos junto a
la banda negativa de la figura 4 (la banda permitida con energias negativas)

obtenemos la Figura 1.10.

24.0 ~
\ . /N . .
/ \&/ \ _ E‘[k]
260
— E(k)
e P 2 0 2 3 &
Figura 1.10: Comparacién de las bandas de energia para Ey = —25eV, t; =

1leV,t; =0,8t; y un a = %
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1.4.2. Cadena de atomos de distinto tipo A-B

Consideremos ahora un sistema periédico unidimensional formando por
una cadena de atomos de dos tipos que denominamos A y B. En este caso
la red tiene periodo a, pero la celda primitiva consta de dos atomos, uno de
cada clase (véase Figura 1.11).

58 66 ¢

Figura 1.11: Cadena de dtomos A-B.

Consideramos también que hay una separacion § entre atomos A y B. La
funcién de Bloch de cuasi momento k viene dada por dos tipos de sumas
que corresponden a las dos subredes. De esta manera la funcién serd (sin
aproximacién a primeros vecinos)

W(x) = calk) Z e*Rag,(x—Ra)+cp(k) Z e*oehRagp(x—Ry—0) (1.35)

RA RA

Donde c4(k) y cp(k) son constantes que incluyen la normalizacion, ¢a(x) y
¢p(x) las funciones del estado ligado de los atomos de tipos A y B de la red.
Para este caso tenemos que hacer una aproximacion a primeros vecinos para
los dos atomos de la base estructural, de manera que el atomo A central
interactie con su atomo B a una distancia § a su derecha y su atomo B a
una distancia § — a a su izquierda, lo mismo para el atomo B a la derecha:

b6 66 o

Figura 1.12: Primeros vecinos de A y B.

En los elementos de matriz podemos hacer la siguiente sustitucion por
considerar interaccién a primeros vecinos:

1) & ca(pa(x)+e* ps(x—a))+cpe® (pp(x—08)+e *pp(x+a—0)) (1.36)

Ahora tenemos que definir las auto energias y las energias de transicién, estas
ultimas las supondremos como escalares reales, aunque no tienen porque
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serlo:

A;R|H|A;R) = Ex

B;R|H|B;R) = Ep

A;0|H|B;6) =ty

B;0|H|Asa) = (A;0|H|B;d — a) =ty = aty

(1.37)

o~ o~ o~ ——

Donde suponemos que ambas energias de transicion ¢, y ¢t son proporciona-
les (al ser escalares), por una constante o de valor menor que la unidad ya
que estamos suponiendo que ty << t;.

Partimos de la ecuacion de Schrédinger para la funcién ¢ de cuasimomento
k:

Hly) = E(F)[), (1.38)

A continuacién proyectamos esta ecuacion sobre (A;0| y sobre (B;al:

{ (A;0|H ) = CoE(k)
(B;a|H[y) = CpE(k)

Sustituyendo las aproximaciones contenidas en (1.37) resultan dos ecuaciones
que se pueden expresar en forma matricial:

E et (1 + qe™ ke c c
o ! N = em () 120
e~ (1 + aette) Ep cp cp

Resolviendo el problema de autovalores, la relacién de dispersion queda:

EA+EB) N \/(EA — Ep)?

B)* = (2 -

+ (t1)%2(1 + a® + 2ac cos(ka)) (1.40)

Calculemos la relacion de dispersion para el caso en el que F4 = Eg = Ej,

o ( E, et (1 + oze_“m)>

efikétl(l + aez’ka) EO (141)

E(k)* = Ey £ t11/(1 + a® + 2a cos(ka))
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Donde los estados propios correspondientes a este caso particular, determi-
nado por los coeficientes C (k) y C3(k), son:

Cct k 6“65(1-"-0&67“60’)

+ k) = A( ) _ i :I:\/(1+a2+2acos(k:a)) 1.49

= (1) == (142
Cp (k) 1

La relacion de dispersion correspondiente a esta aproximacion a primeros
vecinos de la red de dtomos A y B se muestra en la siguiente figura. Ob-
tenemos dos bandas permitidas (en vez de una) debido a que tenemos dos
subredes.

\_/ \L/ \_/ — E*(k)
E"(k)

Figura 1.13: Bandas de energia de la cadena A-B para F4 = —4eV y t = 2¢eV.

De acuerdo con las féormulas (1.41) la anchura de la banda prohibida es

Ek) i — E(k)pae = (Eo+tiy/(1+ a2 — 2a)) — (Ey — t14/(1 + o2 — 2a))
= 2t1(1 — Oé)

Es interesante observar que la separacion entre los atomos solo depende de
las amplitudes de probabilidad de transicién y no de los parametros a y
0. Ademads esta separacion siempre es positiva ya que fisicamente a < 1.
Esto viene a decir que este sistema tendra un caracter aislante con un gap
de energia entre las bandas de conduccién y de valencia dado por AE =
2t1(1 — a). Como veremos mds adelante, en el grafeno las dos bandas se
tocan en unos puntos conocidos como puntos de Dirac, lo que originara un
comportamiento especial de este material.
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Figura 1.5: Bandas de energia para altas energias y para estados ligados para
a = 5,15,30 del modelo de Kronig-Penney.



Capitulo 2

Estructura periodica del
grafeno

2.1. Introduccion

2.1.1. Propiedades generales

El grafeno es un material compuesto por atomos de carbono formando
una red hexagonal. Una lamina de un atomo de espesor es 200 veces més
resistente que una lamina de acero del mismo espesor, posee una densidad
similar a la fibra de carbono. Es muy flexible y elastico [7].

Tiene grandes aplicaciones en electronica, entre estas aplicaciones se encuen-
tran: cables de alta velocidad, superbaterias eléctricas, pantallas tactiles fle-
xibles. Entre sus propiedades mecénicas cabe destacar un modulo de Young
de 1 TPa (1012%) lo que le permite soportar grandes fuerzas sin deformarse.
Un derivado del grafeno, el oxido de grafeno, tiene aplicaciones en medicina,
el cual actiia como agente anticancerigeno, lo que permitiria disminuir el ta-
mano de tumores y evitar su propagacion.

También tiene aplicaciones en la desalinizacion de agua utilizandolo como
membrana.

2.1.2. Historia del grafeno

Benjamin Brodie en 1859, obtuvo ”acido carbdnico” al someter al gra-
fito a acidos como el sulfirico o el nitrico, creyendo que habia descubierto
una forma nueva del carbono. Lo que habia descubierto realmente era oxido

23
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de grafeno. F.Vogt v G. Ruess en 1958 utilizaron microscopia electrénica de
transmisién (TEM) para observar una gota de oxido de grafeno, observando
laminas de un grosor de unos 3,6 Amstrongs.

En 1975 A.J. van Bommel experimentaron con carburo de silicio calentdando-
lo a més de 800°C en una camara de vacio, observando en el proceso que se
formaban capas de grafito en la superficie del material. En 1998 I. Forbeaux
confirmo los resultados de A.J. van Bommel, concluyendo que el procedi-
miento podia llevar a una sola capa de grafeno ”flotante”. Durante los 90
se llevaron a cabo intentos de producir capas de un atomo de espesor, pero
como mucho se consiguieron de 50 d&tomos de espesor.

El estudio definitivo que le dio popularidad salio a la luz en 2004, de la
mano de Andre Geim y Konstantin Novosiélov, ambos fisicos del Instituto
de Fisica y Tecnologia de Moscui. Extrajeron grafeno del grafito a partir de
exfoliacion mecanica de este ultimo. Para la observacion del grafeno utiliza-
ron microscopios de efecto tunel, retiraban mediante una cinta adhesiva la
superficie del grafito, de lo que se percataron los premios Nobel, es que la
superficie retirada era grafeno, de unos 3 nm de espesor.

2.1.3. Meétodos de obtencion

El grafeno puede ser sintetizado por distintos métodos [8]:

» Exfoliacién mecénica:
Método de la cinta de Scotch: Es el método que fue utilizado por
Andre Geim y Kostantin Novoselov, consiste en deshojar laminas de
grafito con cinta adhesiva. A pesar de ser una manera sencilla y barata
de obtener laminas muy finas, lleva mucho tiempo obtener una cantidad
minima, por lo que no es un método de obtencion adecuado para su
uso industrial.

= Métodos quimicos:

-Solucién de exfoliacion: A partir de polvo de grafito, se oxida uti-
lizando NaNOj3 y HySO, (método de Hummer), se le anade KMnO,
y agua oxigenada para eliminar los compuestos sobrantes, de manera
que obtenemos oxido de grafeno disuelto en agua. Mediante técnicas de
centrifugado y procesos térmicos obtenemos ozido de grafeno reducido.
Los derivados de grafeno obtenidos por este proceso presentan bastan-
tes impurezas debido a procesos de oxidacién incompletos.
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-Crecimiento epitaxial: A partir de SiC, se obtiene grafeno por su-
bliminacién de este compuesto a partir de unos 1300°C y baja presion.
Tampoco es una buena opcién para su fabricacion a gran escala.

-Deposicion quimica de vapor: Aprovecha la posibilidad de cre-
cimiento grafeno sobre Pd, Ni, Ru, Ir y otros elementos. Requiere una
camara de vacio, un horno de tubo para altas temperaturas, un sistema
de control de la presién en el interior del horno y por ultimo, contro-
ladores de flujo masico para proporcionar carbono y gases reactivos al
interior.

2.2. Formalismo matematico

Toda estructura cristalina se puede describir mediante una red cristalina
o de Bravais y una base estructural. La red de Bravais o red directa es el
conjunto de puntos del cristal fisicamente equivalentes. Para describir esta
red definimos un origen de coordenadas y 2 vectores, aj y a3, en caso de
que la estructura sea bidimensional, como es el caso del grafeno. A estos
vectores base se les denomina vectores primitivos y tienen la propiedad de
que cualquier vector de la forma R = nd} +mdj con n y m numeros enteros,
es el vector posicion de un punto de la red.
Estos vectores base definen un paralelogramo llamado celdilla primitiva que
es el volumen minimo representativo del cristal, genera toda la red cuando es
trasladada por los vectores R y solo contiene un tnico punto reticular. Por
otro lado, la base estructural es el conjunto de atomos que anadidos a la red
directa completan la estructura cristalina. Nuestra red vendra dada por una
base estructural de dos atomos A y B.
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Figura 2.1: Base estructural y red directa del grafeno.

La base estructural viene dada por:

atomo A = (0,0)
{étomo B = (a,0) (2.1)
Los vectores de la red directa son:
(l_i = (%CL, \/73(1) (22)
az = (3a, —‘/Tga)

Los vectores de la red reciproca que se pueden obtener mediante la férmula
b; - d; = 2md;; son:

b — 2r 2w
0 ) (2.3)
by = (55— %)

La red reciproca sigue siendo una red hexagonal pero rotada 90°. Hay una
serie de puntos del espacio reciproco que nos resultaran de interés en la
siguiente seccion: I' es el centro de la celdilla de la red reciproca, M es el
punto medio de los lados, K y K’ las esquinas de la 1* zona de Brillouin. La
posicion de estos puntos desde el centro I' son:

LM = (2,0)

3a’ 5
IK = (5, 57) = K (2.4)

FK' = (&, -2) = K
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-

Figura 2.2: Red reciproca y puntos importantes.

2.3. La aproximacion tight-binding en el gra-
feno

Usando el método de ligaduras fuertes consideramos la siguiente funcién
de onda, la cual es una combinacién de orbitales atémicos (LCAO):

v =3 R (cppa(F — B) + cpop(F — (B +a))) (2.5)

R

Donde ¢ 4(7 — R) es la funcién de onda del 4tomo A en la celdilla y ¢p(7 —
R— @) es la funcién de su dtomo B en la misma celdilla. Estas funciones
pertenecen a una clase de funciones conocidas como funciones de Wannier,
las cuales son funciones ortonormales que estan suficientemente localizadas
de tal manera que, a distancias cada vez mas alejadas del punto R decaen
rapidamente a 0. En nuestro caso los orbitales son los orbitales hibridos sp?
del atomo de carbono. Esta funcién de onda cumple el teorema de Bloch:

—

GF+ 1) =Y e R (caga(F— R+1D)) + cpop(F— (R+a) +1))
R
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Pero el vector R/ = R — [ también es un vector de la red directa al ser [ uno
por lo que:

=

W+ 1) = MY 5 e (a7 — (R = 1)) + cpop(F — (R+d — 1)) =
— R

MY (cadalF = R) + adp(F — (B + @) = M ()
(2.6)
Por lo que la funcién de onda propuesta cumple el teorema de Bloch.
En notacién de Dirac estas funciones de onda seran:
() = [¥) ) ) )
¢a(F — R) = [A; R) = |¢) = Yz (calA; R) + cp|B; R+ d)))
op(r—(R+ad)) =|B,R+a)
(2.7)

Antes de calcular la relacién de dispersién para el grafeno, debemos definir
los primeros vecinos del atomo en el origen:

Figura 2.3: 1°° vecinos del atomo central.

—

Rl = (CL,O)
R; = ﬁl — (I_é (28)
é}, = ﬁl — Cl_i

Ahora para el método de ligaduras fuertes como hicimos para la cadena
atémica tenemos que considerar las siguientes aproximaciones:

» 1) Principio de no solapamiento: Las funcién de onda de un electrén
en una celdilla solo pueden solapar consigo misma:
<A, R’A, R,> = 5RR/
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= 2) Interaccién a primeros vecinos: Solo se considera probable la transicién
a los dtomos mas cercanos, por lo que obtenemos las siguientes energias
de transicion:

R=0— (A;0| H|A;0) = Ea4
]EI R:1 — (4;0| H ‘BJ@) = Eap (2.9)
R=Ry — <A,0’ H |B7R2> = Fapo
R=Rs;— (A;0| H|B, R3) = Eps

Pero como todos los primeros vecinos son equidistantes al atomo central A:
Eips = Eaps = Fapi = Eap, y los estados corresponden todos al mismo
estado asociado al orbital hibrido sp? que tiene simetria rotacional respecto
al eje z. Sustituyendo en (A;0| H [¢) = E(k) (A; 0[):

ca(Ean — B(k)) + cpEap(1 + e"iGak— 5 aky) 4 o=iGaketGlak)y — (2,10

Donde tenemos 1 ecuacién y dos incognitas c4 y ¢g , obtenemos otra ecuacién
proyectando | B; R1) en vez de |A;0), antes definamos:

R=0— (B;0| H|A;0) = Epa

W = (B;0|H|B, ki) = Egp = Eaa
@2 — (B; 0| H|B,132> = Epas
Ry — (B;0| H |B, Rs) = Epas

A=F,
_ 2.11

Fis 211)
i

Por los mismo razonamientos que antes Ep4, = Epa, ademas, como estamos
tratando con observables fisicos: E4p = Ef 4. Sustituyendo en (B; Ry | H |¢) =
E(k) (B; Ra|y):

CA(EAA — E(k)) + CBEAB(l + efi(%aszéaky) + Bii(%akz+§)ak9) =0
A (1 + elBake=Faky) 4 eiGaketFaky) 4 cp(By — B(k)) =0
(2.12)
Este sistema de ecuaciones se puede resumir en un problema de autovalores,
despejando E(k) obtenemos la relacién de dispersion:

k
) cos (%) + 4cos?(

\/gzak"” ) (2.13)

k
Ei(k):EAAiﬁ\/Hzicos( @
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Donde 3 es /EapE?p, denominada energia de solapamiento de primeros
vecinos, energia de interaccion carbono-carbono o energia de salto o de trans-
ferencia. La solucién positiva de (52) corresponde a la banda de conduccién
y la negativa a la banda de valencia. Nos falta calcular las funciones de onda
asociadas a cada una de las soluciones:

1

. 1 1
E* (1+2e%3akx cos(ﬁaky)) = — ( Vi ) (214)
+ AB - 2 4tk

B (142653957 cos (Bak,)| V2 \E il

VE(k) =

V2

Ahora representemos las dos soluciones de (52), tomaremos el origen de po-
tenciales de tal manera que Eqq = 0, y el valor de 8 en unos 3.1 eV [9]:

Figura 2.4: Bandas de energia del grafeno.

Podemos apreciar que no existe GAP entre las bandas en los puntos K
del espacio reciproco. El nivel de Fermi Er en el equilibrio es la energia del
estado k cuando T' = 0 ya que estamos considerando iones fijos. Esta energia
corresponde al 1inico electrén libre que se encuentra en la banda de conduc-
cién, y la banda de valencia se encuentra llena por 2N electrones debido a
la degeneracion de spin. De manera que la energia de Fermi corresponde a
los puntos K y K’ del espacio reciproco, que es donde estas dos bandas no
presentan un GAP.
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- oo

Figura 2.5: Bandas de energia del grafeno cerca de un punto K.

2.4. Limite continuo

Consideremos el hamiltoniano matricial que surgia de la aproximacién de
ligaduras fuertes:

oo Eaa Eap(1+ 2e~ 5% cos (Lak,))
T\ Bl + 2633 cos (ak,) Eax
(2.15)
Tomaremos el origen de potenciales en F 44, de manera que K44 = 0 Vamos
a desarrollar en serie de Taylor este hamiltoniano alrededor de los puntos
K del espacio reciproco (el calculo de los K’ es similar). Consideremos un
vector k = K + ¢ donde K corresponde al punto K del espacio reciproco,
desarrollemos v, = E%g(1 4 2e23%k= cos(%gaky)) alrededor de este punto
hasta orden 1:
Ve = —3aB(ite — qy)

Vi = _%aﬂ(in + Qy)

De manera que el hamiltoniano es:
H} = hwp(g,0" — £4.0Y)

Donde £ = + dependiendo si hablamos del punto K o K’, o son las matrices

de Pauli, y v es la velocidad de Fermi / vp = _g’g“ = 355+ Realizamos un
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cambio de base dado por la matriz S:

= (o %)

Resultando el hamiltoniano: H§ = S’*lH;fS = hwp(go® + £qy0Y), pode-
mos prescindir de ¢ expresando el hamiltoniano como una matriz 4x4 (Un
producto tensorial del espacio de estados)

z y
H, = hvp (q‘va o 0 ) (2.16)

0 Gz0° — q,0Y
Y las funciones de onda en forma spinorial:
Uk
5 (2.17)
v = > .
Vs
Vg
Las dos primeras componentes hacen referencia al punto K y las dos ultimas
al K'. La relacién de dispersién de (55) es: ¢, = £hvp|q] y por ultimo los

estados propios de cada uno de los dos valores de la relacién de dispersion
son:

1 0
+etPa _ 0
\Ili = 0 y Vi = 1 (2.18)
0 +e P

Siendo p, = arctan (Z—y). Con el supraindice de la funcién de onda nos referi-
mos a los puntos K y K’ y con el subindice a cada una de las dos posibles
energias en estos puntos.



Capitulo 3

Nanocintas y nanotubos de
grafeno

En este capitulo vamos a calcular las relaciones de dispersiéon para nano-
cintas y nanotubos de grafeno, las referencias bibliograficas son [10] y [11].
Se trata de imponer distintas condiciones de contorno y que direccién de
propagaciéon consideramos discreta o continua.

3.1. Nanocintas de grafeno

Consideramos una red de grafeno, dependiendo de como introduzcamos
las condiciones de contorno tendremos 3 tipos de nanocinta: zigzag, sillén o
quiral (Figura 3.5):

Vamos a analizar las bandas de energia de las nanocintas en sillon y en
zig zag en funcién de las condiciones de contorno:

33
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Figura 3.1: Distintos cortes en la red para crear los dos tipos de cintas que
vamos a estudiar.

3.1.1. Nanocinta en zigzag

El hamiltoniano matricial de 4x4 es el siguiente, hemos sustituido (g, ¢,) —
(kg ky) en la matriz 2.16:

0 k—ik, O 0
N 0 0

H=hve | 0 0k tik, (3-1)
0 0 ki —ik, O

Como en la direccién y consideramos la nanocinta ”infinita” ,es decir, con
condiciones de contorno ciclicas, la funcién de onda en esa direccién sera una
onda libre con momento k, — e, mientras que para la direccién x estd atin
por determinar, por principio de sustitucion obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden y acopladas:

0 —i0y — tky 0 0 da(x) da(x)

7 | 10+ ik, 0 0 0 ¢p(x) e | oB(2)
- 0 0 0 —i0y +iky | | Ou(z) | T hww | ¢y(2)

0 0 —i0y — iky 0 '5(x) s (x)
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Establecemos las condiciones de contorno en el eje x: ¢4 (0) = ¢/4(0) = ¢p(L) =
¢’5(L) = 0, ya que fuera de la nanocinta el electrén seria libre y las funciones de
onda deben anularse en los extremos.

El sistema a resolver para el punto K es:

¢ (w) = ¢(~i0s + iky)da(z)
Donde z = kg — (€), de manera que el electrén este confinado o sea libre dentro
de la nanocinta, dependerd del valor de la energia en el eje x y en el eje y. Para el
punto K’ el sistema es andlogo pero cambiando el papel de A y B

D2 (x) — 22Plz(x) = 0
. " N (3.4)
Py (x) = 2(=i0z + iky) P (x)
Ahora distingamos dos casos:
s z > (0 La solucion sera:
da(x) = Ae*® + Be™**
65(z) = £ (A(z = k)¢ + Bz + ) ) 55
¢y(x) = L(A'(2 — ky)e* + B'(z + ky)e ")
d)lB(x) :A/ zm+B/ —Zzx

Imponiendo condiciones de contorno llegamos a una ecuacién trascendental
que relaciona los valores permitidos de z para un valor arbitrario de k,

Wy =2 _ o (3.6)
ky + 2

La solucién puede aproximarse a z = k =~ k, cuando k, > 1/L resultando
una relacién de dispersion € = +hvp,/kZ — k?, de manera que para estos

valores los estados estaran préximos a valores nulos de energia

= k; — & <0 = =z € C, de manera que las soluciones vendran dadas por
senos y cosenos, haciendo el cambio z = ik, la dependencia de k, con k,

viene dada por:
kn,

ky= —"

Y tan(k,L)
Ahora la gran diferencia es que antes para la ecuacién trascendente solo habia
una solucién, aqui aparecen tantas soluciones como cantidad de soluciones

(3.7)
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Unidades arbitrarias Unidades arbitrarias
10f 1Bal® her
i il 194"
RS
08t
Der \
LK
0.4l
0.4
g2 ozl \\‘\
: o el ; ; ; e’ 2
5 10 15 20 25 3 B 10 15 20 25 3
(a) Densidad para el caso hiperbolico (b) Densidad para el caso periodico

Figura 3.2: Densidad de probabilidad para los dos casos posibles en las na-
nocintas zig zag con energia cercana al cero.

tenga la ecuacion trascendente debido al caracter periddico de la funcion
tangente. Las funciones de onda vendran dadas por:

da(z) = 2Aisin(k,z)
op(r) = =22 (ky, cos(knz) — ky sin(k,x))
! —SA’ . (3-8)
¢y (x) = =25 (ki cos(knx) + ky sin(kpx)
¢'p(x) = 2A" sin(kyx)

Para calcular las bandas de energia necesitamos utilizar métodos numéricos.
Exportando las coordenadas de los puntos para los que se cumple la ecuacién
trascendente y sometiéndolos a la formula de la relaciéon de dispersion:
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Figura 3.3: Bandas de energia cercanas al punto K para la nanocinta en
zigzag para un N = b4, solo se han representado las 7 primeras, mas la
correspondiente al caso hiperbdlico que esta entrecortada y por la derecha
coincide con el eje z por la derecha.

3.1.2. Nanocinta en sillén

Procedemos de manera similar a la seccién anterior, ahora la parte finita viene
dada en el eje y y el que consideramos infinito es el x. Definimos la funcién de
onda correspondiente a cada subred:

WA (7) = e RT0 A (7) + KT (7)
Up(7) = KT (7) + €K TPl (7)
Uu(y=0)=To(y=L)=Vp(y=0)=TYp(y=L)=0

Ya que ahora el corte lo realizamos en la direccién y y en esta direccién sigue
siendo una onda libre. La funcién de onda ahora es:

O(F) = e <¢B(y>> (3.9)
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Obteniendo las siguientes condiciones de contorno:

6575 4(0) + e, (0) =
GZkzxqu(O) +ezk1x¢/ (O)
)
)

2me 21l 3.10
612371161 jﬁ:fa ezkxm¢B(L ( )

omx j20L .
elﬁel 334 e’kwmqu(L

3a e \fSa eZk“»qub/ (L) =

23?71

+e 0
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De manera que estas condiciones de contorno mezclan estados correspondientes
a los dos puntos de Dirac. Realizando el hamiltoniano matricial y resolviendo la
ecuacién de autovalores obtenemos para las funciones de onda:

(3.11)

pa(y) = Aettn¥ + Bethny
¢(y) = Ce*n¥ 4 De~thny

Aplicando las condiciones de contorno:

((A+B)katidkn—iBkn | (C+D)ks—iChntiDkn _
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A+B+C+D=0
2imL 2imL . .
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Haciendo la matriz del sistema de ecuaciones, y desarrollando el determinante de la
matriz y haciendolo nulo para no obtener una solucion trivial para los coeficientes,
llegamos cuanto ha de valer ky:

kp = — (3.13)

Obteniendo un electrén libre en todas las direcciones, de manera que no se encuen-
tra localizado espacialmente como en el caso anterior en el caso de energia cercana
a 0.
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Figura 3.4: Bandas de energia para la nanocinta en sillén en las cercanias del
punto de Dirac.

3.2. Nanotubos de grafeno

(n,0) zigzag

Figura 3.5: Tipos de nanotubo. [12]

Ahora vamos a estudiar el caso de nanotubos de grafeno (CNT), comenzaremos
con el caso general en funcién del angulo formado por donde realizamos el corte
y unimos los extremos de la lamina de grafeno (quiral), seguido del caso en sillén
y en zig zag. La diferencia es que para nanocintas las condiciones de contorno im-
ponen la nulidad de la funciéon de onda en los extremos donde acaba la nanocinta,
mientras que aqui solo hay que imponer que la funcién sea igual en los lados que
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"pegamos” para formar el nanotubo a partir de la nanocinta.

3.2.1. CNT quirales

Recordemos la base estructural, red directa y reciproca que estdbamos utili-
zando:

( = _ (3, V3

Red directa fl (32a, 2 :)
az = (5a,—%a)
by = 2m  2m

Red reciproca - (273:1 ‘/gi)
by = (55, —75;)

atomo A = (0,0)
atomo B = (a,0)

Base estructural {

Definimos el vector quiral:
Cp=nd1+miy 0<m<n /n,m €N (3.14)

El cual va a definir como estd orientado el corte de unién de nuestro nanotubo,
asi como el didmetro y el niimero de dtomos que lo conforman en la direccion del
didmetro. Definimos el vector traslacion (fCNT) del nanotubo, que nos lleva a la
siguiente regién del CN'T geométricamente equivalente paralela a la circunferencia
del cilindro, su definicién surge del vector perpendicular a Ch:

- tl 2m—+n
TCNT =1 - 51 +to - 62 y 92‘:L+m (3.15)
2=

Con estas definiciones, mas las del angulo formado por el vector quiral respec-
to al eje horizontal definimos todas las constantes del CN'T, para las 3 posibles
configuraciones (Cuadro 3.1):
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Figura 3.6: Vectores traslacién y quiral para un nanotubo (4,1), la parte
coloreada es la superficie del nanotubo

Simbolo | Nombre CNT quiral CNT sillon CNT zigzag

Ch Vector quiral Ch, = nd + mdy = (n,m) Ch = (n,n) Ch = (n,0)

|Cy] Longitud Cj, C, = avn? +mn +m? C, = av3n C, =an

d, Didmetro dy = 2v/n? + mn +m? dy = 2/3 on

0 Angulo quiral cos(f) = ﬁﬁ 0 = 30° 0=0°

Iy M.C.D ga = MCD(2m +n,2n+m) | g4 = 3n ga=n

T Vector  trasla- | T = %*1 - quzm&'z T =a, — ay T = a, — 23,
cién

|T| Longitud 7 |T| = Y% IT| =a IT| = 3a

N namerocifd};ﬁ:agonos _ %ﬁ N = on N =2n

Cuadro 3.1: Constantes que definen la orientacién y geometria del nanotubo

Ahora vamos a estudiar la primera zona de Brillouin, definimos los vectores de
la red reciproca a lo largo del eje del nanotubo (K,) y a lo largo del didmetro de
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la circunferencia (K.):

[? = l(7”Lg1 — mgg)
a N
{ ) (3.16)

K. = L (~taby + t1bo)

La cantidad de vectores de la red reciproca permitidos vienen dados por 1(0) =
Y(L) = eFNuel = 1.

k= 52pl, 1=0,1,.., Ny — 1 (3.17)
Donde N, es el nimero de celdas unitarias en el nanotubo, el valor méximo de
[ viene dado por la restriccién a la primera zona de Brillouin, un valor mayor
retornaria de nuevo a los primeros valores debido a la periodicidad.

Debido a que la longitud del tubo es mucho mayor que la longitud del vector
traslacién, podemos definir k£ como un pardametro continuo y no discreto:

ke (—%%) (3.18)

De manera similar definimos los vectores en la direccién de la circunferencia

(a):

{w(m = (Ch) = e19p(0) 1O =1 (3.19)

q:%:j‘KJ J=0,1..., Jmazx
Cabe destacar que los vectores ¢ tienen una mayor separacion que los k£ debido a que
mientras los ¢ son inversamente proporcionales al didmetro, los k son inversamente
proporcionales a la longitud del tubo.
El valor de jq, viene determinado por:

Por ultimo ya definimos la expresién general del vector de la red reciproca para
los nanotubos:

—

. K, .
k=k—" 4K, 2
o /T (3.20)
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Figura 3.7: Primera zona de Brillouin para el nanotubo, mientras que en
la direccion paralela al eje podemos considerar una variacién continua de
estados, en la direccion radial no podemos hacer continua la cuantizacién.

Relacién de dispersiéon

Recordemos la relacién de dispersién del capitulo anterior:

\/gakac
2

3ak,
2

) cos (

) + 4cos?(

\/gaky
— )

E*(k) = :I:B\/l + 4 cos (

Expresamos el vector k en funcién del vector quiral y los ntmeros k y j:

27v/3aj(n4+m)Cp+a3k(n3—m?)
2C% (3.21)
V3ak(n+m)Cj,+2mraj(n—m) ’
2C7

ke
ky

Para un (n,m) CNT tendremos N bandas de valencia, y N bandas de conduccién,
cada una de ellas con 2N, estados permitidos.

3.2.2. CNT en sillon

Recordemos que para los CNT en sillén tenemos que (n,m) = (n,n) por lo
tanto el vector de onda es: k = (2mj/v/3)ani, + kii,. Sustituyendo en la relacién
de dispersion:

Esi(j, k) = iﬁ\/l + 4 cos <‘7T7LT> cos (?) + 4 cos? (?) (3.22)
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Conj=0,1.2n—1y ke (—n/T,n/T).

eV
10

-i@o L

Figura 3.8: Bandas de conduccién y de valencia para un CNT (7,7)

Como podemos observar hay un solapamiento entre la banda de conduccion y
la de valencia en k = +27/3a, este comportamiento metélico se da para todos los
CNT (n,n). Todos las bandas tienen una degeneracién de 2n en k = £m/a con el
valor de la constante a primeros vecinos 8 = 3,1eV. Toda las sub-bandas tienen
este comportamiento metalico en j = n.

EE(n, k) = £8]1 — 2cos(ka/2)| (3.23)

Donde podemos hacer el desarrollo en serie y obtener la relacién de dispersion para
electrones sin masa cercanos al punto de Dirac:

b2

Et k) ~ +h
( ) vr 3a

si,lineal

(3.24)

3.2.3. CNT en zigzag

Para el caso de zigzag tenemos (n,m) = (n,0). El vector de onda vendra dado
por:

- 2m/3j —nka

k= U

n 2135 + nka _,
2an v

Uy (3.25)

2an
Y la relacién de dispersion:

E..(j, k) =+8,|1+4cos <@> cos <‘%) + 4 cos? <‘%) (3.26)
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Con j =0,1..2n — 1y k € (—7/v/3a,7/v/3a). La gran diferencia es que el com-
portamiento metélico depende del niimero de atomos en el didmetro del nanotubo,
si n no es un multiplo de 3, no habra solapamiento entre la banda de conduccién
y la banda de valencia.

eV eV
10 - 10 -

o
T

&l

(a) n="7 (b)n=6

Figura 3.9: Bandas de conduccién y de valencia para:(a) CNT (7,0) y (b)
(6,0), solamente el caso que es miiltiplo de 3 tiene solapamiento



Conclusiones

El objetivo de este TFG ha sido deducir las propiedades electrénicas del grafeno

para su particularizacién a los nanotubos y nanocintas de grafeno. Dicho objetivo
ha sido conseguido, aplicando conocimientos al nivel de grado, pudiendo deducir
dichas propiedades para el caso general y en el limite a bajas energias.
Para lograr esta descripcién se ha comenzado, introduciendo de manera sencilla,
los formalismos matematicos necesarios para la descripcion de redes cristalinas
unidimensionales, comenzando con el modelo de Kronig-Penney, y luego introdu-
ciendo el método de ligaduras fuertes, el cual es el que hemos usado en los capitulos
siguientes.

Posteriormente, extendiendo este método a dimensiéon 2, hemos descrito la red
hexagonal del grafeno, partiendo de la periodicidad de la red, y las condiciones
de contorno ciclicas, hemos calculado la cantidad de estados accesibles para los
electrones en la red. A partir del método de ligaduras fuertes hemos calculado las
bandas de energia para cualquiera que sea la direcciéon de propagacion.

Concluiamos el segundo capitulo con la aproximacion continua en los puntos de Di-
rac, donde desaparece el intervalo de energias prohibidas entre bandas, y podiamos
deducir una relacion de dispersion relativista para electrones sin masa.

En el capitulo final, a partir de los resultados del capitulo previo, deduciamos
las relaciones de dispersion de distintos sistemas derivados del grafeno. Para todos
ellos obtenfamos una discretizacién de las bandas de energia en la direcciéon de
propagacion donde el sistema tenia unas dimensiones menores, el didmetro para
los nanotubos y el lado més pequeiio para las nanocintas.

En conclusion, aplicando conocimientos a nivel de grado, es posible hacer una
buena descripcién del grafeno y sus derivados.
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