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Introducción

En la teoría elemental de funciones de variable compleja, cubierta en la
asignatura obligatoria �Variable Compleja� del tercer curso del Grado en Ma-
temáticas de la Universidad de Valladolid, se presenta un teorema de gran
importancia, el de la aplicación abierta, que a�rma que toda función no
constante y holomorfa en un abierto conexo del plano complejo es abierta, es
decir, transforma abiertos en abiertos. El objetivo fundamental de este tra-
bajo es presentar diversas profundizaciones en la información proporcionada
por este resultado, cuyos contenidos no forman parte habitualmente de la
teoría básica desarrollada en las asignaturas introductorias de esta materia.

Cabe mencionar que el orden en que se desarrollarán los distintos resul-
tados no obedece en modo alguno a razones cronológicas, sino más bien al
objetivo de una mayor economía en el espacio y tiempo necesarios para su
presentación. Así, aunque el primer resultado que presentaremos será el teo-
rema de Bloch, obtenido por dicho autor en el año 1924, en realidad muchos
de los resultados que aquí obtendremos como consecuencias de éste fueron
en realidad sus predecesores. Sin embargo, la teoría que nos ocupa dio un
giro sorprendente a raíz de que Bloch descubriera su teorema, y en las pre-
sentaciones modernas de estos resultados es habitual tomarlo como punto de
partida.

Dicho teorema aporta información acerca del radio mínimo de un disco
contenido en la imagen de una función holomorfa en un abierto que contiene
al disco cerrado unidad; más precisamente:

Si f es una función holomorfa en un abierto que contiene a la bola B(0, 1)
y f ′(0) = 1, entonces el dominio f

(
B(0, 1)

)
contiene una bola de radio 3/2−√

2 > 1/12.

Lo interesante de este teorema es que se hace una a�rmación universal
sobre el tamaño de los dominios imagen para toda una familia de funciones.
La única hipótesis que impone el teorema de Bloch es que f ′(0) sea 1, lo que
garantiza que f no es constante y por lo tanto f

(
B(0, 1)

)
es abierto. Obsér-
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vese que, de cara a la obtención de un resultado de esta índole, es natural
normalizar el valor de la derivada en 0, como pone de mani�esto el siguiente
ejemplo: para la familia de funciones fn(z) = z/n, con n natural, se tiene
que f ′

n(0) = 1/n y fn(B(0, 1)) = B(0, 1/n), de modo que el conjunto imagen
se hace cada vez �más pequeño� a medida que aumenta n. Si bien A. Bloch
probó este resultado, posteriormente G. Valiron y E. Landau simpli�caron
considerablemente la demostración. Aún así, la prueba dada en este trabajo
es más natural que la dada por Landau y fue escrita en 1971 por T. Ester-
mann, quien además obtuvo el valor comentado del radio, 3/2−

√
2 > 1/12,

que es mejor que el dado inicialmente por Landau, 1/16. Como se verá, esta
demostración proporciona un centro para la bola de radio a�rmado, pero di-
cho centro depende de la función f concreta que se considere. Si se de�nen
las funciones gn(z) = (expnz −1)/n, para cada natural n, es obvio que gn
omite el valor −1/n, de modo que el punto gn(0) no es en general el centro
de esa bola.

En 1929, Landau obtiene una versión mejorada del teorema de Bloch
introduciendo en la demostración la función auxiliar |f ′(z)|(1 − |z|2), por
medio de la cual consigue mejorar el valor del radio, a�rmando que f(B(0, 1))
contiene una bola de radio 3

√
2/2− 2 >

√
2/12.

Una versión más sutil del teorema de Bloch es el teorema de Ahlfors:

Si f ∈ H(B(0, 1)) y N = máx|z|≤1 |f ′(z)|(1−|z|2) > 0, entonces f(B(0, 1))
contiene una bola simple (es decir, imagen de un dominio en el que f es in-

yectiva) de radio
√
3
4
N .

Este teorema hace que el teorema de Bloch parezca débil. Ahora no sólo
tenemos bolas simples en lugar de bolas, sino que además, si se admite que
f ′(0) = 1, se deduce que el conjunto imagen contiene una bola de radio√
3/4 ≃ 0,433, más que el triple de la cota antigua 3

√
2/2− 2 ≃ 0,121.

Tanto el teorema de Bloch como el de Ahlfors nos llevan a introducir de
forma natural dos constantes cuyos valores son desconocidos a día de hoy. Si
se considera la familia

F =
{
f ∈ H(B(0, 1)) / f ′(0) = 1

}
,

para cada función f ∈ F se pueden introducir los valores

λ(f) = sup {r > 0 : f(B(0, 1)) contiene una bola de radio r}

y

β(f) = sup {r > 0 : f(B(0, 1)) contiene una bola simple de radio r} ,
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y de�nir entonces la constante de Landau como

L = ı́nf {λ(f) : f ∈ F} ,

y la constante de Bloch como

B = ı́nf {β(f) : f ∈ F} .

Se indicará para concluir el primer capítulo la información de la que se dis-
pone actualmente acerca de sus valores respectivos.

En el segundo capítulo estudiaremos diversos resultados relativos al rango
de las funciones enteras. Sabemos, por el Teorema Fundamental del Álgebra,
que los polinomios no constantes asumen todos los números complejos como
valor. A diferencia de esto, las funciones enteras no constantes pueden omitir
valores, como muestra la función exponencial, que nunca se anula. Surge la
pregunta de qué tipo de conjuntos pueden ser excluidos del rango de una
función entra no constante. Alguna información al respecto se ha obtenido
en la teoría elemental de funciones de variable compleja: como consecuencia
del teorema de Casorati-Weierstrass, podemos a�rmar que si f es una función
entera trascendente, es decir, con una singularidad esencial en el punto del
in�nito, entonces f(C) es denso en C. Pues bien, en el segundo capítulo vamos
a probar el siguiente aserto:

Toda función entera no constante omite a lo sumo un valor complejo.

Este asombroso resultado se conoce como el Teorema Pequeño de Picard.
La demostración que presentamos, muy diferente de la original de E. Picard
en 1879 (que se basa en la construcción de la denominada función elíptica
modular), se ayuda tanto del teorema de Bloch como del siguiente teorema:

Sea Ω ⊂ C una región simplemente conexa y sea f una función holomorfa
en Ω que omite los valores 0 y 1. Entonces existe g ∈ H(Ω) tal que f(z) =[
1 + cosπ(cos πg(z))

]
/2 .

En 1896, E. Borel fue capaz de obtener una demostración elemental del
Teorema Pequeño de Picard; más tarde, Landau lo consiguió utilizando la
expresión f = − exp[πi cosh(2g)] para una función f en las condiciones del
teorema previo. La presentación del coseno reiterado, más sencilla y natu-
ral, fue dada en 1957 por Konig. Terminaremos este capítulo con algunas
consecuencias sorprendentes de este resultado.

En el tercer capítulo comenzaremos obteniendo el teorema de Schottky,
que data de 1904 y nos permitirá dar una cota uniforme en cada compacto de
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B(0, 1) para la familia de las funciones holomorfas en un abierto que contiene
a B(0, 1) y tales que omiten los valores 0 y 1. Este teorema permite a Landau
obtener una versión mejorada del Teorema Pequeño de Picard:

Existe una función positiva R(a), de�nida en C \ {0, 1}, para la cual no
existe ninguna función f ∈ H

(
B(0, R(a))

)
con f(0) = a y f ′(0) = 1 de

manera que f omita los valores 0 y 1.

A pesar de que no es la prueba que proporcionamos en este trabajo, cabe
destacar que este teorema puede probarse fácilmente gracias al empleo de la
función modular, en términos de la cual puede darse una expresión explícita
de la función R(a). Con la ayuda del teorema de Schottky, presentaremos a
continuación versiones mejoradas de los teoremas clásicos de Montel y Vitali,
fundamentales en el estudio del espacio de las funciones holomorfas en un
abierto con la topología compacta abierta.

Para culminar este trabajo, presentaremos el Teorema Grande de Picard:

Si f es una función holomorfa con una singularidad esencial en el punto
z0 ∈ C, entonces f toma in�nitas veces cada valor complejo en cualquier
entorno de z0, con a lo sumo una excepción.

Para la comodidad del lector, se ha añadido en un apéndice una lista de
los resultados de la teoría elemental de funciones de variable compleja a los
que se ha hecho referencia en el desarrollo de la memoria.

6



Notación y terminología

Antes de presentar los resultados que vamos a estudiar, creemos con-
veniente recopilar las notaciones y terminología que se utilizarán de forma
frecuente a lo largo del trabajo.

Decimos que Ω ⊂ C es un dominio si se trata de un conjunto abierto y
conexo.
Denotamos por ∂Ω al conjunto frontera de Ω.
Para cada abierto Ω ⊆ C se denota por H (Ω) al conjunto de todas las
funciones holomorfas en Ω.
Si F ⊂ C no es abierto, decimos que f ∈ H(F ) si f es holomorfa en un
abierto V de manera que F ⊂ V .
Sea a ∈ C y r ∈ R con r > 0. Entonces los conjuntos

B(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r} y B(a, r) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r}

denotan, respectivamente, las bolas abierta y cerrada de centro a y radio r.
Denotamos a la bola punteada de centro a y radio r como

B∗(a, r) = B(a, r) \ {a}.

Se denomina esfera de centro a y radio r al conjunto

S(a, r) = {z ∈ C : |z − a| = r}.

En particular, se denota por S1 a la esfera de centro 0 y radio 1.
Dada una función f acotada en Ω ⊂ C, la norma del superior de f en Ω se
de�ne como ∥f∥Ω = sup{|f(z)| : z ∈ Ω}.
Se de�ne la distancia entre dos conjuntos A y B como

dist(A,B) = ı́nf{dist(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

Si A = {a} es un conjunto unipuntual, la distancia entre A y B se denota
también dist(a,B) y se denomina distancia de a a B.
Se denota por N al conjunto {1, 2, 3 . . .} y por N0 al conjunto N ∪ {0} =
{0, 1, 2 . . .}.
Sea Ω un conjunto. La aplicación identidad en Ω se denota por IdΩ.
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Capítulo 1

Teoremas de Bloch y Ahlfors

En este capítulo se presentarán diversos resultados relativos al tamaño
mínimo de un disco contenido en la imagen de una función holomorfa en un
abierto que contiene al disco cerrado unidad.

1.1. Teorema de Bloch

El teorema de Bloch a�rma lo siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema de Bloch). Sea f ∈ H
(
B(0, 1)

)
tal que f ′(0) = 1,

entonces f (B (0, 1)) contiene una bola de radio
3

2
−
√
2 >

1

12
.

Antes de pasar a su demostración, veamos algunos resultados previos.
Sea Ω un dominio de C y f ∈ H(Ω) una función no constante, el Teorema
de la Aplicación Abierta A.1 nos garantiza que f(Ω) también es un dominio.
Con vistas a la profundización en el conocimiento de f(Ω), proporcionamos
el siguiente resultado, válido en un contexto más general.

Lema 1.2. Sea Ω un conjunto acotado, f : Ω −→ C una aplicación continua
cuya restricción a Ω es abierta. Fijemos un punto a ∈ Ω de tal manera que

s := mı́n
z∈∂Ω

|f(z)− f(a)| > 0.

Entonces f(Ω) contiene a la bola de centro f(a) y radio s.

Demostración:
El conjunto ∂f(Ω) es un conjunto compacto, luego existe un punto ω∗ ∈
∂f(Ω) tal que dist (∂f(Ω), f(a)) = |ω∗ − f(a)|. Como ω∗ ∈ ∂f(Ω), se tiene
que ω∗ ∈ f(Ω), luego existe una sucesión de elementos de f(Ω) que converge
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a ω∗. Una sucesión de elementos de f(Ω) es de la forma {f(zn)}∞n=1, siendo
{zn}∞n=1 una sucesión de Ω. Ahora bien, como Ω es compacto, la sucesión
{zn}∞n=1 admite una subsucesión convergente (por comodidad la denotamos
de nuevo {zn}∞n=1), entonces ĺımn→∞ zn = z∗ ∈ Ω. Debido a que f es una
aplicación continua y a la unicidad del límite tenemos que f(z∗) = ω∗. Por
hipótesis sabemos que f

∣∣
Ω
es abierta, luego z∗ /∈ Ω, es decir, z∗ ∈ ∂Ω. Por

tanto,
|f(z∗)− f(a)| = |ω∗ − f(a)| ≥ s,

o lo que es lo mismo, B(f(a), s) ⊂ f(Ω). �

Si esto mismo lo aplicamos a funciones holomorfas podemos obtener una
buena estimación para el valor de s. En el siguiente lema se impone una
condición que limita el crecimiento de |f |.

Lema 1.3. Sea f : B(a, r) −→ C una función holomorfa no constante que
satisface la desigualdad

∥f ′∥B(a,r) ≤ 2|f ′(a)|. (1.1)

Entonces B(f(a), R) ⊂ f (B(a, r)) donde R = (3− 2
√
2) · r · |f ′(a)|.

Demostración:
Supongamos sin pérdida de generalidad que a = f(a) = 0. En caso de que
no sea así se sigue el razonamiento con la función f1(z) = f(z + a) − f(a).
Para cada z ∈ B(0, r), sea

A(z) = f(z)− f ′(0)z =

∫ z

0

f ′(x)dx− f ′(0) ·
∫ z

0

1dx =

∫ z

0

[
f ′(x)− f ′(0)

]
dx.

Tomando módulos en la igualdad anterior se obtiene que

|A(z)| =
∣∣∣∣ ∫ z

0

[
f ′(x)− f ′(0)

]
dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

[
f ′(zt)− f ′(0)

]
zdt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

|f ′(zt)− f ′(0)| · |z|dt.

La función f ′ es holomorfa por serlo f , luego la fórmula integral de Cau-
chy A.4 nos permite asegurar que para cada elemento z0 ∈ B(0, r) se veri�ca
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que

f ′(z0)− f ′(0) =
1

2πi

∫
∂B(0,r)

f ′(z)

z − z0
dz − 1

2πi

∫
∂B(0,r)

f ′(z)

z
dz

=
1

2πi

∫
∂B(0,r)

zf ′(z)− (z − z0)f
′(z)

z(z − z0)
dz

=
1

2πi

∫
∂B(0,r)

z0f
′(z)

z(z − z0)
dz =

z0
2πi

∫
∂B(0,r)

f ′(z)

z(z − z0)
dz.

Se sigue de manera sencilla al tomar de nuevo módulos que∣∣f ′(z0)− f ′(0)
∣∣ = ∣∣∣∣ z02πi

∫
∂B(0,r)

f ′(z)

z(z − z0)
dz

∣∣∣∣ ≤ |z0|
2π

· 2πr máx
z∈∂B(0,r)

∣∣∣∣ f ′(z)

z(z − z0)

∣∣∣∣
≤ |z0|

r − |z0|
∥f ′∥B(0,r).

Por tanto,

|A(z)| ≤
∫ 1

0

∣∣f ′(zt)− f ′(0)
∣∣|z|dt ≤ ∫ 1

0

|zt|
r − |zt|

∥f ′∥B(0,r)|z|dt

= |z|2∥f ′∥B(0,r)

∫ 1

0

t

r − |z|t
.

Ahora bien, la función t 7→ t/(r − |z|t) es una función convexa, como indica
su segunda derivada, luego

|A(z)| ≤ |z|2∥f ′∥B(0,r)

∫ 1

0

t

r − |z|t
≤ |z|2

2 (r − |z|)
∥f ′∥B(0,r).

Sea ρ ∈ (0, r), la desigualdad |f(z) − f ′(0)z| ≥ |f ′(0)|ρ − |f(z)| se veri�ca
para todo z con |z| = ρ. Por tanto, para cada z con |z| = ρ se tiene que

|f(z)| ≥ |f ′(0)|ρ− |f(z)− f ′(0)z| = |f ′(0)|ρ− |A(z)|

≥ |f ′(0)|ρ− |z|2

2 (r − |z|)
∥f ′∥B(0,r) = |f ′(0)|ρ− ρ2

2(r − ρ)
∥f ′∥B(0,r)

≥ |f ′(0)|ρ− ρ2

2(r − ρ)
2|f ′(0)| = |f ′(0)|

(
ρ− ρ2

r − ρ

)
,

utilizando en la última desigualdad la hipótesis (1.1).
La función ρ−ρ2/(r−ρ) toma su valor máximo (3− 2

√
2)r en el punto ρ∗ =(

1−
√
2/2
)
r ∈ (0, r). Sabemos por tanto que |f(z)| ≥ (3−2

√
2)r|f ′(0)| = R

para todo z con |z| = ρ∗. Si en el lema 1.2 hacemos Ω = B(0, ρ∗) tenemos
que B(0, R) ⊂ f(Ω) ⊂ f (B (0, 1)). �
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Lema 1.4. Sea f ∈ H
(
B(0, 1)

)
una función con f(0) = 0 y f ′(0) = 1.

Entonces B(0, r) ⊂ f (B(0, 1)) siendo r = 1/(6 · ∥f∥V ) y V un abierto que
contiene a la bola B(0, 1).

Demostración:
Basta probar, para z con |z| = ρ ∈ (0, 1] adecuado, que |f(z)| ≥ r, pues
aplicando de nuevo el lema 1.2 tendríamos que B(0, r) ⊂ f (B (0, 1)).
La función f es una función holomorfa en un abierto V que contiene a B(0, 1),
luego

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, donde an =

1

2πi

∫
∂B(0,1)

f(z)

zn+1
dz.

Por hipótesis sabemos que f(0) = 0 y f ′(0) = 1, luego a0 = 0 y a1 = 1. Por
tanto,

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + . . .

Además, |an| ≤ ∥f∥V para todo n ∈ N0. Si z ∈ B(0, 1) con |z| = 1/(4∥f∥∞),
se tiene que

|f(z)| = |z + a2z
2 + . . . | ≥ |z| −

∞∑
n=2

|anzn| ≥
1

4∥f∥V
−

∞∑
n=2

∥f∥V
(

1

4∥f∥V

)n

=
1

4∥f∥V
− 1

16∥f∥V − 4
≥ 1

4∥f∥V
− 1

16∥f∥V − 4∥f∥V

=
1

4∥f∥V
− 1

12∥f∥V
=

1

6∥f∥V
,

con lo que se concluye. �

Para cada función f ∈ H(B(0, 1)), consideramos la función |f ′(z)|(1−|z|),
la cual es continua en B(0, 1). Supongamos que toma su máximo M en el
punto p ∈ B(0, 1). Podemos generalizar el Teorema de Bloch como sigue:

Teorema 1.5. Sea f ∈ H(B(0, 1)) una función no constante. Entonces
f(B(0, 1)) contiene una bola de centro f(p) y radio (3/2−

√
2)M ≥ |f ′(0)|/12.

Demostración:
La función |f ′(z)|(1− |z|) es una función continua de�nida en un compacto
por tanto, alcanza su máximo M = |f ′(p)|(1− |p|) en un punto p ∈ B(0, 1).
De�niendo t = (1 − |p|)/2 ∈ (0, 1/2], podemos decir que M = 2t|f ′(p)|.
También es claro que B(p, t) ⊂ B(0, 1), pues |p|+ t < |p|+ 2t = 1.
Si z ∈ B(p, t), se tiene que |z| < t+ |p| = (1 + |p|) /2, luego

1− |z| > 1−
[
1

2
+

1

2
|p|
]
=

1

2
(1− |p|) = t y

t

1− |z|
< 1.
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Con todo lo anterior, se puede asegurar para cada z ∈ B(p, t) lo siguiente:

|f ′(z)|(1− |z|) ≤ M = 2t|f ′(p)|,

luego

|f ′(z)| ≤ 2t

1− |z|
|f ′(p)| < 2|f ′(p)|. (1.2)

Mediante la aplicación del lema 1.3, se tiene que la bola con centro f(p)
y radio (3 − 2

√
2)t|f ′(p)| =

(
3/2 −

√
2
)
M está contenida en f

(
B(p, t)

)
⊂

f
(
B(0, 1)

)
. �

Corolario 1.6. Sea f una función holomorfa en Ω ⊂ C y sea z0 ∈ Ω tal
que f ′(z0) ̸= 0. Entonces f(Ω) contiene bolas de radios 1

12
· s · |f ′(z0)|, siendo

0 < s < d(z0, ∂Ω).

Demostración:
Tomamos sin pérdida de generalidad z0 = 0. Si 0 < s < d(0, ∂Ω), es claro
que B(0, s) ⊂ Ω. Sea

g(z) =
f(sz)

sf ′(0)
.

Por como está de�nida g, sabemos que se trata de una función holomorfa en
la bola unidad puesto que f lo es en la bola B(0, s). Derivando,

g′(z) =
sf ′(sz)sf ′(0)− [f(sz)− f(0)] 0

s2 [f ′(0)]2
=

f ′(sz)

f ′(0)
=⇒ g′(0) = 1.

Por tanto g veri�ca las hipótesis del Teorema de Bloch 1.1, lo cual nos permite
asegurar que g(B(0, 1)) contiene una bola de radio 1/12. Basta expresar este
hecho en términos de la función f para obtener el resultado. �

1.2. Versión mejorada del Teorema de Bloch

Sea f ∈ H
(
B(0, 1)

)
una función no constante. La esperanza de que

f(B(0, 1)) contenga bolas más grandes a medida que aumenta el valor |f ′(0)|
nos conduce a un problema extremal:

Encontrar una función F ∈ H
(
B(0, 1)

)
de manera que F (B(0, 1)) =

f(B(0, 1)) y F tenga la mayor derivada posible en el punto 0.

Antes de continuar con este problema, estudiemos la forma que tienen los
automor�smos de la bola unidad.
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Fijamos un punto a ∈ B(0, 1) y de�nimos la fuunción

φa(z) =
z − a

1− az
=

z − a

−az + 1
.

Es sencillo comprobar que φa es una biyección de la bola unidad cuya inversa
es φ−a. Sabiendo esto, probemos el siguiente resultado:

Teorema 1.7. Sea f : B(0, 1) −→ B(0, 1) una función holomorfa, entonces
para cada a ∈ B(0, 1) y para cada z ∈ B(0, 1) se veri�can:

i)

∣∣∣∣ f(z)− f(a)

1− f(a)f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ z − a

1− az

∣∣∣∣.
ii) |f ′(a)| ≤ 1− |f(a)|2

1− |a|2
.

Además, si se da la igualdad en i) para algún z ̸= a, o se da la igualdad en
ii), entonces existe un número complejo λ con |λ| = 1 de manera que f es
una composición φ−b ◦ λφa = φ−1

b ◦ λφa, siendo b = f(a). Esto es, para cada
z con |z| < 1 se tiene que

f(z) =
λφa(z) + b

1 + bλφa

.

Demostración:
Sea a ∈ B(0, 1) y sea b = f(a). Vamos a aplicar el lema de Schwarz A.6 a
la función g = φb ◦ f ◦ φ−a. Como f(B(0, 1)) = B(0, 1) se tiene también que
g(B(0, 1)) = B(0, 1). Además,

g(0) = φb(f(φ−a(0))) = φb(f(a)) = φb(b) = 0.

Por el lema de Schwarz, |g(ω)| ≤ |ω| para |ω| < 1, y reemplazando ω por
φa(z) y teniendo en cuenta que g(φa(z)) = φb(f(z)), obtenemos i). También
por el lema A.6 tenemos que |g′(0)| ≤ 1, pero

g′(0) = φ′
b(f(φ−a(0)))f

′(φ−a(0))φ
′
−a(0)

= φ′
b(f(a))f

′(a)(1− |a|2) = 1

1− |f(a)|2
f ′(a)(1− |a|2).

Por tanto la condición |g′(0)| ≤ 1 implica ii). �

Teorema 1.8. Supongamos que f ∈ H(B(0, 1) es una biyección de la bola
unidad en la bola unidad, entonces f = λφa para cierto λ ∈ C con |λ| = 1 y
a ∈ B(0, 1).

13



Demostración:
Sea a ∈ B(0, 1) tal que f(a) = 0 y sea g = f−1, por tanto g(0) = a. Como
g(f(z)) = z, tenemos al derivar que g′(f(z))f ′(z) = 1, en particular en z = a,
g′(f(a))f ′(a) = g′(0)f ′(a) = 1. Se sigue del segundo apartado del teorema
anterior que |g′(0)| ≤ 1− |a|2 y |f ′(a)| ≤ 1/(1− |a|2). Por tanto

1 = |g′(0)||f ′(a)| ≤ 1− |a|2

1− |a|2
= 1.

Necesariamente entonces |f ′(a)| = 1/(1 − |a|2) (y |g′(0)| = 1 − |a|2). Co-
mo consecuencia del teorema 1.7, f(z) = φ−1

b (λφa(z)) = φ−b(λφa(z)) con
b = f(a) = 0, luego φb = IdB(0,1). Por consiguiente, f = λφa. �

Para hacer preciso el problema extremal anterior consideramos, para una
f ∈ H(B(0, 1)) dada, la familia

F = {h = f ◦ j : j ∈ AutB(0, 1)}.

Como j ∈ AutB(0, 1), por lo visto hace un momento sabemos que tiene la
forma

j(z) = λφa(z) = λ
z − a

−az + 1
,

con |λ| = 1, es decir, λ ∈ S1 y a ∈ B(0, 1). Otra forma de escribir estos
automor�smos es

j(z) =
εz − ω

ωεz − 1
, (1.3)

tomando λ = −ε ∈ S1 y a = ω/ε ∈ B(0, 1).
Debido a que j ∈ H

(
B(0, 1)

)
y j′(0) = ε(|ω|2 − 1), es fácil ver que

h ∈ H
(
B(0, 1)

)
, h (B(0, 1)) = f (B(0, 1)) , (1.4)

y

|h′(0)| = |f ′(j(0)) · j′(0)| = |f ′(ω)| · (1− |ω|2) para cada h = f ◦ j ∈ F .

Como f ′ ∈ H
(
B(0, 1)

)
, la función |f ′(z)| · (1− |z|2) es una función continua

de�nida en el compacto B(0, 1) que alcanza su valor máximo N en un punto
q ∈ B(0, 1). Por tanto, una solución del problema extremal es:

F (z) = f

(
z − q

qz − 1

)
∈ H

(
B(0, 1)

)
, donde F (0) = f(q) (1.5)
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y
|F ′(0)| = máx

|z|≤1
|f ′(z)| ·

(
1− |z|2

)
.

Veamos a continuación una estimación crucial para la derivada de F :
Como F veri�ca las propiedades de un grupo y cada j ∈ Aut (B(0, 1)) está
de�nido como en (1.3), la desigualdad N ≥ | (F ◦ j)′ (0)| = |F ′(ω)|·(1− |ω|2)
se veri�ca para todo ω ∈ B(0, 1), luego

|F ′(ω)| ≤ N

1− |ω|2
para cada ω ∈ B(0, 1).

En particular,

máx
|ω|≤r

|F ′(ω)| ≤ N

1− r2
para 0 < r < 1. (1.6)

Teniendo en cuenta todo lo anterior y con ayuda de la función auxiliar
|f ′(z)|(1− |z|2), Landau consiguió mejorar el radio del teorema 1.5.

Teorema 1.9 (Teorema de Landau). Sea f ∈ H
(
B(0, 1)

)
. Supongamos que

|f ′(z)| · (1− |z|2) toma su valor máximo N en el punto q ∈ B(0, 1), entonces
f (B (0, 1)) contiene una bola de radio

(
3
2

√
2− 2

)
N y centro f(q).

Además si f ′(0) = 1, entonces f (B (0, 1)) contiene una bola de radio 3
2

√
2−

2 > 1
12

√
2.

Demostración:
Elegimos F como en (1.5). Sabemos por hipótesis que |F ′(0)| = N y, por
(1.6), que |F ′(z)| ≤ N/(1 − |z|2), luego |F ′(z)| ≤ 2|F ′0)| para todo z con
|z| ≤

√
2
2
.

Hemos elegido F de manera que F (B(0, 1)) = f(B(0, 1)), por tanto el le-
ma 1.3 nos permite garantizar que f(B(0, 1)) contiene una bola de centro
f(q) = F (0) y radio

(
3
2

√
2− 2

)
N .

Si f ′(0) = 1 se tiene que N ≥ 1 y por consiguiente, f(B(0, 1)) contiene una
bola de radio

(
3
2

√
2− 2

)
. �

1.3. Teorema de Ahlfors

Una versión más re�nada del teorema previo es el Teorema de Alhfors,
que veremos a continuación de algunos resultados previos.
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De�nición 1.10. Sea f : Ω −→ C una función holomorfa, un conjunto
B ⊂ f(Ω) es una bola simple si existe un conjunto Ω∗ ⊂ Ω tal que f lleva Ω∗

en B de forma biyectiva. En esta situación tenemos que f |Ω∗ : Ω∗ −→ B es
una aplicación biholomorfa, es decir, holomorfa y con inversa holomorfa.

Lema 1.11. Sea Ω ∈ C un conjunto convexo y sea f ∈ H (Ω). Supongamos
que ℜ

(
f ′(z)

)
> 0 para todo z ∈ Ω, entonces f lleva Ω en f(Ω) de forma

biholomorfa.

Demostración:
Sean u, v ∈ Ω y γ el segmento que une estos puntos, es decir

γ(t) = (1− t)u+ tv

con 0 ≤ t ≤ 1. Como Ω es convexo, γ está contenido en Ω. Por tanto,

f(v)− f(u) =

∫
γ(t)

f ′(t)dt

= (v − u)

[∫ 1

0

ℜf ′(γ(t))dt+ i

∫ 1

0

ℑf ′(γ(t))dt

]
̸= 0

si u ̸= v, puesto que por hipótesis Ref ′(z) > 0 para todo z ∈ Ω. Por
consiguiente, f(u) ̸= f(v), luego f |Ω es una biyección de Ω en f(Ω). �

Lema 1.12. Para p(ω) :=
√
3(1−ω)
3−ω

y q(ω) := 9
4
ω
(
1− 1

3
ω
)2

se veri�can las
siguientes a�rmaciones:

a) p(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1).

Demostración:
Sea a ∈ B(0, 1), hemos de�nido ya

φa(z) =
z − a

1− az

como una biyección de la bola unidad en la bola unidad. Pues bien,

p(ω) = φ1/
√
3

(
ω√
3

)
,

luego p es una biyección de la bola B(0,
√
3) en la bola B(0, 1), es decir,

p(B(0,
√
3)) = B(0, 1). Como B(0, 1) ⊂ B(0,

√
3), podemos a�rmar que

p(B(0, 1)) ⊂ p(B(0,
√
3)) = B(0, 1).
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b) p transforma el intervalo [0, 1] en el intervalo [0, 1/
√
3].

Demostración:
Sustituyendo en la ecuación que de�ne p se tiene que p(0) = 1/

√
3 y

p(1) = 0. Veamos qué pasa con los puntos intermedios:

p′(ω) =
−2

√
3

(3− ω)2
,

luego la función p restringida a los números reales es una función de-
creciente. Por consiguiente, p transforma [0, 1] en [0, 1/

√
3].

c) q(p−1(z)) =
(
1−

√
3z
) / (

1− z√
3

)3
.

Demostración:
La inversa de la función p es

p−1(z) =
3z −

√
3

z −
√
3
.

Al aplicar q tenemos que

q(p−1(z)) = q

(
3z −

√
3

z −
√
3

)
=

9

4
· 3z −

√
3

z −
√
3

·

(
1− 1

3
· 3z −

√
3

z −
√
3

)2

=
9

4
· 3z −

√
3

z −
√
3

·

(
−2

√
3

3(z −
√
3)

)2

=
3z −

√
3

(z −
√
3)3

=
1−

√
3z(

1− z√
3

)3 .
d) |q(ω)|(1− |p(ω)|2) = 1 para todo ω ∈ ∂B(0, 1).

Demostración: Se tiene que

|q(ω)| = 9

4
· 1 · |1− 1

3
ω|2 = 9

4
· |3− ω|2

9
=

|3− ω|2

4
,

|p(ω)|2 =
∣∣∣∣√3(1− ω)

(3− ω)

∣∣∣∣2 = 3|1− ω|2

|3− ω|2
y

1− |p(ω)|2 = 1− 3|1− ω|2

|3− ω|2
=

|3− ω|2 − 3|1− ω|2

|3− ω|2
.
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Por tanto,

|q(ω)|(1− |p(ω)|2) = |3− ω|2

4
· |3− ω|2 − 3|1− ω|2

|3− ω|2

=
|3− ω|2

4
· 9 + |ω|2 − 6ℜ(ω)− 3− 3|ω|2 + 6ℜ(ω)

|3− ω|2

=
|3− ω|2

4
· 4

|3− ω|2
= 1.

�
Lema 1.13. Sea g una función holomorfa en B(0, 1) con g(0) = 1 y |g(z)| ≤

1

1− |z|2
. Entonces g′(0) = 0.

Demostración:
Razonemos por reducción al absurdo suponiendo que g′(0) ̸= 0 y veamos
que se llega a contradicción. Por ser g ∈ H

(
B(0, 1)

)
tenemos que para todo

z ∈ B(0, 1),

g(z) =
∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
zn.

Por hipótesis g(0) = 1, luego

g(z) = 1 + g′(0)z + z2
∞∑
n=2

g(n)(0)

n!
zn−2.

Haciendo

φ(z) =
∞∑
n=2

g(n)(0)

n!
zn−2,

se tiene que
g(z) = 1 + g′(0)z + φ(z)z2.

Ahora bien, φ(z) ∈ H
(
B(0, 1)

)
, por tanto existe una constante M > 0 tal

que |φ(z)| ≤ M si |z| ≤ 1/2; supongamos sin pérdida de generalidad que
M > |g′(0)|.
Sea z tal que |z| < |g′(0)|/2M < 1/2, y arg z = − arg g′(0), así arg

(
g′(0)z

)
=

0. Se tiene que

|g(z)| = |1 + g′(0)z + φ(z)z2| ≥
∣∣1 + |g′(0)||z| − |z|2|φ(z)|

∣∣
= 1 + |g′(0)||z| − |z|2|φ(z)| ≥ 1 + |g′(0)||z| − |z|2M

≥ 1 + |g′(0)||z| − |z| |g
′(0)|
2M

M = 1 + |g′(0)||z| − 1

2
|g′(0)||z|

= 1 +
1

2
|g′(0)||z|.
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Entonces

1 +
1

2
|g′(0)||z| ≤ |g(z)| ≤ 1

1− |z|2
,

luego

|z|
(
|g′(0)|

2
|z|+ |z| − |g′(0)|

2

)
≥ 0,

lo cual es imposible si se toma |z| su�cientemente pequeño. �

Lema 1.14. Si f ∈ H
(
B(0, 1)

)
, f ′(0) = 1 y |f ′(z)| ≤ 1

1− |z|2
, entonces

f ′′(0) = 0.

Demostración:
Basta aplicar el lema anterior a la función f ′. �

Lema 1.15. Sea F ∈ H (B(0, 1)) tal que |F ′(z)| ≤ 1/(1− |z|2) y F ′(0) = 1.
Entonces

ℜ
(
F ′(z)

)
≥ 1−

√
3|z|(

1− |z|√
3

)3 , para todo z con |z| ≤ 1√
3
. (1.7)

Demostración:
Basta razonar con N = 1. Consideramos la función auxiliar

H(ω) =

(
F ′ (p(ω))

q(ω)
− 1

)
ω

(1− ω)2
.

Hemos visto en el lema 1.12 que p(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), por tanto la función
H es holomorfa en B(0, 1) \ {1}. Ahora bien, por el lema 1.14 sabemos que
F ′′(0) = 0, luego H es holomorfa en 1 ∈ C. Es decir, H ∈ H(B(0, 1)).
Veamos que ω/(1−ω)2 es un número real y negativo para todo ω perteneciente
a la frontera de la bola unidad:
Sea ω ∈ ∂B(0, 1), es decir, ω = eiθ para θ ∈ (0, 2π), entonces

ω

(1− ω)2
=

eiθ

(1− eiθ)2
=

eiθ

[eiθ/2(e−iθ/2 − eiθ/2)]2
=

1

(−2i sin θ
2
)2

=
−1

4 sin2 θ
2

< 0.

Con ésto, podemos a�rmar que

ℜ
(
H(ω)

)
=

ω

(1− ω)2
ℜ
(
F ′ (p(ω))

q(ω)
− 1

)
para cada ω ∈ ∂B(0, 1).
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La desigualdad |F ′(z)|(1 − |z|2) ≤ 1 y el último apartado del lema 1.12
implican que |F ′(p(ω))| ≤ |q(ω)| en ∂B(0, 1). Como ℜ(a− 1) ≤ 0 para todo
a ∈ B(0, 1), se tiene que ℜ

(
H(ω)

)
≥ 0 para todo ω ∈ ∂B(0, 1). Aplicando

el Principio del Módulo Máximo a la función e−H(ω) podemos garantizar que
ℜ
(
H(ω)

)
≥ 0 para cada ω ∈ B(0, 1). Como q(ω) ≥ 0 y ω/(1− ω)2 ≥ 0 para

ω ∈ [0, 1), se puede garantizar también que

ℜ
(
F ′(p(ω))

)
≥ q(ω) para todo ω ∈ [0, 1].

Por las a�rmaciones del lema 1.12, ésto equivale a (1.7) para todo z ∈
[0, 1/

√
3]. �

Teorema 1.16 (Teorema de Ahlfors). Sea f una función holomorfa en
B(0, 1) y sea N = máx|z|≤1 |f ′(z)|(1 − |z|2) > 0. El dominio f(B(0, 1)) con-

tiene bolas simples de radio
√
3
4
N .

Demostración:
Al igual que antes basta razonar con N = 1. Sea q ∈ B(0, 1) el punto en el
que se alcanza N = máx|z|≤1 |f ′(z)|(1− |z|2), y consideramos

F (z) = f

(
z − q

qz − 1

)
.

Hemos visto ya que

|F ′(0)| = |f ′(q)|(1− |q|2) = 1,

luego F ′(0) = η ∈ S1.

• Supongamos primero que η = 1. Por el lema anterior sabemos que

ℜ
(
F ′(z)

)
≥ 1−

√
3|z|(

1− |z|√
3

)3 > 0 en la bola B

(
0,

1√
3

)
.

Como hemos visto en el lema 1.11,

F
∣∣
B(0, 1√

3
)
: B(0,

1√
3
) −→ F

(
B

(
0,

1√
3

))
es una función biholomorfa.
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Para todo ξ = 1√
3
eiφ ∈ ∂B(0, 1√

3
) se veri�ca

|F (ξ)− F (0)| =
∣∣∣∣ ∫ 1√

3

0

F ′(teiφ)dt

∣∣∣∣ ≥ ∫ 1√
3

0

ℜ
(
F ′(teiφ)

)
dt

≥
∫ 1√

3

0

1−
√
3t(

1− t√
3

)3dt
= 3

∫ 1√
3

0

1(
1− t√

3

)2dt− 2

∫ 1√
3

0

1(
1− t√

3

)3dt
=

3
√
3

2
− 5

√
3

4
=

√
3

4
.

Aplicando el lema 1.2 deducimos que F
(
B
(
0, 1√

3

))
contiene a la bola

B
(
F
(
0,

√
3
4

))
. Como F = f ◦ g, siendo g un automor�smo de la bola

unidad, f lleva de forma biholomorfa el dominio Ω = g−1
(
B(0, 1√

3
)
)
⊂

B(0, 1) en un dominio Ω∗ que contiene bolas de radio
√
3/4.

• Para η ∈ S1 arbitrario, trabajamos con η−1F . Entonces f : Ω −→ ηΩ∗

es biholomorfa, y tanto ηΩ∗ como Ω∗ contienen bolas simples de radio√
3/4.

�

Corolario 1.17. Si f es una función no constante y holomorfa en todo C,
entonces f(C) contiene bolas simples arbitrariamente grandes.

Demostración:
La demostración es inmediata aplicando el Teorema de Ahlfors junto con el
corolario 1.6. �

1.4. Constantes de Landau y Bloch

Estos teoremas dieron lugar a la de�nición de las siguientes constantes:

De�nición 1.18. Se considera la familia

F =
{
f ∈ H(B(0, 1)) / f ′(0) = 1

}
.

Para cada función f ∈ F sea

λ(f) = sup {r : f(B(0, 1)) contiene una bola de radio r} ,
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se de�ne la constante de Landau como

L = ı́nf {λ(f) : f ∈ F} .

De�nición 1.19. Para cada función f ∈ F sea

β(f) = sup {r : f(B(0, 1)) contiene una bola simple de radio r} ,

la constante de Bloch es el número B de�nido por

B = ı́nf {β(f) : f ∈ F} .

Observaciones 1.20. Es claro que B ≤ L. Actualmente se desconoce el
valor exacto de estas constantes, pero vamos a indicar a continuación cuáles
son las cotas que se conocen hasta el momento tanto para L como para B.
Hemos visto en los teoremas de Bloch 1.9 y Alhfors 1.16, respectivamente,
que

L ≥ 3

2

√
2− 2 = 0,121320 y B ≥

√
3

4
= 0,433012.

Pues bien, Ahlfors [1] en 1938 probó esa cota inferior para B y también probó
que

0,5 ≤ L.

Posteriormente se probó que estas desigualdades eran estrictas mediante mé-
todos que utilizaban una generalización del Lema de Schwarz. El primer
método fue introducido por Ahlfors y re�nado por Heins [7] en 1962, basán-
dose en técnicas propias de la geometría diferencial, mientras que el segundo
método se originó con Pommerenke [9] en 1970. En 1990, Bonk [3] probó que

√
3

4
+ 10−14 < B

basándose en la desigualdad (1.7). En 1996, Chen y Gauthier [4], tomando
como base el trabajo de Bonk y el teorema 1.7, consiguieron una mejora
adicional para la cota inferior de B probando que

√
3

4
+ 2 · 10−4 ≤ B

. El último resultado demostrado para esta constante data de 1998, cuando
C. Xiong [14] demuestra que

√
3

4
+ 3 · 10−4 ≤ B.
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La cota superior de la constante de Bloch,

B ≤
Γ(1

3
)Γ(11

12
)

(1 +
√
3)

1
2Γ(1

4
)
= 0,4718617 . . . ,

se obtiene mediante la consideración de funciones hipergeométricas adecua-
das en 1937 por Ahlfors y Grunsky (ver [12]), y hoy en día se conjetura que
este valor es el valor real de B. Es de interés el artículo de R. Rettinger [11] de
2008, en el que se presenta un algoritmo teórico para el cálculo de B, aunque
su complejidad no ha permitido avanzar en la resolución de la conjetura.
Para la constante L, después de que Pommerenke probara que 0,5 < L,
Yanagihara [13] demostró en 1995 que

0,5 + 10−335 < L,

basándose principalmente en un lema de Julia A.7. En el año 2004, Chen y
Siba [5] establecieron una mejora para esta cota inferior:

0,5 + 2 · 10−8 < L.

La cota superior para la contante de Landau se obtiene de un ejemplo que
R.M. Robinson menciona en el libro de Ahlfors [1] en 1938, y posteriormente
estudia en 1982 C.Minda [8], y que está basado en el mismo método de
Ahlfors y Grunsky. Este ejemplo establece que

L ≤ Γ(1/3)Γ(5/6)

Γ(1/6)
= 0,5432588 . . . .

Resumiendo
√
3

4
+ 3 · 10−14 ≤ B ≤

Γ(1
3
)Γ(11

12
)

(1 +
√
3)

1
2Γ(1

4
)
= 0,4718617 . . . ,

y

0,5 + 2 · 10−8 < L ≤ Γ(1/3)Γ(5/6)

Γ(1/6)
= 0,5432588 . . . .
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Capítulo 2

Teorema pequeño de Picard

Este segundo capítulo se dedicará a la obtención del célebre Teorema
Pequeño de Picard a partir del teorema de Bloch. Se presentarán también
algunas consecuencias curiosas de este nuevo teorema.

Comenzaremos estableciendo un lema auxiliar.

Lema 2.1. Sea Ω ⊂ C una región simplemente conexa y f ∈ H(Ω) una
función que omite los puntos 1 y −1. Entonces existe F ∈ H(Ω) tal que
f = cosF .

Demostración:
Por hipótesis los puntos 1,−1 /∈ f(Ω), por tanto la función 1 − f 2 no tiene
ceros en Ω. Como Ω es simplemente conexo, dicha función admite una raíz
cuadrada analítica g en Ω. Es decir, existe una función g ∈ H(Ω) no nula tal
que

f 2 + g2 = (f + ig)(f − ig) = 1.

Es obvio que f + ig tampoco tiene ceros en Ω, luego f + ig = eiF para cierta
F ∈ H(Ω). Se sigue que f − ig = 1/(f + ig) = 1/eiF = e−iF . Sumando se
obtiene que

(f + ig) + (f − ig) = 2f = eiF + e−iF ,

y llegamos a que

f =
1

2
(eiF + e−iF ) = cosF.

�

Teorema 2.2. Sea Ω ∈ C una región simplemente conexa y sea f una función
holomorfa en Ω que omite los valores 0 y 1. Entonces existe g ∈ H(Ω) tal
que

f(z) =
1

2

[
1 + cos π(cosπg(z))

]
. (2.1)
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Además si g ∈ H(Ω) es una función para la cual (2.1) se veri�ca, entonces
g(Ω) no contiene ninguna bola de radio 1.

Demostración:

a) En primer lugar, veamos que existe la función g pedida.
Por hipótesis sabemos que f omite los valores 0 y 1 en Ω, luego la
función 2f − 1 omite los valores −1 y 1. Por consiguiente, el lema 2.1
nos permite garantizar que existe F ∈ H(Ω) tal que

2f − 1 = cosπF. (2.2)

Puesto que cos
(
πF (z)

)
∈ {−1, 1} sí, y solo sí, F (z) ∈ Z, es claro que

F , a su vez, debe omitir todos los valores enteros (en particular los
puntos −1 y 1). Aplicando de nuevo el lema anterior existe g ∈ H(Ω)
con F = cos πg, y basta llevar esto a (2.2) para obtener (2.1).

b) Veamos a continuación que g(Ω) no contiene bolas de radio 1.
Consideramos el conjunto

A =
{
m± iπ−1 log(n+

√
n2 − 1),m ∈ Z, n ∈ N \ {0}

}
,

y probemos que A ∩ g(Ω) = ∅.
Sea p ∈ Z, q ∈ N \ {0} y a = p± iπ−1 log(q +

√
q2 − 1) ∈ A; entonces

iπa = iπp∓ log(q +
√

q2 − 1) y

cosπa =
eiπa + e−iπa

2
=

1

2
(−1)p

[
(q +

√
q2 − 1)−1 + (q +

√
q2 − 1)

]
= (−1)pq.

Por tanto,
cos π(cosπa) = cosπ(−1)pq ∈ {−1, 1}

y
1

2

[
1 + cos(π cos(πa))

]
∈ {0, 1}.

Sin embargo, como hemos dicho previamente, sabemos por hipótesis
que los valores 0 y 1 no pertenecen a f(Ω), por tanto el conjunto g(Ω)∩A
ha de ser vacío.
Los puntos de A son los vértices de un retículo donde la anchura de
cada rectángulo es 1, pues las primeras coordenadas de sus puntos son
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enteras. Por otra parte, para todo n ∈ N se tiene que

log(n+ 1 +
√

(n+ 1)2 − 1)− log(n+
√
n2 − 1)=log

1 + 1
n
+
√
1 + 2

n

1 +
√

1− 1
n2

≤ log

(
1 +

1

n
+

√
1 +

2

n

)
≤ log

(
2 +

√
3
)
< π,

y la monotonía de la función logaritmo, log x, nos garantiza que la
altura de cada rectángulo es menor que 1. Por tanto, para cada ω ∈ C
existe a ∈ A tal que |ℜ(a)−ℜ(ω)| ≤ 1/2 y |ℑ(a)−ℑ(ω)| < 1/2, es
decir, |a− ω| < 1. Por tanto, cada bola de radio 1 interseca a A. Pero
g(Ω) ∩ A = ∅, luego g(Ω) no contiene ninguna bola de radio 1.

�

Teorema 2.3 (Teorema pequeño de Picard). Toda función holomorfa no
constante omite a lo sumo un valor complejo.

Este teorema puede enunciarse como sigue:

a) Sea f ∈ H(C) y supongamos que 0, 1 /∈ f(C). Entonces f es constante.

b) Si f es una función entera que omite dos o más valores, es constante.

c) Supongamos que f, g ∈ H(C) y 1 = ef + eg. Entonces f y g son
constantes.

Demostración:
Veamos que los resultados anteriores son equivalentes:

a) ⇒ b) Sean a y b dos números reales distintos. Supongamos que la función f
omite los valores a y b, es decir, f(z) ̸= a y f(z) ̸= b para todo elemento
z ∈ C. Entonces

f(z)− a

b− a
̸= 0 y

f(z)− a

b− a
̸= 1.

Por el apartado a) podemos a�rmar que
f(z)− a

b− a
es constante, luego

f es constante.

b) ⇒ a) El apartado a) es un caso particular de b).
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a) ⇒ c) Supongamos que f, g ∈ H(C) y 1 = ef + eg, es decir, ef = 1 − eg.
Como la función exponencial nunca se anula sabemos que ef ̸= 0 y
ef = 1 − eg ̸= 1 Por el apartado a), existe una constante C tal que
ef = C, es decir, para cada z ∈ C se tiene que

f(z) ∈ {ln |C|+ i argC : argC ∈ ArgC},

donde ArgC denota el conjunto de todos los argumentos de C. En-
tonces, el conjunto f(C) es discreto. Además, como f es una función
continua y C es un conjunto conexo , f(C) también es conexo. Por tanto
f(C) es un conjunto unipuntual, y por consiguiente f es constante.

c) ⇒ a) Sea f ∈ H(C) con f(C) ⊂ C\{0, 1}. Como 0 /∈ f(C) y C es simplemente
conexo, existe h ∈ H(C) de tal manera que f = eh. Tampoco se anula
nunca la función 1 − f , luego existe g ∈ H(C) tal que 1 − f = eg. Se
tiene que eh + eg = 1, y el apartado c) nos garantiza que h y g son
constantes y, por lo tanto, f también lo es.

En conclusión, basta demostrar el apartado a) para obtener el Teorema Pe-
queño de Picard.
Supongamos que f omite los valores 0 y 1. Aplicando el lema 2.2 podemos
asegurar que existe g ∈ H(C) de manera que f(z) = 1

2

[
1 + cos π(cosπg(z))

]
y tal que g(Ω) no contiene bolas de radio 1. Por el corolario 1.6 la función g
es constante, luego f también. �

A continuación obtendremos algunas consecuencias de este teorema. Para
la primera de ellas, recordemos que una función meromorfa en C es una
función holomorfa en C salvo en un conjunto discreto (posiblemente vacío) de
singularidades aisladas, todas ellas polares. Se entiende que tales funciones
mandan cada polo al punto del in�nito, de modo que la función se puede
entender como una función continua de C en Ĉ. Denotamos por M(C) al
conjunto de todas las funciones meromorfas en C.

Teorema 2.4 (Teorema pequeño de Picard para funciones meromorfas).
Cada función h ∈ M(C) que omite tres valores distintos a, b, c ∈ Ĉ es una
función constante.

Demostración:
Si ∞ /∈ h(C), h es una función entera y omite dos valores, luego sabemos que
es constante por el teorema anterior.
En caso contrario, supongamos que a ̸= ∞. Por ser h ∈ M(C), la función
1/(h−a) se prolonga por continuidad en los polos, luego es una función entera
y además omite los valores 1/(b−a) y 1/(c−a). Por tanto, el Teorema Pequeño
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de Picard 2.3 nos garantiza que 1/(h − a) es constante, luego h también lo
es. �

De cara a la segunda aplicación recordamos el concepto de punto �jo.

De�nición 2.5. Sea a ∈ C. Se dice que a es un punto �jo de la función f si
f(a) = a.

Por lo general, las funciones holomorfas f : C −→ C no tienen puntos
�jos. Por ejemplo, la función f(z) = z + ez no tiene ninguno. Sin embargo,
se puede a�rmar la existencia de tales puntos para la iterada segunda de una
función entera, salvo que ésta sea una traslación.

Teorema 2.6 (Teorema del Punto Fijo). Sea f : C −→ C una función
entera. Entonces f ◦ f : C −→ C siempre tiene un punto �jo excepto cuando
f es una traslación.

Demostración:
Supongamos que f ◦ f no tiene puntos �jos y veamos que f ha de ser una
traslación. Si f tuviera un punto �jo z0, f(f(z0)) = f(z0) = z0, lo cual hemos
descartado. Por tanto, tanto f ◦ f como f no tienen puntos �jos. Se sigue
entonces que la función g : C −→ C dada por

g(z) =
f(f(z))− z

f(z)− z
∈ H(C)

es entera y omite los valores 0 y 1. Por el Teorema Pequeño de Picard 2.3
sabemos que g es constante, es decir, existe una constante c ∈ C \ {0, 1} tal
que g(z) = c. Esto es equivalente a decir que

f
(
f(z)

)
− z = c

(
f(z)− z

)
.

Derivando,
f ′(f(z))f ′(z)− 1 = cf ′(z)− c,

luego
f ′(z)[f ′(f(z))− c] = 1− c.

Hemos dicho que c ̸= 1, por tanto f ′(z) ̸= 0 y f ′(f(z)) ̸= c para todo
z ∈ C. Por tanto, f ′ ◦ f omite los valores 0 y c. Aplicando de nuevo el
Teorema Pequeño de Picard, sabemos que f ′ ◦ f es constante. Por lo visto
anteriormente al derivar, tenemos que

f ′(z) =
1− c

f ′(f(z))− c
=

1− c

(f ′ ◦ f)(z)− c
,
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y acabamos de probar que f ′ ◦ f es constante. Se sigue entonces que f ′ tam-
bién es constante, y por tanto existirán a, b ∈ C de manera que f(z) = az+b.
Ahora bien, si fuese a ̸= 1 el punto z0 = b/(1 − a) sería un punto �jo de f ,
lo cuál nos lleva a contradicción. Así pues, sólo puede ser que f(z) = z + b.
Del mismo modo, como f(z) no tiene puntos �jos, b ̸= 0. Por tanto, f es una
traslación. �

Por último, observemos que las funciones enteras f = cos(h) y g = sin(h),
donde h ∈ H(C), satisfacen la ecuación f 2+g2 = 1. Vamos a tratar de inves-
tigar la solución de la ecuación de Fermat Xn+Y n = 1 para n ≥ 3 mediante
funciones meromorfas en C.

Proposición 2.7. Si f, g ∈ M(C) y fn+gn = 1 con n ∈ N y n ≥ 3, entonces
f y g o son funciones constantes o tienen polos comunes.

Demostración:
Supongamos que P(f)∩P(g) = ∅ y veamos que entonces tanto f como g han
de ser constantes. Se sigue de la ecuación fn + gn = 1 que P(f) = P(g) = ∅;
por tanto f y g son funciones holomorfas en C. Supongamos que g ̸= 0. Como
Z(f) ∩ Z(g) = ∅, f/g ∈ M(C) toma el valor a en el punto ω ∈ C si, y sólo
si, f(ω) = ag(ω). Se sigue de la factorización

1 =
n∏

i=1

(f − ζig) , donde ζ1 . . . ζn son las n raices de Xn + 1,

que f/g no toma ninguno de los n valores distintos ζ1 . . . ζn. Como n ≥ 3, el
Teorema de Picard 2.3 implica que f = cg siendo c una constante distinta
de ζ1 . . . ζn. Luego

fn + gn = cngn + gn = (cn + 1) gn = 1.

Ahora bien, para todo z ∈ C la imagen g(z) pertenece al conjunto de las
raíces n-ésimas de 1/(cn + 1), luego g(C) es un conjunto discreto. Además,
puesto que C es conexo y g una función continua se tiene que g(C) es conexo.
Por consiguiente g(C) es un conjunto unipuntual, lo cual nos garantiza que g
es constante. De forma análoga se prueba que f(C) es un conjunto unipuntual
y f constante. �
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Capítulo 3

Teorema de Schottky y
consecuencias

3.1. Teorema de Schottky

En esta sección vamos a probar que el crecimiento en los compactos de
las funciones holomorfas en un abierto que contiene a la bola unidad cerrada
y que omiten los valores 0 y 1 puede ser estimado por una cota universal.

Sea r > 0, y consideremos el conjunto S(r) de todas las funciones f ∈
H
(
B(0, 1)

)
tales que los valores 0 y 1 no pertenecen a su imagen y que

veri�can |f(0)| ≤ r. Elegimos una constante β para la cual se veri�ca el
Teorema de Bloch (por ejemplo, β = 1/12), y consideramos en (0, 1)×(0,∞)
la función positiva

L(θ, r) = exp

{
π exp

[
π

(
3 + 2r +

θ

β(1− θ)

)]}
. (3.1)

El Teorema de Schottky se enuncia como sigue:

Teorema 3.1 (Teorema de Schottky). Para cada función f ∈ S(r) se veri�ca
que

|f(z)| ≤ L(θ, r)

para todo z ∈ B(0, 1) con |z| ≤ θ, con 0 < θ < 1.

Puede parecer sorprendente a primera vista, pero este teorema tan peculiar es
más fuerte que el Teorema Pequeño de Picard 2.3. Aún así, la forma explícita
de la función cota L(θ, r) puede ser mejorada considerablemente.
Antes de probarlo, veamos algunos resultados previos.
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Lema 3.2. Si cosπa = cos πb entonces b = ±a± 2n siendo n ∈ N0. Además,
para cada ω ∈ C existe un v ∈ C de manera que cos πv = ω y |v| ≤ 1 + |ω|.

Demostración:
Sabemos que

cosπa− cos πb = −2 sen

(
πa+ πb

2

)
sen

(
πa− πb

2

)
= −2 sen

π

2
(a+ b) sen

π

2
(a− b) .

Por tanto, la primera a�rmación es obvia.
Para la segunda parte del enunciado, elegimos v = α + iβ con ω = cos πv y
|α| ≤ 1. Como

|ω|2 = | cos πv|2 = | cosπ(α+ iβ)|2 = | cos πα · cosh πβ − i sen πα · senh πβ|2

= cos2 πα · cosh2 πβ + sen2 πα · senh2 πβ

= cos2 πα · cosh2 πβ + senh2 πβ − cos2 πα · senh2 πβ

= cos2 πα
(
cosh2 πβ − senh2 πβ

)
+ senh2 πβ = cos2 πα + senh2 πβ

y senh2 πβ ≥ π2β2, se tiene que

|v| =
√
α2 + β2 ≤

√
1 +

senh2 πβ

π2
≤
√
1 +

|ω|2
π2

≤ 1 +
|ω|
π

≤ 1 + |ω|.

�
Con ayuda de este lema, podemos obtener una versión mejorada del teo-

rema 2.2

Teorema 3.3. Si f ∈ H(B(0, 1)) es una función que omite los valores 0 y 1,
entonces existe una función g ∈ H(B(0, 1)) con las siguientes propiedades:

1) f = 1
2
[1 + cosπ(cosπg)] y |g(0)| ≤ 3 + 2|f(0)|.

2) |g(z)| ≤ |g(0)|+ θ
β(1−θ)

para cada z con |z| ≤ θ, siendo 0 < θ < 1.

Demostración:

1) Como la función f omite los valores 0 y 1, 2f − 1 omite los valores −1

y 1. El lema 2.1 garantiza que la ecuación 2f − 1 = cosπF̂ se veri�ca
para alguna F̂ ∈ H(B(0, 1)). Aplicando el lema 3.2 sabemos que existe
un b ∈ C tal que cosπb = 2f(0)−1 y |b| ≤ 1+ |2f(0)−1| ≤ 2+2|f(0)|.
Además, como cos πb = cos πF̂ (0) se tiene que b = ±F̂ (0)+2k para un
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k ∈ Z adecuado.
Para F = ±F̂ + 2k ∈ H(B(0, 1)), tenemos que 2f − 1 = cosπF con
F (0) = b. Como F omite todos los valores enteros, de nuevo podemos
a�rmar que existe ĝ ∈ H(B(0, 1)) con F = cos πĝ, y aplicando el lema
anterior sabemos que existe un elemento a ∈ C tal que cos πa = b y
|a| ≤ 1 + |b| ≤ 3 + 2|f(0)|.
Mediante todo lo anterior resulta obvio que cos πa = cos πĝ(0), por
tanto el lema 3.2 nos permite pasar a una función g = ±ĝ + 2m con
m ∈ Z adecuado, de modo que g(0) = a y F = cos πg. La propiedad 1)
se veri�ca para esta función g.

2) El apartado 1) nos asegura que g es una función para la cual se veri�ca
(2.1), por tanto el teorema 2.2 nos dice que g(B(0, 1)) no contiene bolas
de radio 1. Como dist

(
z, ∂B(0, 1)

)
≥ 1 − θ cuando |z| ≤ θ, sabemos

por el corolario 1.6 que β(1 − θ)|g′(z)| ≤ 1, es decir, |g′(z)| ≤ 1
β(1−θ)

.
En consecuencia, para todo z con |z| ≤ θ se tiene que

g(z)− g(0) =

∫ z

0

g′(x)dx

y ∣∣∣∣ ∫ z

0

g′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ z

0

|g′(x)|dx ≤
∫ z

0

1

β(1− θ)
dx =

1

β(1− θ)
|z|

≤ θ

β(1− θ)
,

como queríamos. �

Veamos que este teorema implica de forma inmediata el teorema de
Schottky.
Demostración Teorema de Schottky :
Para todo ω ∈ C se veri�ca que

| cosω| ≤ e|ω| y
1

2
|1 + cosω| ≤ e|ω|,

luego los apartados 1) y 2) del teorema anterior implican que, para todo z
con |z| ≤ θ,

|f(z)| ≤ exp
[
π exp(π|g(z)|)

]
≤ exp

{
π exp

[
π

(
3 + 2|f(0)|+ θ

β(1− θ)

)]}
.

Por ser f perteneciente a S(r) sabemos que |f(0)| ≤ r, por consiguiente,
podemos garantizar la a�rmación del enunciado. �
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Teorema 3.4 (Teorema de Landau). Existe una función estrictamente po-
sitiva R(a), de�nida en el conjunto C \ {0, 1}, para la cual no existe ninguna
función f ∈ H

(
B(0, R(a))

)
con f(0) = a y f ′(0) = 1 de manera que f omita

los valores 0 y 1.

Demostración:
Sea R(a) = 3L

(
1
2
, |a|
)
donde L es la función dada en (3.1). Razonamos

por reducción al absurdo: Para ello, supongamos que existe f(z) = a +
z + . . . ∈ H(B

(
0, R(a))

)
que omite los valores 0 y 1, entonces la función

g(z) = f(Rz) = a + Rz + . . . ∈ H(B(0, 1)), donde R = R(a), también
omitirá estos dos valores. Por el Teorema de Schottky tenemos que

máx

{
|g(z)| : |z| ≤ 1

2

}
≤ L

(
1

2
, |a|
)

=
1

3
R.

Pero las desigualdades de Cauchy nos dicen que

R ≤ 2máx

{
|g(z)| : |z| ≤ 1

2

}
.

Por tanto, hemos llegado a contradicción, luego no existe dicha función f . �

El Teorema de Landau contiene al Teorema Pequeño de Picard. Basta
probar que ninguna función entera no constante omite los valores 0 y 1. Sea
f ∈ H(C) una función no constante, tomamos ζ de manera que f ′(ζ) ̸= 0
y a = f(ζ) de manera que a sea distinto de 0 y de 1. Entonces, para a ∈
C \ {0, 1}, de�nimos la función

h(z) = f(ζ + z/f ′(ζ)) = a+ z + . . . ∈ H(C).

Ahora bien, h(0) = f(ζ) y h′(0) = 1, por tanto por el teorema de Landau 3.4
sabemos que la función h no omite los valores 0 y 1 en la bola B(0, R(a)).

3.2. Consecuencias del teorema de Schottky

Sea Ω un dominio de C. Obtendremos, como consecuencia del teorema de
Schottky, información acerca de la familia

F = {f ∈ H(Ω) : f omite los valores 0 y 1}. (3.2)

Este teorema nos proporciona versiones mejoradas de los teoremas clásicos
de Montel y Viteli (ver el apéndice).
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Teorema 3.5 (Teoremas de Montel y Vitali). Para cada ω ∈ Ω y para cada
r ∈ (0,∞), sea F∗ una subfamilia de F de tal manera que |g(ω)| ≤ r para
toda función g ∈ F∗. Entonces

(1) Existe un entorno V de ω tal que la familia F∗ está acotada en V .

Demostración:
Consideramos la bola B(ω, 2t) ⊂ Ω y tomamos, sin pérdida de genera-
lidad, ω = 0 y 2t = 1. Por el Teorema de Schottky,

máx{∥g∥B(ω,t) : g ∈ F∗} ≤ L

(
1

2
, r

)
< ∞.

�
Ahora �jamos un punto p ∈ Ω y sea F1 = {f ∈ F : |f(p)| ≤ 1}.

(2) La familia F1 está localmente acotada en Ω.

Demostración:
Consideramos el conjunto

U = {ω ∈ Ω : F1 esta acotada en un entorno de ω}.

Por de�nición U es un abierto de Ω. Queremos probar que U = Ω. Si U
es distinto de Ω, por (1) existiría un punto ω ∈ ∂U ∩Ω y una sucesión
{fn}∞n=1 de elementos de F1 con ĺımn→∞ |fn(ω)| = ∞. Sea gn = 1/fn; es
obvio que gn ∈ F para todo n ∈ N. Como ĺımn→∞ gn(ω) = 0, sabemos
por (1) que la familia {gn : n ∈ N} está acotada en un entorno de ω.
Por el Teorema de Montel A.9, existe una subsucesión {gnk

}∞k=1 que
converge uniformemente en una bola B de centro ω hacia una función
g ∈ H(B). Como todas las gn son no nulas y g(ω) = 0, se sigue del
Teorema de Hurwitz A.11 que g ≡ 0. Pero entonces ĺımk→∞ fnk

= ∞
en los puntos de U ∩B ̸= ∅, en contra de la de�nición de U . �

De�nición 3.6. Decimos que una sucesión {fn}∞n=1 de elementos de F con-
verge compactamente hacia ∞ si para todo compacto K ⊂ Ω y para todo
M > 0 existe un número natural n0 tal que si n ≥ n0 y z ∈ K se cumple
|fn(z)| ≥ M .

De�nición 3.7. Sea G la familia de todas las funciones holomorfas en un
abierto conexo Ω. Se dice que G es una familia normal si toda sucesión de
funciones de elementos de G tiene una subsucesión convergente en H(Ω) o
bien una subsucesión que converge compactamente a ∞ en Ω.
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Teorema 3.8 (Teorema de Montel). La familia F es una familia normal en
Ω.

Demostración:
Podemos descomponer F como la unión de dos subconjuntos:

F1 = {f ∈ F : |f(p)| ≤ 1} y F2 = {f ∈ F : |f(p)| > 1}.

Toda sucesión en F tiene una subsucesión en F1 o en F2, luego basta probar
que ambos conjuntos son normales. Hemos visto en el segundo apartado del
teorema anterior que F1 está localmente acotada en Ω, por consiguiente, F1 es
normal. Ahora consideremos el conjunto F2. Si una función f pertenece a F2

entonces 1/f es holomorfa en Ω porque f no se anula. Asimismo, 1/f no toma
los valores 0 ni 1 y |(1/f)(p)| ≤ 1, luego 1/f ∈ F1. Por lo tanto, si {fn}∞n=1 es
una sucesión de elementos de F2, la sucesión {1/fn : n ∈ N} está contenida
en F1, luego tiene una subsucesión convergente a una función f ∈ H(Ω). El
teorema de Hurwitz A.11 implica que o bien f es idénticamente nula o bien
no tiene ceros en Ω. En el primer caso es fácil ver que la subsucesión converge
compactamente a ∞, en el segundo caso la subsucesión converge a la función
holomorfa 1/f . �

Teorema 3.9 (Teorema de Carathéodory-Landau). Sean a, b ∈ C con a ̸= b,
y sea f1, f2, . . . una sucesión de aplicaciones holomorfas de Ω en C \ {a, b}.
Supongamos que ĺımn→∞ fn(ω) ∈ C existe para un conjunto de puntos de
Ω que tiene al menos un punto de acumulación en Ω. Entonces la sucesión
{fn}∞n=1 converge de manera compacta en Ω.

Demostración:
Podemos suponer que a = 0 y b = 1. La sucesión fn ∈ F debe entonces estar
localmente acotada en Ω. �

Una función entera no polinómica tiene una singularidad esencial en el
in�nito, y sucede que el próximo teorema, denominado Grande de Picard,
es válido para funciones holomorfas arbitrarias, no necesariamente enteras,
alrededor de una singularidad esencial. Probaremos que, alrededor de una
singularidad esencial, una función holomorfa toma in�nitas veces cada valor
complejo, con a lo sumo una excepción.

Teorema 3.10 (Teorema Grande de Picard). Sea f una función holomorfa
con una singularidad esencial en el punto z0 ∈ C. Entonces f toma in�nitas
veces cada valor complejo en cualquier entorno de z0, con a lo sumo una
excepción.
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Demostración:
Veremos que si una función omite dos valores en un entorno de una singu-
laridad aislada, entonces dicha singularidad no es esencial. Es claro que no
perdemos generalidad si suponemos que z0 = 0. Así mismo, si suponemos que
f no toma dos valores complejos en el entorno punteado B∗(0, 1), podemos
suponer que estos valores son 0 y 1. Veamos entonces que o bien f o bien 1/f
está acotada en un entorno punteado de 0. Sea {fn}∞1 la sucesión dada por
fn(z) = f (z/n). Es claro que {fn : n ∈ N} ⊂ F , donde F es la familia dada
en (3.2) para Ω = B∗(0, 1), pues cada fn es holomorfa y omite los valores
0 y 1. Por el Teorema de Montel 3.8, existe una subsucesión {fnk

}∞k=1 que
converge uniformemente en ∂B

(
0, 1

2

)
, ya sea a una función g holomorfa en

Ω, ya sea a ∞.
En el primer caso se tiene que {fnk

}∞k=1 está acotada en ∂B
(
0, 1

2

)
, es decir,

existe M ∈ (0,∞) de manera que

|fnk
(z) | =

∣∣∣∣f ( z

nk

) ∣∣∣∣ ≤ M para todo z con |z| = 1/2 y nk ≥ 1 ,

Por tanto |f(z)| ≤ M en cada bola de centro 0 y radio 1/(2nk). Con el prin-
cipio del Módulo Máximo A.8 concluimos que |f(z)| ≤ M en cada corona
1/2nk+1 ≤ |z| ≤ 1/2nk. Por tanto, f está acotada en un entorno punteado
de 0, y 0 será singularidad evistable de f .
Si por el contrario la subsucesión {fnk

}∞k=1 converge compactamente a ∞,
entonces es {1/fnk

}∞k=1 la que está acotada en ∂B
(
0, 1

2

)
y se obtiene, razo-

nando de forma similar, que 1/f está acotada en un entorno punteado de 0,
y 0 será singularidad polar de f . �

Corolario 3.11. Si f es una función entera que no es un polinomio, entonces
f toma cada número complejo un número in�nito de veces con una posible
excepción.

Demostración:
Consideramos la función g(z) = f(1/z). Como f no es un polinomio, g tiene
una singularidad esencial en z = 0. El resultado sigue de aplicar el Teorema
Grande de Picard 3.10. �
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Apéndice A

Resultados utilizados

Recopilamos en este apéndice los resultados clásicos de la teoría elemental
de funciones de variable compleja a los que se ha hecho referencia en el texto.

Teorema A.1 (Teorema de la aplicación abierta). Sea Ω ⊂ C un abierto
conexo, f ∈ H (Ω) una función no constante y a ∈ Ω. Si b = f(a) y m es
la multiplicidad de a como cero de la función f(z) − b, entonces existe un
entorno abierto de a, Ua ⊂ C, tal que Vb = f (Ua) es un entorno abierto de
b que veri�ca que para cada ω ∈ Vb \ {b}, la función z 7→ f(z) − ω posee m
ceros distintos en Ua, todos ellos simples. Por consiguiente, f es abierta.

Teorema A.2 (Teorema Fundamental del Álgebra). Todo polinomio (con
coe�cientes complejos) de grado n ∈ N tiene n raíces complejas (contando su
multiplicidad).

Teorema A.3 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea Ω un abierto de C,
z0 ∈ Ω y f ∈ H(Ω \ {z0}), de modo que z0 es una singularidad esencial de f .
Entonces para todo r > 0 tal que B(z0, r) ⊂ Ω se cumple que f (B∗(z0, r))
es denso en C.

Teorema A.4 (Fórmula integral de Cauchy). Si f ∈ H (Ω) y D es una bola
con D ⊂ Ω entonces

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ω)

ω − z
dω para todo z ∈ D.

Teorema A.5 (Desigualdades de Cauchy). Sea U un abierto de C, a ∈ U y
f una función holomorfa en U . Para cada r > 0 con B(a, r) ⊂ U , denotamos
por

M(f,a,r) = sup{|f(ω)| : |ω − a| = r} < ∞.
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Entonces, para cada n = 0, 1, 2 . . . se veri�ca que∣∣f (n)(a)
∣∣ ≤ n!

rn
M(f,a,r).

Teorema A.6 (Lema de Schwarz). Sea f ∈ H(B(0, 1)) con f(0) = 0 y
|f(z)| ≤ 1 para todo z ∈ B(0, 1). Entonces

a) |f(z)| ≤ z para todo z ∈ B(0, 1).

b) |f ′(0)| ≤ 1.

Lema A.7 (Lema de Julia). Sea f ∈ H(B(0, 1)) con f(1) = 1 y |f(z)| < 1
para todo z ∈ B(0, 1). Entonces α = h′(1) > 0 y

|1− h(z)|2

1− |h(z)|2
≤ α · |1− z|2

1− |z|2
, z ∈ B(0, 1).

Teorema A.8 (Principio del Módulo Máximo). Sea Ω ∈ C un dominio del
plano complejo y f : Ω −→ C una función holomorfa en Ω y no constante.
Entonces |f | no alcanza un máximo local en ningún punto de Ω.

Teorema A.9 (Teorema de Montel clásico). Una familia de funciones holo-
morfas de�nidas en un conjunto abierto del plano complejo es normal si, y
sólo si, está uniformemente acotada en los compactos del abierto.

Teorema A.10 (Teorema de Vitali clásico). Sea {fn}∞n=1 una sucesión de
funciones uniformemente acotada en cada compacto de un dominio Ω del
plano complejo C. Supongamos que {fn}∞n=1 converge puntualmente en un
conjunto A tal que A′ ∩ Ω ̸= ∅. Entonces {fn}∞n=1 converge uniformemente
sobre los compactos de Ω.

Teorema A.11 (Teorema de Hurwitz). Sea Ω un dominio del plano comple-
jo. Sea {fn}∞n=1 una sucesión de funciones holomorfas en Ω tales que ninguna
se anula en ningún punto de Ω. Supongamos que {fn}∞n=1 converge unifor-
memente sobre los compactos de Ω hacia cierta función f . Entonces o bien
f es idénticamente nula, o bien f no se anula en ningún punto de Ω.
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