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Introduccion

En la teoria elemental de funciones de variable compleja, cubierta en la
asignatura obligatoria “Variable Compleja” del tercer curso del Grado en Ma-
tematicas de la Universidad de Valladolid, se presenta un teorema de gran
importancia, el de la aplicacién abierta, que afirma que toda funcién no
constante y holomorfa en un abierto conexo del plano complejo es abierta, es
decir, transforma abiertos en abiertos. El objetivo fundamental de este tra-
bajo es presentar diversas profundizaciones en la informacién proporcionada
por este resultado, cuyos contenidos no forman parte habitualmente de la
teoria basica desarrollada en las asignaturas introductorias de esta materia.

Cabe mencionar que el orden en que se desarrollaran los distintos resul-
tados no obedece en modo alguno a razones cronologicas, sino més bien al
objetivo de una mayor economia en el espacio y tiempo necesarios para su
presentacion. Asi, aunque el primer resultado que presentaremos sera el teo-
rema de Bloch, obtenido por dicho autor en el ano 1924, en realidad muchos
de los resultados que aqui obtendremos como consecuencias de éste fueron
en realidad sus predecesores. Sin embargo, la teoria que nos ocupa dio un
giro sorprendente a raiz de que Bloch descubriera su teorema, y en las pre-
sentaciones modernas de estos resultados es habitual tomarlo como punto de
partida.

Dicho teorema aporta informacion acerca del radio minimo de un disco
contenido en la imagen de una funcion holomorfa en un abierto que contiene
al disco cerrado unidad; mas precisamente:

Si f es una funcion holomorfa en un abierto que contiene a la bola B(0, 1)
y f'(0) = 1, entonces el dominio f(B(0,1)) contiene una bola de radio 3/2—

V2> 1/12.

Lo interesante de este teorema es que se hace una afirmaciéon universal
sobre el tamano de los dominios imagen para toda una familia de funciones.
La tnica hipotesis que impone el teorema de Bloch es que f/(0) sea 1, lo que
garantiza que f no es constante y por lo tanto f(B(O, 1)) es abierto. Obsér-



vese que, de cara a la obtencion de un resultado de esta indole, es natural
normalizar el valor de la derivada en 0, como pone de manifiesto el siguiente
ejemplo: para la familia de funciones f,(z) = z/n, con n natural, se tiene
que f/(0) =1/ny f.(B(0,1)) = B(0,1/n), de modo que el conjunto imagen
se hace cada vez “mas pequeno” a medida que aumenta n. Si bien A. Bloch
probo este resultado, posteriormente G. Valiron y E. Landau simplificaron
considerablemente la demostracion. Aun asi, la prueba dada en este trabajo
es mas natural que la dada por Landau y fue escrita en 1971 por T. Ester-
mann, quien ademas obtuvo el valor comentado del radio, 3/2 — v/2 > 1/12,
que es mejor que el dado inicialmente por Landau, 1/16. Como se vera, esta
demostracion proporciona un centro para la bola de radio afirmado, pero di-
cho centro depende de la funciéon f concreta que se considere. Si se definen
las funciones g¢,(z) = (exp™ —1)/n, para cada natural n, es obvio que g,
omite el valor —1/n, de modo que el punto g,(0) no es en general el centro
de esa bola.

En 1929, Landau obtiene una version mejorada del teorema de Bloch
introduciendo en la demostracion la funcion auxiliar |f'(2)|(1 — |z|?), por
medio de la cual consigue mejorar el valor del radio, afirmando que f(B(0,1))
contiene una bola de radio 3\/5/2 —2> \/5/12.

Una versidén mas sutil del teorema de Bloch es el teorema de Ahlfors:

Si f € H(B(0,1)) y N = max, ;<1 | f/(2)|(1—]z]?) > 0, entonces f(B(0,1))
contiene una bola simple (es decir, imagen de un dominio en el que f es in-
yectiva) de radio ‘/TgN.

Este teorema hace que el teorema de Bloch parezca débil. Ahora no sélo
tenemos bolas simples en lugar de bolas, sino que ademés, si se admite que

f1/(0) = 1, se deduce que el conjunto imagen contiene una bola de radio
\/§/4 ~ 0,433, mas que el triple de la cota antigua 3\/5/2 —2~0,121.

Tanto el teorema de Bloch como el de Ahlfors nos llevan a introducir de
forma natural dos constantes cuyos valores son desconocidos a dia de hoy. Si
se considera la familia

F={fen(B0,1)/f(0)=1},
para cada funcion f € F se pueden introducir los valores

A(f) =sup{r >0: f(B(0,1)) contiene una bola de radio r}

B(f) =sup{r>0: f(B(0,1)) contiene una bola simple de radio 7},
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y definir entonces la constante de Landau como
L=imf{\f): feF},
y la constante de Bloch como

B=mf{p(f): feF}.

Se indicara para concluir el primer capitulo la informacion de la que se dis-
pone actualmente acerca de sus valores respectivos.

En el segundo capitulo estudiaremos diversos resultados relativos al rango
de las funciones enteras. Sabemos, por el Teorema Fundamental del Algebra,
que los polinomios no constantes asumen todos los niimeros complejos como
valor. A diferencia de esto, las funciones enteras no constantes pueden omitir
valores, como muestra la funcion exponencial, que nunca se anula. Surge la
pregunta de qué tipo de conjuntos pueden ser excluidos del rango de una
funcion entra no constante. Alguna informacion al respecto se ha obtenido
en la teoria elemental de funciones de variable compleja: como consecuencia
del teorema de Casorati-Weierstrass, podemos afirmar que si f es una funcion
entera trascendente, es decir, con una singularidad esencial en el punto del
infinito, entonces f(C) es denso en C. Pues bien, en el segundo capitulo vamos
a probar el siguiente aserto:

Toda funcion entera no constante omite a lo sumo un valor complejo.

Este asombroso resultado se conoce como el Teorema Pequeno de Picard.
La demostracién que presentamos, muy diferente de la original de E. Picard
en 1879 (que se basa en la construccion de la denominada funcion eliptica
modular), se ayuda tanto del teorema de Bloch como del siguiente teorema:

Sea Q) C C una region simplemente conexa y sea [ una funcion holomorfa
en 0 que omite los valores 0 y 1. Entonces existe g € H(QQ) tal que f(z) =
[1+ cosm(cosmg(2))] /2.

En 1896, E. Borel fue capaz de obtener una demostracion elemental del
Teorema Pequeno de Picard; més tarde, Landau lo consigui¢ utilizando la
expresion f = — exp|mi cosh(2g)] para una funcion f en las condiciones del
teorema previo. La presentacion del coseno reiterado, més sencilla y natu-
ral, fue dada en 1957 por Konig. Terminaremos este capitulo con algunas
consecuencias sorprendentes de este resultado.

En el tercer capitulo comenzaremos obteniendo el teorema de Schottky,
que data de 1904 y nos permitird dar una cota uniforme en cada compacto de



B(0,1) para la familia de las funciones holomorfas en un abierto que contiene
a B(0,1) y tales que omiten los valores 0 y 1. Este teorema permite a Landau
obtener una versiéon mejorada del Teorema Pequeno de Picard:

Eziste una funcion positiva R(a), definida en C\ {0,1}, para la cual no
eviste ninguna funcion f € H(B(0,R(a))) con f(0) = a y f/(0) = 1 de
manera que f omita los valores 0 y 1.

A pesar de que no es la prueba que proporcionamos en este trabajo, cabe
destacar que este teorema puede probarse facilmente gracias al empleo de la
funcién modular, en términos de la cual puede darse una expresion explicita
de la funcion R(a). Con la ayuda del teorema de Schottky, presentaremos a
continuacion versiones mejoradas de los teoremas clasicos de Montel y Vitali,
fundamentales en el estudio del espacio de las funciones holomorfas en un
abierto con la topologia compacta abierta.

Para culminar este trabajo, presentaremos el Teorema Grande de Picard:

Si f es una funcion holomorfa con una singularidad esencial en el punto
20 € C, entonces f toma infinitas veces cada valor complejo en cualquier
entorno de zy, con a lo sumo una excepcion.

Para la comodidad del lector, se ha anadido en un apéndice una lista de
los resultados de la teoria elemental de funciones de variable compleja a los
que se ha hecho referencia en el desarrollo de la memoria.



Notacién y terminologia

Antes de presentar los resultados que vamos a estudiar, creemos con-
veniente recopilar las notaciones y terminologia que se utilizaran de forma
frecuente a lo largo del trabajo.

Decimos que €2 C C es un dominio si se trata de un conjunto abierto y
conexo.

Denotamos por 02 al conjunto frontera de (2.

Para cada abierto 2 C C se denota por H (£2) al conjunto de todas las
funciones holomorfas en ).

Si ' C C no es abierto, decimos que f € H(F') si f es holomorfa en un
abierto V' de manera que ' C V.

Sea a € Cyr &R conr> 0. Entonces los conjuntos

B(a,r)={2€C:|z—a|<r} y Bla,r)={2€C:|z—a| <7}

denotan, respectivamente, las bolas abierta y cerrada de centro a y radio 7.
Denotamos a la bola punteada de centro a y radio r como

B*(a,r) = B(a,r) \ {a}.

Se denomina esfera de centro a y radio r al conjunto
S(a,r)={z€C:|z—a| =7}

En particular, se denota por S! a la esfera de centro 0 y radio 1.

Dada una funcién f acotada en €2 C C, la norma del superior de f en €2 se
define como || f||q = sup{|f(2)| : z € Q}.

Se define la distancia entre dos conjuntos A y B como

dist(A, B) = inf{dist(z,y) : z € A, y € B}.

Si A = {a} es un conjunto unipuntual, la distancia entre A y B se denota
también dist(a, B) y se denomina distancia de a a B.

Se denota por N al conjunto {1,2,3...} y por Ny al conjunto N U {0} =
{0,1,2...}.

Sea ) un conjunto. La aplicaciéon identidad en €2 se denota por Idg.



Capitulo 1
Teoremas de Bloch y Ahlfors

En este capitulo se presentaran diversos resultados relativos al tamano
minimo de un disco contenido en la imagen de una funcién holomorfa en un
abierto que contiene al disco cerrado unidad.

1.1. Teorema de Bloch

El teorema de Bloch afirma lo siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema de Bloch). Sea f € H (B(0,1)) tal que f/(0) = 1,

3 1
entonces f (B (0,1)) contiene una bola de radio 5~ V2> 13"

Antes de pasar a su demostracion, veamos algunos resultados previos.

Sea 2 un dominio de C y f € H(2) una funcién no constante, el Teorema
de la Aplicacion Abierta A.1 nos garantiza que f({2) también es un dominio.
Con vistas a la profundizacion en el conocimiento de f(£2), proporcionamos
el siguiente resultado, valido en un contexto més general.

Lema 1.2. Sea  un conjunto acotado, f : & — C una aplicacioén continua
cuya restriccion a (2 es abierta. Fijemos un punto a € ) de tal manera que

s:=min|f(2) — f(a)] > 0.

z2€00

Entonces f(£2) contiene a la bola de centro f(a) y radio s.

Demostracion:

El conjunto 0f(€2) es un conjunto compacto, luego existe un punto w* €
df(Q2) tal que dist (f(Q2), f(a)) = |w* — f(a)|. Como w* € If(Q2), se tiene
que w* € f(£2), luego existe una sucesion de elementos de f(2) que converge
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a w*. Una sucesion de elementos de f(€2) es de la forma {f(z,)}>2, siendo
{2,}5° | una sucesiéon de €. Ahora bien, como Q es compacto, la sucesién
{2,}5%, admite una subsucesion convergente (por comodidad la denotamos
de nuevo {z,}22,), entonces lim,, ,, 2, = 2* € Q. Debido a que f es una
aplicacion continua y a la unicidad del limite tenemos que f(z*) = w*. Por
hipotesis sabemos que f‘Q es abierta, luego z* ¢ Q, es decir, z* € 0Q. Por
tanto,

1f(2") = fla)] = |w" = fla)] = s,
o lo que es lo mismo, B(f(a),s) C f(Q). O

Si esto mismo lo aplicamos a funciones holomorfas podemos obtener una
buena estimacion para el valor de s. En el siguiente lema se impone una
condicion que limita el crecimiento de |f].

Lema 1.3. Sea f : B(a,r) — C una funcién holomorfa no constante que
satisface la desigualdad

1B < 2f(a)l. (1.1)
Entonces B(f(a),R) C f(B(a,r)) donde R = (3 —2v/2) -7 - |f'(a)|.

Demostracion:

Supongamos sin pérdida de generalidad que a = f(a) = 0. En caso de que
no sea asf se sigue el razonamiento con la funcion fi1(z) = f(z + a) — f(a).
Para cada z € B(0,r), sea

A@%:ﬂ@—f@ﬂ=:[f%mm—fw%[fwx=[fU%ﬂ—f@ﬂw-

Tomando modulos en la igualdad anterior se obtiene que

[A()] =

[ 1w - s = | [ 1o - ro)aa

sgrf@w—fmnwmw

La funcion f’ es holomorfa por serlo f, luego la formula integral de Cau-
chy A.4 nos permite asegurar que para cada elemento zg € B(0,r) se verifica



: oy L f'(z) 1 f'(z)
! (ZO) - (0) B 2_7” /83(0,7«) 2= 20 dz = % oB(0,r) az
I O T O G IO
270 Jop(0r) z(z — o)

I !
o[ WO [ S,
27 Jap o 2(z — 2p) 27 Jopo.r 2(z — 2p)

Se sigue de manera sencilla al tomar de nuevo médulos que

! /
}f/(zo)—f/(oﬂ = ﬁ/ &dz‘ < ‘ &l - 27r  mAax &
270 Jap(or 2(z — 2) 2m 2€dB(0r) | 2(2 — 20)
|ZO‘ /
= ‘Zol ”f ”B(O,r)-
Por tanto,
' Iztl
z)| < If (2t) — f'(0)]|= !dt< ] 1| 50| 2dt

t
=21 o) /0 T

Ahora bien, la funcion t — t/(r — |z|t) es una funcion convexa, como indica
su segunda derivada, luego

1 2
t 2]
1A2)] < 12211l o / < 1 50)-
O Jy r =Tzt = 20 —[2) " PO

Sea p € (0,r), la desigualdad |f(z) — f'(0)z| > [f'(0)|p — |f(2)| se verifica

para todo z con |z| = p. Por tanto, para cada z con |z| = p se tiene que
[f() = 1 (0)|p—f(2) = f(0)z] = [£(0)|p — [A(2)]
: |2 : P
> [ (0)lp — 20— |)Hf B0 = ’f(0)|ﬂ—m\|f | B(0,r)

> 170l - 5201 = 110 (o - ).

utilizando en la tltima desigualdad la hipotesis (1.1).

La funcion p — p?/(r — p) toma su valor maximo (3 —2v/2)r en el punto p* =
(1 —+v2/2) r € (0,r). Sabemos por tanto que |f(z)| > (3—2v2)r|f'(0)] = R
para todo z con |z| = p*. Si en el lema 1.2 hacemos 2 = B(0, p*) tenemos
que B(0,R) C f(2) C f(B(0,1)). O

10



Lema 1.4. Sea f € H (B(0,1)) una funcién con f(0) = 0y f'(0) =
Entonces B(0,7) C f(B(0,1)) siendo 7 = 1/(6 - ||f|lv) y V un abierto que
contiene a la bola B(0,1).

Demostracion:

Basta probar, para z con |z| = p € (0,1] adecuado, que |f(z)| > r, pues
aplicando de nuevo el lema 1.2 tendriamos que B(0,7) C f (B (0,1)).

La funcién f es una funcién holomorfa en un abierto V que contiene a B(0, 1),
luego

= 1
z) = Zanz”, donde a, = — /) dz.
2mi Jopo,) 2"

n=0
Por hipotesis sabemos que f(0) =0y f/(0) =1, luego ag =0y a; = 1. Por
tanto,
f(2) =24+ a2® +as2® + ...

Ademas, |a,| < || f]lv para todo n € Ny. Si z € B(0,1) con |z| = 1/(4|fl~),
se tiene que

o 1 > 1 \"
= S O 1 2| 2 g - A7l
N =1z ) 2 e = 3 o2 g = S ()

1 1 1 1

= — > —
Al fllv 16[fllv =4 = 4llfllv - 16[fllv = 4llfllv
1 1
A fllv 120 f v 6lLf Iy
con lo que se concluye. U

Para cada funcién f € H(B(0,1)), consideramos la funcion |f/(2)|(1—|z|),
la cual es continua en B(0,1). Supongamos que toma su méaximo M en el
punto p € B(0,1). Podemos generalizar el Teorema de Bloch como sigue:

Teorema 1.5. Sea f € H(B(0,1)) una funcién no constante. Entonces
f(B(0,1)) contiene una bola de centro f(p) y radio (3/2—+/2)M > |f(0)|/12.

Demostracion:

La funcion |f'(2)[(1 — |z|) es una funciéon continua definida en un compacto
por tanto, alcanza su maximo M = |f'(p)|(1 — |p|) en un punto p € B(0,1).
Definiendo ¢t = (1 — |p|)/2 € (0,1/2], podemos decir que M = 2t|f'(p)].
También es claro que B(p,t) C B(0,1), pues |p| +t < |p| + 2t = 1.

Si z € B(p,t), se tiene que |z| <t + |p| = (1 +|p|) /2, luego

T 1 L) R 5
_Z _— | - —_— == — —_ =
o "ol TP A
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Con todo lo anterior, se puede asegurar para cada z € B(p,t) lo siguiente:

[F'(2)I(Q = [2]) < M =2t]f'(p)],

luego
2t

1—|z]
Mediante la aplicacion del lema 1.3, se tiene que la bola con centro f(p)
y radio (3 — 2v2)t|f'(p)| = (3/2 — V/2)M esta contenida en f(B(p,t)) C
F(B(0,1)). 0
Corolario 1.6. Sea f una funcion holomorfa en 2 C C y sea 2z, € € tal

que f'(z9) # 0. Entonces f(Q) contiene bolas de radios 15 - s - |f'(20)|, siendo
0 < s < d(z,00).

1F'(2)] <

11 ()] < 2|7 ()] (1.2)

Demostracion:
Tomamos sin pérdida de generalidad zp = 0. Si 0 < s < d(0,09), es claro
que B(0,s) C €. Sea

f(s2)

=0

Por como esta definida g, sabemos que se trata de una funcién holomorfa en
la bola unidad puesto que f lo es en la bola B(0, s). Derivando,

g — S0 ~[F(52) = FO]0 _ f(52)
B0 7(0)
Por tanto g verifica las hipotesis del Teorema de Bloch 1.1, lo cual nos permite

asegurar que g(B(0,1)) contiene una bola de radio 1/12. Basta expresar este
hecho en términos de la funcion f para obtener el resultado. 0

— ¢'(0) = 1.

1.2. Version mejorada del Teorema de Bloch

Sea [ € H (E(O,l)) una funcion no constante. La esperanza de que
f(B(0,1)) contenga bolas mas grandes a medida que aumenta el valor | f'(0)]
nos conduce a un problema extremal:

Encontrar una funcion F € H (B(0,1)) de manera que F(B(0,1)) =
f(B(0,1)) y F tenga la mayor derivada posible en el punto 0.

Antes de continuar con este problema, estudiemos la forma que tienen los
automorfismos de la bola unidad.
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Fijamos un punto a € B(0,1) y definimos la fuuncion

zZ—a zZ—Q

pal2) = T2 = —arz 41

Es sencillo comprobar que ¢, es una biyeccion de la bola unidad cuya inversa
es Y_q. Sabiendo esto, probemos el siguiente resultado:

Teorema 1.7. Sea f : B(0,1) — B(0,1) una funciéon holomorfa, entonces
para cada a € B(0,1) y para cada z € B(0,1) se verifican:

) [FO=s@] |20
L s = [Ta
i) 1) < L0k

Ademas, si se da la igualdad en i) para algin z # a, o se da la igualdad en
ii), entonces existe un nimero complejo A con |[A\| = 1 de manera que f es
una composicion ¢_j 0 A\, = @, ' 0 A\p,, siendo b = f(a). Esto es, para cada
z con |z| < 1 se tiene que

Ao (2) +b
f(z) = Apal2) +
14 by,
Demostracion:
Sea a € B(0,1) y sea b = f(a). Vamos a aplicar el lema de Schwarz A.6 a

la funcion g = gy o fop_,. Como f(B(0,1)) = B(0,1) se tiene también que
g(B(0,1)) = B(0,1). Ademas,

9(0) = @u(f(9-4(0))) = wu(f(a)) = @s(b) = 0.

Por el lema de Schwarz, |g(w)| < |w| para |w| < 1, y reemplazando w por
©a(z) y teniendo en cuenta que g(v.(z)) = @p(f(2)), obtenemos i). También
por el lema A.6 tenemos que |¢’'(0)| < 1, pero

g'(0) = @y (f(#-a(0)f (-a(0)) "4 (0)

= A @) @)1 = o) = Tz (@ = lof)

Por tanto la condicién |¢'(0)] < 1 implica ii). O

Teorema 1.8. Supongamos que f € H(B(0,1) es una biyeccion de la bola
unidad en la bola unidad, entonces f = A\p, para cierto A € C con |\| =1y
a € B(0,1).
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Demostracion:

Sea a € B(0,1) tal que f(a) = 0y sea g = f~!, por tanto ¢g(0) = a. Como
g(f(2)) = z, tenemos al derivar que ¢'(f(z))f'(z) = 1, en particular en z = a,
g (f(a))f'(a) = ¢'(0)f(a) = 1. Se sigue del segundo apartado del teorema
anterior que |¢'(0)] <1 — |a|* v |f'(a)] < 1/(1 — |a|*). Por tanto

1 — 2
jal* _
1— |af?

1= g'0)llf (a)] <

Necesariamente entonces |f'(a)| = 1/(1 — |al?) (v |¢'(0)] = 1 — |a]?). Co-
mo consecuencia del teorema 1.7, f(2) = ¢, "(A\pa(2)) = @_s(Apa(2)) con
b= f(a) =0, luego ¢, = Idp(1). Por consiguiente, f = Ap,. O

Para hacer preciso el problema extremal anterior consideramos, para una

f € H(B(0,1)) dada, la familia
F={h=foyj:je AutB(0,1)}.

Como j € AutB(0,1), por lo visto hace un momento sabemos que tiene la
forma
zZ—a
(2) = Aga(z) = A——2
J(2) = Mpa(2) = A
con [\ = 1, es decir, A\ € S' y a € B(0,1). Otra forma de escribir estos
automorfismos es o w
i(2) = —— 1.3
i) wez — 1’ (13)
tomando A = —c € S' y a =w/e € B(0,1).
Debido a que j € H (B(0,1)) y j/(0) = e(Jw|* — 1), es facil ver que

he M (B(0,1)), h(B(0,1))=f(B(0,1)), (1.4)

7'(0)] = 1£(5(0) - 5'(0)| = [/ (w)| - (1 = |w|*) para cada h=foj€F.

Como f' € H (B(0,1)), la funcion |f(z)] - (1 — |2|?) es una funcién continua
definida en el compacto B(0,1) que alcanza su valor maximo N en un punto
q € B(0,1). Por tanto, una solucion del problema extremal es:

F(z)=f (;Z‘_ql) e # (B(0,1)), donde F(0) = f(q) (1.5)
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|[F'(0)] = max | f'(2)] - (1= [2]*).

|z[<1
Veamos a continuacion una estimacion crucial para la derivada de F':
Como F verifica las propiedades de un grupo y cada j € Aut (B(0,1)) esta
definido como en (1.3), la desigualdad N > | (F o j)' (0)| = |F"(w)|- (1 — |w]|?)
se verifica para todo w € B(0, 1), luego

N
|F'(w)] < = para cada w € B(0,1).

En particular,

max |[F'(w)| <

i < {2 bara 0<r<l. (1.6)
w|<r - T

Teniendo en cuenta todo lo anterior y con ayuda de la funcién auxiliar
|f'(2)|(1 = |2]?), Landau consiguié mejorar el radio del teorema 1.5.

Teorema 1.9 (Teorema de Landau). Sea f € # (B(0,1)). Supongamos que
|f'(2)| - (1 = |2]?) toma su valor maximo N en el punto ¢ € B(0, 1), entonces
f(B(0,1)) contiene una bola de radio (21/2 —2) N y centro f(q).

Ademés si f’(0) = 1, entonces f (B (0,1)) contiene una bola de radio $v/2 —
2> V2.

Demostracion:

Elegimos F' como en (1.5). Sabemos por hipotesis que |F'(0)] = N vy, por
(1.6), que |F'(z)| < N/(1 — |z]?), luego |F’(z)] < 2|F'0)| para todo z con
2] < 2.

Hemos elegido F' de manera que F(B(0,1)) = f(B(0,1)), por tanto el le-
ma 1.3 nos permite garantizar que f(B(0,1)) contiene una bola de centro
f(q) = F(0) y radio (3v/2—2) N.

Si f/(0) = 1 se tiene que N > 1y por consiguiente, f(B(0,1)) contiene una
bola de radio (§\/_ — 2). O

2

1.3. Teorema de Ahlfors

Una version més refinada del teorema previo es el Teorema de Alhfors,
que veremos a continuaciéon de algunos resultados previos.
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Definicién 1.10. Sea f : € — C una funciéon holomorfa, un conjunto
B C f(€2) es una bola simple si existe un conjunto Q* C 2 tal que f lleva Q*
en B de forma biyectiva. En esta situacion tenemos que f|o- : Q¥ — B es
una aplicacion biholomorfa, es decir, holomorfa y con inversa holomorta.

Lema 1.11. Sea 2 € C un conjunto convexo y sea f € H (£2). Supongamos
que %(f’(z)) > 0 para todo z € €, entonces f lleva 2 en f(€Q) de forma
biholomorfa.

Demostracion:
Sean u,v € 0 y 7 el segmento que une estos puntos, es decir

y(t) =1 —=tu+tv

con 0 <t < 1. Como € es convexo, v esta contenido en 2. Por tanto,
f0) = ) = [ fio
~(t)
1 1
— ) | [ Rraa [ sraoa) 2o
0 0

si u # v, puesto que por hipotesis Re f'(z) > 0 para todo z € . Por

consiguiente, f(u) # f(v), luego f|q es una biyeccion de 2 en f(). O
Lema 1.12. Para p(w) := % y q(w) == Jw (1 - %w)Q se verifican las

siguientes afirmaciones:

a) p(B(0,1)) Cc B(0,1).

Demostracion:
Sea a € B(0,1), hemos definido ya

Z—a

#alz) = 1—az

como una biyeccion de la bola unidad en la bola unidad. Pues bien,

plw) = go/f(%)

luego p es una biyeccion de la bola B(0, v/3) en la bola B(0,1), es decir,
p(B(0,4/3)) = B(0,1). Como B(0,1) C B(0,v/3), podemos afirmar que

p(E(O, 1)) C p(B(O, \/g)) = B<07 1)'
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b) p transforma el intervalo [0, 1] en el intervalo [0, 1/+/3].

Demostracion:
Sustituyendo en la ecuacion que define p se tiene que p(0) = 1/v/3 y
p(1) = 0. Veamos qué pasa con los puntos intermedios:

p/(w) = m,

luego la funcién p restringida a los ntimeros reales es una funciéon de-
creciente. Por consiguiente, p transforma [0, 1] en [0,1/+/3].

Q) ap () = (1-32) [ (1-3)

Demostracion:
La inversa de la funciéon p es

Al aplicar ¢ tenemos que
() = 32-V3) _9 3:-v3 [ 1 3:-V3 :
ap(2)) =4¢ S5 1 -/ 3 -3
9 3:-V3 ( 23 )2_ 3:—v3  1-4/3z
N ) (

1 -3 \3:-v3)) z—\/§>3:<1_i)3'

V3
d) |g(w)|(1 — |p(w)|*) = 1 para todo w € B(0, 1).

Demostracion: Se tiene que

9 1 9 3—w? |3-w]?
=Z.1-1=Zwr==. =
@) =311 - P =3B =
p = | V2O @) _ 3L oP
(3 —w) 13 — wl|?

O3l -wf 3w =31 —wf

2 _
1—|p(W)| =1 |3_w|2 - |3_w|2
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Por tanto,

la(@)[(1 = Ip(w)[*)

CB-w B-w-31-w?

4 13 — wl?
CB-w? 94 w]? — 6R(w) — 3 — 3|w|? + 6R(w)
T4 13 — w2
_B-wP 4 .

I pBowp ¢

0J
Lema 1.13. Sea ¢ una funciéon holomorfa en B(0,1) con ¢g(0) =1y |g(z)| <

——— . Ent '(0) = 0.

[ ntonces ¢'(0)

Demostracion:

Razonemos por reduccion al absurdo suponiendo que ¢’'(0) # 0 y veamos
que se llega a contradiccion. Por ser g € H(B(O, 1)) tenemos que para todo
z € B(0,1),

Por hipotesis g(0) = 1, luego

> g™
9(z) =1+ ¢'(0)z + 2 Z g"0) 22,

Haciendo

n!

S (O
oz =3 e

se tiene que

9(2) =1+ 4'(0)z + (2)2".
Ahora bien, ¢(z) € H(B(0,1)), por tanto existe una constante M > 0 tal
que |¢(2)] < M si |z| < 1/2; supongamos sin pérdida de generalidad que
M > g/ (0)]
Sea z tal que |z| < |¢'(0)|/2M < 1/2,y argz = —arg ¢’(0), asi arg (g’(O)z) =
0. Se tiene que

9(2)| =11+ 4'(0)2 + ¢(2)2*| = [1+19'(0)]I2] = 2l (2)]]
=1+1g(0)lz] = [zPle(2)] = 1+ 1g'(0)]]2] — |[*M

/
1
> 14 1)1z~ 1 8 = 1 4 g 0))1 - L)1
1
— 1+ g )2
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Entonces

1 1
1+ =|4'(0 < < —
+ 319/O0l1l < l9(:)| < 7=
luego
(0 (0
A1+ 121 - 2 20
lo cual es imposible si se toma |z| suficientemente pequeno. O

Lema 1.14. Si f € H(B(0,1)), f(0) = 1y |f'(z)] < 1——1]2\2’ entonces
f7(0)=0

Demostracion:
Basta aplicar el lema anterior a la funcion f’. 0

Lema 1.15. Sea F' € H (B(0,1)) tal que |F'(z)] <1/(1 — |2]*) y F'(0) = 1.
Entonces

1 —+/3|%|

30
1 2
V3
Basta razonar con N = 1. Consideramos la funciéon auxiliar

- () o

4@) W)

R(F'(2)) > para todo z con |z| < (1.7)

i
NG

Demostracion:

Hemos visto en el lema 1.12 que p(B(0,1)) C B(0,1), por tanto la funciéon
H es holomorfa en B(0,1) \ {1}. Ahora bien, por el lema 1.14 sabemos que
F"(0) = 0, luego H es holomorfa en 1 € C. Es decir, H € H(B(0,1)).
Veamos que w/(1—w)? es un niimero real y negativo para todo w perteneciente
a la frontera de la bola unidad:

Sea w € 0B(0,1), es decir, w = €? para 6 € (0,27), entonces

w B 62’9 B 61’0 - 1
(1 _ w)? - (1 _ ei9)2 - [€i9/2(6—i6/2 _ ei0/2>]2 - (—2@' sin g)z
—1
= ——7- <0.
4sin? ¢

2

Con ésto, podemos afirmar que

R(H(w)) = a _WW)QBCE (F/q(gg(;)) - 1) para cada w € 0B(0,1).
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La desigualdad |F'(2)|(1 — |z|?) < 1 y el tltimo apartado del lema 1.12
implican que |F'(p(w))| < |g(w)| en 9B(0,1). Como R(a — 1) < 0 para todo
a € B(0,1), se tiene que R(H(w)) > 0 para todo w € 9B(0,1). Aplicando
el Principio del Modulo Méaximo a la funcion e 7« podemos garantizar que
R(H(w)) > 0 para cada w € B(0,1). Como g(w) >0y w/(1 —w)* > 0 para
w € [0,1), se puede garantizar también que

R(F'(p(w))) > gq(w)  para todo w € [0, 1].

Por las afirmaciones del lema 1.12, ésto equivale a (1.7) para todo z €

0,1/V3). =

Teorema 1.16 (Teorema de Ahlfors). Sea f una funcién holomorfa en
B(0,1) y sea N = méx, <1 |f'(z)|(1 — |2]?) > 0. El dominio f(B(0,1)) con-
tiene bolas simples de radio ‘/TgN .

Demostracion:
Al igual que antes basta razonar con N = 1. Sea ¢ € B(0,1) el punto en el
que se alcanza N = méxy, <1 |f'(z)|(1 — |z]?), y consideramos

ro-r(321)

[F(0)] = [/ (@)|(1 = |a*) =1,

Hemos visto ya que

luego F'(0) =n € S*.

e Supongamos primero que 1 = 1. Por el lema anterior sabemos que

R(F'(2)) > El—\/;;?’ >0 enlabola B (0,%) :

Como hemos visto en el lema 1.11,

F|B(O,%) + B(O, %) —F (B (0’ %))

es una funcion biholomorfa.
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Para todo ¢ = —=¢¥ € 9B(0, \[) se verifica

|F( 0)] = ‘ / F'(te') dt’ / R(F'(te’))dt
G- \/_tSdt
(-
/f s dt— 2/“g ﬁdt
t 0 1— L

3f5f\f

2 4 4

%I

Aplicando el lema 1.2 deducimos que F’ (B (0, \%)) contiene a la bola

B <F (0, ‘/T§>) Como F' = fog, siendo g un automorfismo de la bola
unidad, f lleva de forma biholomorfa el dominio Q = g~! (B(O, \/Lg)) C
B(0,1) en un dominio Q* que contiene bolas de radio v/3/4.

e Para n € S! arbitrario, trabajamos con 7' F. Entonces f : Q — nQ*
es biholomorfa, y tanto n{2* como €2* contienen bolas simples de radio

V3/4.
O

Corolario 1.17. Si f es una funcién no constante y holomorfa en todo C,
entonces f(C) contiene bolas simples arbitrariamente grandes.

Demostracion:
La demostracion es inmediata aplicando el Teorema de Ahlfors junto con el
corolario 1.6. O

1.4. Constantes de Landau y Bloch

Estos teoremas dieron lugar a la definiciéon de las siguientes constantes:
Definicién 1.18. Se considera la familia
F={feuB0,1)/f(0)=1}.
Para cada funcion f € F sea

A(f) =sup{r: f(B(0,1)) contiene una bola de radio r},
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se define la constante de Landau como
L=1if{\f): feF}.
Definiciéon 1.19. Para cada funcion f € F sea
B(f) =sup{r: f(B(0,1)) contiene una hola simple de radio r},

la constante de Bloch es el nimero B definido por

B=if{p(f): feF}.

Observaciones 1.20. Es claro que B < L. Actualmente se desconoce el
valor exacto de estas constantes, pero vamos a indicar a continuacién cuéles
son las cotas que se conocen hasta el momento tanto para L como para B.

Hemos visto en los teoremas de Bloch 1.9 y Alhfors 1.16, respectivamente,

que
3 3
L> 5\/5 —2=0,121320 y B> % = 0,433012.

Pues bien, Ahlfors [1] en 1938 prob¢ esa cota inferior para B y también probo
que
0,5< L.

Posteriormente se probd que estas desigualdades eran estrictas mediante mé-
todos que utilizaban una generalizaciéon del Lema de Schwarz. El primer
método fue introducido por Ahlfors y refinado por Heins [7] en 1962, basan-
dose en técnicas propias de la geometria diferencial, mientras que el segundo
método se origind con Pommerenke [9] en 1970. En 1990, Bonk [3] probo que

3
V3 +107" < B
4
basédndose en la desigualdad (1.7). En 1996, Chen y Gauthier [4], tomando
como base el trabajo de Bonk y el teorema 1.7, consiguieron una mejora

adicional para la cota inferior de B probando que

V3 +2-107*< B
4
. El dltimo resultado demostrado para esta constante data de 1998, cuando

C. Xiong [14] demuestra que

3
%+3-10‘4§B.
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La cota superior de la constante de Bloch,

L(3)I (%)

3 12

RV STTy

= 0,4718617. . .,

se obtiene mediante la consideracion de funciones hipergeométricas adecua-
das en 1937 por Ahlfors y Grunsky (ver [12]), y hoy en dia se conjetura que
este valor es el valor real de B. Es de interés el articulo de R. Rettinger [11] de
2008, en el que se presenta un algoritmo tedrico para el calculo de B, aunque
su complejidad no ha permitido avanzar en la resolucion de la conjetura.
Para la constante L, después de que Pommerenke probara que 0,5 < L,
Yanagihara [13] demostré en 1995 que

0,5+107%%% < L,

basandose principalmente en un lema de Julia A.7. En el ano 2004, Chen y
Siba [5] establecieron una mejora para esta cota inferior:

0,5+2-107% < L.

La cota superior para la contante de Landau se obtiene de un ejemplo que
R.M. Robinson menciona en el libro de Ahlfors [1] en 1938, y posteriormente
estudia en 1982 C.Minda [8], y que esta basado en el mismo método de
Ahlfors y Grunsky. Este ejemplo establece que

I'(1/3)T
L< LA/B3ITE/6) _ 0,5432588. . . .
I'(1/6)
Resumiendo
INENNES
V3 +3.100"<B< (G)I(5) =0,4718617. . .,

i (1+ V33T

P(1/3)L(5/6)

05+2-10°%< L <
ot =T T(1/6)

= 0,5432588. . ..
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Capitulo 2

Teorema pequeno de Picard

Este segundo capitulo se dedicara a la obtencion del célebre Teorema
Pequeno de Picard a partir del teorema de Bloch. Se presentardn también
algunas consecuencias curiosas de este nuevo teorema.

Comenzaremos estableciendo un lema auxiliar.

Lema 2.1. Sea 2 C C una region simplemente conexa y f € H({2) una
funcion que omite los puntos 1 y —1. Entonces existe F' € H(2) tal que
f=cosF.

Demostracion:
Por hipétesis los puntos 1, —1 ¢ f(€2), por tanto la funcién 1 — f? no tiene
ceros en §2. Como ) es simplemente conexo, dicha funcién admite una raiz
cuadrada analitica g en €. Es decir, existe una funcion g € H(€2) no nula tal
que

PP4g’=(f+ig)(f—ig) =1

Es obvio que f +ig tampoco tiene ceros en 2, luego f +ig = €'f" para cierta
F € H(Q). Se sigue que f —ig = 1/(f +ig) = 1/e?f’ = e, Sumando se
obtiene que

(f+ig)+ (f—ig) =2f =&t +e7'F,

y llegamos a que

1 . )
f= i(eZF +e ) =cos F.

OJ

Teorema 2.2. Sea () € C una regién simplemente conexa y sea f una funcion
holomorfa en Q que omite los valores 0 y 1. Entonces existe g € H(2) tal
que

f(z) = =[1+ cosm(cosmg(z))] - (2.1)

DN | —

24



Ademas si g € H(€2) es una funcion para la cual (2.1) se verifica, entonces
g(£2) no contiene ninguna bola de radio 1.

Demostracion:

a)

En primer lugar, veamos que existe la funcion g pedida.

Por hipoétesis sabemos que f omite los valores 0 y 1 en €2, luego la
funcion 2f — 1 omite los valores —1 y 1. Por consiguiente, el lema 2.1
nos permite garantizar que existe F' € H(2) tal que

2f —1=cosnF. (2.2)

Puesto que cos (7F(z)) € {—1,1} si, y solo si, F(z) € Z, es claro que
F, a su vez, debe omitir todos los valores enteros (en particular los
puntos —1 y 1). Aplicando de nuevo el lema anterior existe g € H(2)
con F' = cosmyg, y basta llevar esto a (2.2) para obtener (2.1).

Veamos a continuacion que ¢g(€2) no contiene bolas de radio 1.
Consideramos el conjunto

A= {miiﬂ_llog(n+Vn2—1),m€Z,n€N\{O}},

y probemos que AN g(Q2) = 0.
Seap€Z,qeN\{0}ya=p+irtlog(g++/¢?—1) € A; entonces
ira =imp Flog(qg+ /> — 1)y

cosTa = e = 1(—1)17 [(q +VE -1+ (g \/‘127_1)]

2 2
= (=1)%q.
Por tanto,
cos(cosma) = cosm(—1)Pq € {—1,1}
y

%[1 + cos(m cos(ma))] € {0,1}.

Sin embargo, como hemos dicho previamente, sabemos por hipodtesis
que los valores 0 y 1 no pertenecen a f(£2), por tanto el conjunto g(2)NA
ha de ser vacio.

Los puntos de A son los vértices de un reticulo donde la anchura de
cada rectangulo es 1, pues las primeras coordenadas de sus puntos son
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enteras. Por otra parte, para todo n € N se tiene que

1+2+,/1+2

1+4/1—

log(n+1++/(n+1)2—-1) —log(n+ vn? —1)=log

1 / 2
§10g<1+5+ 1+E) §10g<2+\/§><7r,

y la monotonia de la funcién logaritmo, logz, nos garantiza que la
altura de cada rectangulo es menor que 1. Por tanto, para cada w € C
existe a € A tal que |R(a) — Rw)| < 1/2y [S(a) — S(w)| < 1/2, es
decir, |a — w| < 1. Por tanto, cada bola de radio 1 interseca a A. Pero
g(2) N A =0, luego ¢g(2) no contiene ninguna bola de radio 1.

OJ

Teorema 2.3 (Teorema pequenio de Picard). Toda funcién holomorfa no
constante omite a lo sumo un valor complejo.

Este teorema puede enunciarse como sigue:
a) Sea f € H(C) y supongamos que 0,1 ¢ f(C). Entonces f es constante.
b) Si f es una funcion entera que omite dos o mas valores, es constante.

¢) Supongamos que f,g € H(C)y 1 = e/ + 9. Entonces f y g son
constantes.

Demostracion:
Veamos que los resultados anteriores son equivalentes:

a) = b) Sean a y b dos nimeros reales distintos. Supongamos que la funcion f
omite los valores a y b, es decir, f(z) # ay f(z) # b para todo elemento
z € C. Entonces

f(z) —a
b—a

f(z) —a
b—a

f(z) —a
b

#0 71

Por el apartado a) podemos afirmar que es constante, luego

f es constante.

b) = a) El apartado a) es un caso particular de b).
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a) = ¢) Supongamos que f,g € H(C) y 1 = e/ + €9, es decir, e/ = 1 — eI,
Como la funciéon exponencial nunca se anula sabemos que e/ # 0 y
e/ =1 —¢e9 # 1 Por el apartado a), existe una constante C' tal que
e/ = C, es decir, para cada z € C se tiene que

f(z) e {In|C|+iargC : argC € ArgC'},

donde ArgC' denota el conjunto de todos los argumentos de C. En-
tonces, el conjunto f(C) es discreto. Ademéas, como f es una funcion
continua y C es un conjunto conexo , f(C) también es conexo. Por tanto
f(C) es un conjunto unipuntual, y por consiguiente f es constante.

¢) = a) Sea f € H(C) con f(C) c C\{0,1}. Como 0 ¢ f(C) y C es simplemente
conexo, existe h € H(C) de tal manera que f = . Tampoco se anula
nunca la funcion 1 — f, luego existe g € H(C) tal que 1 — f = 9. Se
tiene que e + ¢9 = 1, y el apartado c) nos garantiza que h y g son
constantes y, por lo tanto, f también lo es.

En conclusion, basta demostrar el apartado a) para obtener el Teorema Pe-
queno de Picard.

Supongamos que f omite los valores 0 y 1. Aplicando el lema 2.2 podemos
asegurar que existe g € H(C) de manera que f(z) = 1[1+ cosm(cosmg(z))]
y tal que ¢g(£2) no contiene bolas de radio 1. Por el corolario 1.6 la funcion g
es constante, luego f también. O

A continuacién obtendremos algunas consecuencias de este teorema. Para
la primera de ellas, recordemos que una funcion meromorfa en C es una
funcion holomorfa en C salvo en un conjunto discreto (posiblemente vacio) de
singularidades aisladas, todas ellas polares. Se entiende que tales funciones
mandan cada polo al punto del infinito, de modo que la funcién se puede
entender como una funcién continua de C en C. Denotamos por M(C) al
conjunto de todas las funciones meromorfas en C.

Teorema 2.4 (Teorema pequenio de Picard para funciones meromorfas).
Cada funcion h € M(C) que omite tres valores distintos a,b,c € C es una
funciéon constante.

Demostracion:

Si oo ¢ h(C), h es una funcion entera y omite dos valores, luego sabemos que
es constante por el teorema anterior.

En caso contrario, supongamos que a # oo. Por ser h € M(C), la funcion
1/(h—a) se prolonga por continuidad en los polos, luego es una funcion entera
y ademas omite los valores 1/(b—a) y 1/(c—a). Por tanto, el Teorema Pequeno
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de Picard 2.3 nos garantiza que 1/(h — a) es constante, luego h también lo
es. 0J
De cara a la segunda aplicaciéon recordamos el concepto de punto fijo.

Definiciéon 2.5. Sea a € C. Se dice que a es un punto fijo de la funcion f si

f(a) = a.

Por lo general, las funciones holomorfas f : C — C no tienen puntos
fijos. Por ejemplo, la funcion f(z) = z + €* no tiene ninguno. Sin embargo,
se puede afirmar la existencia de tales puntos para la iterada segunda de una
funcién entera, salvo que ésta sea una traslacion.

Teorema 2.6 (Teorema del Punto Fijo). Sea f : C — C una funcién
entera. Entonces fo f : C — C siempre tiene un punto fijo excepto cuando
f es una traslacion.

Demostracion:

Supongamos que f o f no tiene puntos fijos y veamos que f ha de ser una
traslacion. Si f tuviera un punto fijo 2o, f(f(z0)) = f(20) = 20, lo cual hemos
descartado. Por tanto, tanto f o f como f no tienen puntos fijos. Se sigue
entonces que la funcion g : C — C dada por

_fU(R) — =

9(2) = NOEE € H(C)

es entera y omite los valores 0 y 1. Por el Teorema Pequeno de Picard 2.3
sabemos que g es constante, es decir, existe una constante ¢ € C\ {0, 1} tal
que g(z) = c. Esto es equivalente a decir que

F(f(2) =z =c(f(2) — 2).

Derivando,
PPN (2) = 1=cf'(z) —c
luego
FEFFE) —d=1—c

Hemos dicho que ¢ # 1, por tanto f'(z) # 0y f'(f(z)) # ¢ para todo
z € C. Por tanto, f’ o f omite los valores 0 y ¢. Aplicando de nuevo el
Teorema Pequeno de Picard, sabemos que f’ o f es constante. Por lo visto
anteriormente al derivar, tenemos que

1—c 1—c

F&) = 5 e~ To N ¢

28



y acabamos de probar que f’o f es constante. Se sigue entonces que f’ tam-
bién es constante, y por tanto existiran a,b € C de manera que f(z) = az+b.
Ahora bien, si fuese a # 1 el punto zp = b/(1 — a) serfa un punto fijo de f,
lo cuél nos lleva a contradiccion. Asi pues, solo puede ser que f(z) = z + b.
Del mismo modo, como f(z) no tiene puntos fijos, b # 0. Por tanto, f es una
traslacion. (]

Por tltimo, observemos que las funciones enteras f = cos(h) y g = sin(h),
donde h € H(C), satisfacen la ecuacion f+ g? = 1. Vamos a tratar de inves-
tigar la solucion de la ecuacion de Fermat X" +Y"™ = 1 para n > 3 mediante
funciones meromorfas en C.

Proposicion 2.7. Si f,g € M(C)y f"+g" =1conn € Nyn > 3, entonces
f v g o son funciones constantes o tienen polos comunes.

Demostracion:

Supongamos que P(f)NP(g) = () y veamos que entonces tanto f como g han
de ser constantes. Se sigue de la ecuacion f"+ ¢" =1 que P(f) = P(g) = 0;
por tanto f y ¢ son funciones holomorfas en C. Supongamos que g # 0. Como
Z(fiNZ(g) =0, f/g € M(C) toma el valor a en el punto w € C si, y s6lo
si, f(w) = ag(w). Se sigue de la factorizacion

1= H(f —(i9), donde (j...(, son las n raices de X" + 1,

i=1

que f/g no toma ninguno de los n valores distintos (; ... (,. Como n > 3, el
Teorema de Picard 2.3 implica que f = cg siendo ¢ una constante distinta
de (i1 ...(,. Luego

Ahora bien, para todo z € C la imagen g(z) pertenece al conjunto de las
raices n-ésimas de 1/(c" + 1), luego g(C) es un conjunto discreto. Ademas,
puesto que C es conexo y g una funcion continua se tiene que g(C) es conexo.
Por consiguiente g(C) es un conjunto unipuntual, lo cual nos garantiza que g
es constante. De forma analoga se prueba que f(C) es un conjunto unipuntual
y [ constante. OJ
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Capitulo 3

Teorema de Schottky y
consecuencias

3.1. Teorema de Schottky

En esta seccién vamos a probar que el crecimiento en los compactos de
las funciones holomorfas en un abierto que contiene a la bola unidad cerrada
y que omiten los valores 0 y 1 puede ser estimado por una cota universal.

Sea r > 0, y consideremos el conjunto S(r) de todas las funciones f €
H (E(O, 1)) tales que los valores 0 y 1 no pertenecen a su imagen y que
verifican |f(0)] < r. Elegimos una constante § para la cual se verifica el
Teorema de Bloch (por ejemplo, 5 = 1/12), y consideramos en (0, 1) x (0, 00)
la funcién positiva

so.n) e {rew [n (320 L) b ey

El Teorema de Schottky se enuncia como sigue:

Teorema 3.1 (Teorema de Schottky). Para cada funcion f € S(r) se verifica
que

f(2)] < L(0,r)
para todo z € B(0,1) con |z] <6, con 0 < 0 < 1.
Puede parecer sorprendente a primera vista, pero este teorema tan peculiar es
mas fuerte que el Teorema Pequeno de Picard 2.3. Aun asi, la forma explicita

de la funcion cota L(0,r) puede ser mejorada considerablemente.
Antes de probarlo, veamos algunos resultados previos.
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Lema 3.2. Si cosma = cos wh entonces b = +a + 2n siendo n € Ny. Ademas,
para cada w € C existe un v € C de manera que cosmv =w y |v] <1+ |w].

Demostracion:
Sabemos que

ma + wb Ta — b
cosTa — cosmh = —2sen —y sen —5

:—QSeng(cH—b)seng(a—b).

Por tanto, la primera afirmacion es obvia.
Para la segunda parte del enunciado, elegimos v = a 413 con w = cos v y
la| < 1. Como
lw|? = | cosTv|* = |cosm(a + iB)|* = | cosTa - cosh 3 — isen wa - senh 73|
= cos® wa - cosh? 8 + sen® wav - senh® 73
= cos® v - cosh? 8 + senh? 13 — cos® wav - senh? 73

= cos® T (cosh2 73 — senh? ﬂﬁ) + senh?® 78 = cos® ma + senh? 78

y senh? 73 > w23, se tiene que

/ h? / 2
o] = Va2 +p2 < 1+—Senﬁ2w < 1+—|:l §1+—|:TJ| <1+ |wl.
O

Con ayuda de este lema, podemos obtener una version mejorada del teo-
rema 2.2

Teorema 3.3. Si f € H(B(0,1)) es una funcién que omite los valores 0 y 1,
entonces existe una funcion g € H(B(0, 1)) con las siguientes propiedades:

1) f=3[l+cosm(cosmg)] vy [9(0)] <3+2[f(0)].
2) 1g(2)] < 1g(0)] + ﬁ para cada z con |z| < 0, siendo 0 < 6 < 1.
Demostracion:

1) Como la funcion f omite los valores 0 y 1, 2f — 1 omite los valores —1
y 1. El lema 2.1 garantiza que la ecuaciéon 2f — 1 = cos 7F se verifica
para alguna F € H(B(0,1)). Aplicando el lema 3.2 sabemos que existe
un b € C tal que cosmb = 2f(0)—1y |b] < 1+]2f(0)—1| < 2+2|f(0)].
Ademas, como cos mb = cos ’/TF\(O) se tiene que b = :I:ﬁ(()) + 2k para un
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k € Z adecuado.

Para F' = £F + 2k € H(B(0,1)), tenemos que 2f — 1 = cosTF con
F(0) = b. Como F' omite todos los valores enteros, de nuevo podemos
afirmar que existe g € H(B(0,1)) con F = cos7g, y aplicando el lema
anterior sabemos que existe un elemento a € C tal que cosma = by
la] <14 [b] <342[f(0)].

Mediante todo lo anterior resulta obvio que cosma = cosmg(0), por
tanto el lema 3.2 nos permite pasar a una funciéon g = +g + 2m con
m € Z adecuado, de modo que ¢g(0) = ay F = cosmg. La propiedad 1)
se verifica para esta funcion g.

El apartado 1) nos asegura que ¢ es una funcion para la cual se verifica
(2.1), por tanto el teorema 2.2 nos dice que g(B(0, 1)) no contiene bolas
de radio 1. Como dist(z,0B(0,1)) > 1 — 6 cuando |z| < 6, sabemos
por el corolario 1.6 que B(1 — 8)|¢'(2)| < 1, es decir, |¢'(z)| < ﬁ.
En consecuencia, para todo z con |z| < 6 se tiene que

= z 1 B 1
< / ¢/ (0)]der < / ST = T
0
<

T BL-0)

como queriamos. O

/0 (@)da

Veamos que este teorema implica de forma inmediata el teorema de

Schottky.
Demostracion Teorema de Schottky:
Para todo w € C se verifica que

1
lcosw| < el y §|1+cosw| < ell,

luego los apartados 1) y 2) del teorema anterior implican que, para todo z
con |z| <0,

()] < exp [rexp(rlg()])] < exp {mp [w (3 ol f(0)) + ﬁ)} }

Por ser f perteneciente a S(r) sabemos que |f(0)| < r, por consiguiente,
podemos garantizar la afirmacion del enunciado. 0
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Teorema 3.4 (Teorema de Landau). Existe una funcion estrictamente po-
sitiva R(a), definida en el conjunto C\ {0, 1}, para la cual no existe ninguna
funcién f € H(B(0, R(a))) con f(0) =ay f/(0) =1 de manera que f omita
los valores 0 y 1.

Demostracion:
Sea R(a) = 3L(3,|a|) donde L es la funcién dada en (3.1). Razonamos
por reduccion al absurdo: Para ello, supongamos que existe f(z) = a +

z+4 ... € H(B(0,R(a))) que omite los valores 0 y 1, entonces la funcion
g(2) = f(Rz) = a+ Rz + ... € H(B(0,1)), donde R = R(a), también
omitird estos dos valores. Por el Teorema de Schottky tenemos que

méx{]g(z)] 2| < %} < L(%, ]a\) = éR.

Pero las desigualdades de Cauchy nos dicen que

1
R< 2n1éx{|g(z)| 2] < 5}

Por tanto, hemos llegado a contradiccion, luego no existe dicha funcion f. [

El Teorema de Landau contiene al Teorema Pequeno de Picard. Basta
probar que ninguna funcién entera no constante omite los valores 0 y 1. Sea
f € H(C) una funciéon no constante, tomamos ¢ de manera que f'(¢) # 0
y a = f(¢) de manera que a sea distinto de 0 y de 1. Entonces, para a €
C\ {0, 1}, definimos la funcion

h(z)=f(C+2z/f'(C)=a+z+...€ H(C).

Ahora bien, h(0) = f(() y #'(0) = 1, por tanto por el teorema de Landau 3.4
sabemos que la funciéon h no omite los valores 0 y 1 en la bola B(0, R(a)).

3.2. Consecuencias del teorema de Schottky

Sea 2 un dominio de C. Obtendremos, como consecuencia del teorema de
Schottky, informacion acerca de la familia

F=A{f€H(Q): [ omite los valores 0y 1}. (3.2)

Este teorema nos proporciona versiones mejoradas de los teoremas clasicos
de Montel y Viteli (ver el apéndice).
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Teorema 3.5 (Teoremas de Montel y Vitali). Para cada w € Q y para cada
r € (0,00), sea F, una subfamilia de F de tal manera que |g(w)| < r para
toda funcion g € F,. Entonces

(1)

Existe un entorno V' de w tal que la familia F, esta acotada en V.

Demostracion: o
Consideramos la bola B(w, 2t) C €2 y tomamos, sin pérdida de genera-
lidad, w =0y 2t = 1. Por el Teorema de Schottky,

" 1
mixlglawn 9 € 7.} <1 (5 ) <oc

Ahora fijamos un punto p € Q y sea F; = {f € F : |f(p)| < 1}.

La familia F; estd localmente acotada en ).

Demostracion:
Consideramos el conjunto

U ={w € Q: F esta acotada en un entorno de w}.

Por definicion U es un abierto de 2. Queremos probar que U = 2. Si U
es distinto de €2, por (1) existiria un punto w € OU N2 y una sucesion
{fn}22, de elementos de F; con lim,, o | fn(w)| = 00. Sea g, = 1/ f,.; es
obvio que g, € F para todo n € N. Como lim,,_,, g,(w) = 0, sabemos
por (1) que la familia {g, : n € N} esta acotada en un entorno de w.
Por el Teorema de Montel A.9, existe una subsucesion {g,, }3>, que
converge uniformemente en una bola B de centro w hacia una funcion
g € H(B). Como todas las g, son no nulas y g(w) = 0, se sigue del
Teorema de Hurwitz A.11 que g = 0. Pero entonces limy_,o, f, = 00
en los puntos de U N B # (), en contra de la definicion de U. 0]

Definicién 3.6. Decimos que una sucesion {f,}°°; de elementos de F con-
verge compactamente hacia oo si para todo compacto K C €2 y para todo
M > 0 existe un numero natural ng tal que sin > ngy 2 € K se cumple
|[fn(2)] = M.

Definiciéon 3.7. Sea G la familia de todas las funciones holomorfas en un
abierto conexo (2. Se dice que G es una familia normal si toda sucesion de
funciones de elementos de G tiene una subsucesion convergente en H(2) o
bien una subsucesion que converge compactamente a oo en ).
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Teorema 3.8 (Teorema de Montel). La familia F es una familia normal en
Q.

Demostracion:
Podemos descomponer F como la unién de dos subconjuntos:

F={feF:lfpl<1y vy FR={feF:|flp)l>1}

Toda sucesion en F tiene una subsucesion en F; o en Fa, luego basta probar
que ambos conjuntos son normales. Hemos visto en el segundo apartado del
teorema anterior que F; esté localmente acotada en €2, por consiguiente, JF; es
normal. Ahora consideremos el conjunto F». Si una funciéon f pertenece a F;
entonces 1/ f es holomorfa en € porque f no se anula. Asimismo, 1/ f no toma
los valores O ni 1y [(1/f)(p)] < 1, luego 1/f € Fi. Por lo tanto, si {f,,}5°, es
una sucesion de elementos de Fo, la sucesion {1/f, : n € N} esta contenida
en JFi, luego tiene una subsucesion convergente a una funcion f € H(Q2). El
teorema de Hurwitz A.11 implica que o bien f es idénticamente nula o bien
no tiene ceros en 2. En el primer caso es facil ver que la subsucesion converge
compactamente a 0o, en el segundo caso la subsucesion converge a la funcion

holomorfa 1/f. O

Teorema 3.9 (Teorema de Carathéodory-Landau). Sean a,b € C con a # b,
y sea fi, fa,... una sucesion de aplicaciones holomorfas de 2 en C \ {a, b}.
Supongamos que lim,, ,, f,(w) € C existe para un conjunto de puntos de
) que tiene al menos un punto de acumulacion en 2. Entonces la sucesion
{fn}>2, converge de manera compacta en §.

Demostracion:
Podemos suponer que a = 0 y b = 1. La sucesion f,, € F debe entonces estar
localmente acotada en ). OJ

Una funciéon entera no polinémica tiene una singularidad esencial en el
infinito, y sucede que el proximo teorema, denominado Grande de Picard,
es valido para funciones holomorfas arbitrarias, no necesariamente enteras,
alrededor de una singularidad esencial. Probaremos que, alrededor de una
singularidad esencial, una funcién holomorfa toma infinitas veces cada valor
complejo, con a lo sumo una excepcion.

Teorema 3.10 (Teorema Grande de Picard). Sea f una funcion holomorfa
con una singularidad esencial en el punto 2y € C. Entonces f toma infinitas
veces cada valor complejo en cualquier entorno de zp, con a lo sumo una
excepcion.
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Demostracion:

Veremos que si una funcion omite dos valores en un entorno de una singu-
laridad aislada, entonces dicha singularidad no es esencial. Es claro que no
perdemos generalidad si suponemos que 2y = 0. Asi mismo, si suponemos que
f no toma dos valores complejos en el entorno punteado B*(0, 1), podemos
suponer que estos valores son 0 y 1. Veamos entonces que o bien f o bien 1/ f
estd acotada en un entorno punteado de 0. Sea {f,,}3° la sucesion dada por
fn(2) = f(z/n). Es claro que {f, : n € N} C F, donde F es la familia dada
en (3.2) para 2 = B*(0,1), pues cada f, es holomorfa y omite los valores
0 y 1. Por el Teorema de Montel 3.8, existe una subsucesion {f,, }7>, que
converge uniformemente en 0B (O, %), ya sea a una funciéon g holomorfa en
Q, ya sea a 00.

En el primer caso se tiene que {f,, }72, esta acotada en OB (0
existe M € (0,00) de manera que

1

,5), es decir,

]fnk(z)|:'f(ni>‘§M para todo z con |z| =1/2 y nx>1,
k

Por tanto |f(z)| < M en cada bola de centro 0 y radio 1/(2ny). Con el prin-
cipio del Modulo Méaximo A.8 concluimos que |f(z)| < M en cada corona
1/2ng41 < |2z| < 1/2ny. Por tanto, f estd acotada en un entorno punteado
de 0, y 0 sera singularidad evistable de f.

Si por el contrario la subsucesion {f,, }32, converge compactamente a oo,
entonces es {1/, 172, la que esta acotada en 9B (0,1) y se obtiene, razo-
nando de forma similar, que 1/f esta acotada en un entorno punteado de 0,
y 0 sera singularidad polar de f. 0

Corolario 3.11. Si f es una funcion entera que no es un polinomio, entonces
f toma cada numero complejo un nimero infinito de veces con una posible
excepcion.

Demostracion:

Consideramos la funcion g(z) = f(1/z). Como f no es un polinomio, g tiene
una singularidad esencial en z = 0. El resultado sigue de aplicar el Teorema
Grande de Picard 3.10. O
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Apéndice A
Resultados utilizados

Recopilamos en este apéndice los resultados clasicos de la teoria elemental
de funciones de variable compleja a los que se ha hecho referencia en el texto.

Teorema A.1l (Teorema de la aplicacion abierta). Sea €@ C C un abierto
conexo, f € H () una funcién no constante y a € Q. Si b = f(a) y m es
la multiplicidad de a como cero de la funcion f(z) — b, entonces existe un
entorno abierto de a, U, C C, tal que V, = f(U,) es un entorno abierto de
b que verifica que para cada w € Vj, \ {b}, la funcion z — f(z) — w posee m
ceros distintos en U,, todos ellos simples. Por consiguiente, f es abierta.

Teorema A.2 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio (con
coeficientes complejos) de grado n € N tiene n raices complejas (contando su
multiplicidad).

Teorema A.3 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea {2 un abierto de C,
20 € Qy feH(Q\{2}), de modo que 2y es una singularidad esencial de f.
Entonces para todo r > 0 tal que B(zp,r) C Q se cumple que f (B*(2o,7))
es denso en C.

Teorema A.4 (Férmula integral de Cauchy). Si f € H (£2) y D es una bola
con D C () entonces
1
f(z)=— ﬁdw para todo z € D.
21t Joapw — 2
Teorema A.5 (Desigualdades de Cauchy). Sea U un abierto de C,a € U'y
f una funciéon holomorfa en U. Para cada r > 0 con B(a,r) C U, denotamos
por
M(f.ar) = sup{|f(w)] : |w —af = r} < occ.
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Entonces, para cadan =0,1,2... se verifica que

n!

| f™(a)] <

T_n M(fvaﬂ") .

Teorema A.6 (Lema de Schwarz). Sea f € H(B(0,1)) con f(0) = 0y
|f(2)] <1 para todo z € B(0, 1). Entonces

a) |f(z)| < z para todo z € B(0,1).
b) [ (0)] < 1.

Lema A.7 (Lema de Julia). Sea f € H(B(0,1)) con f(1) =1y |f(2)| <1
para todo z € B(0, 1). Entonces a = h'(1) >0y

_ 2 2

1-hEE =P

L=[n(z)]? = 1—z7

z € B(0,1).

Teorema A.8 (Principio del Médulo Méaximo). Sea € € C un dominio del
plano complejo y f : 2 — C una funcion holomorfa en {2 y no constante.
Entonces | f| no alcanza un maximo local en ningin punto de €.

Teorema A.9 (Teorema de Montel clasico). Una familia de funciones holo-
morfas definidas en un conjunto abierto del plano complejo es normal si, y
solo si, esta uniformemente acotada en los compactos del abierto.

Teorema A.10 (Teorema de Vitali clasico). Sea {f,}52; una sucesion de
funciones uniformemente acotada en cada compacto de un dominio 2 del
plano complejo C. Supongamos que {f,}>2; converge puntualmente en un
conjunto A tal que A’ NQ # (. Entonces {f,}°2; converge uniformemente
sobre los compactos de €2.

Teorema A.11 (Teorema de Hurwitz). Sea 2 un dominio del plano comple-
jo. Sea { f,}52, una sucesion de funciones holomorfas en (2 tales que ninguna
se anula en ningin punto de €. Supongamos que {f,}>°, converge unifor-
memente sobre los compactos de €2 hacia cierta funcion f. Entonces o bien
f es idénticamente nula, o bien f no se anula en ningin punto de €.
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