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Introduccion

Imaginemos por un momento una sefal actstica elemental que suena de for-
ma ininterrumpida. Podemos identificar el sonido mediante la frecuencia con la
que vibra el aire que llega a nuestros oidos. Al mantenerse constante, es relati-
vamente facil dar una expresién matematica que describa el movimiento de las
particulas, seria algo de la forma sin (Kt + C). En el caso de que no fuera una,
sino varias las sefales acusticas elementales que oyéramos superpuestas, bas-
tarfa sumar més senos con la misma estructura a la expresién anterior, uno por
cada senal. Siguiendo por esta linea resulta tentador utilizar el anélisis de Fou-
rier para generalizar todas las superposiciones posibles de sefiales elementales,
y es muy acertado siempre y cuando las sefiales no varien con el tiempo. Sin em-
bargo, estos casos son situaciones ideales. Si queremos trabajar con los sonidos
presentes en nuestro dia a dia, sobre todo aquellos que nos aporten algtn ti-
po de informacién, es necesario buscar herramientas mas sofisticadas que nos
permitan manejar sefiales sonoras, ya sea para describirlas o para estudiarlas.
Pongamos otro ejemplo. En esta ocasion suena la radio de fondo. Pasados unos
minutos, nuestro cerebro se olvida de que la radio existe, y no es hasta que se
queda sin bateria que nos damos cuenta de que estaba encendida. Ir6nicamente
el silencio nos avisa de que la radio estaba encendida, pero no el silencio en si
mismo, sino la transicién entre los dos estados. Con este ejemplo pretendemos
mostrar como la informacion se encuentra en la variacion de frecuencias e in-
tensidades. Los objetivos de la teoria de la sefial, entre otros, son el andlisis, diag-
nostico, modificacion, cuantizaciéon, compresion, transmisién, almacenamiento,
sintesis y reconstruccion de cualquier tipo de informacién. Como acabamos de
comentar, el estudio de las sefiales unidimensionales no estacionarias necesita
técnicas diferentes del andlisis de Fourier. Estas técnicas incluyen una descom-
posicién atémica que consiste en extraer los constituyentes simples de la sefial,
fundamentalmente de tipo tiempo-frecuencia o tiempo-escala. Estos constitu-
yentes simples se denominan en la literatura &tomos en general, o wavelets en el
segundo caso.

Varias fueron las ramas del conocimiento que estudiaban las wavelets, a pe-
sar de que cada una siguié un camino distinto y razon6 desde un punto de vista
diferente. Por ejemplo en el campo de las matemadticas puras, todo comenz6 con
la presentacién de Haar (1909) de una base ortonormal de L?(R), ejemplo que en-
contraremos varias veces a lo largo del texto. Después le siguieron otras teorias
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VI INTRODUCCION

como la de Littlewood-Paley (1930) o la descomposicién en &tomos de Calderén
(1960). Mientras tanto, en el campo de tratamiento de la sefial, Burt y Anderson
publicaron en 1982 el algoritmo en piramide. Inicialmente disefiado para trata-
miento de la imagen, este algoritmo puede simplificarse a una dimensién para
obtener una variante que permita el andlisis de sefiales. Gabor propuso la utiliza-
cién de ventanas (1946), funciones que permitian estudiar la sefial en el tiempo
y frecuencia deseados. En 1984, Morlet utiliz6 esta teoria en el ambito de la sis-
mologia. Grossman, fisico tedrico contemporaneo a Morlet, detect6 similitudes
entre su trabajo y las ventanas de Gabor. De esta forma se dieron cuenta que
matematicos, fisicos y analistas de sefiales habian estado trabajando en parale-
lo, llegando en varias ocasiones a los mismos resultados desde puntos de vista
distintos. Conscientes de ello, Morlet y Grossman decidieron unificar ese mis-
mo afo toda la teoria existente en [Gros], tarea que también llev6 a cabo Mallat
[Mall] en 1998. Las referencias a todos los trabajos nombrados se pueden encon-
trar en estos dos ultimos.

El objeto de este trabajo es presentar una introduccion a ciertos aspectos de la
teoria de wavelets. Partiendo del andlisis tiempo-frecuencia asociada a la trans-
formada de Fourier en ventanas introduciremos las wavelets continuas, las f6r-
mulas integrales de andlisis y reconstruccion asociadas y un estudio detallado
de las wavelets continuas reales y analiticas. Estudiaremos también las wavelets
discretas diddicas, aquellas funciones que generan una base ortonormal del es-
pacio de Hilbert L%(R) mediante traslaciones enteras y dilataciones asociadas a
potencias de 2. El estudio, en este caso se centra en las wavelets discretas que de-
rivan de andlisis multiresolucién. Dicho anélisis multiresolucién genera un par
de filtros de cuadratura conjugados, de los que se derivan algoritmos eficientes
para el andlisis y reconstruccion de las sefiales. Este trabajo se limita al estudio
de senales en una dimension, aunque la mayoria de los resultados pueden gene-
ralizarse a dos dimensiones para el estudio de imdgenes o dimensién arbitraria.

En el primer capitulo introduciremos los espacios de funciones L? y espacios
de Hilbert sobre los que se construye la teoria. Se incluyen algunos resultados
bésicos sobre la transformada de Fourier indispensables a la hora de llevar a ca-
bo las demostraciones y estudio de la sefial en el &mbito frecuencial. También
presentaremos algunos conceptos adicionales, como son las bases de Riesz, es-
pacios de Holder, el principio de incertidumbre de Heisenberg y otros resultados
técnicos que se utilizardn a lo largo del texto.

El capitulo 2 comienza con el estudio de las ventanas de Gabor. Estas nos per-
miten realizar un anadlisis frecuencial local, de manera que aportan informaciéon
acerca de la intensidad localizada en el tiempo con que las frecuencias simples
intervienen en la sefial, dando lugar al espectrograma. En la seccién 2.2 presenta-
remos las wavelets continuas, las cuales proporcionan un anélisis tiempo-escala
que deriva en transformadas integrales para el andlisis y reconstruccion de la se-
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fial, tal como se muestra en el teorema 2.1. Para que esto sea posible, es necesario
exigir que la wavelet sea de integral nula y que verifique la condicién de admisi-
bilidad que aparece en este teorema. La idoneidad de una wavelet a la hora de
analizar una sefial pasa por la condicién de redundancia descrita en términos
de Reproducing Kernel y correlaciones no nulas. Esta caracteristica también se
aprecia en el escalograma, sustituto del espectrograma en el dmbito de las wave-
lets continuas. Finalmente prestaremos especial atencion a los casos de wavelets
continuas reales y analiticas. En la seccién 2.3 se introducirdn las wavelets dis-
cretas diddicas, esto es, como ya se ha comentado, funciones y caracterizadas
por generar una base ortonormal de L*(R) de la forma {2/2y/(2/- ~k)} ;. Por
lo tanto, las férmulas de andlisis y reconstruccion de la sefial se basa en la teoria
general de espacios de Hilbert. Encontrar wavelets discretas es en general una ta-
rea complicada. Su construcciéon puede llevarse a cabo con la teoria presentada
en la seccion 2.3.1.: el andlisis multiresolucion. Dicho andlisis consiste en con-
siderar una familia creciente para la inclusion de subespacios cerrados {VJ}] 7
de L?(R) que verifican ciertas propiedades. En particular, el subespacio V; con-
tiene una funci6n denominada funcién escala cuyas desplazadas {¢(- - k)} ke7
son una base ortonormal de V4. Mediante las relaciones de doble escala, se pue-
de asociar a esta funcién un filtro de paso bajo. Estos dos ingredientes permiten
asociar una wavelet a dicho andlisis multiresolucién mediante un filtro (de cua-
dratura) conjugado al filtro de paso bajo antes mencionado, tal como se describe
en la seccidn 2.3.3. Algunas de las wavelets clédsicas asociadas a andlisis multire-
solucion son las wavelets de Shannon, descritas en el ejemplo 6, o la wavelet de
Battle-Lemarié que aparece en el ejemplo 7.

El capitulo 3 estd orientado al estudio de algunas propiedades relevantes de
las wavelets, en particular regularidad, localizacién, momentos nulos y sopor-
te, prestando especial atencion a las relaciones e incompatibilidades que exis-
ten entre ellas, y su relevancia en teoria de la sefial. Por ejemplo, en el teorema
3.3 se muestra que el orden del momento nulo se puede calcular a partir de la
regularidad y la localizacién. También se incluye en la seccion 3.4 los detalles
para construir wavelets de soporte compacto, que como es bien conocido (ver
corolario 3.8), estdn asociadas a andlisis multiresolucién. Puesto que la familia
de subespacios {V;} jez queda determinado por el filtro de paso bajo, centrare-
mos la atencién en el andlisis de dicho filtro. En particular, sila funcién de escala,
y entonces también la wavelet, son de soporte compacto, los generadores de los
filtros asociados son polinomios trigonométricos, y en la seccion 3.4.1. se realiza
un estudio detallado de estos polinomios que permiten deducir propiedades de
regularidad de la wavelet. Como caso particular se presenta la wavelet de Dau-
bechies, cuyo soporte es minimo en funcién del orden de momentos nulos.

Este trabajo ha supuesto una gran oportunidad de profundizar en cuestiones
relativas a la teoria de funciones y anélisis armoénico, y en particular en el estudio
de las transformadas de Fourier y algunas generalizaciones. A su vez, la historia
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de esta teoria deja al descubierto la importancia de apoyarse en otras ramas del
conocimiento, ya sea dentro o fuera de las matematicas, pudiendo aprovechar
resultados ya demostrados para avanzar y desarrollar estudios mdas profundos.
Debido a las féormulas obtenidas a lo largo del trabajo es posible implementar
gran parte de los procesos y célculos que nos hemos ido encontrando. En el caso
de Matlab y Maple, entre otros, incluso existe una biblioteca especifica para es-
tudio y tratamiento de sefiales mediante wavelets.

Para terminar queria agradecer al profesor Fernando Gémez Cubillo el haber
aceptado dirigir este trabajo y compartir conmigo sus conocimientos en este drea
de las matemadticas.
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Capitulo 1

Preliminares

Antes de presentar el grueso del trabajo haremos una pequeiia introduccion
de la teoria vista durante el grado necesaria para poder trabajar con las Wavelets.
Los resultados referentes a las dos siguientes secciones se encuentran en [Rud] y
en el primer capitulo de [Mall].

1.1. Espacios L’
Definicion 1.1. Sean p, q € (0,00]. Llamamos exponentes conjugados apy q si
1 1
—+—=1.
p 4q
Teorema 1.1. Sean p, q exponentes conjugados, X un espacio medible de medi-

da u. Sean f,g : X — [0,00] funciones medibles. Entonces se dan las siguientes
desigualdades:

1 1

p q
ff(x)g(x)duSU f(x)”du) U g(x)"du) : (1.1)
X X X

1 1 1
(fx(f(x)+g(x)pdp)ps(fo(x)pdu)p+(fXg(x)pdp)p. (1.2)

La desigualdad (1.1) se denomina desigualdad de Hélder, mientras que (1.2) es
la desigualdad de Minkowski. En el caso p = g = 2, la desigualdad de Hélder es
conocida como desigualdad de Schwarz.

Definicion 1.2. Sea 0 < p < oo, X un espacio medible de medida (1. Se define el
espacio LY (1) como

LP(w = {f : X — C medible, f |f01Pdu < oo}.
X
La norma asociada a este espacio || - || , se denomina norma L, donde
1
p
£l = (fx If(x)lpdu) |

1
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Las desigualdades (1.1) y (1.2) dan lugar al siguiente resultado.

Teorema 1.2. Sean p y q exponentes conjugados, 1 < p < oo.

(@) Sean feLP(u)yge L(u). Entonces fge L' (1) y
fglh < Iflipligllg (1.3)
(b) Seanf, ge LP(u). Entonces:

If+8llp<Ilfllp+118llp. (1.4)

Teorema 1.3 (Fubini). Sean X e Y espacios medibles con medidas 1 y A respectiva-
mente, y sea f una funcién medible de X x Y. Definimos

fi=| rau 7= rar

Sife Ll(u x 1), entonces fy € LY\ para casi todo x, 7 € L (1) para casi todo
y € Y. Ademds se cumple

f fd(,ux/l):ffxdﬂtszydu. (1.5)
XxY X Y

Teorema 1.4 (Fatou). Sea X un espacio de medida , (fr) neny Jn i X — [0,00] una
sucesion de funciones medibles. Entonces

f (liminffn) du <liminf f fody.
X n—oo Jx

n—oo

Definicion 1.3. Sea X un espacio medible de medida i, f : X — [0,00] una fun-
cién medible. Identificamos con A, el conjunto f~1((a,+oo]) c X. Definimos el
supremo esencial de f como

ess.sup(f) = inf{a | p(Aq) =0}.
Definicion 1.4. Sea X un espacio de medida . Se define el espacio L*° (1) como

L®(u) ={f: X — R medible | ess.sup(f) < oo }.

1.2. Espacios de Hilbert

Definicion 1.5. Sea H un K-espacio vectorial (donde K =R 6 C). Sea
(,+) : HxH — C una aplicacion tal que ¥ x,y € H se verifican las siguientes pro-
piedades:

1. (x,y) = x).
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2. (x+y,2)=(x,2)+(),2), Vze H.
3. (ax,y)=al(x,y), «aescalar.
4. (x,x)=0.
5 (x,x)=0<x=0.
Entonces H se denomina espacio prehilbert, y (-,+) es su producto escalar asociado.

Corolario 1.5. Es posible definir una norma asociada al producto escalar de H de
la forma

12117 = (x, %),
que verifica:
1, 1= M1xpll, (1.6)
llx+ yll < llxI[ + [yl (1.7)

Definicion 1.6. Sea H un espacio prehilbert, I = {x4}qep € H. T se denomina con-
junto ortonormal si

1, a=p,

(¥, xp) =
0, a#p.

Si las combinaciones lineales finitas de elementos de” son densas en H, se dice que
I' es una base ortonormal de H .

Definicién 1.7. Sea H un espacio prehilbert donde toda serie de Cauchy converge.
Entonces H se denomina espacio de Hilbert.

Nota. A partir de ahora, siempre que hablemos del espacio H estaremos conside-
rando un espacio de Hilbert.

Definicion 1.8. Sean x,y € H. Decimos que x e y son ortogonales si (x,y) = 0.
A su vez, sea A un subespacio vectorial de H, se define A* = {y € H|Vx€ A, (x,y) =0}.

Definicion 1.9. Sea A un subespacio cerrado de H, x € H. Definimos la proyeccion
de x sobre A, P4(x) € A, como el tinico elemento de A que verifica

[]x = Pa(x)|| =min||x — yll.
YEA

Teorema 1.6. Sea A un subespacio cerrado de H, x € H. Podemos reescribir x, y la
norma de x, de la siguiente forma:

1. x=Pa(x)+ Py (x).

2. Ix[=IPa + [P 4L (X)I].
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Definicion 1.10. Sea {u,},ca una base ortogonal de H, entonces podemos escribir
todo elemento x € H como combinacion lineal generalizada de u, :

x=) x(@uq, x(@)= (X, ug). (1.8)

aeA

Teorema 1.7. Sea 98 = {uq}4en Un conjunto de elementos ortonormales de H. En-
tonces:

VxeH, |x|>= Z |x(a)]? (Desigualdad de Bessel).

aeA

Si ademds 9B es una base ortonormal de H
o VxeH, [Ix|I*=Ygenlx(@).
e VX, yeH, (x,9)=YgeaXx(@)y(a) (Identidad de Parseval).

Definicién 1.11. Sea H un espacio de Hilbert, Se define

IP(H) = {(za)aeA c H, A numerable

Y Izal”<00}.

aeA

Los espacios de Hilbert en los que trabajaremos seran de la forma L?(Q, 8, u)
dotado del siguiente producto escalar:

Vf,geH (f,g):fgfgdu. (1.9)
Por tanto podemos aplicar todas las definiciones y desigualdades enunciadas
al principio del capitulo. En particular tomaremos (Q, 8,u) con Q = R", flao-

algebra de Borelde R" y = dy, ...dy, lamedida de Lebesgue producto en (R", f),
con el siguiente producto escalar asociado:

(ﬁ@zﬁfmanm.

1.3. Transformada de Fourier

Los siguientes resultados se pueden encontrar en el capitulo 2 de [Mall].

Definicién 1.12 (Transformada de Fourier). Sea f € L'(R), ¢ € R. Definimos la
transformada de Fourier de f en el punto { como:

NGE f feat. (1.10)
R
Teorema 1.8 (Teorema de inversién). Sea f € L' (R) tal quefe L'(R). Entonces

1 ~ .
f(t)=ngf(é)e’“dé. 1.11)
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Ala funcién f la llamaremos transformada inversa (de Fourier) de f. Véase,
por ejemplo, el teorema 2.1 de [Mall].

Propiedad 1.13. Sea f € L' (R). Entonces:

ft)— f(t—b) <= F&— e f (). (1.12)

1 t ~ ~
f(t)HEf(E) — f(&)— f(ad). (1.13)
fO—ef1) = fi&— fE-0). (1.14)
?(5) = ?(—é). (1.15)

Demostracion. Para (1.12), (1.13) y (1.14), basta aplicar un cambio de variable
dentro de la forma integral. En el caso (1.15) se aplica [ fdu= [ fdp,

S L [T= i _ifoo_itg:_ifoo P
f(é)—zﬂf_oof(t)e dt_zn _Oof(t)e dt_zn _Oof(t)e dt,

pero como dr= dt, obtenemos f((f) = ?(—f). O

Nota. Sinosencontramos con el caso f(t) — %f (t;ab), basta aplicar (1.12) y (1.13)

consecutivamente para ver que f(cf )— e ! b‘(f(aé )

Definicién 1.14. Sean f, g € L' (R). Se define la convolucién de f con g en t como
f*g(t):f fe-y)gydy. (1.16)

Teorema 1.9. Sean f y g funciones de L' (R). Se cumple f x g € L'(R) y
f*g®=FOg®. (1.17)

Teorema 1.10. Sean f,g € LYR) mLZ(IR%), entonces:
_ 1 ~ =
ff(t)g(t)dt=—ff(5)g(€)d<f- (1.18)
R 27 Jr
Teorema 1.11 (Teorema de Plancherel). Sea f € L'(R) N L?(R), entonces:

2_i 2
I £l —Zﬂllfll . (1.19)
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1.4. Otros resultados

En este apartado presentamos definiciones y resultados adicionales a los que
haremos referencia a lo largo del texto.

Definicién 1.15 (Base de Riesz). Sea K < L(R) el espacio generado por & ={ fi, k€ Z}.
Entonces & es una base de Riesz de K si para cada funcion g € K, existe una tinica
secuencia {®} ez tal que

g =) arfe
kez
convergente en L (R), y existen dos constantes Ay B,0 < A < B < co independientes
de g tales que

AY larlP =Y arfil5<B Y laxl
keZ kezZ keZ
Proposicién 1.12. Sea g € L2(R), entonces {g( -—k), ke Z} es un sistema orto-
normal si y solo si

Y I1gE&+2km) =1 cs.EeR.
kez
Tanto la definicién 1.15 como la proposicién 1.12 pueden encontrarse en
[Wei], siendo esta tltima la proposicién 1.11. en dicho libro.

Teorema 1.13 (Principio de incertidumbre de Heisenberg). La varianza temporal
0 y la varianza frecuencial o¢ de f € L*(R) satisface

(1.20)

2
Oy

AN

2
>
0-5_

Este resultado no es mas que una reproduccion del teorema 2.5 presente en
[Mall]. Las varianzas temporal y frecuencial se definirdn mas adelante, en el ca-
pitulo 2.

Definicion 1.16. Sea g una funcion definida en todo R, y sea 6 : R — {0,1} la
funcion 6(x) =1 < x =0. Entonces si 6, = 6(x — a), a € R, denotaremos la accién
de 8, sobre g en el sentido de distribucion por (64, 8) = §(@).

El siguiente teorema se extrae del comienzo del capitulo 6 de [Daul.

Teorema 1.14 (Bezout). Sean p,, p» dos polinomios de grado n;, ny respectiva-
mente, sin raices comunes. Entonces existen dos polinomios q,, q» de grado n, — 1,
ny — 1 tales que

p1(8)q1(t) + p2(1)g2(1) = 1.

Definicion 1.17. Seaa=n+ >0, ne NU {0}, 0 < § < 1. Se denomina espacio de
Holder de orden « a las funciones de €" tales que la derivada n—ésima verifica la
condicion de Holder:

co={fee"

VeeR 3K, >0, e+ b - fU 0] < KilhlP .



Capitulo 2

Wavelets

Nuestro objetivo no es otro que encontrar un método para describir las se-
fiales no estacionarias (cuya frecuencia varia con el tiempo) definidas sobre R
utilizando sefiales mas simples. Para ello, no vale solo con tener en cuenta la pre-
sencia de diferentes frecuencias, sino también el momento en que estas apare-
cen. Para ello comenzaremos con el estudio en ventanas presentado por Gabor
(1946) parailustrar una de las primeras ideas que surgi6 para anadlisis de sefial, la
cual se basa en observar la energia de la sefal sobre el plano tiempo-frecuencia.
Mads tarde, aparecio otra técnica que sustituia las ventanas por wavelets, estu-
diadas en las secciones precedentes. Comenzaremos presentando las wavelets
continuas para mas tarde pasar al grueso del capitulo que suponen las wavelets
discretas y su construccion. Para ello nos apoyaremos en el andlisis resolucion,
que aparte de ayudarnos a la hora de construir las wavelets discretas sirve de ba-
se para el desarrollo de algoritmos de andlisis y reconstruccién de sefales. Para
este capitulo se han utilizado mayoritariamente los textos de [Mall] y [Wei].

2.1. Transformada de Fourier en ventanas

Gabor propone en [Gab] cortar el tiempo en varios trozos y estudiarlos inde-
pendientes unos de otros. Puesto que {e”“} ez €8 una base ortogonal de L2(T),
una primera idea podria ser dividir la recta de los reales en intervalos disjuntos
de laforma [a, ak+1), ax € R, Vk € Z, y asociar a cada uno la base

—ay .
j — €
{elkﬁk(t)} , P = ﬂak+1—ak’ sitelag, Ak+1), ©.1)
ke 0, si no.

ya que asi tendriamos la informacion bien localizada tanto en tiempo como en
frecuencias. Sin embargo, esta construccién produce comportamientos indesea-
dos en los puntos de union de los intervalos.

Buscamos entonces una familia de elementos tales que su comportamiento
sea suave, particularmente en los extremos, y ademds nos permitan trabajar en

7
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cualquier momento ¢ = u y frecuencia ¢ = s. Esto se consigue utilizando funcio-
nes regulares g € L%(R), simétricas ydenormal || g|l = 1.

Antes de exigirle més propiedades a g aclararemos el concepto funcion cen-
trada en x al que se hard referencia en repetidas ocasiones durante este capitulo:

Definicion 2.1. Sea f :R — C. Se dice que | estd centrada en el punto x € R si

[e.@]
x:f t|fofdr.
—00

Ademas de las propiedades anteriores, g y su transformada de Fourier deben
estar centradas en 0. A estas funciones las llamaremos ventanas, las cuales nos
permitirdn situarnos en el tiempo que queramos, aplicando una traslacién a la
ventana original g(f) — g(t—u) = g(t—u) centrada en ¢ = u. Para poder despla-
zarnos por las frecuencias, multiplicaremos las ventanas por exponenciales e’*’,
obteniendo una familia de &tomos

{gu,s(t) =e'Sg(t- u)} (2.2)

u,seR
Gracias a las propiedades de 1.13, la transformada de Fourier del &tomo g, ; es
8us&) =8 ~-s)é u6=9 funcién centrada en ¢ = s como queriamos. La informa-
cion de la senal referente a un entorno del punto (u, s) viene dada por la Trans-
formada de Fourier de Tiempo Corto (STFT). Explicitamente se define como

Sf(u,s) = fR FOF, (D,

y se utiliza para detectar las variaciones repentinas en la sefial. Cada 4tomo se
identifica con un rectdngulo o ventana R,, ; del plano tiempo-frecuencia centra-
do en (u, s) ydelados o,y o, donde

e 0;= \/ ff;o t?|g(1)|?dt se denomina varianza temporal de g,

¢ 0:= \/ ffo‘f &218(&)1%d¢  se denomina varianza frecuencial de g.

Mads adelante veremos una generalizacion de esta féormula para funciones cuya
transformada de Fourier no esta centrada en 0. Por el teorema 1.13, el area del
rectdngulo no puede ser tan pequefia como queramos, ya que se debe cumplir
0.0¢ = % La energia de la sefal f en torno a (u, s) (mds exactamente, sobre R, ;)
se calcula a partir de la funcién STFT de la siguiente forma:

Psf(u,s)=|Sf(u,s)l*

Los valores Pg f(u, s) definen el espectrograma. Los &tomos mds utilizados son
los presentados en [Gab]

w(o = e—az(t—t0)2ei(27tf0t+(p),
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donde a, 1, fo y ¢ son constantes, en parte porque consiguen que el rectdngulo
sea de drea minima al utilizar ventanas gaussianas. A pesar de esto, si tomamos
dos rectangulos disjuntos R, s, R,/ ¢, €l producto escalar de sus &tomos asociados
es distinto de cero. La prueba puede encontrarse en [Mey]. Otro inconveniente
de la STFT es la forma de las ventanas: puesto que gy g solo se trasladan (no se
dilatan), o, y o¢ no varian, lo que acarrea falta de precisién cuando queremos
conocer informacion precisa del tiempo o frecuencia.

Ejemplo 1. Supongamos que trabajamos con una dtomo g tal que g estd centrado
enl,o;=1yo¢ = 1. Entonces seria posible cubrir completamente el plano tiempo-
frecuencia como en la figura (2.1) dando valores a u y s. Podemos ver que aunque
los rectdngulos R, s se desplazan, su forma no varia.

4 .
frecuencia
31 u=1, s=2
21 u=l1, s=1 |{u=2, s=1
17 u=1l, s=0 | u=2, s=1 | u=3, s=1
tiempo
1 2 3 4

Figura 2.1: Embaldosado STFT asociado a g

Si ahora preferimos centrarnos en el andlisis de los detalles de la sefial, o bus-
camos una forma de comprimirla, deberemos acudir a otros métodos. El mas
extendido es el de la transformada wavelet(WT). En él se trabaja tanto con wa-
velets continuas como discretas, y es en el estudio de estas funciones en el que
nos centraremos en la siguiente seccion.

2.2. Wavelets continuas

No se puede presentar la teoria de esta seccion sin haber saber previamente
qué es una wavelet y una transformada wavelet. Dicha informacién puede en-
contrarse tanto en [Mall, Cap. 4] como al inicio del capitulo 1 de [Hol]. Una wa-
velet es una funcion y € L2(R) tal que

fu/(t)dt:O,
R
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de manera que la familia de &tomos que forman sus trasladadas y dilatadas

{w (0 = = w( u) LeER seuqa*} 2.3)
u,s T - D ’ .
y \/E S

permita analizar y reconstruir las sefiales. Es por esto que a las wavelets se les
denomina dtomos tiempo-escala.

Nota. Aunque no sean propiedades que caractericen las wavelets, exigiremos que
lwll =1 yw esté centrada en t = 0 para facilitar el desarrollo de la teoria.

Definicién 2.2 (Transformada wavelet). Sea f € L?(R). La transformada wavelet
de fen el punto (u,s) e RxR™ es:

Wf(u,s) = fRf(t)wu,s(t)dt.

2.2.1. Tipos de wavelets

Esta diferenciacién se encuentra tanto en el capitulo 4 de [Mall] como en
[Hol], aunque en este ultimo las wavelets analiticas se denominan progresivas,
la cual es una denominacién mucho mas intuitiva.

Reales

Haciendo referencia al nombre, nos referimos a wavelets cuya imagen esta
contenida en R. Dentro de este conjunto existen funciones tales que su transfor-
mada toma valores positivos para frecuencias negativas. Fisicamente esta pro-
piedad no tiene sentido, pero matemdaticamente podemos asociarlo al giro del
argumento en sentido antihorario sobre S. Este tipo de wavelets se emplean pre-
ferentemente en la deteccion de singularidades y entornos con una baja regula-
ridad.

La transformada wavelet guarda la informacion de la sefial en torno a un mo-
mento y una frecuencia exacta. Entonces, ;seria posible recuperar la sefal inicial
si conociéramos la transformada wavelet en todo el plano tiempo-frecuencia?
Caldero6n consiguié demostrar en 1964 [Cal] que si era posible, aunque él no lo
supiera en ese momento, ya que su estudio no estaba orientado hacia el anélisis
de las sefales. Grossmann y Morlet presentaron la misma férmula en [Gros]. El
siguiente resultado estd tomado de [Mall], donde posee el mismo nombre.

Teorema 2.1 (Calderén, Grossmann, Morlet). Seay € L?(R) una funcioén real tal
que

I GIE o
Cy = ; dé < +oo (condicion de admisibilidad). (2.4)
0



2.2. WAVELETS CONTINUAS 11

Para todo f € L*(R), se cumple

d
[ = f f Wf(u, )y, s(l‘)du (2.5)

fMVmﬁnﬁifwfmmwmwhw@ 2.6)
—00 B CU/ 0 —00 ’ 82 ' '

Demostracion. Para probar ambas igualdades, definiremos v (f) = \/_1,1/( ). Por

como estd definida W f(u, s), podemos reescribirla de la forma f x ¢ («), donde
w'(t) =w(-1),y aplicando las propiedades de la transformada de la convolucién,

I//V7(u, s) = fﬂ(u). Gracias a la siguiente igualdad,
ﬁﬂa:j'ﬁﬂnf”wt:f WPnfﬁ%t:i[ v(netdy = -y~ =),

la transformada de Fourier de W f se puede sustituir por M//\f(u, s) = fﬁ(u). Pa-
ra probar (2.5) definiremos la parte derecha de la igualdad como b(#). Tomemos
un s fijo. Entonces

+00 +00 _ _
b(t):f Wf(u,s)ws(t—u)du:f fryi(y(t—udu= f*xy,*xy(r).

Sustituyendo en (2.5) y pasando a la transformada de Fourier, el teorema de Fu-
bini asegura que

~ 1 ®© = —~ ds 1 oo — ~ ds
bm—aﬁfm%m%@?—aﬁfmﬁwmﬁwm?

G N
_Cw \(m

Aplicando el cambio de variable w = s¢,

gdS

f©

b(¢) = Cy

_ sdw .
|(MF7?:fm,

como queriamos.

En el caso (2.6), sea b el valor de la parte derecha de la igualdad. Sustituimos
W f(u,s) por f* /' (u), yaplicando el teorema 1.10

- L [T A [ o mora -
_wao 2nf_oo|f(‘f)| |75 d(fsz =

L R R NN 2 ds
- [ [l e s
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Aplicando de nuevo Fubini y el cambio de variable w = s¢,

Cy2n f(£)|f [F(s&)|° —dE—

1 d 1
Cz f |f(é)|f [9( )|2—wd€— f |f(<*)| Cydé.

Basta con utilizar el teorema de Plancherel para ver que b= [*_ | f()|*d .
0

Nota. Una condicién necesaria para que se cumpla (2.4) es 9 (0) = 0, pero esto
es inmanente a todas las wavelets ya que por definicion ¥ (0) = [y (0)dt = 0. Si
ademds y es diferenciablemente continua, entonces la condicion se verifica.

Ejemplo 2. Un ejemplo de wavelet real es la llamada Sombrero Mexicano, que no
es otra cosa que la derivada segunda de una funcién Gaussiana. En la figura 2.3
se observa que la imagen de su transformada de Fourier no estd restringida solo al
dominio de las frecuencias positivas, al contrario de lo que veremos en la seccion
siguiente.

1,5 | 1,57
1 1+
0 0,
—4 O\ -2 W 4 -2 2 4
Figura 2.2: ¢ sombrero mexicano Figura 2.3: i sombrero mexicano
Reproducing Kernel

Gracias a la transformada wavelet estamos guardando la informacién de una
aplicacion de una variable en una funcion de dos variables. Esto implica que sera
inevitable encontrar informacién repetida en distintos puntos de la WT.

Sea up y so un tiempo y frecuencia fijos. Combinando (2.5) con la definicién
de transformada wavelet, podemos escribir W f (1, so) a partir de W f(u, s):

(o.0]

Wf(uO’SO) :f

—00

1 00 [+00 ds\_
(C_u/fo f_oo Wf(u’s)w”'S(t)duS_g Y yo.50 (DAL 2.7)
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Aplicando el teorema de Fubini, obtenemos
1 (e .9] +00 ds
Wf(uO}SO) = _f f Wf(u) S)K(u()) u, SO,S)du_Z, (2-8)
C]l/ 0 —00 S

donde K (uo, u, so, ) = [ Wy, s(Ow,, ;, (Ddr es el Reproducing Kernel.

—00
Su valor indica la correlacion entre y,,s y ¥, o, v por tanto, la redundancia de
informacién que almacenan sus transformadas.

Analiticas

Definicién 2.3. Una funcion f € L>(R) se denomina analitica si su transformada
de Fourier es cero para frecuencias negativas:

f(f) =0, siw=0.

Toda funcién analitica f,; es compleja, por lo que podemos estudiar por se-
parado su mdédulo y su argumento. Atn asi, es posible definir de forma tnica f,
conocida su parte real f = Re(f,;). Definimos su transformada de Fourier

Ja® + Ja®) _ Jal® ~ a8

f@)= 5 5
Inversamente,
_ 2f(©, ¢>0,
fa&) = ! (2.9)
0, &=<0.

yaplicando al transformada inversa de Fourier a (2.9), obtenemos la funcién ana-
litica de partida. Para estas wavelets existe un teorema equivalente al teorema 2.1
también en [Mall] (Teorema 4.4), que ademads reconstruye Wy, a partir de W¢.

Teorema 2.2. Sea f € L*(R). Se tiene

Wf(u,s):%Wfa(u,s). (2.10)

SiCy = J52 PO g < too y f es real

2 oo +00 ds
f(t)=—Re f f W f(u, s)i,lfuys(t)du—2 , (2.11)
Cw 0 —00 N
+00 o0 +00
f If(DPdt = if f |Wf(u,s)|2dud—zs. (2.12)
—00 Cq/ 0 —00 )

A partir de ahora hablaremos de transformadas wavelets analiticas (AWT)
cuando apliquemos la definicion 2.2 a wavelets analiticas. Con este tipo de wa-
velets es posible retomar el estudio de las frecuencias utilizando las ventanas aso-
ciadas al principio de incertidumbre de Heisenberg. El rectangulo R, s asociado
ala wavelet v, ; estard dado en funcion de las siguientes propiedades:
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e y(t) centradaent=0 = v, s(t) centradaen t = u.
° {7&(6) centrada en 5 =N = @u,s(g) centrada en 6 = ’I”/S

* Recuérdese que la varianza temporal de  viene dada por 6% = [ _J”;o Py (0)?dt
= Lavarianza temporal ¥/, s €s 02s°.

e Lavarianza frecuencial de y viene dada por 0? = f0+°°(€ - 17)2 (7463) 12dé

= La varianza frecuencial de v, ; es a?/ s%.

Entonces el rectdngulo R, s tiene centro (u,7/s) ylados so;yo¢/s, conlo que
mantiene el drea independientemente de la dilatacién aplicada a la wavelet .
De esta forma se cubre el plano tiempo-frecuencia con rectdngulos de distintas
proporciones. Esto es una ventaja, por ejemplo, cuando estudiamos frecuencias
pequeiias, ya que necesitamos un intervalo de tiempo més amplio para aproxi-
marlas bien.

Ejemplo 3. Supongamos ahora que trabajamos con una wavelet p centrada en
t=0,cono,=1yp centradaenn =2, cono¢ = 1. Vamos a dar diferentes valores a
u y s con el fin de observar la variacién de forma y localizacién de los rectdngulos
sobre el plano tiempo-frecuencia (figura 2.4). Podemos apreciar que el valor que
determina la forma y altura a la que se encuentra Ry, s viene dado en funcion de s,
mientras que u solo indica la posicion a lo largo del eje temporal.

5| frecuencia
S= S=
0.5 0.5
4 41
u=1 u=3
3 41
27 s=1u=1 s=1u=3
1 s=2 u=1 s=2 u=3
tiempo
1 2 3 4

Figura 2.4: Embaldosado AWT

En la transformada Wavelet analitica, el elemento que corresponderia en STFT
con el espectrograma se denomina escalograma y se define de forma semejante:

ow(u,g) = IWf(u,s)l2
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2.3. Wavelets Discretas

Habiendo presentado la teoria de las wavelets continuas ahora nos centrare-
mos en las wavelets discretas, para ello nos apoyaremos esencialmente en [Wei,
Cap. 2] y en el capitulo 7 de [Mall]. Estas wavelets forman una base ortonormal
de L?(R) de la forma

{Wj,k(l‘)zzj/ZW(ij—k), j,kez}. (2.13)

Esta caracteristica nos permite reconstruir la sefial como combinacién lineal
de los elementos de la base

f=2 (Fwidwic (2.14)

Jj kez

Los elementos {y ]-,k} ey Paraun j fijo son aquellos asociados a la 'resolucién 27,
capaces de guardar la informacién de los detalles de tamafio 27/. Asi, esta fa-
milia de 4&tomos permite almacenar la informacién de distintas resoluciones por
separado, lo que resulta muy util para guardar una sefial, ya que podemos elegir
la cantidad de informacién que queremos almacenar, sabiendo cuanta defini-
cién tendremos al reconstruirla. Sin embargo, necesitamos asegurarnos de que
efectivamente (2.13) es una base ortonormal. Esto se consigue construyendo no-
sotros mismos la wavelet . El inicio de esta construccién puede llevarse a cabo
mediante el Andlisis Multiresolucién, con lo que empezaremos definiéndolo.

2.3.1. Analisis Multiresolucion

Definicién 2.4 (Analisis Multiresolucién (MRA)). Sea {V;} jez Una secuencia de

subespacios cerrados de L*(R). Entonces { Vj}j <7 @sun MRA si verifica las siguientes
propiedades:

Vic Vi, Vj,eZ, (2.15)
fOeVie—=fR2-)eVi,, Vjez, (2.16)
lim v; = V;={0}, (2.17)
J——oo jez
limv;=JV,=L*®, (2.18)
J—oo jez
3 ¢ tal que { p(- — k)} ., es una base ortonormal de V. (2.19)

La funcién requerida en (2.19) se denomina funcién escala del MRA. La base
a la que también nos referimos en (2.19) puede sustituirse por una base de Riesz
sin que esto conlleve ningtin problema. En ese caso hablaremos de un MRA aso-
ciado a una base de Riesz. La demostracion de que ambos MRA son equivalentes
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puede encontrarse en la seccion 2.1 del capitulo 2 de [Wei] y en la 5.3 de [Daul].

Antes de comenzar con la teoria, definimos ¢, (f) = 2j/2(p(2j t—k), jkeZ.
Para j = 0 tenemos que {(po,k(t) =@(t— k)},C€Z es una base ortonormal de V.
Por la propiedad (2.16), {(p(Zj r— k)}kez es una base ortogonal de V;, con lo que
{o j,k} ez €8 una base ortonormal de V;. Nuestro objetivo final es conseguir es-
cribir de forma tnica una sefal, definida por una funcién f, como combinacién
lineal de otras més simples. Una forma de conseguir esto es proyectando f sobre
los espacios V;. Dichos subespacios contienen funciones de resolucion 2J (de-
bido a la dilatacion de ¢), es decir que Py, (f) guarda los detalles de f que sean
mas grandes de 27/, siendo el tamario 2° el correspondiente a ¢. Es posible dar
la forma explicita de Py, (f) como

Py.(N) =3 (frojx) ik (2.20)
kez

De la forma en que el MRA estéd construido podemos observar que al pasar
de V;j a Vj,, se estdn anadiendo funciones de resolucion 2/ +1 Podemos expresar
Vj41 de la siguiente manera:

‘/j+1 = ‘/] ® V‘/j.
Esto nos permite expresar la proyeccion de f sobre el espacio V. como Py, , (f) =

Py, ( + P, ( /). Intuitivamente podemos identificar W; con las funciones capa-

ces de guardar la informacién de resolucién 2/*! pero no de 2/. Aplicando induc-

cion es facil ver que se puede reescribir V; como

J
Vi= D Wi
k=—00

Puesto que {V]}] <7 cumple las propiedades (2.15) y (2.18), se deduce

LR = P W

k=—00
Por otro lado, la funcién escala ¢ pertenece al espacio Vj. Por la propiedad
(2.16), %(p (%) es a su vez una funcién de V_, c V. Esto quiere decir que es posi-

ble descomponer %(p () como suma de los elementos de la base de (2.19):

1 t 1 .
E(ﬂ(g)—kgzakqo(t—k), ak—(%‘ﬂ(é)ﬂp('—k)). (2.21)

En general, esta descomposicion es posible para todas las funciones de la for-
ma 2~//2¢(27/.) siendo j € N. Puesto que ¢ es una funcién de L?(R), se tiene por
el teorema 1.7

1 t
||—<p(—) =1 arpt=0I* =) lagl® < +oo, (2.22)
\/z 2 keZ kez



2.3. WAVELETS DISCRETAS 17

porlo que (@) te7 € I2(R). En numerosas ocasiones haremos referencia a las fun-
ciones trabajando con su transformada de Fourier, ya que quedan definidas de
manera unica. Tomando la transformada de (2.21) obtenemos la siguiente pro-
piedad:

Propiedad 2.5. Sea ¢ una funcioén escala. Entonces

P =me(O)PE), me©) =Y aye™. (2.23)
Jjez

A la funcién mg la denominaremos filtro de paso bajo por estar ligada a una
funcién del espacio V_;. Puesto que (@) ez € *(R), y {eikf}kEZ es una base orto-
gonal de L2(T), y todos sus elementos son 2x-periodicos, my(¢) también es una
funcién de L?(T) 2n-periddica. Esta funcién resulta muy util a la hora de imple-
mentar algoritmos, como se puede apreciar en la seccion 7.3 de [Mall].

~0,5 0,5 1 1,5 ~05 0,5 1 1,5

Figura 2.5: Wavelet Haar Figura 2.6: Funcion escala Haar

Ejemplo 4. La wavelet mds sencilla es la wavelet de Haar (figura 2.5). Podemos
obtenerla a partir de la funcion escala ¢(t) = y0,1)(). Siendo el filtro de paso bajo:

1, sik=0,1, 1 i
ay = =  mp)==(1+e").
0, si no. 2

Esta wavelet posee un soporte compacto y es constante a trozos, lo cual resulta muy
atractivo a la hora de realizar cdlculos con ella. Pero hasta ahi llegan las ventajas,
ya que en x € {0, %, 1} existen discontinuidades que provocan efectos indeseados a

la hora de reconstruir la sefial inicial.

Por (2.23), podemos escribir ¢(£) como

N .
P& =[] mo@ 792 Ne).

j=1
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Si (&) es continua en ¢ = 0, tomando el limite cuando N — oo, obtenemos
PO = [ mo270p(0).
j=1

Para terminar de simplificar la expresion vamos a buscar el valor explicito de ¢(0)
ayudédndonos del teorema 7.2 de [Mall].

Teorema 2.3 (Mallat,Meyer). Sea ¢ € L?(R) una funcién escala de un MRA, § con-
tinua en 0, y sea my el filtro de paso bajo asociado. Entonces

Imo(&)12 + |mo(E+m)*=1 E€Rec.s. (2.24)

mp0) =1 (2.25)
Ademds, |p(0)| =1

Demostracion. Empezaremos con (2.24): al ser ¢ una funcion escala, (2.19) nos
asegura que {p(-— k)} ez €8 un sistema ortonormal, por lo que podemos aplicar
(1.12) para conseguir

1= Y 1§E+2km) P = Y |@@&/2+km)|* 1mo (&12 + km) 2.
kez kez

Al haber tenido en cuenta(2.23), podemos separar el sumatorio en dos depen-
diendo de si k es par o impar:

S|P @2 +2km) [ 1mg €12+ 2km) P+ Y @ 12+ 7 +2km)|* 1mo (12 + 7+ 2km) 2.
kez kez

Ya sabemos que mg € £2(2n), por lo que
mo (§/2+2km)=my(&/2) vy mo(/2+m+2km)=my(/2+m), VkeZ.

Ahora que podemos sacar el factor comun, volvemos a aplicar (1.12) en ambos
sumatorios obteniendo

Imo /212 Y. |@ €12+ 2km) [+ 1mo &2+ m)12- Y |@ (12 + 7 +2kn)|” =
kezZ keZ

=|mg (E/2)1* + |mg (E/2+m)|*.

Basta tomar ¢’ = £/2 para obtener |m0(é’)|2 + |mo(<f’+71)|2 = 1 para casi todo
¢ eR.

Para el caso (2.25), tenemos que ¢ (0) = m(0){p(0). Esta igualdad solo es posi-
ble si m4(0) =1 0 ¢(0) = 0, por lo que probaremos que @ (0) # 0 para terminar con
la demostracion. Utilizando de nuevo que ¢ es una funcién escala de un MRA,
existe un conjunto de subespacios {V]}] ., de L*(R) que verifican (2.15) y (2.18).
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Por ello, y siendo f una funcién de [2(R), IIij (f)—fll—0sij— oo, lo cual im-
plica IIPVj (OII= I fll cuando j — oco. Tomamos f la funcién cuya transformada
es x[-1,1- Por el teorema de Plancherel,

1 - 2 1 1
= — = — = —, porlo tanto || Py, — —,
£l anlfll om 1 P || v](f)lquooﬂ

Trabajemos ahora con la forma explicita (2.20), || Py, (f) 1> =1 Xkez (fr0).) 9 j.kl1%
Si tenemos en cuenta que {¢ i, K} ez €S una base ortonormal de Vj, aplicando la
segunda parte del teorema 1.7

2

1Y (Feid)eiel? =Y |[(Foix) =

keZ kez

f f09; (ndt

Gracias a 1.10, podemos pasar a una integral de transformadas como la siguiente,
y a partir de ahi aplicar las propiedades de 1.13:

_242

keZ

© .1 —(E-27Tk
—zf_ f(f)zf’z—qo( = )

2
4

yi
24—2

kez AT

~ —

2 f Felpame*ray

con el cambio de variable y = 27/¢. Recordemos que
FO =00 = F22 9 = 45000 W)

_1 ,iky 201 .. —
y { e ke Z} es un una base ortonormal de L“([—m,7]). Si j es lo suficien

temente grande, [(—277,277] < [-7,7) y podremos trabajar en L%([-m,7]) con el
producto escalar (f, g) = /7 fgdt. De esta forma,

[—m,7]

—lky

N

—lky

ﬁy:

f_ FeinpmnSi—ady= f Xi—2-i2-1(NP)

_ etky
(X[ 2772~ J]qh ch—)[ ],
7,7

es decir, cada integral es uno de los coeficientes de la definicién 1.10, por lo que
podemos aplicar la primera igualdad del teorema 1.7 para obtener

2]

Zn'kEZ

2]
=0

— 2
©P©| ac=

_ etky
(X[ 2-i,2-11P) Tn)[ |
—=7,7T
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2l (2o e 2l 2
[ [pof =2 1e@fa
27 J_o-j 27T J—2-j
Por la continuidad de @ en 0, y si j es lo suficientemente grande, la Gltima
integral se comporta como 2-277|(0)|°, por lo que

1

~ 2
PO — -

Q|-

20
||ij(f)||2z§2~2 7@ =

si j — oo. Gracias a esto, no solo hemos demostrado que |$(0)| # 0, sino que
ademads |(0)| =1 O

En lo que sigue, supondremos @(0) = 1 obteniendo

P©) =[[ mo2778). (2.26)
j=1

Ejemplo 5. Las wavelets de Meyer estdn caracterizadas por tener un filtro de paso

bajo que verifica
1, Sl ée [_E’E]’
my(&) ={ 59

. 2 2
0) St ée[_”’_?ﬂ]u[?ﬂ, ]

Se aprecia que en los intervalos |3, -Z]| U [£,4] el filtro no estd definido,
por lo que podemos elegirlo como queramos, siempre y cuando verifique (2.24).
Una vez hecha la eleccion del filtro, la funcion escala viene dada de la siguiente

forma:
o(1) = {mo(%), site -4, 4,

0, si no.

2.3.2. Construccion de la wavelet

Ahora nos interesa buscar la wavelet . Dar su expresion explicita no es po-
sible sin conocer explicitamente la funcidn escala, sin embargo es posible escri-
birla en funcién de @ y de my. Para ello necesitamos conocer también la forma
de las funciones de V_; y V}, la cual se describe en el Lema 2.6 de [Wei, Cap. 2]:

Lema 2.4. Si ¢ es una funcion escala para un MRA y my es el filtro de paso bajo
asociado a ¢, entonces

Vo ={f : fO =meOmOPE), mePemn LA},

Vo={f : fO=1O9©), lePCm)n [*(T}.

Comenzaremos hablando del espacio W_; para mas tarde repetir el proceso
en W,. Sabemos que W_; es el complementario de V_; dentro de Vj. Esto quiere
decir que si tenemos una funcion f de W_y, para toda funcion ge V_;, (f,g) =0.
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Por el lema anterior y aplicando el teorema 1.10, esta igualdad se traduce en:

2n
Ale *(MnP2n) |Vm€L2(TF)r‘|92’(2ﬂ),f 1E)m2E)my(E)dé =0.
0

Separando el integrando en dos partes,

fo &M MY @) + 1€ + ) MEE + 1) mo @+ M) dé = 0.

Al ser m(-) € 22(2m), m(2 -) € P(m) y se tiene m(2¢) = m(2(¢ + m)), pudiendo sacar
factor comun de la siguiente manera:

| meee {1me@ + 16 + mmo < m g = o.

Esta igualdad es cierta para toda funcién m € L?(T) n 22(2x), por lo que el ele-
mento entre corchetes debera ser idénticamente nulo. Reescribiéndolo en forma
vectorial, llegamos a una expresion del tipo

(1), 1§+ m) = A& +m)(mp(§ +m),—mp(S)) c.s. (2.27)

Aplicando el cambio de variable ¢ = ¢ + 7, y por la 27-periodicidad de las funcio-
nes [y my,

(I +m), L&) = A& +2m)(my (&), —mo(&+m) c.s.

Cambiando el orden de los vectores a ambos lados de la igualdad, llegamos a una
expresion similar a (2.27):

(1), I +m) = A& +2m) (—=mp(€ + 1), mp(E)) c.s.
(L&), 1 +m) = A +m)(mp (& +m),—-mp(&)) c.s.

(2.28)

de donde podemos deducir facilmente que A({ + ) = —A({ + 27). ademds A €
L3(T) ya que [y my también pertenecen a L2(T). Entonces A € 2 (27), por lo que
podemos reescribirla como producto de funciones 27-periédicas, donde una de
ellas verifique g(x + km) = (~1)¥g(x). La exponencial compleja cumple esta pro-
piedad, con lo que podemos decir que A es de la forma A(¢) = e¢s(2¢), siendo
se€ P(2m). Por las propiedades de A y la exponencial compleja, s es también una
funcion de L2(T). Tras este proceso, ahora sabemos que podemos definir las fun-
ciones del espacio W_; de la siguiente forma:

Woa={f : F© = esCOmE+mp©), sePemnIAMY.

Construyamos ahora el conjunto W, para ello necesitamos saber como se
define V;. Sea f(-) una funcién de Vi, entonces f (3) esuna funcién de Vj, lo cual
implica que podemos escribirla como suma de elementos de (2.19):

£5)= Zowote-n., oi=(r(3).00-0).

2 kezZ
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Aplicando el cambio de variable y = % a la expresion anterior, obtenemos
f() =X rezokpy—k) , y calculando la transformada de Fourier en el punto
2¢, llegamos a la expresion

feo =Y ore™pE) = hEPE),

kez

siendo h € L?(T) n2(27), por lo que siguiendo con la notacién anterior defini-
mos

Vi={f: fH=h@EPE), hePmnl*(}.

Sea f una funcion de Vj. Entonces cumple f(é) =1(&)p(&), conl e P2m)N
L2(T). Aplicando la igualdad (2.23), podemos redefinir el espacio V como

Vo=1{f : F2O =1ROmMy©P©), 1eP@m)nI*(T)}.

Para buscar los elementos de W, basta tomar los elementos de V; que sean orto-
gonales a todos los elementos de V;. Esto es equivalente a buscar las funciones
h € 2(2m) N L*(T) tales que sean ortogonales a [(2¢)m(é), siendo [ € 22(27m) N
L?(T). En este momento nos encontramos en la misma situacién que a la ho-
ra de buscar una caracterizacion de las funciones de W_,. Aplicando de nuevo el
procedimiento anterior, y teniendo en cuenta que esta vez trabajamos con trans-
formadas de Fourier evaluadas en 2¢, podemos definir W; como:

Wo={f : F28) = " s mo €+ mP(©), seg’(Zn)nLZﬂr)}.

Por induccién, podemos obtener la expresion de todos los conjuntos {Wj}j <7

W :{f L F@I1E) = e sRO My E+ MP(O), se@(zn)an(v)}.

Basta escoger una funciéon de W,. Por comodidad, tomaremos f € W, tal que
s =1, de forma que la wavelet del MRA serd aquella f € W, tal que

fRO=emyE+mp©),

yla denotaremos por v. El siguiente resultado nos muestra que (2.13) es una base
ortonormal de L?(R).

Teorema 2.5. Sea ¢ una funcion escala, y my su filtro de paso bajo asociado. Sea
v € Wy una funcion tal que

#(28) = e mo(§ + MP(E). (2.29)
Denotemos y j (1) = 21/2w(2j t— k). Entonces para toda escala 2J, {wka}kez es
una base ortonormal de W;. Para todas las escalas, {v j, k}j ez €S una base orto-

normal de L*(R). Ademds, (2.29) es equivalente a

w() =) (-D¥agp@r—(k-1). (2.30)
kezZ
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Demostracion. Comencemos viendo que {y i, K} ez €Std contenido en W;. Apli-
cando las propiedades de 1.13 a ¥/ x,, ko un entero cualquiera, se tiene

T (&) =272 M2 G0l = g (2141¢) = 2711267 M2 G 2¢)
Como sabemos que ¥ € W, podemos usar (2.29) para deducir que
Vit @10 = s moE + MP(E).
siendo s(¢) = 27//2¢7'%¢, De esta forma hemos verificado que vy , € W;. Vea-

mos ahora que es un sistema ortonormal. Dados n, k € Z, calculemos el valor del
producto escalar (¥, v ). Por el teorema 1.10,

00 _ 1 [ =
f_oowj,n(r)wj,k(t)dt: gf_oowj,n(f)wj,k(é)dé.

Aplicando las propiedades de 1.13, y posteriormente el cambio de variable y =
277¢,

27 oo . el ]2 1 [ _; .
A —00 27’: —00

1 21 X 2

— | YN Gy +2mp)| dy.

21 Jo

peZ

Centrémonos por el momento en conseguir }_ ,cz |1/7( y+2mp) |2 = 1. Por (2.29),

Y gy +2ap) =Y |mo(yr2+ap+n)*|@(y2+ap)|’ =
peZ peZ

Y |mo (y/2+271p+7r)|2 |(’ﬁ(y/2+27tp)|2+
pezZ

Y |mo (y/2+271p+271)|2 |¢(y/2+2np+n)|2 =

pez
|mq ()//2+7I)|2 > |@(y/2+27rp)|2+ |my ()//2)|2 > |$(y/2+27tp+ﬂ]|2 =
peZ pez

|my (y/2+ﬂ)|2 +|my (y/2)|2 =1,
gracias a la propiedad 1.12 y (2.24). Al final hemos llegado a

1 1, sin=k,

2m .
(WimWik)= 5= f e dy =
! ! 27 Jo 0, sin#k.

Asi terminamos con la prueba de que {y j, K} ez €S un sistema ortonormal de W;
para un j fijo. Falta comprobar que efectivamente es una base, es decir, que dada
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una funcién f de Wj, se puede escribir f = Y rez (f, W k) ¥k = Lkez fi¥jk - Si
few;

F@IME = e s@OmyE+mP(E),
siendo s una funcién de 22 (2m) N L?(T). Tomemos s(¢) =272 Y 1.7 fre ¥ que es
2n-periédica, y ademds integrable en el sentido L? en T, ya que por la identidad
de Parseval y la desigualdad de Bessel

Isi2 =Y |fel* < | £]I? < +oo.

kez

Si volvemos a tener en cuenta (2.29),

FIMe =272y fe ™ Ga = fO =272 Y fre ™G,

kez keZ

Deshaciendo las transformaciones presentadas en la propiedad 1.13,

FO=Y fij .
kez
Por lo tanto f(#) = X ez fx¥jx(f) como queriamos. Entonces {1// j,k} ez €8 Una
base de ;. Anteriormente habiamos visto que L2(R) = e _ oo Wi- Al ser {wirt e7

una base ortonormal de W; queda probado que {y j,k}j re7 €S unabase ortonor-
mal de L*(R).

Solo nos queda probar que (2.29) es equivalente a (2.30). Trabajando con my
en su forma de sumatorio (2.23), podemos escribir

mo+m =Y (~Dkaze .
kez

Insertando dicha igualdad en (2.30), obtenemos

w2 = Y (-D¥age M p(©).
kezZ

Aplicando dos veces la transformada inversa de Fourier, obtenemos

1 [ . kb
OE gf e Y (-D¥are M pé)e > de =

—oo kezZ

Y (D rT— f P’ EDkge = N (—D¥agpt - (k- 1)).
kez 2n —00 kez

O

La primera parte de este teorema puede encontrarse en el teorema 7.3 de
[Mall], mientras que la Gltima equivalencia se ha tomado del teorema 5.1.1 de
[Daul].
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Ejemplo 6. La funcion

_ sin@u(t+3)) - sin((t+3)

)

n(t+1)

representada en la figura 2.7 se denomina wavelet de Shannon. Normalmente se
define a partir de su transformada de Fourier /(&) = ei‘f’zx[_zm_nlu[n,zm (&) por ser
mds sencilla de manejar, siendo posible obtenerla a partir de 9(&) = Xj—zm (&) ¥y
mp(&) = —e'?¢ Xir.2n (§) mediante la construccién presentada en esta seccion. La
funcion escala ¢(t) = SID o g que nos permite construir todas las expresiones

Tt
anteriores y dar explicitamente el MRA al que estd asociada:

,sin (w27 - k) ez }

V= span i (t):2_j/ -
j =3P {‘Pj,k 22T t— k)
Ejemplo 7. Las wavelets Battle-Lemarié estdn asociadas a un MRA donde los subes-
pacios V; son espacios de splines. Estas wavelets vienen definidas en su forma fre-
cuencial:

donde S;,(&) = Z

e 2 | Symia(§/2+m)
Som+2(E) Sam2 (E12) ey E+2km™

{ﬁ(f) = €m+1

Este sumatorio aparece tanto en
ezeflz

{’tm+1 82m+2 (6)

P =

como en la funcion del filtro

Mo (&) = e~ 1/2 | Sy mia(&)
0 2m Som+2(E12)

El corolario 5.4.2 de [Dau] nos indica que esta wavelet tiene localizacion exponen-
cial, sin embargo al ser un polinomio de grado m, v € € m-LR). La wavelet de
Haar es un caso particular obtenida a partir de splines constantes, siendo la fun-
cionescala@(t) = x0,11(). En la figura 2.8 se aprecia una wavelet formada a partir
de splines lineales (m = 1).
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(1

LA
—4 /o Y/ 4

0,5}

-1+

Figura 2.7: Wavelet Shannon

1 .
0,5+
: IR
-1 1 2 3 4
-0,5
_1 €L

Figura 2.8: Wavelet Battle-Lemarié (m =1)

2.3.3. Algoritmos de andlisis y reconstrucciéon

Una vez que hemos desarrollado al teoria del anélisis multiresolucién seria
interesante aplicar dichos conocimientos al tratamiento de sefnales. El procedi-
miento mds repetido en la bibliografia es el algoritmo en cascada ([Mall], [Dau])
o algoritmo en pirdmide ([Mey]). Para llevarlo a cabo necesitaremos utilizar los
coeficientes del filtro de paso bajo. Recordemos coémo estaban definidos:

o= gl )

Asociado al andlisis multiresolucién aparece otro filtro g, llamado filtro espejo
conjugado. Ya ha aparecido en la seccién 2.3.1 en la forma g(&) = e m (& + 1),
pero lo que vamos a utilizar realmente son los coeficientes de g en su forma de
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sumatorio, calculados como

1 .
ﬁk = (EW(E)»(P( - k))
Como curiosidad, si escribimos g(¢) = Y kez ,Bke”“r, el valor B puede calcularse
en funciénde a_j_;.

Antes de trabajar con la sefial, veremos un par de propiedades que resultaran
utiles mas adelante. Recordemos que el subespacio V; estaba contenido dentro
de Vj.1, por lo que sus elementos pueden escribirse en funcién de {¢ j+1,k} eZ
como el sumatorio @ x =2 ,ez ((p]‘)k,(p]q_lyn) @ j+1,n- Aplicando un cambio de va-
riable, se aprecia

o0
(<Pj,k,<Pj+1,n) =f

—00

21124 (2ft— k)2(j+1)/2(p(2(j+1) t—nydt =

f Z_I/Z(p(y/Z)(p(y'FZk— ndy = (2_1/2(,0('/2)»(/’(3’_ (n—2k))) =0p-2k-

Puesto que W; también esta contenido en Vj,,, podemos repetir el razonamien-
to obteniendo (¥ x,¢j+1,1) = (272 (-/2),¢ (y — (n—2K))) = Pp_2. Asi hemos
conseguido

Pjk= ) An-o2kPjrin Vik= ) Bu-2kPjsin Vi keZ (2.31)
nez nez

Imaginemos que conocemos la informacién de una sefial f hasta resolucién
27*1 es decir, PVj+1 (f), pero no nos interesa tener tanto detalle o queremos com-
primir la informacién. Una solucién es quedarse solo con la informacién de reso-
lucion 27 (Py; (f)). Para ello no hara falta volver a calcular la proyeccion Py, (f) =
Y kez Aj(K)@jk, siendo Aj(k) = (f, (pj,k), sino que podremos utilizar los datos que

ya tenemos aplicando (2.31) a:

nez nez nez

Aj(k) = (f, Y an—2k¢j+1,n) =Y an—2k(fr@js1,n) = ). an—2kAjr1(n).

Normalmente no nos interesara tener por separado los detalles de tamafio
277, salvo que mas tarde quisiéramos recuperar la informacion inicial PV].+1 (f).
Conociendo Pw;, (f) = ez Dj(k)y j x, siendo D;(k) = (f,v},x), podemos aplicar
el mismo procedimiento que antes,

Dj(k) = (f, > ﬂn—kuJjH,n) =Y Bnook(frWjrin) = X Bu-2kDji1(n).
nez nez nez

Repitiendo el proceso podemos separar la informacion a distintas escalas de
forma iterativa, como se aprecia en el esquema de la figura 2.9.
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Situémonos ahora en el caso contrario. Para recuperar la informacién inicial
Py,,,(f), basta aplicar la ortogonalidad de V; y W;. Como conocemos sus bases,
podemos escribir los elementos de {¢ .1k}, ., como

Pir1,k = Z ((Pj+1,k»(l’j.n)(l)j.n+ Z ((Pj+1,k»‘//j,n)‘/’j,n =

nez nez

Z A—2nPjnt Z IBk—ZnI/’j,n-

nez nez
Si disponemos de los valores (Af(k))kez y(Dj (k))kez, podemos conseguir
(Aj1(l) ez (que son los unicos que hacen falta para calcular la proyeccion so-
bre Vj,1) de la siguiente forma:

Aj+1(k) = (f»(Pj+1,k) = f’ Z Ok—2nPjnt Z ﬁk—ZnWj,n =

nez nez

Y akon(fr@jn) + Y. Br-2n (FrWjn) =D Ak—2nAj(0)+ Y Pr-2nDj(n).

nez nez nez nez

Todo este desarrollo corresponde con el teorema 7.7 de [Mall]. Gracias a estas ex-
presiones resulta relativamente sencillo obtener algoritmos para extraer la infor-
macion a distintas resoluciones, comprimir y reconstruir la "sefial" inicial. Con
"seflal" nos referimos a los datos con los que inicializariamos el programa, ya que
es imposible trabajar directamente con la sefial original.

Vi Vi Vi-1
D;(k) Dj_1(k) .

Figura 2.9: Algoritmo de anélisis.

Vim1 Vi Vit
o ——f Aj1(k) Aj(k) Aj1(k)
Dj_1(k) D;(k) Dj1(k)

Figura 2.10: Algoritmo de reconstruccion.



Capitulo 3

Propiedades de las wavelets.
Construccion de wavelets con
soporte compacto.

Es interesante saber para qué vamos a utilizar las wavelets antes de construir-
las, pues en funcién de eso nos interesard que tengan unas u otras propiedades.
En este capitulo presentaremos algunas de las més relevantes, como son la lo-
calizacion, los momentos nulos y el soporte de la wavelet, y como se relacionan
entre ellas. Posteriormente pasaremos a construir wavelets que posean soporte
compacto utilizando MRA, pudiendo decidir ademés como sera su regularidad
dependiendo de la funcién de partida escogida.

3.1. Localizacion polinomial

Definicion 3.1. Diremos que [ estd polinomialmente localizada si existe x o (1) =
1+1t)™% a > 0de forma quex_o f € L°(R). En este caso [ posee localizacién de
orden a.

Intuitivamente se puede asociar que una funcién tenga localizaciéon de orden
a a que esté acotada y en el infinito se comporte como |£|~%. Cuanto mayor sea el
a, més rapido decrecerd, por lo que diremos que la funcién estd mas localizada.
Lalocalizacion de la wavelet y de la funcién a estudiar influyen en la localizacion
de la transformada wavelet como se sefiala en el teorema 12.0.1 de [Hol]:

Teorema 3.1. Sey una wavelet y f una funcién analitica cualquiera. Suponga-
mos que estdn localizadas en el espacio frecuencial de forma que para ¢ > 0

!

|7 i |7 &
S ——7% S — 5
VOl ger VIR e
cona,f>0,a'>-1,'>-1,a#p —1ya’ #p-1. Entonces
min{a,f' -1}
|Wf(a,b)|=C :

(1+ a)min{a,ﬁ’—1}+min{a’+1,ﬁ} )

29
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Ejemplo 8. Si queremos analizar una sefial, nos interesa una wavelet muy loca-
lizada, de forma que el Reproducing Kernel tome valores pequefios y asi evitar al-
macenar informacion redundante.

Pero la localizacion polinomial también puede influir en otras propiedades,
como por ejemplo en la continuidad. Es el caso de la funcién escala y el fil-
tro de paso bajo asociado. Supongamos sobre ¢ tiene una localizacién polino-
mial de orden m. También quiere decir que existe una constante C > 0 de for-
ma que \(p(t)| < C(1L+[t]®)~™2 A partir de esta desigualdad podemos obtener

fltle |<p(t) |2 dt < (1+C/;Z)m y asi acotar los coeficientes aj de mg en funcion de k:

!
m

ap|l=————,
I kl 1+ |k|2)m/2

y de esta forma mg € €"*?(T) siempre y cuando m > 2. Los calculos pueden
encontrarse al final de la seccién 2.2 de [Wei, Cap. 2]. Mejor que cualquier locali-
zacion polinomial es la localizacién exponencial:

Definicion 3.2. Sea f una funcién cualquiera. Entonces f tiene localizacion ex-
ponencial si existe una constantey >0 tal que

o0
f 1f(Ble"dt < +oo0.
—0o0

La regularidad de la wavelet también es un detalle a tener en cuenta. No pa-
rece una buena idea intentar recuperar una sefial utilizando, por ejemplo, la wa-
velet de Haar. Esta wavelet ni siquiera es continua, con lo que la reconstruccion
poseeria muchos puntos poco regulares. De esta forma nos interesa una wavelet
muy regular, a ser posible €°°. Sabiendo esto lo ideal seria encontrar una wave-
let que tuviera localizaciéon exponencial y fuese €°°(R) con todas las derivadas
acotadas, pero resulta imposible tener todas las propiedades al mismo tiempo.
Daubechies lo demostro en el Corolario 5.5.3 de [Dau]:

Corolario 3.2. Supongamos que {y i, k}j ez €S ortonormal. Entonces es imposible
que v tenga localizacién exponencial y w € €°°(R) con todas las derivadas acota-
das, a menos que y = 0.

Ejemplo 9. Recordemos que la wavelet de Meyer tenia cierta libertad a la hora de
construirla. Por lo tanto es posible elegir el m sobre el intervalo | — %”, -Zul3, %”

de forma que v € €°°(R). No obstante estas wavelets tienen una localizacion po-
linomial. En el caso de Battle-Lemarié ocurre al revés: Las wavelets son €™ 1 (R)

pero tienen una localizacion exponencial.

3.2. Momentos nulos

Otra propiedad que se estudia en [Wei] y [Mall], entre otros, es la cantidad
de momentos nulos, aunque no tiene tiene tanto peso como la continuidad o el
soporte.
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Definicion 3.3. Diremos que una funcién tiene un momento nulo de orden p si

ftjt//(t)dt:O, 0<j<p. (3.1)
R

Nota. Una forma de conocer el orden del momento nulo de una wavelet es obser-
var cuantas derivadas consecutivas de  se anulan en cero. Esto es consecuencia

de la integracién por partes ‘Zg—f(O) = ffgo (—in"y(ndt.

Al igual que la localizacion de la wavelet y su regularidad influyen la una en
la otra, ambas propiedades nos informan del orden minimo del momento nulo,
como se aprecia en el Teorema 3.4 de [Wei, Cap. 2].

Teorema 3.3. Sear € N, ¢ una funcion en 6" (R) tal que

|’(/J(t)| = 1+ |t|)r+l+€’

parae>0,yy™ € L°(R) paral<m<r. Si {w]vk}j,kez es un sistema ortonormal
de L*(R), entonces

ftmu/(t)dtzo, 0O<m=<r.
R

Demostracion. Para demostrar este teorema aplicaremos inducciéon. Empezare-
mos con r = 0. Sea a = 27/°¢, jo,co € Z tal que y(a) # 0. Dicho namero existe
por la continuidad de y y ||l = 1. Si tomamos j > méx{jo,0}, ¢ =2/7/°¢y, porla

ortogonalidad de {y/jk} ; ;.

ozf w(r)w(zfr—c)dt:f w(t)t//(zf(t—a))dr:f vy +ayydy.

Al hacer tender j — oo, podemos sacar Y (a) como una constante obteniendo
(o.0]
S w(de=0.

Ahora lo probaremos para un r cualquiera, suponiendo que
p p q p q
1o t*y(t)dt =0, 0 < k < r — 1. Definimos

t t
ﬁl(t):f v(y)dy, 19k(t)=f I1(dy, 2<k<r.

Integrando por partes,

f t’w(t)dt:t’ﬁl(t)]‘f’oo—rt"lﬁz(t)]‘jooo+---+(—1)rr!f 9, (1)dt.

Por la localizacién de v, [9¢41(£)| < C (1 +[£)~"%+9  asi que

C
tr_k‘|8k+1(t)|5m—’0 sit— too, 0<k=<r-1,
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pudiendo eliminar los primeros sumandos para obtener

f trw(t)dx:(—l)rr!f 9,(0)dt.

Sabemos que ¥ es continua, y ¥"~Y no es constante (si lo fuera seria idén-
ticamente nula, entonces ¥’ 2 seria constante y por tanto también nula, y asi
sucesivamente hasta llegar a ¥, pero esta no es constante ya que ||y| = 1). Asi
existe a=2"%¢, jo,co € Z tal que ¢ (a) # 0. Tomando de nuevo j > max{jy,0},
¢ =2/7Jo¢y, e integrando por partes

0:[ E(t)w(zft—c)dt:w(t)ﬂl(zfr—c)]io —W(t)ﬁg(zjt—c)]io F—

+(—1)’f w(’)(t)ﬁr(th— cdt.

De nuevo por la localizaciéon de y, 91,92, ...,9, y que las derivadas de ¢ estan en
L*(R), eliminamos sumandos hasta quedarnos con

O:f W(t)w(zft—c)dr:f v (09,2 t—o)dt.

Con un cambio de variable como en el caso anterior, y haciendo tender j — oo,

0= f vy +a)9,(pdy — v (a) f 9,(y)dy.

—00
Como la integral de 9, vale 0, (% t"y(x)dt=0. O

Nota. Supongamos que tenemos una wavelet con momento nulo de orden n y la
sefial f es polinémica de grado a lo sumo n— 1. Entonces los coeficientes (f,y k)
de la transformada wavelet serdn nulos. En el caso de encontrarnos con una se-
fial que posee escasos puntos problemdticos, y que es suficientemente regular en-
tre ellos (del orden de €"), los coeficientes asociados a altas resoluciones (j >> 0)
serdn pequerios, permitiéndonos despreciarlos, y queddndonos con muy pocos co-
eficientes no nulos.

3.3. Soporte compacto

Volvamos a la parte de localizacion. Mejor que cualquier localizacién poli-
nomial o exponencial es tener una wavelet con soporte compacto. Unido a que
también queremos ¥ € €°°, no nos queda mds que empezar a buscar filtros y
funciones escala para construir la wavelet deseada. Pero antes de nada nos con-
vendria echar un vistazo al siguiente teorema (3.8 en [Wei]).

Teorema 3.4. Sea v € L?>(R) una funcién de soporte compacto tal que v € €.
Entonces {y j .} no puede ser un sistema ortonormal de L2(R).
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Ejemplo 10. Retomando algunas wavelets presentadas en el capitulo anterior, la
de Haar es un ejemplo de wavelet de soporte compacto pero sin regularidad. En
particular solo posee un momento nulo, por lo que no es recomendable a la hora
de aproximar funciones con alta regularidad.

Ejemplo 11. Elejemplo contrario lo encontramos en las wavelets de Shannon, las
cuales pertenecen a C*°(R) y cuyo soporte no es compacto, como se deduce de su
expresion explicita. A pesar de que en el infinito se comporta como |t|™!, posee
infinitos momentos nulos.

De nada nos sirve intentar construir una wavelet que cumpla ambas propie-
dades ya que no existe. De esta forma tendremos que dar prioridad a una de ellas.
Nos quedaremos con el soporte compacto, y ya que apenas hay diferencia entre
W €€ yy e €™ simes medianamente grande.

Nota. Si la sefial es menos regular y/o presenta numerosos puntos problemdticos,
los momentos nulos de la wavelet no son una propiedad que nos ayude a conseguir
coeficientes pequefios. En su lugar trabajaremos con el soporte. Fijémonos en cada
singularidad individualmente: cuanto mds pequerio sea el soporte, menos coefi-
cientes se verdn afectados por esta. Como consecuencia conseguiremos aumentar
el nuimero de coeficientes despreciables, reduciendo la cantidad de informacién a
almacenar.

Ejemplo 12. Seay una wavelet cualquiera, y6(t—ty) la sefial a analizar. La trans-
formada wavelet de 6(t — ty) se define como Wéd(a,b) = %W(to_b

- ) . Supongamos

que supp(y) = [t;, tr], entonces W f(a, b) # 0 si t‘);b € [t;, tfl, 0 lo que es lo mismo,

si tp € [at; +b, aty+ b|. En la figura 3.1, se muestra la zona del plano tiempo-
frecuencia que se ve afectado por la delta.

En este otro caso queremos estudiar una sefial s con soporte compacto [b;, by] (no
transmite informacion fuera de [b;, br] ). Podemos tratar cada punto del intervalo
de forma independiente como si de una delta se tratase. Si calculdramos su cono
de influencia veriamos que se tata de la union de todos los conos con vértice en
[bi, bfl. Si nos fijamos en la figura 3.2, veremos que la zona de influencia de s tam-
bién puede entenderse como el cono de vértice (ay, by) restringido a frecuencias
positivas.
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frecuencia

ati+b
+ dtf+b

tiempo

Figura 3.1: Cono de influencia generado por 6 (f — ty)

frecuencia

Figura 3.2: Cono de influencia generado por s

3.4. Construccion de wavelets de soporte compacto

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, buscaremos la wavelet a partir de
un MRA, aunque en este caso utilizaremos el filtro de paso bajo para generarlo.
Para ello exigiremos que m sea un polinomio trigonométrico de la forma

M .
mo@) =Y ape’™.
k=—M

Que el filtro sea de esta forma no es un capricho, ya que para construir una wa-
velet de soporte compacto mediante (2.30) necesitamos que la funcion escala
sea también de soporte compacto y haya un nimero finito de aj distintos de
cero. Ademas estas dos ultimas afirmaciones son equivalentes, como se ve en la
proposicion 7.2 de [Mall]. Para obtener ¢ utilizaremos (2.26). Debido a la forma
polinomial de m, $ es un sumatorio de elementos de la forma

GRS pan < m, (3.2
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por lo que Z?‘;l 2‘f/1j € [-M, M]. De esta forma todos los exponentes se en-
cuentran dentro de un compacto. Al pasar de @ a ¢, también hay que pasar a
la transformada inversa de las exponenciales. La transformada inversa de e %
es (¢t — a) (en el sentido de distribuciones), asi ¢ es un sumatorio de deltas de la
forma

o0

1) (If + Z Z_j A j)

j=1
y todas ellas tienen soporte contenido en [-M, M], y por tanto ¢ también. Que la
funcion escala sea de soporte compacto implica que la wavelet también lo es. Pa-
ra ver esto utilizaremos (2.30), demostrada en el capitulo anterior: La funcién y
depende de los coeficientes a. Si ¢ es de soporte compacto, el nimero de ay # 0
es finito. De esta forma ¥ es una suma finita de elementos de {(p(- - k)} ez’ los
cuales tienen soporte compacto. Asi hemos conseguido construir una funcién de
soporte compacto.

Aparte de conocer la forma que debe tener my, también debemos pedir que
cumpla ciertas propiedades, algunas de ellas nos resultaran familiares:

e mye € R NP2,
o Mo +Imp&+m)*=1, (3.3)
o my(0)=1,
o T
. mo(d) >0, 66[—5,5]. (3.4)

Ejemplo 13. Supongamos que my(¢) = ”;MS , el cual verifica (3.3), sin embargo no

cumple (3.4). La funcién escala asociada es ¢(t) = % Xi-3,01 (). Para que ¢ genere
un MRA se necesita que {(p(- - Ic)} jez Seaun sistema ortonormal, pero ni siquiera
es ortogonal.

Con este ejemplo se ilustra la necesidad de imponer (3.4), ya que sin ella po-
driamos no ser capaces de construir el MRA. Las otras tres propiedades se veri-
ficaban para todo filtro de paso bajo. Ahora que tenemos la wavelets, debemos
asegurarnos de que la funcion escala estd asociada a un MRA. Para ello empeza-
remos probando que ¢ € L?(R) gracias a la proposicién 3.9 de [Wei, Cap. 2].

Proposicion 3.5. Sea ¢ una funcion definida en R que verifica (3.3). Entonces la
funcién definida segiin (2.26) pertenece a L*>(R) y ||l¢]| < 1.

Demostracion. SeaIly(S) = H;V:l

2N+1

mo(277&). Al ser mg una funcioén de 2 (2n), iy

es una funcién de 2( 7). Entonces

2N+17.[

2Nn
IN:f |HN(6)|2dé:f My (&)[*dE =
Ng 0
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2N+17.[

2Nz 2Ng
fo |HN(6)|2df+f2N |HN(£)|2d£=f0 TN (&) + [Ty (€ +2Vm)|* de =

2N
fo Iy O | mo@ N + [Ty_1 € +2Vm)| | mo 2 Ne+m)|° dé.

Al ser I1y_; periédica de periodo 2V,

2Nn 2 2
:fo |HN_1(6)|2{|m0(2‘N6)| +|mo@Né+m)| }dé:

2Ny
fo My ©F = In_1.

Repitiendo este proceso, obtenemos

Y4 27
In=h =f0 | mo (2‘16)|2d€=2f0 imo(©)I? dé =

T 27
2 j(; |m0(€)|2d€+f |mg(&)? dé
/4

:2f0 {imo(©)1* +Imo (& +m) > d} & = 2.

Por como esta construido @, sabemos que [TTy[? — |@|* si N — co. Aplicando el
teorema de Plancherel y el lema de Fatou a y(_,n, on ) [1y, tenemos

l ||2=if°°|A(«f)lzd£<i lim sz”m OPdé= 2 1im Iy=1
14 27 J—0o ¢ T 271 N—ooJ_oNy N 27T N—oo N ’

Asi sabemos que ¢ € L2(R) yllel<1. O

A continuacién propondremos un conjunto de subespacios de L?(R) y nos
aseguraremos que verifican las propiedades de un MRA. Definiremos
Vo =span{¢(-— k), k € Z} y el resto de subespacios como V; = {f(2/:) | f € W}

e Por definicion se verifica (2.16).

e Sabemos que {(p(- — k)} ez €8 Un sistema generador de Vj. Para comprobar
que {p(-—k)} ez €8 una base ortonormal de Vj, y de esta forma obtener la
propiedad (2.19), nos apoyaremos en el Teorema 3.13 de[Wei, Cap. 2].

Teorema 3.6. Supongamos que my es un polinomio trigonométrico que ve-
rifica (3.3) y (3.4). Si ¢ estd construida a partir de (2.26), entonces {(p(- — k)}k€Z
es un sistema ortonormal.

Demostracion. Definamos G(¢) = ¥ xez |9(& +2kn) |2. Aplicando 1.12, com-
probar que {¢(- — k)} ., es un sistema ortonormal es equivalente a ver que
G=len|[—n, .

Empezaremos verificando que G(0) = 1. Como

me(0) =1y |mo(&)* +|mpE +m)* =1,
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podemos deducir que m (k) = 0 si k es impar. Con esto queremos ver que
@RIln)=0sil#0, l € Z. Supongamos que [ es impar, entonces

o0 . o .
P@lm) =[] mo@2~721m) = mo(Im) [ | mo(27/21m) = 0.
j=1 j=2
En caso de que [ sea par, existen g € N, r impar de forma que [ = 29r. Asi

pelm= ] mo@72lmme@ 9 V2im)=mo(rm) ] mo27/2Im) =0.
j#q+1,j=1 j#q+1,j=1

De estza forma el tinico sumando del sumatorio de G(0) que no se anula es
|P(0)|" = 1mo(0)]* =1.

Ahora vamos a comprobar que G es constante en [—, ]. Para ello utiliza-
remos la siguiente igualdad:

GO = Y |peé+2km)|* =
kezZ

Y peE+km) [ = Y |9E + km)|* [mo (@ + km)|* =

kezZ keZ
S|P +2km) [P 1mo (€ +2km) 2+ Y |@(E + 7+ 2km) | [ mo (€ + 7+ 2km) 2 =
kez keZ

|mo(&)? G(&) + Imo (€ +m) I G(E + 7).

Sea ( el punto donde G alcanza el minimo en el intervalo -7, 7], G({) = m.
Supongase G ({/2) > m. Entonces aplicando la igualdad anterior,

m=GWQ) =1moI2)*GL/2)+Imo/12+m* G /2+m) >

>m|lmo ([ 12)* +moy (/2 +m)*] = m.

Absurdo, con lo que G ({/2) = m. Iterando el proceso llegamos a G2 0=
mpara j=0,1,2,.... Porlo tanto m =lim; .o, m = limj_,ooG(Z‘f() =G(0) =
1. Si repetimos el proceso suponiendo que sobre { se alcanza el médximo,
G({) = M, e invertimos las desigualdades llegamos a que M = 1. El minimo
y el méximo tienen el mismo valor, M = m =1, asi que G =1 en el intervalo
[-m, ], como queriamos. O

¢ Alahora de demostrar (2.15) basta con ver V_; c V;. Si aplicamos la trans-
formacioén inversa a (2.23) (habiéndola deducido previamente de (2.26)),
obtenemos %(p(%) =y arp(-—k), lo cual implica que ¢ (%) es una
funcion de Vj. Al ser invariante por traslacion, ¢ (§ — k) € Vp para todo k
entero. Como {¢(- — k)} ., es una base de V¢, {¢ (5 — k) es una base de
V_; contenida en Vj, y por tanto V_; c Vj.

}kez

Para demostrar (2.17) y (2.18) utilizaremos (2.15), (2.16) y (2.19).



38 CAPITULO 3. PROPIEDADES Y CONSTRUCCION

» Vamos a comprobar que ez V; = {0}. Supongamos que existe una funcion
f€NjezVj, f #0, porlo que podremos suponer | f| = 1. Definimos

fitn=21"2f@ln.

Puesto que f pertenece a todos los subespacios V;}, fj € Vo, j€ Zyde esta
forma podemos escribirla como

fi0=> ojrpt—k), o= (fi,o¢—-k).

kez

Aplicando la identidad de Parseval primero y un cambio de variable des-
pués, obtenemos:

Y lolP=lfl=lfl=1, jez

kez

Por la propiedad 1.13, f;(¢) = 2772 f(277¢), conlo que

2772F27 =Y ojke PO = mi©OP©).
kez

Sea A€ Z:

2m(A+1)  p2m(A+]) . .
f“ \f(é)|dé=21’2f2 ) |m;@i0)| |p@e)|ac.

T

Por la desigualdad de Schwarz, y tomando 2/¢ = p,

o [ [2EARD o \3 [ p2n(A+]) o 32
<2i([ " meiofag] ([T oee| a)

TA TA

o 20+ (A+1) ) > 20+ 1 (A+1) ) 2
=27/ f |m ()| dp f P du
2 2711 A

Jtlz A

i 201 p2i*lgA+27m(m+1) ) 2 20t g (A+1) ) >
2y | miau| [[ 7 gl au|
2 2/+17 A

m=0J2/* 1t A+2rm

Por la 27 —periodicidad de m;, y f02” |m;(w |2 Au=2nY ez |,Bj,k|2 =27,

i 271 2 2041 (A+1) ) >
(S ([t
m=

Jj+1
Denotamos por .& = (%, 74D

i+l |¢(u) |2 du. Ahora estudiaremos dos casos
segun el valor de A:

SiA=1, Jsf |pw|° du — o,
2i+1lgA J—oo
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201y )
siA=0, y:f lpw| du — o,
0 j——oo

0
siA=-1, Jsf lpw|*du — o,
—2/+1y J——o0

2711 (A+1)

SiA< -2, js[

—00

|pw|*dp — o.
J—00
De esta manera hemos comprobado que fz 0= f =0= severifica (2.17).

¢ Ya solo nos queda demostrar (2.18). Por como estd construida, ¢ es conti-
nua por serlo my. Al exigir m(0) = 1, se deduce que ¢(0) = 1. Entonces nos
encontramos en condiciones de aplicar el Teorema 1.7 de [Wei, Cap. 2]:

Teorema 3.7. Sea {Vj}j ., Una secuencia de subespacios cerrados de L*(R)
que satisfacen (2.15), (2.16) y (2.19). Supongamos que la funcién ¢ de (2.19)
es tal que || es continua en 0. Si p(0) # 0, entonces se verifica (2.18).

Demostracién. Denotemos por U = ez V;. Sabemos que ¢(0) # 0, y ade-
mas |¢| es continua en un entorno de 0, es decir, existe y > 0 tal que

\(ﬁ(g‘)| # 0 en [—p, pul. Supongamos que existe g € U+, entonces VfeU,
(f,8) = 0. Al ser los subespacios V; invariantes por traslacion, U también
lo es. Aplicando el teorema 1.10

o0 o0
0= f fa+xgnde= f e FOZEdE VfeU, xeR
—00 —0o0
De esta forma sabemos que f(€)§(€) = 0 casi siempre. Si tomamos en par-
ticular f(£) = p(2/ 1), obtenemos (277 &)g(¢) = 0 casi siempre. Como sabe-
mos que P(277¢) # 0 en [-27 1,27 1], entonces g(¢) se anula en dicho inter-
valo. Haciendo tender j hacia co se obtiene ?(f) = 0 casi siempre, por lo
tanto g = 0. De aqui se deduce que Ujez Vj = L*(R) . O

Habiendo conseguido construir wavelets de soporte compacto mediante MRA,
podriamos preguntarnos si existen otras formas de conseguir wavelets con esta
caracteristica. Si {y ;, k}j, ey €8 ortonormal la respuesta es no, como se aprecia en
el corolario 3.15 de [Wei, Cap. 7]:

Corolario 3.8. Cualquier wavelet de soporte compacto, tal que {y j, k}j Len Seaor-
tonormal, estd generada por un MRA.

De esta forma sabriamos que una wavelet estd generada por un MRA sin tener
que volver a construir la funcién escala ni los subespacios {V] } jez> lo cual resulta
bastante cobmodo. De nuevo [Wei, Cap. 7], en su corolario 3.17 va un paso mas
alld y nos presenta otra forma de saber si una wavelet estd construida a partir de
un MRA.

Corolario 3.9. Si tiene soporte compacto, y |1ﬁ| es continua, entonces la wavelet
v estd generada por un MRA.
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3.4.1. Regularidad de la wavelet en funcion de m

Tras comprobar que, efectivamente, a partir de m, se genera un MRA, ter-
minaremos el capitulo viendo cdmo influye la eleccién de de mg en el nlimero
de derivadas continuas de ¢. Al estar ¥ construida a partir de ¢, obtendremos
también la regularidad de la wavelet. Al comienzo del capitulo 7 de [Daul], el au-
tor comenta la existencia de dos métodos para calcular la regularidad de . No-
sotros utilizaremos el método mds sencillo, ya que solo nos interesa conocer la
regularidad minima global. La otra opcién queda para desarrollo de teorias que
necesitan informacién mds precisa acerca de la continuidad de las derivadas.

Recordemos que m es un polinomio trigonométrico. Aplicando el corolario
~ie\N
5.5.4 de [Dau] podemos escribir my(¢) = (”%E) Z ().

Corolario 3.10. Sea {1// j, k}j ez Una base ortonormal asociada a un MRA. Si |(p( )

’

lw ()| = CA+t))""+1*9) gy e €™ con las derivada dey acotadas hasta orden m.
Entonces my factoriza como

m+1

1+e
e ) 2, (3.5)

2

mo (<) =(

siendo L (&) e Z2n) N E™(R).

La demostracién comienza aplicando el teorema 3.3 para calcular los ceros
de ¥ en ¢ = 0, asi conocer que mg posee m + 1 ceros en ¢ = . La acotacion de la
funcion escala y la wavelet nos permite calcular la continuidad de su transforma-
das. Ambas pertenecen a ¢, por lo tanto my también. De esta forma se deduce

1+€_i€ m+1 . m
mp($) = (T) £ (&), siendo L €€™.

Para simplificar la notacién, definiremos M (&) = |my (f)lz, L& =% (f)lz. En-
tonces

e N e N i . N
1+e* 1+e ¢ el + e 42
Mﬁh( )( )|$@F%————— LE) =
2 2 4
1+ cos(¢) N
= (Té) L) = (cos? € 12) L),
donde L también es un polinomio en cos(¢). Gracias al cambio de variable sin? (£/2) =

I_CTOS@, es posible escribir L como polinomio en sin? (¢/2), por lo que existe un

polinomio Q tal que

Mo(©) = (cos® (¢12)) Q (sin? (¢/2)).

Recordemos que my verificaba la propiedad (2.24), por lo tanto

1= Mo(S)+ Mo(§ +m) =
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(cos? (¢/2))™ Q(sin? (£/2)) + (cos® (/2 +7/2))" Q (sin? (/2 + 7/2)).
Si definimos x = cos?(¢/2) y 1— x = sin?(£/2), como cos(t+7m/2) = —sin(f) y
sin (¢ + 7/2) = cos(t), obtenemos

No1-x0+1-0VQw) =1. (3.6)

Como esta igualdad se verifica en el intervalo [0, 1], también lo hace en todo R.
Por el teorema de Bezout, existen dos polinomios ¢, g» de grado N — 1 de forma
que

N +1-0Nga(x) = 1.

Si sustituimos x por 1 -z, obtenemos (1 — z)Nq1 1-2)+ Zng(l —2z) = 1. Uniendo
estas dos igualdades podemos deducir que g;(1 — x) = g2(x). Recordemos que
el polinomio Q también era solucién de la ecuacién. Si tomamos g»(x) = Q(x),
entonces Q(1 —x) = g2(1 — x) = g1 (x), y sustituyendo en (3.6),

N1 -x)+1-0)Ngo(x) =1.

De esta forma podemos escribir g (x) en funcién de g»(1 — x):

q2(x) = a-oF > I

1-xNgo(1-x) _N‘l(N—1+k
k=0

)xk +0(xM).

Puesto que g» es de grado < N, su expresion explicita es g (x) = Z]k\’:'()l (N _]i”c)xk .
De esta forma solo existe un polinomio Q de grado < N que serd con el que tra-
bajaremos mads adelante.

Nota. El polinomio Q de grado minimo corresponde a la construccion de la wa-
velet de Daubechies. Si escogiéramos Q entre los infinitos polinomios de grado su-
perior que también verifican (3.6) obtendriamos infinitas wavelets distintas, pero
todas con un soporte mds grande. A parte de la eleccion de Q, las wavelets de Dau-
bechies se caracterizan por tener el soporte mds pequeriio en funcion de los momen-
tos nulos, como aparece en la proposicion 7.4. de [Mall]. Este resultado afirma que
las wavelets con momento nulo de orden p poseen un soporte=2p—1. En particu-
lar el soporte de las wavelets de Daubechies es [—p + 1, pl, y el de su funcion escala
[0,2p — 1], como se puede apreciar en la figura 3.3. Si la wavelet de Daubechies
posee un momento nulo de orden 1, nos encontramos ante la wavelet de Haar.

Al inicio de la seccion decidimos que L(¢) fuera equivalente a Q (sin2 &/ 2)).
Ahora que conocemos la expresion de Q, podemos decir

NHN-1+k
L) = Z( k+ )(sin2(€/2))k. 3.7)
k=0

De dicha igualdad se puede deducir que L(¢) es = 0 V¢ € R. Si ademads escribimos
sin? (¢/2) en funcién de exponenciales complejas,

NN 14K\ [(1=e)(1=e\1F Nl (N—14k)[]1-e]?]"
wo= % (AR
z;) k 2 2 ,é) k 2
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1.5 — . - .

1.0
0.5
0

-0.5 : - : : :
0 1 2 3 -1 0 1 2
Figura 3.3: Funcion escala y wavelet Daubechies con momento nulo de orden 2.

siendo f4cil apreciar que L es un polinomio trigonométrico de grado N — 1. Nos
queda verificar que existe otro polinomio trigonométrico £ de forma que el cua-
drado de su médulo coincida con L. Para ello nos apoyaremos en el Lema 3.16 de
[Wei, Cap. 2].

Lema3.11. Sea L({) = Z,CIV":_M)f;ce"k‘>r un polinomio trigonométrico tal que L(§) = 0
en R. Entonces existe un polinomio trigonométrico £ (&) = ZIIXI: Oake”“f tal que

| L)% = L©).

Puesto que los coeficientes de L son reales, es posible elegir los de £ también
en R. Asi hemos conseguido ver que la factorizacién de my (3.5) puede escribirse
como producto de dos polinomios trigonométricos.

Ya dijimos que la regularidad de ¥ venia dada en funcién de ¢, y esta a su vez
depende de my. Utilizando (3.5) se aprecia como en particular depende de £:
N (e.0)
2778).
=1

J

00 . 00 1+e—i2_jf N . 00 1+e—i2_jf
@ =[[m@ 6 =[]|——| 2eio=|]]—2—
j=1 j=1

2 i 2
Aplicando induccién, podemos escribir los productorios finitos como series geo-
métricas de las cuales conocemos su valor exacto
noygei2lE g2l k1 1-e ¥
== L") =g
k=0 —€

Para calcular el productorio infinito basta hacer tender » hacia infinito en la ex-
presion anterior. Si n — oo, 27""¢ — 0 para ¢ fijo. En esta situacién podremos
sustituir la exponencial por su desarrollo de Taylor hasta orden 1, aproximando
e~ 27" por 1 - i27"¢. Entonces

ﬁl+e_i2_j£ 1i H1+e—i2‘ff m 1-e™% L 1-e 1-e7E
-, S| = M g = )
=12 nmejly 2 n—oo 2N | — g=i27"  n—oco2nj2N¢ i
y por tanto,
1-e N oo .
@(6):( e ) [T<@ .

j=1
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A continuacién presentamos el lema 7.1.2. extraido de [Dau] que nos indicard la
regularidad de ¢ a partir de Z.

__logS log§;

Lema 3.12. Sea S, = sup; ’H;?zl = Tlogz YK = infjezx ;.

Six < N—a -1, entonces C%.

Comox < N—a -1, existen [ € N, € >0 tales que

l
H 3(2—]6) < 2l(N—1—a—€).

j=1

sup
¢

Silgl=1,

<ef(1+[gp™TeTie.

[T#e 7o

j=1

En el caso |£] > 1, existe J € N tal que 2/U~V < |¢| < 27, por lo que

lo_o[ 2(2_16‘) < eCZZ(N—a:—l—(:‘) 1+ Ié‘l)(N—a’—l—e) )

j=1

Entonces existen K, K’ >0 de forma que
P©O] < KIEN (1 +1enN-4179 < K/ (14 ¢ 179),

De esta desigualdad se deduce que ¢ € C%, y al ser la wavelet una suma finita de
trasladadas de la funcién escala, 1 € C%.

Basandonos en (3.7), podemos decir que sup; | Z(&)| se alcanza cuando

sin?(¢/2) = 1, porlo que
1\]2
N-14(1
el

’\il (N -1+ k)

k=0 k
Basta sustituir x = % en (3.6) para obtener Q(1/2) = yyasisup £ ()] < 2N=1,
De esta forma sabemos que ¢ es continua. Para ajustar mas el resultado, calcu-
laremos

1
ZNIZ( £+k) k2:

2N—1

sup| £ ()| =
¢

So = Sl;p L1222 () = Sl;p EAQEAVIIIN

Sea x = sin? (£/2), entonces

sin(¢) = 1 - cos?(¢) = 4(1_ “’S(‘f)) (1 * COS(@) _

2 2
4sin® (£/2) cos® (£/2) = 4sin® (£/2) [1 - sin® (£/2)] = 4x(1 - x).

Por lo tanto

Sup|$(§)$(2<f)|— 31[1p]|Q(x)Q(4x(1 2.
x€[0,1

Para acotar dicha expresion utilizaremos el siguiente resultado:
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Corolario 3.13. Sea Q(x) = XN} (N~[**)x*. Entonces:
O<sx<y, xN1Qu =y N*1Q(y), (3.8)
0<sx<1, Q) =<2"'max{1,2x}V"!. (3.9)

Estudiaremos cuatro casos segun los valores de x y 4x(1 — x), sin embargo
en todos los casos utilizaremos la desigualdad (3.9) para acotar. Para simplificar
denotaremos Z = |Q(x)Q(4x(1 — x))|

,4x(1—x) < = ZS|Q( )Q(%)|:22(N—1),

1
2

Nh—‘
[\JI'—‘

% 4x(1-x) > L — 7<oN-1oN=1 (.45 - x))N-1 <23WN-D

x>3,4x(1-x)s3 = Z=2WDExN-1pN-1 <p3V-1)

1
2

x>3,4x(1-x)>1 = Z=20W VN2V 12.4xq-x)N <

< 26(N-1) (24_7)1\/—1 — 98(N-1)3-3(N-1)_

De esta forma sabemos sup; | £ (¢) £(2¢)| < 24(N-1)3-3(N-1) Aplicando la no-
taciéon de 3.12, x < x,, donde

) 10g(24<N_1)3—%(N—1>) Nt 4log(2) - 3log(3)
2= 210g(2) =(N-1 2log2)
3log(3) ,
(N 1)(2 410g(2))518(N 1)

Asi el a que aparece en 3.12 es 0'8(N — 1), de forma que la regularidad de v
queda en funcién de N. En particular ¥ posee |0'8(N—1)]—1 derivadas continua-
mente diferenciables y la derivada|0'8(IN —1)] es continua. Con esta informacién
ya somos capaces de construir m, segun la regularidad que queramos imponer

ay.
Hasta aqui el razonamiento llevado a cabo por Daubechies para presentar la

regularidad de las wavelets. Unos afios mds tarde Weiss lleg6 a los mismos resul-
tados siguiendo un orden distinto. Para empezar, define

)mo)(f)’ —l—ckf (sin(0)2*1dt, ckl_f (sin(0)2**1dt
0

para después comprobar que verifica (3.3), (3.4).
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2
Ejemplo 14. Si para la eleccion de [Wei] de ‘m('f)‘ tomamos k = 0, nos encontra-
mos con

cos@ -1 _1+cosé) (1+eif)(1+e‘i‘f

0) 2_1
my @] =1- 2 2 2 2

)=|mo(€)|2,

donde my(&) era el filtro de paso baso asociado a la wavelet de Haar (ejemplo 4).

Al estar en funcién del seno, propone escribirlo es su forma trigonométri-
ca obteniendo un polinomio trigonométrico de orden 2k + 1. Gracias al lema

(3.11), prueba que m(’f) es a su vez otro polinomio trigonométrico. Después vuel-

2
ve a la expresion inicial ‘m(’f)‘ . Como es una funcién par, puede escribirse en
funcién del coseno. Derivando, buscando el niimero de ceros en —1 e integran-

2
do de nuevo obtiene ‘mg) (6)‘ =1+ cos(g‘))gk) (&). Por (3.11), llegamos a escribir

Koo _ (14e6)5T g . K . L -
my () = (T) m"™ (&), siendo m" otro polinomio trigonométrico, conclu-
si6n a la que nosotros también habiamos llegado. Por el camino, Daubechies
consiguié una expresién mas precisa de g, al contrario que Weiss, quién de-
mostro primero la continuidad de la wavelet y después present6 en el teorema
3.27 [Wei, Cap. 2] la descomposicion (3.7).
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