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ABSTRACT

This paper was born from the need to understand how gravitational waves behave.
Most of the existing studies are too much complex and theoretical, so numbers were
proposed to account for their effect.

After a short historical introduction, the most important mathematical concepts were
introduced according to different requirements. Then, they were used to report the ampli-
tude and the frequency of gravitational waves in some physically relevant situations. The
analyzed systems were binaries of stars or black holes, pulsars and supernova blasts. The
feasibility of detection for each such system depends on the numerical conditions found
in those calculations. Finally, the effect of gravitational waves was compared to gravity
with the use of the main concept of general relativity, curvature.
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1. Introduccion

Desde el primer hallazgo de ondas gravitatorias el 14 de Septiembre de 2015, el interés
por su estudio y comprension ha sufrido tal trascendencia que ha terminando sobrepasando
el estricto rigor fisico, haciendo eco en otros ambitos cientificos e incluso sociales. Nume-
rosos estudios han surgido acerca de este tema; no obstante, la mayoria de ellos se dividen
en dos conjuntos diametralmente opuestos. Unos se centran en ampliar la formulacion
actual, ya sea profundizando en los conceptos mas tedricos o planteando cémo mejorar las
técnicas experimentales. Otros, en cambio, ofrecen una introduccién mas divulgativa que
precisa, con objeto de acercar a los menos iniciados. Es esta diferencia tan extrema lo que
motiva la elaboracién de este trabajo, que, ademas de incluir los aspectos mas basicos de
estas dos vertientes, centra todo su peso en un aspecto menos frecuentemente discutido:
los valores numéricos de las propiedades de las ondas.

Son estos numeros los que, ademas de servir como puente entre ambos niveles, facilitan
el entendimiento de las ondas gravitatorias. Si bien las matematicas proporcionan las
bases e incluso resultados generales de su estudio, el uso de numeros es tutil para, en
ultima instancia, dar cuenta real del efecto de las ondas, justificar las particularidades
de cada situacién (de las cuales se derivan numerosas propiedades fisicas de los sistemas
emisores), y relacionar su efecto con el de otros fenémenos similares.

Sin embargo, antes de comenzar con los aspectos numéricos, es preciso ilustrar la situa-
cion en la que nos encontramos. Nuestro punto de partida sera una exposicion historica,
en la cual se comentaran los acontecimientos mas destacables que llevaron a su prediccion,
y, posteriormente, a las detecciones logradas hasta la fecha. Prosiguiendo con el marco
tedrico, se presentaran varios de los conceptos mas significativos de la teoria de la rela-
tividad general, los cuales particularizaremos de acuerdo con las exigencias de nuestro
estudio, derivando las herramientas necesarias para abordar el desarrollo numérico.

Comenzaremos dicho desarrollo describiendo el efecto de una onda gravitatoria y sus
fuentes mas importantes, para después tomar diversos casos, algunos existentes y otros
supuestos, pero todos ellos de interés real. En cada uno de los ejemplos analizaremos las
dos propiedades ondulatorias fundamentales: amplitud y frecuencia. Una vez calculados
todos los resultados, pasaremos a contrastarlos con los valores requeridos por los instru-
mentos de deteccién, explicando, ademas, de qué dependen estas condiciones. Por tltimo,
estudiaremos la curvatura que posee el espacio-tiempo en presencia de tales ondas, cua-
lidad que surge de la teoria de Einstein por tratarse de un fenémeno gravitatorio. Esta
nos servira para comparar su efecto mecanico con el de la gravedad, lo que nos ayudara
a adquirir una idea bastante concreta de sus implicaciones.

Conviene tener en cuenta que, aun queriéndolo, no se podria ser auténticamente conciso
en los calculos. El caracter astrofisico de los sistemas con los que trataremos implica una
imprecisiéon considerable en los datos disponibles. Sin embargo, es esta imprecisién la
que respalda el empleo de diversas aproximaciones, usadas para facilitar enormemente los
calculos sin desfigurar los érdenes de magnitud de las variables fisicas implicadas.



2. Contexto histdorico

2.1. Precedentes

Pese al enorme triunfo que en 1687 supuso la teoria de la gravedad de Isaac Newton, el
hecho de que se tratase de una accién a distancia trajo consigo una extendida confusion.
Ni siquiera el propio Newton parecia completamente convencido con dicha idea, pues,
aunque la teoria funcionaba, fue incapaz de encontrarle sentido a este tipo de interaccion,
aun suponiendo que los cambios se reflejaban de forma instantanea.

Este problema comienza a tratarse de de otra manera en 1849, cuando Michael Faraday
introduce el concepto de campo. Poco a poco, esta idea comienza a servir como base de
un gran numero de teorias. Dentro de la hidrodinamica, fueron las propiedades de los
fluidos (velocidad, densidad y presién, tratadas como campos) lo que le sirvi6 a Clerk
Maxwell para desarrollar y presentar su teoria del electromagnetismo en un articulo de
1865 titulado ‘Una teoria dinamica del campo electromagnético’. En él, no solo logra
demostrar que ambos, campo eléctrico y magnético, estan relacionados, sino también que
en conjunto se propagan como una onda, a la velocidad de la luz. Ademas, se comenta la
posibilidad de que la gravedad se propagase también por medio de un campo.

En 1893, Oliver Heaviside expuso una analogia gravitatoria al electromagnetismo de
Maxwell. Su trabajo consta fundamentalmente de dos puntos: Primero, Heaviside deriva
un conjunto de leyes circuitales y obtiene un grupo de ecuaciones andlogo al de Maxwell,
lo que le permite definir una ecuaciéon de ondas para la gravedad. En la segunda parte
de su articulo, calcula la influencia del movimiento del Sol en el (por entonces aceptado)
éter terrestre, y obtiene numerosas perturbaciones en su orbita. Luego concluye que,
al no haberse observado tales perturbaciones, la velocidad con la que cambia el campo
gravitatorio sea muy probablemente igual a la de la luz. Heaviside no fue el primero en
sugerir una velocidad finita para la gravedad; ya en 1770 Pierre-Simon Laplace habia
sopesado tal hipotesis.

La discordancia entre las creencias de Newton y Maxwell fue lo que llevé a Jonathan
Zenneck a escribir un articulo en 1905 para una enciclopedia alemana. En él, propone
una revision de la gravitacion newtoniana para asemejarla a la teoria electromagnética,
aceptada ya por muchos como la base de toda la fisica. Aunque no tuvo muy en cuenta las
propuestas de Heaviside, Zeneck se apoyod en los resultados de otros fisicos que también
consideraban una velocidad finita en la propagacion gravitatoria. Algunas de estas teorias
fueron desarrolladas con objeto de explicar las discrepancias en la érbita de Mercurio, con
una precesion en su perihelio de 43 segundos de arco por siglo. Paul Gerber propuso la
solucién a este problema a través de una teoria gravitatoria modificada por él, pero lejos
aun de la relatividad especial.

No fue hasta que Albert Einstein presenté esta teoria en 1905 que se completo la uni-
ficacién electromagnética, alegando que campo eléctrico y magnético son en realidad dos
aspectos de un mismo objeto. Con la introduccién de sus dos postulados establecio la velo-
cidad méaxima a la que puede viajar cualquier tipo de informacién. Ese mismo ano, Henri
Poincaré presenté por su parte un documento titulado ‘Sobre la dinamica del electron’,
el cual sigue una linea analoga al trabajo de Einstein pero carece de la claridad que éste
logré con sus dos postulados. Pese a recibir un crédito mucho menor, Poincaré incluyo
una seccion diferente, dedicada a la gravitacion. En ella, trata de modificar la gravedad
newtoniana para adaptarla a las transformaciones de Lorentz, de un modo similar a como



hizo Heaviside, pero incluyendo sus ideas relativistas. Asumiendo que la fuerza gravitato-
ria se propaga a la velocidad de la luz, se llega a un tiempo retardado entre el cambio en
el campo gravitatorio y el efecto. Tales cambios se propagan por lo que Poincaré llamo
ondas gravitatorias. No obstante, esta idea debe considerarse prematura ya que no sigue
ningiin esquema tedrico consistente y completo.

2.2. Relatividad general

Tiempo después de concluir la relatividad especial, Einstein se propuso incorporar la
gravedad a dicha teoria. Pronto comprendié que no iba a ser tan sencillo; en 1907 plan-
ted su principio de equivalencia, percatandose de la indistinguibilidad entre la atraccién
gravitatoria y una aceleraciéon de igual magnitud del marco de referencia. De este modo,
resultaba imposible construir una teoria sobre el marco de la relatividad especial de la
forma en que otros fisicos trataban de hacer por entonces, sino que era necesario planear
un nuevo enfoque.

Al comienzo de su planteamiento, Einstein descubrié que relojes situados a diferente
altura en un campo gravitatorio no marcaban el mismo ritmo. Esto le llevé a pensar que
la velocidad de la luz era una funcién de la posicién. Aunque ahora sabemos que tal idea
no es la definitiva, tuvo un gran impacto sobre otro fisico, Max Abraham. Este publico
un articulo en 1912 modificando la relatividad especial para incluir la velocidad de la luz
variable. En él se concluye que, del mismo modo que una carga acelerada emite radiacion
electromagnética, una masa en movimiento debe producir radiacion gravitatoria, pero a
partir del término cuadrupolar en este caso. Sin embargo, las ondas gravitatorias a las
que Abraham llega debian ser longitudinales. En 1913, Gustav Mie llegdé a un resultado
similar al de Abraham, pero no alcanzé la misma consideracién pues violaba el principio
de equivalencia de Einstein.

El error en el tipo de movimiento de las ondas fue solventado por Gunnar Nordstrom,
a quien Einstein presté una mayor atencién. Este joven fisico propuso dos teorias, en 1912
y 1913 respectivamente. La primera de ellas fue desechada, pero la segunda se corresponde
con la primera explicacién geométrica de la gravedad. A pesar de su gran simplicidad y las
discrepancias entre sus resultados y las observaciones, dicha teoria predijo correctamente
la aparicién de ondas gravitatorias transversales.

Después de todos estos intentos por efectuar un tratamiento relativista de la gravedad,
Einstein presenté su teoria de la relatividad general en 1915. Sin embargo, en su primer
escrito no figura ningiin comentario acerca de las ondas gravitatorias. Segtin explicd poco
después, por entonces no crefa que existieran, al menos de un modo analogo a las ondas
electromagnéticas (cuyo orden principal de radiacion es el dipolo). No tardé en publicar un
nuevo articulo haciendo referencia a ello y dedicando una breve explicacion de la radiacion
gravitatoria. Einstein hizo uso de coordenadas armonicas para llegar a unas expresiones
muy similares al conjunto de Maxwell, con lo que pudo derivar una ecuaciéon de ondas.

Dos anos mas tarde, tras ser notificado por Nordstrom acerca de un error en la cons-
truccién de uno de sus tensores, decidié reescribir los cdlculos de su relatividad general.
Al hacerlo, ademés de simplificar las mayoria de sus ecuaciones, derivo la actual féormula
del cuadrupolo para la potencia emitida en forma de radiacién gravitatoria. No obstante,
Enstein obtuvo tres tipos diferentes de ondas gravitatorias. En 1922, Arthur Eddington



escribié ‘La propagacion de ondas gravitatorias’, donde desecha dos de estos tres tipos
por viajar a diferentes velocidades segtin el sistema de coordenadas que se escogiese. El
tercer tipo es la conocida onda transversal que demostré que se propaga a la velocidad de
la luz.

A pesar de sus conclusiones, Einstein siguié sin mostrarse convencido de que las ondas
gravitatorias fuesen reales, pues su derivacién partia de la aproximacion linealizada y
no de la teoria exacta. En 1936 enviod, junto con su asistente Nathan Rosem, un nuevo
articulo, aportando pruebas matematicas de la inexistencia de las mismas. Resulta que,
tras una revision por parte del referee, se encontraron diversos errores en el texto, por lo
que no llegé a publicarse en la revista inicialmente escogida. Finalmente, tras su correccion
y con el tiempo, Einstein llegd a admitir que las ondas existiesen, pero nunca penséd que
pudieran llegar a ser detectadas. El escepticismo que mostré hasta su muerte en 1955
sirvié, entre otras razones, como impedimento para su busqueda.

2.3. Deteccién

Para probar la existencia de ondas gravitatorias es necesario detectar sus efectos. Uno
de los principales problemas al plantear esto era la eleccion del sistema de coordenadas
bajo las cuales describir las ondas. Hasta ese momento, se solia elegir con vistas a posibles
simplificaciones matematicas, y no por conveniencia fisica.

En 1956, Felix A. E. Pirani publicé ‘Sobre el significado fisico del tensor de Riemann’,
texto en el que introduce un formalismo matematico para la deduccién de observables
fisicos, con objeto de aplicarlo a las ondas gravitatorias. En él, deduce el efecto mecanico
que éstas tienen sobre la materia cuando la atraviesan. Mientras tanto, el resto de la
comunidad cientifica se dedicaba a examinar si las ondas transportaban o no energia. Estad
cuestiones fueron tratadas al ano siguiente en un congreso en Chapel Hill, en Carolina
del Norte. En dicho evento se discutieron todo tipo de temas relativos a la gravitacion:
gravitacién clasica, unificacion con la fisica cuantica, cosmologia, etc... y, por supuesto,
ondas gravitatorias. Fue el trabajo de Pirani el que inspiro a Feynman a plantear un
argumento a favor de su existencia: sabiendo que las ondas provocan un movimiento
relativo entre dos los cuerpos, si estos ejerciesen un rozamiento sobre cualquier superficie,
se produciria una emision calorifica. La conservacion de la energia exigiria que las ondas
la transportasen y transfiriesen.

Un ano después del congreso, Joseph Weber comenzo a plantearse como detectar ondas
gravitatorias. Basicamente, su propuesta era medir las vibraciones inducidas sobre un
sistema mecanico como antena. Tras su construccion, en 1966 publicé un nuevo articulo
desvelando los detalles de su detector, el cual consistia en un enorme cilindro de aluminio,
con una masa de 3 toneladas, 153 cm de largo y 66 cm de diametro. Dicho artefacto
se encontraba aislado en el interior de una camara de vacio, y sus vibraciones serian
evaluadas a través del voltaje que generarian unos cristales piezoeléctricos conectados al
cilindro. Para asegurar su fiabilidad, Weber construyé un segundo detector y lo situé a
950 km del primero. Ademas, dedic6 mucho tiempo a aislar correctamente sus aparatos
de vibraciones externas, terremotos, e interferencias electromagnéticas, hasta el punto de
asegurar que la unica fuente de ruido era la agitacién térmica de los atomos de aluminio
del cilindro, movimientos de unos 10716 m.



Pasaron unos anos hasta que Weber y su equipo lograron unas medidas de lo que
dicen fueron ondas gravitatorias. En 1969 publicaron un nuevo articulo anunciando estas
detecciones, en su mayoria de ondas provenientes del centro galactico. Si sus resultados
hubiesen sido correctos, habrian supuesto la transformaciéon de masa a energia de un gran
numero de estrellas a un ritmo tal que la Via Lactea habria dejado de existir hace tiempo.
Muchos fisicos interpretaron esto como un fallo en las medidas, alegando que Weber no
habia sido capaz de eliminar el suficiente ruido de sus detectores, pero esto realmente es
algo que jamas podréa conocerse.

Fue el trabajo de Weber lo que sirvié de inspiracion a muchos otros cientificos de
todo el mundo, que construyeron nuevos detectores con notables mejorias. Sin embargo, a
excepcién de Weber (que seguia obcecado con su triunfo), ninguno de ellos logré registrar
una sola medida. En 1974 Joseph Hooten Taylor y Alan Rusell Hulse descubrieron un
pulsar binario cuyas propiedades orbitales se han podido determinar con extraordinaria
precisién, comprobando que las dos componentes se acercan a un ritmo que corresponde
a la perdida de energia por radiacién gravitatoria predicha por la teoria de Einstein.

Eventualmente, los investigadores comprendieron que los métodos empleados hasta
ese momento no disponian de la sensibilidad necesaria, por lo que hubo que plantearse
otras formas de deteccién. Esto pronto les condujo al uso de interferémetros, como ya se
habia planteado de forma explicita en 1962 por parte de Gertsenshtein y Pustovoid.

A comienzos de los ano 70, Robert L. Forward (uno de los alumnos y ayudantes de
Weber), fue alentado por Rainer Weiss para construir el primer interferémetro orientado
a la busqueda de ondas gravitatorias. Su primer prototipo fue presentado en 1971, y
poseia unos brazos de 8,5 m de largo. Sin embargo, después de 150 horas de examinacion,
no dio con ningun resultado. Por su parte, Weiss también decidié construir su propio
interferometro, inspirado en los papeles de Pirani y las charlas de Phillip Chapman, quien
habia trabajado en el MIT de Massachusetts y la NASA. Su prototipo, de brazos de 1,5
m, nunca llegd a ser terminado debido a una nueva ley en contra de la financiacion de
proyectos que no fuesen de ambito militar.

En 1974 la NSF solicit6 a Peter Kafka que valorase un nuevo proyecto de Weiss, para
el que pedia una subvencion. Se trataba de un interferometro con una longitud de 9 m en
sus brazos, capaz, segin Weiss, de detectar ondas producidas por el pulsar del cangrejo.
Kafka, al dedicarse principalmente a la fisica tedrica, decidié presentar el proyecto ante
un grupo de fisicos experimentales que habian trabajado con Weber. Estos resultaron
realmente fascinados con la idea, y en 1975 la subvencién fue concedida. Ese mismo ano,
Kafka impartié una charla en Sicilia, en la que criticé duramente la falta de sensibilidad
de los cilindros de Weber. Uno de los oyentes, Ronald Drever, quedé tan impresionado
por los comentarios de Kafka, que al volver a Glasgow (de donde provenia) comenzé a
desarrollar diversas técnicas interferométricas. Inicialmente, la falta de dinero le obligd
a dedicarse a tareas sencillas: comenzo6 utilizando un interferémetro para monitorizar la
vibraciones en unas barras masivas de aluminio, procedimiento diferente al resto. Méas
adelante, su constante dedicacion le permitio llegar a operar con un interferémetro de 10
m de largo. A raiz de sus investigaciones, en 1979 fue invitado a liderar un equipo en
Caltech, California.

En 1983, un grupo del instituto Max Planck, en Garching, logré desarrollar el que,
segun Weiss, fue el primer interferémetro realmente interesante, con brazos de 30 m. Este



dispositivo implementaba un sistema de espejos con objeto de incrementar su tamano
efectivo, haciendo rebotar el laser varias veces.

Estos dos equipos decidieron cooperar en 1989 para fabricar el mayor interferémetro
hasta la fecha. Inicialmente, se planteé construirlo bajo Tierra y con una longitud de 3 km,
pero su proyecto no fue subvencionado. Tras reducir su tamano a 600 m y aprovechar para
mejorar las técnicas deteccion, comenzé su construccion en 1995, al sur de Hanover. No fue
hasta el 2002 que el GEO600 se puso en funcionamiento, y aun hoy en dia se encuentra
operativo. Ademads de ser un excelente observatorio, ha servido para el desarrollo y la
prueba de avances tecnolégicos que se han empleado en sistemas mas avanzados.

Ademas del GEOG600, otro de los observatorios mas importantes es el denominado
Virgo. Este proyecto nacié de la idea de Alain Brillet, perteneciente al instituto francés
CNRS, y Adalberto Giazotto, del instituto italiano INFN. En un primer momento, su
intencién era juntarse a un grupo aleman del Max Planck para colaborar en un gran pro-
yecto europeo. Sin embargo, al ser notificados de la indisponibilidad de fondos, decidieron
trabajar por su cuenta. El proyecto Virgo debe su nombre al Cluster de Virgo, que recoge
cerca de 1500 galaxias, zona donde se centrarian las observaciones y que se encuentra a
unos 50 millones de anos luz de la Tierra.

Tras una serie de contratiempos econdémicos, el proyecto fue aprobado en 1993 por
el CNRS y en 1994 por el INFN. Con unos brazos de 3 km de largo, el interferémetro
de Virgo fue situado sobre una planicie cerca de Pisa, en Italia. Entre 1996 y 1999 el
proyecto sufrié una demora por diversos problemas administrativos, ya que no existia
ninguna entidad conjunta a ambos institutos que lo regulara. Para solventarlo, en 2000
se cred el Observatorio Gravitatorio Europeo, EGO. La construccion del primer Virgo
finaliz6 en 2003.

Por tltimo se tiene el dltimo y mas importante de los observatorios, el LIGO. Su origen
se remonta al ano 1975, cuando Kip Thorne viaja a Washington, D.C. para reunirse con
Weiss. Ya por el 1968, Thorne habia fundado un grupo de investigacion en Caltech,
dedicado a la teoria de las ondas gravitatorias y a sus fuentes. Sin embargo, a causa
de la conversacién que mantuvo con Weiss aquel dia, decidié modificar el objetivo del
colectivo y centrar la investigacion en la deteccion de las ondas. Ya de vuelta en Caltech,
Thorne pensé en proponer a su amigo Vladimir B. Braginski, de Rusia, para trabajar
junto a ellos, pues disponia de una amplia experiencia en dicho tema. Sin embargo, los
acontecimientos de la Guerra Fria impidieron su incorporacion, por lo que Weiss sugirio
a Thorne ofrecérselo a Drever. Tras su incorporacion en 1979, juntos comenzaron con la
construccién de un interferémetro de 40 m de largo, con el cual terminaron en 1983.

Weiss, por su parte, se encontraba trabajando en el MIT con un interferémetro mucho
mas modesto, de 1,5 m. Al comprender que los dos equipos perseguian un mismo fin,
Weiss propuso a Thorne formar una coalicién, y ambos firmaron un acuerdo en 1984 con
el propésito de construir un interferometro de dimensiones kilométricas. De este modo
nacio el proyecto LIGO.

Entre dicho ano y el siguiente, el programa sufrié importantes retrasos a causa de las
discusiones entre Weiss y Drever. Tales fueron los percances que, en 1985, la NSF solicito
la disolucién de su liderazgo, junto con el de Thorne. A partir de entonces, Rochus E.



Vogt ocupd el mando. De este modo, la NSF terminé por subvencionar el proyecto. Sin
embargo, los problemas no cesaron, de modo que en 1994 Vogt fue sustituido por Barry
Clark Barish, logrando asi mejores ayudas econémicas y un avance mas veloz. Finalmente,
dos observatorios fueron creados entre 1994 y 1997, uno en Hanford y otro en Livingston.

El LIGO inicial estuvo en funcionamiento desde 2002 hasta 2010 sin ningun registro
de ondas gravitatorias. De hecho, durante esa temporada, el personal de LIGO y Virgo
mantuvo un estrecho contacto entre si, terminando con un acuerdo de colaboraciéon en
2007. En 2010 se paralizo la busqueda de ondas gravitatorias para implementar notables
mejoras en el sistema de LIGO. Estas finalizaron en 2015, con un gasto de 200 millones
de délares. El LIGO avanzado (o aLIGO), dispone de una sensibilidad diez veces mayor
que su predecesor.

La primera deteccion de ondas gravitatorias tuvo lugar el 14 de Septiembre de 2015.
Se trataba de la fusién de dos agujeros negros, de 36 y 29 masas solares, situados a 1,3
billones de anos luz de la Tierra. La duracién del evento fue de 0,2 s. Desde entonces,
LIGO ha logrado registrar otros diez casos, muy similares a este primero, todos ellos
correspondientes a la fusion de un par de objetos césmicos (nueve parejas de agujeros
negros y una de estrellas de neutrones).



3. Marco teorico

3.1. Aspectos generales

Aunque los siguientes resultados pueden enunciarse de forma mas general para espacios
métricos de cualquier dimensién n, nosotros nos ceniremos al contexto de la relatividad
general, tomando n = 4 y el tiempo propio 7 como parametro del que dependen las
cuatro coordenadas z# (u = 0,1,2,3), con las que se describen los sucesos. La primera
coordenada es z° = ct y estd relacionada con el tiempo t. Las otras tres, z (i = 1,2, 3),
se utilizan describir el espacio. Aqui emplearemos las coordenadas cartesianas.

El espacio fisico esta dotado de una métrica dada por el tensor g,,, de segundo orden,
covariante y simétrico, definido sobre el espacio de vectores tangentes en cada suceso. La
distancia entre dos sucesos de separacion diferencial, z* y z# + dz* (o elemento de linea
ds), puede escribirse a partir de las dieciséis componentes de este tensor:

ds* = g, dz" dz"”. (1)

Se ha utilizado el convenio de Einstein para la suma en los indices repetidos al mismo
lado de la igualdad. Las componentes del tensor g, pueden escribirse en forma de matriz
4 x 4 que, al invertirse, da como resultado la matriz del tensor métrico en su forma
contravariante, g"”. Asi, se tienen los dos objetos necesarios para subir o bajar los indices
de cualquier otro tensor.

Al igual que los vectores tangentes para las curvas, en el caso de las superficies se tiene
un concepto parecido, denominado bivector tangente. Es en base al espacio formado por
estos objetos que se construye la denominada métrica de los bivectores:

Guvap = Gua Gvg — Gus Gra- (2)

Por otro lado, en un espacio métrico como el nuestro se puede definir una conexién o
derivada covariante respecto de las coordenadas, que, en el caso de cualquier tensor A
contravariante y de primer orden, viene dada por:

DA® QA+
Dz Ox©

+ T4 5 AP, (3)

Los simbolos I, 5 son los coeficientes de la conexion, que, conocidas las componentes
covariantes del tensor métrico, pueden calcularse a través de la siguiente formula:

1 9Gra (99,\5 89a5
" =—g — . 4
g (8x5 T o T o (4)

A partir de dichos coeficientes se define el tensor de curvatura de Riemann, R" aps de

cuarto orden, que en su forma natural es una vez contravariante y tres veces covariante:

or* OTH
_ vB va A A
R, = o~ + I T, =TT, (5)
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La mayor utilidad de este tensor reside en la ecuacién de desviacién geodésica, que da
cuenta de como varfa la separacién dz* (coordenadas) entre dos particulas puntuales en
caida libre, situadas en el seno de un campo gravitatorio:

D?§zH dx? daxP
-~ _RM ™ — .
D72 i vaB - dr v dr (6)

La derivada covariante con respecto al tiempo propio se calcula mediante la regla de
la cadena, utilizando las derivadas covariantes con respecto de las coordenadas, por lo que
apareceran varios productos de los coeficientes de la conexion.

El tensor de curvatura puede escribirse en su forma completamente covariante, R,,q3 =
Gpu R apr Que es antisimétrica frente al intercambio de los dos primeros o de los dos
ultimos indices, y simétrica en cuanto al intercambio de estas dos parejas. Tomando ésta
y la métrica de los bivectores en (2), se definen las curvaturas seccionales en los 2-planos
segun las diferentes coordenadas:

Koy = oes 7
() = : (7)
gaﬂaﬂ

Las curvaturas seccionales se encuentran estrechamente relacionadas con el tensor de
Ricci R, pues, dado un punto cualquiera, el valor promedio de las curvaturas seccionales
es proporcional a la traza del tensor de Ricci. En general, éste se obtiene por contraccion
de los dos indices impares del tensor de Riemann, a través de la métrica:

R;w = gﬂa Ra,uﬁz/ = Rﬁuﬁy' (8)

El tensor de Ricci juega un papel fundamental en las diez ecuaciones de campo de
Einstein, que relacionan la curvatura del espacio-tiempo con la densidad local de energia
y momento (debida a la existencia materia o no), dada por el tensor 7),,:

1 87G

9 Rguw + ANgu = A L (9)

R, —

Aqui, R = ¢"™ R, es la curvatura escalar (la traza del tensor de Ricci), y A =
1,1056 - 10752 m~2 la constante cosmolégica.

3.2. Ondas gravitatorias

Considérese un observador situado lejos de una distribucién de materia, de modo que el
espacio en el que reside se encuentra caracterizado la métrica de Minkowski, 7,,,,. Cualquier
cambio en dicha distribucién (en el tensor T") se traduce en una alteracién del tensor de
Ricci, y, por tanto, en la métrica, ahora designada por g, .

g,uy = Nuv + h/,LI/' (10>
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El tensor h,, representa el cambio inducido en la métrica. Para hallarlo, se han de
resolver las ecuaciones de Einstein para la distribucién variable de materia, tarea nada
sencilla a menos que se consideren cambios extremadamente pequeiios (|h,,| < 1). De
este modo, podemos despreciar los términos de orden mayor al lineal.

Comencemos con los simbolos de la conexién (4), los cuales quedan quedan:

1 oh oh oh
m L ~pA Ao AB . af
Pas = QQM (8:03 T T o ) ' (11)

Para el célculo del tensor de Riemann en (5) podemos eliminar los productos de dos
coeficientes de conexion, pues dejan de ser lineales en h,,. Enlacemos con la definicién
del tensor de Ricci en (8) para obtenerlo directamente, en términos del tensor h,, y de
su traza, h:

1 o (0oh,~ 0 (0Oh 0 ([ Oh
— - |—0O v ) — . 12
R 2 [ Py Ox“ ( Ox* ) * Oxv (axa ) Ox” (8:6“)} (12)

Los indices pueden subirse o bajarse mediante el tensor de Minkowski, 7,,. Hemos
designado como [ al operador D’Alambertiano, que, en el espacio-tiempo plano, viene
dado por:

o 0 o 0
_ P
H= Oxy 0x° T ozr 9z

(13)

Resulta conveniente introducir un nuevo tensor, h,, antes de proceder con las ecua-
ciones de Einstein:

- 1
hyw = hy — §h77,w. (14)

Este contiene la misma informacién que h,, y representa el campo gravitatorio. Cal-
culando la traza de (12), R, y llevando ambos a (9), se obtienen la ecuaciones para la
gravedad linealizada, ya en términos del nuevo tensor:

. o (oh,° 0 [ Ohu o [ 0on? 167G
Ol + 52 ( oy ) + 3 (a%) = 3. <8x°‘> M = ——— T (15)

Ahora bien, al igual que en electromagnetismo, es posible simplificar esta tltima ecua-
cién por medio de un gauge especifico, denominado gauge de Hilbert (que en este caso
es simplemente una eleccién de las coordenadas). Este es equivalente al gauge de Lorenz
para la radiacién electromagnética, y nos permite fijar la siguiente condicion:

OhHe
ox®

~0. (16)
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Para justificar esta eleccion, tomemos dos sistemas de referencia x* y z'# separados
una pequena cantidad &*:

o't = xt + EF. (17)

La transformacién de la métrica ¢ de un sistema al otro conduce a una relacién entre
los tensores del campo gravitatorio:

¢, 05 oc°
Oz OxH + oxP My

W, = hu (18)

Subiendo los dos indices conla métrica plana y tomando la divergencia, se tiene:
On'™ O 9 [ oLk o (o o [o¢°
_ _ SN Y 4 : ). (19)
oxV oxv  Oz¥ \ Oz, Ozv \ 0z, oz \ 0z°

Al existir una suma en el indice v, los dos iltimos términos a la derecha de la igualdad
se anulan entre si. El termino restantes es el D’Alambertiano de &*:

on'r o
oxv  Ox¥

— Oer (20)

Se sabe que, dada una funcién f cualquiera, siempre podemos encontrar otra funcién
F tal que OF = f. Por tanto, es posible elegir un valor para &* de modo que el miem-
bro de la derecha en (20) se anule, cumpliéndose la eleccién propuesta en (16). Asi, se
logran eliminar los tres tltimos términos del miembro de la izquierda en (19), quedando
simplemente:

~ 167G
Ohysy =~ T (21)

Y, en el caso del vacio (7, = 0):
Ohy = 0. (22)

Esta es la conocida ecuacién de ondas para el tensor h,,,, y su solucién mas sencilla es
la de una onda plana general, dada por la parte real de la siguiente expresion:

. o N
hm/:Am/ezkam :Aﬂyezk]x ezkoct' (23)

En ella, A,, es un tensor simétrico y constante, y k, es el vector de onda, con su

primera componente kg = —k? = —% relacionada con la frecuencia de la onda. Llevando

el resultado en (23) a la ecuacién (22), se obtiene una condicién para estas dos propiedades:

O =0 = hah® = 0= 2 = /()2 + (03)° + (k)" (21)
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De primeras, uno podria pensar que, al haber diez ecuaciones en (22), deberfan existir
diez soluciones independientes para h,,. Sin embargo, la eleccién del gauge de Hilbert
impone ciertas restricciones sobre dicho tensor. Al introducirlo en (16) se deduce que:

AP = 0. (25)

Esto se cumple sea cual sea el indice p. Se tienen cuatro ecuaciones de ortogonalidad,
a partir de las cuales podemos despejar cuatro de las dieciséis componentes de A**.

Asi, pasamos de tener diez soluciones independientes a solo seis. Es posible reducir
aun més éste nimero con una buena eleccién de £ en (17). En efecto, tdmese una trans-
formacion de coordenadas como la que sigue:

&t = Bretka (26)

Puede demostrarse que, al llevar esta cantidad a (18), se nos permite escoger las
componentes de B* de forma que se anule la traza de A,, y sus elementos temporales
(siendo, por tanto, hy, ¥y fLW idénticos segin (14)). Esta eleccién se denomina gauge TT
y nos deja unicamente con dos soluciones independientes para (22). La forma general del
tensor A, podra expresarse como combinacion lineal de los de las dos soluciones:

Alﬂ’ = h+ [6+]/J,y + hX [GX:I/J,V . (27)
Los tensores [e4] ,, v [ex],, representan los dos tipos polarizacién de la onda. Suponien-

do que ésta se propaga en la direccién z, ambos tensores pueden escribirse del siguiente
modo en su forma matricial:

00 0 O 0 00O
01 0 O 0010

_ , - 28

[€+]w/ 00 —1 0 [Ex]p,y 010 0 ( )
00 0 O 0 00O

Uno de los ejemplos mas sencillos es el de una onda gravitatoria con polarizacién +
unicamente. En este caso, el vector de onda tiene una tinica componente espacial, que,
seglin (24), es k., = %. Se ha elegido el signo positivo, contrario al de ko, por analogia con

el tiempo retardado en electromagnetismo. Volvamos a (23) y tomemos su parte real, con
hy =h:

0 0 0 0
O|hcos(w(t—2 0 0
- (@ (-2) "
0 0 —h cos (w (t — %)) 0
0 0 0 0
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Sumandole el tensor métrico de Minkowski, se obtiene la métrica general del espacio-
tiempo en presencia de una onda gravitatoria con polarizacién + y direccion z, en la
aproximacion lineal:

1 0 0 0
0|~ [1+ heos (w(t— 2))] 0 0

=g 0 L —heos(w(t-2)] 0 (30)
0 0 0 —é

El elemento de linea (1) serd, entonces:

ds® = dt* — ?12{[1 + cos (w (t— %))] dx® + [1 — cos (w (t— é))] dy? —sz}. (31)

Con respecto a las ecuaciones (6) para la desviacién geodésica, encontramos una sim-
plificacién en caso de que las particulas se muevan a velocidades muy bajas (v* < c).
Asi, la primera componente de la cuadrivelocidad V#* = ‘ff—: = (c,v",vY,v?) es la tini-
ca relevante frente al resto de ellas. Ademads, podemos confundir el tiempo propio con el
tiempo coordenado y despreciar la componente temporal del vector separacion, con lo que
quedan tnicamente las componentes espaciales dz*. Eliminando los términos no lineales
en el desarrollo de la doble derivada covariante, se llega a la siguiente expresion para la

desviacién geodésica debida a las ondas gravitatorias:

RNV

Para comprender la naturaleza de la radiacion gravitatoria resulta conveniente compa-
rarla con la electromagnética, més conocida. Se sabe que radiacién puede descomponerse
en una serie de multipolos, de los cuales el de orden mas bajo es el que le otorga el
nombre. El primer término en el desarrollo es el monopolar, inadmisible en la radiacion
electromagnética ya que exigiria un cambio en la carga total. Algo parecido ocurre con
la radiacién gravitatoria, pero en este caso es la masa lo que, al conservarse, impide la
existencia de radiaciéon monopolar.

El segundo término es el dipolar. En electromagnetismo, dado un sistema discreto de
n cargas ¢;, su momento dipolar P.,, asociado se escribe como:

ﬁem :Z%F; (33)

Es la derivada segunda del momento dipolar lo que determina la intensidad de la
radiacion electromagnética dipolar, por lo general distinta de cero. No es este el caso de la
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radiacién gravitatoria, pues la conservacién del momento lineal del sistema obliga a que
la segunda derivada de su momento dipolar P, sea nula:

. . &P &°F; dp;

(2 (3

Queda asi demostrada la inexistencia de radiaciéon gravitatoria monopolar y dipolar.
De hecho, puede probarse que la parte espacial de la amplitud que poseen las ondas
gravitatorias a una distancia r de su fuente esta relacionada con la derivada temporal
segunda de su momento cuadrupolar @);; mediante la férmula del cuadrupolo:

G 2 d*Qy (t_£>.

h.: =
Ar dt?

ij

(35)
El momento cuadrupolar se obtiene a través de su definicién:
1 —
Qz’j = ka xi,kl‘j,k — § |T| 61‘]’ . (36)
k

Dada la complejidad de su cdlculo en la mayoria de los sistemas reales (finitos y
continuos, por lo que serfa necesario sustituir el sumatorio por una integral), nosotros nos
valdremos de una aproximacién extremadamente simplista, pero realmente eficaz para
averiguar su orden de magnitud.

P2Q,; MR

2
Qg ~ ME" = =5 T2

~ Mv? =2E,,. (37)

Aqui, E,; es la energia cinética debida al movimiento de la fuente que no sea esférica o
cilindricamente simétrico. Resulta comprensible que este tipo de movimientos no generen
ondas gravitatorias: Adema&s de poder comprobarse que no provocan ningin cambio en
el momento cuadrupolar de la fuente, se constata dentro de la teoria newtoniana que ni
rotaciones esféricas o cilindricas, ni expansiones esféricas, modifican el campo gravitatorio
en el exterior de un cuerpo sometido a estos movimientos.

Finalmente, llevando el resultado (37) a (35,) se llega a la férmula para la estimacién
de la amplitud:

(38)
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4. Desarrollo

Cualquier movimiento de masas induce (salvo en situaciones excepcionales) la creacién
de ondas gravitatorias. El efecto que éstas tienen a su paso es un movimiento oscilatorio,
en el plano perpendicular a su direccién de propagacion, y con la misma frecuencia que
la de las ondas. El tamano de estas oscilaciones viene determinado por la amplitud de las
ondas en ese punto, h, y las dimensiones del cuerpo afectado. En efecto, h es en realidad
lo que se conoce como una deformacion: h = QATL, adimensional. En la Figura 1 puede
verse una representacion extrema del efecto de una onda que se propaga en la direccién

normal al folio sobre un anillo de masas, segin la polarizacién + o X.

Figura 1. Efecto de una onda con polarizacién + (rojo) y x (azul).

La razén del factor 2 en el numerador del anterior cociente es el movimiento simétrico
en puntos opuestos, como puede verse facilmente en la figura. Notese que el patrén de
la polarizacién x es el obtenido del de la polarizacion + por una rotacion espacial de
dngulo 7, mientras que en electromagnetismo el patrén de la polarizacié vertical es el
de la horizontal rotado 7. Claramente, estas deformaciones son mucho mas discretas
en la practica. Como veremos mas adelante, la maxima amplitud de las ondas que nos
llegan a la Tierra es del orden de 1072%, lo cual provocaria, por ejemplo sobre un anillo
de un kilémetro de radio, oscilaciones de AL ~ 107'® m (ocho ordenes por debajo del
didmetro de un atomo de hidrégeno). No es de extranar que el efecto de las ondas resulte
practicamente insignificante en la mayoria de situaciones, lo cual supone un complicacion
a la que hacer frente durante los experimentos, en los cuales se requieren instrumentacion

extremadamente sensible a estos movimientos.

De entre todas las fuentes de ondas gravitatoria, existen tres tipos con diferentes
propiedades en la amplitud y frecuencia de sus ondas. Todos ellos son de caracter césmico
y atienden a la siguiente clasificacion:

= Sistemas binarios: Formados por dos cuerpos en rotacion alrededor del centro de
masas del conjunto. Son, por lo general, los sistemas de mayor interés, ya que,
ademas de su larga existencia, las ondas generadas se van intensificando a medida
que los cuerpos se acercan lentamente.

Aunque pueden estar compuestos por todo tipo de objetos astronémicos, los mas
importantes vienen dados por un par de agujeros negros o de estrellas de neutrones.

Recientes estudios sugieren que la mayoria de las estrellas del universo pertenecen a
sistemas binarios, siendo este tipo, por tanto, el mas comiin de los tres. El proceso de
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creacién no esta del todo claro, pero se cree que se debe a la formacion de las propias
estrellas principalmente. Tampoco se descartan capturas gravitatorias ocasionales.

= Sistemas rotatorios: Objetos individuales que se encuentran girando alrededor de
su propio centro de masas. Es de gran importancia que estos no presenten simetria
esférica o cilindrica completa alrededor de su eje de giro ya que, de lo contrario, la
emisién de ondas seria nula.

Un buen ejemplo de este tipo de sistemas son los pulsares: estrellas de neutrones
que emiten radiacion periédica girando sobre si mismos a velocidades muy elevadas.
Pueden ser originados a partir de una supernova o de la colision y fusién final de
un sistema binario de dos estrellas del mismo tipo, y su existencia es también muy
duradera. En cambio, al poseer un alto grado de simetria esférica, la amplitud de
las ondas sera considerablemente menor que en el caso anterior.

» Sistemas expansivos: Son los Unicos en los que las ondas se generan mediante un
proceso explosivo, y no por su rotacion. Normalmente tienen una vida muy corta, de
modo que la emisién de ondas no es tan prolongada como en los otros dos sistemas.
Como ejemplo mas comun se tiene la explosién de una supernova, cuya duracién
suele ser de 100 segundos aproximadamente. Ademds, se trata de acontecimientos
muy poco comunes, con una estimacién de dos casos por siglo en nuestra galaxia.

Al igual que con el anterior tipo, es necesario que la expansién se produzca de
forma no esférica, lo cual siempre sucede pero no en un grado de asimetria total.
La amplitud de las ondas suele ser mayor que la de los pilsares, pero, al ser un
fenémeno tan corto e inusual, resultan los sistemas mas dificiles de detectar.

En lo sucesivo se dardn ejemplos de estos tres tipos de sistemas y se examinaran
las ondas gravitatorias que producen, atendiendo a su amplitud y frecuencia. Como un
estudio detallado requeriria un conocimiento muy preciso de los sistemas (asi como unos
célculos mucho mas detallados), aqui nos limitaremos a proporcionar una estimacién de
sus valores en la mayoria de los casos.

4.1. Amplitud

Para empezar, y como ejemplo curioso pero ilustrativo, estimaremos la amplitud de
las ondas gravitatorias generadas por dos luchadores en un combate de lucha libre. De
esta forma se pretende entender el caracter de estas ondas cuando de hechos cotidianos
se trata, pues los movimientos que se ejecutan en una situacion asi no se alejan mucho de
los que realizamos en nuestro dia a dia.

Mas que el resultado exacto, lo que realmente interesa es el orden de magnitud de
la amplitud, de forma que podremos permitirnos ciertas licencias en la modelizacion.
Supondremos que los dos luchadores poseen las mismas caracteristicas corporales, esto es,
en masa. por otro lado, tras analizar varios combates reales, se hizo una estimacién de
la velocidad promedio de cada parte corporal a partir de sus valores maximo y minimo
(cero) y el tiempo que suelen estar en movimiento. En la Tabla 1 se encuentran los valores
escogidos para la masa m y velocidad v de los miembros de cada luchador. No se tienen
en cuenta los posibles rangos de variabilidad en estas modelizaciones, pues tampoco nos
son de interés aqui.
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M / kg v/ ms™!
Brazos 2 x8=16 )
Piernas 2 x 18 =36 4
Tronco 20 3,5
Cabeza 8 3

Tabla 1. Masas y velocidades para cada parte corporal.

Sumando todas las masas se tiene que la masa total de cada luchador es de 80 kg.

Resulta razonable suponer que durante el combate ninguno de los movimientos se
hace de forma esférica o cilindricamente simétrica. Teniendo esto en cuenta, se llega a la
amplitud estimada para las ondas gravitatorias que medirfa, por ejemplo, el arbitro del
combate (r = 1 m) directamente a partir de la férmula (38). Se introduce un factor 2
debido a la presencia de dos luchadores, y subindices ¢ = 1, ..., 4 para cada parte corporal:

4G 1
hir=1)~2—" =" Mv,>=4,26-10"*".

Notese como la amplitud decrece rapidamente con la distancia a la fuente: un especta-
dor situado a diez metros del ring mediria una amplitud diez veces menor que la obtenida
aqui. Lo mismo sucede con el resto de fuentes. Este decaimiento no es tan brusco como,
por ejemplo, el del campo gravitatorio (que lo hace con la segunda potencia de la distancia
radial, en lugar de la primera), pero debido a la minuscula cantidad 2% ~ 107% k;_gm, se
suelen alcanza valores mucho menores.

4.1.1. Sistemas binarios

Siguiendo con el primero de los sistemas astrofisicos, tomaremos cinco estrellas binarias
estelares y estimaremos la amplitud con la que nos llegan las ondas que se generan, a
partir de sus datos tabulados. Al tratarse de sistemas de dos cuerpos, conviene expresar
la férmula (38) en términos de los pardmetros orbitales mas tipicos:

h(r) 4G 127%d*> My Mg
r) o~ — — .
A r T2 My+ Mg

(39)

Aqui, T representa el periodo orbital y d la separacion media entre las estrellas A y
B. Una deduccién de esta férmula puede encontrarse en el Anexo 1 ubicado al final del
documento. La Tabla 2 contiene los datos necesarios de las cinco estrellas (en orden cre-
ciente de r) y la amplitud de las ondas creadas en cada caso. Para una mejor comprensioén
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de las distintas magnitudes, se incluyen las equivalencias entre las unidades astronémicas
empleadas y las del Sistema Internacional.

Estrella r/al d / UA T / anos My / Mg Mg | Mg h
a Centauri 4,36 23,70 79,91 1,10 0,91 3,07-107%
3 Persei 93 0,062 0,0082 3,17 0,70 1,08 102
« Virginis 260 0,12 0,11 11,43 7,21 6,18 - 10723
o Scorpii 520 550 2500 12 7,20 1,28-10"%
B Lyrae 880 0,28 0,035 13,16 2,97 5,38 - 10722

Tabla 2. Amplitud de las ondas emitidas por estrellas binarias reales.

Afio luz: 1 a.l. = 9,46 - 10> m
Unidades Astronémicas: 1 UA = 1,49 - 10" m
Masa solar: 1 My = 1,989 - 10%° kg

Nos encontramos con unas amplitudes mucho mayores que la del caso de los dos
luchadores (10% ordenes por encima como miiaximo). De los ejemplos de 3 Persei y (3
Lyrae se deriva la importancia del periodo T' y la separacion d sobre el resto de parametros.
Ademas de tomar valores mucho mas variados entre si, sus valores minimos coinciden en
estos dos sistemas con las ondas de mayor amplitud. Al estar elevados al cuadrado en (39)
tienen una mayor influencia sobre el resultado final.

Existe, sin embargo, la posibilidad de que estos periodos disminuyan con el tiempo. A
medida que orbitan, las estrellas van perdiendo energia a causa de la radiacién que emiten
(gravitatoria, electromagnética o térmica), asi como de la colisién con particulas de ciertos
gases. La conservacion del momento angular del sistema provocara un aumento de la
velocidad angular del sistema binario y, por ende, una caida en su periodo. Esto, ademas
de favorecer el crecimiento frecuencial, aumentara la amplitud de las ondas. Supongamos
el sencillo caso de una particula de masa m y velocidad v en una orbita circular de radio
a= g. Su momento angular L viene dado por el producto de las tres:

2r , wm d?

L—mva—mTa =5 T

Puede verse que, al estar d elevado al cuadrado, si se da una disminucién en esta

cantidad se producira una aun mayor en 7'. En el caso de dos estrellas binarias, tratando el

problema como dos érbitas circulares independientes se llega a un aumento de la amplitud

de las ondas gravitatorias. Esto es mas facil de visualizar con los datos del Anexo 1, de

donde puede deducirse la contribucion orbital de capa cuerpo y su radio, ya que este no
es igual para ambos.
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Dicho esto, seria interesante estimar la amplitud de las ondas que emitirian estas
mismas estrellas justo cuando su separacion fuese minima, o sea, en el momento en que
colisionaran. En la Tabla 3 se muestran los nuevos datos para las separaciones (la suma
de los radios de cada estrella), los periodos y las amplitudes comparadas con las actuales.
Para el calculo de los periodos se utilizoé de la tercera ley de Kepler, en su aplicacion a
sistemas binarios. Su desarrollo es sencillo y puede encontrarse en el Anexo 1, del cual se
obtiene la siguiente expresion para el periodo de las estrellas:

472
T=\atn i © (40)

Estrella d’ / UA T’ / dias h' h
« Centauri 0,0097 0,30 4,18 - 10~20 3,07 -10723

B Persei 0,028 1,21 1,34-1072 1,08 - 102!
a Virginis 0,005 0,042 1,08 - 1019 6,18 - 10~23

o Scorpii 3,21 671,98 8,03-107% 1,28 - 10~

B Lyrae 0,099 3,97 6,96 - 10722 5,38 - 10722

Tabla 3. Comparacion entre amplitudes actuales y cerca del colapso del sistema.

No es de extranar que los mayores cambios se encuentren, por lo general, en las ampli-
tudes originalmente menores. Existe una excepcion, oo Scorpii, cuya amplitud solo aumenta
un orden de magnitud. El problema reside en el tamano de sus componentes, pues, al con-
trario que en el resto de binarios (cuyas estrellas tienen radios no més de dos decenas de
veces el del Sol), la estrella principal de a Scorpii posee un radio ochocientas veces mayor.
Para cuando éstas colisionen, la distancia entre sus centros serd mucho mayor que en los
otros cuatro casos, asi como su periodo orbital.

Otro tipo de sistemas binarios son los que estdn formados por una pareja de agujeros
negros. Lamentablemente, los tinicos agujeros negros binarios de los que se tiene constancia
fueron encontrados a raiz de las ondas gravitatorias que emitian, por lo que un analisis tan
bésico no aportaria nada nuevo. En lugar de ello, aqui tomaremos cinco casos hipotéticos
de agujeros negros en el momento de su colision. Las masas se supondran idénticas (M)
y todas ellas de 30 My, que es, en orden de magnitud, el valor de las de los eventos
detectados. La separacion vendra dada por la suma de sus radios de Schwarzschild:

2GM

c2

rs = . (41)
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Teniendo en cuenta (40) y (41), podemos reducir la férmula (39) a la siguiente:

4G M3
Mr) =&

(42)

Para las distancias no podemos limitarnos a regiones tan cercanas como con las estre-
llas binarias, asi que escogeremos valores de r mucho mas distantes, correspondientes a
zonas conocidas del cosmos. En la Tabla 4 se recogen estos cinco ejemplos.

Localizacién r/ al. h
Sol 1,5-10°° 3121077
a Centauri 4,37 1,07 - 10~ 12
Centro galdctico 2,65 - 10* 1,76 - 10716
Cimulo de Virgo 5,38 - 107 8,69 - 10720
Borde del Universo 4,66 - 100 1,00 - 10-22

Tabla 4. Amplitud de las ondas emitidas por un agujero negro binario.

Antes de nada, conviene justificar la eleccién de distancias, sobre todo la primera de
todas. Un par de agujeros negros de tales caracteristicas ocupan a lo largo un espacio de
cuatro veces su radio de Schwarzschild, es decir, 4 ¢, = 353,99 km. Esto es aproximada-
mente el 0,025 % del diametro del Sol, por lo que no resulta muy descabellado posicionar
en su lugar nuestro sistema. En este caso, la amplitud es del orden de 10~7, un valor
extremadamente alto comparado con el resto de resultados de este documento, pero que
sigue siendo reducido. Las oscilaciones que estas ondas provocarian sobre un kilémetro
de longitud serfan de un milimetro, que, aunque perfectamente visibles al ojo humano,
no constituyen un efecto tan notable, sobre todo a menor escala. No si se compara, por
ejemplo, con los 47 dias que duraria un ano si la Tierra orbitase alrededor de dicho siste-
ma, o con las fuerzas de marea debidas a su atraccion gravitatoria, casi treinta veces mas
significativas que las de la Luna.

En todos los casos la separacién es d = 176,89 km, y el periodo T' = 5,24 - 1073 s,
notablemente inferiores a los valores de las estrellas binarias.

Los sistemas binarios no se reducen unicamente a un par de cuerpos de caracteristicas
similares, sino que también pueden estar formados por objetos muy diferentes. Un caso
extremo es el de las parejas entre los que existe una gran diferencia de masas. Ejemplos
bien conocidos son los sistemas Tierra - Luna, Sol - Tierra, etc... en los que se puede
suponer el cuerpo mas masivo fijo en el espacio, y el otro rotando alrededor suyo. No
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es de extranar que esto pueda darse también entre un agujero negro supermasivo y una
estrella. Sin embargo, lo que no esta tan claro es el fendmeno equivalente al acercamiento
entre ambos cuerpos: la caida de la estrella en el agujero negro, de lo cual solo se ha
logrado un registro. Del mismo modo que con la primera deteccién de ondas gravitatorias
se consiguio demostrar la existencia de agujeros negros binarios, se espera que posteriores
eventos faciliten la observacién de otros muchos acontecimientos. Este es uno de ellos.

Para ilustrarlo nos centraremos en la conocida estrella S2, de masa 19,5 My, y radio
10 R, que se encuentra orbitando alrededor de la radiofuente Sagitario A* (situada en el
centro de nuestra galaxia a 2,65 - 10* anos luz de la Tierra) con un periodo de 16,05 afios.
Numerosos estudios sugieren que dicha fuente se trata en realidad de un agujero negro
supermasivo, de masa 4-10° M. Sabiendo que el méximo acercamiento de S2 a Sagitario
A* es de 1,83 - 10 km, podemos estimar la amplitud de las ondas que se generan en ese
punto. Igualmente, a través del radio en (41) se llega la separacién d en el momento del
impacto, y, con ella, al periodo y la amplitud de las ondas en ese instante. En la Tabla 7
se muestran las amplitudes de las ondas actuales (en el punto de méximo acercamiento)
y las generadas durante la colision.

Situacién d / UA T / anos h
Actualidad 122,33 16,05 1,31-10"22
Impacto 7.89 0,011 1,16 - 10718

Tabla 5. Amplitud de las ondas emitidas por el decaimiento de la S2.

No debemos ignorar las implicaciones que surgen de la gran diferencia masica. Es muy
probable que el cuerpo de mayor masa sea capaz de hacer orbitar a su alrededor mas de
un objeto (como sucede en cualquier sistema planetario). Para llevar a cabo el anterior
estudio de forma realmente rigurosa, habria que tener en cuenta las interacciones con el
resto de astros.

Con esto ponemos fin al estudio de los sistemas binarios. Los otros dos sistemas no
albergan el suficiente interés como para dedicarles tantos ejemplos, por lo que tinicamente
se comentaran los aspectos méas importantes.

4.1.2. Sistemas rotatorios

Para estos sistemas, puede emplearse la siguiente expresion para la férmula (38):

2 2
niry~ 25 L2 M (13)

At or T2
Aqui, R es el radio del objeto, en caso de que pueda considerarse esférico. Esto no

es muy desacertado, pues a pesar de que una esfericidad total anularia la emision de
radiaciéon gravitatoria, siempre existe un cierto grado de asimetria. Esta deformidad viene
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dada en forma de irregularidades o ‘montanas’ en la superficie, y se cuantiza por medio

de la elipticidad € = % (con AR la altura de estos monticulos).

Escojamos dos de los pulsares mas importantes: el pulsar de Vela y el pulsar del
Cangrejo. Al no conocer sus valores de €, lo que haremos sera calcular la cantidad % En
la Tabla 6 se encuentran sus resultados, junto con todas las caracteristicas tabuladas de
los pulsares.

Pulsar r/al M /Mg T / ms R / km L
Vela 936,14 1,89 89 9.66 3,25 1072
Cangrejo 5708,22 19 33,5 15 9,14-107%

Tabla 6. Amplitud de las ondas emitidas por dos pulsares.

Mas adelante veremos las conclusiones que pueden sacarse de estos resultados, y como
guardan informacion sobre el aspecto de los pilsares.

4.1.3. Sistemas expansivos

En dltimo lugar tenemos los sistemas expansivos, mayoritariamente explosiones de tipo
supernova. No todas las estrellas poseen la masa necesaria para provocar estos fenémenos,
que se encuentra entre 8 My y 40 o 50 M. En estas condiciones, una supernova suele
generar 10** J de energfa, de la cual solo una parte se expande de forma no esférica. Aqui
se tomard € = 0,7, en base al tinico articulo que trata esta asimetria.

Un buen candidato para progenitor de supernova es justamente la estrella principal de
« Virginis. En caso de que estallase, la amplitud de las ondas podria estimarse por medio
de (38), dando como resultado h ~ 9,37 - 1071%. Este resultado estd cuatro ordenes por
encima del que se obtendria si, en vez de estallar, la estrella terminase colisionando con
su compariera binaria (datos en la Tabla 3), pero sigue siendo algo menor que los de los
agujeros negros.

4.2. Frecuencia

Pasemos a calcular la frecuencia de las ondas en cada uno de los anteriores sistemas,
comenzando con los sistemas periédicos (ya sean binarios o rotatorios). En el primer caso
se tienen dos cuerpos de masas My( k = A, B) respectivamente, en cuyo centro de masas
situaremos el origen de coordenadas. Sean 1 las distancias entre este punto y cada uno
de los cuerpos, v & la velocidad angular con la que orbitan. Sus coordenadas pueden
escribirse en términos de estos parametros:

xy, = 1), cos(wt + 6y), yp = 11 sen(wt + Oy), 2 = 0.
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Aqui, 60, representa la fase inicial de cada cuerpo. La tnica condicién es que se en-
cuentren diferenciadas 180°, por lo que aqui elegiremos #4 = 0 para el primer cuerpo,
y O = 7 para el segundo. Al no existir una aproximacién como la de la amplitud, serd
necesario trabajar con la férmula del cuadrupolo completa, (35). Las componentes del
momento cuadrupolar del sistema vienen dadas por (36), y su matriz resulta ser:

1
cos*(wt) — 3 cos(wt) sen(wt) 0

1
Qi = (Mar,®>+ Mprg®) | cos(wt)sen(wt) sen?(wt) — 3 0

Este es el mismo resultado que se habria obtenido en caso de no considerar los objetos
puntuales, sino dos esferas finitas. Normalmente se suele introducir la masa reducida para
simplificar las expresiones, pero resulta mas intuitivo mantener esta forma. Calculemos
ahora la derivada temporal segunda del tensor Q;:

—cos?(wt) + sen?(wt)  2sen(wt) cos(wt) 0
Qij = 20* (Mar,® + Mpry?) 2 sen(wt) cos(wt)  cos*(wt) —sen?(wt) 0
0 0 0

—cos(2wt) sen(2wt)
=2w? (Mar,* + Mpry?) sen(2wt) cos(2wt)
0 0

o O O

Tras la simplificacién de la ultima igualdad (por medio de las propiedades trigonométri-
cas del angulo doble), se llega a la parte espacial de la amplitud de las ondas, (35):

B 4Gw? 1

2 r (MATA2+MB7"B2) sen (Qw( —E)) coS (2w (t—z))

Claramente se trata de una solucién de la ecuacién de ondas, (22), en donde la fre-
cuencia angular resulta ser 2w, o lo que es lo mismo, f = 2 f,.pitar. S€ tiene, por tanto, que
la frecuencia de las ondas generadas por un sistema binario es el doble de la frecuencia
con la que se encuentra orbitando. La explicacién de esto reside en la simetria implicita
en la férmula (36), con lo que el momento cuadrupolar del sistema es idéntico cada media
vuelta.
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Con ello, daremos la maxima frecuencia de las ondas producidas por los sistemas
binarios de las Tablas 2 y 3 (hoy en dia y cuando colisionen), asi como la frecuencia de
los agujeros negros en la Tabla 4 y las del decaimiento de la S2 en la Tabla 5.

Caso f/ Hz
[ Persei actualmente 7,73 - 1076
a Virginis al impactar 5,51 - 107*
Agujeros negros 381,68
Decaimiento S2 actualmente 3,95 - 1079
Decaimiento S2 al impactar 5,76 - 1076

Tabla 7. Frecuencias de las ondas gravitatorias emitidas por los sistemas binarios.

En el caso de un sistema rotatorio se obtendria un resultado similar: supongamos
un pulsar de masa M con n monticulos sobre su superficie, situados a una distancia 7y
(k =1,...,n), del eje alrededor del cual rota con velocidad angular w. La masa de cada
monticulo es €, Mj., con ¢, = € la elipticidad en su apariencia, y sus coordenadas pueden
escribirse del mismo modo que en el caso anterior (salvo z;, = C, constante, lo cual no
afecta en los célculos). Entonces, la amplitud (35) adopta una forma similar a la anterior,
extendiendo la suma entre paréntesis a las n ‘montanas’ del pilsar:

—Cos (2w (t — %)) sen (Qw (t — E)) 0
«ri’ | sen (2w (- 1)) cos (2w (t— 1))
0 0

Esto conduce a la misma frecuencia que en caso de un sistema binario, del doble de la
rotacion del pulsar. En los casos de la Tabla 6, se tiene una frecuencia de 22,47 Hz para
el pulsar de Vela, y 59,70 Hz para el del Cangrejo.

El caso de los sistemas expansivos es completamente diferente. Al no existir un modo
sencillo de describir la forma de la explosién, resulta practicamente imposible cuantizar
su momento cuadrupolar, y menos de forma general. En vez de ello, habra de hacerse
una estimacion de la frecuencia de las ondas a través del tiempo que dura la explosion.
Este se denomina tiempo de caida libre, T, y se corresponde con el tiempo que tarda
un cuerpo dado en colapsar debido a su propio campo gravitatorio. Para una explosion
de supernova, puede calcularse facilmente mediante la siguiente férmula, donde p es la

densidad del sistema:
3
- ) 44
T V 32G p (44)
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La deduccién de esta formula puede hallarse en el Anexo 2. Durante una supernova, la
densidad de materia eyectada suele encontrarse entre 10 y 1017 kg-m 3. Sabiendo que la
frecuencia maxima de las ondas emitidas puede escribirse como la inversa de este tiempo,
=T '~ \/G_p, encontramos resultados desde los 80 Hz hasta los 2,5 kHz. Este método
es el més general de todos y no solo se aplica a este tipo de sistemas, sino que también es
valido para los sistemas periddicos, aunque menos exacto que el método utilizado.

4.3. Instrumentos de deteccion

Actualmente se dispone de un tnico tipo de instrumentos para la deteccién de ondas
gravitatorias: Virgo, GEO600, y el mas importante de todos y al que aqui referenciaremos,
LIGO, son unos interferémetros parecidos al archiconocido modelo de Michelson-Morley,
pero provistos de un complejo sistema de laseres y espejos que favorecen la observacion
del efecto de las ondas. Haciendo reflejar los pulsos laser en cavidades tipo Fabry-Perot, se
consigue que los brazos de LIGO (de unos 4 km de largo) alcancen una longitud efectiva
de 1120 km.

La sensibilidad de LIGO es de h > 10723 para la amplitud. Este valor varia en funcién
de la frecuencia, cuyo rango sensible se extiende desde los 10 Hz hasta los 10 kHz y
depende del tamaino del detector (la longitud de onda A = ¢+ f~! ha de ser comparable
a la de los brazos). En la Figura 2 puede verse la curva de sensibilidad y los tres tipos
basicos de ruido que la determinan.

] 1 1
Ruido sismico
===== Presion de radiacion

=== Ruido foténico -

flHz

Figura 2. Sensibilidad de LIGO.

Por otro lado, existen numerosos proyectos de deteccion muy prometedores. Uno de
ellos es el interferémetro LISA, que serd enviado al espacio para realizar las observaciones.
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Con un tamano efectivo de mas de un millén de kilémetros, se espera que pueda captar
ondas gravitatorias de frecuencias comprendidas entre los 0,1 mHz y 1 Hz, centrandose
asi en los sistemas mas grandes y lentos. Ademads permitira eliminar el ruido procedente
de la superficie terrestre (aunque seguird siendo sensible a otros tipos de ruido).

Conociendo los limites de estos dos interferémetros, podemos establecer cuales de
ondas gravitatorias creadas por los anteriores sistemas cumplen las condiciones necesarias
para ser detectadas.

= Estrellas binarias: Solo dos de las estrellas de la Tabla 2 emiten ondas de amplitud
detectable por LIGO: 3 Persei y 8 Lyrae. Sin embargo, ninguno de estos sistemas
rota lo suficientemente rapido como para alcanzar la frecuencia a la que ambos
interferometros son sensibles.

En el momento de cada colisién (datos en la Tabla 3), cuatro de los cinco sistemas
producirian ondas con la suficiente amplitud (quedando excluido v Scorpii debido
a su enorme tamafo). En cuanto a su frecuencia, solo las de o Virginis entrarian
dentro del rango en el que trabaja LISA.

Como ya se dijo, solo uno de los eventos registrados pertenece al caso de dos estrellas
binarias. Se trataba de un par de estrellas de neutrones situadas a 1, 30-10% afios luz
en el momento de su impacto. Este tipo de estrellas se caracterizan por tener masas
similares a la del Sol, pero un radio de 10 km aproximadamente, lo que origina
periodos de unos 3,5-107* s a separaciones cortas. La amplitud detectada en dicho
evento fue de de h ~ 10722,

= Agujeros negros binarios: En teoria todos los casos de la Tabla 4 podrian ser detec-
tados mediante LIGO, tanto por las amplitudes de las ondas como por su frecuencia.
El sistema localizado en el borde del Universo observable se encuentra al limite en-
tre un orden y otro, por lo que pequenos cambios en la masa podrian ser cruciales.
Sabiendo que durante la colisién de dos agujeros negros es la masa la que determina
su periodo, seria interesante averiguar cudl es el maximo valor que podria poseer
dentro del rango de frecuencias de cada interferémetro. Haciendo d = 27, en (40) e
introduciendo (41), se despeja la masa M en funcién de la frecuencia de las ondas:

_\/5031
- 87G f

Tomando el infimo de cada intervalo, se llega a M,,,, = 1144,5 Mg para LIGO, y
Mypar = 1,14 - 108 M, para LISA.

= Decaimiento de la S2: A pesar de que en los dos casos de la Tabla 5 la amplitud de las
ondas supera el limite, en ninguno la frecuencia es lo suficientemente alta como para
permitir su deteccion. Normalmente los sistemas binarios extremos suelen producir
ondas mas potentes, siendo su amplitud mayor que la de los binarios convencionales.

= Pulsares: En este caso no tenemos ningun resultado para la amplitud, sino para
el cociente entre ésta y la elipticidad, % , presentes en la Tabla 6. A pesar de que
las frecuencias de las ondas que estos pulsares emiten cumplen con las condiciones
de LIGO, ningin experimento hasta la fecha ha logrado identificarlas. Esto nos
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permite escoger un valor maximo para la elipticidad, conocido como limite superior:
€maz ~ 1072 para los dos prlsares, con lo que imposibilitariamos la medicién de h.

Estudios mas avanzados han conseguido reducir aun mas estos estos valores: €4, ~
10~° para el pilsar de Vela, v €nex ~ 107 para el del Cangrejo. Sabiendo que
€= %, se llega a la conclusion de que no existen ‘montanas’ de mas de 0,1 m en el

pulsar de Vela, ni de més de 1 m en el del Cangrejo.

= Supernova: A pesar del amplio intervalo de frecuencias en las que una supernova
corriente es capaz de emitir, todos sus valores entran dentro del rango de LIGO,
pero no de LISA. La amplitud también cumple las condiciones de deteccién.

Evidentemente, una mayor sensibilidad en la amplitud se traduce en un mayor alcance
en las observaciones. Sin embargo, no todo se reduce a eso. En la Figura 3 viene represen-
tada la forma de la amplitud, de la cual pueden extraerse importantes conclusiones. Por
ejemplo, supongamos un evento que ocurre en un mismo entorno de diferentes puntos, a
unas distancias r; y ro respectivamente. No solo se obtendran mayores amplitudes en 7y,
el punto més cercano, sino que ademas se registraran valores mucho mas diferenciados
que los correspondientes a r5. Es decir, cuanto mas cerca ocurra un evento, mayor sera
el rango Ah de la amplitud de las ondas. Esto resulta verdaderamente til al tratar de
recolectar informacién sobre un determinado sistema, ya que podra obtenerse un mayor
nimero de datos, o hacerlo durante mas tiempo. Basta con pensar en un sistema binario o
una supernova para hacerse una idea de las implicaciones de esto, en cuanto a su evolucion
y comportamiento se refiere.

— Amplitud

>
>

h(r) ~ 4GEpe/c*r

>
=

N

Figura 3. Rangos en la amplitud.

Uno podria pensar que, pudiendo obtener mas datos a distancias cortas, no tendria
sentido alejarse en exceso. Pues bien, existen dos problemas. El primero es la probabilidad
de encontrar algiin caso interesante. El Universo es inmenso, y, como ya se dijo, cuanto
mas se aleje el Ar, mayor es el espacio en el que poder dar con alguno de los sistemas
ya descritos. Ademads, aunque se descubriese alguno en las proximidades, éste deberia ser
capaz de crear ondas mas potentes que si se encontrara mas alejado. Véase como Ahy,
pese a ser mas amplio, abarca un intervalo de puntos mayores que Ahs.
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4.4. Curvatura

Hasta ahora se habian estado estudiando las ondas gravitatorias por medio de dos
propiedades totalmente independientes: amplitud y frecuencia. Si, por el contrario, lo que
se quiere es obtener una vision unificada del efecto que éstas tienen, asi como establecer
una comparacion con otro tipo de fenémenos gravitatorios, se ha de recurrir a la curvatura.

Ya se encontré en (30) la expresién matricial para la métrica de una onda gravitatoria
con polarizacién + que se propaga en la direccién del eje z, ahora llamada g,,,.. El siguiente
paso es calcular el resto de objetos relativistas: Los simbolos de la conexidn, el tensor de
Riemann y las curvaturas seccionales. Para ello se hizo uso de un software de calculo
simbdlico, Mathematica, pues los calculos a realizar son muchos y muy tediosos. Pueden
verse todos estos resultados en el Anexo 3.

Aqui trabajaremos principalmente con el ultimo conjunto de objetos: las curvaturas
seccionales. La razén es la simplicidad que nos proporciona frente al resto de ellos, dado el
pequeno numero de elementos y la reduccién a dos coordenadas diferentes en cada caso.
Maés que las consecuencias mecanicas de su efecto, representan cuan diferente del espacio
de Minkowski es el espacio-tiempo en presencia de una onda, segin las dos direcciones de
cada una.

Ademas de la interpretacién geométrica, se puede efectuar un anélisis fisico por medio
de la la ecuacién (32), expresandola en términos de las curvaturas seccionales en vez de las
componentes del tensor de curvatura de Riemann. Esto es posible gracias a la diagonalidad
en la métrica (¢" = 0, # v), a la anulacién de los elementos del tensor de Riemnann
con dos indices temporales y los otros dos desiguales (Riojo =0,1#j),y a goo = 1:

d?*6x’ . . g . g . ,
ez = — R0 027 = —g" Rigio 02" = —g" Kos) (oo giis — Goi Gio) 67" = —K(gy) 02"

Si en lugar del tiempo propio se hubiese elegido la distancia propia, ¢, como parametro
de 62, se llegarfa a una expresién similar para las curvaturas seccionales espaciales, siendo
la direcciéon z comun en ambas. Se tienen, por tanto, dos ecuaciones para la desviacion
geodésica diferentes, segin el parametro que se escoja:

d*6x'(t)
dt?

, d*oxt (¢ ,
~ —K(Oi) (5$Z(t), W() ~ _K(iz) 53;1(6) (45)

Por un lado, los elementos Ky indican cémo cambia con el tiempo la separacion
entre dos particulas puntuales situadas en un plano perpendicular a la direccion de las
ondas. Obviamente han de tener unidades de s=2 | ajustandose a los datos del Anexo
3. Las dos restantes, K;.) , dan cuenta del cambio segin la distancia recorrida por la
onda en la direccién z, y sus unidades son de m 2. Como éstas no coinciden con las de
los resultado que tenemos, K(;,), es necesario expresarlos en las unidades adecuadas. Una
forma razonable de hacerlo es multiplicaindolos por la cantidad —C%, pues asi es como se
igualan unidades entre el tiempo t y las coordenadas espaciales.
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También se requiere hacer otro ajuste en los resultados del Anexo 3: estamos traba-
jando con una teoria linealizada, por lo que debemos prescindir de los términos de orden
mayor que 1 en h que han aparecido durante los calculos:

1, —1+ R W [I+heos(w(t—2)] =1+ M
“ow = <1+ [1+hcos (w (t—ﬁ))f) o [1+hcos (w (t—f))f

2 12 .2 oz oz 2 2
W h= cos (w(t C))%—2hcos(w(t c))+h :W—thos(w(t—i)).
4 1+ h2cos? (w (t—2)) +2hcos (w (t—i)) 4 c

Ademas de eliminar los términos en h?, se suprimié el sumando en h del denominador,
pues su valor es despreciable frente a 1. Haciendo esto mismo con las otras tres curvaturas
seccionales se llega a los siguientes resultados, ya expresados en las unidades adecuadas:

2 2

w w
K(Ox):?hcos (w (t—f)), K(wz):ﬁhcos (w (t—%)),
w? w?
Kiop = = heos (w (1= 2)). Kiyoy =~y hos (w £~ 2)).

Notese la relacién entre curvaturas seccionales segtin direcciones completamente orto-
gonales: —C% K(Oa:) = K(yz), —C% K(oy) = K(m). Asimismo, K(Om) = —K(Oy), K(Iz) = —K(yz),
lo que significa que basta con hallar una de las cuatro para tenerlas todas.

Veamos el valor que adquieren las curvaturas seccionales de una onda gravitatoria
tipica en la Tierra. Supongamos una onda de frecuencia f ~ 200 Hz que nos llega en
direccién z con una amplitud h ~ 102! (datos muy parecidos a los eventos registrados).
Aunque estas curvaturas oscilan con el tiempo, su valor méximo (su amplitud) permanece
constante, sea cual sea la distancia a la fuente.

2 2

maxK = hadl h~10717572 maxK = il h~ 1073 m™2
2 22

Estos valores puede compararse con la curvatura en la superficie de la Tierra debida
a su propia atraccién gravitatoria. Aunque es cierto que no se trata del mismo efecto que
el de las ondas, resulta practico para concebir una idea de su importancia. La teoria de
Einstein impone seis curvaturas seccionales en dicho punto:

K K LR = LMS@ ~ 1072 m2,
R@

= = 1 GMs o _
Kooy = Kiop = =5 Koy = 57 ~ 10 b Ky =Kez) = —3

De primeras, lo mas llamativo es la presencia de tres objetos de cada tipo frente a
los dos que forman cada pareja en el caso de las ondas. Los términos adicionales en la
direccién z sirven como evidencia de la componente radial de la atracciéon gravitatoria
de la Tierra en contra del efecto de las ondas gravitatorias, inicamente sobre el plano
perpendicular a su direccién de propagacion.
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Cabe destacar como se comportan las curvaturas seccionales de la Tierra, constantes
con el tiempo pero diferentes en cualquier otro punto exterior a su superficie.

Puede demostrarse que las curvaturas seccionales de la Tierra cumplen también las
ecuaciones en (45), por lo que podemos comparar los elementos temporales directamen-
te con el valor de la gravedad, segin la 2* ley de Newton. Poniendo, por ejemplo, una
separacion igual a la longitud de LIGO, (éx = 4 km, considerablemente amplia), encon-
tramos su aceleracion inicial simplemente multiplicandola por las curvaturas seccionales.
Tomaremos los valores maximos para las curvaturas de la onda:

max K dz ~ 107 m-s72, K 6z ~ 1073 m-s~2, g~ 10 m-s2.

Aunque la aceleracion debida la desviacién geodésica que provoca la curvatura de la
Tierra esta cuatro ordenes por debajo de la gravedad, es posible medirla experimental-
mente. En cambio, para las ondas gravitatorias esta aceleracién esta quince ordenes por
debajo de la misma, quedando completamente eclipsada por la de la curvatura terrestre.

En el caso de las curvaturas seccionales de tipo espacio, no disponemos de ningtiin dato
con el que poder contrastarlas segin la féormula en (45). En vez de ello, podemos calcular
sus radios de curvatura asociados, R, y hacerlo con el de la propia Tierra. De este modo
se tiene una forma menos abstracta de visualizar la deformacién espacial en cada caso.

1
R=—e (46)

Los tres valores a comparar son los siguientes:
min R ~ 10*" m, R ~ 10" m, R = 105m.

Si ya a nivel local la superficie de la Tierra parece completamente plana, resulta eviden-
te que la curvatura espacial debida cualquiera de los dos fendmenos nos sea imperceptible.
Para la gravedad se tiene un radio de curvatura seis ordenes por encima del terrestre, im-
pidiendo su medicion experimental en cualquier caso. Es por ello que, siguiendo con las
ondas gravitatorias, su curvatura espacial (con un radio once ordenes menor que el de
la Tierra como minimo) puede considerarse précticamente inaccesible a la observacién
directa.
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5. Conclusiones

De todos estos resultados pueden extraerse no solo conclusiones meramente tedricas,
sino también consecuencias practicas con las que seguir trabajando. Por un lado, podemos
atender a los sistemas segiin las propiedades fisicas de sus ondas, lo que nos permitira
contrastar las diferencias entre unos y otros, incluso dentro de un mismo tipo. Primero se
tienen los sistemas binarios, que, aunque conforman el grupo mas variado, arrojan, en las
condiciones més 6ptimas (por ejemplo, la colisién de dos agujeros negros) los valores mas
altos de la amplitud segun la distancia. A continuacién, los pulsares, de los cuales se han
analizado dos de los mas importantes. Realmente, existen una gran cantidad de pulsares
en el universo, pero no todos giran con periodos tan reducidos como los de estos dos.
Aun asi, incluso las ondas gravitatorias de los que aqui se han visto poseen unos valores
por debajo de los del resto de sistemas. En tercer lugar se encuentran las explosiones de
supernova, cuyas ondan nos llegan con amplitudes mas estables a distancias fijas, entre las
de los sistemas binarios mas potentes y las de los pilsares. Sus frecuencias, sin embargo,
llegan a sobrepasar las de estos primeros.

Por otra parte, ya en términos de la deteccion, la clasificacién de los sistemas queda
fraccionada. Solo las ondas emitidas por las supernovas y algunos sistemas binarios cum-
plen los requisitos para llegar a ser detectadas por los instrumentos actuales. De todos
modos, no solo es posible extraer informacion provechosa de las observaciones, sino tam-
bién de los sistemas que no proporcionan ningin valor experimental. En el caso de los
pulsares, esto se traduce en una muestra su aspecto fisico, algo de lo que no podriamos ha-
blar si se hubiesen detectado las ondas que emiten. Ademas, es de estos casos de donde se
derivan los aspectos a mejorar en los sistemas de deteccion. Varios de los sistemas estudia-
dos (concretamente, binarios actuales y algunos predichos) emiten ondas cuya amplitud
en la Tierra es lo suficientemente elevada, pero su baja frecuencia impide su deteccion.
Precisamente para solventar este problema nacié el ya comentado proyecto LISA.

A mayores, se tiene la curvatura de las ondas gravitatorias, cuyo estudio ha terminado
siendo realmente efectivo como evidencia de su efecto, comparandolo ademas con el de la
propia gravedad terrestre.

Como comentario adicional, destacar el buen funcionamiento de la aproximacién cua-
drupolar en (37), que para predicciones como las anteriores resulta mas que adecuada.
Sin embargo, seria interesante considerar la situacién opuesta, en la que los datos de la
amplitud y frecuencia se obtienen mediante los experimentos y son el resto de propieda-
des las que se derivan de estas cantidades. De la frecuencia podrian obtenerse resultados
directos, sobre todo para los sistemas binarios y los pilsares. La amplitud, en cambio, re-
queriria un tratamiento diferente al que se ha seguido aqui, siendo necesario trabajar con
la formula del cuadrupolo no aproximada. Ademas, la dependencia temporal de estas dos
magnitudes (que es lo que favorece la distincién de los sistemas en la préctica) provocaria
la necesidad de recurrir a otros factores, como la energia, el corrimiento al rojo, e incluso
a teorias complementarias.

A lo largo de todo el trabajo se ha tratado de escoger sistemas con cierto grado de
relevancia y de facil relacién. No obstante, para ser realmente rigurosos en este tema
habria que tener en cuenta aspectos como la probabilidad de aparicién o las localizaciones
mas frecuentes, que requieren de un estudio estadistico, algo que escapa a la finalidad
marcada.
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Anexo 1: Calculos en sistemas binarios

Amplitud

Supongamos un sistema binario en el que los cuerpos tienen masas M, y Mp y orbitan
alrededor de su centro de masas (donde situaremos el origen de coordenadas) con una
velocidad angular . Sean 74 y 7' las posiciones de cada estrella respectivamente, y U4 y
vg las velocidades con las que se mueven. Llamemos 4, al vector unitario en la direccion
perpendicular al plano de movimiento.

L Lo 2T 472
vi:wxn:?ulxnévizzﬁ;z:A,B

De la condicion de centro de masas se tiene la siguiente relacién:

. . . Mp
Ma7y=MpTg =7Ta=——T8n,
My

. . Mp . Mp + My . . My . Mp
d=7ta+rmp=—7ip+ip=|————| == —"7"+—|d, Ta=|—"77—|d.
S VI ( Mg ) B (MA+MB> 4 (MA+MB>

Por 1ltimo, operemos en la férmula (38) para llegar a la expresién deseada:

Mp 2
M _ d?
4 <MA +MB)

MAMBQ—FMAQMB] 4G 127%d® MaMg

1 , o 4G 1 4x? , o 4G 1 272
he 0 gy (Mava®+ My op®) =7 o0 o5 (Mara® + Mprp®) = 7 = =

_aG 1
oA T2

My 2
+Mp | ——— | d? = - :
B(MA+MB> (Ma + Mp)? A 7 T2 Ma+ Mg

Tercera ley de Kepler

Partiendo de las expresiones de r4 y rg, apliquemos la tercera ley de Newton a cual-
quiera de las dos estrellas. En este caso, elegimos la estrella B y llamaremos u al vector
unitario dirigido desde el centro de masas hasta la posicion de dicha estrella. Al tratarse
de un sistema rotatorio, han de incluirse los términos no inerciales (fuerza centrifuga).
Sea ap la aceleracion de la estrella B, que en el sistema que rota es cero.

GMaMp

ZF’BJ*MBG)X(QXTBﬂ):MBaEi*TU7MBw2TBﬂ:0

G My Mg 271\ 2 M4 Mg 271\ 2 472
TEATB Ny ) = (ATB ) (22 T=y— " 43,
=T a2 BTB(T) (MA+MB> (T) d= G (M + Mp) °
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Anexo 2: Tiempo de caida libre

Supongamos un soélido esférico de masa M. Su tiempo de caida libre caracteristico, T,
es el que tardaria un cuerpo cualquiera, de masa m, en caer desde la superficie hasta el
centro del sélido debido a la atraccion gravitatoria.

d?r mM
m — )
dt? 72

Para poder resolver esta ecuacién, es necesario hacer un cambio en la derivada y
escribirla en términos de la velocidad usando la regla de la cadena.

r  dv B dv dr  dv

a2 dt  drdt dr '

Con ello, integramos desde la superficie hasta un punto cualquiera del sélido y despe-
jemos la velocidad, que ha de ser negativa por la naturaleza atractiva de la fuerza:

dv 1 1 1 1
Sv= —G—:>/vdv —GM/ —GM(T—R):>U——\/2GM<T—R>.

El tiempo de caida libre puede calcularse haciendo v = EZ e integrando de nuevo desde

la superficie hasta el centro. Para resolver la ultima integral en r se hizo uso del software
Mathematica.

dr 11 37
@ Jeam (-2 dt = —/ d =2
di \/G (r R)i 2G / /77~;»T 2G 32Gp
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