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RESUMEN

El presente trabajo focaliza la atencion en el importante papel que la modelizacion matematica
tiene, por un lado, en el desarrollo de competencias que permitan a los ciudadanos una eficiente
resolucion de problemas del mundo real apoyandose en la Matematica y, por otro lado, en la
persecucion de un aprendizaje significativo. Ayudar a los estudiantes de ESO a comprender qué
son los modelos matematicos, donde pueden encontrarse, como pueden generarse y como deben
gestionarse no es tarea facil, pero al mismo tiempo resulta altamente motivadora y Util para una
educacion matematica de calidad. En este trabajo, nuestro objetivo sera ofrecer una propuesta
didactica basada en el desarrollo de la competencia de modelizacion matematica en 4° curso de
ESO a partir del propio marco competencial y de evaluacion establecido por PISA.

PALABRAS CLAVE: Modelizacion matematica, ciclo de modelizacién, competencias,
competencia matematica, competencia modelizacion matematica, PISA, motivacion, resolucion
de problemas, aprendizaje significativo.

ABSTRACT

This work focuses on the important role that mathematical modelling has, on the one hand, in the
development of competencies which allow citizens to efficiently solve real world problems
relying on the use of mathematics and, on the other hand, to adquire significant learnings. Helping
secondary school students to understand what mathematical models are, where they can be found,
how they can be generated and how they should be managed is not an easy task but it turns out to
be highly motivating and useful for a quality mathematics education. The main aim of this work
is offering a didactic proposal for development mathematical modelling competence in the last
year of secondary school based on PISA frameworks.

KEY WORDS: Mathematical modelling, modelling cycle, competencies, mathematical
competence, mathematical modelling competence, PISA, motivation, problem solving,
significant learning.
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1.

INTRODUCCION

El presente Trabajo Fin de Master gira entorno al disefio de una propuesta didactica para la
asignatura de Matematicas académicas de 4°ESO basada en la modelizacion matematica
como elemento motivador, que sirva como medio para la adquisicion de las competencias
basicas, y mas en concreto, para el desarrollo de todas las competencias en las que se
subdivide la competencia matematica. Para ello se utilizara el marco competencial y de
evaluacion que establece PISA. A continuacidn, se detalla la motivacién que hay detréas de

este trabajo, los objetivos que se persiguen y la estructura del texto.

1.1 Justificacién y objetivos del trabajo

Uno de los grandes retos educativos es aquel que busca reducir la brecha entre el curriculo
pretendido y el que finalmente se lleva o es posible llevar a la practica. En particular, mi
propia experiencia como estudiante y como docente en practicas me ha permitido constatar
una distancia aun notable entre aquello que se dice en los textos hormativos en relacion con
los roles que docente y estudiante deben asumir y los roles que estos finalmente asumen, roles
que deben estar en todo caso en consonancia con la propia propuesta curricular del trabajo
por competencias. Entre las causas que habitualmente suelen asociarse con este hecho se
encuentra la resistencia al cambio por parte de alumnado y profesorado, pero también, en
ocasiones, la falta de formacion docente o materiales de apoyo que sirvan de guia para la

innovacién en el aula que propicie un cambio de enfoque en esta direccion.

A través de la investigacion documental llevada a cabo para la elaboracion de este trabajo se
ha podido observar que la modelizacion matematica es un método potencialmente adecuado
para propiciar este cambio y, en definitiva, favorecer el acercamiento de las matematicas al
alumno y contribuir a que se produzca un aprendizaje significativo. Por ello parece adecuado
contribuir a este cambio mediante una pequefia guia que pueda servir de apoyo al docente que

desee comenzar a trabajar en el aula mediante la modelizacion.

Asu vez, se recuerda que el Trabajo Fin de Master es un ejercicio de reflexidn final en el cual
el autor, como estudiante del Master de Profesor de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de Idiomas, debe mostrar que ha adquirido
un conjunto de competencias que le capacitan para desarrollar su actuacion como docente.
Estas competencias se han ido trabajando en las asignaturas que forman el médulo genérico,

el modulo especifico y las practicas externas (Figura 1).



Didactica
especifica
Mat.

Practicas
Externas

Innovacion e Tra bajo
Investigacion Fin de

Figura 1. Relacion del TFM con el resto de las asignaturas del master

En especial, cada una de las asignaturas han contribuido a una o varias partes del trabajo:
Préacticas Externas e Innovacion docente en la motivacion y orientacion el trabajo; Iniciacion
a la Investigacion en la seleccion y exposicion de estudios previos; Didactica de la
matematica y Metodologia y Evaluacion en el planteamiento de la gestion y desarrollo de la
propuesta en el aula; Disefio Curricular en la situacion de la propuesta dentro del curriculo y
el desarrollo de su estructura; Ideas y conceptos matematicos a través de la historia en la
presentacion cronolégica de los didactas mas destacados en resolucion de problemas;
Complementos de Matematicas, Resolucién de problemas en Educacion Secundaria y
Modelos Mateméaticos en Educacion Secundaria en los contenidos matematicos involucrados
en las tareas de modelizacion de la propuesta; Procesos y contextos educativos en el disefio
del marco normativo; Aprendizaje y desarrollo de la personalidad y Sociedad, familia y
educacion en el estudio de la importancia de la motivacion y las metodologias activas de

cooperacion.

Particularmente, con este trabajo se pretende contribuir al incremento del uso de las tareas de
modelizacion en el aula de matematicas en la etapa de secundaria, persiguiendo los siguientes

objetivos:

Obijetivos generales:
= Disefiar una sencilla propuesta didactica orientada a la incorporacion de la actividad
de modelizacion matematica en el aula de secundaria.
= Proporcionar un marco tedrico, competencial y de evaluacion basado en PISA para

el desarrollo de propuestas didacticas similares a la presentada.



Obijetivos especificos:

Identificar las posibles relaciones entre modelizacion mateméatica y los marcos
normativos actuales para la ESO.

Presentar los marcos normativos y de evaluacion de PISA como herramientas para el
disefio de actividades y para la evaluacion formativa.

Identificar los factores fundamentales que se deben tener en cuenta para la
implementacion de procesos de modelizacion en Secundaria.

Disefiar tareas y actividades matematicas para una posible aplicacion de la
modelizacion matematica en el aula de secundaria.

Analizar las posibilidades de contribucion al desarrollo de la competencia matematica

a través de las tareas de modelado matematico.

1.2 Estructura del trabajo

El presente Trabajo de Fin de Master se compone de seis blogues que han sido organizados en

apartados que a su vez se ven divididos en subapartados, de los cuales se ofrece una primera

descripcidn a continuacién:

Apartado 1: Introduccion

Este primer apartado tiene caracter puramente introductorio, como su propio nombre
indica, y en él se hace una justificacién del trabajo basada en los propdsitos del
Master, citando los objetivos que se persiguen con él, y definiendo la estructura del
TFM.

Apartado 2: Contextualizacién y marcos de referencia

En este apartado, se sientan las bases del trabajo a partir de dos elementos que se
consideran clave en la modelizacion, que son la resolucién de problemas y la
motivacion. Por un lado, se expone el marco normativo, y el marco competencial y
de evaluacion de PISA. Por otro lado, se realiza una pequefia investigacion
documental para: argumentar la importancia de la motivacidon en el aprendizaje de las
matematicas, y mostrar un pequefio recorrido histérico de la evolucién de la
concepcion de la resolucion de problemas. Se exponen ademas, diversos modelos de
resolucion de problemas, diferenciando distintos tipos de blogueos ante la resolucion
de problemas y considerando el Aprendizaje Basado en Problemas (en grupos
reducidos) como la metodologia méas adecuada para trabajar la modelizacion en el

aula.



Apartado 3: Procesos de modelizacion en Secundaria

Este tercer apartado describe los factores fundamentales involucrados en los procesos
de modelizacion en Secundaria. Para ello se comienza definiendo lo que es un modelo
matematico y la modelizacion matematica, después se exponen distintos ciclos de
modelizacion, se describen las competencias de modelizacion y los niveles de estas.
Por ultimo, se analiza el papel del profesor en las tareas de modelizacién en
Secundaria.

Apartado 4: Propuesta didactica

Este apartado es el central del trabajo. En él, se confecciona una coleccion de
actividades y un proyecto para trabajar la modelizacion en un curso de 4°ESO, a partir
de la informacion que se ha recabado en los apartados 2 y 3. Esta propuesta tiene
como objetivo ofrecer una guia de uso para los docentes que quieran iniciarse en la
implementacion de tareas de modelizacidon en el aula. Junto con las actividades y el
proyecto se justifica la contribucion de la propuesta al trabajo de las competencias
basicas, los objetivos generales que perseguimos con ella y la metodologia que se

propone para llevarla a cabo.

Apartado 5: Andlisis critico de la propuesta
En este quinto apartado se realiza un analisis critico de la propuesta que se ha

presentado en el apartado anterior, exponiendo sus ventajas e inconvenientes.
Apartado 6: Limitaciones de la propuesta y futuras lineas de trabajo

Este Gltimo apartado trata de describir las limitaciones de la propuesta y las futuras

lineas de investigacién que quedan abiertas.
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2 CONTEXTUALIZACION Y MARCOS DE REFERENCIA

El concepto de educacion ha sufrido enormes cambios a lo largo de la historia. Inicialmente,
se hacia referencia a él como un proceso unidireccional de instruccion de un maestro o
profesor hacia un alumno, que se debia llevar a cabo durante las primeras etapas de la vida.
Sin embargo, en nuestros dias, se prefiere recurrir a una definicion mucho mas amplia, en la
gue se matiza que es un proceso de ensefianza-aprendizaje que se debe desarrollar a lo largo
de toda la vida, y que debe perseguir la formacién de personas que puedan ejercer, de forma
libre y con sentido critico, la ciudadania. Méas aln, actualmente se persigue el alcance no tanto
de contenidos, sino de competencias que sirvan al alumno en su vida cotidiana. Una muestra
de este cambio, en la concepcidn de la educacidn, se encuentra en la propia Comision Europea
y, mas concretamente, en la guia publicada el 22 de mayo de 2018 de Recomendaciones del
Consejo. En ella, destacan que las habilidades, como la resolucién de problemas, el
pensamiento critico, la capacidad para cooperar, la creatividad, el pensamiento computacional
y la autorregulacion son mas esenciales que nunca en nuestra sociedad que cambia
rapidamente. Son las herramientas para hacer que lo que se ha aprendido funcione en tiempo

real para generar nuevas ideas, nuevas teorias, nuevos productos y nuevos conocimientos.

Ahora, si se centra el tema en la educacion matematica, dos de sus retos clave en nuestros
dias son, por un lado, convencer sobre la necesidad de tener en cuenta las matematicas en
todas las acciones de la vida, personales, cotidianas o profesionales, y por otro, el que hace
referencia al desarrollo de competencias que permitan a los ciudadanos una eficiente
resolucion de problemas del mundo real apoyandose en la Matematica. Para esta actividad el
trabajo orientado a la modelizacion matematica es imprescindible, ya que “problematizar” y
“modelizar” son procesos que se implican reciprocamente. Por tanto, ligadas estrechamente
a la modelizacion se encuentra la propia resolucion de problemas y también la componente

motivadora que se alcanza al conectar estos con la realidad.

Asi pues, en este apartado, se da una justificacion del planteamiento de la propuesta didactica
de tareas orientadas al desarrollo de la competencia de modelizacién matematica, a partir de
las referencias que se han encontrado sobre la modelizacion matematica, la resolucion de
problemas y su componente motivadora, en la normativa educativa en vigor y en el marco
competencial y de evaluacion del informe PISA. Ademas, se presta especial atencion a la
importancia de la motivacion en el aprendizaje de las matematicas, la resolucion de problemas
como elemento nuclear del proceso de modelizacion, el Aprendizaje Basado en Problemas
(trabajando en pequefios grupos cooperativos) como metodologia a tener en cuenta para este

proceso, y el papel del profesor en el proceso.
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2.1 Marco normativo

211

Un factor importantisimo para que en el aula se puedan facilitar y desarrollar sosteniblemente
nuevos estilos de trabajo es que estos estén amparados o recomendados por los organismos
y la normativa vigente que regula la educacion. Por tanto, el objetivo en este apartado serd
mostrar que la modelizacion, la resolucién de problemas y la motivacién son piezas
fundamentales de la educacion matematica. Para ello, se expone lo que el marco normativo
sefiala referente a estos tres puntos que hemos destacado, y que servira para respaldar la
importancia del trabajo en modelos en el aula de matematicas, y, por ende, el valor educativo

de la propuesta.

Estas referencias normativas se encuentran en todos los niveles de organizacién educacional

a los que esta sujeta la sociedad, tanto a nivel europeo, como a nivel nacional y regional.

A nivel europeo

A nivel europeo, tenemos que destacar el trabajo que impulsé la Comisién Europea desde

2006 para introducir la modelizacion matematica y la investigacion en el aula.

En ese afio, la Comision Europea encarga a un grupo de expertos liderado por M. Rocard (ex
primer ministro francés) un informe acerca de las practicas que podrian desarrollar interés
en los jovenes por la ciencia. En este informe se sugiere la introduccion del enfoque de

Ensefianza de las Ciencias Basada en la Indagacién (ECBI).

“Por definicion, la indagacion es el proceso intencionado de diagndstico de problemas,
critica de experimentos y distincion de alternativas, planificando investigaciones, estudiando
conjeturas, buscando informacion, construyendo modelos, debatiendo con compafieros y

formando argumentos coherentes” (Rocard, 2007, p.9).

Entre las consecuencias de estas recomendaciones esta el desarrollo de nimeros programas
europeos de educacion, investigacion y proporcion de recursos que podrian ayudar en el

desarrollo de la modelizacion. A continuacion, se citan algunos de ellos:
= POLLEN. Fue un programa europeo que estuvo en funcionamiento de 2006 a 2009

y aportaba recursos materiales, metodoldgicos y pedagdgicos que ilustraban el

enfoque de la ensefianza basada en la indagacion.

12



2.1.2

= LEMA (Learning and Education in and through Modelling and Applications). Es un
proyecto europeo desarrollado entre 2006 y 2009, y tenia como objetico principal
promover un cambio en las practicas en el aula del profesor incluyendo actividades
de modelado matematico, mediante los problemas basados en situaciones. A su vez,
desarrollé un programa de desarrollo profesional para docentes, junto con materiales
de apoyo.

= S-TEAM (Science Teacher Education Advanced Methods). Es un programa que se
desarrollé de 2009 a 2012 a nivel europeo para mejorar la ensefianza y el aprendizaje
de las ciencias en Europa mediante la creacion de recursos y desarrollo profesional

de los docentes en estas materias.

= COMPASS. Es un proyecto realizado de 2009-2011 para proporcionar tareas a los
docentes para desarrollar enfoques interdisciplinarios que reinan matematicas y

ciencias.

= PRIMAS. Es un proyecto llevado a cabo de 2010 a 2013 para promover en la
ensefianza de las ciencias y las matematicas basadas en la indagacion en niveles de

primaria y secundaria en toda Europa.

De entre esta lista de proyectos el que mayor relevancia va a tener en la propuesta es LEMA,
ya que en las tareas de modelizacidn que se proponen parten de un determinado contexto o
situacion, y a partir de este se plantean una serie de preguntas relacionadas que deben ser

resueltas en pequefios grupos de trabajo.

A nivel nacional

En cuanto a la normativa vigente que fija el marco de Educacion Secundaria Obligatoria en
Espafia, y que se puede encontrar publicada en el BOE, la propuesta quedaria respaldada
legalmente bajo las referencias que se pueden encontrar en la Ley Organica 2/2006, la Ley
Organica 8/2013, el Real Decreto 1105/2014 y la Orden ECD/65/2015 (Tabla 1).

La Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacién expone, entre otros, los principios y
fines que persigue la educacion. Entre ellos menciona algunas de las bases que conforman
los procesos de modelizacion y que, en concreto, se han considerado y se intentan trabajar

con el desarrollo de esta propuesta, como el esfuerzo individual y la motivacion del
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alumnado, el fomento y la promocion de la investigacion, la experimentacion y la innovacion
educativa, el pleno desarrollo de la personalidad, el desarrollo de la capacidad de los alumnos
para regular su propio aprendizaje, confiar en sus aptitudes y conocimientos, asi como para
desarrollar la creatividad, la iniciativa personal y el espiritu emprendedor y la preparacion
para el ejercicio de la ciudadania y para la participacién activa en la vida econémica, social
y cultural, con actitud critica y responsable y con capacidad de adaptacion a las situaciones
cambiantes de la sociedad de conocimiento. Ademas, todas estas caracteristicas son las que
la sociedad esta demandando en sus individuos, por tanto, parece légico que la Educacion
Secundaria Obligatoria, y por ende las nuevas propuestas que en esta se produzcan, se dirijan

en esta misma linea de trabajo.

Por otra parte, en el preambulo de la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la
mejora de la calidad educativa, se hace una reflexion sobre los dltimos resultados que se
recogen en el Informe PISA 'y se incluye entre los objetivos marcados para 2020 mejorar los
resultados para Espafia en las competencias lectora, matematica y cientifica de dicho
informe. La coleccion de actividades que se han disefiado para la propuesta esta inspirada en
los items liberados de ediciones anteriores del informe, por tanto, parece que ademas de ser
un recurso muy Util para iniciar en la modelizacion a los alumnos de secundaria, puede servir
para que estos trabajen las competencias que evalta PISA, contribuyendo asi a la mejora de
los resultados en competencia matematica de dicho informe en Espafia. Otro de los objetivos
2020 es el de reducir en un 10% la tasa de abandono educativo temprano, y conscientes de
que la asignatura de Matematicas (en ocasiones) resulta determinante en la decisién de los
alumnos de abandonar los estudios, parece que proporcionando tareas que puedan resultar
motivadoras y del interés de los alumnos, se puede contribuir a su disminucion. La
herramienta clave que aqui se propone para proporcionar esta motivacién se produce
mediante la contextualizacidn de las tareas a entornos que se consideran que pueden ser del

interés del alumno y resultarles familiares.

En cuanto a la organizacion del curriculo la ley es clara, los contenidos dejan de ser el eje
central del mismo y pasan a serlo las competencias. ElI Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria
Obligatoria y del Bachillerato, establece la definicién de competencias como las capacidades
para aplicar de forma integrada los contenidos propios de cada ensefianza y etapa educativa,
con el fin de lograr la realizacion adecuada de actividades y la resolucion eficaz de problemas
complejos. Ademas, las diferencia en siete competencias claves o béasicas que son la
comunicacion linguistica, la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y

tecnologia, la competencia digital, aprender a aprender, las competencias sociales y civicas,
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sentido de iniciativa y espiritu emprendedor, y la conciencia y expresiones culturales. Desde
esta propuesta se intenta que se trabajen todas ellas (véase de manera mas precisa en el
Apartado 4.2).

Mas en concreto, serda en la ORDEN ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen
las relaciones entre competencias, contenidos y los criterios de evaluacion de la educacion
primaria, la educacién secundaria obligatoria y el bachillerato, donde se encuentra la
definicion de competencia matematica, refiriéndose a ella como la capacidad de aplicar el
razonamiento matematico y sus herramientas para describir, interpretar y predecir distintos
fendmenos y su contexto. Se trata, por tanto, de reconocer el papel que desempefian las
matematicas en el mundo y utilizar los conceptos, procedimientos y herramientas para
aplicarlos en la resolucion de los problemas que puedan surgir en una situacion determinada
alo largo de la vida. Ademas, menciona que para el adecuado desarrollo de esta competencia
resulta necesario abordar cuatro areas relativas a los nimeros, el algebra, la geometria y la
estadistica, interrelacionadas de formas diversas bajo los contenidos que denomina cantidad,
espacio y forma, el cambio y las relaciones, y la incertidumbre y los datos, que son a su vez
los contenidos que define PISA, y los que se utilizan en la coleccion de actividades de la
propuesta didactica. Por ultimo, destacar que mencionan gque la competencia matematica
junto con la cientifica y tecnoldgica deben capacitar para identificar, plantear y resolver
situaciones de la vida cotidiana tanto personal como social, precisamente habilidades que se

pretenden desarrollar con la implementacion en el aula de la propuesta.

Tabla 1
Normativa a nivel nacional

Normativa | Ley Orgénica 2/2006 Art.1- Principios de la ed.
a nivel

nacional Art.2- Fines de la ed.

Ley Orgénica 8/2013 Preambulo- Objetivos 2020

Real Decreto 1105/2014 Art.2- Competencias clave

Orden ECD/65/2015 Anexo 1- Def. comp. mat.
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2.1.3  Anivel regional

En cuanto a la normativa vigente que fija el marco de Educacion Secundaria Obligatoria en
Castilla y Ledn, y que esta publicada en el BOCyL, la propuesta quedaria respaldada
legalmente bajo las referencias que se han encontrado en la Orden EDU/362/2015, de 4 de
mayo (Tabla 2), por la que se establece el curriculo y se regula la implantacién, evaluacién
y desarrollo de la educacion secundaria obligatoria en la Comunidad de Castilla y Ledn.

Por un lado, se vuelve a expresar la necesidad de proponer actividades motivadoras al
alumnado y, de hecho, se enfatiza que entre los principios pedagodgicos debe estar el
desarrollo de actividades que fomenten la motivacion y el interés por el uso de las
matematicas. Bajo este principio se sitla la necesidad de implantar en el aula propuestas de

didactica de la matematica, modelizadoras, como la que se presenta en este trabajo.

Por otro lado, en el Art. 60 se menciona el trabajo que se debe llevar a cabo en los Centros
para conseguir que el aprendizaje por competencias se vuelva un hecho en la practica. Para
ello, los centros docentes necesitaran disefiar e implantar métodos pedagdgicos y estrategias
didacticas propias referidas a los elementos del curriculo y en especial a las relacionadas con

las competencias.

También se encuentran referencias a las caracteristicas que deben seguir los principios
metodoldgicos que deben implantarse en Educacion Secundaria, entre los que se destaca que
los procesos de ensefianza y aprendizaje deben proporcionar al alumno un conocimiento
sélido de los contenidos, al mismo tiempo que propiciar el desarrollo de habitos intelectuales
propios del pensamiento abstracto, tales como la observacién, el analisis, la interpretacion,
la investigacion, la capacidad creativa, la comprension y expresién y el sentido critico, y la
capacidad para resolver problemas y aplicar los conocimientos adquiridos en diversidad de
contextos, dentro y fuera del aula, que garanticen la adquisicion de las competencias y la

efectividad de los aprendizajes.

Ademas, se destaca que el rol del docente es fundamental a la hora de presentar los
contenidos con una estructuracion clara en sus relaciones, de disefiar secuencias de
aprendizaje integradas que planteen la interrelacién entre distintos contenidos de una materia
o de diferentes materias, de planificar tareas y actividades que estimulen el interés y el habito
de la expresion oral y la comunicacion. En este trabajo, precisamente, se pone especial

atencion en describir el papel que debe adoptar el docente para favorecer que el protagonismo
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del aprendizaje recaiga sobre el propio alumno, actividad para la cual resulta potencialmente
adecuado el trabajo con tareas de modelizacion matematica.

El Anexo I.B, sera fundamental en esta justificacion del trabajo a partir de la normativa en
vigor, ya que lo sitia dentro del curriculo de Educacion Secundaria Obligatoria. En él se
encuentra una descripcion de la materia de matematicas como instrumento que se tiene la
obligacion de explotar para optimizar los beneficios que obtendran los ciudadanos y, por
afiadidura, la sociedad con un adecuado planteamiento de los procesos de ensefianza-
aprendizaje. Dentro de esta descripcion, se estructura el curriculo de Matematicas de
Educacion Secundaria Obligatoria en cinco bloques. El primero de estos bloques
corresponde a Procesos, métodos y actitudes en matematicas, tiene un caracter transversal y

vertebrador, y esta constituido por cinco grandes ejes:

» La resolucién de problemas, mas alla de la resolucion de ejercicios de caracter

rutinario y previsible.

= El planteamiento y ejecucidn de investigaciones matematicas relacionadas con los

cuatro restantes bloques.

= El enfoque modelizador e interpretativo que la matematica confiere a la realidad en

distintos entornos.

= EI conocimiento de la propia capacidad de desarrollo de una actitud positiva y
responsable para enfrentarse a los retos que plantea el mundo, las ciencias y la

matematica.

= La capacitacion para aplicar y utilizar los diferentes medios tecnoldgicos,

especialmente informaticos.

La propuesta, por tanto, tiene también perfecta cabida en el curriculo, enmarcandola en este

primer bloque de Procesos, métodos y actitudes en matematicas.

Ademas, en este mismo anexo, se continda expresando la importancia de las propuestas de
trabajo centradas en la realidad y préximas al alumnado para aportar elementos de

motivacion y justificacion de la necesidad del conocimiento de las matematicas.
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Por altimo, también se hace mencion a la resolucion de problemas, calificAndola de actividad
formativa de primer orden y de reto que favorece el desarrollo de la competencia sentido de

iniciativa y espiritu emprendedor.

Tabla 2

Normativa a nivel regional (Castillay Leon)
Normativa | o,4en EpU/362/2015 Art.8- Princ.pedagdgicos
a nivel
regional

Art.60- Estrategias didact.

Anexo |.A.- Princ. metod.

Anexo |.B- Divisiones en
bloques didact.

2.2 Marco competencial y de evaluacion

Una vez expuesto el marco normativo se debe establecer el marco competencial y de
evaluacion. Se usaré el establecido por el Informe PISA, debido a que su manera de entender
la competencia matematica hace que se produzca un acercamiento entre la matematica y la
realidad, utilizando como pilares la resolucién de problemas y, la modelacion y motivacion
de los mismos. Ademas, PISA no solo se enfoca a procesos de evaluacion diagnostica y

analisis comparativos, sino que también proporciona marcos de trabajo formativos.

PISA (Programme for International Student Assessment) es un estudio que se lleva a cabo
por la OCDE a nivel mundial desde 1997 y se realiza cada tres afios. En él se desarrollan
indicadores que miden el nivel de adquisicién de conocimientos y destrezas clave que son
esenciales para la plena participacion en las sociedades modernas, de los alumnos de 15 afios,

mediante pruebas de competencias cientifica, lectora y matematica.
En cuanto a las matematicas, para lograrlo se ha establecido una definicién de la competencia

matematica y, a partir de esta, un marco de evaluacién que refleja los elementos mas

importantes de esta definicion.

18



En concreto, en este trabajo se usara el Informe PISA del afio 2012, ya que es el afio mas
reciente en el que las matematicas fueron el &rea principal del informe (las Ultimas versiones
de PISA presentan pequefios cambios que no afectan significativamente a la propuesta que se
presenta). En él, la competencia matematica se define como:

La capacidad del individuo para formular, emplear e interpretar las matematicas en distintos
contextos. Incluye el razonamiento matematico y la utilizacion de conceptos, procedimientos,
datos y herramientas matematicas para describir, explicar y predecir fenémenos. Ayuda a los
individuos a reconocer el papel que las matematicas desempefian en el mundo y a emitir los
juicios y las decisiones bien fundadas que los ciudadanos constructivos, comprometidos y
reflexivos necesitan. (Instituto Nacional de Evaluacion Educativa, 2013, p.9)

A partir de esta definicibn de competencia matematica, PISA 2012 determina una
organizacion del area de conocimiento de las matematicas (Figura 2) basada en tres
elementos: procesos, contenidos y contextos.

Eg
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Interpretacion

Cambioy
= Ela

]
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Organizacion del
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& Espacio y forma

conocimiento de las
matematicas
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£ z o
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' ] s
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Figura 2. Esquema organizacién del 4rea de matematicas segin PISA 2012.

= Los procesos matematicos son los que describen lo que hacen los individuos para
relacionar el contexto del problema con las matematicas y de ese modo resolverlo, y las
capacidades que subyacen de estos procesos. Los procesos se dividen en tres categorias:

o Formulacién matemética de las situaciones.

o Empleo de conceptos, datos, procedimientos y razonamientos matematicos.
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o Interpretacion, aplicacion y valoracion de los resultados matematicos.
A su vez, estos procesos se basan en siete capacidades matematicas fundamentales:

Comunicacion.

Matematizacion.

Representacion.

Razonamiento y argumentacion.

Disefio de estrategias para resolver problemas.

Utilizacion de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y técnico.

N o ok~ w0 DD PR

Utilizacion de herramientas matematicas.

Esta clasificacion de los diferentes procesos con sus correspondientes capacidades
matematicas fundamentales asociadas permitira disefiar diversos problemas, donde se evalle
en cada caso, una o varias de las habilidades matematicas del alumno. De tal manera, que la
implementacion de este marco en el aula nos serviria para poder trabajar a diferentes niveles
y de una manera organizada las diferentes capacidades que consideramos importantes para

llevar a cabo en la resolucién de problemas, desde su planteamiento hasta su solucion.

En concreto, para las pretensiones de esta propuesta, se tratara de focalizar la importancia de
la resolucion del problema en la parte de formulacién o modelacién del mismo, para la cual
es necesario analizar el problema en su situacion real y transformarlo en un planteamiento

puramente matematico. Es por ello, que en este proceso se debe incluir:

e Laidentificacidn de los aspectos matematicos de un problema situado en un contexto
del mundo real e identificacion de las variables significativas.

e El reconocimiento de la estructura matematica en los problemas.

e Lasimplificacion del problema para que sea susceptible de analisis matematico.

e La identificacion de las limitaciones y supuestos que estan detrds de cualquier
construccion de modelos y de las simplificaciones que se deducen del contexto.

e La representacion matematica de una situacién, utilizando variables, simbolos,
diagramas y modelos estandar adecuados.

e Larepresentacion de un problema de forma diferente, incluida su organizacion segin
conceptos matematicos y formulando los supuestos adecuados.

e La comprensién y explicacion de las relaciones entre el lenguaje especifico del
contexto de un problema y el lenguaje simbodlico y formal necesario para
representarlo matematicamente.

e Latraduccion de un problema a lenguaje matematico o a una representacion.
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e EIl reconocimiento de aspectos de un problema que corresponden con problemas
conocidos o0 conceptos, datos o procedimientos matematicos.
e La utilizacion de la tecnologia para representar una relacion matematica inherente a

un problema contextualizado.

= Los contenidos matematicos especificos seran los que se utilicen en las preguntas de la
evaluacion y que estan relacionados con componentes familiares del curriculo, como los
nameros, el algebra y la geometria, en formas complejas y superpuestas. Se dividen en

cuatro categorias:

o Cambio y relaciones. En esta categoria se usaran modelos matematicos para
describir y predecir cambios y relaciones, ademas de crear, interpretar y traducir
las representaciones simbdlicas y graficas de las relaciones.

o Espacioy forma. Esta constituida por la geometria, la visualizacién espacial, la
medicion y el algebra.

o Cantidad. Incorpora la cuantificacién de los atributos de los objetos, las
relaciones, las situaciones y las entidades del mundo, interpretando distintas
representaciones de esas cuantificaciones y juzgando interpretaciones y
argumentos basados en la cantidad.

o Incertidumbre y datos. Incluye el reconocimiento del lugar de la variacion en
los procesos, la posesién de un sentido de cuantificacion de esa variacién, la
admisién de incertidumbre y error en las medidas, y los contenidos sobre el azar,
ademas de la elaboracién, interpretacidn y valoracién de las situaciones donde la

incertidumbre es fundamental.

La organizacién de esta manera de los contenidos matematicos no es una invencion
de PISA, sino que ha sido utilizada y ampliada en nimeros articulos de la literatura
matematica desde el siglo XX y en la actualidad también forma parte de los curriculos
de matematicas de secundaria y bachiller aunque no de forma explicita, ya que en los
libros de texto los contenidos siguen dividimos por las ramas clasicas de las
matematicas como son los nameros y el algebra, la geometria, el analisis y la

estadistica y probabilidad.

= Los contextos en los que se sitlan los problemas o ejercicios de evaluacion y ofrecen la

posibilidad de conectar estos problemas con la realidad en la que estd inmerso el
individuo. Se diferencian cuatro grandes tipos:

o Personal. En este primer contexto encontramos los problemas que tratan de

actividades del propio individuo, su familia y su grupo de iguales.
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o Profesional. Bajo este tipo se encuentran aquello problemas que versan sobre el
mundo laboral.

o Social. Los problemas que clasificaremos en esta categoria de contexto seran los
gue se centran en la propia comunidad.

o Cientifico. En este Ultimo contexto incluiremos los problemas que hagan
referencia a la aplicacion de las matematicas al mundo laboral y a cuestiones

relacionadas con la ciencia y la tecnologia.

La variedad de contextos en los que situar los problemas aportaran diferentes enfoques
bajo los cuales poder conectar la realidad del alumno con el problema. A su vez, de esta
manera, se estard motivando el estudio del mismo al definirlo como un posible problema
real del entorno (personal, educativo, social o cientifico) del alumno, evitando asi, que el
alumno perciba los problemas como entes externos que carecen de relaciones con la

realidad y sin utilidad cotidiana.

El objetivo de PISA al establecer esta organizacion del area de conocimiento de las
matematicas es poder evaluar el grado de eficacia con el que los alumnos pueden utilizar lo
que han aprendido (a través del uso de los contenidos que conocen) participando en procesos
y aplicando las capacidades que han adquirido para resolver problemas que pueden

encontrarse en el mundo real que los rodea.

Una vez descrito el marco competencial de PISA se debe pasar a analizar la evaluacion que
se sugiere de la competencia matematica. Para ello se comenzara por plasmar mediante un
cuadro resumen (Tabla 3) los porcentajes con los que se presenta cada proceso, contenido y
contexto, en las preguntas de evaluacion de esta prueba (no obstante, la propuesta no responde
a estos porcentajes ya que no busca ser un elemento puramente evaluativo sino de formacion).

Tabla 3
Distribucion aproximada de las puntuaciones matematicas segun PISA 2012

Procesos 100% Contenidos 100% Contextos 100%

Cambio y relaciones 25% | Personal 25%
Formulacion 25%

Espacio y forma 25%  Profesional 25%
Empleo 50%

Cantidad 25% | Social 25%
Interpretacion 25%

Incertidumbre y datos  25%  Cientifico 25%
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Las proporciones en que aparece cada tipo de proceso, contenido y contexto son

aproximadamente las reflejadas en la Tabla 3. Ademas, las preguntas pueden ser de tres tipos:

abiertas, cerradas o de seleccion multiple, existiendo guias de codificacion y puntuacion para

garantizar la equidad entre las respuestas a la hora de su correccion, sobre todo en aquellas

de tipo abierto donde podremos encontrarnos multitud de respuestas distintas y es por ello

que se necesitaran expertos que codifiqguen manualmente las respuestas de los alumnos.

Otro de los aspectos a tener en cuenta es el nivel de dificultad. Dentro de cada categoria

existen seis niveles de dificultad que forman una escala de competencia matematica y en cada

uno de ellos se describen las destrezas que debe tener un estudiante para pertenecer a ese

nivel. Estos seis niveles, de menor a mayor dificultad, son los siguientes:

Nivel 1.

Los alumnos reconocen la informan que les da el enunciado y son capaces de realizar
procedimientos rutinarios bajo directrices simples o que se deducen directamente de
los estimulos presentados. Necesitan que los problemas muestren toda la informacion

pertinente, estén bien definidos y se presenten en contextos que conozcan.

Nivel 2.

Los alumnos saben sacar la informacion de una sola fuente, hacer uso de un Unico
modelo representacional, realizar razonamientos directos mediante el uso de
algoritmos, férmulas y procedimientos basicos, y realizar interpretaciones literales
de los resultados. Ademas, en contextos que solo requieren una inferencia directa son

capaces de interpretar y reconocer situaciones.

Nivel 3.

Los alumnos saben razonar directamente a partir del uso y la interpretacién de
representaciones basadas en diferentes fuentes de informacién, ejecutar
procedimientos descritos con calidad y seleccionar y aplicar estrategias de solucion
de problemas sencillos. Ademas, en este nivel son capaces de acompafiar sus

razonamientos con breves escritos explicativos.

Nivel 4.

Los alumnos pueden elaborar y comunicar explicaciones basados en sus
interpretaciones, argumentos y acciones. Saben trabajar con modelos explicitos en
situaciones complejas o exigir la formulacion de supuestos, y razonan con
flexibilidad asociando las diferentes situaciones (también simbolicas) a situaciones

del mundo real.
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= Nivel 5.
Los alumnos pueden trabajar adecuadamente con caracterizaciones simbdlicas y
formales, reflexionar sobre sus acciones, y formular y comunicar sus razonamientos.
Ademas, ya son capaces elaborar modelos y manejarlos en situaciones complejas
evaluando las estrategias convenientes de solucion de problemas relativos a estos

modelos.

= Nivel 6.
Los alumnos que consiguen alcanzar este nivel poseen un pensamiento y
razonamiento matematico avanzado. Saben comunicar con exactitud sus
razonamientos y su adecuacion a las situaciones originales, ademas de utilizar sus
destrezas para desarrollar de manera formal nuevos enfoques y estrategias para
abordar situaciones nuevas. Ademas, pueden generalizar la informacion basada en
modelos extraidos de problemas complejos, a la vez que relacionar diferentes fuentes

de informacion.

De la descripcidn de estos niveles, en concreto, también podemos extraer una escala de
dificultad en relacion a los modelos matematicos, de tal manera que los alumnos que se
encuentren en los niveles mas bajos solo seran capaces de identificar modelos muy simples,
y sin embargo, los alumnos que se encuentren en los niveles mas altos podran elaborar sus
propios modelos, manejarlos en situaciones complejas e incluso llegar a generalizarlos a

diferentes situaciones, llegando a crear modelos nuevos a partir de éstos.

Por otra parte, a la hora de elaborar las preguntas se tiene mucho cuidado en que su redaccién
sea lo mas clara y sencilla posible, para que, a la hora de medir la competencia matematica,
esta no se vea obstaculizada por el nivel de competencia lectora del alumno. Es por ello que
los trabajos de traduccion de las preguntas a los distintos idiomas en los que se realiza el
estudio deben ser muy cuidadosos y precisos. De igual modo, se usan contextos que puedan
ser comprendidos por los estudiantes de los diferentes paises y que respeten la igualdad entre

todas las personas, independientemente de su sexo, origen o condicion sexual.

Ahora que se ha detallado tanto el marco normativo como el marco competencial y de
evaluacion que se usara en el desarrollo de la propuesta, se pasa a describir las dos piezas que
se habian considerado claves en la modelizacion, que son la motivacion y la resolucién de

problemas.
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2.3 Importancia de la motivacion en el proceso de modelizacion matemaética

La motivacion juega un doble papel en los procesos de modelizacion. Por un lado, una de las
caracteristicas de las tareas de modelizacion es que resultan motivadoras para el alumno
porque al enfrentarse a situaciones de la vida real, ve el vinculo que hay entre las matematicas
y esta. Por otro lado, aunque ciertas tareas rutinarias que tradicionalmente se proponen en el
aula de matematicas no exigen una motivacion para poder desarrollarlas, en los procesos de
modelizacion la motivacion resultara esencial para el alumno, ya que se enfrentara a una
actividad que exigira de él un mayor esfuerzo, y en ocasiones le guiara por caminos erréneos.
Mientras que un alumno sin motivacion entendera este trabajo como un fracaso, para el

alumno motivado el error serd un medio de aprendizaje.

En este apartado, se tratara de exponer cuales son las creencias motivadoras de los alumnos,
como conseguir en ellos una motivacion inicial y c6mo mantener esa motivacion durante la
realizacion de la tarea. Para ello, parece adecuado comenzar comentando algunos de los
prejuicios que socialmente se le atribuyen a la Matematica, y que mucho tendran que ver en

la motivacién inicial y predisposicion que muestre el alumno hacia la asignatura.

Actualmente, como apunta Armenteros (2009): “la imagen social de las matematicas en
nuestra sociedad predomina el caracter negativo” (p.20), atribuyéndola calificativos como
dificil, aburrida, sin utilidad... y asociando a los alumnos que les gustan, con personas
empollonas, raras, etc. Y esta mala fama unida a las dificultades que algunos alumnos se
encuentran con la materia hace que desencadene en una gran desmotivacion y pierdan el

interés por aprender.

Sin embargo, Font (1994) expone que si se logra despertar en los alumnos el interés por las
matematicas se estard ayudando a que se produzca un cambio en su forma de afrontar el
estudio de esta materia, consiguiendo por su parte una mayor implicacion, mayor entusiasmo
y por ende mayor resistencia ante las dificultades, contribuyendo al cambio de un aprendizaje
sistematico y superficial, a un aprendizaje significativo y duradero. Por tanto, uno de nuestros
primeros objetivos como docentes sera el conseguir motivar al alumnado hacia el estudio de

las matematicas.

Para conseguir acrecentar la motivacion de los alumnos hacia la asignatura Maseda (2011)
afirma que se deben tener en cuenta dos aspectos. El primero de ellos es que los docentes
estén motivados y sepan transmitir esa motivacion a sus alumnos. Aqui, se asume que esta

primera condicién no supone ningun problema ya que depende Unica y exclusivamente del
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propio docente. El segundo aspecto consistira en conseguir la motivacion del alumno y sera
en el que se centren todos los esfuerzos del docente.

En el camino hacia la motivacion del alumnado frente a una tarea concreta se deberéa tener en

cuenta:

a) Cudles son las creencias motivadoras de los alumnos.
Para ello, se comienza analizando los resultados de las investigaciones llevadas a cabo
por Boekaerts (2002), quien trabaja en el ambito de la autorregulacion del aprendizaje y
estudia la importancia de las creencias en el aprendizaje de las matematicas. A partir de
estos resultados, se establecen las creencias que tienen los alumnos frente a ciertos
aspectos y se han aportado una serie de principios que motivan el aprendizaje de los
alumnos, y que se tendra que tener en cuenta en el complejo proceso de motivar. Algunos

de estos principios son los siguientes:

i.  Ante el fracaso los estudiantes pierden la motivacion por aprender.

Cuando un alumno se topa de manera continuada con situaciones de fracaso acaba
interiorizando que éste se debe a su propia incapacidad, conduciendo a una
disminucidén de su autoestima, que obstaculizara su aprendizaje. Ademas, se sabe
que las creencias de logro y fracaso de los alumnos en una asignatura son bastantes
resistentes al cambio, por lo que cuando se enfrente a futuras tareas de la misma
asignatura pensara que el resultado normal debe ser su fracaso, y ya se mostrara
desmotivado incluso antes de enfrentarse a ella.

Por ello, resulta tan importante que el profesor sea consciente de los conocimientos
previos del alumno y le proporcione situaciones de aprendizaje en las que puedan
obtener logros, aunque en ocasiones esos logros puedan ser consecuencia de un error

previo.

ii.  Los estudiantes que valoran las actividades de aprendizaje dependen menos del
estimulo, los incentivos y la recompensa.
Se deben proporcionar actividades que los alumnos consideren significativas, ya
sea por el propio valor intrinseco de la tarea como por su relacién o aplicacion en
otras asignaturas o actividades que ellos valoren. En definitiva, se trata de presentar
las matematicas en términos de competencias que ellos consideren importantes e
interesantes, donde puedan relacionar los nuevos contenidos con los previos y con

experiencias propias de la vida cotidiana.
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Los estudiantes se comprometen mas con el aprendizaje si los objetivos son
compatibles con sus propios objetivos.

Este principio esté a su vez relacionado con el anterior ya que los alumnos valoran
sus objetivos, por tanto, si el docente es capaz de relacionar los objetivos de la

materia con los suyos propios, estara poniendo los primeros también en valor.

Los estudiantes esperan que su esfuerzo sea valorado.

Se tiene que conseguir que el alumno se vea a si mismo como responsable de su
propio aprendizaje y no culpabilice del mismo a agentes externos o casuales. Una
de las formas que tiene el docente de ayudarle a cambiar esta percepcion, sera
valorando los esfuerzos que los alumnos realicen por aprender o llevar a cabo una

tarea.

b) Cdmo conseguir la motivacion inicial del alumno.

Antes de comenzar con la tarea serd importante lograr un estimulo inicial que haga que

los estudiantes, en algiin modo, se encuentren predispuestos a la realizacion de la misma.

Si la tarea no les parece interesante desde un principio, sera mas complicado conseguir

motivarles durante la realizacién de la misma. Sin embargo, si el profesor les consigue

enganchar, aunque sea de manera leve, desde el inicio se podra trabajar progresivamente

el incremento de esta motivacion durante la realizacion de la tarea. Segun Font (1994),

esta motivacion inicial en los alumnos se consigue a través de tres aspectos:

Que conozcan el objetivo final de la tarea.

A menudo sucede que los estudiantes se preguntan cual es la finalidad de realizar los
gjercicios o problemas que se les plantean, en nuestro caso, en el aula de matematicas.
Una pregunta cominmente extendida por éstos es: ¢ para qué sirve esto?

Los profesores tienen la responsabilidad de plantear actividades que persigan

objetivos y transmitir estos a nuestros alumnos cuando se expone la tarea.

Que los alumnos hagan suyas las tareas.

Los alumnos deben participar activamente en la realizacion de las tareas, ya que en
el momento que se ven parte pasiva de la accién, su interés y motivacién por la
realizacion del problema disminuira al disminuir también la sensacion de éxito o
fracaso propio, atribuyendo estos a la accion del profesor. En definitiva, cuando el
alumno no participa en la accién la responsabilidad del resultado deja de sentirla

como propia.
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iii.  Que sean conscientes de que seran capaces de realizar la tarea.
De acuerdo con la primera creencia motivadora que se ha enunciado, si se proponen
tareas que no estan al alcance de los alumnos y estos lo perciben desde un comienzo,
se esforzardn mucho menos en realizarlas ya que pensaran que acabaran fracasando

de todos modos.

Ademas, si los alumnos ven la tarea contextualizada, en algin entorno que les sea

conocido, podremos acercar los objetivos de la tarea a los objetivos propios del alumno.

c) Coémo motivar al alumno durante la realizacion de la tarea.
Al igual que para la motivacion inicial, se quiere conseguir que los estudiantes sean
participes de la tarea. Dificilmente se lograra atraer a los alumnos si se les relega a un
segundo plano, como meros espectadores y donde no formen parte activa de la tarea. Asi
pues, las metodologias activas seran clave en el objetivo de favorecer la participacion del

alumnado en la tarea.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, en la propuesta didactica que se ofrece en
este trabajo y que se basa en los modelos matematicos, se optara por usar como elemento
motivador principal el acercamiento de las matematicas al alumno mediante su aplicacién en
el mundo cotidiano, propiciando asi un aprendizaje significativo y de caracter propiamente
funcional. Para ello, se usaran metodologias activas que requieran por parte de los alumnos
una motivacion inicial, el mantenimiento de la atencion continuada y, la participacion y
realizacion de un esfuerzo para resolver los problemas o situaciones que se pueden dar en la
vida real. De igual manera, el aprendizaje basado en problemas trabajando en grupos

reducidos serd también una de las claves metodolégicas para nuestra propuesta didactica.

2.4 Resolucion de problemas

Indiscutiblemente, la resolucién de problemas forma parte del proceso de modelizacion, mas
aun, se debe considerar a la primera como base de desarrollo del segundo. Es por ello, que
las investigaciones donde se proponen modelos de resolucion de problemas, o estrategias
llevadas a cabo para este fin, constituiran los antecedentes del proceso de modelacion. A su
vez, una de las metodologias a tener en cuenta en un proceso de modelacion en el aula seréd
el Aprendizaje Basado en Problemas, que precisamente tienen en sus bases el desarrollo de

la ensefianza a partir de la resolucion de problemas.
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24.1

De tal manera que la estructura de este subapartado se dividira en tres partes. En la primera
parte, se pondra de manifiesto diversas concepciones de la resolucion de problemas, los
factores que intervienen en el proceso y por ultimo un repaso histérico de los principales
didactas de la matematica que han trabajado en este campo y los modelos de estrategias de
resolucion de problemas que han aportado.

La segunda parte versa sobre los tipos de bloqueos a los que se puede enfrentar un alumno
ante la resolucion de un problema. Ademas, se expondran algunas recomendaciones para

sobrevenirse de cada tipo de bloqueos.

En la tercera y Ultima parte, se tratara la metodologia de Aprendizaje Basado en Problemas
(ABP). Se vera en qué consiste esta metodologia, sus caracteristicas principales y el papel
que desempefia en ella los docentes, asi como las dificultades a las que se enfrentan para
llevarlo a cabo en el aula. Ademas, se citaran las ventajas que supone organizar el aula en

grupos pequefios cuando se trabaja con esta metodologia.

Modelos de resolucion de problemas

Como ya se ha comentado, las investigaciones sobre resolucién de problemas constituiran
los antecedentes de la modelizacion, pero antes de pasar a analizar los diferentes métodos de
resolucion de problemas se debe aclarar qué entendemos por resolucion de problemas. Para
ello, se referencia a la informacién que recopil6 Schoenfeld en Learning to think
mathematically (1992).

Los problemas han ocupado siempre un puesto central en los curriculos de matematicas, sin
embargo, en un principio, en éstos no se trataba el proceso de resolucién de problemas y
tardé en ser considerado como una habilidad a la que se debia prestar especial atencion en
las clases de matematicas. Hoy en dia, la mayoria de los curriculos de matematicas de
educacion secundaria y bachillerato atienden el proceso de resolucion de problemas, y en
concreto, como hemos mencionado previamente en el marco normativo, en nuestro pais esta
comprendido en el bloque de “Procesos, métodos y actitudes en matematicas”, que tiene un

caracter transversal.

En linea con lo anterior, Stanic & Kilpatrick (1989) afadian que: “el término resolucion de

problemas se ha convertido en un eslogan que abarca diferentes concepciones sobre qué es
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educacion, qué es la escuela, qué es la matematica y por qué debemos ensefiar matematicas

en general y resolucién de problemas en particular”.

Estos mismos autores daran tres concepciones distintas que histéricamente ha recibido la

resolucion de problemas:

Resolucion de problemas: como contexto.
Bajo esta concepcidn los problemas son utilizados como vehiculos al servicio de otros

objetivos curriculares. Ademas, ellos identifican cinco papeles juegan los problemas:

Como justificacion para ensefiar matematicas.
Ya que, la importancia de algunos problemas en la vida real, han servido a los
docentes como argumento para convencer a los alumnos de la importancia de la

matematica.

Para proporcionar motivacion a ciertos temas de la asignatura.

Los problemas se usan a veces para introducir ciertos contenidos de la asignatura,
explicando a los alumnos que con ciertos contenidos seran capaces de resolver
ciertos problemas que consideran que pueden resultarles de incentivo al estudio,

sentirse atraidos por su solucién.

Como actividad recreativa.
Demuestran gue las matematicas pueden ser divertidas a partir de la resolucion de

ciertos problemas.

Como medio para desarrollar nuevas habilidades.
Proporcionando una serie de problemas ordenados adecuadamente, éstos pueden
aportar a los estudiantes nuevas habilidades y servir de contexto para la discusion

con algun otro tema.

Como préctica.
A los estudiantes se les muestra una técnica o procedimiento, y después se les

proporciona problemas en los que poder aplicar estas técnicas.

Bajo esta concepcidn la resolucion de problemas no se concibe como un objetivo en si

mismo, sino como el camino para conseguir otras metas u objetivos.
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Resolucion de problemas: como habilidad.
La mayoria del desarrollo curricular e implementacion llevada a cabo bajo el nombre
de “resolucion de problemas” en los afios 80, hace un tratamiento de este tema como

una habilidad en si misma.

Ademads, si se pone en relacion con otras de las habilidades que curricularmente se
pretende que adquiera el alumno en el aula de matematicas, la resolucion de problemas
no rutinarios es considerada de alto nivel, de hecho, se debe adquirir después de la
habilidad para resolver problemas rutinarios, para la que a su vez se necesitan

conceptos matematicos y habilidades basicas.

Cabe destacar que, aunque bajo esta segunda concepcion ya se considere la resolucion
de problemas como una habilidad en si misma, en realidad, las técnicas de resolucion
de problemas son concebidas como instrucciones que son aprendidas o “memorizadas”

a partir de diversos problemas usados como practica_para estudiar esas instrucciones.

Resolucion de problemas: como arte.
Esta tercera concepcion se aleja mas de las dos anteriores y mantiene que la resolucién

de problemas reales es el “corazon” de las matematicas, sino la matematica en si misma.

Esta Gltima concepcién fue compartida, por varios matematicos, entre los que destaca
Paul Halmos (1916-2006), matematico hingaro, nacionalizado estadounidense que, entre
otras cosas, defendid esta concepcion en su obra que precisamente titula The heart of
mathematics (1980).

Las matematicas no podrian existir sin axiomas, demostraciones, teoremas, formulas o métodos,
ya que estos elementos son esenciales. Sin embargo, ninguno de ellos esta en el corazén de la
asignatura, ya que la razén principal de la existencia del matematico es resolver problemas y,
por lo tanto, en lo que consiste realmente la matematica es en problemas y soluciones. (Halmos,
1980)

Ademas, Halmos sostenia que las experiencias matematicas a las que se sometia a los
estudiantes les deberian preparar para resolver problemas reales y defendia la necesidad de
aumentar tanto la divulgacion como la presencia en el aula de metodologias que focalizasen su

atencién en la resolucién de problemas:

Creo que los problemas son el corazén de las matematicas, y espero que tanto los docentes en

el aula o en seminarios, y en los libros y articulos que escribimos, los demos cada vez mas
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importancia, y que capacitemos a nuestros alumnos para sean mejores que nOSOtros,

proponiendo problemas y resolviéndolos (Halmos, 1980)

Por otra parte, el matematico mas conocido por su concepto de las matematicas como
“resolucion de problemas”, y por su trabajo situando a la resolucion de problemas el centro

de la instruccion matematica es George Polya.

Pdlya (1887-1985) fue un matematico hingaro, nacionalizado estadounidense, que dedico
gran parte de sus esfuerzos a trabajar sobre la resolucion de problemas. Su primer trabajo
sobre este tema fue How to solve it (1945), en el que introducia el término “heuristica”
para describir el arte de resolver problemas. Mas tarde, desarrollaria ain mas este término
en Mathematics and plausible reasoning (1954) y Mathematical Discovery
(1962,1965/1981).

Como decia Kilpatrick (1998), “se puede pensar en heuristica en contraste con los
algoritmos, ya que mientras los algoritmos son procesos bien definidos, que determinan o
son determinantes y garantizan una solucion, en la heuristica la solucion no esta
garantizada. Esto, genera muchos problemas en los estudiantes, quienes prefieren los

algoritmos”.

Para Pdlya la matemética se debia concebir como una actividad, como prueba de ello la

siguiente cita:

Para un matematico activo en la investigacion, las matematicas a veces pueden aparecer
como un juego de adivinanzas; tienes que descubrir un teorema antes de probarlo y tienes
que encontrar la idea en la que se basa la demostracion antes de llevarla a cabo con sus
detalles. Los aspectos matematicos primero se deben descubrir y después probar (...) Si
aprender matematicas tiene que ver con descubrirlas, se les debe dar a los estudiantes la
oportunidad de hacer problemas en los que primero descubran y luego prueben alguna
cuestion matematica de un nivel apropiado para ellos (P6lya, 1954)

En definitiva, para PAlya la experiencia que se les ofrece a los alumnos con las matematicas
deberia estar constituidas por un conjunto de actividades encaminadas a mostrar de qué
forma se crean realmente las matematicas, ya que para él era necesario conocer cOmo es

descubierta una teoria para poder entenderla.

Una obra importante y que complementa el trabajo de Pélya, es Thinking mathematically,
escrita por Mason, Burton & Stacey (1982). En ella se estudia el como pensar, como hacer
cuando uno se queda atascado y cémo proceder en la resolucion de problemas. Otros
investigadores como Lesh también compartian la idea de trabajar la heuristica en las aulas,

y en concreto él, a partir del estudio de problemas de la vida cotidiana concluiria que, si se
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les ofreciese a los alumnos méas oportunidades para formular y resolver problemas de
situaciones reales, éstos mejorarian su capacidad para resolver problemas.

Aungue en la actualidad no existe un modelo explicativo Gnico, en cuanto a cdmo encaja
la resolucion de problemas y el pensamiento matematico, lo cierto es que la comunidad
matematica parece haber llegado a un consenso sobre la importancia de estos cinco
aspectos, que intervienen en el proceso de resolucion de problemas matematicos
(Schoenfeld, 1992):

El conocimiento de base
Las estrategias para la resolucion de problemas
Monitorizacion y control

Creencias y afectos

o M w DN

La practica

Este texto se centrard en el segundo aspecto, analizando los métodos de resolucion de
problemas mas significativos y relevantes en la historia de la didactica matematica, que se

propusieron en el siglo XX. A continuacion, se presentan dichos modelos:

= Modelo de Poincaré (1908)
Fue propuesto por Henri Poincaré (1854-1912), matematico francés que dedico parte
de su obra a estudiar la metodologia general de la ciencia. En concreto, destacamos
aqui, el andlisis que realizé del proceso de creacién de los conceptos matematicos en

su obra Science et Méthode (1908). En ella diferenciaba cuatro fases del acto creativo:

1. Saturacién. Actividad consciente que implica trabajar el problema hasta donde
sea posible.
2. Incubacion. En esta fase es el subconsciente el que trabaja.
Inspiracion. Segun Poincaré, la idea surge repentinamente “como un flash”.
4. Verificacion. Consiste en la comprobacidn de la respuesta para asegurarnos

de su veracidad.

=  Modelo de Dewey (1910)
Fue propuesto por John Dewey (1859-1952), fil6sofo, pensar y educador
estadounidense. Su modelo lo encontramos por primera vez en su obra How we think

(1910) y distinguia cinco etapas que intervenian en la resolucion de problemas:

1. Sugerencias, en las que la mente salta hacia adelante en busca de una posible

solucién.
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Intelectualizacion de la dificultad que se ha experimentado en un problema
que hay que resolver.

Formulacién de una hipotesis, para iniciar y guiar la observacion.
Razonamiento, como el ensayo en la hipotesis.

Comprobacion de la hip6tesis mediante la accion real o imaginada.

Modelo de Hadamard (1945)
Fue propuesto por Jacques Hadamard (1865-1963), matematico francés, del que

destacaremos su obra An essay on the psychology of invention in the mathematical

field (1945). En ella Hadamard continua con la idea de creacion matematica de

Poincaré, y resaltara la actividad consciente, la reflexion y el trabajo inconsciente. Su

modelo presenta seis fases:

o o b~ w

Documentacién. Esta primera fase hace referencia a los procesos de
informarse, leer previamente, escuchar y discutir.

Preparacion. La realizacion de un proceso de ensayo-error sobre diferentes
hip6tesis, considerando un cambio eventual de actividad en caso de no obtener
ningln progreso.

Incubacion. Al cambiar de actividad.

lluminacién. Cuando ocurre la idea repentina.

Verificacion. La comprobacion de la idea.

Conclusion. La ordenacion y formulacion de los resultados.

Modelo de Pélya (1945)

Este modelo fue propuesto por George P6lya. Como ya hemos comentado, su obra

How to solve it (1945), supuso un antes y un después en el estudio de la resolucion de

problemas y su importancia dentro de la matematica, marcando un hito en el campo

de la Didactica Matematica. Este modelo tiene cuatro fases:

Entender el problema. Se resume la informacion dada y la que se desea
determinar.

Concebir un plan. Se expresa la relacion entre los elementos que intervienen
en el problema mediante una férmula o ecuacién.

Ejecutar el plan. Se resuelve y evalla la ecuacion y se identifica el término
constante del patrén.

Mirar hacia atrds. También se conoce a esta fase como “vista retrospectiva” y

consiste en examinar la solucién obtenida.
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Modelo de J. Mason, L. Burtony K. Stacey (1982)

Este modelo fue propuesto por Mason, Burton y Stacey en Thinking mathematically
(1982), y analiza el pensamiento y la experiencia en general, que engloba como un
caso particular la resolucién de problemas. En él se considera imprescindible el tener
en cuenta las emociones de quien resuelve el problema, el enfoque positivo que se
concede al hecho de estar atascado y el dejar todo el proceso de resolucion por escrito.
El método se estructura en tres fases:

1. Abordaje. Esta fase estd encaminada a comprender, interiorizar y
familiarizarse con el problema.

2. Ataque. Se trata de asociar y combinar toda la informacidn toda la informacion
de la fase anterior. Aqui se incluyen los procesos de induccion y deduccion.

3. Revision. Comprende la comprobacion de la solucion, el intento de
generalizarla a un contexto mas amplio y la redaccion de la solucién dejando

el proceso que se ha seguido, asi como el porqué del mismo.

Modelo de EI Grupo Cero (1985)

El Grupo Cero estuvo formado por profesores de matematicas de bachillerato de
Valencia. Surgi6 hacia 1975 ante la necesidad de una renovacién pedagdgica de las
matematicas en las aulas. Una de sus mayores aportaciones fue el impulsar en Espafia
la resolucion de problemas. Consideraban la resolucion de problemas como motor del
aprendizaje y defendian que el rigor de las matematicas admite distintos niveles y que
las matematicas de los alumnos no pueden quedar reducidas al uso de técnicas. Su

modelo distingue tres fases:

1. Fase introductoria.
2. Fase exploratoria.
3. Fase de resolucion.

En esta fase se distinguen a su vez dos categorias de comportamiento:

o Las estrategias heuristicas.
o Las decisiones ejecutivas que toma el sujeto respecto a como utilizar los
algoritmos, los conceptos y las estrategias de que dispone para resolver el

problema.
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24.2

Modelo de Miguel de Guzmén (1991)
Fue planteado por Miguel de Guzméan (1936-2004), matematico, divulgador y
educador espafiol, en su libro Para pensar mejor (1991). Este trabajo se divide en

cinco partes:

La primera trata de los bloqueos que sufren los alumnos y su tipo.

La segunda parte plantea las estrategias generales del pensamiento, asi como
un posible esquema de trabajo en grupo.

La tercera parte la dedica a las estrategias y expone manera de familiarizarse
con el problema.

La cuarta parte la dedica a la seleccion de contenidos adecuados que
desarrollen el pensamiento.

La quinta y Gltima parte versa sobre la actividad subconsciente en la

resolucion de problemas.

El modelo que presenta esta constituido por cuatro fases:

1. Familiarizacion con el problema. Atiende a la adquisicion de informacidn

sobre el problema.

Busqueda de estrategias. Recopilacion de las ideas que pensamos que nos
ayudaran a resolver el problema.

Llevar adelante la estrategia. En esta fase alude a la incubacion e iluminacion
(procesos del desarrollo creativo que ya hemos comentado).

Revisar el proceso y sacar consecuencias. La reflexion sobre el proceso debe
atender tanto al propio problema como a los bloqueos, aptitudes y tendencias

que se han observado en él.

Se puede observar que, aunque se distingan diversas fases en los modelos expuestos, guardan
entre si muchas similitudes, partiendo de una aproximacion a la situacion y finalizando con
la comprobacion del resultado obtenido. Cuando se expongan las fases involucradas en los
procesos de modelizacién matematica (que seran parte de las competencias que adquieren
los alumnos con las tareas de modelizacion de la propuesta) quedard de manifiesto la
relevancia de estos modelos en la propuesta, sobre todo el de Pélya, al comportarse como

antecedente de lo que se llamaria ciclo de modelizacion.

Bloqueos en la resolucion de problemas

Un tema que el docente debe aprender a gestionar y, mas concretamente, cuando desarrolle

tareas de modelizacion, son los bloqueos que se producen ante la resolucion de problemas.
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En este apartado, se comentarén los tipos de bloqueos que puede experimentar un alumno
cuando se enfrenta a la resolucion de un problema, basdndonos en la clasificacion y el
andlisis que establece Guzman (1991) y algunas de las recomendaciones que sugiere el autor
para superar este tipo de bloqueos.

Para este texto se escoge la vision de Guzman porque, aunque no es un referente
internacional en dominio afectivo y bloqueos, su clasificacién de bloqueos resulta muy
clarificadora y simple, lo cual se adapta perfectamente a los objetivos de este trabajo con
respecto a este tema, que lejos de pretender convertirse en un estudio exhaustivo de las
emociones, busca ofrecer unas pequefias instrucciones que el docente pueda tener en cuenta

durante la gestion de las tareas de modelizacion de nuestra propuesta didactica.

Los bloqueos a los que se enfrentan los alumnos ante la resolucion de problemas se

diferencian en los siguientes tipos:

= Bloqueos de origen afectivo.
Segln Guzman, este tipo de bloqueo no ha recibido histéricamente la importancia que
debiese por parte de los autores clasicos, destacando que Descartes, ni en Reglas para la
direccion del espiritu ni en su Discurso del método “tratan de sondear la influencia de
las emociones sobre el resto del pensamiento”, y Pdlya en su extensa obra dedicada a la
heuristica y la pedagogia tampoco tiene en cuenta cémo influye el afecto humano en la
resolucion de problemas. Sin embargo, parece que a partir de los afios ochenta se produce
un aumento sustancial del interés por explorar los aspectos emocionales del
conocimiento, donde destaca Affect and Mathematical Problem Solving de McLeod y

Adams.

Dentro de los bloqueos de origen afectivo realiza una distincién mas precisa:

o Apatia, abulia y pereza ante el comienzo.
El primer bloqueo ante el que se encuentra el alumno (y naturalmente cualquier otra
persona que se enfrente a un problema, que no debe porque ser matematico) se
refiere al como empezar. Guzman dice que, aungue es cierto que es importante una
buena planificacion inicial, llega un punto en el que tenemos que vencer a las escusas
y lanzarnos a desarrollar la idea, sin mayor demora y més adelante, cuando veamos
todo en conjunto, podremos analizar con mayor perspectiva los ajustes que debemos

hacer para que la idea termine de adquirir la forma que nosotros deseamos.
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Guzman sintetiza sus explicaciones sobre este tipo de bloqueo con algunos consejos
que podemos observar en la Tabla 4.

Tabla 4
Recomendaciones ante un bloqueo afectivo en el comienzo de una tarea.

Recomendaciones ante un bloqueo afectivo en el comienzo

de una tarea

1. Piensa un poco en las distintas formas posibles de

comenzar tu tarea.

2. [Escoge unay comienza. Da a tu comienzo una buena
oportunidad de demostrar lo que vale. No te detengas
mucho a examinarlo en este estadio inicial. Lo que

ahora parece malo puede no serlo tanto.

3. Conserva la conciencia de que tu inicio puede tener
caracter provisorio. Si al juzgarlo razonadamente con
cierta perspectiva piensas que se debe cambiar,
cambialo. Pero no te dejes llevar por un
perfeccionismo paralizante. Recuerda: « Lo mejor es

enemigo de lo bueno »”.

Nota. Fuente: Guzman (1991, p.49)

o Miedos.

Principalmente se pueden diferenciar entre tres tipos de miedos: el miedo al fracaso,
el miedo al ridiculo y el miedo al examen.

El fracaso y el ridiculo no siempre son malos, si fracasamos o quedamos en ridiculo
es porque hemos intentado salir de la zona de confort y afrontar nuevos retos. En
cuanto al miedo ante un examen, Guzman explica que es normal sentir miedo y
repugnancia ante el acto de ser examinados y valorados por los conocimientos que
posee uno, y que la Gnica manera de combatir estas sensaciones sera preparandose
lo mejor posible para dicho examen, favoreciendo asi nuestro control sobre él y

aumentando nuestra confianza y autoestima.
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Los miedos solo pueden ser buenos en una cierta medida y cuando nos hacen ser

prudentes, pero no nos impiden intentarlo.

Guzman sintetiza sus explicaciones sobre este tipo de bloqueo con algunos consejos

que podemos observar en la Tabla 5.

Tabla 5

Recomendaciones ante un bloqueo por miedo

Recomendaciones ante un bloqueo por miedo

1. Lassombras del fracaso y de la equivocacion son

mucho mas largas que la realidad misma.

2. Los fallos y equivocaciones nos ensefian sobre las

formas adecuadas de proceder.

3. «EIl camino para el éxito consiste en duplicar la

proporcion de fallos.»

4. Quien trata de introducir nuevas formas de pensar y
actuar, ha de tropezar con resistencias que provienen

de él mismo y de su ambiente. No te amilanes.

5. El gran remedio para los miedos que un examen puede
producir consiste en tener la conviccidn de ir bien

preparado.

Nota. Fuente: Guzman (1991, p.56).

o Ansiedades.
“La ansiedad es un estado de animo complejo caracterizado por cierta tension
interna, preocupacion nerviosismo, agitacion, en el que generalmente intervienen a

la vez causas emocionales y cognitivas ” (Guzman, 1991, p.56).
En este contexto, se pueden dar dos tipos de ansias: el ansia por triunfar y el ansia
por acabar. Una cierta tension puede ayudar a trabajar de manera méas répida y

eficiente, pero si esta se convierte en un exceso, solo favorecerd a ralentizar e incluso
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o

impedir que se enfrenten a un problema empleando todos aquellos conocimientos

que poseen.

Guzman sintetiza sus explicaciones sobre este tipo de bloqueo con algunos consejos
que podemos observar en la Tabla 6.

Tabla 6
Recomendaciones ante un bloqueo por ansiedad

Recomendaciones ante un blogueo por ansiedad

1. Hacerse consciente del grado de influencia en uno
mismo de cada una de estas ansiedades.

2. Tratar de ponderar serenamente el valor relativo del
triunfo sobre todo si su precio ha de ser una merma

importante de la calidad de la existencia.

3. Aminorar conscientemente la velocidad y la
hiperactividad cuando nos percatamos de que estamos

siendo empujados por ellas.

Nota. Fuente: Guzman (1991, p. 59)

Repugnancias.

Cuando una tarea no es de nuestro agrado, ya sea porque nos resulta repetitiva,
dificil, poco familiar, o no hemos hecho un esfuerzo inicial por comprenderla, nos
va a costar mucho mas esfuerzo llevarla a cabo. De manera natural nos vamos a ver
influenciados por este sentimiento y serd muy dificil despojarnos de él. Guzman

advertia de que:
“La neutralizacion de las consecuencias de estos sentimientos profundos es,
posiblemente, una de las tareas mas dificiles de nuestra vida intelectual ” (Guzman,

1991).

Algunas de las recomendaciones que nos da Guzman para ello se pueden ver en la
Tabla 7.
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Tabla 7

Recomendaciones ante un blogueo por repugnancia

Recomendaciones ante un bloqueo por repugnancia

1. Trata de conocer y estudiar tus posibles sentimientos
de repugnancia ante las diferentes tareas intelectuales.
El conocerlos es ya un buen tramo para contrarrestar

sus efectos.

2. Intenta equilibrar tus sentimientos racionalmente,
observando sus efectos nocivos, su carencia de

motivacidn, sus posibles origenes injustificados.

3. Actua ocasionalmente de forma directa contra la

tendencia que te arrastra.

4. A veces, tus repugnancias son indicios de tus
limitaciones. Observandolas te conoceras mejor y

podras insistir en poner remedio a ellas.

5. Permanece atento a las transferencias que haces de la
aversién a una persona determinada al tema en que se
ocupa o a la obra que realiza. Hay quien puede ser
profundamente antipético, engreido vanidoso y
muchas mas cosas, y al mismo tiempo ser capaz de

componer maravillosas sinfonias.

Nota. Fuente: Guzman (1991, p.63)

Bloqueos de tipo cognitivo.

A diferencia de los bloqueos de origen afectivo, los blogueos de tipo cognitivo son mas

facilmente detectables y probablemente sea mas sencillo también su tratamiento. Entre

estos bloqueos se distinguen: las dificultades en la percepcion del problema, la

incapacidad en el ataque del problema, la visién estereotipada, la tendencia al juicio

critico y la rigidez mental (Tabla 8).

o Dificultades en la percepcion del problema. En ocasiones nos resulta mas dificil
detectar cual es el problema que una vez detectado solucionarlo, por tanto, es

conveniente dedicar un tiempo al andlisis de las causas del problema.
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Incapacidad de desglosar el problema. Uno de los problemas més frecuentes a la
hora de abordar un problema surge por querer atacarlo directamente. Un previo
analisis del mismo, que nos sirva para dividir el problema en varios problemas mas
sencillos, nos facilitara enormemente el trabajo y nos transformara el problema en

una tarea accesible.

Bloqueos en el ataque al problema. Guzméan sefiala que se debe encontrar un
equilibrio entre lanzarse directamente a resolver el problema, sin interesarse por los
avances que han realizado otros autores, y sobresaturarse de informacion sobre el
tema. La creatividad y la invencidn propia son caracteristicas importantisimas, pero
de nada sirve perder el tiempo con errores que ya han cometido otros y podemos

evitarlos informandonos previo al inicio de nuestro razonamiento.

Vision estereotipada. Consiste en: “ver, ante una situacion determinada, solamente
lo que esperamos ver ” (Guzman, 1991, p.68). Guzman nos recomienda permanecer
abierto a lo extrafio, a aquello que en principio no cabria esperar, para poder llegar a

visiones nuevas de la realidad.

Tendencia al juicio critico. Las criticas cuidadosas y razonadas nos invitan a la
reflexion y el analisis, sin embargo, en ocasiones nos impiden ver lo positivo o

novedoso del razonamiento criticado.

Rigidez mental. Cuando se trata de resolver un problema muchas veces tendremos
que dejar de lado nuestros favoritismos en cuento a que herramientas usar y priorizar

el problema en si y el razonamiento que mejor se adecue a este.

Tabla 8

Blogueos de tipo cognitivo

Bloqueos | En la percepcién de un problema
de tipo

cognitivo Para desglosar el problema

En el ataque al problema
Visidn estereotipada
Tendencia al juicio critico

Rigidez mental

Nota. Fuente: Guzmén (1991)
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2.4.3

= Bloqueos culturales y ambientales.

Hacen referencia a los bloqueos que derivan de las formas de pensar que se transmiten de

unos a otros a través del tiempo y mediante la comunicacion.

Por un lado, destaca lo que se conoce como sabiduria popular que representa la
experiencia colectiva de toda una comunidad humana. Sin embargo, a menudo
constituyen una obstruccion en el camino hacia la resolucién original de ciertos

problemas.

Por otro lado, estan las ideas que meramente son recibidas en la mente sin ser utilizadas,
0 contrastadas, o incorporadas en combinaciones nuevas, a este tipo de ideas se les
denomind ideas inertes. Guzman dice que:” El antidoto contra las ideas inertes consiste
en reconocerlas y tratar de experimentar su ineficacia y la conveniencia de su sustitucién,
haciendo fuerza contra nuestra tendencia espontanea a mantener la seguridad que

falsamente pensamos que ellas proporcionan” (Guzman,1991, p.81).

Una vez explorados los distintos tipos de bloqueo que se pueden experimentar frente a la
resolucion de problemas y algunas recomendaciones para superarlos, falta preguntarse qué
metodologia sera la adecuada para llevar a cabo la resolucién de problemas y, en particular,

las tareas de modelizacién matematica.

Aprendizaje basado en problemas (ABP)

En este apartado se intenta justificar por qué el Aprendizaje Basado en Problemas es una
metodologia potencialmente adecuada para implementar los procesos de modelizacidn
matematica, debido, entre otros, a cdmo se entiende en ella la gestion en el aula y el papel

que adoptan profesor y alumno en ella.

La ensefianza a través de la resolucion de problemas es actualmente la metodologia mas
adecuada para trabajar el desarrollo del proceso matematico y acercar éste a la vida real de
los alumnos, mediante problemas cotidianos de su entorno, que ademas los motiven en el
estudio de las matematicas. Ademas, esta metodologia cada vez es mas valorada, ya que

propicia la iniciativa del alumno en la consecucién de los objetivos.

Prueba de esta importancia actual son las numerosas investigaciones que se continan

realizando sobre la ensefianza de las matematicas a través de la resolucion de problemas.
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“Este método brinda a cada estudiante la oportunidad de demostrar su capacidad para
razonar, justificar y desarrollar la comprension conceptual y aprender a aplicar las

matematicas para tomar buenas decisiones sobre problemas auténticos” (Stacey, 2018).

Por otra parte, cabe destacar los buenos resultados que estan produciendo los métodos que
utilizan la resolucién de problemas como eje principal para el aprendizaje en matematicas.

Entre ellos destaca el Yeap Ban Har, mas conocido como método Singapur.

Después de esta breve introduccion a la metodologia ABP en la que se ha justificado el valor
de esta metodologia en si misma, se pasa a su definicion y a ver algunas de sus caracteristicas
principales que seran las que terminen de justificar su uso en esta propuesta, al adaptarse en

perfectas condiciones a nuestras pretensiones con esta.

El ABP es una metodologia centrada en el aprendizaje, en la investigacion y reflexion que
siguen los alumnos para llegar a una solucion ante un problema planteado por el profesor.
La diferencia que se encontraré entre el ABP y la simple resolucion de problemas en el aula
esta en el papel que juega el problema en el proceso de aprendizaje. Normalmente, el docente
explica unos contenidos mediante la clase magistral o algin otro método y, a continuacion,
plantea a los alumnos unos problemas de aplicacion de dichos contenidos. Sin embargo, el
ABP es un método que: “se basa en el principio de usar los problemas como punto de partida

para la adquisicion e integracion de nuevos contenidos” (Barrows, 1986).

El énfasis esta puesto en que los estudiantes se conviertan en buenos resolutores de problemas. Al
decir esto se quiere resaltar el interés en que adquieran herramientas y construyan estrategias para
abordar problemas a la vez que el foco no esta puesto en la ensefianza de un contenido especifico.
(Rodriguez, 2012, p. 154)

Algunas de las caracteristicas principales del ABP son las siguientes:

= Esuntipo de metodologia que se centra en el alumno y su aprendizaje.

= Cuando se lleva a cabo en grupos pequefios los alumnos adquieren un compromiso
de trabajo con sus aprendizajes y con los de sus comparieros, mientras desarrollan
el trabajo auténomo y en equipo.

= Favorece la posibilidad de interrelacionar distintas materias o disciplinas
matematicas.

= Facilita la posibilidad de que alumno reflexione sobre su propio proceso de

pensamiento a fin de mejorarlo conscientemente.
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= El trabajo con las matematicas puede resultar atrayente, divertido, satisfactorio, y
creativo.
Como ya se adelanto, esta metodologia resulta mas rica cuando se realiza en pequefios
grupos de trabajo, ya que esto nos proporciona una serie de ventajas importantes:
= Permite observar distintas formas de enfrentarse a un mismo problema.
= El profesor puede actuar como moderador del grupo o como un observador
externo.
= El grupo proporciona apoyo y estimulo en una labor que de otra manera puede
parecer mas dificil o tediosa.
= Da la posibilidad de contrastar los progresos que el método es capaz de producir
en uno mismo y en otros.
» Proporcionard mayor conocimiento a la hora de desempefiar una tarea de
caracteristicas similares, conociendo mas herramientas que funcionan en

diferentes circunstancias y personas.

Por ultimo, se ven cual deben ser los papeles del profesor y de los alumnos en el
Aprendizaje Basado en Problemas y que dificultades debera afrontar el docente en el
desarrollo del mismo.

Tabla 9

Papel del docente en el ABP

Profesor

1. Da un papel protagonista al alumnado en la construccion de su aprendizaje.

2. Tiene que ser consciente de los logros que consiguen sus alumnos.

3. Esunguia, un tutor, un facilitador del aprendizaje que acude a los alumnos

cuando le necesitan y que les ofrece informacién cuando la necesitan.

4. El papel principal es ofrecer a los alumnos diversas oportunidades de

aprendizaje.

5. Ayuda a sus alumnos a que piensen criticamente orientando sus reflexiones y

formulando cuestiones importantes.

6. Realizar sesiones de tutoria con los alumnos.

Nota. Fuente: Servicio de Innovacion Educativa (2008)
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Por tanto, las dificultades a las que se enfrentara el docente al desarrollar este tipo de
aprendizaje podran ser de tres tipos:

= De tipo matematico. Deben percibir las implicaciones de los diferentes enfoques que
plantean los alumnos, darse cuenta si pueden ser validos y ofrecer alternativas.

= De tipo pedagogico. En su papel como guia del proceso de aprendizaje, debe decidir
cuando es adecuado que intervenga y cuando debe dejar al alumno reflexionar solo.

= De tipo personal. Se encontrard a menudo en la posicion de no saber dar respuesta a
todas las preguntas por lo que necesitara experiencia, confianza y autoestima.

Por Gltimo, veamos (Tabla 10) el papel de los alumnos en el Aprendizaje basado en Problemas.

Tabla 10

Papel del alumnado en el ABP

1. Asumir su responsabilidad ante el aprendizaje.

2. Trabajar con diferentes grupos gestionando los posibles conflictos que surjan.
3. Tener una actitud receptiva hacia el intercambio de ideas con los compafieros.
4. Compartir informacién y aprender de los demas

5. Ser autonomo en el aprendizaje (buscar informacion, contrastarla, comprenderla,

aplicarla, etc.) y saber pedir ayuda y orientacion cuando lo necesite.

6. Disponer de las estrategias necesarias para planificar, controlar y evaluar los pasos

que lleva a cabo en su aprendizaje.
Nota. Fuente: Servicio de Innovacion Educativa (2008)
Estos son los papeles que queremos que tengan alumno y profesor en el proceso de modelizacion
que pretendemos llevar a cabo en nuestra propuesta, donde el protagonista del aprendizaje sea el

propio alumno y el profesor limite su funcion, durante el desarrollo de la tarea, a facilitar el

aprendizaje de su alumnado.
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3 PROCESO DE MODELIZACION MATEMATICA EN SECUNDARIA

A lo largo del trabajo se ha puesto de manifiesto la importancia de incluir en el aula de
matematicas la modelizacion. Ahora, se necesita hacer un analisis de todos los componentes
que tienen lugar en un proceso de modelizacion en Educacion Secundaria y que se deberén
tener en cuenta, antes de planificar una propuesta didactica basada en este tipo de tareas.

En este apartado, se pueden diferenciar claramente tres partes. La primera parte, que esta
constituida por los dos primeros subapartados, tiene como objetivos esclarecer algunas de las
cuestiones que giran en torno a la modelizacion y el proceso de modelizacion, sobre todo,
enfocando estos a la Educacion Secundaria. Para ello, se reflexionard sobre qué son los
modelos matematicos, donde se pueden encontrar, como se pueden generar y como deben
gestionarse, poniendo de manifiesto diferentes conceptualizaciones de ambos términos,
exponiendo algunas de sus caracteristicas mas diferenciadas y analizando tres posibles ciclos
de modelizacién donde se distinguen los distintos estadios por los que pasa el proceso, asi

como los subprocesos empleados para pasar de uno a otro.

La segunda parte, que estd formada por los apartados tres y cuatro, tratara de definir la
competencia de modelizacion, distinguiendo esta en competencias cognitivas, competencias
afectivas y competencias metacognitivas, y analizando las subcompetencias de cada una de
ellas. Ademas, se expondra una clasificacién por niveles de competencia de modelizacion
basada en las habilidades cognitivas que adquieren los alumnos durante el proceso de

modelizacion.

La tercera y ultima parte, versara sobre el papel que adquiere el profesorado en el proceso de
modelizacion y se reflexionara sobre la necesidad de una formacién docente, que haga posible
que los avances a nivel tedrico sobre modelizacion matematica en la etapa de secundaria se

acaben implementando en el aula de manera generalizada.

3.1 Modelos y modelizacion matematica

La primera incdgnita a la que se debera dar respuesta consiste en buscar una definicion de lo
gue es un modelo matematico. Son muchas las definiciones de este término que se pueden
encontrar en la literatura matematica y, mas en concreto, en el &rea destinado a la

investigacion en modelizacion. A continuacién, se mostraran algunas de ellas:

47



= Un modelo es un esquema que describe un sistema de la vida real, y consiste en
elementos, relaciones, operaciones que describen como los elementos interaccionan
y patrones o reglas que se aplican a las relaciones u operaciones precedentes. Se
centra en las caracteristicas estructurales subyacentes del sistema de la vida real que
describe. (Lesh, 1998, p.362)

= Por otra parte, Biembengut & Hein (2004) definen un modelo matematico como:
“un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que representa, de alguna
manera, el fenémeno en cuestion. EI modelo permite no s6lo obtener una solucion

particular, sino también servir de soporte para otras aplicaciones o teorias” (p.3).

= El Ministerio de Educacion Nacional de Colombia da otra definiciéon de modelo que
se centra en la familiarizacion y descripcion de un problema real: Un modelo puede
entenderse como un sistema figurativo mental, grafico o tridimensional que
reproduce o representa la realidad en forma esquematica para hacerla mas
comprensible. Es una construccion o artefacto material o mental, un sistema o
estructura que puede usarse como referencia para lo que se trata de comprender; una
imagen analdgica gque permite volver cercana y concreta una idea o concepto para

su apropiacién y manejo. (Villa-Ochoa, 2010, p.1444)

= Por dltimo, se atiende a la definicion de modelo que se propone en el primer borrador
del marco de referencia de PISA 2021: “Los modelos son simplificaciones de la
realidad que fundamentan ciertas caracteristicas de un fendmeno mientras se

aproximan o ignoran otras caracteristicas” (Schleicher, 2018, p.19).

A partir de estas cuatro definiciones se construye la definicién de modelo matematico que se
usara en nuestra propuesta. Un modelo matematico es un sistema de la vida real que se
describe a partir de un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que simplifican el
fenémeno real, ignorando algunas de sus caracteristicas para hacerlo mas comprensible,

cercano y concreto para su apropiacién y manejo.

Por tanto, atendiendo a esta definicion los modelos matematicos se pueden encontrar en
multitud de situaciones de la vida real, pero ;cémo generarlos? Es aqui donde nace el
sustantivo modelizacion, que hace referencia, precisamente, al proceso que se debe llevar a

cabo para obtener o generar un modelo.
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El proceso de modelizacion matematica, al igual que sucede con la resolucion de problemas,
se puede concebir desde diferentes opticas:

= “Motivacién, desarrollo e ilustracién de la importancia de ciertos contenidos

matematicos” (Chinnappan, 2010).

= “Un entorno de aprendizaje donde se invita a los estudiantes a investigar mediante

matematicas, situaciones que surgen en otras areas de conocimiento” Barbosa

(Doosti & Ashtiani, 2005, p.5).

En particular, en este trabajo se interpreta la modelizacion como una préactica de ensefianza
que relaciona el mundo real y la matematica, la cual ademas de motivar el proceso de
aprendizaje y ayudar a los alumnos a construir conceptos matematicos relevantes, conforma
un conocimiento por si misma. De tal manera que la modelizacién no solo es un medio
idéneo para trabajar contenidos matematicos de forma activa y con actitud critica, sino que
se percibe como un contenido propio que curricularmente queda expuesto en el bloque de
Procesos, métodos y actitudes en matematicas (Apartado 2.1.3.), y en el que se encuentran
ademas todos los procesos que intervienen en el proceso de modelizacion y que veremos con

detalle en la siguiente seccion.

La idea de usar la modelizacion matematica como método de ensefianza de las matematicas
surgié a mediados de los afios setenta por Barreto. Y naci6 vinculada al trabajo de proyectos
en grupos pequefos y a la resolucion de problemas. Actualmente, un proceso de aprendizaje
basado en la modelizacion se puede implementar desde edades muy tempranas, en Educacién
Primaria, hasta niveles educativos superiores, como son los universitarios. En definitiva, “el
papel que asume el alumno en el proceso es similar al que vive un matematico en el desarrollo
de una investigacién, con la salvedad de que el nivel de los conocimientos con los que trabaja

es menor” (Romero, 2011, p.46).

En este trabajo se centrara su uso en Educacién Secundaria Obligatoria, y se perseguird, entre
otros, que el alumno una vez termine esta etapa sea capaz de matematizar las situaciones o
problemas cotidianos que se pueda encontrar en su dia a dia, ayudandolos a desarrollar su
gusto por las matematicas descubriéndolas no imponiéndoselas. Biembegut & Hein (2004)
consideran que la modelizacién en el aula provoca que: el aprendizaje se vuelva mas rico,
considerando que el alumno no sélo aprende matematica inserta en el contexto de otra area
de conocimiento, sino que también despierta su sentido critico y creativo, (...) y es capaz de

llevar al alumno a construir conocimientos que tienen significado o sentido para él. (p.107)
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Ademas, parece propio citar, a modo de justificacion de la importancia de llevar la
modelizacion al aula, alguna de las reflexiones que realiza Miguel de Guzmén (en
concordancia con las nuestras) sobre la modelizacion y sus aplicaciones en la educacion

matematica:

Existe en la actualidad una fuerte corriente en educacién matematica que sostiene con fuerza
la necesidad de que el aprendizaje de las matematicas no se realice explorando las
construcciones matematicas en si mismas, (...) sino en continuo contacto con las situaciones
del mundo real que les dieron y les siguen dando su motivacion y vitalidad. (...) Parece obvio
que si nos limitaramos en nuestra educacion a una mera presentacion de los resultados (...)
dejando a un lado sus origenes en los problemas que la realidad presenta y sus aplicaciones
para resolver tales problemas, estariamos ocultando una parte muy interesante y sustancial de
lo que la matematica verdaderamente es. A parte de que estariamos con ello prescindiendo del
gran poder motivador que la modelizacion y las aplicaciones poseen. (Guzman, 1994, p.19)

Para poder implementar la modelizacion, lo primero que debemos tener en cuenta es cuales
son los puntos por los que debemos pasar y cuéles seran los procesos que intervienen en ella.
Estos esquemas se conocen como ciclos de modelizacién y han sido objeto de muchos
estudios, dejandonos diferentes propuestas con una intencién comun: describir de forma

ordenada las fases diferenciadas que constituyen el proceso de modelizacién matematica.

3.2 Ciclo de modelizacion matematica

Existe una gran variedad de ciclos de modelizacién que intentan describir el proceso de
modelizacion desglosandolo en diversos subprocesos que intervienen en el proceso.
Nosotros mostraremos los disefiados por Pollak (1979) (Figura 3), por Galbraith, Stillman,
Brown & Edwards (2007) (Figura 4) y el de Blum & Leif (2007) (Figura 5) ya que son

algunos de los referentes a nivel internacional en modelizacion.

El primero de estos ciclos de modelizacion fue elaborado en 1979 por Pollak (Figura 3). En
él podemos distinguir entre dominio matematico y el resto del mundo. Segin expone
Aymerich (2016), Pollak considera problemas con contexto real e introduce la idea de
diferenciar la situacion problematica en su propio entorno del producto matematico

elaborado para dar respuesta a los interrogantes del problema.
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Figura 3. Ciclo de modelizacién. (Pollak, 1979)

Por otra parte, los ciclos de Galbraith, Stillman, Brown & Edwards (2007) (Figura 4) y el de
Blum & Leif (2007) (Figura 5) parten de un problema o situacion real y describen de manera

mas detallada la relacion que se crea entre este y el problema matematico en el que deriva.

En ciclo de Galbraith y colegas (Figura 4) se distinguen siete subprocesos. Primero se
presenta una situacién del mundo real que mediante la comprensién, estructuracion,
simplificacion e interpretacion del contexto pasard a convertirse en el planteamiento de un
problema del mundo real. A su vez, mediante la formulacién y la matematizacion este se
convierte en un modelo matematico del que obtendremos su solucién matematica trabajando
en él con herramientas matematicas. A continuacion, se interpreta esta solucion matematica
consiguiendo asi una solucion del problema real, que se debera comparar, criticar y validar,
hasta aceptar la solucion, en cuyo caso solo quedara elaborar un informe justificando todo el
proceso, o si la solucion no es valida se tendra que revisar todo el proceso de modelizacidn
hasta que se encuentre el fallo y se pueda dar una solucién a la situacién real (si es que esta

existe).

A, Messy real | i Keal 2 . Mathewmarical model 3 0. Mathewmorical
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situefion probier
stalomeni
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. Understanding, structuring, simplifying, interpreting context
Assuming, formulsting, mathematising

. Working mathematically
Interpreting mathematical cutput

. Comparing, critiquing, validating
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Revisiting the modelling process (if model is decmed unsatisfoctoryl
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Figura 4. Ciclo de modelizacion. (Galbraith, Stillman, Brown & Edwards, 2007)
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Por su parte, en el ciclo de Blum & Leip (Figura 5) también se pueden distinguir siete fases
y es bastante similar al anterior ciclo que se acaba de presentar. Se parte de la situacion real
que mediante la comprension pasa a ser un modelo de situacion que al simplificarlo y
estructurarlo se transforma en un modelo real. Ahora, matematizando este se transforma en
un modelo matematico sobre el que se trabaja con herramientas matematicas y se obtendran
unos resultados matematicos que mediante la interpretacion podremos considerarlos
resultados reales. Estos resultados se validaran es el modelo de situacion propuesto y se

trasladard a la situacion real inicial.

I

model sirmplifiying’

real mathe- 1 understanding
mad}} . matical the task

—,— . . structunn

Lie 227 situation 3 malhemaﬁzmg
real- 7 4 4 working
situation = mathematically
thematical 5 interpretation
real 5 results & wvalidation
results 7 presenting
Reality Mathematics

Figura 5. Ciclo de modelizacion. (Blum & Leif,2007)

Este Gltimo ciclo sera el que tome de referencia la propuesta didactica ya que se considera
que describe de manera bastante precisa todos los estadios y procesos por los que el alumno
debera pasar para realizar de manera adecuada las tareas de modelizacién que proponen en

dicha propuesta.

3.3 Competencias de modelizacion matematica

En el marco normativo de este trabajo se ha destacado la importancia que en la actualidad
tiene la adquisicién de competencias en la educacion. Por ello, se necesitara analizar las
competencias que trabajaran los alumnos cuando se enfrentamos a situaciones de

modelizacion matematica, como las que se ofrecen en esta propuesta.

Muchas de las competencias que se trabajan en los procesos de modelizacion ya estan
incluidas en la propia definicion que da la OCDE de competencia matematica. Basta recordar
que en ella incluian la idea de formar ciudadanos reflexivos que usan el razonamiento

matematico para explicar fenémenos y son capaces de reconocer el papel de las matematicas
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en el mundo real. Desde este punto de vista, se puede decir, que la OCDE y, mas en concreto,
PISA orienta la matematica al aprender a aprender que centraliza el proceso de modelizacion.

Otras de las ventajas que ofrece el proceso de modelizacion en el aula es que ayuda a
comprender como los alumnos razonan y como se desarrolla su aprendizaje. Siguiendo los
pasos de Biccard (2010) se diferencian las competencias modelizadoras en tres grupos:

competencias cognitivas, competencias afectivas y competencias metacognitivas.

= Competencias cognitivas. Son aquellas que ocurren en cada uno de los puntos del ciclo
de modelizacion. Por tanto, tomando como ciclo de modelizacion el expuesto por Blum
& Laif (2007) las competencias cognitivas se diferencian en una lista de siete
subcompetencias que sirven para conocer el progreso de los alumnos durante el ciclo de

modelizacion. Estas subcompetencias son las siguientes:

a. Comprension. Entendida como la capacidad de conocer la naturaleza de algo o
asumir la informacion que esta implicita. Solo se puede dar en relacién a un contexto

0 experiencia.

b. Simplificacién. Sirve para ayudar a los estudiantes a determinar que informacion es

relevante y cual no, y asi poder hacer mas facil el tratamiento del problema.

c. Matematizacion. Consiste en la traduccion del problema del mundo real en un
problema matematico. Para ello, Mousoulides (Biccard, 2010) sostiene que: “los
estudiantes deben identificar las variables y relaciones dentro del mundo matematico
con variables y relaciones de condiciones y suposiciones anteriores” (p.70).
Ademas, como expone Treffers (Biccard, 2010): “los alumnos no saben matematizar
directamente, necesitan que se den una serie de factores: realidad personal,

conocimiento matematico y contextualizacion del problema” (p.71).

d. Trabajar matematicamente. Se refiere a la seleccion, aplicacion y uso de las

matematicas escogidas para resolver el problema.

e. Interpretar. Segun Borromeo Ferri (Biccard, 2010): “la interpretacién hace
referencia a la transicion de los resultados matematicos a los resultados reales, y
confirma que a menudo los estudiantes realizan este proceso de manera

inconsciente” (p.72).
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f. Validar. Hace referencia no solo la verificacion del resultado sino también a la
validacion del modelo para poder posteriormente generalizarlo a otras situaciones
de la vida cotidiana.

g. Presentar. “Esta competencia implica la comunicacion, el intercambio de ideas,
informacidn e instrucciones sobre el modelo matematico” (Biccard, 2010, p.73). Los
alumnos tienen que ser capaces de justificar su modelo, asi como cada una de las

fases que han experimentado en su proyecto.

= Competencias afectivas. Las competencias afectivas que se trabajan en la modelizacién
tienen que ver con las creencias sobre las matematicas, la naturaleza de las tareas, como

resolver problemas y el valor de las matematicas en la resolucién de un problema real.

Por otra parte, una buena propuesta y gestion de la modelizacion en el aula puede ayudar
a aumentar el interés y la motivacion de los alumnos por las matematicas, pero asi
mismo, estos constituiran un factor decisivo en el éxito del proceso de modelizacion.

McLeod (1992) afirma que: “las emociones del alumno juegan un papel importante en

el proceso de modelizacidn” (p.578), y diferencia tres aspectos a tener en cuenta:

o Los estudiantes tienen ciertas creencias sobre las matematicas, sobre como se deben
ensefiar, sobre el contexto social en el que tiene lugar el aprendizaje matematico, y
sobre la propia naturaleza de las matematicas. Por ello, en ocasiones se sentiran
reticentes a experimentar nuevos estilos de aprendizaje e incluso se les hara dificil
comprender que estadn realmente estan aprendiendo con un método que dista del
habitual.

De hecho, Schoenfeld (1992, p.69) sefiala algunas de las tipicas creencias de los
estudiantes acerca de la naturaleza de las matematicas y que nosotros recogemos en
la Tabla 11.

Tabla 11

Creencias de los alumnos acerca de la naturaleza de las matematicas

Creencias de los alumnos acerca de la naturaleza de las matematicas

Los problemas matematicos tienen una sola solucion correcta.
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Solo existe un camino para llegar a la solucién de un problema

matematico.

Las matematicas no se pueden comprender, solo se deben memorizar los

pasos a seguir de manera mecanica.
Solo se puede estudiar matematicas de forma individual.

Los alumnos que comprenden las matematicas son capaces de resolver

cualquier problema sin mucho esfuerzo en cinco minutos o menos.

Las matematicas que se ensefian en el instituto no tienen nada que ver con

el mundo real.

Las demostraciones formales son irrelevantes para los procesos de

descubrimiento o invencion.

Nota. Fuente: Schoenfeld (1992, p.69)

o Las interrupciones y los blogueos son una parte inevitable del aprendizaje de las
matematicas y los estudiantes experimentaran emociones positivas y negativas, mas

notablemente con aquellas tareas que resulten una novedad para ellos.

o Los estudiantes desarrollaran una actitud positiva o negativa basada en la repeticion
de ciertas respuestas emocionales. Como ya se ha comentado anteriormente, ante el
fracaso continuado los estudiantes pierden la motivacion por aprender, y de manera
analoga, ante experiencias de éxito repetitivas los estudiantes ganaran en autoestima

y confianza.

McLeod prevé que, como el alumnado trabajara en grupos y necesitara de matematicas basicas
en la modelizacidn, los bloqueos que surjan se superaran, encontrando una respuesta emocional

positiva que producira a su vez una actitud mas positiva de los alumnos hacia las matematicas.

Sobre la relacién de la motivacion y la modelizacion hablan muchos autores, entre ellos Zibiek
& Conner (Biccard, 2010, p.76) proponen que la modelacion se apoya en tres tipos diferentes

de motivacion:

o Por un lado, los alumnos se sentiran mas atraidos hacia las matematicas al ver la

asociacion que tienen estas con el mundo real. De lo que se puede deducir la
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importancia de proponer situaciones reales de entornos que resulten conocidos e
interesantes para el alumno.

o Por otro lado, perciben directamente la aplicabilidad de las matematicas al concebirlas
como una herramienta Gtil en la solucidn de problemas complejos reales.

o Por ultimo, la propia motivacion por aprender nuevas matematicas que necesita para

resolver ciertas tareas concretas.

Esta motivacion impulsa aun mas el desarrollo de las competencias cognitivas en la

modelizacion.

Competencias metacognitivas.

El término metacognicion ha adoptado muchas definiciones a lo largo de su historia. En
nuestro contexto, aceptaremos como valida la definicion de Flavell (Schoenfeld, 1992,
p.38), que entiende la metacognicion como el conocimiento que tiene uno mismo sobre su
propio conocimiento cognitivo cualquier cosa relacionada con el mismo. Es por ello que
el contexto y el entorno de trabajo tendran un fuerte peso en las competencias

metacognitivas.

Tomando como referencia esta concepcion, y conscientes de los muchos aspectos que se
pueden tener en cuenta en la metacognicion, nosotros destacamos como competencias
metacognitivas mas importantes a tener en cuenta: el uso informal del conocimiento, la
planificacién y monitorizacion, y lo que se conoce como el sentido de la direccion (“sense

of direction™).

o Uso informal del conocimiento. Segin Mousoulides (2007, p.39) el uso de los
estudiantes de su conocimiento informal sobre los diferentes contextos que pueden
encontrarse es una de las competencias que se trabajan en los procesos de
modelizacion. Por tanto, la orientacion en tareas de modelizacién dependera en gran
medida de los contextos en las que estas estén situadas, de manera que, si las tareas
se disefian adecuadamente, usando contextos que resulten familiares a los alumnos,

estos podran orientarse en ellas mas rapidamente.

o Planificacion y monitorizacion. Estos dos aspectos tienen una gran importancia en
cualquier tarea profesional o académica, y mas notablemente en las tareas de
modelizacion (Lesh, 1988, p.54).

Una buena planificacién inicial puede evitar mayor trabajo en medio del proceso de

modelizacion, ya que de haber planificado mal en un inicio, se llevaran a cabo todas
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las fases del proceso de modelizacion hasta que se encuentre un fallo y se tenga la
necesidad de volver al principio y revisar el modelo propuesto. Ademas de una buena
planificacion inicial, serA muy importante una capacidad de adaptacion o ajuste
durante el desarrollo del proceso. Los estudiantes que estén muy ligados a un entorno
de aprendizaje tradicional tendran mas problemas a la hora de desarrollar su

capacidad de ajuste.

De esta manera, los estudiantes que planifiquen y sepan ajustarse mejor a cada
situacion podran sentir que tienen el control sobre el proceso. Estas capacidades se
ven fortalecidas cuando las tareas de modelizacion se llevan a cabo en pequefios
grupos de trabajo ya que todos los miembros podran discutir los diferentes puntos de
vista y pensamientos como individuos y como grupo y sera una muy buena base para

que los estudiantes desarrollen sus propias habilidades cognitivas.

Sentido de la direccién. Segun Treilibs (1980, p.52) el sentido de la direccién se
entiende como la capacidad de prever la estructura subyacente del método de
solucidn, incluyendo también bajo esta denominacién la capacidad de los estudiantes

para detener el proceso de modelado para validar su trabajo.

3.4 Niveles de competencia de modelizacion

Para distinguir los niveles de competencia de modelizacion recurriremos a las habilidades

cognitivas, bases tedricas e investigaciones empiricas que considera Henning (2007), segun

el cual en el desarrollo de la competencia de modelizacion se pueden diferenciar tres niveles

y cada uno de ellos se caracteriza por una serie de habilidades que posee el alumno que se

encuentra en dicho nivel.

Nivel 1: Reconocer y entender el modelado.
Este nivel se caracteriza por:
o Reconocer y describir procesos de modelizacion.

o Caracterizar, distinguir y localizar las fases del proceso de modelizacion.

Nivel 2: Modelado independiente

Este nivel se caracteriza por:
o Analizar y estructurar problemas y abstraer cantidades.
o Adoptar diferentes perspectivas.

o Configurar modelos matematicos.
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o Trabajar con modelos.
o Interpretar resultados y describir modelos.
o Validar modelos y su entero proceso.

= Nivel 3: Meta-reflexion sobre modelado
Este nivel se caracteriza por:
o Analizar criticamente el modelado.
o Definir los criterios de evaluacion del modelo.
o Reflexionar sobre la causa del modelado.

o Reflexionar sobre la aplicacion de las matematicas.

En resumen, en el primer nivel los alumnos deberian ser capaces de reconocer y entender los
métodos empleados en el proceso de modelado. En el segundo nivel, son capaces de resolver
los problemas de manera independiente, de forma que los alumnos deberian ser capaces de
adaptar o crear nuevos modelos a partir de los conocidos, para las diferentes situaciones
problematicas que se les presenten. Y, por Gltimo, el tercer nivel, requiere de una reflexion
que solo podra ser alcanzada por aquellos alumnos que se hayan familiarizado perfectamente
con el proceso de modelado y sean capaces de juzgar criticamente el proceso desarrollado y

la utilidad que tiene el mismo en el mundo real.

En esta propuesta, en principio, no se espera que los alumnos alcancen el nivel 3 ya que se
considera de dificil acceso para alumnos gque no tienen mucha experiencia en procesos de

modelado.

3.5 Papel del docente

A lo largo de este trabajo se ha justificado desde diferentes perspectivas el valor que tienen
las actividades de modelizacion, fundamentalmente en el desarrollo de la competencia
matematica, pero (como se vera mas adelante) también en el del resto de las competencias
claves. También se han citado algunas de las numerosas investigaciones o programas que se

han llevado a cabo para contribuir al desarrollo de la modelizacion.

Sin embargo, actualmente sigue existiendo una gran brecha entre el avance teérico de la
modelizacion y su implementacién en el aula. Entre las razones de la existencia de esta brecha
se encuentra la falta de formacion docente. Es por ello que en este apartado, por un lado, se
citaran algunas de las dificultades a las que se enfrentan los profesores de matematicas al

iniciar actividades de modelizacion, y por otro, se proporcionarén algunas de las pautas que
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deberd seguir un docente para incorporar y gestionar el modelado en sus clases de
matematicas. No se pretende, en ninglin caso, convertir este espacio en una guia exhaustiva
de como debe comportarse el profesor en el aula, primero de todo, porque la primera de las
habilidades que debe tener un profesor y, mas concretamente, de matematicas, es el ser
flexible y saber adaptarse a cada situacion concreta, ya que su papel como profesor puede
distar mucho de la propuesta de unas situaciones problematicas a otras.

A nivel curricular, ya son muchos los planes de estudio del master en profesor de ensefianza
secundaria con especialidad en matematicas que incorporan asignaturas sobre modelizacién,
como es el caso de la Universidad de Valladolid que cuenta con una optativa llamada
Modelos Matematicos en Educacion Secundaria y que puede servir de complemento a

aquellos que en su formacidn de grado no se han familiarizado con los modelos matematicos.

Sin embargo, actualmente, una de las dificultades principales que se encuentran muchos
docentes estan relacionadas con la falta de conocimientos propios sobre los procesos de
modelizacion, tanto a la hora de plantear aquellos que resultan mas beneficiosos para los
alumnos en cada situacion, como para su propia formulacion matematica de ciertas

situaciones problematicas reales o en la gestidn del aula de este tipo de tareas.

“La elaboracién de un modelo matematico requiere, por parte del modelador, conocimientos
tanto matematicos como no matematicos. Ademas de una buena dosis de intuicion y
creatividad para interpretar el contexto y discernir cuales son las variables involucradas”
(Biembengut & Hein, 2004, p.106).

Todo docente debe estar abierto a la innovacién y al cambio, y lo primero que debe tener
claro, es que para desarrollar este tipo de actividades se necesitara dedicar mucho tiempo y
esfuerzo en su adecuada planificacion y, posteriormente, se debe organizar y estructurar con
cuidado la gestion de éstas en el aula, ya que algunas de las caracteristicas propias de las
actividades de modelacion resultan incompatibles con las précticas en el aula mas

tradicionales.

Una de estas caracteristicas es que no tienen una Unica solucién valida, ni mucho menos un
Gnico razonamiento posible para llegar a ella. De tal manera que el aprendizaje debe centrar
su protagonismo en el alumno, y el profesor deberé solo guiarlo e incentivarlo para que sea
él el que encuentre el camino o el razonamiento a seguir, y la solucion o soluciones a las que
llega a través de éste. El objetivo que se debe perseguir es que el alumno haga un proceso de

reflexion, se enfrente al problema y lo resuelva de manera razonada.

59



Si el profesor percibe un bloqueo, por parte del alumno que le impide continuar
razonadamente con el proceso, deberd intentar reconducir su razonamiento sin imponer su
solucion, ya que de imponerla estaria quitando el papel protagonista al alumno y situdndolo
en su tradicional papel pasivo, y una vez el alumno adopta el papel pasivo y receptivo es
dificil que, dentro de aquella misma actividad, vuelva a tomar el papel protagonista.

Para saber cdmo debe actuar el profesor sin quitar el papel protagonista del proceso al alumno
Sol (2013) establece que se debe encontrar el punto de equilibrio entre la minima guia del
profesorado y la maxima autonomia del alumnado, y la mejor forma de ayudarlo
indirectamente es mediante preguntas al alumno sobre su propio proceso del tipo:

= ;Estas seguro de lo que haces?

= ;Has pensado en probar...?

= ;Quées lo que desconoces?

= ;Qué vas a hacer ahora?

= Este resultado se ajusta a tu situacion?

= ;Reconoces algun patrén?

Por otra parte, como explican Gallart, Garcia.Raffi & Ferrando (2019): “El debate, entendido
como la confrontacion argumentada de diversas estrategias de resolucion para una misma

tarea, juega un papel principal en el desarrollo de la actividad modelizadora” (p.79).

Por ello, el profesor debe conocer el papel gque debe asumir en él (Tabla 12), motivo por el
cudl, se debe diferenciar entre el “debate intragrupo”, que lo definen como el que se produce
entre los miembros del grupo cuando exponen, consensuan o reflexionan sobre su proceso
de resolucion; y el “debate intergrupo”, que se produce con alumnos de otros grupos que han
realizado, de forma independiente, la misma tarea, con el fin de intercambiar ideas y

contrastar soluciones y estrategias.

Tabla 12

Papel del profesor durante una actividad de modelizacion

Papel del profesor Objetivoe Momento Desencadenante

Ohservador Documentar e estedo actual del  Debate intregropo Iniciative del profesor.
proceso  de resolucidn de os
alumnos.

Gestor de recursos Proporcionar nuevas vies de re- Debate intregrupo Demands directa de los
solucidn. Ayuwdar & contrar al plumnos o inicistiva del
problema. profesor.

Aspanr Aconsajar ¥y resolver dudas. Debate intragrupo Demands directa de los

alumnoa.

Moderacdor Moderar y conducir el debate. Debate intergrupo Iniciative del profesor.

Experto Emitir juicios. Completar la in-  Debate intergrupo Demands directa de los
formacitn. Comparar los mode- slimnos o inicistiva del
los. Formelizer ol conocimisnto. profesor.

Nota. Fuente: Gallart, Garcia-Raffi & Ferrando (2019, p.79)
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Por ultimo, hay que poner de manifiesto, el creciente aumento de organismos, revistas y
convenciones que tienen por objeto, no solo procurar mas avances a nivel tedrico sobre la
modelizacion en secundaria, sino también proveer materiales, técnicas y consejos al
profesorado para facilitar su implementacion en el aula. Ademas, existen encuentros que
sirven de espacio para la discusién y el intercambio de experiencias entre profesores que
pueden contribuir a la mejora progresiva del desarrollo de estas actividades en el aula, y

como formacion para aquellos que se quieran comenzar a modelizar en el aula.

De entre ellas destaca, por su importancia internacional, el International Community of
Teachers of Modelling and Applications (ICTMA) que es un grupo de trabajo perteneciente
al Comité Internacional de Educacion Matematica (ICMI) y realiza conferencias bianuales
por todo el mundo con el objetivo de compartir investigaciones y experiencias del area de la

modelacion matematica a todos los niveles.

A nivel nacional, también existen diferentes formatos para promover la formacion docente
en diversos temas, de hecho, en la X Escuela de Educacion Matematica Miguel de Guzman
(organizada por la RSME y la FESPM) celebrada en julio de 2018 en la Facultad de Ciencias
de la Universidad de la Laguna el tema principal era “La resolucion de problemas como parte
esencial del quehacer matematico” e iba dirigida a profesores de todos los niveles educativos.
Ademas, desde 2005 en Esparia se celebran las Jornadas de Modelizacion Matematica que,
tras un paron de cinco afios hasta su segunda edicion en 2010, las Jornadas pasaron a ser
bianuales, celebrandose en 2018 las VI Jornadas de Modelizacién Matematica en Valencia.
Estas jornadas estan dirigidas tanto a investigadores como a docentes que quieran formarse

en la modelizacion matematica.

Por otra parte, entre la inmensa cantidad de articulos cientificos que existen sobre
modelizacion, vinculada a las Jornadas que se acabamos de citar, se encuentra la revista
Modelling in Science Education and Learning (MSEL), que es una revista cientifica espafiola
de acceso abierto dedicada al uso de modelos en ciencias de la educacién con una especial
atencién a los modelos de caracter matematico, y en ella se pueden encontrar muchas
experiencias de aula con materiales disponibles para su uso y los analisis de los
comportamientos de los alumnos ante tales tareas, asi como propuestas de mejora para

posibles implementaciones futuras.
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4 PROPUESTA DIDACTICA

4.1 Introducciéon

En esta propuesta didactica se pretende ofrecer algunos ejemplos de tareas contextualizadas
motivadoras con las que poder llevar al aula el proceso de modelizacion, y contribuir al
desarrollo de la competencia matematica y, mas concretamente, a las competencias de
modelizacion matematica descritas en el Apartado 3.3. Estas tareas deben responder al marco
competencial y de evaluacion que establece PISA (Apartado 2.2) y se trabajaran mediante
metodologias de aprendizaje cooperativo y aprendizaje basado en problemas (Apartado
2.4.3). Junto con cada una de estas tareas podemos encontrar, entre otros, los objetivos
concretos que se persiguen con cada una de ellas, las posibles dificultades que a priori
podrian encontrar los alumnos cuando se enfrenten a ellas, el nivel de dificultad al que
pertenece de los que se distinguen en PISA, posibles razonamientos validos a seguir y el
tiempo estimado en su realizacion por los grupos. Ademas, los papeles que adoptan alumno
y profesor en ellas se ajustaran a los mencionados en apartados anteriores. Por tanto, esta
propuesta constituye una pequefia guia para los docentes que gquieran comenzar a

implementar la modelizacién en el aula de matematicas.

Las tareas que se pueden encontrar en esta propuesta didactica son situaciones de
modelizacion matematica, enfocadas para alumnos de 4°ESO de matematicas académicas.
Esta coleccion de tareas consta de dos partes atendiendo a su propia estructura y el objetivo
de su implementacién. La primera parte estd compuesta por actividades originales de corta
duracién (de 10-30 min), inspiradas en los items liberados de PISA y en los problemas
basados en situaciones (LEMA), que estan disefiadas con la idea de que se puedan incluir en
la dinamica del curso escolar cuando el profesor considere mas adecuado, y sirvan como
primer contacto de los alumnos con las tareas de modelizacion. Por otro lado, se presenta un
proyecto original, inspirado en el trabajo realizado por Gallart & Garcia- Raffi (2013), que
esta planificado para llevar a cabo en dos o tres semanas, y gque se considera adecuado
implementarlo en el aula después de que el alumnado haya tenido alguna experiencia previa
anterior con tareas de modelizacion, como la que ha podido suponer la realizacion de

actividades del tipo a las que presentaremos en la primera parte.

Es importante resaltar que estas tareas no suponen un contenido a mayores del ya establecido
para 4°ESO, razon por la cual, lo que se ofrece en este trabajo es una propuesta didactica y
no una unidad didactica con sesiones propias. Las tareas de modelizacion servirdn para

fortalecer el curriculo, fomentando el trabajo de competencias, de tal manera que las
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actividades aqui propuestas se integrarian en las unidades didacticas a las que perteneciese
su area de conocimiento, y se combinarian con actividades de otro tipo propuestas para esa
unidad. Por su parte, el proyecto no forma parte de ninguna unidad didactica en si, pero
trabaja aspectos de muchas de ellas, ademéas de ser un muy buen exponente del contenido
que queda recogido en el curriculo en el bloque 1 de Procesos, contextos y aspectos

matematicos.

4.2 Contribucién a las competencias basicas

En este apartado se citaran las siete competencias basicas que se establecen en el Real Decreto
1105/2014 y que se van a trabajar mediante las tareas de modelizacion que se han disefiado

en la propuesta didactica que se ofrece en este trabajo.

= Competencia linguistica. La expresion escrita y oral seran trabajadas continuamente
mediante la formulacidn, expresion y confronto de ideas que se deben llevar a cabo para
la realizacion que actividades y proyecto. Ademas, la comprensién oral serd base para

llegar a entendimientos en los debates intragrupo e intergrupo.

= Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia. Ademas de
utilizar herramientas matematicas en la resolucion de los problemas planteados
matematicamente, a través de estas tareas de modelizacion se esta favoreciendo el uso de
distintas formas de pensamiento matematico, de tal manera que forman parte del propio
aprendizaje todos los procesos involucrados en el ciclo de modelizacion, con el fin de
conseguir interpretar y describir la realidad y poder actuar sobre ella. En definitiva, se
desarrolla la competencia matematica mediante el trabajo de las competencias de

modelizacion.

=  Competencia digital. Por un lado, se necesitara recurrir a los recursos digitales para la
recogida y tratamiento de la informacion necesaria en el proyecto de investigacion. Por
otro lado, en la coleccion de actividades se ha indicado aquellas en las que resultaria
interesante mostrar a los alumnos como se podria usar GeoGebra y de qué manera este

recurso grafico nos simplificaria el trabajo.
= Aprender a aprender. Con este tipo de tareas se favorece que el alumno vaya tomando

conciencia de todos aquellos factores que afectan a su aprendizaje. Ademas, lo primero

que aprenden es el qué deben hacer, como deben planificar el desarrollo de la tarea y
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comprender que el uso de simplificaciones puede resultar Gtil cuando tengan que
enfrentarse a situaciones problematicas. Una vez que avanzan en el desarrollo pueden
enfrentarse a situaciones en las que deben reflexionar sobre qué deben cambiar si han
llegado a una solucion que no se puede ser aceptada en el problema de la situacion real,
por qué ocurre esto, qué han aprendido del error cometido, etc.

Competencias sociales y civicas. En la propuesta planteada se ha apostado por un
aprendizaje cooperativo en pequefios grupos de trabajo, donde deberan debatir acerca de
diferentes razonamientos y opiniones, y tendran por tanto aprender a argumentar sus
ideas, escuchar las de los demas, y en definitiva aprender a trabajar en grupo. Ademas, se
procura el desarrollo en el alumno de la reflexion critica y la capacidad de juzgar por si
mismo la informacion (un ejemplo claro lo constituye la “Actividad 5: La critica de
Netflix” donde a partir de unos mismos datos se pueden obtener conclusiones muy

distintas).

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. El alumno adopta el papel protagonista
en el proceso de aprendizaje, ya que es él el que tiene la responsabilidad de planificar las
estrategias a seguir y encargarse de la toma de decisiones, promoviendo asi en €l actitudes

como la autonomia, la creatividad o la autocritica.

Conciencia y expresiones culturales. Esta competencia se trabaja mediante algunos de
los contextos que hemos elegido para situar nuestras tareas de modelizacidon de esta

propuesta didactica.

4.3 Objetivos generales

Los objetivos que se pretenden alcanzar con esta propuesta de tareas de modelizacion son:

Favorecer el aumento del interés por las matematicas y la motivacién hacia las mismas,
mediante el disefio de tareas de modelizacién que respondan al marco competencia y de
evaluacion de PISA y contribuyan al desarrollo de la competencia matematica.

Favorecer el desarrollo de las competencias inmersas en el proceso de modelizacion,
tales como, la comprension de enunciados reales (que a su vez trabaja la competencia
linguistica), la simplificacion de un problema en problemas méas sencillos para hacer
posible su abordaje, la matematizacién o transformacién de los problemas reales en

problemas formulados matematicamente, el trabajar matematicamente en la resolucion
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de estos problemas y la interpretacion, validacion y presentacion de los resultados
obtenidos.

= Ofrecer al alumno la posibilidad de observar, mediante ejemplos reales, la aplicacion
practica de las matematicas.

= Crear situaciones que propicien el error del alumno y su aprendizaje derivado a este.

= Ofrecer situaciones de aprendizaje en las que el alumno se ve en la obligacion de tomar
decisiones, potenciando asi la competencia de sentido de la iniciativa y espiritu
emprendedor.

= Fomentar el aprendizaje cooperativo y el aprendizaje basado en problemas, ayudando
asi al desarrollo de las competencias sociales y civicas.

= Favorecer el aprendizaje significativo y la competencia de aprender a aprender.

Todos estos objetivos pretenden ir en las lineas de trabajo marcadas por la Comision
Europea, la OCDE, y las legislaciones nacionales y regionales, como hemos comentado en

el Apartado 2.

Ademas de estos objetivos generales, tanto en cada una de las actividades como en el
proyecto propuesto, se especificaran los objetivos concretos que pretendemos alcanzar con

cada una de estas tareas.

4.4 Metodologia

Para poder justificar metodoldgicamente esta propuesta se debera tener en cuenta gran parte

de la fundamentacion tedrica que se ha ido exponiendo en este trabajo.

Por una parte, tanto en las actividades como en el proyecto, como metodologias base se usara
el aprendizaje basado en problemas junto con el aprendizaje cooperativo (grupos de 3-4
personas), ya que cuando se trabaja el ABP en pequefios grupos, hemos visto que sus ventajas
aumentan considerablemente (facilitan la superacion de bloqueos, aumento de la motivacion,
trabajo de mayor numero de competencias claves), y ademas este método es iddneo para los
desarrollos de procesos de modelizacion (Apartado 2.4.3.). Mas aln, los papeles que adoptan
alumno y profesor en esta metodologia se ajustan a los que se deben adoptar en un desarrollo
del proceso de modelizacion en el aula (Tabla 9 y Tabla 10) en el que el protagonismo de la
accion debe recaer en el alumno y el profesor debe limitarse a ser un guia del aprendizaje u

orientador que debe ser muy cuidadoso en cuanto a sus indicaciones (Tabla 12).
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Ademas, tanto las actividades como el proyecto que se proponer tienen que cumplir una serie
de caracteristicas:

= Que respondan al marco competencial y de evaluacion que establece PISA (Apartado
2.2). Es decir, involucren los procesos, capacidades, contenidos y contextos ahi
descritos.

= Los contextos en los que se sitien deben intentar proporcionar al alumno una motivacién
inicial hacia la tarea. Y, si bien los datos del problema puedan ser inventados, deben
responder a posibles realidades. Para contribuir a esta motivacion inicial también se les

proporcionara junto con la tarea el objetivo de la misma (Apartado 2.3).

= No deben dar pie al alumno a interpretarlas como un conjunto de reglas o instrucciones
a seguir. Deben darles la oportunidad de reflexionar sobre distintas estrategias en su

resolucion.

= Lasolucién no tiene por qué ser Unica, debe ser razonada y valida segun la situacion real

que se plantea.

= Las matematicas que involucren deben corresponderse con su capacidad y nivel. Si el
alumno percibe que no es capaz de resolverlo perdera el interés y la motivacién por
intentarlo (Apartado 2.3)

Otro de los aspectos a tener en cuenta en esta propuesta, y que a su vez esta relacionado con
las capacidades basicas del marco de PISA, es el ciclo de modelizacién por el que pasaran
los alumnos en el desarrollo de las tareas y, mas notablemente, en la realizacion del proyecto.
Como afirma Maaf (2006), la importancia del ciclo de modelizacién radica en el hecho de
gue nos da un marco de referencia para describir las acciones que se dan en la resolucién de

una tarea de modelizacion.

Por ello, parece adecuado usar la herramienta de analisis (Tabla 13) disefiada por Gallart &
Garcia.Raffi (2017, p.140) para la evaluacion del trabajo de cada grupo. Esta herramienta
esta formada por una serie de preguntas vinculadas a las fases que se distinguen en el ciclo
de modelizacion establecido por Blum & Leif (Figura 5), que son: comprension,

simplificacion, matematizacion, trabajar mateméaticamente, interpretar, validar y presentar.
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Tabla 13

Herramienta de analisis de las producciones de los grupos

Pregunta

Accion

8e formuls un problems que pueds dar
respuests, totsl o parcial, & la situscion
original propuesta?

Comprender la situacion en s que se enmerea Ia tarea, tomapndo decisiones,
elaborando hipdtesis ¥ supuestos que lleven sl planteamiento de un problems
o sub-problemes.

iBe establece una correspondencis entre
loe elementos de ls realided y los dal
modelo matemitico?

Simplificar v seleccionar los elementos v relaciones relevantes, identificando las
matemiticas que subyscen en ls realidad.

B8 UsAN representaciones’

[tilizar representaciones {graficos, dibujos, esquemas,..} para codificer Ia resli-
ded en términos mateméaticos e interpretar los resultados obtenidos.

i3e utiliza el lenpusje matematico?

Utilizar el lenguaje formal ¥ simbolico pars codificar s realidad en términos
matematicos, resolver el problema, & interpretar los resultados obtenidos.

iBe utilizan procedimientos v herra-
mientas metematicas pars resolver el
modelo planteado?

Trabajar con las herramientas v procedimientos metemations necesarios pars
resolver el problems plantesdo.

Be dan arpumentos que justifiquen ol
proceso de resolucion seguido v la ade-
cuacidn de los resultados obtenidos & la
situscion real?

Validar [es soluciones matematicas en Ia reslidad, reflexionando sobre el modelo
utilizado ¥ llegando a conclusiones resonades.

Nota. Fuente: Gallart & Garcia-Raffi (2017, p.140)

Las actividades estan pensadas para que se trabajen Unica y exclusivamente en las horas de clase.

Por tanto, su evaluacion se hara usando esta herramienta (Tabla 13) y respondiendo a las

preguntas que en ella aparecen mediante:

o

o

La observacidn del profesor del trabajo en el aula.

La realizacion por escrito de la actividad.

Por su parte, el proyecto esta pensado para que se trabaje, de forma practicamente completa, en

las horas de clase (no obstante, los alumnos tendran la posibilidad de avanzar fuera del aula si lo

considerasen oportuno), por tanto, su evaluacion se hard usando esta herramienta (Tabla 13) y

respondiendo a las preguntas que en ella aparecen mediante:

La observacién del profesor del trabajo en el aula.

El porfolio que redacta cada grupo con todo el proceso seguido.

La exposicion oral al profesor y al resto de los alumnos de las conclusiones finales y la

valoracion del trabajo realizado.

4.5 Coleccidn de actividades

Este conjunto de actividades pretenden ser una pequefia guia o material para el docente que

quiere iniciar a sus alumnos en las competencias de modelizacién. Para su realizacién se

requiere de la formacion de pequefios grupos de trabajo (3-4 personas) y que el profesor

adopte el papel de guia y debe cuidar sus intervenciones siguiendo las recomendaciones que

hemos visto anteriormente.
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Actividad 1: Sillas que den la talla

Descripcion del problema: Es por todos conocido
que habitualmente las sillas de clase se quedan
pequefias para los alumnos que cada vez son mas
altos. Se quiere estimar de forma argumentada qué
altura aproximada deberan tener las patas de las
sillas de las clases palentinas de 4°ESO en el afio

2049 distinguiendo entre chicos y chicas.

Datos:
= La medida de la planta del pie a la rodilla es aproximadamente un cuarto de la
altura total de la persona (equivalente a la medida de las patas de la silla).
= La Tabla 14 nos proporciona datos sobre la altura de chicos y chicas palentinas

de 4°ESO de diversos afos.

Tabla 14

Alturas por afios alumnos 4°ESO Palencia

Alumnos palentinos 4°ESO
Chicos Chicas
Altura (media) Afio Altura (media) Afo
163.9cm 1959 156.0cm 1980
164.4cm 1969 156.8cm 1986
165.1cm 1979 157.1cm 1989
165.8cm 1989 157.7cm 1995
166.3cm 1999 158.0cm 2001
167.8cm 2019 160.3cm 2019
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Area de contenido matematico: Incertidumbre y datos
Contexto: Social

Categoria del proceso: Interpretar

Nivel de dificultad: 3

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificacion, matematizacion,

trabajar matematicamente, interpretar y presentar.

Obijetivo: Que a partir de la interpretacion de los datos los alumnos sean capaces de
encontrar la relacion aproximada entre la altura media de la actualidad y la del 2049,

relacionando a su vez esta con la altura de las patas de una silla.

Posibles dificultades: EIl primer bloqueo que podemos prever es que el alumno no sepa
interpretar los datos de la Tabla 1 de manera correcta e intente hallar la altura de los
alumnos en 2049 “a 0jo” en vez de calculando el incremento medio por cada 1,10 o 30
afios (o algun otro razonamiento argumentado) en el caso de los chicos y por cada 1,6 0
30 afios en el caso de las chicas. Si superan este paso la siguiente dificultad puede venir
en formular la altura en 2049 en funcion de la actual mas el incremento correspondiente.

(Varios razonamientos pueden ser validos)

Posibles razonamientos véalidos:

Para los chicos:

1.Calculamos el incremento medio por cada 10 afios, lo multiplicamos por las tres
décadas que hay de 2019 a 2049 y se lo sumamos a la altura que presentan en 2019. A
continuacion, para calcular la altura aproximada de la silla basta dividir esa cantidad
entre cuatro.

2. Calculamos el aumento en los ultimos 30 afios y se lo sumamos a la altura en 2019. A
continuacion, para calcular la altura aproximada de la silla basta dividir esa cantidad
entre cuatro.

3. Calculamos el incremento de 1959 a 1989, y el incremento de 1989 a 2019, hacemos
su media y se lo sumamos a la altura de 2019.

Para las chicas: (razonamientos analogos)

Tiempo estimado de realizacion: 20 min.
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Actividad 2: Ofertas de trabajo

Descripcion del problema: Llega el verano y como tienes vacaciones decides trabajar
julio y agosto para sacarte un dinerillo. Te han llegado dos ofertas de trabajo para estos

dos meses completos y tienes que razonar graficamente cual es la mejor atendiendo al
sueldo.

Datos:

= La Tabla 15 nos proporciona los datos con respecto al sueldo fijo y las horas
trabajadas durante los fines de semana que hay en el periodo de trabajo (9 fines
de semana).

Tabla 15

Sueldos oferta A y oferta B

Oferta A: Oferta B:

Socorrista Monitor de tiempo libre
Sueldo temporada 1700€ 1900€
Horas extra (fin de 13€/h 8€/h
semana)

= Enambos empleos se trabajan 6h de media cada fin de semana.

Area de contenido matematico: Cambio y relaciones
Contexto: Profesional

Categoria del proceso: Formulacion

Nivel de dificultad: 3
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Etapas de modelizacién involucradas: Comprension, matematizacion, trabajar

matematicamente, interpretar y presentar.

Objetivo: Comprobar el manejo de las expresiones algebraicas, asi como su
interpretacion gréfica, identificando las distintas situaciones en funcion de las horas extra

realizadas.

Posibles dificultades: La primera dificultad corresponderia a la formulacién del sueldo
final en ambos trabajos. Una vez el alumno tiene la férmula tiene que ser capaz de asociar
el razonamiento grafico que le estan pidiendo con la resolucion gréafica de sistemas de
dos ecuaciones con dos incdgnitas, donde las dos variables en juego son el sueldo total
y las horas extra realizadas al fin de semana. Finalmente, siendo x la solucion del sistema,
buscariamos un razonamiento del tipo: “de 0 a x horas conviene mas un trabajo y a partir

de x horas el otro, como seis es mayor (menor) que X, cobraremos mas en el trabajo A

(B)”.

Posibles razonamientos validos:

1.Segln lo que podemos observar en la gréfica la oferta A es mayor siempre que se
trabaje 4.44h de media los fines de semana 0 mas. Como sabemos que de media se trabaja
6h cada fin de semana, ganaré mas dinero de socorrista que de monitor de tiempo libre.
2. La recta que representa la oferta A queda por encima de la de la oferta B para una

media de 6h cada fin de semana, por tanto, ganaré mas dinero de socorrista.

Tiempo estimado: 20 min

Caracteristicas adicionales: Aconsejable su comprobacion a posteriori con GeoGebra

(Figura 6) (Media horas fin de semana (X)-Sueldo total(y))

y=1700+13%9x

3000
A= (444 2220)

&
2000 4

1000 4

2 0 2 4 B 8 10 12 14 15

Figura 6. Representacion en GeoGebra (Actividad 2)
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Actividad 3: Nuevas equipaciones

Descripcion del problema:
Perteneces a un equipo de natacion y
necesitais renovar los bafadores
oficiales de todo el club. Para
conseguir sufragar parte de los gastos
vais a preparar dos cestas regalo para
vender por el dia del padre. ;Cuantas
cestas tendréis que preparar de cada

tipo si queréis maximizar los

beneficios?

Datos:
= Lacesta A contiene una camiseta del club y dos participaciones para un viaje
de un fin de semana a una casa rural. Y cuesta 8€.
= La cesta B contiene tres camisetas del club y dos participaciones para un
viaje de un fin de semana a una casa rural. Y cuesta 12€.

= Disponéis de un maximo de 500 camisetas y 700 participaciones.

Area de conocimiento matematico: Cambio y relaciones
Contexto: Personal

Categoria del proceso: Interpretar

Nivel de dificultad: 4

Etapas de modelizacién involucradas: Comprension, simplificacién, matematizacion,
trabajar matematicamente, interpretar, validar y presentar.

Objetivo: Comprobar la interpretacion de relaciones, asi como su concepcion de

maximo.

Posibles dificultades: La primera dificultad la encontramos a la hora de formular el

problema como un sistema de inecuaciones. La segunda atiende a la interpretacion gréafica
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de una inecuacién. Y por ultimo una vez han resulto el sistema en trasladar esa

informacion a su problema de maximizar.

Posibles razonamientos validos:

1.Establecer las condiciones de nimero maximo de camisetas y participaciones
disponibles (x + 2y < 500,3x + 2y < 700) y suponer x = 0,y = 0. A continuacion,
resolver algebraicamente el sistema de inecuaciones y comprobar que con cualesquiera

valores de x e y distintos de la solucién los beneficios son menores.

2.Establecer las condiciones de nimero maximo de camisetas y participaciones
disponibles (x + 2y < 500,3x + 2y < 700) y suponer x = 0,y = 0. A continuacion,
resolver graficamente el sistema de inecuaciones y comprobar que con cualesquiera

valores de x e y distintos de la solucién los beneficios son menores.

Tiempo estimado: 30 min

Caracteristicas adicionales: Aconsejable su comprobacion a posteriori con GeoGebra

(Figura 7) (n°cestas A (x)-n°cestas B (y))

1000
200
600

400

A= (100, 200)

200

—600 —400 —200 0 200 400 600 20

Figura 7. Representacién en GeoGebra (Actividad 3)
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Actividad 4: La huerta

Descripcion del problema: Tus abuelos tienen un
terreno en el pueblo y quieren convertirlo en una
huerta. Quieren gque el 50% del terreno se dedique a
calabacines, un tercio de la superficie de calabacines
para zanahorias y el resto lo dedicardan a patatas.
¢Cuantos kilos obtendran aproximadamente de

patatas?

Datos:

= La Figura 8 corresponde a los planos del terreno.

2.83m 2.83m

a=56.31°

6m

4m

8m

Figura 8. Planos del terreno (Actividad 4).

= Por cada metro cuadrado que se dedica al cultivo de patata se estima que se

obtendran 3kg de patatas.

Area de conocimiento matematico: Espacio y forma
Contexto: Social

Categoria del proceso: Empleo

Nivel de dificultad: 3

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, trabajar matematicamente y
presentar.
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Objetivo: Trabajar cantidades dadas de distintas formas, aplicar propiedades de
triangulos rectangulos y calcular superficies de poligonos.

Posibles dificultades: La primera dificultad se puede plantear al no saber extraer los
datos del problema. Posteriormente se necesitan recordar cdmo se trabaja con triangulos

rectangulos.

Posibles razonamientos validos:

1.Calculamos la superficie de la huerta como suma de la superficie de poligonos,
calculamos el porcentaje que se dedicara a patatas, de lo que obtenemos los m? que se
dedicaran a patatas y ahora basta multiplicar por 3 para obtener la aproximacion de kg de

patatas que se obtendran.

Tiempo estimado: 30min

Actividad 5: La critica de Netflix

Descripcion del problema: Recientemente se ha publicado una encuesta realizada a los

usuarios de Netflix que comparan las series Juego de Tronos y Breaking Bad.

Dos revistas de critica de cine han
usado esa encuesta para decidir qué
serie es mejor. Una de las revistas ha
dado argumentos a favor de Juego de
Tronos mientras que la otra ha dado

argumentos a favor de Breaking Bad.

Ponte en la piel de las dos revistas y da [ ) - Brga}(lng
(UAMEoF |[HRONES Bad

al menos un argumento a favor de cada

una.

Datos:

= En el siguiente diagrama (Figura 9) se muestra la encuesta realizada con las
valoraciones de los usuarios sobre ambas series, con una puntuaciéon de 0 a 5

estrellas.
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Valoraciones usuarios Netflix

50000
38500
§ 40000 -
S 30000 2800
(%]
3 20000 15000 17000
o 10500 1250 10000 11000
Z 10000 lJﬁOO 700 8500
0
Valoracion

M Juego de Tronos M Breaking Bad

Figura 9. Valoraciones usuarios Netflix (Actividad 5)

Area de conocimiento matematico: Incertidumbre y datos
Contexto: Social

Categoria del proceso: Interpretacion

Nivel de dificultad: 2

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificacion, trabajar
matematicamente, interpretar y presentar.

Objetivo: Comprobar la capacidad de argumentacion matematica y la interpretacion de

datos.

Posibles dificultades: La Unica verdadera dificultad esta en saber interpretar los datos de

una gréafica.

Posibles razonamientos véalidos:

A favor de Juego de Tronos (JDT):

1.La mediana de JDT se sitia en las 4 estrellas, mientras que la de BB en las 3 estrellas.
2.E1 70% de los encuestados aprueba la serie, frente al 58% de BB.

A favor de Breaking Bad (BB):

1.El nimero de encuestados que ha valorado BB con la puntuacién maxima (5 estrellas)
es mayor que el de JDT.

2.BB tiene menor nimero de encuestados que la ha valorado con la puntuacion minima
(O estrellas) que JDT.

Tiempo estimado: 20 min
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Actividad 6: Vacaciones

Descripcion del problema: Quieres planificar tus vacaciones a Florencia, para ello
consultas en una pagina web de viajes donde t0 mismo te puedes planificar tu viaje
escogiendo entre distintos vuelos (ida y vuelta), traslado (de ida y vuelta del aeropuerto a
Florencia) y hoteles. Calcula entre cuantos paquetes de viaje distintos podras escoger y

cuanto pagaras por los vuelos, el traslado y el hotel como minimo y como méaximo.

Datos: Estas son las distintas ofertas entre las que puedes escoger (Tabla 16):

Tabla 16
Catélogo de ofertas

Iberia Alitalia Vueling
Vuelos (Iday vuelta) 200€ 178€ 153€
Autobus Taxi
Traslado (aeropuerto-Florencia) 6€ 15€
Hotel A Hotel B Hotel C Hotel D
Hoteles 500€ 570€ 700€ 880€

Area de conocimiento matematico: Cantidad
Contexto: Personal

Categoria del proceso: Empleo
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Nivel de dificultad: 2

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, matematizacion, trabajar
matematicamente, interpretar y presentar.

Obijetivo: Usar los datos dados para calcular el nimero de opciones posibles y de entre
ellas la mas cara y la mas barata.

Posibles dificultades: A la hora de contar todas las posibilidades los alumnos que no
usen métodos de recuento o un diagrama de arbol es posible que se olviden de algunos

Casos.

Posibles razonamientos validos:

1.Contar mediante un diagrama de arbol o algin método rudimentario todas las
posibilidades. Calcular el minimo (maximo) sumando las menores (mayores) cantidades.
2.Percibir que se trata de un problema de combinaciones, por tanto, bastard con
multiplicar C3q * C,; * C4; para obtener el namero total de posibilidades distintas.

Calcular el minimo (maximo) sumando las menores (mayores) cantidades.

Tiempo estimado: 15 min

Actividad 7: La escalera

Descripcion del problema: Calcular de cuantas

maneras distintas podemos subir una escalera de 5

escalones suponiendo que como mMAximo se

permite subir los escalones de dos en dos.

Area de conocimiento: Cantidad
Contexto: Social

Categoria del proceso: Empleo
Nivel de dificultad:2

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificar, matematizacion,
trabajar matematicamente e interpretar.

79



Obijetivo: La introduccion de la sucesion de Fibonacci a partir de su construccion
mediante el ejemplo dado.

Posibles dificultades: De concepcion del problema.

Posibles razonamientos validos:

1.Atacar el problema directamente y contar los casos posibles para la escalera de 5
escalones.

2.Comenzar contando desde la escalera de 1 escalon hasta la de 4 escalones y calcular la
de 5 escalones a partir de la de 4.

Tiempo estimado: 15 min
(Modificada de Romero (2015, p.60))

Actividad 8: La piscina

Descripcion del problema: Queremos construir una piscina en nuestro jardin para poder
entrenar en verano. En el ayuntamiento nos han dado una licencia para construir piscinas

de como méaximo 100 m?2.
Datos:

= Una piscina reglamentaria tiene forma rectangular y mide 25m de largo y
cada calle mide 2m de ancho.
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= Necesitamos rodear la piscina con un vallado para que los nifios pequefios no

se caigan al agua por accidente.

Pregunta 1: Si decidimos que su superficie sea de 100 m?, ;necesitaremos la misma

longitud de vallado independientemente de la forma que escojamos para la piscina?

Area de conocimiento matematico: Espacio y forma
Contexto: Personal

Categoria del proceso: Formulacion

Nivel de dificultad:4

Etapas de modelizacién involucradas: Comprensién, simplificacion, matematizacion,
trabajar matematicamente, interpretar y presentar.

Obijetivo: Comprobar qué piensan los alumnos en cuanto a la relacién que pueda existir

entre el perimetro y la superficie de una figura plana.

Posibles dificultades: Aquellos alumnos que no usen algin ejemplo sencillo en su
razonamiento tendrdn méas opciones de equivocarse que aquellos gque si que recurran a

ello.

Posibles razonamientos validos:

1.Razonamar mediante ejemplos sencillos y concluir que la respuesta es negativa.

Tiempo estimado: 10 min

Pregunta 2: Razona si podremos construir una piscina reglamentaria con dos calles si

disponemos de 54m de vallado.

Area de conocimiento matematico: Espacio y forma
Contexto: Personal

Categoria del proceso: Formular

Nivel de dificultad: 2

Etapas de modelizacién involucradas: Comprension, matematizacion, trabajar
matematicamente y presentar.
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Objetivo: Comprobar si los alumnos son capaces de identificar el problema y

transformarlo mateméaticamente un enunciado relacionado con medidas y superficies de

rectangulos.

Posibles dificultades: La dificultad reside en entender bien lo que nos piden.

Posibles razonamientos validos:

1.Calcular el perimetro de la piscina que nos estan pidiendo y comprobar que es mayor

que la longitud de vallado de la que disponemos.

Tiempo estimado: 10 min

Caracteristicas adicionales: Aconsejable su comprobacién a posteriori con GeoGebra

(Figura 10)
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Figura 10. Representacion Actividad 8 en GeoGebra

Actividad 9: Videoconferencias al tiempo

Descripcion del problema: Un grupo de
matemdticos de la Universidad de
Madrid estan realizando una
investigacion conjunta con matematicos
de la Universidad de Sydney vy
matemdticos de la Universidad de
Edimburgo, para ello  necesitan
establecer un horario adecuado que les

permita a todos realizar

2 )

videoconferencias periddicas. Razona si hay alguna franja de tiempo en la que puedan

coincidir y si no la hay qué solucion piensas que seria la més adecuada para que puedan

realizar las videoconferencias.
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Datos:

= Cuando en Madrid son las 13h, en Edimburgo son las 12h y en Sydney las 21h.
»= En Madrid estan disponibles de las 9.00h a las 18.00h.

= En Edimburgo estan disponibles de las 7.00h a las 16.00h.

= En Sydney estan disponibles de las 8.00h a las 17.00h.

Area de conocimiento matematico: Cambio y relaciones
Contexto: Cientifico

Categoria del proceso: Interpretacion

Nivel de dificultad: 3

Etapas de modelizacién involucradas: Comprensién, simplificacion, matematizacion,
trabajar matematicamente, validar y presentar.

Objetivo: El objetivo es hacer reflexionar a los alumnos a partir de un problema comdn
y sencillo, comprobando sus nociones de ordenacion de nimeros e interseccion de

SUCesos.

Posibles dificultades: Pueden cometer errores de calculo o errores en el razonamiento de

buscar la mejor solucion.

Posibles razonamientos validos:
1.Ayudarse de una representacion grafica de lineas que muestren las horas en las tres
ciudades, representar los intervalos en los que estan disponible cada uno y ver si hay

intervalos que coinciden.

— ; ; ; & . - . v e r— )
r 5 0 b e 3 P 5 18 '7 18 19 20 Madrid
i — ; o ; ; ETR T
: B L o T % 8 - T T Edimburgo
® . : — —— Sydney

Como no hay ningun espacio de tiempo en el que coincidan los tres se debe elegir una
soluciodn, que podria ser que en Madrid entrasen una hora antes a trabajar y asi podrian
hacer la reunién de 8.00-9.00 en Madrid, de 7.00-8.00 en Edimburgo y de 16.00-17.00 en
Sydney.

Tiempo estimado: 20 min
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Actividad 10: Riego aspersores

Descripcion del problema: Un jardinero lleva
20 afios encargandose del mantenimiento de un
jardin que tiene cuatro aspersores. Calcula el
aumento del coste por m3 que ha sufrido el agua
desde hace 20 afios a partir de los datos que

conoces del jardin.

Datos:
= El caudal de cada aspersor es de 250 I/h.
= Los aspersores permanecen en funcionamiento dos horas al dia.
* Enla actualidad pagan 16.24 €/semana por el riego del jardin.
= Hace 20 afios pagaban por el riego del jardin en las mismas condiciones

5.88€/semana.

Area de conocimiento matematico: Cambio y relaciones
Contexto: Profesional

Categoria del proceso: Empleo

Nivel de dificultad: 3

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificacion, matematizacion,

trabajar matematicamente, interpretar y presentar.

Objetivo: Comprobar la capacidad de organizacién ante un problema que requiere de varias

operaciones ordenadas.

Posibles dificultades: La mayor dificultad de este problema es que requiere de una
simplificacion inicial que nos ayude a ir resolviéndolo paso a paso. Un ataque directo al
problema sin una minima planificacion inicial obstaculizara mucho su resolucién. Si por el
contrario el alumno consigue ver los pasos que debe de dar hasta alcanzar la solucién final,
este problema no le resultara dificil ya que las matematicas que se emplean en él son muy

basicas.

Posibles razonamientos véalidos:1.Se calcula, por un lado, la diferencia de coste en una
semana (10.36€), y por otro lado los m3 que se consumen en una semana (14m3) y se realiza

una regla de tres para obtener el aumento por m3(0.74€/m?3).
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2.Calculamos los m3 que se consumen en una semana (14m3) y mediante reglas de tres
calculamos, por un lado, el coste por m2 en la actualidad (1.16€/m3), y por otro lado el coste
por m3 hace veinte afios (0.42€/m3). Ahora basta restar estas cantidades para ver el aumente
del coste por m3 (0.74€/m?3).

Tiempo estimado: 20 min

Actividad 11: Consumo de aplicaciones para el movil

Descripcion del problema: Ha salido a
la luz un informe sobre las horas que
pasan los adolescentes frente a la
pantalla del movil y la distribucién de
este consumo. Calcula las horas que
dedican los jovenes a dormir y a estar
en Instagram y relaciona ambos tiempos

en una formula.

Datos:
= De media los adolescentes duermen 216h al mes
= De media los adolescentes pasan 6h al dia frente a la pantalla del mévil.
= Ladistribucion del tiempo frente al mévil de personas de 16-24 afios se corresponde

con los datos presentados en el siguiente diagrama (Figura 11).

Distribucidn de tiempo frente al movil
de los adolescentes

B Whatsapp ™ Instagram ™ Facebook Youtube ™ Otros

Figura 11. Distribucién de tiempo frente al mévil de los adolescentes (Actividad 11)
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Area de conocimiento matematico: Incertidumbre y datos
Contexto: Personal

Categoria del proceso: Formular

Nivel de dificultad:3

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificacion, matematizacion,

trabajar matematicamente y presentar.

Objetivo: Por un lado, el correcto uso de porcentajes y por otro el reconocer las relaciones

entre cantidades.

Posibles dificultades: La mayor dificultad reside en la creacion de la férmula de relacion
entre las dos cantidades, no porque sea una tarea dificil en si, sino porque los alumnos no

estan acostumbrados a ese tipo de preguntas.

Posibles razonamientos validos:

1.Calcular las horas al dia que se estima que pasen en Instagram (1.8h) y multiplicarlo por 30
dias (540h). Observar que aproximadamente, duermen 4 veces mas que el tiempo que dedican
a pasar en Instagram.

2. Calcular las horas al dia que se estima que pasen en Instagram (1.8h) y las horas que
duermen de media al dia (7.2h). Observar que duermen 4 veces mas que el tiempo que dedican

a pasar en Instagram.

Tiempo estimado: 15 min

Actividad 12: Museo de la Ciencia

Descripcion del problema: En el Museo de la Ciencia de Valladolid han organizado una
jornada de puertas abiertas. En una de las actividades que ofreceran a los alumnos, estos
deberan realizar la codificacién de un mensaje de 52 caracteres distintos. ;Cuantos mensajes

distintos podran escribir?
Datos:

= Disponen de 15 emoticonos (distintos), 10 nameros (0-9) y las 27 letras de nuestro

alfabeto.
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Area de conocimiento matematico: Incertidumbre y datos
Contexto: Cientifico

Categoria del proceso: Empleo

Nivel de dificultad:2

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, matematizacion y trabajar

matematicamente.

Obijetivo: Comprobar el manejo de los métodos de recuento.

Posibles dificultades: Los alumnos que no entiendan el problema y traten de contar todos los
casos directamente se encontraran con que son demasiadas posibilidades para realizarlas
todas en tan poco tiempo.

Posibles razonamientos validos:

1.EI Gnico razonamiento que parece viable debido a la cantidad de casos, es la identificacion

como un problema de permutaciones y la aplicacion de su férmula.

Tiempo estimado: 10 min

4.6 Proyecto: Viaje fin de curso

Explicacion del proyecto:
Dividiremos la clase en grupos de trabajo de 3-4 personas y plantearemos el problema al que

tienen que dar solucion trabajando en los grupos que previamente hemos establecido. Por una
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parte, les entregaremos un dossier en el que, ademéas del enunciado del problema que les
hemos propuesto, habra una serie de cuestiones guia que pueden utilizar para resolver el
problema. Cada grupo serd libre de decidir afrontar el problema directamente o hacer uso de
las cuestiones del dossier. En este dossier de trabajo también incluiremos algunos datos
adicionales que consideramos que deben tener en cuenta antes de comenzar con el problema.
Por otra parte, cada grupo redactara un porfolio en el que plasmaré todos los avances que
vayan realizando a lo largo del proceso, asi como las dificultades a las que se vayan

enfrentando.

Contextualizacion del proyecto:

Queremos que el contexto del proyecto sea personal, por tanto, resulta conveniente adaptarlo
a las caracteristicas del propio centro en el que vamos a llevar a cabo esta propuesta. Como
ya hemos comentado anteriormente, lo que aqui presentamos es una propuesta genérica para
un centro de secundaria y pensada para que sea llevada a cabo por estudiantes de 4°ESO de
matematicas académicas (en grupos de 3-4 personas) en las dos o tres semanas Gltimas del
curso, después de que durante al curso hayan tenido alglin primer contacto con tareas de

modelizacion mas sencillas y cortas.

Descripcion del problema:

Los alumnos de 4°ESO van a organizar un viaje de fin de curso. Antes de decidir su destino
quieren tener en cuenta el dinero gue van a conseguir con la organizacion del concierto de fin
de curso (que como viene siendo habitual, organizan los alumnos de 4°ESQ) y los beneficios
que consiguen los utilizan para costearse parte de este viaje. Calcula cuanto dinero ganaran

COMOo maximo por persona aproximadamente con este concierto.

Datos adicionales:

= Con la entrada los asistentes tienen derecho a un refresco gratis y la opcion de un
segundo refresco a un precio fijo establecido previamente.

= El recinto debe estar controlado por el minimo nimero necesario de vigilantes de
seguridad (para minimizar costes).

= Los gastos de refrescos, alquiler de escenario y vigilantes corren a cargo de los
alumnos de 4°ESO.

= Existe un nimero maximo de personas por m? estipulado por el reglamento del

centro.

Etapas de modelizacion involucradas: Comprension, simplificacion, matematizacion,

trabajar matematicamente, interpretar, validar y presentar.
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Cuestiones guia del dossier:

1.

Los alumnos deberan recoger y organizar toda la informacién que consideren
de importancia en la resolucion del problema.

Por un lado, necesitardn recoger informacion sobre la forma del patio y sus
dimensiones, la forma del escenario, su colocacidon prevista en el patio y sus
dimensiones. Por otro lado, necesitaran saber cudnto cobra la empresa de vigilancia
por cada vigilante, cuanto pagan por los refrescos, cual es el precio de venta de estos

para la segunda consumicidn, cual es el precio de la entrada por persona, etc.

La segunda cuestidon que deberan resolver es calcular cuanto dinero ingresaran
cdmo maximo.

Para ello necesitaran tener una aproximacion del namero de personas que pueden
asistir. Una forma de conseguirlo sera calculando la superficie del patio restandole el
escenario, y a partir del nimero de personas por m? estipulado por el reglamento,
obtener el nimero maximo de personas que podran acudir. Por Gltimo, bastara con
multiplicar estos por el precio de entrada por persona y por lo que pagan por los

segundos refrescos, y sumar ambas cantidades.

La tercera cuestion es calcular cuanto gastaran como minimo.

En los gastos, por un lado, tendrén que contar con el alquiler del escenario y el coste
de los refrescos que seré el aforo por dos (suponiendo el aforo maximo para poder
calcular el beneficio maximo).

Ademas, deberan calcular el minimo ndmero de vigilantes que necesitaran para que
todo el recinto quede vigilado. Para ello, deberan parcelar el recinto, y quizas, hacer
alguna simplificacidn inicial en caso de que la colocacién del escenario obstaculice

la visién de algunos de los supuestos vigilantes.

A continuacion, necesitan calcular los beneficios maximos.
Para ello deberan restar los gastos a los ingresos y dividir entre el nimero de alumnos

de 4° que han organizado el concierto.

Por ultimo, deben trasladar su propuesta a la situacion real para comprobar si
es vélida.
Es posible que no hayan tenido en cuenta alguna variable del problema real que les

obligue a tener que realizar algun cambio.
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Objetivo: El objetivo de este proyecto es que los alumnos sean capaces de resolver el
problema que se plantea, centrdndose en los aspectos matematicos que ofrece este, y teniendo
en cuenta los conocimientos y las herramientas matematicas que han ido adquiriendo a lo
largo del tiempo, tanto en tareas previas de modelizacion, como en otro tipo de tareas
matematicas, para seleccionar aquellos que creen Utiles para la resolucién de este problema,
asi como para la interpretacion y validacion de la solucion obtenida en la situacion real que
se plantea. Ademas, se pretende que los grupos sean capaces de presentar de forma razonada
esta solucion al profesor y al resto de sus compafieros, mas adn, siendo capaces de responder
a las dudas que presenten estos Ultimos, hasta tal punto que se pueden crear debates razonados
entre los diferentes grupos (debate intergrupo) una vez hayan presentado todas las soluciones
a las que han llegado. Por supuesto, también perseguimos que se trabaje la discusion de
razonamientos entre los miembros del mismo grupo (debate intragrupo), que deberan llegar

a acuerdos que les permitan llevar adelante el proyecto.

Posibles dificultades:

Las principales dificultades que parecen esperables durante la realizacion de este proyecto
son las que estan vinculadas a las caracteristicas propias que definen las tareas de
modelizacion. Por un lado, los alumnos no estan habituados a enfrentarse a tareas en las que
las matematicas que deben usar no se intuyan con facilidad (o incluso se especifiquen en su
enunciado). Por otro, las tareas que se proponen normalmente tampoco ofrecen al alumno la
posibilidad de experimentar con estrategias propias y aprender de los errores cometidos. Esto
nos lleva a suponer que muchos alumnos se bloguearan, tanto al inicio de la tarea al no saber
cdémo deben afrontarla y encontrarse con que son ellos los que deben decidir qué hacer y no
el profesor o algin algoritmo los que les marquen las instrucciones a seguir; como durante
ella cuando cometan algun error. Ademas, en este Gltimo caso, es posible que haya alumnos
que no acepten el hecho de que hayan llegado a una solucion correcta para el modelo que han

planteado pero que esta no sea valida para la situacién real que se plantea.

Tiempo estimado: 2-3 semanas
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5 ANALISIS CRITICO DE LA PROPUESTA

En este apartado se reflexiona de manera critica sobre la propuesta didactica de
implementacion de tareas modelizadoras en el aula de secundaria que se ha detallado en el
apartado anterior, mostrando sus ventajas y desventajas. Aunque este andlisis se veria
enriquecido al realizarlo después de conocer los resultados de una experiencia real, se usan
reflexiones recuperadas de investigaciones reales (Aparisi, L.A. & Pochulu, M.D. (2013) y
Biembengut, S. & Hein, N. (2004)) y reflexiones propias, que se pueden esperar a la vista de
la investigacion tedrica que se ha realizado y la propia estructura de las tareas que componen

la propuesta.

Existen numerosas ventajas, tanto para alumnos, como profesores, al implementar los

procesos de modelizacion en el aula de secundaria, entre ellas destacan las siguientes:

* Dota a los problemas matematicos de un significado, al vincularlos con situaciones
de la realidad, lo que provoca que los estudiantes estén mas interesados en este tipo
de actividades que en aquellas que no tienen sentido, ni para ellos, ni en ocasiones

para el propio profesor.

= Conecta las matematicas con otras areas de conocimiento, como pueden ser la fisica,

la biologia, la economia, la sociologia, etc.

= Favorece la independencia del estudiante, al no depender a cada momento de las
directrices que le marce un profesor o al algoritmo establecido; el descubrimiento
auténomo, al permitirle investigar; el sentido critico al tener que apreciar la
informacion relevante y tomar decisiones; la creatividad; y la autogestién del propio

aprendizaje.

= Facilita la posibilidad de trabajar el debate como elemento fundamental del

aprendizaje cooperativo y del trabajo en equipo.

= Muestra el potencial del error como medio que propicia el aprendizaje de forma

natural.

= Se produce un aprendizaje significativo del alumno, ya que la incorporacion de la
modelizacion puede ayudar a tener una comprension mas profunda y facilitar la

retencion de los conceptos, nociones, métodos y resultados matematicos.
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= Permite al profesor, por un lado, comprender las dificultades que presenta el alumno
en contenidos, métodos, razonamientos, etc., y, por otro lado, permite obtener mucha
mas informacién para tener en cuenta en la evaluacion del alumnado. Todo esto
gracias a que puede observar el trabajo del dia a dia en el aula, las vivencias descritas

en el portafolio, y las exposiciones razonadas de las soluciones.

= Lapropiaestructura de las tareas y la metodologia elegida para llevarlas a cabo, hacen

que resulte muy natural el trabajo de la mayoria de las competencias basicas.

A pesar de presentar todas estas ventajas, también se pueden encontrar en la implementacién de

tareas de modelizacion en el aula de secundaria, una serie de dificultades o desventajas, que hacen

mas costoso su desarrollo. Entre ellas destacan las siguientes:

La falta de tiempo. No todo tipo de situaciones de modelizacién necesitan un gran periodo
de tiempo para realizarse, pero muchas de ellas si, como es el caso del proyecto que se
propone. Estos tipos de tareas requieren mucho méas tiempo del que en ocasiones dispone
el profesor. Sin embargo, estos tiempos se pueden reducir en el aula con una buena

planificacion de las tareas por parte del profesor.

Al tratarse de clases mas abiertas, la planificacion, la gestion y la evaluacion de las tareas
requiere un mayor esfuerzo por parte el profesor, quien ademas no siempre tendra todas

las respuestas.

Aunque se les proporcione pequefias guias de uso con recursos, muchos profesores no se
ven con la confianza suficiente para llevar a cabo la modelizacién en el aula en un primer

momento.

Para los estudiantes que estan acostumbrados a trabajar bajo enfoques tradicionales, la
resistencia a la modelizacion es significativa, ya que son tareas mas exigentes, menos
predecibles que las tradicionales, en las que el conocimiento de la teoria no garantiza la
capacidad de resolver problemas de la vida real. Ademas, no solo los alumnos muestran
este rechazo, sino que en ocasiones seran los padres los que se opongan a la renovacion

del estilo de trabajo en el aula.

Al tratarse de tareas cooperativas se necesita del compromiso de todos los integrantes del

grupo para el correcto funcionamiento de la actividad.
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Para conseguir salvar las desventajas que hacen de la modelizacién en el aula de secundaria una
metodologia poco convincente para algunos, se necesitard que el propio docente ayude en la
difusion de las numerosas ventajas que esta ofrece (y que vienen respaldadas por la Comision
Europea y desde el curriculo como capacidades que se deben trabajar en el aula) y, a su vez, ayude
a superar los inconvenientes que se puedan encontrar (por ejemplo, construyendo recursos de libre
acceso). Ademas, serd importante trabajar con los alumnos situaciones de modelizacion desde
edades tempranas e ir aumentando su grado de dificultad de acuerdo estos van progresando.

Sin embargo, el mayor obstaculo al desarrollo del cambio metodoldgico sera la concepcion propia
de cada docente. Si el docente no cree firmemente que la implementacién de tareas de
modelizacion en el aula motiva al alumno, potencia el aprendizaje y ayuda a desarrollar en él
capacidades fundamentales (que con los métodos tradicionales no se trabajan), serd muy dificil
que se produzcan cambios en el aula, por mucha informacion que exista sobre sus ventajas u

organizaciones que lo promuevan, ya sea mediante formacién docente, o su inclusion curricular.
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6 LIMITACIONES DE LA PROPUESTA Y FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

El trabajo que se presenta ha sido enfocado a la educacion secundaria obligatoria y, mas en
concreto, al ultimo curso de esta en la rama de matematicas académicas, por tanto, el nivel de
las matematicas involucradas en estas tareas propuestas se adapta al que han adquirido los
estudiantes a lo largo de los cuatro cursos de esta etapa educativa.

Resultaria altamente interesante trasladar esta propuesta tedrica a una experiencia donde se
realizaria una investigacion aulica en la que se podrian obtener de primera mano cuales son
las dificultades que presentan alumnos y profesores ante estas tareas de modelizacién y
analizarlas con la intencién de averiguar si se pueden replantear ciertos aspectos de la
propuesta para que, por un lado, resulte de un mayor valor para el aprendizaje significativo

de los alumnos, y por otro lado, facilite la gestion de la misma por parte del profesor.

Ademads, existen varias futuras lineas de trabajo, que merecerian del tiempo del investigador
interesado en la modelizacion en el aula. Por un lado, resultaria interesante estudiar acerca de
la importancia de la modelizacion como elemento nuclear del Aprendizaje Basado en
Proyectos con proyectos interdisciplinares trimestrales, basados en problemas reales,

motivantes y que necesitasen de los conocimientos desarrollados en varias materias.

Por otro lado, en toda la documentacion que se ha consultado y recabado para este trabajo, no
se han encontrado investigaciones aulicas sobre la modelizacién matematica como elemento
integrador. Y podria resultar de interés el estudiar cémo se puede mejorar la integracion de
alumnos con perfiles de exclusion por parte de la clase, a partir del trabajo cooperativo de

tareas modelizadoras en el aula.
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