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Introduccion

Hemos constatado que en el curriculo LOE vigente se huye de la mencion explicita del
término infinito. Sin embargo el concepto de infinito estd detras de casi todos los apar-
tados en los que se divide el curriculo en ambos cursos de bachillerato. Nos parece pues
logico el preguntarse si no se deberfa abordar el asunto de una forma maés directa.

Este trabajo es un estudio de campo acerca de la capacidad de un grupo de alumnos de
ESO y Bachillerato para comprender conceptos relacionados con el aspecto aritmético del
infinito. Expondremos a dichos alumnos en una sesiéon de una hora una demostracion de
que el cardinal de R es superior al de N, es decir, la existencia de infinitos mas grandes que
otros. Analizaremos los resultados de comprension de la exposiciéon mediante un conjunto
de respuestas a preguntas que les seran planteadas antes y después de la misma.

El trabajo queda estructurado de la siguiente manera: comenzamos con un capitulo intro-
ductorio a la idea de infinito desde un punto de vista divulgativo, resaltando la relacion
directa de dicha idea con miltiples nociones matemaéticas basicas. A continuaciéon se expo-
ne y analiza el tratamiento del concepto de infinito en el curriculo del bachillerato vigente.
Terminamos con un capitulo dedicado a la exposicion y analisis del experimento realizado
de manera detallada.






Capitulo 1

El concepto de infinito

La idea de infinito como contraposicion a lo abarcable y como proceso sin fin ronda en
la cabeza del hombre desde que este adquiere su razén. Aristotles lo trata en su Metafisica
y después de él muchos otros pensadores.

Las matematicas formalizan esta inquietud del pensamiento humano. Resaltamos tres
aspectos del concepto matematico de infinito.

1. Aritmético: existen cantidades infinitamente grandes, como la de nlimeros naturales.

2. Geométrico: se puede entender el infinito como un lugar. Por ejemplo, alla donde
dos rectas paralelas se cortan.

3. Topolégico-Analitico: la idea de proximidad infinita que podemos encontrar en la
construccion de los nimeros reales, y en los limites, continuidad, derivacion e inte-
grabilidad de funciones.

Una definiciéon en positivo del aspecto aritmético del infinito matemético la da Georg
Cantor en el siglo XIX:

Un conjunto es infinito si es equipotente a alguno de sus subcojuntos propios.

El aspecto geométrico queda recogido en la geometria proyectiva, cuyo origen podemos
datar en el siglo XVII.

La formalizacion del analisis matemético del siglo XIX fija el aspecto analitico del infinito.

El infinito es pues una inquietud del pensamiento humano que lleva mas de un siglo sa-
tisfactoriamente resuelta. Mas atn, es una idea clave en las matematicas debidamente
formalizada. Si revisamos el curriculo de bachillerato, como haremos en el siguiente ca-
pitulo, teniendo en mente que el infinito estd detras de las ideas de paralelismo, recta,
plano y espacio en geometria, ley de los grandes ntimeros en el calculo de probabilidades,
numeros reales y aproximaciones numeéricas, limites, continuidad, derivabilidad e integra-
bilidad de funciones reales de variable real en el anélisis, llegaremos a la conclusion de la
conveniencia de una idea clara del concepto para poder comprender adecuadamente todo
lo que sobre él se construye.

Sin embargo, nos tememos que en el bachillerato no se habla sobre el infinito ni lo suficiente
ni con el rigor necesario. Esta es la tematica de nuestro estudio.






Capitulo 2

El infinito en el curriculo LOE

Dedicamos este capitulo al analisis de la no apariciéon explicita del concepto de infinito
en el curriculo matematico del bachillerato vigente. Comenzamos con una descripcion
de la estructura del bachillerato. Continuamos con la presentacion de los contenidos y
los criterios de evaluacion de las asignaturas de matematicas que pueden cursarse en el
bachillerato. Finalizamos con un breve andlisis y una conclusion.

2.1. Estructura del bachillerato

El bachillerato LOE se organiza en 3 modalidades:
1. Artes
2. Ciencias y tecnologia
3. Humanidades y ciencias sociales

Cada una de ellas consta de dos cursos. En cada curso existen materias obligatorias, de
modalidad y optativas. Entre todas ellas podemos encontrar un total de 4 asignaturas de
matematicas:

1. “Mateméticas I” correspondiente al primer curso de la modalidad de ciencias y tec-
nologia

2. “Matematicas IT” correspondiente al segundo curso de la modalidad de ciencias y
tecnologia

3. “Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I” correspondiente al primer curso de
la modalidad de humanidades y ciencias sociales

4. “Matematicas aplicadas a las ciencias sociales II” correspondientes al segundo curso
de la modalidad de humanidades y ciencias sociales.

Estas cuatro asignaturas de matemaéticas tienen la categoria de materia propia de la
modalidad. El alumno inscrito en una modalidad ha de cursar 3 materias propias de la
modalidad cada curso. Descartamos la modalidad de Artes, donde no es posible cursar
ninguna asignatura de matematicas y exponemos las materias propias de las modalidades
de ciencias y tecnologia y de humanidades y ciencias sociales:

1. Las materias propias de la modalidad de ciencias y tecnologia son las siguientes:



a) En primer curso: Biologia y geologia, Dibujo técnico I, Fisica y quimica, Ma-
tematicas I, Tecnologia Industrial I. Entre estas se han de cursar 3 durante el
primer curso.

b) En segundo curso: Biologia, Ciencias de la Tierra y medioambientales, Dibujo
técnico 11, Electrotecnia, Fisica, Matematicas II, Quimica, Tecnologia Indus-
trial II. Entre estas se han de cursar 3 durante el segundo curso.

2. Las materias de la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales son las siguientes:

a) En primer curso: Economia, Griego I, Historia del mundo contemporaneo, Latin
I, Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I. Entre estas se han de cursar
3 durante el primer curso.

b) En segundo curso: Economia de la empresa, Geografia, Griego II, Historia del
Arte, Latin II, Literatura universal y Matematicas aplicadas a las ciencias
sociales II. Entre estas se han de cursar 3 durante el segundo curso.

Las materias propias de modalidad tienen una carga horaria de 4 horas semanales.

Queremos resaltar la posibilidad existente, atendiendo a la literalidad de la LOE [1] y a su
desarrollo por parte de la Junta de Castilla y Leon [2], de que un alumno pueda obtener el
titulo de bachillerato en la modalidad de ciencias y tecnologia sin haber cursado ninguna
asignatura de matematicas durante el mismo.

Este esperpento queda en parte solucionado, al menos en la Comunidad de Castilla y
Leon, por la orden autonémica ORDEN EDU/1061/2008, de 19 de junio por la que se
regula la implantacion y el desarrollo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Leén
[3], en la que establece la obligatoriedad de cursar “Mateméticas I” en el primer curso de
la modalidad Ciencias y Tecnologia.

2.2. Contenidos matematicos en el bachillerato

Se plasman a continuacion los contenidos y los criterios de evaluacion de cada una de
las cuatro asignaturas de matematicas que aparecen en el bachillerato LOE tal y como
vienen expuestos en [2].

» Matemaéaticas 1

e Contenidos
1. Aritmética y algebra:
a) Numeros reales. Valor absoluto. Desigualdades. Distancias en la recta
real. Intervalos y entornos.

b) Resolucion algebraica e interpretacion grafica de ecuaciones e inecua-
ciones.

¢) Sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss. Sistemas de inecua-
ciones.

d) Utilizacion de las herramientas algebraicas en la resolucion de proble-
mas.

2. Geometria:
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a)

b)

9)

Medida de un angulo en radianes. Razones trigonométricas de un an-
gulo. Resolucion de ecuaciones trigonométricas.

Resolucion de tridngulos rectangulos. Teorema del seno. Teorema del
coseno. Resolucion de tridngulos. Resolucion de problemas geométricos
diversos.

Nuimeros complejos. Formas binémica, trigonométrica y polar. Opera-
ciones. Formula de Moivre.

Vectores en el plano. Operaciones. Producto escalar. Médulo de un
vector. Ortogonalidad.

Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de rectas. Distancias y an-
gulos. Resoluciéon de problemas.

Idea de lugar geométrico en el plano. Circunferencia, elipse, hipérbola
y pardbola: definicién geométrica, elementos caracteristicos y ecuacion
candnica. Método de completar cuadrados.

Utilizacion de programas de geometria dindmica para construir e in-
vestigar relaciones geométricas.

3. Analisis:

a)

9)

Funciones reales de variable real: clasificacion y caracteristicas basicas
de las funciones polindémicas, racionales sencillas, valor absoluto, parte
entera, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

Dominio, recorrido y extremos de una funcion.
Operaciones y composicion de funciones.

Aproximacion al concepto de limite de una funcion, tendencia y conti-
nuidad. Técnicas elementales de calculo de limites. Limites y compor-
tamiento asintotico de una funcion.

Aproximacion al concepto de derivada. Reglas de derivacion. Aplicacio-
nes geométricas: recta tangente, extremos relativos, monotonia, puntos
de inflexion y curvatura. Aplicaciones fisicas: velocidad y aceleracion.

Interpretacion y analisis de funciones sencillas, expresadas de manera
analitica o gréafica, que describan situaciones reales.

Utilizacion de herramientas informaticas para el estudio de funciones
y sus graficas.

4. Estadistica y Probabilidad:

a)

Distribuciones bidimensionales. Distribuciones marginales. Medias y
desviaciones tipicas marginales. Covarianza. Coeficiente de correlacion
lineal. Regresion lineal.

Técnicas de recuento, combinatoria. Binomio de Newton.

Probabilidades a priori y a posteriori. Probabilidad compuesta, condi-
cionada y total. Teorema de Bayes.

Variables aleatorias discretas. Distribucion de probabilidad. Media y
varianza. Distribuciéon binomial. Uso de tablas. Célculo de probabili-
dades de sucesos simples y compuestos.

Variables aleatorias continuas. Funciéon de distribuciéon. Distribucion
normal. Normal tipica y uso de tablas. Tipificacion de una variable
normal. Célculo de probabilidades de sucesos simples y compuestos.
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f) Utilizacion de la hoja de célculo para realizar calculos estadisticos y
simulaciones de probabilidad.

e (riterios de evaluacién

1.

10.

11.

Utilizar correctamente los niimeros reales y sus operaciones para presentar
e intercambiar informacion; estimar los efectos de las operaciones sobre los
ntmeros reales y sus representaciones grafica y algebraica.

Resolver problemas extraidos de la realidad social y de la naturaleza que
impliquen la utilizacién de ecuaciones e inecuaciones, asi como interpretar
los resultados obtenidos.

Utilizar las razones trigonométricas de un angulo cualquiera y sus identida-
des notables para resolver problemas geométricos obtenidos como modelos
de situaciones reales, interpretando y valorando las conclusiones obtenidas.

Conocer y operar correctamente con los nimeros complejos (en sus formas
binémica, trigonométrica y polar), utilizarlos en la resolucion de problemas
geométricos y ecuaciones algebraicas sencillas.

Utilizar el lenguaje vectorial para modelizar analiticamente distintas si-
tuaciones susceptibles de ser tratadas con métodos de geometria plana
elemental, resolver problemas afines y métricos e interpretar las solucio-
nes.

Identificar las formas correspondientes a algunos lugares geométricos del
plano en distintas situaciones de la vida real, obtener, a partir de su defi-
nicion como lugar geométrico, la ecuacion de una codnica e identificar sus
elementos caracteristicos.

Identificar las funciones habituales dadas a través de enunciados, tablas o
graficas, y aplicar sus caracteristicas al estudio de fenémenos naturales y
tecnologicos.

Encontrar e interpretar las caracteristicas destacadas de funciones expre-
sadas analitica y graficamente y, manejar el calculo elemental de limites y
derivadas como herramienta para representar graficamente funciones ele-
mentales a partir de sus caracteristicas globales y locales (dominio, conti-
nuidad, simetrias, puntos de corte, asintotas, comportamiento en el infinito,
intervalos de crecimiento y puntos de tangente horizontal), y relacionar-
las con fenémenos econdmicos, sociales, cientificos y tecnolégicos que se
ajusten a ellas.

Asignar probabilidades a sucesos correspondientes a fenémenos aleatorios
simples y compuestos y utilizar técnicas estadisticas elementales para to-
mar decisiones ante situaciones que se ajusten a una distribuciéon de pro-
babilidad binomial o normal.

Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar infor-
maciones, seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a
situaciones nuevas con eficacia, eligiendo las herramientas matematicas
adecuadas en cada caso.

Utilizar recursos informaticos y tecnolégicos para obtener y procesar infor-
macion, facilitar la comprension de fenémenos dindmicos, reducir el tiempo
de calculo y servir como herramienta en diferentes tipos de problemas.

» Matemaéaticas 11
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e Contenidos

1. Algebra lineal:

a) Sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones elementales y reduccion
Gaussiana. Discusion y resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
por el método de Gauss.

b) Estudio de las matrices como herramienta para manejar y operar con
datos estructurados en tablas y grafos. Representacion matricial de un
sistema de ecuaciones lineales.

¢) Operaciones con matrices. Matrices inversibles. Obtencion por el méto-
do de Gauss del rango de una matriz y de la matriz inversa. Aplicacion
de las operaciones y de sus propiedades en la resoluciéon de problemas
extraidos de contextos reales.

d) Determinantes. Propiedades elementales de los determinantes. Calculo
de determinantes. Rango de una matriz.

e) Utilizacion de los determinantes en la discusion y resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales.

2. Geometria:

a) Vectores en el espacio tridimensional. Producto escalar, vectorial y
mixto. Significado geométrico.

b) Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio. Resolucion de pro-
blemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y
planos. Resolucion de problemas métricos relacionados con el célculo
de angulos, distancias, areas y volimenes.

3. Analisis:

a) Concepto de limite de una funcion. Célculo de limites. Limites en el
infinito. Comportamiento asintotico de una funcion.

b) Continuidad de una funcion. Tipos de discontinuidad.

¢) Concepto de derivada de una funcion en un punto. Interpretacion geo-
métrica y fisica.

d) Funciéon derivada. Célculo de derivadas. Teorema de Rolle. Teorema
del valor medio. Regla de I’'Hopital.

e) Aplicacion de la derivada al estudio de las propiedades locales de una
funcion. Problemas de optimizacién.

f) Primitiva de una funcion. Técnicas elementales para el calculo de pri-
mitivas, en particular inmediatas, por cambio de variable, de funciones
racionales sencillas y por partes.

g) Introduccion al concepto de integral definida a partir del célculo de
areas encerradas bajo una curva. Integral definida. Regla de Barrow.
Teorema del valor medio para integrales. Aplicacion al calculo de areas
de regiones planas.

e Criterios de evaluacion

1. Resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss.

2. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones con matrices y determinan-
tes como instrumento para representar e interpretar datos y relaciones y,
en general, para resolver situaciones diversas.
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3. Obtener el rango y la inversa de una matriz mediante el método de Gauss.
Discutir y resolver, en términos matriciales, sistemas de ecuaciones lineales
con dos o tres incognitas.

4. Manejar determinantes de 6rdenes dos y tres, y usarlos para resolver sis-
temas de ecuaciones lineales y para calcular la inversa de una matriz.

5. Transcribir problemas reales a un lenguaje gréafico o algebraico, utilizar
conceptos, propiedades y técnicas matematicas especificas en cada caso
para resolverlos y dar una interpretacion de las soluciones obtenidas ajus-
tada al contexto.

6. Utilizar los conceptos, propiedades y procedimientos adecuados para en-
contrar e interpretar caracteristicas destacadas de funciones expresadas
algebraicamente en forma explicita.

7. Utilizar el lenguaje vectorial y las técnicas apropiadas en cada caso, como
instrumento para la interpretacién de fenémenos diversos derivados de la
geometria, la fisica y demas ciencias del ambito cientifico-tecnologico, e
interpretar las soluciones de acuerdo a los enunciados.

8. Identificar, calcular e interpretar las distintas ecuaciones de la recta y el
plano en el espacio tridimensional para resolver problemas de incidencia
incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y planos y utili-
zarlas, junto con los distintos productos entre vectores, expresados en bases
ortonormales, para calcular angulos, distancias, areas y volimenes.

9. Calcular limites, derivadas e integrales.

10. Utilizar el calculo de limites y derivadas para la resoluciéon de problemas de
optimizacion extraidos de situaciones reales y para el estudio de fenémenos
naturales y tecnologicos.

11. Utilizar el cdlculo de integrales para obtener las areas de regiones limitadas
por rectas y curvas representables por los alumnos.

12. Realizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar infor-
maciones, seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a
situaciones nuevas con eficacia, eligiendo las herramientas matematicas
adecuadas en cada caso.

= Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I

e Contenidos
1. Aritmética y algebra:
a) Numeros racionales e irracionales. La recta real, ordenacion y ope-

raciones. Valor absoluto. Aproximacién decimal de un ndmero real.
Estimacion, redondeo y errores.

b) Operaciones con potencias y radicales. Logaritmos.

¢) Ecuaciones lineales, cuadraticas, exponenciales y logaritmicas. Aplica-
ciones.

d) Estudio y resolucion grafica y algebraica de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas. Sistemas con tres incognitas: método de
Gauss.

e) Inecuaciones lineales con una o dos incognitas. Interpretacion y reso-
lucion gréfica.

14



/) Resolucion de problemas del ambito de las ciencias sociales mediante
la utilizacion de ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales.

g) Resolucion de problemas de matematica financiera en los que intervie-
nen el interés simple y compuesto, y se utilizan tasas, amortizaciones,
capitalizaciones y ntimero indice. Pardmetros econémicos y sociales.

2. Analisis:
a) Funciones reales de variable real. Tablas y graficas. Expresion analitica.

Estudio grafico y analitico de las funciones polinémicas de primer y
segundo grado y de las funciones de proporcionalidad inversa.

b) Aspectos globales de una funcion. Utilizacion de las funciones como
herramienta para la resolucion de problemas y la interpretacion de
fenémenos sociales y econémicos.

¢) Determinacion de valores de una funcion. Interpolacion y extrapolacion
lineal. Aplicacion a problemas reales.

d) Identificacion de la expresion analitica y grafica de las funciones po-
linbmicas, exponencial y logaritmica, valor absoluto, parte entera y
racionales sencillas a partir de sus caracteristicas. Las funciones defi-
nidas a trozos.

e) Conceptos intuitivos de limite y continuidad. Técnicas elementales de
calculo de limites. Aplicacion al estudio de asintotas.

f) Tasa de variacion media y tasa de variacion instantanea. Tendencias.
Derivada de una funcién. Reglas de derivacion.

3. Probabilidad y estadistica:

a) Estadistica descriptiva unidimensional. Tipos de variables. Métodos
estadisticos. Tablas y graficos. Parametros estadisticos de localizacion,
de dispersion y de posicion.

b) Distribuciones bidimensionales de datos. Interpretacion de fend6menos
sociales y econ6micos en los que intervienen dos variables a partir de la
representacion grafica de una nube de puntos. Distribuciones margina-
les. Medias y desviaciones tipicas marginales. Covarianza. Coeficiente
de correlacion lineal. Regresion lineal. Extrapolacion de resultados.

¢) Técnicas de recuento, combinatoria. Binomio de Newton.

d) Variables aleatorias discretas. Distribucion de probabilidad. Media y
varianza. Distribuciéon binomial. Uso de tablas. Calculo de probabili-
dades de sucesos simples y compuestos.

e) Variables aleatorias continuas. Funcion de distribucion. Distribucion
normal. Normal tipica y uso de tablas. Tipificaciéon de una variable
normal. Célculo de probabilidades de sucesos simples y compuestos.

f) Aproximacion de la binomial por la normal.
g) Utilizacion de la hoja de calculo para realizar célculos estadisticos y
simulaciones de probabilidad.

e (riterios de evaluacién

1. Utilizar los nimeros reales para presentar e intercambiar informacion, con-
trolando y ajustando el margen de error exigible en cada situacion, en un
contexto de resolucion de problemas.
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2. Transcribir a lenguaje algebraico o grafico una situacion relativa a las cien-
cias sociales y utilizar técnicas matemaéticas apropiadas para resolver pro-
blemas reales, dando una interpretacién de las soluciones obtenidas.

3. Resolver sistemas de ecuaciones lineales de problemas del ambito de las
ciencias sociales.

4. Utilizar los porcentajes y las formulas de interés simple y compuesto pa-
ra resolver problemas financieros e interpretar determinados pardmetros
econdmicos y sociales.

5. Relacionar las gréaficas de las funciones polinémicas, exponenciales, loga-
ritmicas, valor absoluto, parte entera y racionales sencillas, con situaciones
que se ajusten a ellas; reconocer en los fendémenos econémicos y sociales
las funciones mas frecuentes e interpretar situaciones presentadas median-
te relaciones funcionales expresadas en forma de tablas numéricas, graficas
o expresiones algebraicas.

6. Utilizar las tablas y graficas como instrumento para el estudio de situa-
ciones empiricas relacionadas con fenémenos sociales y analizar funciones
que no se ajusten a ninguna féormula algebraica, propiciando la utilizacion
de métodos numéricos para la obtencién de valores no conocidos.

7. Utilizar el lenguaje de funciones para elaborar e interpretar informes sobre
situaciones reales, susceptibles de ser presentadas en forma de graficas o a
través de expresiones polinémicas o racionales sencillas, que exijan tener
en cuenta continuidad, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos
y minimos y tendencias de evoluciéon de una situacion.

8. Utilizar el lenguaje adecuado para la descripcion de datos y analizar e
interpretar datos estadisticos que aparecen en los medios de comunicacion.

9. Distinguir si la relacion entre los elementos de un conjunto de datos de una
distribucién bidimensional es de caracter funcional o aleatorio e interpretar
la posible relacion entre variables utilizando el coeficiente de correlacion y
la recta de regresion.

10. Utilizar técnicas estadisticas elementales para tomar decisiones ante si-
tuaciones que se ajusten a una distribucion de probabilidad binomial o
normal.

11. Abordar problemas de la vida real, organizando y codificando informacio-
nes, elaborando hipétesis, seleccionando estrategias y utilizando tanto las
herramientas como los modos de argumentaciéon propios de las matemati-
cas para enfrentarse a situaciones nuevas con eficacia.

12. Utilizar recursos informaticos y tecnolégicos para obtener y procesar infor-
macion, facilitar la comprension de fenémenos dinamicos, reducir el tiempo
de calculo y servir como herramienta en diferentes tipos de problemas.

= Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I1

e Contenidos
1. Algebra:
a) Sistemas de ecuaciones lineales. Estudio e interpretacion grafica.

b) Las matrices como expresion de tablas y grafos. Suma y producto de
matrices. Matrices inversibles. Obtencion de matrices inversas sencillas
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por el método de Gauss. Interpretacion del significado de las operacio-
nes con matrices en la resolucién de problemas extraidos de las ciencias
sociales.

¢) Inecuaciones lineales con una o dos incognitas. Sistemas de inecuacio-
nes. Interpretacion y resolucion grafica.

d) Programacion lineal bidimensional. Aplicaciones a la resolucion de pro-
blemas sociales, econémicos y demograficos. Interpretaciéon de las so-
luciones.

2. Anélisis:
a) Aproximacion al concepto de limite y continuidad. Técnicas elementa-

les de céalculo de limites. Tipos de discontinuidad. Aplicacion al estudio
de asintotas. Interpretacion en el tratamiento de la informacion.

b) Derivada de una funciéon en un punto. Recta tangente en un punto.
Reglas de derivacion.

¢) Aplicacion de las derivadas al estudio de las propiedades locales de una
funcion. Maximos y minimos. Intervalos de crecimiento y decrecimiento
de una funcion.

d) Estudio y representacion grafica de una funciéon polindémica o racional
sencilla a partir de sus propiedades globales.

e) Aplicacion de las derivadas a la resolucion de problemas de optimiza-
cion relacionados con las ciencias sociales y la economia.

3. Probabilidad y estadistica:

a) Probabilidades a priori y a posteriori. Probabilidad compuesta, condi-
cionada y total. Teorema de Bayes.

b) Implicaciones practicas del Teorema Central del Limite, del teorema
de aproximacion de la binomial a la normal y de la Ley de los Grandes
Nimeros.

¢) Muestreo. Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. Con-
diciones de representatividad. Parametros de una poblacion.

d) Distribuciones de probabilidad de las medias y proporciones muestra-
les.

e) Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucién bino-
mial y para la media de una distribucién normal de desviacion tipica
conocida.

f) Contraste de hipotesis para la proporcion de una distribucion binomial
y para la media o diferencias de medias de distribuciones normales con
desviacion tipica conocida.

e Criterios de evaluacion

1. Resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss.
2. Operar correctamente con matrices y utilizar el lenguaje matricial como
instrumento para representar e interpretar datos, relaciones y ecuaciones.

3. Transcribir problemas expresados en lenguaje usual al lenguaje algebraico
y resolverlos utilizando técnicas algebraicas determinadas: matrices, ecua-
ciones y programacion lineal bidimensional, interpretando criticamente el
significado de las soluciones obtenidas.
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4. Analizar e interpretar fendmenos habituales en las ciencias sociales suscep-
tibles de ser descritos mediante una funcién, a partir del estudio cualitativo
y cuantitativo de sus propiedades méas caracteristicas.

5. Identificar y representar graficamente funciones polindémicas, racionales
sencillas, exponenciales y logaritmicas a partir de sus propiedades loca-
les y globales.

6. Resolver problemas de optimizacion extraidos de situaciones reales de ca-
racter econémico o social.

7. Asignar probabilidades a sucesos aleatorios simples y compuestos, depen-
dientes o independientes, utilizando técnicas personales de recuento, dia-
gramas de arbol o tablas de contingencia.

8. Conocer el concepto de muestreo y planificar y realizar estudios estadisti-
cos de fenémenos sociales que permitan estimar parametros con una fia-
bilidad y exactitud prefijadas, determinar el tipo de distribucién e inferir
conclusiones acerca del comportamiento de la poblacién estudiada.

9. Analizar de forma critica informes estadisticos presentes en los medios de
comunicacion y otros ambitos, detectando posibles errores y manipulacio-
nes tanto en la presentacion de los datos como de las conclusiones.

10. Reconocer la presencia de las matematicas en la vida real y aplicar los co-
nocimientos adquiridos a situaciones nuevas, disenando, utilizando y con-
trastando distintas estrategias y herramientas matematicas para su estudio
y tratamiento.

2.3. Analisis y conclusion

Hemos de resaltar en primer lugar lo inadecuado que a nuestro juicio resulta la exis-
tencia de la posibilidad de obtener el titulo de bachillerato cientifico sin haber cursado
ninguna asignatura de matemaéticas durante el mismo. Las matematicas no solamente
son el lenguaje de modelizacion de todas las ciencias sino que ademés son un saber en
si mismas ligado al hombre tanto como la filosofia, la historia o el lenguaje, todas estas
materias obligatorias en todas las modalidades de bachillerato.

A Dios gracias esta aberracién queda corregida en el proyecto de ley LOMCE aprobado
por el consejo de ministros el 17 de mayo de 2013. Esperamos que si alguna modificacion
de dicho proyecto fuere introducida antes de su aprobacion definitiva por las cortes no
afecte a este aspecto y que las mateméticas sean obligatorias en ambos cursos del bachi-
llerato cientifico.

Tras una detallada lectura de los contenidos y los criterios de evaluacion de las 4 materias
de matematicas existentes en el bachillerato podemos constatar que el término infinito
aparece explicitamente tan solo en dos ocasiones:

1. en el criterio de evaluacion nimero 8 de la asignatura “Matematicas I”

Encontrar e interpretar las caracteristicas destacadas de funciones expre-
sadas analitica y grdficamente y, manejar el cdlculo elemental de limi-
tes y derivadas como herramienta para representar grdficamente funcio-
nes elementales a partir de sus caracteristicas globales y locales (dominio,
continuidad, simetrias, puntos de corte, asintotas, comportamiento en el
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infinito, intervalos de crecimiento y puntos de tangente horizontal), y re-
lacionarlas con fenomenos economicos, sociales, cientificos y tecnologicos
que se ajusten a ellas.

2. en el contenido a) del bloque 3. Analisis de la asignatura “Mateméticas I1”

Concepto de limite de una funcion. Cdlculo de limites. Limites en el in-
finito. Comportamiento asintdtico de una funcion.

Esta constatacion no pasaria de lo anecdotico si no existiese el problema que creemos
haber detectado: los alumnos, que estan continuamente manejando el concepto de infinito
de manera implicita, no tienen una nocién clara de su significado lo que inevitablemente
implica la mala, o al menos incompleta, comprension de todos los conceptos en los que
subyace la idea de infinito.

Recordemos que los alumnos comienzan el primer curso de bachillerato con 16 anos de
edad. Su capacidad intelectual esta pues completamente desarrollada. Si pudiese ser de-
mostrado que los alumnos de bachillerato no presentan una dificultad especial para com-
prender el concepto matematico de infinito tal vez seria aconsejable su introduccion en el
curriculo de manera méas explicita.

El experimento que hemos realizado llevado a cabo a mayor escala podria ayudar a dilu-
cidar esta cuestion. Veamoslo en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

El experimento

Pasamos a describir en este capitulo la parte principal de nuestro trabajo: el experi-
mento realizado con un grupo de alumnos de bachillerato. Comenzamos con una presenta-
cion de la problematica que motiva el estudio. A continuacion realizamos una descripcion
detallada de como se llevo a cabo y de los criterios que se siguieron para su ejecucion.
Finalizamos el capitulo con el analisis de los resultados obtenidos y la conclusion.

3.1. Problematica

De los dos primeros capitulos se deduce que el concepto de infinito estd detras de
la mayoria de nociones que aparecen en el curriculo de las matematicas de bachillerato.
Echamos en falta desde una perspectiva purista que el tema se aborde de una manera
més directa: la idea de infinito es muy importante en mateméticas. Por hacer un simil con
otra rama del conocimiento, es dificil explicar gramética de la lengua espanola sin fijar
previamente el concepto de verbo.

Pero el problema que motiva este estudio es de indole més practica. Intuimos una relacion
directa entre la mala o incompleta comprension de las mateméticas del bachillerato por
parte de los alumnos y la claridad en su cabeza sobre el concepto de infinito.

El estudio que hemos realizado, ejecutado a mayor escala, podria ayudar a dilucidar esta
cuestion.

3.2. Procedimiento

Reunimos un grupo de 10 personas de entre 15 y 19 anos. Se les plantean 3 tandas de
preguntas por escrito. La primera tanda sobre sus conocimientos previos e intuiciones del
infinito. La segunda sobre la motivacion que les produce la idea. La tercera tanda, tras
una charla acerca del infinito, gira en torno a los aspectos fundamentales de la misma,
para comprobar lo que ha sido asimilado.

Veamoslo de forma detallada.

3.2.1. Circunstancias fisicas

El experimento tuvo lugar en el seminario 118 del departamento de Algebra, Geo-
metria, Topologia y Anélisis Matemaéatico de la Universidad de Valladolid. Se realiz6 el

21



viernes 28 de junio de 2013, entre las 10:30 y las 12:45 de la manana. La temperatura
era agradable, entorno a 20 grados, y el dia muy luminoso, completamente despejado.
Incluimos esta informacion por la posible influencia de las condiciones meteorologicas en
el Animo de los presentes.

El seminario 118 es un aula con buena iluminaciéon natural, 4 filas de mesas corridas donde
caben 4 alumnos por mesa. Capacidad total de oyentes, 16 personas. Hay una pizarra de
gran tamano en la pared enfrentada a las mesas.

Conocia personalmente a 8 de los 10 participantes en el experimento antes del mismo. Es-
tas personas accedieron por voluntad propia para hacerme un favor personal. A pesar de
la edad y de encontrarse en periodo de vacaciones escolares la disposicion fue inmejorable
y la participacion muy activa.

3.2.2. Sujetos del estudio de campo

Reunimos a 10 alumnos de Valladolid de entre 15 y 19 anos de edad que han cursado
durante el presente ano académico 2012/2013 estudios comprendidos entre 3°ESO y 2° de
Bachillerato.

Decidimos incluir dos sujetos de 15 anos de edad que han finalizado 3°ESO y otro sujeto
de 16 anos de edad que ha finalizado 4°ESO por los siguientes motivos:

1. La capacidad intelectual de una persona de 15 anos esta completamente desarrollada.
Luego una persona de 15 afnos es en principio tan capaz como cualquier otra de edad
igual o superior de comprender un mismo razonamiento abstracto.

2. Sus ideas sobre el infinito no estan viciadas con un manejo implicito tan continuado
como se da del mismo en las matematicas del bachillerato. Consideramos este punto
de interés para la realizacion de un analisis comparativo de los resultados obtenidos
en las preguntas relativas a los conocimientos previos o la intuiciéon sobre la idea de
infinito.

La siguiente tabla recoge los datos relevantes sobre los participantes en el experimento.

Alumno | Edad | Sexo | Centro | Curso | Opcién | Media | PAU | Rep.

1 15 M Ensenanza | 3°ESO 6

2 15 M Ensenanza | 3°ESO 6

3 18 M Ensenianza | 2°Bach CyT 7 6’5

4 17 V Ensenianza | 2°Bach CyT 6 6’95

5 16 \Y Agustinas | 4°ESO B 3

6 17 M Teresianas | 1°Bach CyT 3

7 18 M Agustinas | 2°Bach | CCSS 4

8 19 V NunezA. | 2°Bach CyT 6 4 2°Bach
9 17 M | GregorioF. | 1°Bach CyT 8

10 17 M Agustinas | 2°Bach | CCSS 5 515

Se ha numerado a los alumnos de 1 a 10 para mantener su privacidad.

Los centros a los que pertenecen se ubican todos en Valladolid capital. Sus nombres
completos son: Colegio Santa Teresa de Jesus (Teresianas) de caracter concertado con el
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bachillerato privado; Colegio Nuestra Sefiora de la Consolacion (Agustinas) de caracter
concertado con el bachillerato privado; Colegio Compania de Maria (La Ensenanza) de
caracter concertado con el bachillerato privado; IES Nufiez de Arce de caracter piblico;
Centro de Ensenianza Concertado Gregorio Ferndndez de caracter concertado.

En la columna “opcién” aparecen las opciones CyT referente a la modalidad de bachille-
rato de Ciencias y Tecnologia, CCSS referente a la modalidad de bachillerato de Ciencias
Sociales y B referente a la opcion de matematicas B en 4°ESO ( son las matematicas
destinadas a dar la base para las matematicas de la opcion cientifica tecnologica del ba-
chillerato. La otra opcion son las matemaéticas A, de caracter menos teérico).

En la columna “media” se refleja la nota media obtenida en mateméticas en el curso ac-
tual.

En la columna “PAU” aparece la nota obtenida en la prueba de matemaéticas de la selec-
tividad 2013.

En la columna “Rep.” aparecen los cursos de bachillerato que ha repetido el alumno.

3.2.3. Secuenciacion

Acudimos con el grupo de alumnos al aula arriba descrito. Hasta este momento lo
unico que se les ha dicho es que me van a ayudar a realizar un experimento. Ya en el aula
se les solicita que respondan a un conjunto de preguntas por escrito. Cuando terminan,
recojo sus respuestas. Llamamos a estas preguntas, “Preguntas antes de la exposiciéon
I”.

A continuacién, se les da una breve explicacién de en qué va a consistir la experiencia:
van a recibir una segunda hoja con preguntas para responder, se les dejard un tiempo
para que lo hagan, después les hablaré durante 1 hora sobre algo que deberan tratar de
entender y finalizaremos con la entrega de una iltima hoja con preguntas sobre lo que se
haya tratado en mi exposiciéon para comprobar qué es lo que han entendido de la misma.

Tras esta breve explicaciéon se les entrega una segunda hoja con otras preguntas que
también responden por escrito. Llamamos a estas preguntas, “Preguntas antes de la
exposiciéon I1”.

Recojo la segunda hoja y comienzo mi exposicién. El objetivo de la misma es mostrarles
un ejemplo de que existen infinitos més grandes que otros, mediante la demostracion de
que la cantidad de nimeros naturales es inferior a la cantidad de nimeros reales, siendo
ambas cantidades infinitas. Para ello utilizamos la demostracion de la diagonal de Cantor.

Finalizamos el experimento entregando una tltima hoja que llamamos “Preguntas des-
J
pués de la exposiciéon”.

3.3. Criterios

Dividimos la experiencia en 4 partes que pasamos a describir a continuacion. La pri-
mera relacionada con la idea que los alumnos tienen sobre el infinito y la intuicion del
mismo en diversas situaciones matematicas. Quedé recogido en lo que hemos llamado
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Hoja antes de la exposicion I. La segunda parte estuvo relacionada con la motivacion que
la reflexion sobre el infinito produce en los alumnos. La misma queda recogida en la Hoja
de antes de la exposiciéon II. A continuacién tuvo lugar mi exposicién sobre la existencia
de infinitos mas grandes que otros ilustrandolo al probar mediante la diagonal de Cantor
que la cantidad de nimeros reales es superior a la de niimeros naturales siendo ambas
cantidades infinitas. Para finalizar, la cuarta parte consistio en la evaluacion de lo que los
alumnos consiguieron captar de la exposicion. Esto tltimo queda recogido en la hoja de
preguntas de después de la exposicion.

3.3.1. Hoja antes de la exposicién I

Nada més llegar los alumnos al aula se les entregd una hoja con preguntas y se les
pidi6 que las respondiesen por escrito. Comenzaron a las 10:30 y el ultimo entreg6 la hoja
a las 10:50, es decir, 20 minutos.

Las preguntas, que aparecen en la hoja que se entrego a los alumnos en otro orden, fueron
las siguientes:

1. Dadas dos rectas paralelas, jse cortan en algin punto? En caso negativo, ;por qué?
En caso afirmativo, ;dénde?

2. Dados dos planos en el espacio paralelos, se cortan en algin punto? En caso nega-
tivo, ;por qué? En caso afirmativo, ;donde?

3. (Cuantos tipos de nimeros conoces? ;Cuéntos hay de cada tipo?

4. Hay méas ntmeros pares o impares? ;Por qué? ;Cuantos hay de cada clase? ;Hay
mas nimeros naturales o enteros? ;Por qué? ; Cuéntos hay de cada clase? ; Por qué?

5. (Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequenos? En lenguaje mate-
maético, {quién es el limite de la funcion 1/x cuando x tiende a cero? jPor qué? ;Qué
quiere decir para ti “x tiende a cero™

6. ;Cuantos niimeros existen entre el nimero pi y el nimero 5,41 ?

7. Escribe dos nimeros que consideres que estdn muy proximos. ;Puedes escribir otro
que se encuentre entre ellos? ;Se te ocurre alguna conclusion? ;Cudl?

8. A quién es igual la tangente del angulo 07 ;Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. ;Recuerdas como es la grafica de la
funcion tangente de x? En caso afirmativo, dibijala.

9. Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y cruces. {Existe algiin nimero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo ntimero de
caras que de cruces? ;Por qué?

El objetivo de las dos primeras era el de averiguar si el alumno reconoce al infinito como un
lugar. Estén relacionadas con el aspecto geométrico del infinito. Introducimos la segunda
pregunta para examinar si en caso de identificar al infinito como un lugar en la primera
pregunta, ;aparece algin conflicto cognitivo si la dimension de dicho lugar aumenta? El
alumno sabe, o deberia saber, que dos planos en dimensién 3 si se cortan lo hacen en una
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recta. Aquellos que respondan “en el infinito” a la pregunta primera, ;cémo lo haran a
esta otra?.

La tercera y la cuarta tienen que ver con el aspecto aritmético del infinito. Sirven para
indagar sobre la intuicién del alumno acerca de la posibilidad de que existan infinitos
mayores que otros.

La 5%, 6%, 7* y 8 preguntas tratan sobre el aspecto analitico del infinito. La nocién de lo
infinitamente proximo. Esto es fundamental para la comprensién de miltiples conceptos
analiticos como los limites, la continuidad, la derivacion, la integraciéon como aproxima-
cion para el célculo de areas, las aproximaciones numéricas, errores, etc.

La 9% pregunta se relaciona con la ley de los grandes ntimeros del célculo de probabilida-
des.

Estas preguntas se realizaron en un principio con la tinica intencion de comprobar si habia
algtin tipo de relaciéon entre los alumnos que tenfan una intuicion més clara del infinito
y aquellos que comprendian mejor la exposiciéon. Sin embargo algunas respuestas repe-
titivas nos sorprendieron. Analizamos este aspecto en las secciones resultados y conclusion.

3.3.2. Hoja antes de la exposicion II

Tras la entrega de la primera hoja con las respuestas por parte de todos los alumnos,
les expliqué el motivo del experimento. Les dije que era acerca del infinito y que les
iba a entregar una segunda hoja de preguntas para que respondiesen por escrito. Que a
continuacion les hablaria durante una hora sobre un aspecto del infinito y que deberian
tratar de comprender lo que les dijese, pues al finalizar les entregaria una nueva hoja con
preguntas sobre mi exposicion.

Esta segunda hoja de preguntas esta relacionada con la motivacion personal de cada
alumno para pensar en la idea del infinito. También queriamos investigar acerca de los
alumnos que presentan o aducen una mayor motivacion y aquéllos que comprenden mejor
la explicacién.

Les entregué esta hoja a las 11:00 y el dltimo me la devolvi6 a las 11:05.

Las preguntas de esta hoja son las siguientes:

1. ;Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo, ;recuerdas cuando fue
la primera vez? ;Qué es para ti el infinito?

2. (Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna curiosidad? ;Por qué? En
caso afirmativo, ;cual?

3. (Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el infinito? En caso
afirmativo, ;con qué idea general te has quedado de lo que te explicaron sobre este
concepto en el colegio o instituto?

También pretendiamos comprobar si existe alguna contraposicion entre la idea propia que
tienen sobre el infinito y el recuerdo de cuando fue la primera vez que pensaron en ello y
lo que se les dice en el colegio acerca de este concepto.
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3.3.3. Exposicion

La exposicion dur6 exactamente una hora: de 11:10 a 12:10. Fue participativa, es de-
cir, les pedi insistentemente que preguntaran si en algin momento no entendian algo y
que intervinieran si se les ocurria cualquier idea o comentario que quisieran compartir.
Preguntaron e intervinieron en miltiples ocasiones a lo largo de la charla. También se les
entregd una hoja en blanco para que tomasen los apuntes que quisieran. Se les repitio que
después de la charla se les daria una tltima hoja de preguntas para responder por escrito
sobre la charla y que para ello podian utilizar los apuntes que hubiesen tomado.

Comencé la exposicion con una breve introducciéon acerca de la presencia del infinito en
muchos de los conceptos mateméaticos que se les han presentado en el colegio. A continua-
cion dejé claro el objetivo de la exposicion: demostrar que hay cantidades infinitas mas
grandes que otras.

Para evitar sorpresas hice un breve comentario sobre la necesidad de demostrar los enun-
ciados matematicos. Me servi del ejemplo que todos conocian del cuadrado de una suma

(a+b)* = a* + 2ab + b

Para algunos esto es asi porque se lo han dicho y se lo han aprendido, pero {por qué es
verdad? La evidencia de la demostracion algebraica utilizando cuentas que todos manejan

(a+b)* = (a+b)(a+b) = aa + ab+ ba + bb = a® + 2ab + b*

dejo zanjado el asunto. Anadi que este era un hecho muy facil de demostrar pero que
existen otros, como el que nos ocupaba que requieren de demostraciones un poco mas
largas y complejas.

También hice un pequeno repaso sobre los conjuntos numéricos que conocen y los simbolos
que los representan. Hacemos aqui un pequeno inciso. Como queda de manifiesto en una
de las preguntas de después de la exposicion este es un asunto que no tienen nada claro.
Mi experiencia como profesor en un internado de verano (1 mes), profesor en practicas
en un IES (2 meses), profesor substituto en un colegio concertado (1 mes), de primer y
segundo curso de universidad (un afio) y profesor particular (11 afos) me permite conje-
turar que este hecho es general. En dmbitos tan distintos lo he percibido constantemente.
Estoy de acuerdo en que no es un hecho catastrofico ni un fallo de primera indole del
sistema educativo, pero resulta extrano que algo a priori tan facil no consigan asimilarlo.
Personalmente me resulta una incégnita pues vienen manejando los conjuntos numéricos
y su simbologia desde primaria. ;Causas?

Tras el recuerdo de los distintos nimeros, se presentaba lo que crei seria el obstaculo
méas grande para que comprendiesen la exposicion: comparar la cantidad de elementos
en conjuntos infinitos. Sorprendentemente, el asunto quedo claro sirviéndome del ejemplo
del arca de Noé y remarcando que nuestro objetivo no era saber el nimero exacto de
elementos de un conjunto sino si la cantidad de elementos en uno es igual, superior o
inferior a la cantidad de elementos en otro.

Y dijo Dios a Noé: “y llevards contigo en tu arca una pareja de cada especie

animal sobre la tierra, el macho y su hembra, y una pareja de cada especie de
ave del cielo, el macho y su hembra”
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En realidad son 7 parejas por especie con algunas excepciones (Génesis 7:2) pero no era
cuestion liar mas la cosa. La pregunta que todos entendieron fue ;hay la misma cantidad
de animales macho que de animales hembra en el arca? Si, porque a cada macho le asocio
una y s6lo una hembra (su hembra), y al hacer esto no me dejo hembras sin macho. Luego
en el arca hay la misma cantidad de animales macho que de animales hembra. El hecho
de utilizar la palabra cantidad y no nimero es completamente intencionado.

Sirviéndonos de esta nocién de comparacion de cantidades les mostré que habia la misma
cantidad de ntimeros pares e impares, de niimeros pares y naturales, de ntimeros naturales
y de enteros y de ntimeros naturales y racionales, mediante los procedimientos usuales.
Como queda de manifiesto en las preguntas la mayoria asimil6 bien esta idea y los hechos
que con ella demostramos. Les dije que aquellos conjuntos infinitos que tienen la misma
cantidad de elementos que el conjunto de los niimeros naturales son conjuntos que pode-
mos contar y ordenar (el primero, el segundo, el tercero,...), o contables.

Para finalizar vimos, con otro lenguaje, que esa asociaciéon biyectiva se puede representar
también con graficas de funciones, lo que me sirvié para hacerles ver que hay la misma
cantidad de nimeros reales que de niimeros en el intervalo [0, 1] mediante la grafica de la
tangente. A juzgar por las respuestas entregadas muchos comprendieron que la cantidad
de puntos en toda la recta real es la misma que en un trozo de ella, por pequeno que sea.

Finalizamos la exposicion con el procedimiento de la diagonal de Cantor para demostrar
que es imposible contar los nimeros del intervalo [0,1]. Tuve que hablarles sobre las dos
posibles representaciones decimales de los niimeros decimales exactos y sobre el razona-
miento por reduccion al absurdo, pero a juzgar por las respuestas de las preguntas de
después de la exposicibn mas o menos les quedo claro.

3.3.4. Preguntas después de la exposicién

Con este conjunto de preguntas que se les entregd tras un breve descanso después
de la exposicién pretendimos comprobar lo que habian asimilado acerca de los aspectos
fundamentales de la misma. Tuvieron media hora para contestarlas, de 12:15 a 12:45.
Podian usar los apuntes que habian tomado. Las preguntas eran

1. ;Hay més numeros pares o impares? ; Por qué? ; Cuantos hay de cada clase?
jray p p & q 4 y

2. Escribe un ntimero real que no sea racional, un nimero racional que no sea entero,
un nimero entero que no sea natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el ntimero que escribes es real y no racional, racional y no entero,
etc.)

3. (Hay més nimeros naturales o enteros? ;Por qué? ;Cuantos hay de cada clase?
4. ;Hay mas numeros reales o naturales? ;Por qué? ;Cuantos hay de cada clase?

5. Si tengo dos conjuntos infinitos, jcomo sé si ambos tienen el mismo nimero de
elementos?

6. Haz un resumen de la exposicion y de lo que consideres mas importante (matema-
ticamente) de la misma. ;Has aprendido algo que no supieses (si es que no, no pasa
nada, ponedlo)? En caso afirmativo, ;qué has aprendido?

27



7. {Cuél es la idea que hemos visto en la exposiciéon para demostrar que hay maés
numeros reales que nimeros naturales?

8. (Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos més grandes que otros? ;Por
qué?

3.4. Resultados

Presentamos en la siguiente tabla los resultados obtenidos en las 3 tandas de preguntas,
la primera relacionada con la intuicion del infinito por parte de los alumnos, la segunda
con la motivacion que les produce profundizar en el conocimiento de la idea y la tercera
sobre su comprension de lo dicho en la durante la charla. Las calificaciones aparecen en
esta tabla sobre 10 puntos.

Alumno | Intuicién | Motivacién | Comprensién
1 1’9 5 10
2 17 3’3 57
3 37 17 4’6
4 2 10 10
5 27 83 5
6 2’5 83 5
7 1’9 17 5
8 5’3 10 9'3
9 1’9 6’7 2’9
10 0’6 17 4’3

3.4.1. Criterios de calificacion

En la siguiente tabla aparecen las calificaciones obtenidas segin se detalla mas ade-
lante. La tabla anterior es una transformacion de la que presentamos en este epigrafe
sobre criterios de calificacion. La transformacion consiste en pasar todas las notas segin
proceda a notas sobre 10 puntos, con un solo decimal, por redondeo al alza. Presentamos
ambas tablas por dos motivos:

1. Sa ha calificado cada hoja siguiendo los criterios que a continuacién se exponen. Para
poder observar la relacion entre dichos criterios, las respuestas evaluadas adjuntadas
al final del documento y la calificacion otorgada es preferible la utilizacion de la tabla
del presente epigrafe.

2. La tabla anterior es méas manejable para un estudio comparativo entre la intuicion,
la motivacion y la comprension, ya que utiliza la misma escala, sobre 10 puntos.
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Alumno | Intuicién | Motivacién | Comprensioén
1 1'5* 1’5 7
2 1’35%* 1 4
3 3’35 0’5 3’25
4 1’85 3 7
5 2’45 2’5 3’5
6 2’25 2’5 3’5
7 1’75 0’5 3’5
8 4’75 3 6’5
9 1’75 2 2
10 0’5 0’5 3

Las calificaciones son subjetivas. A modo orientativo incluimos los criterios de califica-
cién que hemos seguido. De aqui en adelante, hasta el final del epigrafe, por “la tabla”
comprenderemos la que aparece justo sobre estas lineas.

Intuicién o preguntas antes de la exposicion I

Puntuamos sobre 1 punto cada pregunta, y la calificaciéon que aparece en la tabla en
la columna intuicién es sobre 9 puntos, siendo 9 maxima intuicién y 0 minima, salvo para
los 2 sujetos de 15 anos, alumnos 1 y 2 en la tabla, en los que la pregunta niimero 8 no ha
sido tenida en cuenta ya que no conocian la funcion trigonométrica tangente, por lo que
su calificacion es sobre 8 puntos. En la tabla hacemos notar esta diferencia anadiendo un
asterisco (*) al lado de sus calificaciones.

Las preguntas

Dadas dos rectas paralelas, ;se cortan en algiin punto? En caso negativo, ;por qué?
En caso afirmativo, ;dénde?

Dados dos planos en el espacio paralelos, ;se cortan en algiin punto? En caso nega-
tivo, ;por qué? En caso afirmativo, ;donde?

han sido calificadas positivamente si se identifica al infinto como un lugar en donde se
cortan tanto las rectas como los planos paralelos. También se ha valorado cualquier atisbo
de idea de infinitud tanto en la recta como en los planos.

Las preguntas
., Cuantos tipos de niimeros conoces? ;Cuantos hay de cada tipo?

Hay mas ntimeros pares o impares? ;Por qué? ;Cuantos hay de cada clase? ;Hay
mas nimeros naturales o enteros? ;Por qué? ;Cudntos hay de cada clase? ;Por qué?

han sido calificadas positivamente si se identifica al infinto como una cantidad y si de da
alguna razon intuitiva para explicar que un conjunto es infinito. Por ejemplo, algo del
estilo a “hay infinitos ntimeros naturales porque nunca se acaban”.

Las preguntas

. Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequenios? En lenguaje mate-
maético, jquién es el limite de la funcion 1/x cuando x tiende a cero? ;Por qué? ;Qué
quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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. Cuantos numeros existen entre el nimero pi y el ntimero 5,41 ?

Escribe dos ntimeros que consideres que estdn muy proximos. ;Puedes escribir otro
que se encuentre entre ellos? ;Se te ocurre alguna conclusion? ; Cudl?

A quién es igual la tangente del angulo 07 ;Y la del a&ngulo pi medios? Haz un dibujo
explicativo si lo consideras necesario. ;Recuerdas como es la gréifica de la funcion
tangente de x7 En caso afirmativo, dibtjala. han sido valoradas positivamente si se
identifica al infinito detras de los conceptos de limite y asintota y si se aprecia una
intuicion vaga de la completitud de la recta real.

La pregunta

Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y cruces. ;Existe algin nimero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo niimero de
caras que de cruces? ;Por qué?

ha sido valorada positivamente si se aprecia intuicién del infinito como un proceso sin fin
detras de la ley de los grandes niimeros.

A modo orientativo incluimos la calificaciéon media sobre 10 puntos obtenida por los alum-
nos en el apartado de intuicion. Para ello pasamos a una nota sobre 10 multiplicando por
10/9 (10/8 en el caso de los alumnos 1 y 2) la nota de cada alumno, realizamos la media
aritmética de las cantidades asi obtenidas, y eso nos da la media numérica sobre 10 puntos
de las calificaciones de los alumnos en el apartado de intuicion.

Nota media en intuicién sobre 10 puntos: 2’4 sobre 10

Motivacién o preguntas antes de la exposiciéon 11

La calificacion de la motivacién que aparece en la columna correspondiente de la tabla
es sobre 3 puntos, siendo 3 maxima motivaciéon y 0 minima. Las preguntas

.Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo, ;recuerdas cuando fue
la primera vez? ;Qué es para ti el infinito?

.Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna curiosidad? ;Por qué? En
caso afirmativo, jcual?

tienen un peso especifico mayor dado que lo que se esta evaluando es la motivacion sus-
citada por una reflexion acerca del infinito. La pregunta

. Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el infinito? En caso
afirmativo, jcon qué idea general te has quedado de lo que te explicaron sobre este
concepto en el colegio o instituto?

es mas bien orientativa acerca de lo que recuerdan sobre lo que se les ha dicho en sus
centros de ensenanza sobre el infinito. Un recuerdo acertado podria estar ligado con la
atencion prestada durante la explicacion.

De manera analoga que con los resultados de intuicién, obtenemos

Nota media en motivacién sobre 10 puntos: 5’6 sobre 10
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Comprensién o preguntas después de la exposiciéon

En la columna “comprension” de la tabla aparecen las calificaciones sobre 7 puntos de
la hoja de después de la exposicion. La calificacion es sobre 7 puntos, porque la pregunta
sobre los distintos conjuntos numéricos,

Escribe un niimero real que no sea racional, un ntimero racional que no sea entero,
un numero entero que no sea natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el ntimero que escribes es real y no racional, racional y no entero,
etc.)

buscaba que clarificasen de manera més o menos auténoma, las diferencias entre unos tipos
de niimeros y otros. El resto de preguntas estan evaluadas sobre 1 punto. Recordamos que
la exposicion fue de 1 hora de duracién, en la que se hizo una demostracion larga y
complicada para el nivel de complejidad al que se les (mal)acostumbra en el bachillerato
y en la ESO.

De manera analoga que con los resultados de intuicién, obtenemos
Nota media en comprensiéon sobre 10 puntos: 6’1 sobre 10

Adjuntamos todas las hojas recogidas durante el experimento, incluida la de apuntes
tomados sobre la exposicién si la hubo, en el apéndice del final del trabajo.

3.5. Conclusion

Extraemos del estudio realizado las siguientes conclusiones:

1. Los alumnos sometidos a estudio vienen con una idea muy difusa del concepto de
infinito. ; Podran comprender bien los conceptos matematicos relacionados que se les
ensenan en el bachillerato? Inferimos que su formacion en este sentido es deficitaria.

2. Sin embargo, la curiosidad que muestran sobre el concepto de infinito es media.
. Costaria mucho introducir en dos sesiones una idea clara de lo que es el infinito
en el bachillerato? ;Tiene el profesorado una formacion suficiente? Es decir, ;qué
parte del profesorado en secundaria y bachillerato comprende bien el concepto ma-
tematico del infinito? Esto podria también formar parte de otro estudio paralelo y
complementario al nuestro.

3. La comprension de una demostracion bastante méas larga de las que se ven, cuando
se ven, en el bachillerato por los alumnos sometidos a estudio es ampliamente sa-
tisfactoria. Remarcamos la obtenida por el sujeto 1 de 15 anos de edad (3°ESO) y
con una idea previa del infinito muy pobre. Fue uno de los que mejor comprendi6
la charla, siendo un alumno que obtiene calificaciones medias en matemaéticas.

4. La percepcion geométrica del infinito como un lugar donde se cortan las rectas
paralelas es nula entre los alumnos sometidos a nuestro estudio.
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3.6. Continuaciéon del trabajo

Nuestro estudio es un trabajo de campo que trata de acercarse a la realidad de un
problema patente: la pobre formacion matematica del alumnado de ESO y Bachillerato.
Una de las causas podria estar relacionada con el asunto que manejamos aqui de manera
més directa, el infinito, que como hemos visto subyace en muchos de los conceptos clave
del curriculo de bachillerato y sin embargo no se aborda de manera explicita.

Asi pues, nuestro trabajo, puede entenderse como una llamada de atencion sobre un tema
a reflexionar, en el que se podria profundizar realizando un verdadero estudio estadistico
a gran escala.
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Apéndice A
Respuestas de los alumnos

Adjuntamos todo el material recogido en el experimento, ordenado por tandas de
preguntas. En la parte superior derecha de cada hoja se apunta el alumno que la rellen6.
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22 ¢{Cuantos tipos de numeros conoces? ¢ Cuantos hay de cada tipo?
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32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. ¢Existe algin nimero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo numero de

caras que de cruces? {Por qué? ,)
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42 {Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje
matematico, {quién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? ¢Por qué?
¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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52 ¢Cudntos numeros existen entre el nimero piy el nimero 5,41 ?
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62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ¢se cortan en algln punto? En caso
negativo, ¢{por qué? En caso afirma'v‘vo, édonde?
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79 Escribe dos niimeros que consideres que estdn muy préximos. {Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? ¢Se te ocurre alguna conclusién? ¢Cual?
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82 ¢ A quién es igual la tangente del angulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. {Recuerdas c6mo es la graficadela

funcién tangente de x? En caso afirmativo, dibujala.

992 ;Hay mas nlimeros pares o impares? ¢Por qué? (Cuantos hay de cada clase? ¢{Hay
mas nimeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢ Cuantos hay de cada clase? ¢Por qué?
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Preguntas antes de la exposicion |

12 Dadas dos rectas paralelas, ¢se cortan en algun punto? En caso negativo, épor
qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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22 ¢ Cuantos tipos de nuimeros conoces? ¢ Cuantos hay de cada tipo?
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32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. ¢Existe algin nimero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo niimero de
caras que de cruces? ¢ Por qué?
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42 ¢Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje
matematico, équién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? ¢Por qué?

¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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52 ¢{Cudntos nimeros existen entre el nimero pi y el numero 5,41 ?
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62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ¢se cortan en algtin punto? En caso
negativo, {por qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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72 Escribe dos numeros que consideres que estan muy proximos. {Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? ¢Se te ocurre alguna conclusion? ¢Cual?
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82 ;A quién es igual la tangente del angulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. ¢{Recuerdas cémo es la grafica de la
funcién tangente de x? En caso afirmativo, dibujala.
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92 ;Hay mas numeros pares o impares? ¢{Por qué? {Cuantos hay de cada clase? ¢Hay
més nimeros naturales o enteros? {Por qué? ¢ Cuantos hay de cada clase? ¢Por qué?
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Preguntas antes de la exposicion |

12 Dadas dos rectas paralelas, ¢se cortan en algun punto? En caso negativo, épor
qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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22 ¢{Cuantos tipos de numeros conoces? ¢ Cuantos hay de cada tipo?

2

32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.

Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. ¢ Existe algtin nimero

de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo nimero de

caras que de cruces? ¢Por qué? s
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42 {Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje
matematico, ¢quién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? ¢ Por qué?
¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?

52 {Cuantos numeros existen entre el nimero pi y el nimero 5,41 ?
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62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ¢se cortan en algun punto? En caso
negativo, ¢por qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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72 Escribe dos numeros que consideres que estan muy proximos. ¢ Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? ¢Se te ocurre alguna conclusiéon? ¢ Cual?

l p 1's

'

82 (A quién es igual la tangente del angulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. { Recuerdas como es la grafica de la
funcion tangente de x? En caso afirmativo, dibajala.

92 {Hay mds nimeros pares o impares? ¢Por qué? {Cuantos hay de cada clase? {Hay
mads nimeros naturales o enteros? ¢{Por qué? {Cuantos hay de cada clase? ¢{Por qué?
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Preguntas antes de la exposicion |

12 Dadas dos rectas paralelas, ése cortan en algun punto? En caso negativo, épor
qué? En caso afirmativo, édénde? No 2 codon . T Yo it Jnueiion.
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22 ¢{Cuantos tipos de nimeros conoces? ¢ Cuantos hay de cada tipo?
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32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. ¢Existe algiin nimero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo numero de

caras que de cruces? (Por qué? |, x4~ B wan Lono M Mo conn

Yoo nedoh It gttt ddads ), codon ruamdhede
de‘w

42 {Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje
matematico, équién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? {Por qué?
¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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52 {Cuantos nimeros existen entre el nimero piy el nimero 5,41 ?
‘ 4 . w4 7

62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ¢se cortan en algin punto? En caso
negativo, {por qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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72 Escribe dos nimeros que consideres que estan muy préximos. ¢ Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? éSe te ocurre alguna conclusion? ¢ Cual?
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82 ¢A quién es igual la tangente del dngulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. {Recuerdas cémo es la grafica de la
funcién tangente de x? En caso afirmativo, dibujala.
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92 {Hay mas numeros pares o impares? ¢ Por qué? { Cuantos hay de cada clase? ¢Hay
mas nuimeros naturales o enteros? {Por qué? ¢ Cuantos hay de cada clase? ¢{Por qué?
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Preguntas antes de la exposicién |

12 Dadas dos rectas paralelas, ¢ se cortan en algin punto? En caso negativo, {por
qué? En caso afirmativo, ¢dénde?

NO < cCcodan OO O JUN RUNOG OL QLS AL G €\ NwWag
RN , afeea &y wal ! e et de oXQ

& Oan

B

22 ¢{Cuantos tipos de nimeros conoces? ¢ Cudntos hay de cada tipo?
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32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. ¢Existe algun nimero

de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo nimero de
caras que de cruces? ¢{Por qué?
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42 {Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje

matematico, équién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? éPor qué?
¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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52 ¢Cuantos numeros existen entre el nimero piy el nimero 5,41 ?
MOy 21 23 QU)o Q)

62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ése cortan en algun punto? En caso
negativo, {por qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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72 Escribe dos nimeros que consideres que estan muy proximos. ¢ Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? ¢Se te ocurre alguna conclusion? ¢Cual?

AT

82 ¢A quién es igual la tangente del angulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. {Recuerdas como es la gréfica de la
funcién tangente de x? En caso afirmativo, dibujala.
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92 ;Hay mas nimeros pares o impares? ¢{Por qué? ¢ Cuantos hay de cada clase? {Hay
mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢{Cudntos hay de cada clase? {Por qué?
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Preguntas antes de la exposicién |

12 Dadas dos rectas paralelas, ¢se cortan en algun punto? En caso negativo, épor
qué? En caso afirmativo, ¢dénde?
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22 ¢{Cuantos tipos de nimeros conoces? ¢ Cudntos hay de cada tipo?

Caterss | teoles |, decirrales , DOONA\ES |, 'faobno\es

32 Lanzo una moneda al aire 5 veces de las cuales salen 2 veces cara y 3 veces cruz.
Vuelvo a lanzarla ahora 15 veces y obtengo 9 caras y 6 cruces. i Existe algun numero
de lanzamientos de tal forma que pueda asegurar que obtendré el mismo nimero de
caras que de cruces? ¢ Por qué?

42 {Qué resultado obtengo si divido 1 por valores muy pequefios? En lenguaje
matematico, ¢quién es el limite de la funcién 1/x cuando x tiende a cero? ¢Por qué?

¢Qué quiere decir para ti “x tiende a cero”?
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52 ¢Cudntos nimeros existen entre el nimero piy el nimero 5,41 ?

62 Dados dos planos en el espacio paralelos, ése cortan en algun punto? En caso
negativo, {por qué? En caso afirmativo, idénde?




72 Escribe dos niimeros que consideres que estan muy préximos. ¢ Puedes escribir
otro que se encuentre entre ellos? ¢Se te ocurre alguna conclusién? ¢Cual?

82 ;A quién es igual la tangente del angulo 0? ¢Y la del angulo pi medios? Haz un
dibujo explicativo si lo consideras necesario. {Recuerdas como es la grafica de la
funcién tangente de x? En caso afirmativo, dibujala.

92 ;Hay mdas nimeros pares o impares? ¢ Por qué? { Cuantos hay de cada clase? ¢{Hay
mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢ Cuantos hay de cada clase? ¢Por qué?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? {Qué es para ti el
infinito? £ PiiMariax nes e expucaron
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? éPor qué? En caso afirmativo, écudl? Pocno | cocios do g
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32 ¢Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has

quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el

colegio o instituto? |-\ ;{3,}"; MWo & LN fepresent O AN
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Preguntas antes de la exposicion I

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,

érecuerdas cuando fue la primera vez? {Qué es para ti el

infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écual?
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32 ;Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el
colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? ¢Qué es para ti el
infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna

curiosidad? é¢Por qué? En caso afirmativo, ¢ cual?
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32 ¢{Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el

colegio o instituto? ‘ 4 Qe
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? ¢Qué es para ti el
infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écual?
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32 ¢{Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el

colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? ¢{Qué es para ti el
infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, ¢écudl?
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32 ;Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el

colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? {Qué es para ti el
infinito?
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; 22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
- curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écudl?
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32 ¢Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el
colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion II

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
¢recuerdas cuando fue la primera vez? ¢Qué es para ti el

infinito? : _
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écual?

N Lﬂg\ﬁ\fl :




32 ¢ Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el
colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
¢recuerdas cuando fue la primera vez? ¢Qué es para ti el
infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écual?




32 ;Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en ]|
colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? ¢Qué es para ti el

infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, écual?
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32 ;Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el
colegio o instituto?
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Preguntas antes de la exposicion Il

12¢Has pensado alguna vez en el infinito? En caso afirmativo,
érecuerdas cuando fue la primera vez? ¢ Qué es para ti el
infinito?
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22 ¢Es la idea del infinito un asunto que te despierte alguna
curiosidad? ¢Por qué? En caso afirmativo, ¢ cual?
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32 ¢{Te han hablado alguna vez en el colegio o instituto sobre el
infinito? En caso afirmativo, écon qué idea general te has
quedado de lo que te explicaron sobre este concepto en el
colegio o instituto?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas nimeros pares o impares? éPor qué? ¢Cudntos hay

de cada clase? Hoy Lo Mmisma cavlidad de NGANS YOS
ayes € im PAYSS ) Perque seqlbo Lo caer eSpand ent e

N —~—A2N + A4 ey i\"\mi* A3 wWwMeres de (o3 des
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22 Escribe un numero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un niimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,

racional y no entero, etc.) : o
o) $BTr > Tes real ynoes mcionad Pogue "¢ se puede dwidir o
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d) 54

32 ¢{Hay mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢Cuantos

hay de cada clase? dcu; & vwwBSmae cantidtad Je nUmeves
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42 {Hay méas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos cec™

hay de cada clase? tHcw MO s omeres nabcades \?C‘Q\JQ
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écomo sé si ambos tienen el
mismo namero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicion y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. {Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, équé has aprendido?
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72 iCudl es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros
naturales? I\ahH\ceev unce relacien
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82 i Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué? 51 Perque Wﬁk% St ‘{\SM‘ o Qe
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION pﬁ\ {owa “we &

12 ¢Hay mas nameros pares o impares? ¢Por qué? ¢Cuantos hay
de cada clase? |
Hay 105 Mmismes NOMecy PAres Que impares 1 tankdad Qe NOMencs

C{) \ﬂ&_\ﬂ\*ol :

22 Escribe un numero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un niimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real Y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas nameros naturales o enteros? éPor qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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42 ;Hay mas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢ Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écdmo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicion y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido

algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En

caso afirmativo, ¢ qué has aprendido?
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72 ¢Cudl es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que nimeros
naturales?
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82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas nameros pares o impares? ¢Por qué? ¢Cudantos hay
de cada clase?
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22 Escribe un numero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un niimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el numero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢ Cuantos

hay de cada clase?
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42 iHay mas nimeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos

hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écomo sé si ambos tienen el

mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicién y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢Cual es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros
naturales?

e

82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas numeros pares o impares? ¢Por qué? ¢ Cuantos hay
de cada clase?
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22 Escribe un nimero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un niimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas nameros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢ Cudntos
hay de cada clase?
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42 {Hay mas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢ Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, ¢cOmo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de |la exposicion y de lo que consideres mas
importante (mateméticamente) de la misma. ¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ;Cual es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros
naturales?
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82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION A“é" WAWD S—

12 ¢Hay mas numeros pares o impares? ¢Por qué? ¢ Cuantos hay
de cada clase?

Hmi Ur@z mam Matdods Qo MUY or [f‘mﬂ_ R\ oA

Hmj W} H0): {0 nuoroven, B codo clans

22 Escribe un nimero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un niimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas numeros naturales o enteros? ¢{Por qué? ¢ Cuantos
hay de cada clase?
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42 ;Hay mas nimeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, ¢como sé si ambos tienen el
mismo nimero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicién y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. é¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En

caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢Cual es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas numeros reales que numeros
naturales?

P

82 ¢Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas numeros pares o impares? ¢{Por qué? ¢ Cuantos hay
de cada clase? ‘
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22 Escribe un nimero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un nimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 {Hay mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? {Cuantos
hay de cada clase?
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42 {Hay mas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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59 Si tengo dos conjuntos infinitos, écomo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicién y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. éHas aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢ Cuél es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas niimeros reales que numeros
naturales?
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82 ;i Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?

O TacWag \\&3 SVgunas e alenran. el

\d \

o W Q\O\L\L \-\C‘_ NOUAL NS oS




A
])—-—— e n
[ Z ?Q.J,—J,z,—z._f RVeeg — U M"WV&QQ

O La i {2 ; TG
2n N
ZY\—\-\ —0O-A
el
N — Q
A Qe JWT/ T
/2/5_} LO/ 'I_E“‘/ L 7 !//\)

%L Qo Dbe A To R
> Ao o (o 4J

x - - Cgv\\“: 5 L(‘I;‘ ’j\_j
\

LO,‘l_] \: = O/’(A Xz‘ ><3f >\L1




A'Q\.) WA VO -_'z‘
PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢{Hay mas nimeros pares o impares? ¢Por qué? ¢ Cuantos hay
de cada clase?
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22 Escribe un numero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un nimero entero que no sea
natural y un numero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas numeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢{Cuantos
hay de cada clase?
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42 ;Hay mas nimeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écomo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicién y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢Cudl es la idea que hemos visto en la exposicion para

demostrar que hay mas nimeros reales que nimeros

naturales?
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82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas nameros pares o impares? ¢Por qué? ¢Cudntos hay
de cada clase?

H‘_\A Al ArAAacs %30‘-‘“0 C"A‘“M%W\*
donn

22 Escribe un nimero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un nimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada

respuesta (por qué el numero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 {Hay mas numeros naturales o enteros? éPor qué? ¢Cudantos
hay de cada clase?
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42 (Hay mas numeros reales o naturales? é¢Por qué? ¢ Cuantos
hay de cada clase?

Ro o st msads s seidonrads, omaems i oonn e
Mda‘_ﬂkwu\( oracio M&M,w\o'\o*'ia,
S Xl 38 WLM% o 2n Ve quads
OMeron ain Apriion. ondind (11,23, sua, e
PO SR T Y o @ s b Yo antiy g Vo commp

52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écOmo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicién y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢Cudl es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros
naturales?

82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 ¢Hay mas numeros pares o impares? ¢Por qué? ¢{Cuantos hay
de cada clase?
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22 Escribe un nimero real que no sea racional, un nimero
racional que no sea entero, un nimero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas ndmeros naturales o enteros? ¢Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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42 ;{Hay mas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écomo sé si ambos tienen el
mismo nimero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicion y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido

algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, équé has aprendido?
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72 ¢ Cudl es la idea que hemos visto en la exposicién para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros
naturales?
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82 ;Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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PREGUNTAS DESPUES DE LA EXPOSICION

12 {Hay mas nameros pares o impares? ¢Por qué? ¢Cuantos hay

de cada clase?
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22 Escribe un niumero real que no sea racional, un numero
racional que no sea entero, un numero entero que no sea
natural y un nimero natural. Razona brevemente cada
respuesta (por qué el nimero que escribes es real y no racional,
racional y no entero, etc.)
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32 ¢Hay mas niumeros naturales o enteros? {Por qué? ¢Cuantos
hay de cada clase?
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42 iHay mas numeros reales o naturales? ¢Por qué? ¢ Cuantos
hay de cada clase?
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52 Si tengo dos conjuntos infinitos, écoOmo sé si ambos tienen el
mismo numero de elementos?
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62 Haz un resumen de la exposicion y de lo que consideres mas
importante (matematicamente) de la misma. ¢Has aprendido
algo que no supieses (si es que no, no pasa nada, ponedlo)? En
caso afirmativo, ¢qué has aprendido?
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72 ¢Cual es la idea que hemos visto en la exposicion para
demostrar que hay mas nimeros reales que numeros

naturales?
Lo, Ve Se ¥ QUL et s =Xo X ‘
B Comvik o "o cde o d-_!.ogrQL

82 {Podemos concluir de lo visto hoy que hay infinitos mas
grandes que otros? ¢Por qué?
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