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English Introduction

It was Paul Painlevé who, at the end of the 19th century, saw the need to create a geometric
theory in order to understand better the problems in the study of solutions of holomorphic
differential equations. This point of view began with the works of Henri Poincaré and Ivar Otto
Bendixon and took its own entity as “theory of foliations” with the work of Charles Ehresmann
and Georges Reeb in the 1940s. A foliation always appears as the family of solutions of some
system of differential equations and to study the behavior of the foliation is to study the global
behavior of the solutions of this system.

From the local point of view, foliations always offer the same picture, the one of a foliated
chart, with plaques that will be extended later on the leaves. Complexity appears when there
are considered global situations, or singular points, also called equilibrium points in the case
of vector fields. In fact the geometric complexity of the leaves around a singular point is com-
pared to the global situation, representing the singularity a “zone of the infinity inaccessible
by the dynamic system”. Singularities are nevertheless conditioned to the fact that we consider
holomorphic differential equations themselves. Specifically, a foliation of codimension one is
represented by the equation w = 0, where w is a holomorphic one-form satisfying the integra-
bility condition of Frobenius w A dw = 0; the singular points are those where w is zero In the
80’s the study of the singularities of holomorphic foliations was accelerated, starting from the
foundational works of Robert Moussu, Jean-Pierre Ramis, Jean Martinet, Bernard Malgrange,
Jean-Francgois Mattei, Dominique Cerveau and others, study that has continued to the present,
in some aspects in parallel to the theory of singularities of varieties. This is the framework in
which this thesis is framed.

One of the ways of dealing with the study of holomorphic singular foliations is to look for
a model with “simpler” singularities, coinciding with the original outside its singular points;
this is, to achieve a reduction of singularities by means of a finite sequence of blowing-ups,
in the same spirit as the resolution of singularities of varieties. The problem of reduction of
singularities for holomorphic foliations of codimension one was solved by Abraham Seidenberg
in 1968, for the case of dimension two, in his well-known article [40]. In ambient dimension three
there is a positive answer firstly, for the non-dicritical case in the article [11] of Felipe Cano
and Dominique Cerveau in 1992 and later, in 2004, for the general three-dimensional case in
the article [10] of F. Cano. However, this remains being an open problem in higher dimension,
although some very substantial progress has been made in the direction of local uniformization
in the preprint [13] of F. Cano and Miguel Ferndndez-Duque. This point of view of the reduction
of singularities is the one that we adopt in this work.

The main topic of my research, presented in this document in order to obtain a “PhD
degree in Mathematics by the University of Valladolid”, is the study of “Newton non-degenerate
codimension one foliations”.

The non-degenerate singularities for hypersurfaces have been described classically by A.
Kouchnirenko in [35]; let us give a quick description of them. We consider a germ of hypersurface
in (C™,0), defined locally by a reduced equation f = 0 in local coordinates z = (21, 22, ..., 2p).
We take the Taylor’s expansion of f, we consider the convex hull of the o € R%, such that
Ao 7# 0 and we add to it the first orthant R% . In this way it is obtained the Newton polyhedron
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of f. We consider its compact boundary A and we say that a singularity is “non-degenerate”
if the coefficients are “generic” in a sense that we will define later. This class of singularities is
open and dense in the space of coefficients when A is fixed. Also M. Oka does a study in [36]
of the non-degenerate singularities for the case of complete intersections.

Taking a logarithmic point of view, we can define a Newton polyhedron associated to a germ
of differential form or vector field, once we fix a system of coordinates. From a more geometrical
approach, the fact of considering a normal crossings divisor in the ambient space determines the
coordinates we are going to consider. On this way, we can define not just a single polyhedron,
but a whole polyhedra system, each one associated to one of the strata naturally given by the
divisor as we will see in Chapter 2.

A foliated space consists of a codimension one foliation F in a complex analytic space M, to-
gether with a normal crossings divisor E C M. Most of the definitions, properties and results we
present in this work concerns the foliated space (M, E, F) and not just to the foliation F. In the
general theory established in Chapter 4, we introduce the concept of “Newton non-degenerate
foliated space” which, of course, coincides with the classical one for germs of hypersurfaces,
when we consider germs of foliations having a holomorphic first integral. On the other hand,
once we have a normal crossings divisor in the ambient space, we can talk about “combinatorial
blowing-ups”. They are blowing-ups centered at the closure of one of the strata determined by
the divisor. We extend the definition introduced by M.I.T. Camacho and F. Cano in [9] and we
say that a codimension one foliation is of “toric type” if we obtain only “simple points” after
a combinatorial sequence of blowing-ups, that is, if it has a “combinatorial desingularization”.
When we ask to reach only “presimple points”, we say that the foliation is of “weak toric type”.

One result that we prove in this work is the “equivalence theorem” which says that Newton
non-degenerate foliations are exactly those that are of weak toric type, under the hypothesis
that the foliations has not saddle-nodes, that is, it is complex hyperbolic.

Let us mention that the class of Newton non-degenerate foliations contains dicritical fo-
liations, that is, after a finite sequence of blowing-ups performed in invariant centers, we can
find components of the exceptional divisor generically transversal. This fact opens in a natural
way the question if these foliations admit invariant hypersurface. The existence of invariant
hypersurface is a general problem proposed by René Thom, whose solution is positive in the
non-dicritical case (results of C. Camacho, P. Sad, D. Cerveau, F. Cano and J.F. Mattei), and
negative in the general dicritical situations. For this reason it is interesting to detect families
of dicritical foliations in which the existence of invariant hypersurface is assured.

On this line, another of the theorems that we present in the document assures the existence of
an invariant surface for toric type foliations in dimension three. In order to establish it, we have
needed a deep study of Newton non-degenerate foliations defined on projective surfaces with
toric structure. In this context we present a collection of results that classify these foliations and,
in particular, highlight the fundamental property of prolongation of isolated invariant curves
for Newton non-degenerate foliations on toric surfaces.

The content of the chapters that make up this thesis is set out below, with express mention
of the most outstanding results obtained.

Chapter 1. Preliminaries Here we recall and introduce basic concepts concerning the gene-
ral theory of codimension one holomorphic singular foliations. An ambient space M = (M, E)
consists of a nonsingular complex analytic space M accompanied by a normal crossings divisor
E. The local coordinate systems x = (1, 22,...,2,) are always taken adapted to E, that is,
satisfying the property E C (1252, = 0). Given a foliation F on M, we consider local
generators with a logarithmic writing with respect to the divisor, which we will write in local

coordinates adapted to £ = ([[;c4 z; = 0) as:

dx;
J
w = E a; +§ a;dx; a; € Op
jeA 7 g jeB 7Y / P

J
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INTRODUCTION

A holomorphic generator n = fidzi + faodxs + - -+ + frdx, is obtained from w by multiplying
by a reduced equation of the invariant part of the divisor E. With this writing, we recall that
the singular locus Sing(F) is given locally by the common zeros of the coefficients f;. When we
add to it the points where the foliation and the divisor have not normal crossings, that is, the
tangency points, we obtain the adapted singular locus Sing(F, E).

Let us recall that classically, in the bidimensional case, a singularity is called presimple if
there is a vector field defining the foliation with non-nilpotent linear part. When, in addition,
the ratio of the eigenvalues of the linear part is not a positive rational, the singularity is called
simple. In the particular case where one of the eigenvalues is zero, we say that it is a saddle-node.
The classical example of saddle-node is given by the Euler equation

(y — x)dx — 2dy.

These concepts are slightly modified to make them fit into a definition adapted to the divisor,
that is generalized to higher dimension. In this adapted context presimple points satisfies that
the number of invariant components of the divisor passing through them is either the dimen-
sional type of the foliation or one less, where we remember that the dimensional type is the
minimum number of variables in which a holomorphic generator can be written. In the first
case we will say that they are points of corner type and in the second case points of trace type.

Admissible blowing-ups are those whose centers have normal crossings with the divisor and
they are invariant for the foliation, that is to say, they are contained either in a leaf or in the
singular locus. A reduction of singularities is a finite sequence of admissible blowing-ups such
that in the final space all points are simple. When we only reach presimple points we talk about
pre-reduction.

Almost all the results we provide in this memory, are done under the complex hyperbolic
hypothesis, which imposes that can not appear bidimensional saddle-nodes in the foliation.
In a more precisely way, for each point p € M, there is no generically transversal morphism
¢ : (C%,0) — (M, p) satisfying that the origin is a saddle-node for the foliation ¢~'F. This
kind of foliations is also known in the case of dimension two as “generalized curve” (see [8]). On
the other hand, on many occasions we are going to emphasize the fact that we are considering
dicritical foliations (as in Chapter 6). A foliation is called non-dicritical if for any composition
of a finite sequence of admissible blowing-ups, the exceptional divisor is non-dicritical (in the
document this definition is precised a little more).

Finally, we recall the concept of isolated invariant branch in ambient dimension two, sugges-
ted by C. Camacho, A. Lins Neto and P. Sad in [8]. They are the ones that always go through
non-dicritical components of the exceptional divisor, after any reduction of singularities.

Chapter 2. Polyhedra Systems. Combinatorial Reduction of Singularities In this
chapter we explain the content of a paper accepted for publication which is attached as an
annex.

We change the ambient spaces for their combinatorial structure, what we call “support
fabric”. This concepts is strongly related with the idea in dimension two of dual graph of a
exceptional divisor and in higher dimension with the one of dual simplicial complex. More spe-
cifically, given an ambient space (M, E) with E = U, E;, its associated support fabric is a
pair consisting of the index set I and a set of strata H C P(I) in such a way that J € H if and
only if the intersection E; = N;csE; is not empty. What we propose is a structure of characte-
ristic polyhedra systems D defined over support fabrics which is transformed in a natural way
following the rules provided by the blowing-up morphisms. Hironaka’s characteristic polyhedra
represent the combinatorial steps in almost any procedure of reduction of singularities. This
is implicit in the formulation of the polyhedra game [33], solved by Spivakovsky [41], and in
many other papers about characteristic polyhedra. The combinatorial features concerning the
problems of reduction of singularities are reflected in polyhedra systems without loosing the
global aspects as we can appreciate in the prove we give about the following result, central in
this chapter:



Theorem 2.2 Given a polyhedra system D, there is a finite sequence of characte-
ristic transforms
D—Dy — Dy — - — Dy,

such that Sing(Dy) = 0.

The dimension of a support fabric is the maximum number of elements in its strata. Note that,
when it is associated to an ambient space M, its dimension can be smaller than the ambient
one. The proof of the previous result is done by induction in the dimension and we distinguish
three types of polyhedra systems:

1. The “Hironaka quasi-ordinary”, for these ones the prove is done directly.
2. The “specials”, for which a combinatorial version of the maximal contact ise given.
3. The “generals”, where Spivakovsky polyhedra control is used.

When we consider special systems under the induction hypothesis, we define the maximal
contact in this context. Although it is not evident that it exists in a global way, we prove that it
does, since it is precisely the induction hypothesis which allows to eliminate the possible “global
incoherence”. Now, we project over a “maximal contact support fabric”, that plays the role of a
maximal contact variety [3] and we use again the induction hypothesis to conclude the prove in
this case. For the general systems, we define the “Spivakovsky invariant” and the “Spivakovsky
projection”, which allow us to control our original system by means of a special one, until we
reduce it to the Hironaka quasi-ordinary case.

Finally, we give several examples of polyhedra systems associated with geometrical objects
such as hypersurfaces, codimension one foliations or vector fields. These examples are the ne-
cessary starting point to provide a global combinatorial support for Newton non-degenerate
hypersurfaces and foliations.

Chapter 3. Graduations and Weighted Initial Forms. This is a technical chapter, de-
voted to justify language in terms of sheaves theory, filtrations and weighted graduations of
rings and modules.

Once is fixed a stratum J of the stratification induced by the divisor, a weight vector is an
element p in the dual vector space (R7)* with all its entries positve (when we identify it with
the space R”7). If we have a Newton polyhedron N; associated to our stratum .J, these weight
vectors point out compact faces of the polyhedron.

Given an open set U C M and a function f € Oy (U), if we try to define the weighted
initial form or p-initial form as an element of the ring of polynomials in T = (7}),e; and
with coefficients in Og,(U N Sy), we find two problems. The first one and most relevant is
that we need to do it in a coordinate system defined in the whole open set U. In second place
we see that, although the first difficulty is overcome, we also find the fact that the definition
depends on the chosen coordinates. Therefore, in order to define the concept of p-initial form
of f intrinsically and globally, we are going to build the sheaf of graduated algebras &/ 0),.
In a more general way, they are defined the sheafs of graduated modules Qg (logT), R) and
6407, (log E), based in the geometrical stratum S;. While the first of them is constructed
directly taking the coefficients in the sheaf Og,, as in the case of functions, the second is built
at each fiber from the germs of logarithmic differential r-forms in M and we prove that they
are locally isomorphic. Hence, the weighted initial forms will be defined as sections of the sheaf
&40}, (log E), where are “codified” the changes of coordinates by the local isomorphisms with
the sheaf of modules Q% (logT, R).

On this way, we introduce the p-initial form L,F of a foliation F as a submodule of the sheaf
"%, (log E). The non-degeneracy conditions that are presented in Chapter 4 are given in this
language, from the local identification with the sections of Qf (logT', R), once the coordinates
are fixed.
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Chapter 4. Newton Non-degenerate Foliations. We use the constructions of weighted
initial forms made in the previous chapter, to give the definition of Newton non-degenerate
foliated space. This is a local but open definition, which we give following the classical ideas for
hypersurfaces and complete intersections. We look at a point and at the stratum of the natural
stratification given by the divisor to which it belongs, say J. We fix a weight p € (R/)* with
positive entries and say that the foliated space (M, F) is “(p, J)-non degenerate at p” if the
weighted initial form L,F, has not zeros in the complex torus (C*)”/. As we already know, the
weights points out faces of the polyhedron and when we read the weighted initial form through
a coordinate system for two different weights associated with the same face of the polyhedron,
we realize that they are essentially the same. As a consequence, it is enough to consider one
weight for each compact face of the polyhedron. When the condition J-no degenerate holds for
all points p € M we say that the foliated space is “Newton no degenerate”. An interesting result
is that the restriction to a dicritical component of a Newton non-degenerate foliated space is
also Newton non-degenerate.
The main goal of this chapter is to prove the following equivalence theorem:

Theorem 4.1 A complex hyperbolic foliated space is Newton non-degenerate if and
only if it is of weak toric type.

The proof is done in two steps. Firstly we see that being Newton non-degenerate is stable
by combinatorial blowing-ups and blowing-downs, without the need of the complex hyperbolic
hypothesis. In order to do it, we made a combinatorial game that points out which strata and
weight are related to which ones before and after blowing-up. Once this is known, stability
is a direct proof that we do in Lemma 4.1. In the second place we see what happens in the
“final stage”, that is when we work with a desingularized polyhedron, or what is the same,
when the stratum is already generically presimple. What we see here, now using the complex
hyperbolic hypothesis is that, in this case, a foliated space is Newton non-degenerate at a point
if and only if the point is presimple. To conclude the equivalence it is essential to note that
a desingularization of the associated polyhedra system (which we know that exists because of
Theorem 2.2), gives rise to a sequence of combinatorial admissible blowing-ups. Combining this
with stability and the final stage we get the proof of the result.

In the last section of this chapter we observe that the concept of Newton non-degenerate
foliated space naturally extends the classical concept for hypersurfaces, when we are considering
foliations with holomorphic first integral. Likewise, it is not difficult to find dicritical examples
from foliations with rational or multivalued first integral. Finally we conclude observing that
the condition of being Newton non-degenerate for a fixed polyhedron is open in the closed set
defined by the Frobenius integrability conditions, and in the end, we are talking about Zariski
non empty open sets in spaces of foliations.

Chapter 5. Globalization of Isolated Branches of Non-degenerate Foliations. In this
chapter we describe local-global aspects concerning the invariant curves of complex hyperbolic
Newton non-degenerate foliations defined on projective toric surfaces. The main result that we
present is the following:

Theorem 5.1. The isolated invariant branches of a Newton non-degenerate foliation
defined on a projective toric surface extend to algebraic curves.

Let us recall that a nonsingular projective toric surface is naturally endowed with a normal
crossings divisor given by the union of the non-dense orbits of the torus action. Moreover,
these surfaces are obtained from the projective plane with the “standard” toric structure by
combinatorial blowing-ups and blowing-downs. Since the properties we consider are stable under
these transformations, it is enough to prove our results for the case of the projective plane.

The homogeneous polygon of a foliation on IP’% is a global version of the Newton polygon.
In the Newton non-degenerate context, we show that it is necessarily either a single vertex



or a segment. The key argument in this proof is the deep and original study of the Russian
researchers A.G. Khovanskii, A.G. Kouchnirenko and D.N. Bernstein (see [5, 34]), where they
obtain the following result (BKK): “The number of roots of a Laurent polynomial system
in general position is the mixed volume of the associated polyhedra”. The knowledge of the
shape of the homogeneous polygon allows us to give a complete classification of the Newton
non-degenerate foliations on the projective plane. In a more precise way, we distinguish the
following three cases:

Case a) When the homogeneous polygon is a single vertex, there are not isolated invariant
branches.

Case b) When it is the segment joining the points (0,d,0) and (0,0, d): the isolated invariant
branches are in a family of lines of the type £y = (X3 — AX; = 0).

Case c) When it is the segment joining the points (d, 0,0) and (0, a, d—a): the isolated invariant
branches are in a family of curves of the type Cy = (Xf_&Xg — AX¢ = 0), that is, they
are locally cusps.

As a consequence of this description, we obtain the globalization result stated in Theorem 5.1.

For the existence of isolated invariant branches in the Newton non-degenerate context, we
see in Lemma 5.4 that there is at least one for each A in the family above. In case b), it is
enough to perform a blowing-up in the common point of all the lines £). Each transformed line
cuts to the new divisor in two points py and gy, and what we observe is that the “ratios of the
eigenvalues” of the singularities of the foliations at that points are opposite one of the other.
Hence, at least one of them is a simple point and we find an isolated invariant branch. In case
¢), we find a similar argument after a reduction of singularities of the cuspidal family Cy.

When we have the strongest property of being of toric type, we have the following dichotomy:

= The foliation has rational first integral, but it does not have isolated invariant branches.

= The foliation has finitely many global invariant curves outside of the exceptional divisor.
Moreover, each one defines isolated invariant branches in the points of intersection with
the divisor.

In addition, we deduce of this result that there is always a global invariant curve for a toric
type foliation on a projective toric surface. This does not hold for general complex hyperbolic
foliations on the projective plane as Jouanolou’s classical example, given by the differential form

(X5 X1 — X3)dXo + (X7 Xy — X§)dXy + (X3Xo — X7)dXo,

shows in [24]. This foliation does not have algebraic invariant curves, but it has seven singula-
rities and two isolated invariant branches at each one. It has to be said that this example does
not fit in the context of toric type foliated spaces.

Jouanolou’s example is classically used to construct germs of codimension one foliations
in dimension three without invariant surface. In contrast, the results presented here for toric
type foliations on projective toric surfaces are the starting point for the proof of the existence
of invariant surface for germs of toric type foliations in dimension three, that we discuss in
Chapter 6.

Chapter 6. Existence of invariant surface for torifiable foliations. The problem of
existence of invariant hypersurfaces for a holomorphic codimension one foliation is a leitmotif
in the theory of holomorphic singular foliations, coming from an initial question of René Thom.
The main result in this chapter is a contribution to this problem, that we state as follows:

Theorem 6.1 Every torifiable complex hyperbolic foliation in (C3,0) has an inva-
riant surface.
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We have already mentioned that the foliations in this family can be dicritical, which explains
the relevance of the result. Indeed, as we have already commented, the existence of invariant
hypersurface in any ambient dimension has a positive answer for any non-dicritical foliation
(see [7, 11, 14])).

In order to prove the existence of invariant surface in a dicritical foliation in (C3,0), it
is essential to have “good properties” for the restriction of the foliation to compact dicritical
components after reduction of singularities. More precisely, the prolongation property that we
need is expressed as follows:

Definition 6.1: A foliated surface (S, D, G) has the prolongation property for isolated
branches if, for every isolated invariant branch (T, p), the next conditions follows:

1. There is a curve Y C S extending (T, p), that is, such that (T',p) C (Y, p).

2. If'Y C Sis the curve extending (T', p) and ¢ € YND, each branch (T, q) C (Y, q)
is isolated.

If we have this “prolongation property” in the restriction to the compact dicritical components
of a reduction of singularities, we can extend the argument of Cano-Cerveau in [11] to prove
the existence of invariant surface, provided we have at least a trace type simple singular point.

In the frame of toric type foliations we see that the compact components of the exceptional
divisor are projective toric surfaces. On the other hand, the restriction of the foliation to a
compact dicritical component is of toric type. Using the results of the previous chapter, we
conclude that the property of prolongation is given for the restriction to each one of the dicritical
components.

Now, it would be enough to find a trace type singular point after reduction of singularities,
in the toric type context. Such a point appears if and only if there is at least one invariant
component in the exceptional divisor, as we show in Section 6.2. In the proof of this result, the
key argument is a refined version of Camacho-Sad’s theorem proved by Ortiz-Rosales-Voronin in
[37]. The remaining case corresponds to toric type foliations admitting reduction of singularities
without invariant components. In this situation only blowing-ups centered in curves are allowed,
in an étale way over an initial one, and the existence of invariant surface follows straightforward.






Introduccion

Fue Paul Painlevé quien, a finales del siglo XIX, vio la necesidad de crear una teoria geo-
métrica con el fin de comprender mejor los problemas en el estudio de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales holomorfas. Este punto de vista se inici6 con los trabajos de Henri
Poincaré e Ivar Otto Bendixon y tomo entidad propia como “teoria de foliaciones” a raiz de
la obra de Charles Ehresmann y Georges Reeb en el entorno de 1940. Una foliacién siempre
aparece como la familia de soluciones de algin sistema de ecuaciones diferenciales y estudiar el
comportamiento de la foliacion es estudiar el comportamiento global de las soluciones de éste.

Desde el punto de vista local, las foliaciones siempre ofrecen la misma figura, la de una carta
foliada, con placas que después se prolongaran en las hojas. La complejidad aparece al considerar
situaciones globales, o bien puntos singulares, también llamados puntos de equilibrio en el caso
de campos de vectores. De hecho, la complejidad geométrica de las hojas alrededor de un punto
singular se equipara a la situacién global, representando la singularidad una “zona del infinito
inalcanzable por el sistema dindmico”. Las singularidades estdn no obstante condicionadas al
hecho de que consideramos ecuaciones diferenciales holomorfas ellas mismas. Concretamente,
una foliacion de codimensién uno esté representada por la ecuacién w = 0, donde w es una forma
holomorfa con la condicién de integrabilidad de Frobenius w A dw = 0; los puntos singulares
son aquellos donde w se anula. En los anos 80 se acelerd el estudio de las singularidades de
foliaciones holomorfas, a partir de los trabajos fundacionales de Robert Moussu, Jean-Pierre
Ramis, Jean Martinet, Bernard Malgrange, Jean-Francois Mattei, Dominique Cerveau y otros,
estudio que ha continuado hasta nuestros dias, en algunos aspectos de modo paralelo al de la
teorfa de singularidades de variedades. Este es el marco en el que se encuadra esta memoria.

Una de las maneras de abordar el estudio de las foliaciones singulares holomorfas es buscar
un modelo con singularidades “mas sencillas”, que coincida con el original fuera de los puntos
singulares de éste; esto es, conseguir una reduccién de singularidades por medio de una sucesion
finita de explosiones, en el mismo espiritu que la resolucién de singularidades de variedades. El
problema de reduccién de singularidades para foliaciones holomorfas de codimensién uno fue
resuelto por Abraham Seidenberg en 1968, para el caso de dimensién dos, en su conocido articulo
[40]. En dimensién ambiente tres se tiene una respuesta positiva en primer lugar, en el caso no
dicritico en el articulo [11] de Felipe Cano y Dominique Cerveau de 1992 y posteriormente, en
2004, para el caso general tridimensional en el articulo [10] de F. Cano. En cambio, éste sigue
siendo un problema abierto en dimensién superior, aunque se han hecho algunos avances muy
significativos en la direccién de la uniformizacién local en el preprint [13] de F. Cano y Miguel
Fernandez-Duque. Este punto de vista de la reduccién de singularidades es el que adoptamos
en este trabajo.

El objeto principal de mi investigacion, presentado en esta memoria con la que opto a obtener
el grado de “Doctora en Matematicas por la Universidad de Valladolid”, es el estudio de las
foliaciones holomorfas de codimensién uno “Newton no-degeneradas”.

Las singularidades no degeneradas para hipersuperficies han sido descritas cldsicamente
por A. Kouchnirenko en [35]; vamos a dar una descripcién rdpida de éstas. Consideramos un
germen de hipersuperficie en (C™,0), definido localmente por una ecuacién reducida f = 0
en coordenadas locales z = (z1,29,...,2,). Tomamos el desarrollo de Taylor de f dado por
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f = >, A2, consideramos la envolvente convexa de los ¢ € R% tales que A\, # 0 y a ésta
le sumamos el primer ortante RZ,. Asi se obtiene el poliedro de Newton de f. Consideramos
su frontera compacta A y decimos que la singularidad es no degenerada si los coeficientes son
“genéricos” en un sentido que definiremos mas adelante. Esta clase de singularidades es abierta
y densa en el espacio de coeficientes cuando A estd fijo. También M. Oka hace un estudio en
[36] de las singularidades no degeneradas para el caso de intersecciones completas.

Tomando un punto de vista logaritmico, podemos definir un poliedro de Newton asociado a
un germen de forma diferencial o campo de vectores, una vez fijemos un sistema de coordenadas.
Desde una aproximacién més geométrica, considerar un divisor con cruzamientos normales en
el espacio ambiente, determina las coordenadas que vamos a utilizar. De este modo, podemos
definir no un solo poliedro, sino un sistema de poliedros completo, cada uno de ellos asociado
a uno de los estratos dados de forma natural por el divisor, como veremos en el Capitulo 2.

Un espacio foliado se define como el formado por una foliacién de codimensién uno F en un
espacio analitico complejo M, junto con un divisor con cruzamientos normales £ C M. La ma-
yoria de las definiciones, propiedades y resultados que presentamos en este trabajo conciernen al
espacio foliado (M, E, F) y no sélo a la foliacién F. En la teoria general establecida en el Capi-
tulo 4, introducimos el concepto de “espacio foliado Newton no degenerado” que, por supuesto,
coincide con el clasico para gérmenes de hipersuperficies, cuando consideramos gérmenes de
foliaciones con integral primera holomorfa. Por otro lado, una vez que tenemos un divisor con
cruzamientos normales en el espacio ambiente, podemos hablar de “explosiones combinatorias”.
Estas son explosiones centradas en la clausura de alguno de los estratos determinados por el
divisor. Extendemos la definicién dada por M.I.T. Camacho y F. Cano en [9] y decimos que
una foliacion de codimensién uno es de “tipo térico” si obtenemos solamente “puntos simples”
después de una sucesién de explosiones combinatoria, esto es, si tiene una “desingularizacién
combinatoria”. Cuando pedimos llegar sélo hasta “puntos presimples”, decimos que la foliacién
es de “tipo torico débil”.

Uno de los resultados que demostramos en esta memoria es el “teorema de equivalencia” que
dice que las foliaciones Newton no degeneradas son exactamente aquellas de tipo térico débil,
bajo la hipétesis de que la foliacién no tiene sillas-nodo, es decir, es hiperbdlico-compleja.

Senalemos que la clase de foliaciones Newton no degeneradas contiene foliaciones dicriticas,
esto es, después de una sucesion finita de explosiones con centros invariantes, podemos encontrar
componentes del divisor excepcional genéricamente transversales. Este hecho abre de manera
natural la pregunta de si tales foliaciones admiten hipersuperficie invariante. La existencia de
hipersuperficie invariante es un problema general planteado por René Thom, cuya solucién es
afirmativa en el caso no dicrftico (resultados de C. Camacho, P. Sad, D. Cerveau, F. Cano y
J.F. Mattei), y negativa en el caso general dicritico. Por eso es interesante detectar clases de
foliaciones dicriticas en las que esté asegurada la existencia de hipersuperficie invariante.

Otro de los teoremas que presentamos en la memoria asegura la existencia de superficie inva-
riante para las foliaciones de tipo térico en dimensién tres. Para establecerlo, hemos necesitado
un estudio profundo de las foliaciones Newton no degeneradas definidas en superficies proyecti-
vas con estructura térica. En este contexto presentamos una bateria de resultados que clasifican
dichas foliaciones y, en particular, ponen en evidencia la propiedad fundamental de prolongaciéon
de curvas invariantes aisladas para foliaciones Newton no degeneradas en superficies téricas.

A continuacién, pasamos a exponer el contenido de los capitulos que componen esta tesis,
con mencién expresa de los resultados mas destacados obtenidos.

Capitulo 1. Preliminares En este capitulo se recuerdan e introducen definiciones bésicas
que conciernen a la teoria general de foliaciones holomorfas de codimensién uno. Un espacio am-
biente M = (M, E) consiste en un espacio analitico complejo no singular M acompanado de un
divisor con cruzamientos normales E. Los sistemas locales de coordenadas x = (21, 22, ..., 2p),
siempre los tomamos adaptados a F, esto es cumpliendo la propiedad F C (z1z2 -z, = 0).
Dada una foliaciéon F en M, consideraremos generadores locales con una escritura logaritmica
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respecto al divisor, que escribiremos en coordenadas adaptadas a E = (Hje 42 = 0) como:

dx;
J
w= E a-——i—g a;dx; a; € Oy

jea 7 T jeB 7Y / P

Un generador holomorfo n = fidxy + fedxa+- - -+ frdx, se obtiene de w multiplicando éste por
una ecuacién reducida de la parte invariante del divisor E. Con esta escritura, el lugar singular
Sing(F) viene dado localmente por los ceros comunes de los coeficientes f;. Cuando a éste se le
anaden los puntos donde la foliacién y el divisor no tienen cruzamientos normales, los puntos
de tangencia, obtenemos el lugar singular adaptado Sing(F, E).

Recordemos que clasicamente, en el caso bidimensional, una singularidad es presimple si
existe un campo de vectores definiendo la foliacién con parte lineal no nilpotente. Cuando
ademas la razén de los autovalores de la parte lineal no es un racional positivo, decimos que la
singularidad es simple. En el caso particular en el que uno de los autovalores es cero, decimos
que es una silla-nodo. El ejemplo clésico de silla-nodo es el dado por la ecuacién de Euler

(y — x)dx — 2dy.

Estos conceptos se modifican ligeramente para hacerlos encajar en una definiciéon adaptada al
divisor que se generaliza a dimension superior. En este contexto adaptado, los puntos presimples
cumplen que el nimero de componentes invariantes del divisor pasando por ellos es o bien el
tipo dimensional de la foliacién o bien uno menos, donde recordamos que el tipo dimensional es
el menor niimero de variables en el que se puede escribir un generador holomorfo. En el primer
caso diremos que son puntos de tipo esquina y en el segundo caso puntos de tipo traza.

Las explosiones admisibles son aquellas cuyos centros tienen cruzamientos normales con
el divisor y son invariantes para la foliacion, es decir, estan contenidos o bien en una hoja o
bien en el lugar singular. Una reduccion de singularidades es una sucesién finita de explosiones
admisibles de modo que en el espacio final todos lo puntos son simples. Cuando solamente
llegamos hasta puntos presimples hablamos de pre-reduccion.

Practicamente todos los resultados que proporcionamos en esta memoria, se hacen bajo la
hipétesis hiperbélico-compleja. Esta impone que no aparezcan sillas-nodo bidimensionales en
la foliacion, o de manera mas precisa, que para cada punto p € M, no exista ningtin morfismo
genéricamente transversal ¢ : (C2,0) — (M, p) cumpliendo que el origen sea una silla-nodo para
la foliacién ¢~ F. Esta clase de foliaciones también se conoce en el caso de dimensién dos como
“curva generalizada” (véase [8]). Por otro lado, en muchas ocasiones vamos a hacer hincapié en
el hecho de estar considerando foliaciones dicriticas (como en el Capitulo 6). Una foliacién F se
dice no dicritica si para cualquier composiciéon de una sucesién finita de explosiones admisibles
se tiene que el divisor excepcional es no dicritico (en la memoria se precisa un poco més esta
definicién).

Por tltimo, destacamos el concepto de rama invariante aislada en dimensién ambiente dos,
sugerido por C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad en [8]. Estas son las que siempre pasan por
componentes no dicriticas del divisor excepcional, después de cualquier reduccién de singulari-
dades.

Capitulo 2. Sistemas de poliedros. Reducciéon combinatoria de Singularidades. En
este capitulo se explica el contenido de un articulo ya aceptado para su publicacién, que se
adjunta como anexo.

Cambiamos los espacios ambiente por su estructura combinatoria, aquello que llamamos
“tejido soporte” (en inglés “support fabric”). El concepto tiene mucho que ver con la idea
en dimensién dos de grafo dual de un divisor excepcional y en dimensién cualquiera con la
de complejo simplicial dual. De manera més concreta, dado un espacio ambiente (M, E) con
FE = UierE;, su tejido soporte asociado es un par formado por los indices I y un conjunto
de estratos # C P(I) de manera que J € H siempre y cuando la interseccién E; = NjecsE;
sea no vacia. Lo que proponemos es una estructura de sistemas de poliedros caracteristicos D
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definida sobre tejidos soporte y que se transforma de manera natural siguiendo las reglas dadas
por los morfismos de explosion. Los poliedros caracteristicos de Hironaka representan los pasos
combinatorios en casi cualquier proceso de reduccién de singularidades. Esto estd implicito
en la formulacién del “juego de los poliedros” en [33], resuelto por Spivakovsky en [41], y en
otros articulos sobre poliedros caracteristicos. Los aspectos combinatorios que conciernen a los
problemas de reduccién de singularidades se reflejan en los sistemas de poliedros sin perder los
aspectos globales como podemos apreciar en la prueba que damos sobre el siguiente resultado,
central en este capitulo:

Teorema 2.2 Dado un sistema de poliedros D, hay una sucesién finita de transfor-
mados caracteristicos
D—Dy =Dy —---— Dy,

de modo que Sing(Dy) = 0.

La dimensién de un tejido soporte viene dada por el nimero de elementos maximo en sus
estratos. Nétese que, cuando éste viene asociado a un espacio ambiente M, su dimensién puede
ser mas pequena que la del ambiente. La demostracién del resultado anterior se realiza por
induccién en la dimensién y distinguiremos tres tipos de sistemas de poliedros:

1. Los “Hironaka casi-ordinarios”, para los que la prueba se hace de manera directa.
2. Los “especiales”, para los que damos una versién combinatoria del contacto maximal.
3. Los “generales”, donde se usa el control de los poliedros de Spivakovsky.

Cuando consideramos sistemas especiales bajo la hipétesis de induccion, definimos el con-
tacto maximal en este contexto. Pese a que no es evidente que éste exista de forma global,
probamos que si ocurre, ya que es precisamente la hipétesis de induccién la que permite elimi-
nar la posible “incoherencia global”. Ahora, proyectamos sobre un “tejido soporte de contacto
maximal”, que juega el papel de variedad de contacto maximal (véase [3]) y de nuevo usa-
mos la hipétesis de induccién para concluir la prueba en este caso. Para los sistemas generales
definimos el “invariante de Spivakovsky” y la “proyeccién de Spivakovsky”, que nos permiten
controlar nuestro sistema original por medio de uno especial, hasta reducirlo al caso Hironaka
casi-ordinario.

Finalmente, damos una serie de ejemplos de sistemas de poliedros asociados a objetos geomé-
tricos como son las hipersuperficies, las foliaciones de codimensiéon uno o los campos de vectores.
Estos ejemplos son el punto de partida necesario para proveer un soporte combinatorio global
para las hipersuperfices y foliaciones Newton no degeneradas.

Capitulo 3. Graduaciones y formas iniciales pesadas. Este es un capitulo de orden
técnico, destinado a justificar el lenguaje en términos de la teoria de haces, filtraciones y gra-
duaciones pesadas de anillos y médulos.

Fijado un estrato J de la estratificacién inducida por el divisor, un vector de pesos es
un elemento p en el espacio vectorial dual (R/)* con todas sus entradas positivas (cuando
identificamos éste con el espacio R7). Si tenemos un poliedro de Newton definido N asociado
al estrato J, estos vectores de pesos marcan caras compacta del poliedro.

Dado un abierto U C M y una funcién f € Oy (U), si tratamos de definir su forma inicial
pesada o p-forma inicial como un elemento del anillo de polinomios en T = (T});cs ¥y con
coeficientes en Og, (U N Sy), encontramos dos problemas. El primero y mas relevante es que
necesitamos para hacerlo un sistema de coordenadas definido en todo el abierto U. En segundo
lugar vemos que, pese a que la primera dificultad esté superada, nos encontramos también
con el hecho de que la definicion depende de las coordenadas escogidas. Por tanto, en pos
de definir el concepto de p-forma inicial de f de forma intrinseca y global, vamos a construir
un haz intrinseco de élgebras graduadas &/,0y;. De manera mas general, se definen los haces
de médulos graduados Qg (logT, R) y &40, (log E) con base en el estrato geométrico S;.
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Mientras que el primero de ellos se fabrica de forma directa tomando los coeficientes en el haz
Ogs,, como para el caso de funciones, el segundo se construye fibra a fibra a partir de los gérmenes
de r-formas diferenciales logaritmicas en M y se prueba que son localmente isomorfos. Es decir,
las formas iniciales pesadas las definiremos como secciones del haz &%, (log E), donde quedan
“codificados” los cambios de coordenadas por los isomorfismos locales con el haz de mddulos
Qg (logT, R).

De esta manera, introducimos la p-forma inicial L,F de una foliacion 7 como un submédulo
del haz &7, (log E). Las condiciones de no degeneraciéon que se presentan en el Capitulo 4
se dan en este lenguaje, a partir de la identificacién local, una vez fijadas coordenadas, con las
secciones de Q% (log T, R).

Capitulo 4. Foliaciones Newton no degeneradas. Usamos las construcciones de formas
iniciales pesadas hechas en el capitulo anterior, para dar la definicién de espacio foliado Newton
no degenerado. Esta es una definicién local aunque abierta, que damos siguiendo las ideas
clasicas para hipersuperficies e intersecciones completas. Nos fijamos en un punto y en el estrato
de la estratificacién natural dada por el divisor al que éste pertenece, digamos J. Fijamos un
peso p € (R7)* con entradas positivas y decimos que el espacio foliado (M, F) es “(p,J)-no
degenerado en p” si la forma inicial pesada L,JF, no se anula en el toro complejo (C*)7. Como
ya sabemos, los pesos marcan caras del poliedro y ademés cuando leemos las formas iniciales
pesada a través de un sistema de coordenadas para dos pesos distintos asociados a la misma cara
del poliedro, nos damos cuenta de que son esencialmente la misma. Como consecuencia, basta
considerar un peso por cada cara compacta del poliedro. Cuando la condicién J-no degenerado se
cumple para todos los puntos p € M decimos que el espacio foliado es “Newton no degenerado”.
Un resultado interesante es que la restriccion a una componente dicritica de un espacio foliado
Newton no degenerado también es Newton no degenerada.
El objetivo principal de este capitulo es probar el siguiente teorema de equivalencia

Teorema 4.1 Un espacio foliado hiperbdlico-complejo es Newton no degenerado si
y solamente si es de tipo térico débil.

La demostracién se realiza en dos etapas. En primer lugar vemos que ser Newton no de-
generado es estable por explosiones e implosiones combinatorias, sin necesidad de la hipotesis
hiperbélico-compleja. Para ello, hacemos un juego combinatorio que marca qué estratos y pesos
se relacionan con cudles antes y después de explosiéon. Una vez se sabe esto la estabilidad es
una comprobacién directa que hacemos en el Lema 4.1. En segundo lugar vemos que ocurre
en la “etapa final”, esto es cuando trabajamos con un poliedro desingularizado, o lo que es lo
mismo cuando el estrato ya es de partida genéricamente presimple. Lo que vemos aqui, ahora
si, bajo la hipétesis hiperbélico-compleja, es que, en este caso, un espacio foliado es Newton no
degenerado en un punto si y solamente si el punto es presimple. Para concluir la equivalencia
es clave observar que una desingularizacion del sistema de poliedros asociado (que sabemos que
existe por el Teorema 2.2), da lugar a una sucesién de explosiones combinatorias admisibles.
Juntando esto con la estabilidad y la etapa final obtenemos la prueba del resultado.

En la ltima seccién de este capitulo observamos que el concepto de espacio foliado New-
ton no degenerado extiende de manera natural el concepto clasico para hipersuperfices, cuando
consideramos foliaciones con integral primera holomorfa. Asimismo, no es dificil encontrar ejem-
plos dicriticos a partir de foliaciones con integral primera racional o multivalorada. Finalmente
concluimos observando que la condiciéon de ser Newton no degenerada para un poliedro fijado
es abierta dentro del cerrado definido por la condiciéon de integrabilidad de Frobenius y, en
definitiva, estamos hablando de abiertos de Zariski no vacios en espacios de foliaciones.

Capitulo 5. Globalizacion de ramas aisladas de foliaciones no degeneradas. En este
capitulo describimos aspectos locales-globales relativos a las curvas invariantes de foliaciones
hiperbdlico-complejas Newton no degeneardas definidas en superficies téricas proyectivas. El
resultado principal que presentamos es el siguiente:
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Teorema 5.1. Las ramas invariantes aisladas de una foliacion hiperbélico-compleja
Newton no degenerada definida sobre una superficie térica proyectiva se extienden
a curvas algebraicas.

Recordemos que a una superficie térica no singular se le asocia de manera natural un divisor
con cruzamientos normales, dado por la unién de las érbitas no densas de la accién del toro.
Ademads, en el caso proyectivo, estas superfices se obtienen, por medio de explosiones e implo-
siones combinatorias, desde el plano proyectivo con la estructura térica “estandar”. Puesto que
las propiedades que consideramos son estables por estas transformaciones, es suficiente probar
nuestros resultados para el caso del plano proyectivo.

El poligono homogéneo de una foliacién de PZ es una versién global del poligono de Newton
y en el contexto Newton no degenerado, mostramos que éste es necesariamente un segmento o
un solo vértice. El argumento clave para esta prueba es el profundo y original estudio debido a
los investigadores rusos A.G. Khovanskii, A.G. Kouchnirenko y D.N. Bernstein (véase [5, 34]),
donde obtienen el siguiente resultado (BKK): “El nimero de raices de un sistema de polinomios
de Laurent en posicién general es el volumen mixto de los poliedros asociados”. El conocimiento
de la forma del poligono homogéneo nos permite dar una clasificacion completa de las foliaciones
Newton no degeneradas en el plano proyectivo. De forma mas precisa, distinguimos los siguientes
casos:

Caso a) Cuando el poligono homogéneo es un solo vértice, no hay ramas invariantes aisladas.

Caso b) Cuando el poligono homogéneo es el segmento que une los puntos (0,d,0) y (0,0, d):
las ramas invariantes aisladas estdn en una familia de rectas del tipo £) = (X2 —AX; = 0).

Caso c¢) Cuando éste es el segmento que une los puntos (d,0,0) y (0,a,d — a): las ramas
invariantes aisladas estdn en una familia de curvas, que son localmente cispides, esto es,

del tipo Cy = (Xf_an — /\Xg~ =0).

Como consecuencia de esta descripcion, obtenemos el resultado de globalizacién enunciado en
el Teorema 5.1.

En lo que se refiere a la existencia de ramas invariantes aisladas en el contexto Newton no
degenerado, vemos en el Lema 5.4 que hay efectivamente al menos una para cada A en la familia
anterior. En el caso b), basta hacer explosién en el punto comin de todas las rectas £). Cada una
de las lineas transformadas corta al nuevo divisor en dos puntos py v qx, ¥ lo que observamos
es que las “razones de los autovalores” de las singularidades de la foliacién en esos puntos son
opuestas una de la otra; por tanto, por lo menos uno de ellos es un punto simple y encontramos
una rama invariante aislada pasando por él. En el caso ¢) encontramos un argumento similar
después de la reduccion de singularidades de la familia cuspidal Cy.

Cuando trabajamos con la propiedad mas fuerte de ser de tipo toérico, tenemos ademas la
siguiente dicotomia:

= La foliacion tiene integral primera racional, pero no tiene ramas invariantes aisladas.

= La foliacién tiene una cantidad finita de curvas globales invariantes no contenidas en el di-
visor. Ademads, todas ellas definen ramas invariantes aisladas en los puntos de interseccién
con el divisor.

Asimismo, de estos resultados deducimos que siempre hay curva global invariante para
una foliacién de tipo torico en una superficie térica proyectiva. Esto no sucede en general para
foliaciones hiperbodlico-complejas en el plano proyectivo, como muestra en [24] el cldsico ejemplo
de Jouanalou dado por la forma diferencial

(X3 X1 — X3)dXo + (X{ X2 — X3)dX1 + (X3 Xo — X7)dXo.
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INTRODUCCION

Esta foliacién no tiene curvas algebraicas invariantes, pero en cambio tiene siete singularidades
y dos ramas invariantes aisladas en cada una de ellas. Cabe decir que este ejemplo no encaja
dentro del contexto de espacios foliados de tipo torico.

El ejemplo de Jouanolou se usa de forma clasica para construir gérmenes de foliaciones
de codimensién uno en dimensién tres sin superficie invariante. En cambio, los resultados que
presentamos aqui para foliaciones de tipo térico en superficies téricas proyectivas, son el punto
de partida para la prueba de la existencia de superficie invariante para gérmenes de foliaciones
de tipo toérico en dimension tres que abordamos en el Capitulo 6.

Capitulo 6. Existencia de superficie invariante para foliaciones torificables. El pro-
blema de existencia de hipersuperficies invariantes para una foliacién holomorfa de codimension
uno es “leitmotiv” en la teoria de foliaciones holomorfas singulares, viniendo de una pregun-
ta inicial de René Thom. El resultado principal en este capitulo es una contribucién a este
problema, que establecemos como sigue:

Teorema 6.1 Toda foliacién torificable hiperbélico-compleja en (C3,0) tiene una
superficie invariante.

Ya hemos mencionado que las foliaciones en esta familia pueden ser dicriticas, lo que explica
la relevancia del resultado. En efecto, como ya hemos comentado, la existencia de hipersuperficie
invariante en cualquier dimensién ambiente tiene una respuesta positiva para foliaciones no
dicriticas cualesquiera (véase [7, 11, 14]).

Para probar la existencia de superficie invariante en una foliacién dicritica en (C3,0) es
esencial tener “buenas propiedades” para la restriccion de la foliacién a las componentes di-
criticas compactas después de reduccién de singularidades. Més precisamente, la propiedad de
prolongacién que necesitamos se expresa como sigue:

Definicién 6.1: Una superficie foliada (S, D, G) tiene la propiedad de prolongacion
para ramas aisladas si para cada rama invariante aislada (T, p), las siguientes con-
diciones se siguen:

1. Hay una curva Y C S extendiendo (I, p), esto es, tal que (I',p) C (Y, p).

2. SiY C S es la curva que extiende (I',p) y ¢ € YN D, cada rama (Y, q) C (Y, q)
es aislada.

Si tenemos esta “propiedad de prolongacién” en la restriccion a las componentes dicriticas com-
pactas de una reduccién de singularidades, podemos extender el argumento de Cano-Cerveau
en [11] para construir superficies invariantes, si partimos del hecho de que existe al menos un
punto singular simple de tipo traza.

En el marco de foliaciones de tipo torico vemos que las componentes del divisor excepcional
son superficies téricas proyectivas. Por otro lado, la restriccién de la foliacion a una componente
dicritica compacta es de tipo térico. Utilizando los resultados del capitulo precedente, conclui-
mos que se da la propiedad de prolongacion para la restriccion a cada una de las componentes
dicriticas.

Ahora, seria suficiente encontrar un punto singular de tipo traza después de reduccién de
singularidades, en el contexto de tipo térico. Tal punto aparece si y solamente si existe al menos
una componente invariante en el divisor excepcional, como mostramos en la seccién 6.2. Para la
prueba de este resultado invocamos una version refinada del Teorema de Camacho-Sad, probada
por Ortiz-Rosales-Voronin en [37]. El caso restante se corresponde con foliaciones de tipo térico
que admiten una reduccién de singularidades sin componentes invariantes. En esta situacion,
solo se permiten explosiones centradas en curvas, de forma étale sobre una inicial, y la existencia
de superficie invariante se sigue de manera directa.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos los conceptos necesarios de teoria de haces y teoria de folia-
ciones holomorfas singulares que utilizaremos como lenguaje bésico en el resto de la memoria.
Destacaremos los conceptos de lugar singular adaptado, foliaciéon hiperbdlico-compleja, folia-
cién dicritica, puntos simples y presimples, desingularizacién, foliacién de tipo torico y de tipo
torico débil y finalmente el concepto de rama invariante aislada en dimensién dos.

Referencias basicas para este capitulo son [12, 21, 23].

1.1. Haces de A-mé6dulos

Una categoria es una coleccion C de objetos de modo que para todo par de ellos X, Y € C
hay un conjunto Hom(X,Y'), cuyos elementos se llaman morfismos de X enY y dados tres de
ellos XY, Z € C, hay una aplicacion de composicion

o:Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) - Hom(X, 2), (f,g9)—gof
cumpliendo los siguientes axiomas:
» Dados f: X =Y, g:Y - Zyh:Z— T se tiene la relacién ho (go f) = (hog)o f.

s Para todo X € C, existe un morfismo identidad ex : X — X tal que ex o f = f para
todo f:Y - Xy foex = f paratodo f: X — Y.

Ejemplos de categorias son la de conjuntos, espacios topolégicos, grupos, anillos conmutativos
con unidad, etc. A un espacio topologico X le podemos asociar un categoria Top(X) donde los
objetos son los abiertos de X y dados dos objetos U,V € Top(X), el conjunto de morfismos
Hom(U, V) se reduce a un elemento si U C V' y al vacio en otro caso.

Dada una categoria C y un espacio topolégico X, llamamos prehaz P de base X con valores
en C a todo funtor contravariante de la categoria Top(X) en la categoria C. Esto es, a cada
abierto U C X le asociamos un objeto P(U) € C y se da un morfismo de restriccion

pi : P(V) = P(U)

cada vez que U C V, de modo que si U C V C W, entonces plY = py; o pi¥. Dado s € P(V),
escribiremos frecuentemente s|y; para hacer referencia a la restriccién py;(s). Dado un punto
x € X, el conjunto de abiertos U € Top(X) conteniendo z es un conjunto dirigido, tomando
como orden parcial la inclusion de conjuntos. Esta razén, junto con la transitividad de los
morfimos de restricciéon nos permite definir el limite inductivo

P, =lim PU)eC.

— zeU
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1.1. HAcCES DE A-MODULOS

que llamaremos germen de P en x. Sean P y P’ dos prehaces de base X con valores en C; se
puede definir la nocién de morfismo de prehaces 6 : P — P’ como una coleccién de morfismos
O(U): P(U) — P'(U) para cada U € Top(X), de manera que siempre que U C V, el diagrama

]

) —=P'(U)

conmuta, donde las flechas verticales indican los morfismos de restricciéon correspondientes. Asi
se define el conjunto Hom (P, P’) y definiendo de forma natural la composicién de los morfismos,
se puede hablar de la categoria de prehaces de base X con valores en C.

Decimos que un prehaz P de base X con valores en C es completo si para cada abierto
U C X y cada recubrimiento por abiertos {U; };er de U, se satisfacen las siguientes condiciones:

= Dados s,s" € P(U), si se cumple que s|y, = s'|y, para todo i € I, entonces s = s'.

» Dados s; € P(U;) para todo i € I, si se tiene que s;|y;nv; = $j|v,nv, para todo i,j € I,
entonces existe s € P(U) tal que la restriccién s|y, = s; para todo i € I.

Consideramos la subcategoria plena de la categoria de prehaces de base X con valores en C
cuyos objetos son prehaces completos y la llamamos categoria de prehaces completos de base X
con valores en C.

Un espacio etalé o haz de conjuntos € de base X es un espacio topologico E junto con
una aplicaciéon continua y sobreyectiva 7w : E — X que es homeomorfismo local; esto es, todo
e € FE posee un entorno abierto que se aplica de forma homeomorfa en un entorno abierto de
7(e). Llamamos fibra de € en z € X al conjunto &, = 7~ 1(x) C E. Dado otro espacio étalé
¢ =7’ : E' — X, un morfismo entre € y & es una aplicacién continua que respeta las fibras,
esto es,

©:E—FE, O(,)cCc¢ zeX.

Una seccion s : U — FE de € definida en un abierto U C X es una aplicaciéon cumpliendo que
m(s(x)) = x para todo & € U. Denotamos por I'(U, €) el conjunto de secciones continuas de &
definidas en un abierto U.

Decimos que € es un haz de grupos (abelianos) si para todo x € X se tiene una operacién de
suma +, : By X B, — E, de modo que (€,,+,) tiene estructura de grupo (abeliano) y dadas
secciones continuas s, s’ € T'(U, &) se tiene que la siguiente seccién es continua:

s—s:U—=E, xzws(x)—s ().

Para nosotros un anillo siempre hara referencia a un anillo conmutativo con unidad. Se dice
que € es un haz de anillos si es un haz de grupos abelianos, para todo x € X se tiene una
operacion producto e, : E, x E, — E,, de modo que (&,,+,,e,) tiene estructura de anillo y
dadas secciones continuas s, s’ € T'(U, &) se tiene que

s :U—E, zws(x)e,s(x), 1y:U—E, x+ 1,

son secciones continuas, donde 1, es el elemento unidad de &,. Si cada &, es ademéds un anillo
local, decimos que € es un haz de anillos locales.

Dado un anillo A, se tiene que € es un haz de A-mddulos si es un haz de grupos abelianos,
para todo x € X se tiene una operaciéon producto por escalares -, : A X E, — E,, de modo
que (&, 44, ) tiene estructura de A-médulo y dada una seccién continua s € T'(U, €) y un
elemento a € A, se tiene que la siguiente seccién es continua:

as: U — E, xw—a-;s(x).
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea C una categoria de entre la de grupos (abelianos), anillos (locales) o A-médulos. Sean
¢ y ¢ dos haces de base X con valores en dicha categorfa. Un morfismo entre € y ¢ es un
morfismo © : E/ — E de haces de conjuntos al que ademads se le pide que para todo x € X, el
morfismo inducido ©, : E/ — FE, sea un morfismo dentro de C.

Si & es un espacio étalé de base X con valores en la categoria C, el conjunto de secciones
continuas T'(U, €), con U abierto de X, es un objeto de dicha categoria; obtenemos de este
modo un prehaz Pg que ademas es completo y lo llamamos prehaz completo asociado al espacio
étalé €. Reciprocamente, dado un prehaz P de base X en la categoria C, se puede definir un
espacio étalé Ep asociado a P. Se tiene que €p, = € y Pe, = P cuando P es un prehaz
completo. Existe también una relacién biunivoca entre morfismos de espacios étalé y morfismos
de prehaces completos y se obtiene de este modo una equivalencia entre la “categoria de haces
o espacios étalé de base X con valores en C” y la “categoria de prehaces completos de base X
con valores en C”. Siempre que no haya confusion, utilizaremos indistintamente la notacién de
haz o de prehaz completo.

Ejemplo 1.1. El haz de gérmenes de funciones holomorfas Op; sobre un espacio analitico
complejo M es un haz de C-dlgebras locales (véase Seccién 1.2).

Del mismo modo que hemos introducido la categoria de haces de A-mddulos cuando A es
un anillo, vamos a introducir la categoria de A-mddulos cuando A es un haz de anillos.

Un A-médulo M =7 : M — X es un haz de base X en la categoria de grupos abelianos, tal
que para cada fibra M, se tiene una operacion de producto por escalares -, : A, X M, — M,, de
modo que (Mg, 44, ») tiene estructura de A,-mdédulo y dadas secciones continuas a € I'(U, A)
y m € I'(U, M), se tiene que la seccién

am:U — M, zw— a(z)-5m(x)

es continua. Un morfismo entre dos A-médulos M =n: M - X y M =x": M' — X, es un
morfismo de haces de conjuntos © : M’ — M al que ademés se le pide que para todo x € X, el
morfismo inducido ©, : M, — M, sea un morfismo de A,-mddulos.

Ejemplo 1.2. Dado un espacio analitico complejo M, el haz de gérmenes de uno-formas dife-
renciales 1}, es un haz de Op-moédulos (véase Seccién 1.2).

En esta categoria, asi como en las descritas anteriormente, se definen los conceptos de mé-
dulo cociente por un submdédulo, producto directo, suma directa, producto tensorial, producto
exterior, etc. Estos conceptos no los vamos a desarrollar en este trabajo y los podemos encontrar
con detalle en [21].

Estamos especialmente interesados en haces de anillos graduados y en moédulos graduados
sobre dichos haces. Vamos a describir brevemente estas categorias.

Sea X un espacio topoldgico. Un haz de anillos graduados de base X es un haz de anillos A
junto con una familia de subhaces de grupos (A, ),>0 tales que

A=A,y An Ay C Apyrm, n,m>0.

La condicién A, A, C Apym es equivalente a que A, A o C Aptm » para todo z € X. En
particular, cada fibra A, = @A, , es un anillo graduado. Tenemos ademas que Ay es un subhaz
de anillos y cada A4,, es un Ag-médulo. Dados dos haces de anillos graduados y un homomorfismo
f: A — B en la categoria de haces de anillos, decimos que f es un homomorfismo de haces
de anillos graduados si ademds f(A,) C B, para todo n > 0. Nétese que, en particular, cada
fz Ay — B, es un homomorfismo de anillos graduados.

Dado un haz de anillos B de base X, una B-dlgebra graduada A de base X es un haz de
anillos graduados que también tiene estructura de B-modulo.
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1.2. GEOMETRIA ANALITICA COMPLEJA

Un A-mdédulo graduado M de base X sobre un haz de anillos graduados A es un A-mddulo
junto con una familia de subhaces de grupos (M,,),>¢ tales que

M=M, vy AaM,, CMpipm, n,m>0

De nuevo, la condicién A, M, C My, es equivalente a que Ay, oMy, z C Moy o para todo
z € X. En particular, cada fibra M, = &M,  es un Ay-moédulo graduado y tenemos ademas
que cada M., es un Ag-mddulo.

Espacios anillados. Los espacios anillados proporcionan un ejemplo muy geométrico de ca-
tegoria en la cual estdn involucrados los haces y donde se sumergen practicamente todos los
tipos de objetos geométricos: espacios topolédgicos, variedades diferenciables, variedades anali-
ticas reales y complejas, variedades algebraicas, esquemas y otro. No entraremos en detalles
sobre su definiciéon y propiedades, que pueden ser consultados en [32]. Someramente, un es-
pacio anillado en anillos locales es un par (X, Ox), donde Ox es un haz de base el espacio
topolégico X, llamado haz estructural. Generalmente el haz estructural se puede asimilar a un
subhaz del anillo de funciones continuas en el cuerpo base, aunque no siempre es asi. Cuando
asi sucede, los morfismos son aplicaciones continuas f : X — Y que inducen morfismos de haces
f* : Oy — f.Ox por composicién con f.

1.2. Geometria analitica compleja
Consideremos el espacio C" dotado de coordenadas z = (z1, 22, . .., z,). Dada una n-upla
p=(p1,p2,-..,pn) € RYy y un punto m = (my, ma, ..., my) € C", se llama polidisco A(m; p)

de radio p centrado en m al conjunto

A(m;p):{aecn; ‘ajimj| < pj; ]:1723371}

Notacién 1.1. Para todo o = (01,09, ...,0,) € ZZ,, consideramos las notaciones clasicas:
w27 =27t29% . adn.

" |o|=01+02+ -+ oy
.a":a"a".a"
. 1:09: ne-

Dado un abierto U C C™, se dice que una funcion f : U — C es holomorfa si para cada
punto m € U, existe un polidisco A(m; p) C U tal que la restriccién de f a A(m; p) coincide
con una serie convergente

f(z) = Z ay(z—m)?, z€ A(m;p)

”EZEO
Los coeficientes a, se obtienen de la formula integral de Cauchy

Loy o1 F(&)dEydes - - - dé,,
o = ; 0z° (m) B (27”)71 /|51—m1_7“1 /fz—mz =T - /|§n—mn|—rn & ’

(& —mq)7itt
=1

donde 0 < r; < p; para todo j = 1,2,...,n. Resultard mas adelante de nuestro interés descom-
poner z en dos paquetes de coordenadas z = (x,y), tales que

X=(T1,22...,%k) € Y = (Yht1,Ykt2---Yn)-
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Escribamos andlogamente m = (m*,m¥), o = (6*,0Y) y p = (p%, p¥). Puesto que f(z) tiene
una expansion de Taylor en todo el polidisco A(m; p), tenemos que, para todo o® € Zgo existe
una funcién holomorfa a,= definida en el polidisco A(m?; p¥) dada por la serie convergente

Aoz = Z a(o’““,a'y)(y - my)ay’ NAS A(mya py)

n—k
o’yEZZO

Tomando y como “constante” y considerando la funcién holomorfa en k variables definida por
g(x) = f(x,y), tenemos que

107y LA

_ v T
o = ol 9x°° m= ol ox°° m”,y).

Muchas veces escribiremos con el fin de clarificar a,=(y). Dado un abierto U C C", denotemos
por Oc¢x (U) el anillo de las funciones holomofas en el abierto U, con las leyes de multipliacién
y suma de funciones. Fijado un polidisco A(m; p), identificaremos el anillo O¢n (A(m; p)) con
el anillo de series de potencias con radio de convergencia p’ “mayor” que p, esto es, tal que

o> ps, jefl2,...,n}

Tenemos de esta manera un espacio anillado (C™, O¢x).
Si U y V son dos abiertos de C™ y CP respectivamente, decimos que la aplicaciéon

f=U1fo i fp): U=V

es holomorfa si cada componente f; lo es. En este contexto, tenemos los teoremas clasicos de
“la funcién inversa” y “la funcién implicita” De esta manera, si ® : Uy — U es una aplicaciéon
holomorfa entre dos abiertos de C™ y si la matriz Jacobiana

o
Jo = <k)
0z 1<k <n

es invertible en un punto m; € Uj, decimos que ® es un difeomorfismo local en my. Dicho de
otro modo, existen dos abiertos Vi C Uy y Vo C Us tales que my € V4 y my = &(m;) € Vo y
una aplicacién holomorfa ¥ : V5 — V7 tal que, ajustando los dominios de definicién, se tiene

Vod =idy,, ®ol=idy,.

Sea | M| una variedad topoldgica de dimensién 2n. Un espacio analitico complejo no singular
M = (|M|,Ou) de dimension n es un C-espacio anillado en C-algebras locales de funciones,
recubierto por abiertos isomorfos a abiertos de (C™, O¢r ). Siempre y cuando no haya confusién
escribiremos M para hacer referencia también al espacio topolégico subyacente |M|.

En términos de cartas, un espacio analitico complejo no singular M esta dado por dos cosas:

» Un recubrimiento {U;};c; formado por abiertos U; de |M].
= Homeomorfismos ®; : U; — Vj;, con V; abiertos de C", que cumplen que las aplicaciones
;0®, 1 0(U; NUL) — ®;(U; NTY)
de cambio de carta, son holomorfas.

Los U; son los dominios de las cartas, los pares (Uj;, ®;) las cartas y el conjunto {(U;, ®;)}jes
es un atlas de cartas. A veces decimos que el abierto U; estd provisto de coordenadas: esto es,
podemos leer con ®; las coordenadas del abierto V; de C™. Los espacios analiticos complejos

21



1.2. GEOMETRIA ANALITICA COMPLEJA

no singulares mas clasicos, y con los que esencialmente trabajaremos en esta memoria, son los
abiertos de C" y los espacios proyectivos complejos

Pg = (C"*\{0})/ ~

donde ~ es la relacién de equivalencia m ~ m’ si y sélo si existe un A € C tal que m’ = Am.

Una aplicacién F' : M — N entre dos espacios analiticos complejos M y N se dice que
es holomorfa (un morfismo dentro de la categoria de espacios analiticos) si para todo par de
cartas (U, ®;), (Vi, ¥x) de M y N respectivamente, la aplicacion Uy, 0F0<I>;1 es holomorfa all4
donde esté definida. Si existe la aplicacién F~! y también es holomorfa, decimos que F es un
biholomorfismo (isomorfismo entre espacios analiticos complejos). En la Seccién 1.4 hablaremos,
en particular, de los morfismos de explosion.

Sea M un espacio analitico complejo. Consideremos un punto p € M y sea (U, ®) una carta
centrada en el punto p. Una curva parametrizada ¢ : D(0,e) — M con ¢(0) = p, define un
vector v, tangente a M en p (que no depende de la carta elegida) dado por

d(®oc)

)

Ve =

donde t es el pardmetro tiempo con el que se define c. Denotamos por T, M al C-espacio vectorial
n-dimensional definido por todos los vectores tangentes a M en p. Escribimos z = (21, 22, ..., 2p)
para denotar las funciones coordenadas definidas por ®. Una base de T, M esté dada por

9 9
821 p ’ 8zj

donde &; : A — ®71(0,0,...,0,X,0,...,0) (con X en la j-ésima posicién). El fibrado tangente
TM es la unién disjunta de los espacios tangentes en cada punto, esto es

0

)
p 82’2

0

e — = V¢,

) ) G
» 0z, »

T™ = | J {p} x T,M.
peM

Se dota a T'M de una topologia que convierte la proyeccién pr : TM — M en un fibrado vec-
torial. Sus secciones locales se llaman campos de vectores. Los gérmenes de campos de vectores
se pueden organizar como fibras de un espacio étalé ©,;, que llamaremos el haz de gérmenes
de campos de vectores holomorfos en M. En términos de coordenadas locales, una base del
O p-moédulo libre O, de gérmenes de campos de vectores en p estd dada por

w2 9 9 9 ., 9
T 021 8ze) 0z, 0z; ‘P 0z; p'
Del mismo modo definimos el fibrado cotangente T*M por

M = | J {p} x Ty M,
peEM

donde T M es el espacio vectorial dual de T, M, esto es, las formas lineales T, M — C. Las
secciones locales del fibrado cotangente son las uno-formas diferenciales y construimos el haz
O}, de gérmenes de uno-formas diferenciales holomorfas en M de manera similar al caso ante-
rior. En términos de coordenadas locales, una base del Oy ,-médulo libre Q}\J,p estd dada por
la base dual B* de B que denotamos

B* = {dz1,dza, - ,dzp}.
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Tomando los productos exteriores A™T,; M como modelos para las fibras, se introduce el haz
Q}, de gérmenes de r-formas diferenciales holomorfas sobre M. Si U es un abierto donde se
tienen coordenadas z = (21, 22, . .., 2,), un elemento o € O, (U) se escribe como

a= E Ajrjo..jr@2jy Ndzjy N Ndzj  ajyj,. 5, € Om(U).
1<j1 <ja<-<jr<n

Consideremos el subespacio E = (z122--- 2, = 0) con 1 < k < n. De modo similar al caso
holomorfo se introducen los haces Q) (log E) de gérmenes de r-formas diferenciales sobre M
logaritimicas en E, donde una base viene dada por

dz; dz;
{Jl/\---/\]”/\dszl A~-~/\dzjr},
Zj1 Zjs

conl<j1 <jpp<...<ji<kyk+1<jit1 <jit2<...<jr<n.

1.3. Foliaciones holomorfas singulares

Sea ), el haz de gérmenes de uno-formas holomorfas en M. Una foliacién singular holo-
morfa de codimension uno F en M (para simplificar, una foliacion en M) es un Ops-submédulo
coherente F C Q1 integrable e invertible y tal que el cociente Q},/F es un Oj;-médulo libre de
torsién. Dado un punto p € M, la foliacién F estd localmente generada por una uno-forma ho-
lomorfa n € Q}V[,p que satisface la condicién de integrabilidad de Frobenius dada por n Adn =0
y que escribimos en coordenadas locales (x1,xa, ..., x,) como

n = fidz1 + fodxo + -+ fndzn, fi € Omp,

donde los f; no tienen factores comunes. El orden v,(F) de F en el punto p se define por

VP(]:) = VP(flana"'afn) = min{yp(fi); 1= 1,2,...,71},

donde v,(f;) es el orden en el punto p de los coeficientes f;. El lugar singular Sing(F) es el
subconjunto analitico cerrado de M definido localmente por

Sing(F) = (fi=fa=--+= fu=0).
Obsérvese que:
1. El punto p € Sing(F) si y solamente si v,(F) > 0.

2. La codimension en M del lugar singular Sing(F) es como minimo dos. Esto es consecuencia
del hecho de que los coeficientes de 1 no tienen factores comunes.

En el entorno de un punto no singular, el teorema de Frobenius clasico, que enunciamos a
continuacion para una forma diferencial, permite comprender la estructura foliada del espacio
definida por la forma diferencial.

Teorema 1.1 (Frobenius). Sea n € Q}W,p un germen de uno-forma diferencial integrable tal
que n(p) # 0. Existen coordenadas locales (z1,Z2,...,2,) vy una unidad u € Oy, tales que
7 = udz, (localmente las placas de la foliacién estdn dadas por z, = cte).

Denotemos por O, el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos en M. Recordemos
que el teorema de rectificacién de campos de vectores establece que:

Teorema 1.2. Consideremos un espacio analitico complejo no singular M y un germen de
campo de vectores { € Oy, con &(p) # 0. Existen coordenadas locales (x1,x2,...,%,) tales

que £ = 9/0z.
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Un germen § € Oy, se dice tangente a una foliacion F en un punto p € M cuando n(§) =0,
donde 1 es un generador local de F en el punto p. Sea k la dimension del C-espacio vectorial
generado por los vectores £(p), con £ un germen de campo de vectores tangente a F en p. El
tipo dimensional 7,(F) de F en p estd dado por

(F)=n—k>1.

Como consecuencia del teorema de rectificacién y de la condicién de integrabilidad, existen

coordenadas locales (21, xo, ..., x,) tales que F estd localmente generada por una uno-forma 7
del tipo
-
n:Zfi(a:l,xg,...scT)da:T, T = 7p(F). (1.1)
i=1

Esto es, la foliacion F es localmente un cilindro analitico sobre una foliaciéon de codimensién
uno en un espacio de dimensién 7. Tales sistemas de coordenadas se llama minimales. Notese
que, en particular 7 = 1 si y solamente si p & Sing(F).

Consideremos un morfismo ¢ : N — M, donde N es un espacio analitico complejo conexo
no singular. Distinguimos dos posibilidades:

a) El morfismo ¢ es invariante para F: El pull-back ¢*n es idénticamente cero para un
generador dado 1 de F en un punto dado p € M. Equivalentemente, el pull-back ¢*n es
idénticamente cero para cualquier generador i de F en cualquier punto p € M.

b) El morfismo ¢ es genéricamente transversal a F: El pull-back ¢*n define una uno-forma
holomorfa no nula en N, para cualquier generador local 1 de F en un punto dado p € M.
Definimos ¢*F como la foliacién en N dada localmente por los pull-backs ¢*n, después
de dividir por los factores comunes de los coeficientes.

Un subconjunto analitico cerrado Y C M se dice invariante para F en p € Y si cada morfismo
¢ : (C,0) — (M,p) que factoriza a través de (Y, p) es invariante. Decimos que Y es invariante
para F cuando lo es en cada punto p € Y. La propiedad de ser invariante en un punto es cerrada
y abierta en Y. Como consecuencia, un subespacio irreducible e invariante para F en un punto
es todo él invariante.

Recordemos ahora que una hipersuperficie H de M estd dada localmente en un punto
p € M por una ecuacién reducida f = 0, donde f € Opsp. Se dice que un subespacio analitico
Y C M de dimensién k es una interseccion completa si estd dado por la interseccién de n — k
hipersuperficies H; C M. Podemos comprobar que una interseccién completa (y en particular
una hipersuperficie) Y es invariante para F en un punto p € Y si y solamente si existe un
generador local i de F tal que

77/\df1/\df2/\-~-/\dfk|y:(),

donde f; = 0 son ecuaciones locales reducidas de H;, para i =1,2,...,n — k.
Observacién 1.1. Todo subespacio Y C Sing(F) es invariante para F, por definicién.

Observacion 1.2. El teorema de Fobrenius implica, en particular, que hay un tinico germen de
hipersuperficie invariante para F pasando por cada punto no singular.

1.4. Morfismos de explosiéon en C"

En esta seccién recordamos brevemente la definicion de explosién de un punto y de un
subespacio analitico conexo no singular de C”, sin entrar en detalles como la propiedad universal
de la explosién, el hecho de que son morfismos propios u otras propiedades intrinsecas.

Dados dos enteros positivos k,n € Z~q con n > k, consideramos coordenadas

x = (21,%2,...,2,) en C*, X =[X1,Xs,...,X;] en IE”(’éfl.
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Sea ¢ : CF\ {0} — PE ! la aplicacién natural dada por
a=(a1,az,...,ax) = P(a) = [a1, a2, .., ax]

y tomemos el conjunto ¥ dado por la clausura del grafo de ¢, considerando la topologia inducida
por el producto CF x Péﬁl. Esto es

2 =cl(gr(¢)) = {(a,P(a)) € C* x PE; a € CF\ {0} } Uy, 3o = {0} x PEL.
La aplicacién 7 : & x C"~* — C*F x C"~* definida por
((a,P(a)),b) — (a,b), a=(ai,a2,...,ax), b= (bpt1,bk+2,...,0bn)

se llama explosion de C™ con centro Y, donde Y es el subconjunto de C™ dado por
Y=(x1=09=---=2,=0).

Tenemos que 7 es sobreyectiva y ademas

7 (2 Bg) x C*F — (Ck\ {0}) x C"*

es un isomorfismo. Llamamos divisor excepcional al subespacio E de ¥ definido por

E=n10)=%xC"*cyx

Cuando n = k, recuperamos exactamente la explosiéon del origen de C™.
Nos interesa especialmente manejar la lectura en cartas afines del morfismo de explosion 7.
Llamamos j-ésima carta de la explosién al par (¥; x C" % ¢;) donde X; =X N (X; #0) y

¢j:%; xC"F 5 CF xCnR
es la aplicacién definida como sigue:
((a,P(a)),b) = ((a1/aj,a2/a;j ... ,a;-1/a;,1,a;41/a;,...,an/a;),b)

La composicion 7o gb;l proporciona una lectura de la explosién en la j-ésima carta y se ve asi:

—1
To ¢, (w1, T2, .., Tn) = (T1T5, TaTj, o o, Tj1Tj, Tjy Tjp1 Ty« o oy TETjy Th 1y - - o5 Tn)-

1.5. Singularidades presimples y simples en C?

En esta seccién recordamos brevemente las definiciones clasicas de singularidades simples y
presimples en el caso bidimensional y su comportamiento por explosién. Todos los detalles se
pueden encontrar en [12].

Sea G un germen de foliacién en (C2,0) generado por una uno-forma holomorfa n dada en
coordenadas por n = fidz1 + fodxs y supongamos que el origen es una singularidad de G, esto
es f1(0) = f2(0) = 0. Sea & el germen de campo de vectores tangente a G dado por

£ = f20/0x1 — f10/0xs.

y denotemos por L¢ su parte lineal. Decimos que el origen es una singularidad presimple para
G si (A ) # (0,0), donde A y p son los autovalores de Le. Esto es A y u son los autovalores de
la matriz Jacobiana

dfo dfo
~Loy 22
j —
“long, on

—— =—(0

8131 ( 8$2 ( )
El origen es una singularidad simple para G si ademas el cociente de los autovalores cumple que
A/ p ¢ Qso. Una singularidad simple para la cual Ap = 0 se llama una silla-nodo.
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Observacién 1.3. En una singularidad simple que no es una silla-nodo los ratios a y 1/« de
los autovalores de la matriz Jacobiana se corresponden con los indices de Camacho-Sad con
respecto a la ramas invariantes (véase [7]).

Consideramos ahora la explosién
7:C2 — C?

centrada en el origen de C2. Sea G’ el transformado de G por 7 y denotemos D = 7~ 1(0)
el divisor excepcional. Si el origen es un punto regular o una singularidad presimple para G,
tenemos que todo punto p’ € D es también regular o presimple para G'. Mds especificamente,
distinguimos los siguiente casos:

1. El origen es un punto regular. En este caso D es invariante y hay solamente un punto
p’ € Sing(G’) que ademds es una singularidad simple para G’ (marca la tangente en el
punto p de la tnica rama invariante de G pasando por él).

2. El origen es una singularidad simple para G. En este caso D es invariante y hay exacta-
mente dos puntos p!, ph € Sing(G’) que ademés son singularidades simples para G’.

3. El origen es una singularidad presimple para G pero no simple. Tomemos un germen de
campo de vectores { con parte lineal L¢ no nilpotente y separemos las siguientes tres
posibilidades:

a) La parte lineal L es la identidad salvo un factor. En este caso D es dicritico y no
hay punto singulares para G’ (tipo campo radial).

b) La parte lineal L¢ no es diagonalizable. El divisor excepcional D es invariante y hay
solo un punto p’ € Sing(G’) que ademds es una singularidad simple para G’ de tipo
silla-nodo.

c¢) La parte lineal L, tiene dos autovalores diferentes A, 1 con cociente A/p € Q1. En
esta situaciéon el divisor excepcional D es invariante y hay exactamente dos puntos
?’,q" € Sing(G"). Uno de ellos es una singularidad simple para G’ y el otro es presimple
para G’, pero todavia no es simple, con autovalores asociados A — p, fi.

1.6. Espacios foliados

En esta seccion y en las proximas vamos a considerar no solamente una foliacién, sino
también un divisor con cruzamientos normales que la acompana. Vamos, por tanto, a dar
definiciones relativas al par formado por estos dos objetos.

Sea M un espacio analitico complejo no singular de dimensién n y sea {E;};c; una familia
finita de hipersuperficies conexas no singulares. La uniéon F = U;c; E; se denomina un divisor con
cruzamientos normales de M si para cada punto p € M existe un sistema local de coordenadas
x = (21,2, ...,x,) tal que, localmente, se tiene:

E C (z1z2-- -2, =0). (1.2)

Los sistemas de coordenadas que satisfacen esta propiedad se llaman adaptados a E. Dado
un subespacio analitico irreducible Y C M, denotamos por ey (E) el niimero de componentes
irreducibles de £ que contienen Y. Definimos el tejido soporte combinatorio Hyrp de E C M
(en inglés “combinatorial support fabric”) por

Hup={JCI E;#0}, E;=[)E; (1.3)
jeJ
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Si cada Ej es conexo, decimos que E tiene cruzamientos normales fuertes. Cuando E cumple
tal propiedad, el tejido soporte combinatorio H s g proporciona de forma natural una estrati-
ficacién Sy, g del espacio M dada por

SM,EZ{SJC]W;JE'HM’E}7 SJ:E]\UEj (1.4)
i¢d
Esta condicion de cruzamientos normales fuertes y la estratificacién presentada seran de especial
interés en las construcciones, definiciones y resultados de los Capitulos 3 y 4.
Consideremos ahora una foliacién F en M y un divisor con cruzamientos normales £ C M.
A las componentes irreducibles de E que no son invariantes para F se les llama frecuentemente

componentes dicriticas. Asi, dividimos el conjunto de indices I en dos partes I = I;,vUlqjc, donde
Iinv corresponde a las componentes invariantes e Ig;. a las dicriticas. Igualmente, denotamos

Einy = U E;, Egic = U E;.
i€liny i€lgic
Observacion 1.4. Para cada punto p € M, nétense las siguientes propiedades:
a) ep(Einv) < 7p(F)
b) €p(Einy) < vp(F) +1

Decimos que F y E tienen cruzamientos normales en un punto p € M cuando p es no
singular, esto es p ¢ Sing(F) y ademé&s se tiene que la unién E U H es, de manera local, un
divisor con cruzamientos normales, donde (H, p) es el tinico germen de hipersuperficie invariante
pasando por el punto p. El lugar singular adaptado Sing(F, E) se define por

Sing(F,E) = {p € M; F y E no tienen cruzamientos normales en el punto p}.

Observacion 1.5. Se tiene que Sing(F) C Sing(F, E), pero la igualdad no se da necesariamente:
Por ejemplo, consideremos la foliacién en (C2%,0) dada por d(x + y?) = 0 y consideremos el
divisor con cruzamientos normales F = (x = 0). Tenemos que, pese a que el origen es no
singular, no es un punto de cruzamientos normales del divisor con la foliacién, puesto que

(z=0)U(z+y*>=0)

no es un divisor con cruzamientos normales, ya que (z = 0) y (z +y = 0) son curvas tangentes.
Por tanto 0 € Sing(F, E) \ Sing(F).

Lema 1.1. El lugar singular adaptado Sing(F, E) C M es un subconjunto analitico cerrado
de M de codimensién mayor o igual que dos.

Demostracion. Trabajamos localmente en un punto p € M. Si ep(Egic) = 0, se tiene que
Sing(F, E) = Sing(F) y en este caso sabemos que es cierto. De un modo més general, conside-

ramos un sistema local de coordenadas x = (z1,2,...,2,) de manera que
FEaic = U (zj =0),
JE€Aaic

donde Agic C {1,2,...,n}. Sea n = fidxy + fodxs + -+ + fndx, un generador local de F.
Consideramos los subconjuntos analiticos cerrados dados por

Zy=(x;=0;je)n(f;=0;j€{1,2,...,n}\J), JC Agi.

No es dificil de probar que Sing(F, E) = U;Z, localmente en el punto p. Por tanto, si demos-
tramos que codim(Z;) > 2 para todo J C Agic, hemos terminado.
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Notese que Zy = Sing(F) y como consecuencia codim(Zy) > 2. Por otro lado, dado que
Zy C (z; = 0; j € J), también se cumple que codim(Z;) > 2 cuando #J > 2. Supongamos
ahora por reduccién al absurdo, que hay un indice j € Agjc cumpliendo que codim(Z;3) = 1.
Esto significa que Zg;3 = (z; = 0), por lo tanto se tiene

fk?:xjfk7 fkeoM,p7ke{laza"'an}\{j}
y se concluye que (z; = 0) es invariante, lo cual da una contradiccién. [ |
Lema 1.2. Si E; C Sing(F, E), entonces E; es invariante.

Demostracion. Tomamos un sistema local de coordenadas x = (x1,z2,...,z,) adaptado a E
tal que EJ,diC = (:I:l = =Ty = O) - Edim EJ,inv = (errl = ... =T = 0) C FEjn con
Ej; = Ejgic U Ejiny. Sea n un generador de F en punto p. Tomando las notaciones como en el
lema anterior, lo que queremos ver es que

n
Z fsdxg Adzy Adxg A--- Aday|g, =0,
s=r+1

Notese que fs = xifs con fs € Opp paratodoi =r+1,...,t, pues z; = 0 es una componente
invariante de E. Por otro lado, con la descripcién que hemos dado del lugar singular adaptado,
tenemos que E; C Sing(F, E) si y solo si

EJ,dic C (fs :0, ENS {T+1,T’+2,...,TL}).
Juntando estas dos cosas tenemos que F; C (fs =0; s € {t,t+1,...,n}) como queriamos. W

Para hablar de propiedades relativas al par (F, E) es 1til introducir el concepto logaritmico
de E-foliacién. Cabe decir que éste es de orden técnico. Sea Q},(log E) el haz de gérmenes de
uno-formas logaritmicas a lo largo del divisor E. Una E-foliacion £ en M es un Ops-submédulo
coherente £ C 0}, (log E) integrable e invertible y tal que el cociente Q},;(log E)/L es un Oy-
modulo libre de torsiéon. Dado un punto p € M, la E-foliacion L estd localmente generada
por una uno-forma logaritmica w € Q}mp(log E) que satisface la condicién de integrabilidad
de Frobenius dada por w A dw = 0 y que escribimos en coordenadas locales (z1,za,...,2,)
adaptadas a E como

d!L’j
w= ZjeA aj?j + ZjeB a;dr;, aj € Opnp; AUB={1,2,...,n}, (1.5)

donde E = Ujca(z; = 0) y los coeficientes a; no tienen factores comunes. Con esta escritura,
el orden v,(L, E) de L en el punto p con respecto a E estd dado por

vp(L,E) = vp(ar,az,...,a,).

Definimos el lugar singular logaritmico log-Sing(L, E) de L con respecto a E como el subcon-
junto analitico cerrado de M definido localmente por

log-Sing(L, E) = (a1 = a3 = -+ = a, = 0).

Sean Fol(M, E) y Fol(M) los conjuntos de E-foliaciones y foliaciones en M, respectivamente.
Noétese que Fol(M) = Fol(M, }) y que hay una biyeccién

Fol(M) — Fol(M, E), F s L,

donde Lr es tal que Lx|ynp = Flag y estd definida en términos de generadores locales en
un punto p € M por la relacién
n :( H 'rj)wa

J€Ainv
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donde Einy = Ujea,,, (z; = 0) es la parte invariante del divisor E respecto a la foliacién F. A un
generador local w de L lo llamamos también generador local de F adaptado a E. Definimos el
orden v, (F, E) de F adaptado a E'y el lugar singular logaritmico log-Sing(F, E) de F adaptado
a E por las igualdades:

vp(F,E) = v,(Lr, E), log-Sing(F, E) = log-Sing(L £, E).

Nétese que se tiene la relacién v, (F) = v, (F, E) + ep(Einy) — 1.

Observacion 1.6. Una componente irreducible x; = 0 de E es dicritica para F si y solamente
si existe un germen de funcién a; € Oy, tal que a; = x;a;, en la escritura de la Ecuacién 1.5.

Definicién 1.1. Un espacio ambiente M = (M, FE) es un par que consiste en un espacio
analitico complejo no singular M y un divisor con cruzamientos normales £ C M. Un espacio
foliado (M, F) es el dato de un espacio ambiente junto con una foliaciéon F en M.

Observacion 1.7. Estamos interesados también en espacios ambiente donde se sustituye el espa-
cio analitico complejo no singular M por un germen M = (M, K') de espacio analitico complejo
no singular alrededor de un subconjunto analitico compacto K. Podemos transferir a este caso
practicamente todas las definiciones de este texto tomando representantes M del germen M
en un abierto suficientemente pequenio alrededor del compacto K. Por ello, a lo largo de esta
memoria estamos considerando también, de modo implicito, este tipo de espacios ambiente,
especificando cuando sea necesario cuando hacemos referencia solamente a ellos.

Observacion 1.8. En algunas situaciones requeriremos que el divisor que conforma nuestros
espacios ambiente tenga la propiedad de cruzamientos normales fuertes. Como veremos més
adelante, esto siempre ocurrird en la situacién combinatoria cuando partamos de (C™,0).

Observacion 1.9. La terminologia “espacio foliado” estd inspirada en el concepto “foliated ma-
nifold” introducido por A. Belotto en [4].

Hablamos ahora brevemente de los morfismos de explosién entre espacios foliados.

Consideremos M = (M, E) un espacio ambiente n-dimensional y sea Y C M un subespacio
analitico conexo no singular. Decimos que Y tiene cruzamientos normales con el divisor F si,
para cada punto p € M, existe un sistema local de coordenadas x = (1, z2,...,2,) adaptado
a E y un subconjunto B C {1,2,...,n} cumpliendo que

Y = m (z; =0), localmente en p.
i€B

Generalizando los morfismos de explosién, introducidos en la Seccién 1.4, a espacios analiticos
complejos cualesquiera, podemos considerar la explosién 7 : M’ — M centrada en el subespacio
Y C M. Esta da un nuevo divisor con cruzamientos normales

E' =r"YEUY)

y obtenemos asi un nuevo espacio ambiente M’ = (M’, E’). Cuando estamos bajo la hipétesis
adicional de “cruzamientos normales fuertes”, debemos pedir al centro de explosién Y que
cumpla ademds que la intersecciéon Y NE; C M sea conexa para todo J € H s g. De este modo
se garantiza que E’ es nuevamente un divisor con cruzamientos normales fuertes.

Dada una foliacién F en M, decimos que el subespacio Y es un centro admisible de explosion
para el espacio foliado (M, F) si ademés de tener cruzamientos normales, es invariante para F.
Escribiremos, para sintetizar

7 (M F) = (M, F),

donde F’ es el transformado de F por la explosion 7. En este caso,decimos también que 7 es una
explosion admisible de espacios foliados. Si el divisor excepcional 7~1(Y) es una componente
dicritica de E’, diremos que 7 es dicritica.
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1.7. Puntos presimples y vectores residuales

En esta seccién modificamos ligeramente las definiciones de singularidad presimple y sin-
gularidad simple dadas para la dimensién dos en la Secciéon 1.5, tomando en cuenta no solo la
foliacion, sino también el divisor con cruzamientos normales. Ademaés, extendemos el concepto
a dimensién superior.

Consideremos un espacio foliado (M, F), un punto p € M y un generador w de F adaptado
a F, que recordamos que se escribe como en la Ecuacién 1.5

w = ZjGA ajdxj/xj + ZjEB ajdxj.

Escribimos Einy = Ujea,,, (2; =0) ¥ Edic = Ujeay. (z; = 0), donde se tiene A = Ajny U Agie.

Definicién 1.2 (Véase [10, 19]). El punto p es presimple para (M, F) si se cumple una de las
siguientes propiedades:

1. El orden adaptado v,(F, E) = 0, esto es, alguno de los coeficientes de w es una unidad.
2. Existe un par (j, k) € A x B para el que se cumple da;/0zk(p) # 0.

Observacion 1.10. Recordemos que dado j € Agjc se cumple que a; = z;a;. Como consecuencia
se tiene que vp(a;) > 0y también que da;/0x(p) = 0 para cualquier k € B.

Definicién 1.3. Decimos que un espacio foliado (M, F) estd pre-desingularizado cuando todo
punto p € M es un punto presimple.

Observacion 1.11. Para un espacio foliado pre-desingularizado se tiene la igualdad
Sing(F, E') = Sing(F).

Proposicién 1.1. Si p es un punto presimple para el espacio foliado (M, F), entonces se
satisface que e, (Einy) < 7p(F) < ep(Einv) + 1.

Demostracion. Cuando v,(F, E) = 0 se distinguen dos casos:
» Hay un indice j € A,y tal que a; es una unidad. Los gérmenes de campos de vectores
§s = 0/0xs — (as/a;)x;0/0xj, s € B; & = 0/0x¢ — (av/a;j)x;0/0zj, L € Adic,

son tangentes a F en p y el tipo dimensional es 7,(F) = e,(Finy), ya que no hay mas
campos de vectores independientes que trivialicen la foliacién en dicho punto.

» Para todo ¢ € Aj,, y por tanto para todo ¢ € A, tenemos v,(ag) > 0 y hay un indice
k € B tal que aj, es una unidad. Los gérmenes de campos de vectores

& = 0/0xs — (as/ar)0/0xy, s € B\ {k}; & = 0/0xy— (ae/ar)0/0zk, L € Adic,
son tangentes a F en p y el tipo dimensional es 7,(F) = ep(Einy) + 1.

Supongamos ahora que v,(F, E) > 0, pero existe un par de indices (j,k) € A x B tal que
Oa;/0xk(p) # 0. Los gérmenes de campos de vectores

& =0/0xs + (0 fag)x;0/0x; + ([ 05 )0/ Oxy, s € B;
& = 0/0ws + (B;/Be)x;0/0x; + (B/Be)d Dy, € € Adic,
donde
a; = Oay/0xs — Oas /Oy, Bj = Bag/dxy — xe0ay /Oxe, B = x0f;,
ap = x;0as/0x; — 0a;/0xs, y  Pr = xe0a;/0x — x;0ae/0x;, B = ngk,

as = 0aj/0xy, — x;0a,/0x; B¢ = x;0ay/0x; — Oa;/Oxy,

son tangentes a F en el punto p gracias a la condicién de integrabilidad. El tipo dimensional
en este caso también es 7,(F) = ep(Einy) + 1. [
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Observacion 1.12. En un punto presimple p € M se tiene que e,(Egic) < n — 7p(F).

Clasificamos los puntos presimples en “trazas” y “esquinas” dependiendo de si se alcanza la
cota inferior o la superior en la proposicién anterior. De manera mas precisa:

Definicién 1.4. Dado un punto presimple p € M para el espacio foliado (M, F), decimos que:
= El punto p es de tipo esquina cuando 7,(F) = ep(Einy).
= El punto p es de tipo traza cuando 7,(F) = ep(Einy) + 1.

Observacion 1.13. En vista de la prueba de la Proposicién 1.1, el punto p es presimple de tipo
esquina si y solamente si v,(a;) = 0 para algin j € Aj,y.

Denotemos 7 = 7, (F) el tipo dimensional de F en p. Sabemos que existe un sistema minimal
de coordenadas locales x = (x1, 2, ...,x,) y un generador local 7 de F con

1(0/9z;) =0 y 8/0x;(1(d/x)) =0,

para todo indice j > 7 y todo ¢ < 7. Esto es, podemos escribir 7 como en la Ecuacién 1.1.
Decimos que x es un sistema minimal de coordenadas adaptado a E cuando ademaés se tiene:

Ey = U(l‘] = 0) y FEgic C U (l‘j = O)
j=1 j=r+1

El generador de F adaptado a E definido por
w=(1/]Tm
j=1
se puede escribir como sigue:

€ dl‘j T
= i . — i . i 1.
w ijl aj(z1,z2,...,2;) . + Zj:e_H a;(x1, 2, ..., 2, )dx; (1.6)
La expresion de los campos de vectores & v & en la prueba de la Proposiciéon 1.1 junto con el
conocimiento de la existencia de un sistema minimal de coordenadas locales en un punto dado,
nos permiten probar el siguiente resultado:

Proposicion 1.2. Existe un sistema minimal de coordenadas locales adaptado a E en un punto
presimple p € M dado.

Supongamos ahora que p es un punto presimple para (M, F), tomemos un sistema mini-
mal de coordenadas x adaptado a E y un generador adaptado w como en la Ecuacién 1.6.
Recordemos que se cumple e < 7 < e + 1. Definimos el vector residual A, x € C™ como

(A, A2, A7) con A; = a;(p) sit=e
Aux = (1.7)

’ da; .
(A, A2,y Arq, ) con Ay = az (p), p=ar(p) sit=e+1.

Observacion 1.14. Puesto que p es un punto presimple, tenemos que A, x # 0.

Lema 1.3. Sea p un punto presimple para el espacio foliado (M, F). Considérense dos sistemas
minimales de coordenadas locales adaptados a F

x=(T1,22,...,Ty) ¥y X = (2,25, ...,2))

tales que (x; = 0) = (2} = 0) para todo j € {1,2,...,e}. Dados w y w' dos generadores de F
adaptados a FF como en la Ecuacién 1.6, existe una constante ¢ € C* de modo que se satisface
la igualdad

Aw,x = C>\w’,x’~
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Demostracion. Sabemos que hay unidades u,u; € O, con 0/0x,(u) = 0/0xk(u;) = 0 para
todo k£ > 7, que cumplen

/ / -
W=uw y o =y, jE{1,2,...,e}
Ademaés, cuando 7 = e + 1, tenemos que
!
T = oz, + @21, T2, Tr1) + To(T1, T2, -, T),

donde o € C* y ¢(p) = ¥(p) = 0.
Si consideramos el sistema de coordenadas fijo, esto es x = x” y cambiamos de generador,
tenemos la igualdad Ay x = cAy x, donde ¢ = u(p). Para verlo nétese que:

» En el caso de tipo equina se tiene que a; = ua; para todo j € {1,2,...,e}.
» En el caso de tipo traza se cumple a!. = ua, y ademés, se satisface la igualdad
da;/0x, = uda; [0z, + aj0u/dz., j€{1,2,... ¢}

Tenemos que da’;/0z,(p) = cda;/0z,(p), pues a;(p) = 0 (sino estarfamos con una singu-
laridad de tipo esquina y por tanto, la escritura considerada no serfa minimal).

Supongamos ahora que tenemos un tnico generador w = w’ y aquello que variamos es el sistema
de coordenadas. Vamos a escribir de forma condensada los casos traza y esquina como sigue:

w=adri/x1+ + ar_1drr_1 /o1 + 2iarde, o, =

! / / ! / ! le 1 / /
- Clexl/‘rl et a"rfldefl/x‘rfl + X7 a“rdx‘r/‘rT’

donde e = 7 —e. Si X’ = x, evidentemente hemos terminado. Vamos a suponer en primer lugar
que existe un indice j € {1,2,...,e} para el cual u; # 1 y ademés que x = z; para cualquier
otro indice i # j. Se tiene que:

v af = a;(1+x;h;) y
» a) = a; + x;hia; para todo i € {1,2,...,7}\ {j}.
donde los gérmenes de funciones h; se obtienen de la expresién

duj/uj = x1hidxy /T + xohodrafxo + - - - + 27 hedxy [ 2,

Como consecuencia, en este caso A, x = Ay x/. Nos queda comprobar qué sucede en la situacién
de tipo traza cuando x} = x; para todo i € {1,2,...,e} y /. # z,. Obtenemos las relaciones:

v o =ca;(1—¢—x,00/0x;) vy
v af = a; — cra,(0p)0x; + x.0¢/0x;) para todo i € {1,2,...,e}

K2

donde ¢ = 1/a. Por tanto se cumple la igualdad A, x = Ay x’- [ |

1.8. Puntos Simples. Marco hiperbdélico-complejo.

Practicamente todos los resultados en esta memoria se dan bajo la hipétesis hiperbdlico-
compleja que introducimos a continuacién. En este marco vamos a dar caracterizaciones de las
singularidades presimples y a introducir la definicién de singularidad simple.

Las siguiente definicién se puede encontrar en [15]:
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Definicién 1.5. Una foliacién F de un espacio analitico complejo M es hiperbdlico-compleja en
un punto p € M (en inglés “complex hyperbolic’) si no existe ningiin morfismo genéricamente
transversal

¢:(C%,0) — (M,p)
cumpliendo que el origen sea una silla-nodo para la foliacién bidimensional ¢~*F. Se dice que

la foliacion F es hiperbolico-compleja si la propiedad se da en cada punto p € M. Finalmente,
un espacio foliado (M, F) es hiperbdlico-complejo cuando la correspondiente foliacién lo es.

Para dimensién dos y en el sentido cldsico (no adaptado al divisor), tenemos que

1. Una singularidad simple para una foliacién es hiperbdlico-compleja si y solamente si no
es una silla-nodo.

2. Las singularidad presimples pero no simples que no son hiperbélico-complejas son las
presentadas en el apartado 3b) de la Seccién 1.5.

Para el caso general, si 7 : M’ — M es una explosién tenemos la siguiente propiedad de
estabilidad: Si la foliacién F es hiperbdlico-compleja, entonces su transformado F’ también es
hiperbélico-complejo.

Consideremos un espacio foliado (M, F) hiperboélico-complejo en un punto p € M. Sea w
un generador local de F adaptado a E, que recordamos se escribe como en la Ecuaciéon 1.5

w:E apdx x+§ apxy.
teat e/ tep bt

De nuevo, escribimos A = Aj,, U Agic, para separar las componentes invariantes de E de las
dicriticas.

Proposicién 1.3. Tenemos que p es presimple para (M, F) si y solamente si v,(F,E) = 0.
Como consecuencia tenemos la igualdad

puntos no presimples } (1.8)

log-Sing(F, E) = { para (M, F)

Demostracion. Sivy(F,E) =0 el punto p es presimple por definicién. Vamos a suponer ahora,
por reduccién al absurdo, que p es un punto presimple cumpliendo que v, (F, E) > 0. Existen
indices (j,k) € A x B para los que se cumple da;/0x;(p) # 0. De hecho j € Ajny, en vista de
la observacion 1.10. Consideramos n — 1 enteros positivos q; € Z~g con ¢ # k tales que

o 8&1 -
ZleA qeaka(p) = ZeeAm qza—xk(p) =a#0.

Estos enteros siempre existen, puesto que por lo menos se tiene que da;/0xk(p) # 0. Tomamos
el morfismo ¢ : (C2,0) — (M, p) dado por las relaciones

x;=u? ie{l,2,....,n}\{k} ¥y ar=0.

Sea 1 el generador holomorfo de F asociado a w. El pull-back ¢*n esta dado por u?7, donde

n = a Qe =
= (ZfeA Gete + ZeeB\{k} qet aé) du + uaydv, con

ap = ¢ ay YQ:ZkGA qr — 1

inv

El germen de foliacién bidimensional ¢~ ! F est4 generado por 7. Nétese que
dag/Ov(0) = dae/Oxk(p),

para todo indice £ € A y por tanto a y 0 son los autovalores de la parte lineal de un germen de
campo de vectores tangente a ¢~ 'F, es decir el origen es una silla-nodo, lo cual nos proporciona
la contradiccién deseada. ]
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Proposicién 1.4. Supongamos que e,(Ein,) > 1. Tenemos que p es un punto presimple de
tipo esquina para (M, F) si y solamente si v,(a;) = 0, para todo j € Ajpy.

Demostracion. En vista de la Observacién 1.13, el punto p es presimple de tipo esquina si
y solamente si Aj,, # 0 y ademds existe un indice j € A,y tal que vp(a;) = 0. Por tanto,
asumiendo que el punto p es presimple de tipo esquina, vamos a suponer por reduccién al
absurdo que existe un indice £ € Ajn, \{j} con v,(as) > 0y vamos a encontrar una contradiccién
con la hipdtesis hiperbélica-compleja.

Consideramos n — 1 enteros positivos q; € Z~q con i # ¢ tales que

ZkeA\{e} qrax(p) = ZkeA;m\{é} qrar(p) = a # 0.

Estos enteros siempre existen, puesto que por lo menos se tiene a; (p) # 0. Tomamos el morfismo
¢ : (C?,0) — (M, p) dado por las relaciones

xi=ul, ie{l,2,....n}\{{} vy zy=.

Sea 1) el generador holomorfo de F asociado a w. El pull-back ¢*1n estd dado por u?7, donde

n= a qk =
= (ZkGA\{E} qrak + ZkGB qru ak) vdu + azud’U, con

ap=¢"ar y Q= ZkeAmv\{f} %1

El germen de foliacién bidimensional ¢p~1F estd generado por 7. Nétese que ax(0) = ax(p) para
todo indice k y por tanto a y 0 son los autovalores de la parte lineal de un germen de campo
de vectores tangente a ¢~ 1F, es decir el origen es una silla-nodo, lo cual nos proporciona la
contradiccién deseada. |

Lema 1.4. Si p es un punto presimple para el espacio foliado (M, F), el vector residual A, x
pertenece al toro complejo (C*)7.

Demostracion. Sea w un generador minimal adaptado como en la Ecuacién 1.6. Si p es de

tipo esquina, tenemos que hay por lo menos una componente del divisor E invariante y como

consecuencia de la Proposicién 1.4 concluimos. Supongamos ahora que p es un punto presimple
. € 1.

de tipo traza. Tenemos que w = ijl ajdrj/x; + ardx; y escribimos

Ao.),x = ()\17)\27 ) )‘€7M)

como en la Ecuacion 1.7. En vista de la Proposicién 1.3 y la Observacién 1.13, tenemos que p # 0
y podemos tomar a, = p = 1. Asumamos, por reduccién al absurdo, que A\; = day/dx,(p) =0
y busquemos una contradicciéon. Consideramos 7 enteros positivos ¢; € Z~( tales que

GMF @A+ g Ae+¢Gr=aF#0y ¢ >qn,i=1,2,... e
Tomamos el morfismo ¢ : (C%,0) — (M, p) dado por las relaciones
rp=ulv; zp=u?, Le{2,3,...,7} yx; =0, je{r+1,...,n}
El germen de foliacién bidimensional ¢~ F est4 dado por la ecuacién 77 = 0, donde
7 =v(q1a1 + q2a2 + -+ ¢eGe + ¢r)du + ugrardv, uPa; = P*ay.

Obsérvese que ay(0) = day/dx,(p) = \¢ para todo indice £ € {1,2,...,e} y por tanto a y 0 son
los autovalores de la parte lineal de un germen de campo de vectores tangente a ¢~ F, es decir
el origen es una silla-nodo, lo cual nos proporciona la contradiccién deseada. |
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Introducimos ahora la definicién de punto simple dentro del contexto hiperbélico-complejo.
Dados un entero positivo s € Zsq y un vector 8 = (1, fa, ... 8s) € C*, decimos que una s-upla
r=(ry,re,...Ts) € Z%, de enteros no negativos es una resonancia para 3 si se cumple:

181 +r2fB2+ -+ 1rsBs = 0.

Decimos que B es no resonante si no tiene resonancias distintas de r» = 0.

Observacion 1.15. Notese que solamente hemos considerado resonancias no negativas. En cam-
bio, las resonancias de Martinet-Ramis en [25] permiten también entradas negativas en r.
Definicién 1.6. Un punto p € M es simple para un espacio foliado hiperbdlico-complejo (M, F)
si es presimple y ademds los vectores residuales A, x son no resonantes (esta propiedad no
depende de la eleccién particular de x y w, en vista del Lema 1.3).

Definicién 1.7. Decimos que un espacio foliado (M, F) estd desingularizado si todo punto
p € M es un punto simple.

v v
T T
T T
' '

It &
M= =S

Figura 1.1: Singularidades simples hiperbdlico-
complejas en dimensién dos.

e Singularidades
de tipo esquina

Singularidades
de tipo traza

Figura 1.2: Figura final: Singularidades simples en dimensién tres.

La definicién de punto simple que acabamos de introducir coincide con la dada en [10, 11]
en el contexto general no hiperbdlico-complejo y que, pese a que no la vamos a necesitar,
enunciamos a continuaciéon en aras de completitud.

Definicién 1.8. Un punto p € M es simple para un espacio foliado (M, F) si existe un sistema
local de coordenadas formales X = (&1,22,...,%7,Zr41,...,%y), donde 7 = 7,(F) es el tipo
dimensional de la foliacién F en el punto p, tal que:

T T n
U@ =0) € By c | J@i=0), Eascc |J (2:=0)

1=2 =1 1=7+1
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y ademas la foliacién F estd definida localmente por una ecuaciéon formal @ = 0, donde @ es
una uno-forma logaritmica formal de los tipos descritos a continuacion:

I. Existe un vector no resonante A = (A1, Ag,...A;) € (C*)7 tal que
&= Md21 /51 + Nadbo/3s + - Ard2s )5y

Obsérvese que si p es de tipo esquina @ es un generador formal de F adaptado a E en p
es. Si en cambio p es de tipo traza, un generador adaptado a E estd dado por Z1&.

II. Hay un entero k € Z con 1 < k < 7, una serie formal ¥ € C[[t]], con ¥(0) = 0, una k-upla
p = (p1,p2,-.-,Pk) € Z’;O y dos vectores
a = (2, a3,...,a;) €C* 1y ap = (i1, Qpso, ... a.) € (C)F

con oy no resonante, de modo que

k T
dz; dz;
Z 71_’_\1/ APIAPQ'_.‘.Z,zk) az’%
=1 1=2
Si p es de tipo esquina, un generador formal de F adaptado a E en p es @. Si p es de tipo
traza, un generador adaptado a F es 2.

Observacion 1.16. Ser simple es una propiedad abierta en M. Esto es, si p € M es un punto
simple para (M, F), hay un abierto U C M suficientemente pequeno que contiene p y es tal
que cada punto ¢ € U es a su vez simple para (M, F).

Consideramos un espacio foliado (M, F) hiperbdlico-complejo en un punto simple p € M
con tipo dimensional 7 = 7,(F). Damos una descripcién local alrededor de p del lugar singular,
las hipersuperficies invariantes y el conjunto 7r g de singularidades de tipo traza para (M, F).

= Si p es de tipo esquina, entonces Fi,, = F1UFEsU---UE; y las las tinicas hipersuperficies
invariantes para JF pasando por el punto p estan contenidas en E. En este caso ademés
tenemos que Tr g = (), localmente en p.

= Si p es de tipo traza, entonces Ej,, = F1 UFE;U---UE,._; y hay exactamente un germen
de hipersuperficie invariante H no contenido en E (para el caso general no hiperbélico-
complejo, véase [11]). En esta situacién tenemos que

Tre=E1NH)U([ENH)U---U(E,_1NH). (1.9)
En ambos casos el lugar singular Sing(F) viene dado, localmente en el punto p, por
Slng(]:) = U1§i<j§7 El n Ej,

escribiendo E. = H cuando p es de tipo traza.

1.9. Foliaciones dicriticas

En muchos de los resultados que vamos a tratar en los sucesivos capitulos, las componentes
dicriticas que puedan aparecer en el divisor juegan un papel fundamental. Es por ello que vamos
a dedicar una breve seccién a la siguiente definicién, que se puede encontrar en [?, 15]:

Definicién 1.9. Una foliacién F es dicritica en un punto p € M cuando hay un morfismo
genéricamente transversal ¢ : (C2,0) — (M, p), tal que

¢ ' F = (dz = 0)

vy ¢(y = 0) es invariante para F, donde (z,y) son coordenadas en (C2,0). La foliacién F se
dice no dicritica si es no dicritica en cada punto p € M. Un espacio foliado (M, F) se dice no
dicritico si F es no dicritica y Eq;. = 0.
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Observacion 1.17. Nétese que en la definicién previa y = 0 es una curva, por tanto ¢(y = 0) es
o bien el punto p o un germen en p de curva analitica, y por tanto tiene sentido preguntarse si
es invariante o no.

La siguiente propiedad de estabilidad por una explosién admisible 7 : (M, F') — (M, F)
entre espacios foliados se satisface: Si F es una foliacién no dicritica, entonces tanto su trans-
formado F’ como la explosién 7 son no dicriticos. Notese que, para que la segunda parte sea
cierta (7 es no dicritica), es imprescindible la condicién exigida al centro de explosién de ser
invariante para la foliacion.

En vista de esta propiedad, otra definicién alternativa de foliacién dicritica que se puede
encontrar en la literatura es la que damos a continuacion.

Definiciéon 1.9. Una foliacién F se dice no dicritica si para cualquier composicion
o (M = (M,Q)),f) A (Mlafl) A (MN = (MN,EN)PFN)

de una sucesién finita de explosiones admisibles se tiene que E(Jl\{c = 0.

1.10. Reduccién y pre-reduccion de singularidades

En esta seccién recordamos los principales resultados sobre el problema de reduccién de
singularidades de espacios foliados.

Consideremos un espacio foliado (M, F) ysea o : (M’, F') — (M, F) un morfismo obtenido,
salvo isomorfismo, por composicion de una sucesién finita de explosiones admisibles. Esto es

1

o: (M, FY=(M"F) s (ML FY 25 TS (MO FY) = (ML F),

donde cada m; es una explosién admisible de espacios foliados.

= Si el espacio foliado (M’, F') estd pre-desingularizado, decimos que el morfismo o es una
pre-reduccion de singularidades de (M, F).

= Anélogamente, si el espacio foliado (M, F’) estd desingularizado, se dice que o es una
reduccion de singularidades de (M, F).

En la situacién bidimensional se puede hablar de la minimalidad de estos procesos de desin-
gularizacién. Una reduccién de singularidades o : (M’, F') — (M, F) se denomina minimal si
para cualquier otro morfismo de reduccién de singularidades G : (M, F") — (M, F), hay una
Unica factorizacién ¢ = o o f, donde

f: (M’CIH)%(MCII)

es la composiciéon de una sucesion finita de explosiones (salvo isomorfismo). Nétese que una
reduccién de singularidades es minimal si y solamente si todos los centros de explosiéon son
puntos no simples. Del mismo modo, definimos y caracterizamos el proceso de pre-reduccion
minimal de singularidades. Estos conceptos de minimalidad no existen, en general, en dimensién
superior.

La existencia de reduccién de singularidades de un espacio foliado (M, F) de dimensién n
(siendo M es un germen alrededor de un compacto) se conoce en las siguiente situaciones:

» Cuando n = 2. La prueba es consecuencia del cldsico teorema de A. Seidenberg en [40],
completando la reduccién de singularidades para ajustarla al caso adaptado.

s Cuando n = 3. El resultado esta probado por F. Cano y D. Cerveau en el caso no dicritico
(véase [11]) y por F. Cano en el caso general (véase [10]).
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» Siempre existe reduccién de singularidades si M = ((C™,0),0) y F es una foliacién
hiperbdlico-compleja no dicritica. De hecho, ésta viene dada por la desingularizacion de
las hipersuperficies invariantes de F. La prueba para el caso n = 2 se encuentra en [8],
para n = 3 en [20] y para n > 4 se deduce también de [20]. Es por esta razén que estas
foliaciones son llamadas en la literatura “hipersuperfices generalizadas”.

= Si el espacio foliado (M, F) estd pre-desingularizado, se trata de un resultado probado
por M. Ferndndez-Duque en [19].

Para n > 4 la existencia de reduccion de singularidades es un problema abierto, incluso en el
caso hiperbodlico-complejo dicritico.

1.11. Foliaciones de tipo térico

El concepto de foliacién de tipo térico fue introducido por M.I.'T. Camacho y F. Cano en [9]
para el caso bidimensional. Aqui lo adaptamos al contexto de espacios foliados y lo generalizamos
a dimensiéon ambiente superior. En el Capitulo 4 de este texto daremos una caracterizaciéon de
los espacio foliados de tipo térico (débil) en términos de condiciones de no-degeneracién sobre
sus “formas iniciales pesadas”.

Consideremos un espacio foliado (M, F). Una explosiéon admisible  : (M’, F') — (M, F)
es combinatoria si su centro de explosién es una componente conexa del subespacio F; C M,
para algin J € Hy g. La composiciéon de una sucesién finita de explosiones admisibles se dice
combinatoria si cada una de ellas lo es.

Figura 1.3: Sucesiones de explosiones combinatorias.

Definicién 1.10. Introducimos los siguientes conceptos:
= Un espacio foliado (M, F) es de tipo térico si admite una reduccién de singularidades
combinatoria.

» Andlogamente, un espacio foliado (M, F) es de tipo tdrico débil si admite una pre-
reduccién de singularidades combinatoria.

= Una foliaciéon F en un espacio analitico complejo M se dice torificable si existe un divisor
con cruzamientos normales E en M tal que el espacio foliado ((M, E), F) es de tipo térico.

Observacién 1.18. Dado un punto p con e,(E) < 1, tenemos que (M, F), es de tipo térico
(tipo térico débil) si y solamente si p es un punto simple (presimple) para (M, F).
Observacion 1.19. Si p es una singularidad presimple de tipo esquina para (M, F), el germen
(M, F), es de tipo térico y basta hacer explosién en centros de codimensién dos (véase [19]).
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1.12. Superficies tdricas. Foliaciones en P%

Una variedad torica (véase [18]) es una variedad irreducible compleja S que contiene un toro
complejo bidimensional 7' ~ (C*)™ como subconjunto abierto de Zariski, tal que la accién de
T sobre él mismo, se extiende a una accién algebraica en S. Las explosiones naturales dentro
de la categoria de variedades toricas se llaman equivariantes y son aquellas compatibles con la
accion de toro; esto es, las explosiones cuyo centro es la adherencia de una érbita.

Los siguientes son ejemplos béasicos de superficies y variedades toéricas.

Espacio Afin. El ejemplo estdndar afin de variedad térica no singular es C™. La accién del

toro estd dada en coordenadas (x1,x2,...,x,) por
((tl,tg, .. ,tn), (041, ag,. .. ,Oén)) — (tlal,tgag, . 7tnan)'
Las tnica 6rbita cerrada es O = (0,0,...,0). Las clausuras del resto de érbitas no densas son

los subespacios coordenados {4 definidos por £4 = Njca(z; = 0), donde A C {1,2,...,n}.
Finalmente, la 6rbita densa es

(C*)" =\ (UeA U {0}).
A

Espacio proyectivo. Un primer ejemplo de variedad térica proyectiva es el espacio proyectivo

PZ. La accién del toro viene dada en coordenadas homogéneas [Xo, X1, Xo,...,X,] por
((t17t27 s 7tn)7 [aﬂa a1, Q2,..., Oén]) = [a07tlalat2a23 e atnan]
Las drbitas cerradas son los n+1 puntos O; = [0,0,...,0,1,0,...,0], donde el uno aparece en la

posicién i-ésima. Las clausuras de las otras 6rbitas no densas son los subespacios coordenados
L 4 dados por Ly =Njca(X; =0), con A C {0,1,2,...,n}. Por dltimo, la érbita densa es

@y —e2\ (ULavUJion).
A =0

Superficies de Hirzebruch. Dado un entero k£ # 0, consideremos el producto IP’(l: X ]P% dado
con coordenadas homogéneas ([Xo, X1], [Yo, Y1, Y2]). La superficie de Hirzebruch Hy, se define
como la subvariedad cerrada dada por

XkYy — XFy; =0 k>0
M= XY, - XFv, =0 k
1 0 0 1= < 0.

Existe una accién de toro en estas superficies, de modo que las érbitas cerradas son los puntos
Q6 = ([1,01,[0,1,0]), Qo = ([1,0][0,0,1]), QF = ([0,1][1,0,0)), Q1 = ([0,1],[0,0,1]).
Las clausuras de las otras érbitas no densas son las cuatro curvas racionales
Ly=[1,0] x (Yo=0), Li=1[0,1]x (Y1 =0), Li=P¢x{[0,0,1]} y
LY = {([\ 1, [a,0,0]); Afa = p*b, [\, p] € Pe}.

La 6rbita densa es (C*)? = H;, \ LU L{ U LY U L}.

Cuando k£ = 0, la superficie de Hirzebruch Hy es Pé X ]P’(lC7 donde tomamos coordenadas
homogéneas ([ X, X1], [Yo, Y1]). Las 6rbitas cerradas para la accién del toro son los puntos

Qg = ([170]7 [170])a Q(l) = ([170][07 1])7 Q? = ([0, 1][170])7 Q% = ([07 1]7 [07 1])
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Las clausuras de las otras érbitas no densas son las cuatro rectas
LY =1[1,0] x P§, L = [0,1] x P, LY = P x {[1,0]}, L = P& x {[0,1]}.

La 6rbita densa es (C*)? =PL x PL\ LYU L U LY U L.
Cuando hagamos referencia a C™, P¢ o a las superficies de Hirzebruch H;, como variedades
téricas, implicitamente asumiremos las acciones y coordenadas anteriores.

La unién de las 6rbitas no densas de la accién del toro en las variedades téricas C™ y Pg es,
de manera natural, un divisor con cruzamientos normales fuertes dado respectivamente por

Ecn = (1222, = 0) y Epp = (XoX1Xo - X, = 0).

En general, en una superficie torica no singular S, la unién de las 6rbitas no densas de la accién
del toro da lugar a un divisor con cruzamientos normales fuertes Fg. Decimos que el par (S, Es)
es una superficie torica ambiente. Los puntos p € S con e,(Es) = 2 son exactamente las érbitas
cerradas de la accion del toro. Como consecuencia, en la categoria de superficies téricas, las
explosiones equivariantes son exactamente las combinatorias.

Observacion 1.20. En vista del hecho de que una superficie térica no singular S proporciona
de manera natural una superficie térica ambiente (S, Eg), usamos la expresién foliacion F en
S para hacer referencia también a la superficie foliada ((S, Es), F).

El siguiente resultado se refiere a la geometria biracional de las superficies téricas proyectivas.

Teorema 1.3 (Véase [18]). Dadas dos superficies téricas proyectivas S y S’, existe una super-
ficie térica proyectiva no singular S” y dos sucesiones finitas de explosiones equivariantes

r:8" =8 .8 =9

Corolario 1.1. Cualquier superficie térica proyectiva no singular S se obtiene desde ]P’(?‘: con
una sucesién finita P% — S de explosiones e implosiones equivariantes (combinatorias).

Recordemos ahora brevemente como son las foliaciones sobre el plano proyectivo (véase [12]).
Una foliacién G en IP’% estd dada por una forma diferencial logaritmica homogénea

W = AydXo/Xo + A1dX1 /X, + AsdXs/Xo, A; € C[Xo, X1, X3], i =0,1,2, (1.10)

donde los coeficientes A; son polinomios homogéneos del mismo grado dg, sin factores comunes
y tales que Ag + A1 + As = 0. Decimos que W es un generador homogéneo de G. Si W’ es otro
generador homogéneo de G, entonces W’ = kW con k € C* y reciprocamente.

Observacion 1.21. El niimero dg no coincide con el llamado grado de la foliaciéon. Por ejemplo,
si el divisor E]pé no tiene componentes dicriticas, la foliacién esta dada por la forma holomorfa

Xo X1 XoW = X1 X0 A0d X + X9 X2A1d X, + X X1 AxdXs,
sin factores comunes en sus coeficientes. Por tanto, el grado de la foliacién es igual a dg + 1. De
manera general, el grado es dg + 1 — €, donde € es el niimero de componentes dicriticas de E[p)[’é .

Vamos a describir una foliaciéon G de IP’(% en términos de cartas afines. Leemos el plano
proyectivo complejo P% en cartas afines A; = (X; # 0) C P4, para i = 0,1,2. Identificamos
cada A; con la superficie térica afin C? a través de las coordenadas (a:;, x%) dadas por

x; = X;/Xi, rt = Xi/X;, donde 7,k #i

Tenemos que O; es el origen de A;, donde Oy = [1,0,0], O; = [0,1,0] y O3 = [0, 0, 1]. Denotamos
por D; el divisor F4, = (wém}c = 0) y llamamos i-carta afin G; de G a la restriccién G; = G| a,.
Un generador de G; adaptado al divisor D; estd dado por

w; = a;dx;/x; + abdxl /xi, for{i, j, k} = {0,1,2},
donde aj = Ay(Xo/Xi, X1/X;, X2/ X;) € Clah, )], para £ € {j, k}.
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1.13. Ramas invariantes aisladas

El concepto de rama invariante aislada es 1til para elegir una cantidad finita y representativa
de ramas invariantes en el caso de que aparezcan componentes dicriticas después de reducciéon
de singularidades. Damos a continuacion la definicién precisa:

Definicién 1.11. Consideremos una rama invariante (I',p) de una superficie foliada (S,G).
Decimos que (T, p) es aislada para (S,G) si se cumplen las siguientes propiedades:

» (Ip) & (E,p).

» Para todo composicién o : (§',G") — (S, G) de una sucesion finita de explosiones, tenemos
que p’ € Sing(G', D’), donde(I”,p’) es el transformado estricto de (T', p) por o.

Observacion 1.22. Nétese que p € Sing(G, D), tomando o el morfismo identidad. Ademds, es
suficiente considerar explosiones centradas en los puntos infinitamente préximos de (T, p).

e aisladas
« e e 1o aisladas

Figura 1.4: Ramas invariantes aisladas y no aisladas.

La propiedad de ser aislada es estable por explosiones. En el siguiente enunciado mostramos
que también es estable por implosiones combinatorias.

Proposicién 1.5. Consideremos una explosién combinatoria 7 : (§',G’) — (S, G) entre super-
ficies foliadas. Sea (I, p’) una rama invariante para G’ y denotemos por (I',p) su imagen por
m. Si (I, p') es aislada para (S’,G’) entonces (T, p) es también aislada para (S, G).

Demostracion. Supongamos que p es el centro de la explosién, pues en otro caso hemos ter-
minado. Si (I,p’) es aislada, en particular (I'V,p’) ¢ (D’,p’) y por tanto, también se tiene
(T',p) ¢ (D,p). Nos queda ver que p € Sing(G, D) necesariamente. Para ello, supongamos por
reduccién al absurdo, que no es asi, es decir, que p es un punto regular en el cual G y D tienen
cruzamientos normales. Puesto que la explosion se ha realizado en el punto p y es combinatoria,
tenemos que e, (D) = 2 y por tanto, la Gnica rama invariante que pasa por él estd contenida en
D y esto contradice la existencia de (T, p). u

La siguiente afirmacién muestra donde aparecen las ramas invariantes aisladas al final del
proceso de reduccion de singularidades.

Lema 1.5. Sea (I',p) una rama invariante aislada para una superficie foliada desingularizada
(8,G). Tenemos que p es una singularidad simple de tipo traza.

Demostracion. Por definicién p € Sing(G, D) y (T, p) ¢ (D, p). En vista de la Observacién 1.11,
tenemos que Sing(G, D) = Sing(G). Ahora, si p es de tipo esquina, las tinicas ramas invariantes
a través de él estan contenidas en D, por tanto p es una singularidad simple de tipo traza. W

Damos ahora una descripciéon de las ramas invariantes aisladas en puntos presimples.
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Lema 1.6. Consideremos una singularidad presimple p € Sing(G) de una superfice foliada
(S,G). Si el punto p es de tipo esquina no hay ramas invariantes aisladas pasando por él. Por
el contrario, si p es de tipo traza hay como mucho una rama invariante aislada a través de él;
cuando existe es no singular, transversal al divisor y ademas se cumple que cualquier otra rama
invariante no singular es tangente al divisor.

Demostracion. Supongamos primero que p es una singularidad de tipo esquina y encontremos
una contradiccién con la existencia de una rama invariante aislada (T', p). Por la Observacién
1.19, sabemos que una reduccién minimal de singularidades del germen (S, §G), produce sola-
mente singularidades de tipo esquina. En vista del Lema 1.5 el transformado estricto de (T', p)
pasa por una singularidad simple de tipo traza, lo cual no es posible.

Asumamos ahora que p es una singularidad presimple de tipo traza y que hay una rama
invariante (I, p) que es aislada para (S,G). Recordemos que

ep(E) = ep(Eim) = 1.

Consideremos la explosién 7 : (S§',G') — (S,G) centrada en p y denotemos por (IV,p') el
transformado estricto de (T, p) por m. Sabemos que p’ € Sing(G’, D) = Sing(G’) y puesto que
(IV,p') es una rama invariante aislada, obtenemos que p’ no es un punto de tipo esquina, es
decir, p’ es una singularidad presimple de tipo traza para (S’,G’). En particular, tenemos que
€p/ (El) = ep' (Ellnv) =1
y que B’ = 771(p), localmente en p’. Con estos argumentos, vemos que (T, p) es no singular y
transversal a D. En efecto, esto es una consecuencia del hecho de que los puntos infinitamente
préximos de (T, p) nunca estan sobre el transformado estricto del divisor excepcional precedente.
Veamos ahora que cualquier otra rama invariante no singular es tangente al divisor D. De
manera equivalente, veamos que dada una rama invariante (I'1, p) no singular transversal a D,
tenemos que

(F1,p) = (F,p).

Denotemos por (T}, p}) el transformado estricto de (I'y, p) por 7. Es suficiente ver que p} = p/;
en este caso la situacién se repite en p’, concluimos que (I'1,p) y (T',p) tienen los mismos
puntos infinitamente préximos y como consecuencia, son la misma rama. Puesto que (I'1, p) es
transversal a D, tenemos que p} no pertenece al transformado estricto de D. Ademés p} es una
singularidad para G’, puesto que tanto (I'},p}) como 7~!(p) definen ramas invariantes de G’
en el punto p;. Por tanto, la tinica singularidad de tipo traza para (S’,G’) en m—*(p) (véase la
Seccién 1.5 para concluirlo) es p!; esto significa que pj = p'.

Solo queda ver que (I',p) es la tnica rama invariante aislada: Cualquier rama invariante
aislada debe ser no singular y transversal al divisor, por tanto es necesariamente (I, p). |

Corolario 1.2. Sea (I',p) una rama invariante no singular transversal a D pasando por una
singularidad simple de tipo traza. Si hay una rama invariante aislada para (S,G) pasando por
el punto p, ésta es necesariamente (T, p).

Observacion 1.23. Consideremos una superficie foliada (S, G) y un punto p € Sing(G, D). Si hay
solo una cantidad finita de ramas invariantes pasando por el punto p (o de modo equivalente,
la foliacién G es no dicritica), entonces cada rama invariante (I, p) ¢ (D, p) es aislada.
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Capitulo 2

Sistemas de poliedros. Reduccion
combinatoria de singularidades

En este capitulo hablamos de un resultado publicado en [29]. Aqui expondremos las defi-
niciones, enunciaremos los resultados y daremos el hilo conductor de sus pruebas, dejando los
detalles de éstas que se podran consultar en el Anexo I.

Este resultado consiste en una formulaciéon combinatoria para el procedimiento de reducciéon
de singularidades en términos de poliedros. Obtenemos una estructura combinatoria libre de
restricciones en la caracteristica del cuerpo base y que da lugar a un soporte combinatorio
para la reduccion de singularidades de variedades, foliaciones, campos de vectores y formas
diferenciales entre otros posibles objetos.

La utilizaciéon de sistemas de poliedros y su correspondiente reduccion de singularidades es
una herramienta clave para la demostracién del “teorema de equivalencia” que se presenta en
el Capitulo 4.

2.1. Tejido soporte

Los tejidos soporte juegan el papel del espacio ambiente en el que se apoyan los sistemas de
poliedros y expresan la estructura estratificada del espacio.

Sea I un conjunto finito no vacio y denotemos por P(I) el conjunto de subconjuntos de I.
Consideramos la toplogia de Zariski en P(I) cuyos cerrados son los conjuntos K C P(I) que
tienen la propiedad:

SiJi e Ly Jy D Jyp entonces Jo € K.

Un subconjunto H C P(I) es abierto si y solamente si para cada J € H se tiene que P(J) C H.
La clausura de un conjunto unipuntual {J} C P(I) es el conjunto

{(J}={J'cI;,J >J}.
Definicién 2.1. Un tejido soporte (en inglés support fabric) es un par T = (I,H), donde I es
un conjunto finito y A es un abierto para la topologia de Zariski en P(I). Los elementos de H
se llaman estratos e I se llama el conjunto de indices. La dimensidn dim(T) se define por
dim(7) = méx{#J; J € H},
donde #J denota el nimero de elementos de J.

Observacion 2.1. Los estratos J € H donde se alcanza la dimensién son puntos cerrados en H.
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El primer ejemplo es el tejido soporte local LT | asociado a I y definido por
LT =I,P).
Dado un tejido soporte T = (I,H), podemos obtener otros como sigue:
v La restriccion Ty a un abierto U C H. Viene dada por T |y = (I,U). Nétese que

T=LTr|u-

v La reduccion Redi(T) a un cerrado K de H. Tenemos que K es la intersecciéon de un
subconjunto cerrado de P(I) con H, tomamos H el abierto mas pequeiio conteniendo K
y definimos

Red)C(T) = T"H}cv Hi = U P(J)
Jex

» La proyeccion T desde un estrato no vacio T € H. Consideramos el conjunto de indices
IT =1\ Ty el abierto HT en P(IT) dado por

HT ={J\T; TCJyJeH}
Definimos 77 = (I7,HT). Es notable observar que dim(77) < dim(7).

Definicién 2.2. Sea 7 = (I, H) un tejido soporte. Consideremos un nuevo conjunto de indices
I' = T U{oo}, donde 0o ¢ I. Dado un estrato no vacio J € H tomemos H’ el abierto para la
topologia de Zariski de P(I") dado por

H =H; UHL, con He=H\K, vy H = U H'E | donde

Keky

HE ={(K\J)UAU{eo}; AC T}y Ky ={J}NH
La explosion w,T de T con centro J es el tejido soporte definido por 7, T = (I',H’).

T
w,T

Figura 2.1: Explosion del tejido soporte 7.

Nétese que para cada estrato K € K, hay una biyeccion H. X — P(J)\{J} dada por J' — Ay,
donde Aj: es el tnico subconjunto de J tal que

J/:<K\J)UAJ/U{OO}.

Observacion 2.2. La dimensién del tejido soporte 7 es invariante por explosiones.

Hay una aplicacién sobreyectiva 71'??E : H' — H entre los estratos de 7, (T) y T, dada por
T HE)={K}, KeK; y nf(J))=J,J €M,
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Proposicion 2.1. La aplicacion W# : H' — H es continua. En particular, dado un abierto
U C H, tenemos que 7, (T|y) = (7, T)|ur, donde U’ = (z%) " (U).

El conjunto de indices relevantes It de un tejido soporte T = (I,H) viene dado por la
igualdad Z7 = UjeqJ. Dos tejidos soporte Ty = (I1,H1) v T2 = (I2,Ha) son equivalentes si
hay una biyeccion

gf) : 17—1 — 17-2
tal que Ho = {¢(J); J € Hi}. En este caso, decimos que ¢ es una equivalencia entre T; y Ts.

Observacion 2.3. El conjunto de indices relevantes después de la explosion 7, (7) estd dado por

B Ir U{co},  si #J>2
Lry(m) = { Ir\{j}U{oc}, si J={j}

Ademss, si hay una equivalencia ¢ entre dos tejidos soporte 71 y T2, se tiene que para cualquier
estrato J € My, las explosiones 7,71 y 7, , T2 son también equivalentes.

Ejemplo 2.1. Sea M = (M, E) un espacio ambiente donde el divisor F = U;crE; tiene la
propiedad de cruzamientos normales fuertes. El tejido soporte combinatorio H s, definido en
la Ecuacién 1.3 es un abierto para la topologia de Zariski en P(I) y obtenemos de este modo
un tejido soporte

Tve =, Hu,E)

Obsérvese que la dimensién de T, g no es necesariamente la dimensién de M. Finalmente, dado
un estrato J € Hys, g podemos realizar la explosién combinatoria

M =(M,E)—> M= (ME)

centrada en E;. En esta situacion, tenemos que 7, Tar g = Ty Er-

2.2. Sistemas de poliedros

Cuando realizamos una explosion, el nuevo espacio ambiente adquiere una naturaleza global.
Los sistemas de poliedros proporcionan una forma de dar poliedros de Newton y caracteristicos
de una manera coherente en espacios ambiente globales, representados en nuestro caso por
tejidos soporte.

Definiciones

Dado un conjunto finito totalmente ordenado J, recordamos que R’ denota el conjunto de
aplicaciones ¢ : J — R. Si J; C Js, hay un proyecciéon candnica

. J: J
pry, ,: R2Z2—=R2
O"—>C7'|J1

Para un subconjunto A C Réw definimos la envolvente positivamente conveza [[A]] como
(4] = Conv(A + Rgo) C R,

donde Conv(-) denota la envolvente convexa. Sea d € Z~( un entero positivo. Decimos que un
subconjunto A C Rio es un poliedro caracteristico con denominador d si existe un conjunto

A (1/d)ZL, tal que A = [[A]].
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Definicién 2.3. Un sistema de poliedros D (en inglés polyhedra system) sobre un tejido soporte
T = (I,H) con denominador d es un triple

D= (T {As}send),

donde cada Ay C Réo es un poliedro caracteristico con denominador d, de modo que para cada
par de estratos Ji, Jo € H tales que J; C Js, se tiene la igualdad

A = Pry, .0 (Ag).

Si d =1, decimos que D es un sistema de poliedros de Newton sobre T. Cuando sea necesario,
denotaremos por Tp el tejido soporte de D. Definimos la dimensién de D como la de Tp.

J = {2,3) '\/ J = 11,3}

J={1,2,3}

l pl"J,J/ :RJ%R‘]I

J = {1,2}

Figura 2.2: Compatibilidad con las proyecciones.

Observacion 2.4. Obsérvese que en un sistema de poliedros o bien todos los poliedros son
vacios o ninguno de ellos lo es. A partir de ahora, siempre y cuando no se diga lo contrario,
supondremos que todos los poliedros con los que trabajamos son no vacios.

Dos sistemas de poliedros Dy = (71, {AY} jen,,d) y Do = (T2, {A%} jen,, d) son equivalentes
si hay una equivalencia ¢ : 71 — 72 de modo que
2 _ Al
Aoy =4

para todo estrato J € H;. También decimos que ¢ es una equivalencia entre Dy y D,.
Un sistema de poliedros D = (T, {A} en, d) tiene asociado de manera natural un sistema
de poliedros de Newton N(D) definido por

N(D) = (T, {dAs}sen;1).
Reciprocamente, dado d' € Z+¢, podemos obtener otro sistema de poliedros D/d’ dado por
DId = (TA(/d)A s} ey dd).

En particular, tenemos que N (D)/d = D. Veamos ejemplos basicos de sistemas de poliedros:
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE POLIEDROS. REDUCCION COMBINATORIA DE SINGULARIDADES

= Dado un poliedro caracteristico A C RIZO con denominador d, definimos el sistema de
poliedros local L(A,d) por

L(A,d) = (LT1,{As}sepr);d), donde A; = prrs(A).

» La restriccion Dy de D a un abierto U C H se define por
Dly = (Tlu, {As}ieu, d).

v La reduccion Redi(D) de D a un cerrado K de H es Redi (D) = Dy -

= El ajuste (en inglés fitting) D del sistema de poliedros D se define como sigue: Para un
subconjunto A C RIZO se considera el vector de ajuste wy € RIZO dado por wa(j) =

min{c(j); o € A} para cada j € I y escribimos A = A — w4. Definimos
5 = (Ta {AJ}JGHa d)

Proyecciéon de Hironaka

El siguiente ejemplo juega un papel muy importante en la Seccién 2.5.

Sea D = (T,{A;}jen,d) un sistema de poliedros y T' € H un estrato no vacfo. Considera-
mos el tejido soporte 77 = (IT,HT) dado por la proyecciéon de T desde T. Para cada estrato
J* € HT, sea J el estrato de H definido por J = J* UT. Tomamos el subconjunto M7 de R
dado por

Mj ={oceR’; > o(j) <1}
JeET

y definimos la proyeccion de Hironaka V% : M7 — Rgo como

1

T T

v.](o—) = 1 — Z O'(j)o—lJ\T’ (S MJ
JET

Escribimos AT, = VT (A; nM7T) c Rgo y consideramos el sistema de poliedros
DT = (TT7{A§*}J*€7~[T7d!d)u (21)

Es notable remarcar que el denominador de DT es d!d en lugar de d.
Notese que AL, =0 si A; =0 o sise cumple que ZjGT o(j) > 1, para todo o € Aj.

Lugar Singular de un Sistema de Poliedros

Dado un conjunto finito J # () y un poliedro caracteristico A C R, definimos el ezponente
de contacto 6(A) de A como el entero que cumple la igualdad

§(A) =min {|o|; o € A}, donde |o] = > o(j).
jeJ

Si J = 0, hay un tinico posible poliedro A = {8} C R . Por convenio asumiremos 5({e}) = —1.
El exponente de contacto §(D) de un sistema de poliedros D = (T ,{A;}jen,d) se define por

(D) =méx{§(Ay); J € H}.

Observacion 2.5. Cuando A = [[A]] con A C Z>¢ (es un poliedro de Newton), el exponente de
contacto se corresponde con la idea clasica de multiplicidad.
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Definicién 2.4. El lugar singular Sing(D) de un sistema de poliedros D = (T,{As}jen,d) es
el subconjunto de H dado por

Sing(D) = {J € H; 6(Ay) > 1} C H.
Decimos que D es singular si Sing(D) # (), en otro caso, decimos que es no singular o regular.

Obsérvese que Sing(D) es un conjunto cerrado, ya que el exponente de contacto da lugar a
una funcién semicontinua superior en H.

Transformado de un sistema de poliedros por explosiones

Sea T = (I,H) un tejido soporte y J € H un estrato no vacio. Consideremos la explosion
7, T = (I',H'), donde recordamos que I' = TU{co} y H' = HsUH/ . Dado un estrato J' € H._
y su imagen K = W?(J’), definimos la aplicacién Ay : RX — R7" dada por

A (0)(G) = 0(j), j# 005 Ap(o)(o0) = oyl (2:2)

Sea {er;}ier la base estandar de R!, esto es e ;(i’) = 6; (delta de Kronecker). Dado un
subconjunto J C I y un indice i € I, consideramos el vector e;; € R’ dado por la igualdad

€Ji = PTI,J(eLi)~

Definicion 2.5. Sea D = (T,{A}sen,d) un sistema de poliedros y J € H un estrato no
vacio.

s El transformado total Ag(D) de D centrado en J es el sistema de poliedros dado por
AY(D) = (7, T,{AY% } reryr,d), donde AY = Ay para J' € H, y
AY = [\ (Ak)]] para J e H., K =77 (J").

» Cuando J € Sing(D), definimos también el transformado caracteristico Aj(D) de D
centrado en J como el sistema de poliedros

A](D) = (ﬂ-JT7 {AZI’}J’GH’ ) d)v

donde A’;, = AY, — e/ o para cada J' € H'. Nétese que la condicién J € Sing(D) es
fundamental para que A ;(D) sea un sistema de poliedros, pues solo entonces se tiene que
0
5(A {oo}) > 1.
Consideremos un sistema de poliedros de Newton A/, un entero d > 1 y un estrato J € H
tal que 6(Ny) > d. El transformado d-moderado ©%(N') de N centrado en J se define por

05 (N) = N(A;(D)),

donde D = N'/d. Nétese que J € Sing(D) es esquivalente a §(Ny) > d.

Observacion 2.6. Sean Dy y D- sistemas de poliedros equivalentes por una equivalencia ¢. Para
todo estrato J € Sing(D;) se tiene que los transformados caracteristicos Aj(D1) y Agr)(D2)
son también sistemas equivalentes.

2.3. Reduccién de Singularidades

Enunciados

Decimos que un sistema de poliedros de Newton N = (T,{N;} en, 1) tiene cruzamientos
normales si el poliedro Ny tiene un tnico vértice para cada estrato J € H. Esta propiedad es
estable por explosiones y un primer objetivo de reduccién de singularidades es alcanzarla.
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Teorema 2.1 (Reduccién combinatoria a cruzamientos normales). Dado un sistema de polie-
dros de Newton N, hay una sucesién finita de transformados totales

NN =Ny — - —>Nk,
de modo que N} tiene cruzamientos normales.
Pruebas de este resultado se pueden encontrar, en otros contextos, en [19] y [22].

Teorema 2.2 (Reduccién combinatoria de singularidades). Dado un sistema de poliedros D,
hay una sucesién finita de transformados caracteristicos

D— Dy —-Dy—---— Dy,

de modo que Sing(Dy) = 0. Llamamos a una sucesién tal reduccidn de singularidades de D.

Corolario 2.1. Sea N un sistema de poliedros de Newton y d > 1 un ntimero entero. Hay una
sucesion finita de transformaciones d-moderadas

N—>N1 —>./\/2—>'~'—>./\/'k,

de modo que 6(N) < d.

El Corolario 2.1 implica el Teorema 2.1, tomando d = 1.

Observacién 2.7. El Teorema 2.2 seria falso si hubiésemos tomado la condicién §(Ay) > 1, en
lugar de (A ) > 1, para los centros de explosién. Por ejemplo, consideremos el sistema de
poliedros de Newton local £L(A, 1), donde

A= ([(1,1)] c RE.

El tinico centro que se podria utilizar serfa {1,2} y la situacién se repetirfa en cada estrato
cerrado de la explosion.

El objetivo de este capitulo es, por tanto, dar una prueba del Teorema 2.2. Cabe decir que
este resultado se sigue de la reduccién de singularidades general de Hironaka. Pese a ello, hemos
querido dar una demostracién completa haciendo énfasis en las ideas del contacto maximal
desarrolladas por H. Hironaka, J.M. Aroca y J.L. Vicente en [3] asi como el control de los
poliedros sugerido por M. Spivakosvky en [41].

Proceso de induccion

La prueba del Teorema 2.2 se sigue por induccién en la dimensién del sistema de poliedros
considerado. De manera més precisa, consideremos el siguiente enunciado:

CRS(n): Si dim(D) < n, entonces D tiene reduccion de singularidades.
El punto de partida es la siguiente proposicion:
Proposicién 2.2. CRS(1) se cumple.
Distinguimos ahora tres tipos de sistemas de poliedros singulares D:

1. Es Hironaka casi-ordinario si cada poliedro sobre un estrato singular tiene un solo vértice,
esto es Ay = [[{os}]] para todo J € Sing(D).

2. Es especial si §(D) = 1.

3. Es general si (D) > 1.
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2.4. CASO HIRONAKA CASI-ORDINARIO

El estudio de los sistemas Hironaka casi-ordinarios no requiere la hipétesis de induccién como
vemos en la Seccién 2.4.

Consideramos sistemas especiales bajo la hipétesis de inducciéon CRS(n — 1). En este caso
reducimos el problema a dimensién menor proyectando sobre un “tejido soporte de contacto
maximal” cuya existencia funciona como sigue:

1. Resolvemos el problema local por medio de propiedades para un “estrato directriz”.
2. Eliminamos la posible “incoherencia global” invocando la hipétesis de induccién.

Los detalles se dan en la Seccién 2.5.

Finalmente, para sistemas generales, definimos el “invariante de Spivakovsky”, que mide (en
cierto modo) cémo de lejos estd nuestro sistema del caso Hironaka casi-ordinario. Controlamos
el comportamiento de este invariante por medio de un sistema especial. Los detalles se dan en
la seccion 2.6.

2.4. Caso Hironaka casi-ordinario

En esta seccion se prueba el Teorema 2.2 para sistemas de poliedros Hironaka casi-ordinarios.
Proposicién 2.3. Cualquier sistema de poliedros Hironaka casi-ordinario se desingulariza.
La demostracion se sigue de los siguientes enunciados:

Lema 2.1. Dado un sistema de poliedros Hironaka casi-ordinario D y un estrato singular
J € H, el transformado caracteristico A ;(D) es también Hironaka casi-ordinario .

Lema 2.2. El conjunto A de sucesiones decrecientes de nimeros naturales estd bien ordenado
para el orden lexicografico.

2.5. Sistemas de poliedros especiales

En esta seccién probamos el teorema 2.2 para el caso de sistemas de poliedros especiales.

Estabilidad por explosién de sistemas especiales. Un sistema de poliedros especial se
convierte por explosiones o bien en uno del mismo tipo o bien en uno no singular. Esto es,

Proposiciéon 2.4. Dado un sistema de poliedros especial D y un estrato singular J € H,
tenemos que §(A (D)) < 1.

Estrato directriz de los poliedros. Consideremos un poliedro caracteristico A C Rlzo
cumpliendo que 6(A) = 1. El estrato directriz T(A) de A se define por

T(A)={jel; doc Aol =1, yo(j) #0} CI. (véase [41]).

Dado un sistema de poliedros especial D = (T, {A;} e, d), presentamos resultados de estabili-
dad que conciernen al comportamiento del estrato directriz de manera “horizontal” y “vertical”.

Proposicién 2.5. Para cada par de estratos Ji, Jo € Sing(D) con J; C Ja, se tiene la relacién
T(AJ2> C T(AJI) C Ji.

Observacion 2.8. En la situacién de la Proposicién 2.5 se puede tener que T'(A 5,) # T'(Ay, ). Por
ejemplo, consideremos el poliedro A = [[(0,0,1),(1,1,0)]] C RIZO con I = {1,2,3}. Obtenemos

{3} =T(A) # T(Apz3) = {2,3}
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Dado un estrato singular J € H, consideremos el transformado caracteristico D’ = A (D).

Proposicién 2.6. Sea J' = (K \J)UA; U{oo} € H/_ un estrato singular, donde K = W#(J/).
Se cumplen las siguientes propiedades:

» T(Ag) C Ay CJ.
» T(Ag) CT(A)) CJ.

Observacion 2.9. En el problema de reduccién de singularidades en caracteristica cero hay un
rasgo similar a la propiedad T(Ag) C Ay/; es una propiedad cldsica que el espacio tangente
estricto de Hironaka, en caracteristica cero, marque los posibles “nuevos puntos malos” después
de explosién.

Reduccién de singularidades via el contacto maximal. En esta seccién obtenemos
reduccién de singularidades para un sistema de poliedros especial bajo la hipétesis de existencia
de contacto maximal con un estrato dado.

Definicién 2.6. Consideremos un sistema de poliedros especial D y un estrato 7' € H. Decimos
que T tiene contacto maximal con D si se cumple que T' C T(A ;) para todo estrato singular
J € Sing(D). Decimos también que T es un tejido soporte de contacto mazimal de D.

T 7"

12 ] =L\
3 A 2N

Figura 2.3: Tejido soporte de contacto maximal.

Observacion 2.10. Para un sistema de poliedros local D = L(A,d), se tiene que cada estrato
no vacio T'C T(A) = T(Ay) tiene contacto maximal con D. Esto ocurre como consecuencia de
la estabilidad horizontal del estrato directriz establecida en la Proposicion 2.5.

A= Anmn

Figura 2.4: Proyeccion de Hironaka local.

La siguiente propiedad es consecuencia de la estabilidad vertical del estrato directriz:

Lema 2.3. Consideremos el transformado caracteristico A (D) de un sistema de poliedros D
centrado en un estrato J € Sing(D). Si T es un estrato que tiene contacto maximal con D,
entonces T' € H, y también tiene contacto maximal con A (D).

51



2.5. SISTEMAS DE POLIEDROS ESPECIALES

Proposiciéon 2.7. Consideremos un estrato no singular 7' € H que tiene contacto maximal con
el sistema de poliedros D y la proyeccién de Hironaka DT de D desde T. Si existe reduccién de
singularidades para DT, entonces D tiene también reducciéon de singularidades.

La prueba se realiza en dos etapas:
1. Hay una correspondencia uno-uno entre Sing(D) y Sing(DT).

2. Conmutatividad de las proyecciones de Hironaka con las explosiones: Se tiene que
(A (D))" = Anr(DT), J € Sing(D).

a) Conmutatividad para los tejidos soporte: (v, T)" =, . (TT).
b) Conmutatividad para los poliedros: (A'},)T = (AT)ZJ,\T, para todo J' € H'.

Descomposicién en componentes conexas de la desingularizacion. El problema de
reduccién de singulardidades se puede resolver considerando, una por una, cada componente
conexa del lugar singular. Esto es:

Proposicién 2.8. Sea D un sistema de poliedros y escribamos Sing(D) = |JC,, la descompo-
sicién del lugar singular en componentes conexas. Si hay una reduccién de singularidades para
cada Redc, (D), entonces hay una reduccién de singularidades para D.

Existencia de contacto maximal. Finalmente, vemos la existencia de contacto maximal.

Definicién 2.7. Sea D un sistema de poliedros especial y sea Sing(D) = |JC, la descompo-
sicién del lugar singular en componentes conexas. Decimos que D es consistente si para cada
componente conexa C,, existe un estrato T, que tiene contacto maximal con Red¢,_ (D). Por
convenio, los sistemas de poliedros no singulares son consistentes.

Observacion 2.11. Existen sistemas de poliedros no consistentes. Por ejemplo, considérese el
tejido soporte 7 = (I,H) dado por I = {1,2,3,4} y

H="P()\ {{1,4},{1,2,4},{1,3,4},1}.
Tomemos sobre él, el sistema de poliedros D = (T,{A;} sen, 2), definido por
A{1,2,3} = H:(Oa 07 1)7 (1/27 17 O)]]7 A{2.,3,4} = [[(17 07 0)7 (07 17 1/2)]}
y todas sus proyecciones. Obsérvese que Sing(D) = {{2,3},{1,2,3},{2,3,4}} es un conexo.

Por otro lado, se tiene que T'(Ag233) = {3} v T(Aq2,343) = {2}, por tanto no hay ningin
estrato con contacto maximal.

2

3

Figura 2.5: Caso no consistente.

Proposicién 2.9. Bajo la hipdtesis de induccién CRS(n — 1), todo sistema de poliedros con-
sistente n-dimensional tiene reduccion de singularidades.

La siguiente afirmacién asegura que todo sistema de poliedros especial no consistente de
dimensién n se puede transformar en un ntmero finito de pasos en uno consistente.
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Proposicién 2.10. Bajo la hipétesis de induccién CRS(n — 1), para cada sistema de poliedros
especial n-dimensional D hay una sucesién finita de transformaciones caracteristicas D — D’
de modo que D’ es consistente.

Finalmente, juntando ambas cosas, concluimos que

Corolario 2.2. Bajo la hipétesis de induccién CRS(n — 1), existe una reduccién de singulari-
dades para cada sistema de poliedros especial de dimensién n.

2.6. Sistemas de poliedros generales

En esta seccién consideramos el caso de sistemas de poliedros generales de dimensién n.
Para probar el Teorema 2.2, asumimos la hipdtesis

CRS®*P(n): Los sistemas de poliedros especiales n-dimensionales se desingularizan.

La idea principal es transformar un sistema de poliedros general en uno Hironaka casi-ordinario
usando la hipdtesis CRS®P(n) y muchas de las ideas en el trabajo de Spivakovksy en [41]. Si
conseguimos esto hemos terminado, en vista de la Proposicién 2.3.

Invariante de Spivakovsky. Dado un sistema de poliedros D = (T,{A}jen,d), recorde-

mos que su ajuste de estd dado por D= (T, {&J}Je’}[, d), donde Ay = Aj — wa,. Definimos
el invariante de Spivakovsky Spip por

Spip = mMAx {5(&;), Je Sing(D)} :

Obsérvese que spip = 0 si y solamente si D es un sistema de poliedros Hironaka casi-ordinario.
Consideramos el conjunto S(D) definido por

S(D) = {J € Sing(D); 6(Ay) = SpiD}.

Tenemos el siguiente resultado de estabilidad

Lema 2.4. Para cada estrato J € S(D), se cumple que Spi, ,(p) < Spip.

Resolucion de sistemas generales Probamos aqui que el invariante de Spivakovsky decrece
después de una sucesién finita de explosiones “bien elegida” Lo hacemos con la proyeccién de
Spivakovsky que introducimos a continuacién y mediante la hip6tesis CRS*P(n).

Consideremos un sistema de poliedros singular D = (T,{A;} en,d) para el cual spip # 0.
Definimos la proyeccion de Spivakovsky D°P de D como

D = (T, {A} jen, d?), donde A% = [[K,/spip U AJ” .
Tenemos que D*P es un sistema de poliedros especial y ademds Sing(D*?) = S(D), ya que
5(A%) = min {5 (K,/spip) ,5(AJ)} <1.
Proposicién 2.11. Bajo la hipdtesis CRS®P(n), existe una sucesion finita de transformaciones

caracteristicas
D=D" 5Dl ... 5Dk

donde D*! = A ;i (D) con J* € S(D?) para cada i = 0,1,...,k — 1, cumpliendo que
Spipk < Spip.
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2.7. EJEMPLOS

Figura 2.6: Proyeccién de Spivakovsky.

Ahora, la prueba del Teorema 2.2 estd completa.

2.7. Ejemplos

Finalmente, dedicamos una seccién a dar una serie de ejemplos que motivan nuestras defini-
ciones, viendo coémo se puede utilizar este lenguaje de poliedros como soporte combinatorio para
algunas teorfas geométricas. Consideramos un espacio ambiente M = (M, E), donde el divisor
E = U1 F; tiene la propiedad de cruzamientos normales fuertes. Recordemos que tenemos el
tejido soporte Ty g = (I, Harg) asociado a M, definido en el Ejemplo 2.1, y la estratificacién

SM,E = {SJ CcCM; Je HM,E}

dada por el divisor F, introducida en la Ecuacién 1.4.

Notacion-Definicion 2.1. Para fines practicos, vamos a suponer que tenemos un orden fijo (<)
en el conjunto de indices I. Cuando hagamos una explosién siempre colocaremos el indice oo
como el més grande, esto es i < oo para todo i € I. Dado J C I decimos que ¢(J) es un
n-complementario de J si ¢(J)NJ =0 y tiene n — #J elementos. Consideramos un ¢(J) para
cada J y asumiremos también que tenemos en él un orden fijado. Ademds, supondremos que
j < sparatodo j € Jys€c(J). Sitenemos dos estratos J,J' € Hy g tales que J' = JU A,
identificaremos ¢(J') U A con ¢(J) cuando sea necesario y en esta situacién los elementos en
A siempre los consideraremos mas grandes que los elementos en J. Este orden es ttil para la
construccién de producto exterior dada en la Seccién 3.4.

Definicién 2.8. Fijemos un estrato combinatorio J € Husg. Dado un punto p del estra-
to geométrico asociado Sy, definimos una carta coordenada C), adaptada a E en p como un
homeomorfismo

Co=0:U—=>VCC"
cumpliendo las siguientes propiedades:
1. El punto p pertenece al abierto U y V' es un polidisco en C™.
2. Existe una inclusién A : J < {1,2,...,n} tal que para todo j € J, la coordenada
) =Pra oo U—C
cumple que U N E; = (¢5¢;) = 0).

Observacion 2.12. Notese que, como V' es un polidisco, se tiene que el abierto U es conexo en
M y los abiertos U N S son conexos en Sy para cualquier J' C J.

o4



CAPITULO 2. SISTEMAS DE POLIEDROS. REDUCCION COMBINATORIA DE SINGULARIDADES

Notacion 2.1. Escribiremos x = (z;)jes € Y = (¥s)sec(s), con

j= ¢>\(j)a JeEJ e ys= ¢,\(5), ENS c(J).

Obsérvese que el sistema local de coordenadas dado por z = (x,y) estd adaptado al divisor
E| segin la Ecuacion 1.2. En los siguientes capitulos, siempre que se hable de coordenadas
adaptadas al divisor en un punto p, estaremos suponiendo directamente que éstas vienen de
una carta coordenada C), como en la Definicién 2.8.

2.7.1. Sistema de poliedros asociado a una hipersuperficie

Sea H C M una hipersuperficie cerrada tal que E; ¢ H para ningtn ¢ € I. Dado un estrato
combinatorio J € Has g, consideremos un punto p € S; y una carta coordenada adaptada al
divisor E dada por z = (x,y). Sea f € O, un generador local reducido de H, donde reducido
significa que f = fifo--- fx con f; # f; para todo i # j. Desarrollando f en serie, se tiene

= E a,(y)x?, cono € Zém
donde recordamos, siguiendo las notaciones en la Secciéon 1.2, que

ololf
ox°

alo\f .
- 3x"( Y).

p:(OJLuOy% Ag =

unsSy

Tomando un representante del germen, podemos decir que f es una funciéon holomorfa definida
en un entorno abierto de p, que ademas podemos pensar que es el mismo abierto U donde estan
definidas las coordenadas, haciendo éste lo pequefio que sea necesario. Tenemos las siguiente
propiedades para el poliedro

Ny (fip.z) = [[{o € ZLy; as(y) #0}]].

Proposicién 2.12. Sean z' = (x’,y’) coordenadas centradas en el punto p asociadas a otra
carta adaptada a E. Se satisface la igualdad Ny (f;p,z) = Ns(f;p,2').

Demostracién. Six’ = x, por definicién de a, tenemos la igualdad deseada. Es suficiente ahora
hacer la prueba para el caso en el que y’ =y y existe un indice j € J cumpliendo:

v =ap, keJ=J\{j}y T, :ux;, ue Oy, =0np \ Mary, u# 1.
Definimos u = (zy)re i, v = z; y v' = 2 y escribimos, haciendo un pequefio abuso de notacién,
o= (07,0(j)) € Zi}){j} X Z>q, para cada o € Zéo.

Tenemos para f dos desarrollos en serie, dependiendo de las coordenadas utilizadas:

=Y ar(y)x" =Y ac(y)u” v =3 al (y)u” v =3 al (y)x”

9lo’|
donde o varia en Z>0 Dado ¢/ € ZJ\{] } ,sea Gy = 5 af Tenemos las siguientes igualdades:
u
Gosluzo = D AosmyV™ = Y s 0™
m>0 m>0

La féormula de Faa di Bruno para la derivada i-ésima bajo un cambio de variable, asegura que

e okla; ke
Ju'm = Z k™o K vkl Hgl( U/K) ; donde

ke[m]
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k:(kl,kg,...7km)€Zm N _L
[m] = {k € Z™; k1 + 2ko + - - - mky, = m} y k_kl!k2!~-~km!'

Por otro lado, nétese que

ot o~u  ,0u u
o't = ov't—1 v ov't’ Ov'0 =1
obteniendo asi la igualdad
m _ ke
0"G 1 8“ 1)11
/ _ g — .

Aoim) = u'™ a=0 Z Nka(d’,lk\) H (=1 <8v/(é—1)

v =0 ke[m] =1

Escribamos Ny = Ny (f;p,z) y Ny = Ny(f;p,2'). Si el punto (¢7,m) € ZZ, pertenece a la

frontera topolégica de N, tenemos que a(,i ¢y = 0 para todo £ < m. Por tanto obtenemos:
Ui ) = Nm,0,....0) Uo7, my) U™ = Qi )™

Si ademéds (07, m) es un vértice de N, tenemos garantizado que a(¢i,m) 7 0y como consecuencia
también a’(aj7m) # 0. De esta manera, todos los vértices de N; pertenecen a N’ y como un
poliedro queda determinado por sus vértices se concluye que N; C N’. Repitiendo el mismo
argumento intercambiando los papeles de v y v’, concluimos la igualdad buscada Ny = N;. R

De este modo, tiene sentido definir N;(f;p) = N;(f;p,z).

Lema 2.5. Sea f’ € Oy otro generador local (reducido) de H en el punto p. Se tiene la
igualdad N;y(f;p) = N;(f';p) y se define N;(p) = Ny (f;p).

Demostracion. Escribimos f' = uf conu € O3, - Por las propiedades de los poliedros tenemos:

Ny(uf) = Ny(uw)+ Ny(f) y Ny(u) =R,
donde + denota la suma de Minkowski. Como consecuencia se tiene la igualdad deseada. W
Lema 2.6. Dado otro punto p’ € Sy, se cumple la igualdad N;(p) = N;(p').

Demostracion. Tomemos en primer lugar p’ € U N S;. De este modo, tanto f como las coorde-
nadas z = (x,y) estan definidas en el punto p’. Dado que U N Sy es un conexo de Sy ~ (C*)/,
tenemos que también lo es de C’ y por tanto aq,p € Og, p €s cero siy solamente si aq,r € Og,
lo es (principio de identidad). Como consecuencia las nubes de puntos en ambos casos son iguales
y por tanto, también los poliedros de Newton considerados.

Dado ahora un punto p’ € S arbitrario, tenemos que existe un camino que une p con p’,
por ser el estrato S; un conexo. Esto es, existe una aplicacién

v:[0,1] =85, 0)=py(1)=p.
Tomemos un recubrimiento A por abiertos de K = ~([0,1]) de manera que cada abierto sirva
para dar una carta coordenada donde ademads se tenga definido un generador f de H. Por la
compacidad de K existe un subrecubrimiento finito Ar C A. Como consecuencia, el resultado
deseado es cierto, pues se tiene en cada uno de los abiertos en Ap y basta iterar el proceso una
cantidad finita de veces. |

Tenemos de esta manera un poliedro bien definido Nj(M, H) = N;(p) que solamente
depende del par (M, H) y del estrato fijado J € Hps g (junto con el orden).

Observacion 2.13. Nétese que Ey ¢ H siy solamente si el poliedro Nj(M, H) tiene un solo
vértice en el origen de R”, esto es §(Ny(M, H)) = 0.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE POLIEDROS. REDUCCION COMBINATORIA DE SINGULARIDADES

Veamos ahora que la construccion de poliedros hecha es compatible con las proyecciones
Pry,;, : R — R/t
para cada par de estratos Ji, J2» € Hy g con Ji C Js.
Proposicién 2.13. Dados Ji, Jo € Har, g con J; C Jo, se tiene que
Ny (M,H) =pry,; (Nj,(M,H)).

Demostracién. Escribamos Ny, = Ny, (M, H)y Ny, = Nj,(M, H). Veamos que o' € Ny, siy
solamente si existe o € Ny, tal que pry, ; (o) = ol.

Para cada elemento o € Z?O, tomamos la descomposiciéon o = (0!, 02) € Zélo X Z?O\Jl. Sea
1
1 olo I f 2 u=(z;)jey
- A 1uo' , A 1 = — = A1 -2 ZU , 2/3€J1
f ZJ 7 7 du”’ ZJ\J @) zZ= (xj)jEJz\Jl'
0162210 u=0 0262220 1
Es claro que A,1(y,z) # 0 siempre y cuando exista o2 € Z‘fo\‘]l tal que a(o1,52)(y) # 0. |

Definicién 2.9. El sistema de poliedros Ny u asociado al par (M, H), viene dado por
Nawg = (T, g AN (M H)  sern 55 1)

Definicién 2.10. La hipersuperficie H se dice combinatoriamente reqular para M si para todo
estrato J € Hy g se cample que Fy ¢ H.

En vista de la observacién 2.13, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La hipersuperfice H es combinatoriamente regular para M.

2. El sistema de poliedros es no singular, esto es §(N;(M, H)) = 0 para todo J € Has .
La multiplicidad genérica vj(H) de H a lo largo de E; se define por

vy(H) = max{i € Zso; f € (x)'}, (x)= Zje] 2;O0 p-

Decimos que E; es combinatoriamente equimiltiple para H sivy(H) = vk (H) para cada estrato
combinatorio K € H g tal que J C K. Considerando el desarrollo en serie de f, nétese que

vy(H) = min{|o]; aq(y) # 0} = 6(Ns (M, H)).

Consideremos ahora un estrato J € Hyy g tal que m = 6(Ny (M, H)) es maximal; en particular,
tenemos que H es combinatoriamente equimultiple a lo largo de E;. Sea

m: (M H)— (M,H)

la explosiéon geométrica usual centrada en E ;. El sistema de poliedros de Newton asociado al par
(M’, H") viene dado por el transformado m-moderado de N g. Esto es facil de comprobar,
pues el transformado total de un poliedro describe el “movimiento de los monomios” por los
morfismos de explosién y el transformado m-moderado agrega la operacién de dividir por la
potencia del divisor excepcional adecuada.

Aplicando de manera reiterada el Corolario 2.1, obtenemos una sucesién finita de explosiones
centradas en estratos combinatoriamente equimiltiples

(M’H) = (MovHO) «— (Mlle) A (Mn7Hn) = (MlvH/)

de manera que H’ es combinatoriamente regular para M’.
Como veremos mas adelante, esta construccién de sistema de poliedros es particularmente
1til cuando consideramos hipersuperficies Newton no degeneradas como en [35, 36].
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2.7.2. Sistema de poliedros asociado a un espacio foliado

Esta construccion nos va a interesar especialmente, ya que serd esencial en el Capitulo 4 de
esta memoria para probar el “teorema de equivalencia” que alli se establece.

Consideremos una foliacién F en M. Fijado un estrato combinatorio J € H s g, tomemos un
punto p € Sy y una carta coordenada adaptada a F dada por z = (x,y). Sea n € Q}\Lp(log E)
un generador local de F adaptado a E que escribimos en coordenadas como en la Ecuacién 1.5:

d.’ﬂj
w=) a LY bedys, a5, bs € Ony.

Ly
Tomando notaciones como en la subseccién anterior, tenemos los desarrollos en serie dados por:
_ o — o J
aj = E amj(Y)x ;b= E ba,s(y)x , 0 € ZZO'

des
Esto nos permite reescribir w = Y w,x?, donde w, = Eje] agj(y)i + > eca bos(y)dys.
4 p )

Consideramos el poliedro

Ny(wip.2) = [[{o € Zos wq # 0}]] = Conv( |J Nolazip) U | Nolbsip)).

JjeJ sEA

Proposicién 2.14. Dado p’ € S; un punto cualquiera, consideremos una carta coordenada
adaptada a E en p’ dada por z’ = (x/,y’) y sea w’ € Qpr,(log E) un generador local de F
adaptado a E. Se tiene la igualdad:

Nj(w;p,z) = Ny(w'sp',2).

Demostraciéon. Supongamos en primer lugar que p’ = p y w’ = w. Tenemos para w dos desa-
rrollos en serie, dependiendo de las coordenadas utilizadas:

dx; /dxg /gt
w = ZjEJ aJTj + ZSEA bsdys = ZjEJ ij ;L'; + ZSEA bsdys

Escribimos

Ny = Conv( |J Nulazip) U |J Na(bsip)) v N = Conv((|J Notafip) U | Naip).

JjEJ seA JjeJ seA

En vista de la Proposicién 2.12, es suficiente probar que N; = N/, independientemente de las
coordenadas en las que se trabaje. A partir de ahora escribiremos todo en funcién de z = (x,y).

1. Asumamos en primer lugar que y’ = y y que existe un indice j € J cumpliendo que

)y = ux;, donde u € O3, es una unidad con u # 1y x}, = xy para todo k € J7 = J\ {j}.

Se tienen las relaciones agg = ay + rrhraj para k € J y bl =bs+ hsa; para s € A, donde

d dx;
711 = E xjhj—x] -+ E hsdys.
u - Z;

jeJ seS

Por tanto, para cada o € Zéo’ tenemos que

ol hy, Or=0—T— 0
12 _ . T
o = Qo+ Tk Dy 5 or KEL gy 1 o (0) =0, £ £ k.

, Ol hg
bo,s :bg75+z7_ Wagﬂj, 86147 Or =0 —T.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE POLIEDROS. REDUCCION COMBINATORIA DE SINGULARIDADES

Cuando o pertenece a la frontera topoldgica de Ny, concluimos en particular que
a . =a b =bys+as;
o,k — Yo,k o,s — Y0,8 Qg j-

Si ademds o es un vértice de N, sabemos también que la lista ((ao.k)ket, (bo,s)sca) DO
se anula y como consecuencia, tampoco lo hace la lista

((a;’k)kGJa (b;,s)SGA) = ((ao,k)kGJv (ba,s + ao,j)sGA)~

Es decir, que o € N} y por tanto tenemos el contenido Ny C N’. Razonando ahora en la
otra direccion, concluimos la igualdad buscada.

2. Asumamos ahora que x’ = x, que existe un indice s € A cumpliendo ¥y, = ays + ¢ + ys¢),
donde ¢(p) = ¥(p) =0y d¢/dys =0y que y.. =y, para todo r € A” = A\ {r}. Se tienen
las siguientes relaciones:

b; =bs(a + ¥ + ys00/0ys); b;« = by +bs(00/0y, +ys00/0y,), r € A® y
ay = aj + x;b,(0¢/0x; 4 ys01/dx;), j € J.
De nuevo, tomando un elemento o de la frontera topolégica de N, tenemos que
b:r,s = abg,s, a;,j =0qo,j ¥ b:r,r = bo,r + (00/0ys)(p)bo,s

Cuando ademds o es un vértice de N, concluimos igual que antes que o € N’; y por tanto
tenemos el contenido Ny C N’. Razonando en la otra direccién, concluimos la igualdad.

El argumento para probar la independencia del generador y del punto de S; escogido es el
mismo que en los Lemas 2.5 y 2.6, respectivamente. |

De este modo, definimos Nj(M, F) = N;(w;p,2z).

Observacion 2.14. Nétese que Ej ¢ log-Sing(F, E) si y solamente si el poliedro N;(M,F)
tiene un solo vértice, esto es §(N;(M,F)) = 0.

Adaptando a la situacion de foliaciones la prueba en la Proposicién 2.13 para la compatibi-
lidad de las proyecciones, introducimos el siguiente concepto.

Definicién 2.11. El sistema de poliedros Ny, x asociado al espacio foliado (M, F) es

NM,]—' = (TJVI,Ea {NJ(M,]:)}JEHM,E’ 1)

Definicién 2.12. Una foliacién F se dice combinatoriamente reqular para M si para todo
estrato J € Har, g se cumple que E; ¢ log-Sing(F, E).

En vista de la observacién 2.14, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La foliacién F es combinatoriamente regular para M.
2. El sistema de poliedros es no singular, esto es (N (M, F)) = 0 para todo J € Hur, k.
El orden adaptado vy (F) de F a lo largo de E; (véase [10]) se define por
vy(F) = méx{i € Z>o; w € (x)'}. (2.3)

Decimos que E; es combinatoriamente equimdltiple para F sivy(F) = vk (F) para cada estrato
combinatorio K € Hr g con J C K. Tomando la expresién en coordenadas de w, nétese que

vy(F) = min {I/J(aj),yj(bs)}jeJ’seA =min{|o]; 0 € Nj(M,F)} =§(N;(M,F)).
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Consideremos ahora un estrato J € Hpr g tal que m = §(INy) es maximal; en particular,
tenemos que H es combinatoriamente equimultiple a lo largo de E;. Sea

7: (ML F) — (M, F)

la explosién geométrica usual centrada en Ej;. El sistema de poliedros de Newton asociado al
par (M’, F') viene dado por el transformado m-moderado de N, 7. De nuevo, aplicando de
manera reiterada el Corolario 2.1, obtenemos una sucesién finita de explosiones centradas en
estratos combinatoriamente equimultiples

(M7‘F) - (MO,]_-O) — (Mlaf1> A (Mn’]:n) - (Mlv}—l)

de manera que F' es combinatoriamente regular para M’.

2.7.3. Otros ejemplos

Campos de vectores. De manera similar, obtenemos un sistema de poliedros de Newton
N,z asociado a una foliacién uno-dimensional £. Para hacerlo, escribimos los campos de
vectores correspondientes en coordenadas como sigue:

0 0
§= E §sx7, con &y = E aUJ(Y)xjam_ + E :bU,S(y)ay : (2‘4)
J S

jeJ

Ideales monomiales. Sea Z un ideal monomial de Oy adaptado al divisor E. Siguiendo [22],
definimos Z como el dato de una coleccién finita de divisores efectivos {Ds}secs de la forma

D, = Zig nSE;.
Sea 0® : I — Z>q la aplicacién dada por o°(i) = n{. Para cada J € H g, consideramos
Ny(M,Z) = [[{o°]s; s € S}].
De este modo asociamos al par (M,Z) el sistema de poliedros
Numz = (Tv, AN (M D) Y rertn po 1)-

Nétese que Mag 7z es no singular si y solamente si Z es un ideal principal. Dado J € Ha g,
podemos hacer la explosién geométrica usual 7 : (M’,Z") — (M, Z) centrada en E;. El sistema
de poliedros de Newton asociado al transformado total Z’ de Z, viene dado por el transformado
total de Ny z. Ahora, aplicamos el Teorema 2.1 y, como en [22], obtenemos una sucesion finita
de explosiones (M’,Z") — (M, I) tal que Z’ es un ideal principal.

60



Capitulo 3

Graduaciones y formas iniciales
pesadas

En este capitulo vamos a introducir en concepto de forma inicial pesada de una foliacién,
que serd esencial para dar la definicién de foliacién Newton no degenerada que se proporciona
en el Capitulo 4. Consideremos un espacio ambiente M = (M, E') donde el divisor E tiene la
propiedad de cruzamientos normales fuertes y vamos a fijar un estrato J € Hjy g del tejido
soporte combinatorio asociado. Fijado un peso p para J, vamos a construir dos haces de médulos
graduados localmente isomorfos.

3.1. Vectores de pesos

Definicién 3.1. Un peso para J es un elemento p € (R7)* tal que p(c) > 0 para todo o € Réo
y la desigualdad es estricta cuando o # 0. Es decir, p es una aplicacion dada de la forma

(TR Y poli)

con p; € Ry para todo j € J y escribimos p = (p;);jes en la base dual de la base estdndar de
R’ — R. Denotamos por W; el conjunto de todos los pesos para J. Para el caso especial J = ()
denotaremos por convenio p = 0 al tnico peso posible.

Fijado un peso p € Wy, para cada real no negativo v € R>( consideramos los semiespacios
de R dados por:

v+ J. v,— __ J.
HY* = {0 €RY; plo) > v}, HY™ = {o €RY; plo) < v},

Escribimos H para denotar el hiperplano definido por la intersecciéon H, = H;“+ NH,~. Para
el caso especial de J = (), asumiremos Hg = {e} y H, = () para cualquier v > 0; los resultados
en este capitulo son triviales para éste. Escribamos

AT =HYTARL,, AT =HpTNRY,, A)=H)NRL,. (3.1)

Recordemos que un politopo convero A C R™ se define como la envolvente convexa de una
cantidad finita de puntos de R™. Nétese que Az lo es, pues viene dado por

A7 = Conv({o’; j € J}),

donde 07 : J — R es el elemento de R’ definido por o7 (j) = v/p; y 0?(k) = 0 para todo k # j.
En efecto, cada o € R’ lo podemos escribir como

o =1/0Y pio(j)o’.

jeJ
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3.2. MODULOS p-GRADUADOS DE 7-FORMAS DIFERENCIALES

Observacion 3.1. Esto es falso si permitimos que p; = 0 para algin j € J. Por ejemplo,
consideremos p : RZ — R>, dado por (o1,02) — o1, tenemos que

A) ={(01,02) € RQZO; o1 =v},

que es toda una semirecta del espacio afin R2.

Observacion 3.2. Dado v € R+, el conjunto AZ’_ ﬂZiO es finito, pues su cardinal estd acotado
por el volumen de un cubo de arista K > v. Como consecuencia

V) ={b<wv; b=p(c) cono € Zéo}
es un conjunto finito. En efecto, hay una aplicacién sobreyectiva Z; — V' definida por o +— p(o).

Definicién 3.2. El conjunto V, de valores asociados a p es el subconjunto de R>q dado por
V,={beR; b=p(o) cono € Zéo} C Rxo.
Notese que el valor v = 0 estd asociado a cualquier peso.

Lema 3.1. El conjunto de valores V, estd bien ordenado con respecto al orden usual. Ade-
mé&s hay un isomorfismo al conjunto de los niimeros naturales N como conjuntos ordenados,
considerado este dltimo también con el orden usual.

Demostracion. En primer lugar, veamos que V, estd bien ordenado con respecto al orden usual.
Para ello, tomemos un subconjunto no vacio A C V, y veamos que tiene primer elemento. Dado
un elemento a € A, tenemos que a < o’ para todo a’ ¢ Vi N A. Por otro lado, el conjunto VyN A
es finito y no vacio, puesto que contiene a, y por ello tiene elemento minimo que llamamos ag.
De esta manera, tenemos que ag < a’ para todo a’ € A.

Para ver que el conjunto V, es isomorfo a N, veamos que todo valor no nulo tiene elemento
anterior y que todo valor tiene elemento posterior; en particular, no hay ultimo elemento.

= Sea v € V, un valor no nulo. El conjunto V;'\ {v} es finito y no vacio, dado que contiene
vg = 0. Existe el elemento anterior v~ = max(Vy \ {v}).

» Consideremos un valor v € V, y un punto o € Aj. Sea ¢ = o + 7 para algin 7 € z1,
y denotemos b = p(¢) = p(o) + p(7). Hay un elemento mas grande que v dado por
vt = min(V\ V). u

Llamamos a v~ el antecesor de v y a v™ su sucesor, siendo v~ y vT los definidos en la
prueba del Lema 3.1.

Observacion 3.3. Para p = (1,1,...,1) tenemos que V, = N.

3.2. Moddulos p-graduados de r-formas diferenciales

Los conceptos que vamos a desarrollar son todos ellos relativos a un peso p € Sy, que
consideramos fijo a lo largo de la seccién. Obsérvese que, cuando el estrato geométrico S
consta de un solo punto Sy = {p}, tenemos que Og, = Og, , ~ C.

Moédulos Qg (log T, R). Defindmoslos desde el punto de vista de los prehaces completos.

Consideremos indeterminadas T = (7)) cs v para cada abierto U; C S; tomamos el anillo
de polinomios Og, (U;)[T] en las variables T con coeficientes en el anillo Og, (Uy). Por el hecho
de ser Og, un prehaz completo de base S, tenemos que

Os,[T]: Uy C Sy Os,(Uy)[T]
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es un prehaz completo de Og,-algebras, donde el morfismo restriccién viene dado de forma
natural por el morfismo restriccién en Og,. Definimos el p-grado 0°(FT?) de un monomio

FT € Og,(Uy)|T]

por 0°(FT?) = p(o) € V,,. En particular, tenemos que 0°(T;) = p; para todo j € J. El p-grado
de un polinomio es el minimo de los p-grados de sus monomios. Un polinomio es homogéneo si
todos sus monomios tienen el mismo p-grado y convenimos que el polinomio 0 es homogéneo de
cualquier p-grado. Nétese que, dados dos monomios F'T7, F’ T € Og ,(Uy)[T], se tiene que

8P (FT°F'T?) = 9°(FF'Tt"") = p(o) + p(d”),

pues p es lineal. Cuando p = (1,1,...,1), recuperamos la graduacién habitual.
Dado un valor v € V,, consideremos el Og, (U)-médulo

Po(Us) C Os, (Uy)[T]

formado por todos los polinomios homogéneos con coeficientes en Og,(U;) cuyo p-grado es v y
sea P, C Og,[T] el prehaz completo de Og,-mbdulos dado por

mg:UJCSJng(UJ).

En particular, se tiene que B = Og, y ademds dados dos valores v,v’ € V,, se cumple que
PP, C Pi,,- Por tanto, concluimos que Os, [T] = P,cy, BE es un prehaz completo de
Og,-édlgebras graduadas.

Dado un entero no negativo r € Zsq, denotemos por P, = P,.(J U ¢(J)) el conjunto cuyos
elementos son subconjuntos de J U ¢(J) con exactamente r elementos. Denotemos por N, el

nimero de elementos de P,., esto es

() o<r<n
Ny = { 0 > n.

Dado K € P,, escribimos K = KjU Ky, donde K; C J y K5y C ¢(J). Tomemos indeter-

minadas R = (Rs)sec(s) ¥ consideremos la suma directa

QTSJ (log T’ R) - ®UEV ﬂz)p’ Q:’ = @Kep” mg : ]\K = (%g)Nr" donde

Ak = Rjer,dT;/Tj A Asex.()dRs.
Cada Q}” es un prehaz completo de Og,-mddulos y ademas, dados dos valores v,v" € V,,

se tiene que PO C Q7. De esta manera, se tiene el O [T]-médulo graduado

2, ,(log T, R) ~ (Os, [T])"".

Moédulos 64Q7% ,(log E). Esta construccion la hacemos desde el punto de vista de los haces,

es decir, construyendo primero las fibras y pegandolas después formando un espacio étalé.
Fijemos un punto p € Sy y sea (x,y) un sistema local de coordenadas adaptado a E. Para

cada v € V, consideramos el conjunto Z, = H;“* N Z‘éo y los Opy p-submédulos I, dados por

I,U = IS = Zg—eZ XUOMyp C OM#; €

I = 1, ,(logE) C Q. (logE).
Dados dos valores v,v" € V, con v < v/, nétese que Z,» C Z, y por tanto I}, C I7. Recuérdese
que, para cualquier otro sistema local de coordenadas (x',y’) adaptado a E, se tiene que
z; = u;x}; donde u; € Of, , es una unidad. Por tanto I no depende de las coordenadas
escogidas, puesto que x'7Oypsp, = x7O)y,p para todo o € Zio.
Dado un valor v € V,, consideremos el Oy ,-médulo (’5{)@ = Iy /I7,. La forma inicial a nivel
v es la aplicacion natural de paso al cociente

T TP
I : I) — &6,
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Definicién 3.3. El p-valor v,(w) de un germen de r-forma diferencial w € QY (log E) se
define como el valor v,(w) = méx{v € V,; w e I]} € V, U {oo}.

Nétese que dado v € V,, se tiene que I = {w € Q ,(logE); v,(w) > v}. Por otro lado,
obsérvese que ker(In;) = I7, y como consecuencia se tiene que Inj (w) # 04 I7, si y solamente
si v = v,(w). Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.4. Se llama p-forma inicial L,w de un germen de r-forma diferencial logaritmica
w € Qy ,(log E) a la forma inicial a nivel de su p-valor, esto es

Lyw=1In,(w), v=r,(w).

Observacion 3.4. El (1,1,...,1)-valor es el orden habitual para un germen de funcién o r-forma
diferencial logaritmica.

Tenemos las siguientes propiedades inmediatas para el p-valor:

1. Dadas dos r-formas diferenciales logaritmicas w,w’ € Qﬁ/l,p(log E) se cumple que
Vp(w +w') = min{v,(w), v,(w')}.
La desigualdad estricta se da sélo si v,(w) = v,(w’).
2. Dadas f € O y w € Q) (log E), se tiene que v,(fw') = v,(f) + vp(w).

Esto significa, en particular, que la aplicacién v, : O, — V, que a cada germen de funcién
f € Ownrp le asocia su p-valor v,(f), induce una valoracién en el cuerpo de fracciones de Oy .
Dados dos valores v,v" € V,, se define el producto

0,p P P
051,7]0 X (’51/713 — (’5U+v,7p

(Iny(f), Infy (@) = Inj,,(fw).
Se cumplen las siguientes propiedades inmediatas para la p-forma inicial.

1. Dado un valor v € V, se tiene que Iny(w) + In} (w') = Iny(w + w’). Ademds, nétese que
Low+ Lyw' =0siysolosiv=rv,(w)=rv,w)yv,(w+uw)>wv.

2. Se tiene que L,f - L,w = L,(fw).

Dado que 8§, = Og, ,, se tiene que &% tiene estructura de Og, ,-médulo con el producto
arriba definido.

Veamos ahora como se leen el p-valor y la p-forma inicial una vez se fijan coordenadas. Para
ello, consideramos un sistema local de coordenadas z = (x,y) adaptado a E. Recordemos que
Owm,p ~ C{z} y una base del médulo Q2 (logFE) viene dada por

{Ak = Njek,dzj/z; N /\SGKC(J)dys}Ke’PT

Por definicién del p-valor se tiene que v,(Ak) = 0 para todo K € P, y ademds

™0~ 0,p\N» _ 0,p
&, =~ (611,1)) - Z st,pAK'
KeP,

Dada w € Q};  (logE), su p-valor viene dado por

Vp(w) = min{v,(fx); K € P}, w= Z Ak
KeP,
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Para un germen de funcién holomorfa f € Oys,p, consideremos la siguiente escritura de su
desarrollo en serie de potencias:

F=00 =D fx0, freC{yl, (3:2)

veEV, gEAY

El p-valor de f es v,(f) = min{v € V,,;; f* # 0}. En particular v,(z;) = p; para todo j € J y
v,(ys) = 0 para todo s € c(J), es decir, se tiene que Ip+ = (x). Tomando notaciones como en
la Ecuacién 3.2, escribimos también

w=3 fihe= 3 (X )= (X i)=Y (33

KeP, KeP,. wveY, veV, KeP, veV,
De esta manera, se da la igualdad v,(w) = min{v € V,; w” # 0}.

Definicién 3.5. Para cada elemento W € &7, definimos su representante estindar ww,g
asociado al sistema local de coordenadas z como el tnico elemento del C{z}-mddulo libre

®rep,C{z} Ak que se escribe de la forma

wwe= Y fibi, [ik= Y [kox" ycumple Ly(ww,)=W. (34)
KeP, O'EAE

El representante estdndar de L,w viene dado por w” con v = v,(w), tomando las notaciones
de la Ecuacién 3.3. Dadas dos r-formas w,w’" € Q}, (logE) tales que v = v,(w) = v,(w’), notése
que Lyw + Lyw' = 0 si y solamente si

v v
W =WL,wz = "WL,w,z = W .

Esto a su vez, sucede siempre y cuando se tenga que fi , = — }’(”U para todo K € P, y para
todo o € AZ , tomando notaciones como en la Ecuacién 3.4.

El siguiente enunciado muestra como se puede leer en términos de Q77 el médulo &7:7.
: ;

Proposicién 3.1. Consideremos un sistema local de coordenadas z = (x,y) adaptado a E. La
aplicacién Wp5 5 : Qpf — &76 dada por

FeOs,p— F, Tj— Lyxj =T (z;), Ax— Ag (3.5)
es un isomorfismo de Og; ,-mdédulos.

Demostracion. En vista de las definiciones de p-valor y p-grado, tenemos que la aplicacion esta
bien definida. Ademas, gracias a la descripcién de la forma inicial en términos de coordenadas y
sus propiedades, es claro que % , es un homomorfismo de Og, ,-médulos. Resta probar que
es ademas biyectivo. Puesto que se tiene que

P~ p \Nr ™0~ 0,p\ N
Qv,p - (mv,p) y 61},}1 - (611,;0) )
. 0,
es suficiente hacer la prueba para el caso 7 = 0. Denotemos ¥ = W, ,, P =P |y & = &0,

1. Veamos en primer lugar que ¥ : 8 — & es sobreyectiva. Dado un elemento G € &, sea
[ =fcz= 2 scav [oX7 su representante estdndar asociado a z. Se tiene que
p

Lof =Y Lo(fox7) = Y W(E,T°), F,=L,f,=M)(f,), (3.6)
gEAY gEAY
por tanto G = L,f = V(P), donde P =} _., F-T? € B.
)
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2. Para ver que ¥ es inyectiva, consideremos un polinomio homogéneo
P= F,T° .
ZJGA; cT7 R
Para cada o € A}, denotemos por f, € C{y} el representante estandar de F, asociado
al sistema local de coordenadas z y sea f = ) _a. foX?. Por definicién f es el repre-
P
sentante estdndar de L, f y en vista de la Ecuacién 3.6 tenemos que L,f = ¥(P). Como

consecuencia W(P) = 0 si y solamente si f, = 0 para todo o € A}. Esto es, siempre y
cuando L, f, = F; = 0 para todo o € A}. Es decir, si y solamente si P = 0. |

Consideremos ahora el conjunto 4!, cuyos elementos son pares (C, ) formados por una carta
coordenada C adaptada a E (véase Definicién 2.8) y una seccién Q € Q5:*(U;). Recordemos
que C' esta definida en un abierto conexo U C M tal que la intersecciéon Uy = U NSy C Sy
es también conexa. Ademds, ésta define un sistema de coordenadas z = (x,y) adaptado a E,
convergentes en todo el abierto U. Para cada elemento (C, Q) € U7, definimos

UC, Q) ={(p, V5. (W) €€ pe U}, donde g =] {p}x &7, (37)

Lema 3.2. Sean (C,Q), (C’,Q) € U7, dos elementos de modo que el abierto U de definicién
de las cartas C'y C’ es el mismo. Se tiene la siguiente dicotomia:

= 0 bien U(C,Q) =U(C", ),
» 0 bien U(C,Q)NU(C",Q) = 0.

Demostracion. Denotamos z = (X,y) a las coordenadas definidas por C y 2z’ = (x/,y’) a las
definidas por C’. Existen unidades u; € On(U) tales que 2 = u;x; para cada j € J y
escribimos de forma condensada x’ = ux. Recuérdese que Q es de la forma

Q= Z PK]\K, Py = Z FKJTU, FK,a S OSJ(UJ).
KeP, O’EA})’

Por tanto, la prueba se sigue del caso r = 0. Escribiremos P =) 1. I, T? en el lugar de Q.
I
Para cada p € Uy, nétese que los gérmenes F, , y L,u;, son elementos del anillo Og, , para
todo o € A}y j € J. Denotemos por fo. (¥p) ¥ 1i;_(yp) sus representantes estandar en z,,
respectivamente. Como las coordenadas z, vienen de coordenadas globales z definidas en todo

U, se tiene que de hecho existen funciones f,,1; € Op(U) tales que
Jop=Jfou ¥ Wip=1;_.

Denotando ¥, = ¥p%, vy U, = o tenemos que:

pvz”

=Y Lilfenxy) v Uy(B) = D Lylfopxy)) =

gEAY gEAY
= Z o (fop(Upxp)” Z Ly(fopuy)L Z Lo(foptip)L
oEAY oEAY oEAY

SiU(C, Q) NU(C", Q) # 0, hay un punto p € Uy con ¥y, (P,) = Wy (Pp). Es decir, tal que
fa,p = fo’,pﬁg7 para todo o € AZ

Puesto que U es conexo, tenemos necesariamente que f, = f,u’. En particular tenemos que
fo.q = foq0 para todo o € Ay y para todo ¢ € U;. Como consecuencia U(C, ) = U(C", Q).
|
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Lema 3.3. El conjunto

es una base de abiertos para una topologia en &J.
Demostracion. Escribimos £ = & y hacemos la prueba en dos partes:

1. Veamos primero que para cada (p, W) € &, existe un elemento U € B¢ tal que (p, W) € U.

Sea C = C(U,z) una carta coordenada adaptada a E con p € U y consideramos un
germen () € QpF cumpliendo que

W=%, (Q.), ¥, =V

p,v,Zp*

Puesto que Q¥ es un prehaz completo, sabemos que existen un abierto U, C S; y una
seccién Q € QP (U%) con Q, = Q. Sea ahora U’ C M un abierto de M cumpliendo que
U, =U'NS,; y tomemos un entorno abierto de p suficientemente pequeio V.C U NU’
tal que C|y sea una carta coordenada adaptada a E. Tenemos que (p, W) € U, donde

U= Z/{(C|V,Q‘V) S %E'

2. Dados dos elementos U = U(C,Q), U' = U(C",Y) € B¢, veamos que existe V € B¢
cumpliendo que V C U NU’. Supongamos que la interseccién de U con U’ es no vacia y
tomemos un elemento (p, W) € U NU’. Esto es, se tiene que

W =T, () = Ty ()

Sea V C UNU’ un entorno abierto de p, conexo y tal que V' NS es conexo. En vista del
Lema 3.2, sabemos que

U(O|V7 QI|VﬂS]) = U(O/‘Va Q/|VHSJ)-

Como consecuencia W, (2;,) = ¥, (€2,) y por tanto W = U, () = U, (). Ahora
bien, como V¥, es un isomorfismo, esta igualdad ocurre si y solamente si €, = Q;. En
estas condiciones, existe un abierto V' C V tal que Q|v/ns, = @'|y/ns,. Tomando V'
suficientemente pequeno, tenemos que

V=UCly,Uvins,) =UC v, V]vins,) € Be,
cumple que (p, W) € V y ademds V CcUNU'". [ |

Proposicién 3.2. La proyecciéon 7 : £ — S; que a cada par (p, W) lo envia en p es un
homeomorfismo local cuando se considera & con la topologia definida por la base B¢r. Es
decir, la proyeccion

ﬁz’pzﬂ’lfz—>5J

es un espacio étalé de conjuntos de base S;.

Demostracion. En primera instancia, veamos que la aplicaciéon 7 es continua. Para ello, probe-
mos que dado un abierto Uy C Sy, se tiene que el conjunto

=) =, ke

es un abierto en £7. Esto es, dado un elemento (p, W) € 7=1(Uy), veamos que existe un abierto
bésico U € B¢r de modo que

(p,W)eUd y U c Y Uy). (3.9)
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Repitiendo el argumento hecho en la primera parte de la demostracién del Lema 3.3 y tomando
las mismas notaciones, tenemos que (p, W) € U(C|y, 8|y ). Sea ahora V! C V N U un entorno
abierto de p lo suficientemente pequeno y considérese el abierto basico

U=U(Clv,Qlv) € By
Dado un elemento (p’, W') € U, tenemos, por definicién, que p’ € V' NS; C Uy y también que

W' =W’ . (Qy) € &, Por tanto, el abierto ¢ cumple las condiciones de la Ecuacién 3.9.
.2, :

La aplicacién 7 es abierta, puesto que se tiene la igualdad
T(U(C,Q)=UnS,;, C=CU,z).

para cualquier abierto basico U(C,) € B .
Para probar que 7 es un homeomorfismo local, basta hacerlo en los abiertos de la base Be¢:.
Esto es, queremos ver que dado un abierto basico U(C,§2) € B, la aplicacion restringida

T UC,Q) - UNSy

es un homeomorfismo. Una aplicacion entre espacios topoldgicos continua y biyectiva tiene in-
versa, si ademads la aplicacién de partida es abierta, se tiene que es un homeomorfismo. Sabemos
que | es abierta y continua por serlo 7 y es sobreyectiva por definicién, por tanto solo resta
probar que también es inyectiva. Esto es claro, puesto que dado un punto p € U N S se tiene

{(p,W); W e &0 nU(C, Q) = {(p, V5 ., (%))},

p,v,zp
por tanto puntos distintos de U(C, ) se proyectan en puntos distintos de S. |
El espacio étalé &;:* tiene estructura algebraica de médulo sobre un haz. Mas precisamente:
Proposicién 3.3. Tenemos que &7¥ =7 : &) — Sy es un haz de Og,-mddulos.

Demostracion. Veamos primero que, dadas dos secciones continuas s, s € I'(U;, 87>*), la seccién

s—s: Uy — &
p = s(p)—5p)

es continua. Dado un abierto béasico U = U(C,2) € Ber, donde C = C(U’, z), queremos probar
que su preimagen B = (s — s')"}(Ud) C U; N U’ es un abierto de U;. Tomemos para ello un
punto p € By veamos que existe un abierto V; C B con p € V. Denotemos ¥, = Uyl a,- Se
tiene que

(P, ¥z, () = (s = s")(p) = s(p) = &'(p) = (0. W) = (p,W"), W' W' e &0,

Por ser ¥, un isomorfismo, existen gérmenes €’ , Q) € Q# tales que
W' = \I'zp (Q/N) y w" = \Isz (QZ)

y por tanto 2, = Q' — Q. Por otro lado, como Q>* es un prehaz completo, existe un abierto
V; CU;NU"y elementos ', Q" € Q77(V]) cumpliendo que ), = Q' y Q) = Q. Haciendo
V] més pequeiio si es necesario, podemos asumir también que
ey —_ 0",
lv; = Plv; = Yv;-

Por construccién p € V; y para todo punto ¢ € V7, tenemos que

(s = s')(a) = (¢, ¥z, () = (¢, V2, () = (¢, V2, (Y — Q) = (¢, Vs, (Q))

y por tanto, concluimos que ¢q € A.

Con argumentos similares demostramos que dadas dos secciones continuas a € Og, (Uy)
y s € T'(Uy, &), la seccién as : Uy — & definida por p — a(p)s(p) es una aplicacién
continua. |
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Dado que sabemos, en vista del Lema 3.1, que el conjunto de valores V, tiene un buen orden
y que éste ademas es isomorfo al conjunto de los niimeros naturales con su orden usual, tenemos
que la familia de ideales {I,,}Uevp define una filtracion del anillo Oy . Asi, podemos considerar
el Og,-médulo dado por la suma directa Q7 (log E) de los Og,-médulos &7°, esto es
650, (logB) =P _ &7,

veEV,

Para hacer referencia al caso especial = 0, usamos la notaciéon &0, = 05‘}(29\/[(10g E).

Observacion 3.5. Con esta construccion &Q7,(log E) es el espacio étalé definido por la pro-
yeccién
& =8y, & =Upes, {p} x 85Q%, (log E),

donde en £" se toma la base B¢r construida de manera andloga a B¢ en la Ecuacion 3.8. Esta
se define a partir de homomorfismos

Ut QY L (log T, R) — 54, ,(log E)

del mismo modo que en la Ecuacién 3.6. Obsérvese también que B¢r C Ber para todo valor
v € V,. En vista de las propiedades de la forma inicial, se deduce que para cada par de valores
v,v" € V, se tiene que

&)rE C el (3.10)
Esto, junto con la Proposicién 3.1, permiten concluir que los ¥,% son isomorfismos de médulos
graduados.

Proposicién 3.4. Se tiene que &0, es una Og,-algebra graduada de base S.

Demostracion. Para ver que es un haz de anillos, probemos que las secciones “producto” y
“unidad” son continuas. En vista de la Ecuacién 3.10, para ver que el producto de dos secciones
continuas es continuo, basta hacerlo en cada componente homogénea. Esto es, dada una pareja
de valores v,v" € V, y dos secciones continuas s € ['(U;,8%°) y s’ € F(UJ,®2ZP), debemos
probar que la seccién

ss': Uy — §8+U,

p = s(p)s(p)
es una aplicacion continua. La prueba es una adaptacién de la hecha para la diferencia en

la Proposicién 3.3, teniendo en cuenta ademas la compatibilidad con la p-graduacién para el

prehaz completo O, [T7], esto es, que también se cumple que PHRY, < P ..

Recuérdese que 6&5 = Og,, y por tanto &) es el haz de anillos Og,. Consideremos la
seccién 1 € Og,(Sy) definida en todo S;. Si vemos que 1, es el elemento unidad en QS’}(’)MJ,,
hemos terminado. Tenemos que 1, = L,1, con 1, la unidad en Oy ,. Dado un elemento

F=FR+E+ - Fe=Lfi+Lfa+ - Lyfr €870

se tiene que 1,F = (Ly1p)L,f = L,(1,f) = L,(f) = F, donde f = fi + fa +--- fi.
Asi y en virtud de la Ecuacién 3.10, tenemos que &7,0) es una Og,-algebra graduada. W

Proposicién 3.5. Se tiene que 707, (log E) es un &0,,-médulo graduado.

Demostracion. En vista de la Ecuacién 3.10, para ver que el producto escalar entre secciones
continuas es continuo, basta hacerlo en cada componente homogénea. Dada una pareja de
valores v,v" € V, y dos secciones continuas a € I'(U;,8%°) y s € T'(Uy,8”), adaptando la
prueba hecha para la diferencia en la Proposicién 3.3, concluimos que
as: Uy — & ..
p = a(p)s(p)

es una seccién continua. De esta manera, se concluye el enunciado. |
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Observacion 3.6. Con todas estas construcciones, dada una carta coordenada C' adaptada al
divisor E con un abierto de definicién U y representada en coordenadas por z , tenemos que

Uyl Q, (Us)(log T, R) — &5, (Uy)(log E) (3.11)

definida como en la Ecuacién 3.6, es un isomorfismo de médulos graduados. Es decir, los médulos
Q% (log T, R) y 59}, (log E) son localmente isomorfos.

3.3. La p-forma inicial de una foliacién

Proposicién 3.6. Dada una r-forma diferencial w € Q7,(U)(log E), existe una tinica seccién
Lywe &0 (Us)(logE),

tal que se tiene (L,w), = L,w, para todo p € Uy, donde Uy =U N S;.

Demostracion. Si la seccién existe es Unica, y viene dada por

Lw: Uj — ¢
p = (p,Lywy)

Veamos que es una secciéon continua. El caso de r-formas se sigue del mismo modo que el de
funciones; haremos la prueba solamente en este 1ltimo, por comodidad en las notaciones.
Tomemos un abierto béasico U = U(C, P) € Beo, donde C = C(U’,z). Queremos probar que

B=(L,f)"*(U)cU;nU’

es un abierto de U;. Supongamos entonces que existe un punto p € B y veamos que hay un
abierto V; C B con p € Vj. Escribiendo ¥, = Wk, tenemos que L,f, = V,,(Pp). Por
definicién de la forma inicial y de la aplicacién ¥, , tenemos que

Lofo="s,(Qp), Qp= > Lof,T° fr="> [frx7,
O'EAZ UEAZ

donde f} es el representante estdndar de f;, en las coordenadas z,. Por ser ¥, un isomorfismo,
tenemos que P, = @Q,. Existe un abierto V' C U N U’ suficientemente pequenio donde tiene
sentido la siguiente igualdad

Ply, =Qlv; = Z Lofs), T?

oEAY
Entonces para todo g € V tenemos L, f; = ¥, (Qq) = ¥, (P,) y como consecuencia g € B. W

Nétese que tenemos un p-valor asociado a toda la forma inicial global L,w en cada compo-
nente conexa de Uj.

Ejemplo 3.1. Sea U un abierto de C? donde suponemos definidas coordenadas (21, 22) centra-
das en el origen, tomamos E = (z122 = 0) y sea

f=2+ 22+ 2d(2)2], ¢0)#0.
La estratificacién Sy, inducida por el divisor, es la que sigue:
Sti2y = Ep2y ={(0,0)}, Sy = ((21=0)NU)\ Spay ~C* N,
S{g} =((zo=0)NU)\ 5{172} ~C'NnU, Sy= (C*)Q NU=U\ (5{1,2} U S{l} U 5{2}).

Puesto que no hay confusién, denotaremos ¥ los distintos isomorfismos de la Ecuacién 3.11,
definidos para el peso correspondiente en cada caso. Tenemos las siguientes formas iniciales:
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1. Estrato Sy. Escribimos (z1,22) = (y1,¥2). La forma inicial asociada al tnico peso p = 0
es Lof = ¥(F), donde F tiene a
fr=fyn,2) = y7 + y1ye + y20(y2)y1

como representante estandar en las coordenadas (y1, y2).

2. Estrato Sf1y. Escribimos 21 = x y 22 = y. La forma inicial asociada al peso p = (1) es

Ly f =VY(F.T), donde
gr=9y) =y

es el representante estdndar de F' en coordenadas (x,y). Nétese que la forma inicial
no cambia cuando nos movemos en el estrato Sy, pues “estamos moviéndonos en la
coordenada y”. Por otro lado, la forma inicial asociada a cualquier otro peso p = (p) es en
esencia la misma, solo que asocia a f un p-valor distinto. En el primer caso el valor uno
y en el segundo el valor p.

3. Estrato Syy. Escribimos 2o = 2 y 21 = y. La forma inicial asociada al “tnico peso
significativo” p = (1) es L(1)f = V(F.T), donde F tiene a
gr = 9(y) =y + ¢(0)y"
como representante estandar.

4. Estrato Sy 2y. Escribimos (21, 22) = (y1,¥2). La forma inicial asociada al peso p = (1, 1)
es L,f = V(F.11T,), donde F tiene asociado como representante estdandar la constante
cp = 1. La forma inicial para el peso p = (1,2) es

L,f =V(F.T} + GT\Ty),

donde cp = 1y ¢ = 1 son los representantes estandar de F' y GG respectivamente.
Finalmente asociada al peso p = (1,3), tenemos L,f = ¥(F.T}), con cp = 1. Estos tres
son las “Unicas” formas iniciales de f en este estrato.

A continuacién explicaremos y detallaremos algunas de las observaciones en este ejemplo.

Dados dos pesos p y p/, tenemos un isomorfismo @, , : 504, (log E) — QS‘}/Qﬁd,p(log E)
dado de manera natural por L,z; — Ly x;. Esto es la composicién

/N —
U odo (Une)~!

es la identidad en le,’p(log T, R). De esta manera, decimos que dos pesos p,p’ € Wy estdn
w-asociados para una r-forma diferencial w € Qj}; (log E) si ®(L,w) = Lyw, esto es si

(W) (Lpw) = (W52) 7N (Lyw) € O, (log T, R) (3.12)

una vez se fija un sistema de coordenadas z. Esta condicion se lee para funciones y uno-formas
en términos del poliedro de Newton definido sobre el estrato combinatorio J. Asi, tendremos
una “dnica” forma inicial asociada a cada cara compacta del poliedro. Volveremos sobre esto
en el Capitulo 4.

Definicién 3.6. Dado un punto p € S; y germen de foliacién F, C Q}\/l,p’ definimos su p-forma
inicial L,(F,) como el &70,, ,-submédulo

Ly(Fp) = Lp(wp) - ®§Q}W,p(1ogE)7

donde w, es un generador de F, adaptado al divisor E. Dada una foliacién F C 2}, definimos
su p-forma inicial L,F como el &0 -submédulo de 8701, (log E) definido localmente por

(LpF)p = Lp(Fp)-

Definimos el p-valor v,(F) como el p-valor de un generador local de F adaptado a E en un
punto p € Sj.
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Observacion 3.7. Estos conceptos son compatibles con las construcciones. Ademas, el dltimo
no depende ni del generador escogido ni del punto p € S;. En efecto, si tomamos dos genera-
dores, nos encontramos con que sus p-valores distan el p-valor de una unidad, esto es, cero; la
independencia del punto la podemos ver con un argumento similar al hecho en el Lema 2.6.

Cuando p = (1,1,...,1), recuperamos el orden adaptado de F a lo largo de E; (véase la
Ecuacién 2.3), esto es, tenemos la igualdad v,(F) = v (F).

Lema 3.4. Dada una foliacién F y dos pesos p, p’ € W;, son equivalentes:
= Los pesos estan w-asociados para un generador local w adaptado a E en un punto p.

= Los pesos estan w-asociados para cualquier generador local w adaptado a F en un punto
cualquiera p.

Demostracion. La prueba se sigue adaptando las demostraciones hechas en la Proposiciéon 2.12
y los Lemas 2.5 y 2.6, asi como de la definicién de p-forma inicial. |

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.7. Dada una foliacién F C 1, y dos pesos p,p’ € W, diremos que los pesos
estan F-asociados si lo estan para un generador local w de F adaptado a E en un punto p € S;.

Para un haz inversible de ideales Z C Oj;, podemos definir de manera andloga la p-forma
inicial L,Z y la condicién relativa a dos pesos de estar Z-asociados.

3.4. Producto y diferencial exteriores

Vamos a presentar someramente las operaciones de producto y diferencial exteriores en los
haces anteriormente construidos. Lo haremos de manera local en cada fibra. Estas son construc-
ciones similares a las que ya hemos realizado. Por otro lado, son definiciones que cumplen las
propiedades naturales exigidas a este tipo de operaciones, lo que justifica su nombre. Fijemos
a partir de ahora un punto p € ;.

Basta definir el producto exterior para los elementos de las respectivas bases. Tomamos A x
con K € P.y A, con L € P, tales que K = (K5, Ke()) vy L = (L, Leyy) vy tomamos la
permutacién o : KU L — K U L que reordena (K, K., L, Le(y)). Se define:

A: Qg (logT,R) x Qg (logT,R) — Q5" (logT, R)

Sy.p D

- 0 KNL#0
(Ar, AL) = { (=1)%8( Ay en otro caso.

Definimos la diferencial exterior

d: Og,,[T] — QL (logT, R)

Sy.p
‘ dT; OF, . -
YT = Y (Co(ET)F+ X (25 T7)dR,.
jeJ J sec(J) Ys

y de esta manera tenemos también

d: Qg ,(logT,R) — Qgt}p(logT,R)

ZPK]\K — ZdPK/_\]\K
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Por otro lado definimos
A: 8505, (log B) x 503, (logE) — &5077°(log E)

(X (@), X Wi(w,) = X (% W™ (W, Aw)).

veV, vEV, vEV, v'EV,
D: &5, (logE) — &5 (logE)

> Inp(wy) = > Inp(dw,).

veV, veEV,

Estas construcciones son compatibles por la diferencial y el producto exterior en las gérmenes
de r-formas logaritmicas sobre M por como se han dado. Ademads, son compatibles también con
los isomorfismos locales W% y las construcciones hechas para el médulo Q% (log T, R).

73






Capitulo 4

Foliaciones Newton no
degeneradas

A continuacién presentamos el capitulo central de esta memoria. En él introducimos el con-
cepto de espacio foliado Newton no degenerado, siguiendo las ideas clasicas para hipersuperfices
e intersecciones completas de Kouchnirenko y Oka (véase [35, 36]). Ademds probamos, dentro
del marco hiperbdlico-complejo, la equivalencia con tener una predesingularizacién combinato-
ria, esto es, con ser de tipo térico débil. Finalmente, damos una lista de ejemplos representativa
para esta familia de espacios foliados.

Fijamos un espacio ambiente M = (M, E) con la propiedad de cruzamientos normales
fuertes para el divisor E y recordamos que tenemos el tejido soporte combinatorio Has g v la
estratificacién asociada Sas k.

4.1. Ceros de uno-formas diferenciales pesadas

Fijamos, a lo largo de esta seccién, un estrato combinatorio J € Hy g y un peso p € Wj.
Sea p € Sy un punto, escribimos A, = Og, , y consideramos la funcién e, : 4, = C que a
cada F' € A, le asocia su valor en el punto p, esto es e,(F) = F(p). Tomamos el C-médulo
Q&T] (log T, R) dado por el producto tensorial

Qg (log T, R) = Qf, ,(log T, R) ®4, C
y consideramos la aplicacion

> . T
ép Q

5, plog T, R) — Qg (log T, R)

> (ZFK,O'TC’-)AK =y (Zep(FK,U)T”)AK.

KePr KePr

De esta manera, cada polinomio P € A,[T], tiene asociada una funcién “evaluacién”

fp: (SJ,p)X(CJ - C
(q7t) = féq(P) (t)v

donde fz (p) es la funcién polinémica definida por &,(P) € C[T]. Como consecuencia, dado un

germen de r-forma diferencial Q) € QTSJyp(log T, R), tiene sentido la expresién

(Q=0)= () (Fx =0)C(Ss,p) xC’/, donde Q= Y  FrAg
KeP, KeP,
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4.1. CEROS DE UNO-FORMAS DIFERENCIALES PESADAS

Nos va a interesar méas adelante trabajar con formas diferenciales que cumplan la condicién:
(Q=0)N(Ss,p) x (C)" =10 (ND)
que tomando la evaluacién en el punto p es equivalente a:
(@l =0)N{p} x (C) =0, Q, =2,(Q).

Nétese que C7 \ (C*)7 = (J[T; = 0) y por tanto la condicién anterior se da siempre y cuando
(Qlp, = 0) € (I[T; = 0). Gracias al teorema de los ceros de Hilbert, esto significa tener la
siguiente relacién entre ideales del anillo C[T]

[17; - CIT) € \/(Fxly)ker, - CIT]

que a su vez es equivalente a tener la siguiente inclusién de ideales en A, [T:

[T, - A7) € \/(Fic)xcer, - AplT] (ND)

Es claro que si 4l € OF, , es una unidad, entonces {2 cumple la condicién (ND) si y solamente
si Q) la cumple.

Como veremos ahora, también tiene sentido definir la condicién (ND) para r-formas pesadas
en el haz 659}”\47P(log E), es decir, que ésta no depende de la lectura en coordenadas de las
formas iniciales. Haremos la prueba detallada para el caso r = 1, que es el que nos interesa de
manera especial. Mas precisamente, tenemos el siguiente enunciado:

Proposicion 4.1. Dada una uno-forma W € QﬁﬁQ}V[,p(log E) y dos sistemas locales de coorde-
nadas z = (x,y), z = (x',y’) adaptados a F, se tiene que

(Q=0)N(Ss,p) x (C*) =0 siysélosi (' =0)N(Ss,p)x (C) =0,
donde W = Wlo(Q) = W2, ().

Demostracién. Denotemos &" = QSL’}Q?wp(logE), para r = 0,1. Recordemos que z; = u;z’
con u; una unidad en Oy, y que una vez fijadas coordenadas, &' es un &°-médulo libre.
Consideramos las bases

5= (m“(dxj),ln”(dys)) B = (In‘)(dmﬁ),ln”(dy;))-
LU]' {Ej

=L w4 X g

jeJ

Notese que

dz!.  du; dz;
7/32734_7]7 7_nghgi+zg]sdys

x’. u; T
J J J U eJ sEA

y por tanto se tienen las siguientes relaciones entre 8y 5':

In’(dy}) = > In° ( )m (dyy),

recA
dx’. dx ;
In® (x’j> =1In’ (xj) + Z n°(g;,)In’ (dy,.).
J J reA
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Estas relaciones dan lugar a los isomorfismos

Dy AT — AT @y Qf,(logT,R) — Qf (logT,R)
T. T.
;= ()T dT*J — deJ + 3 In®(g;r)dR,
J J reA
5‘3/)
dR, — In® ( S ) dR,
rg 0y

FeAT] — &(F) e A[T).

Q=0low ZH + > F.dR,,

jeJ sEA

1,
D) = =TLL (W ZH’ L+ FldR,
JjeJ J SsEA
y denotemos I = (Hj, F5)A,[T], I' = (H}, F;) Ap[T]. Debemos probar que

Escribamos

[17; € \/I|,C[T] siysélosi [[T; € y/I'|,C[T).
Por simplicidad en el desarrollo de los calculos, hacemos la prueba en dos etapas:

1. Supongamos que x’ = x. Tenemos las relaciones:

Ay,
H,=H;, jeJ y F'=JF, F=(F)wca F = (F)sca, Jo = ( yé) .
r,s€EA

Ay,

La matriz Jo es invertible en A,[T], como consecuencia tenemos la igualdad I = I’ y por

tanto se cumple la propiedad que buscabamos.

2. Supongamos que y’ = y. Tenemos las relaciones:

Hj = ®o(H;)), j€J y Fl=0(F.)+ Y ®o(H;)In"(g;.),
JjeJ

por tanto, se da la igualdad I’ = ®(I). Consideremos el isomorfismo & : C[T] — C[T]

que hace conmutativo el diagrama

C[T] —22~ 1]

En particular tenemos que ®o(7}) = u;(p)Tj y por tanto Do([175) = [Tui(0)T; = A1 7Ty,

con A € C*. Por otro lado, tenemos que ®o(I)|, = ®o(I],) y como consecuencia

VoDl = /Bo(1l,) = o (y/11,),

pues los isomorfismos respetan el radical. De esta manera

175 € \/1l, & AIT; € o (\/11,) & T175 € B (/11,) & TI75 € /Bo(D)

y concluimos la prueba.

Con todo esto, tiene sentido introducir la siguiente definicién:

Definicién 4.1. Sea < W >=W - 8/Q;, (log E) un &0y ,-submédulo de &5, (log E).
Decimos que < W > satisface la condicion (ND) si existe un sistema de coordenadas z = (x,y)

tal que (Up%)~ (W) satisface la condicién (ND).
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4.2. ESPACIOS FOLIADOS NEWTON NO DEGENERADOS

4.2. Espacios foliados Newton no degenerados

Introducimos los siguientes conceptos:
Definicién 4.2. Consideremos un espacio foliado (M, F):
1. Fijemos un punto p € Sy para algin estrato combinatorio J € Hs,E.

a) Dado un peso p € Wy, se dice que (M, F) es (p,J)-no degenerado en p si (L,F),
satisface la condicién (ND).

b) Se dice que (M, F) es Newton no degenerado en p si es (p,J)-no degenerado en p
para cualquier peso p € Wj.

2. Decimos que (M, F) es Newton no degenerado si lo es en cada punto p € M.

Se puede probar que ser Newton no degenerado en un punto p € M es una propiedad abierta,
esto es, existe un entorno U C M de p tal que (M, F)|y es Newton no degenerado.

Observacion 4.1. En este momento, vamos a explicar mejor la Observacién 3.7 en lo referente a
poliedros de Newton. Escribamos, por comodidad en la notacion Ny = Nj(M,F)y v = v,(F).
Sabemos que a cada peso p € Wj se le puede asociar la familia de hiperplanos {H;’}UGR, donde
recordemos que HY = {0 € R’; p(0) = v}. Ademds se tiene que la interseccién

C,=HYNN;CAY

es una cara compacta de la frontera topolégica de N ;. Reciprocamente, fijada una cara compacta
c-dimensional C' del poliedro de Newton N, existe un subespacio afin de dimensién #.J — ¢
formado por hiperplanos H C R” tales que H N Ny = C. Este se identifica con un subespacio
de (R”)* de dimensién #J —c— 1y asf asociamos a C' un subconjunto Wy C Wy del conjunto
de pesos para J. Es claro ademaés, que los subconjuntos Wy ¢ definen una particién de Wj. De
la Ecuacién 3.12 y la definicién de N se sigue de forma directa que:

s Dos pesos p, p' € Wy estan F-asociados si y solamente si existe una cara compacta C del
poliedro N tal que p,p’ € Wy c.

» Sipy p son dos pesos F-asociados, se tiene que (M, F) es (p, J)-no degenerado en un
punto p € Sy si y solamente si es (o', J)-no degenerado en p.

Por tanto para ver si un espacio foliado es Newton no degenerado en un punto p € Sy, basta
comprobar que lo es para una cantidad finita de pesos p, asociados cada uno a distintas caras
del poliedro N;. En particular, se pueden seleccionar pesos con entradas racionales.

Observacion 4.2. Consideremos un peso p € W; y coordenadas locales (x,y) adaptadas a F
en un punto p € S;. Sea w un generador local de F y sea Q@ = (kllzl;j’z’)_l(pr). Consideremos
ahora w’ = x%w. Se tiene que Q' = (\I',l,ig)_l(pr’) = T?Q, y por tanto Q cumple la condicién
(ND) si y sélo si € la cumple.

Restriccién a una componente dicritica. Consideremos un espacio ambiente (M, F),
donde M = (M, E) y sea E C Egic una componente dicritica del divisor. El espacio ambiente
restriccion M|g, se define por

M|Ek:(Ek7E|Ek)a E|Ek:E\EkﬂEk.
De esta manera, obtenemos el espacio foliado restriccion (M, F)|g, dado por
(M7‘F)‘Ek = (M|Ek7‘/—_.‘Ek)7

donde F|g, es la foliacién que define F sobre Ej,. Veamos que
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Proposicién 4.2. Si (M, F) es Newton no degenerado, entonces (M, F)|g, también lo es.

Demostracion. Hay una biyeccion entre el tejido soporte combinatorio HEkwElEk y el conjunto
de los estratos {J € Hps g; k € J} que viene dada por

Je HEkaE|Ek = JU {k} € Hm,E-

Dado un estrato combinatorio J € H B B, 1 escribamos J = J U{k}. Consideremos los estratos
geométricos asociados -
S7€SeBlg, ¥ S1€SuE

Nétese que son iguales y fijemos un punto p € S;. Tomamos coordenadas (x,y) adaptadas a E
en p y un sea w un generador local de F adaptado a E. Denotemos u = {z;} jej- Tenemos que

d.
w= Z(Aj + mkaj)i_j + Z (Bs + zibs)dys, Aj,Bs € C{u,y}
jEJT i sec(J)

Un generador local de la foliacién Fg, adaptado a E|g, en el punto p viene dado por

@ = ZAJ-% + Y Budy..

jeJ J s€c(J)

Escribamos N = Nj(M,F) y N = N;((M,F)|g,) y tomemos la seccién s : R’ — R/ dada

por 7 — (7,0). Obsérvese que si C' es una cara compacta de N, entonces C' = s(C') es una cara
compacta de V. Sean p € Wg y p € W dos pesos en S5y S, respectivamente. Se tiene que

(Whe) " (Lyw) = (37 )71 (Lyio)
p,z P - p,(u,y) P

Por tanto (M,F) es (p,J)-no degenerado en p si y solamente si (M, F)|g, es (p,J)-no de-
generado en p. Haciendo esto para toda cara compacta C del poliedro N, para todo estrato
J e HEk,EIEk y para todo punto p € Ej, y en vista de la Observacién 4.1, concluimos el
resultado. |

4.3. Teorema de equivalencia

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado

Teorema 4.1. Un espacio foliado hiperbélico-complejo es Newton no degenerado si y solamente
si es de tipo térico débil.

Primero veamos como se relacionan pesos y estratos por explosiones combinatorias.

Relacidon entre los pesos y estratos por explosién. Sea 7 un tejido soporte y denotemos
por 7' =m;T = (I',H’) su explosién centrada en un estrato J. Siguiendo las notaciones de la
Definicién 2.2, recordemos que podemos dividir H y H’ como sigue:

H=H;UK;, donde K;={JJNnH={KecH; JCK} vy

H=H,U( | HE), donde HE = {(K\J)UAU{sc}; AC T},
KeK

Para cada K € K; y A C J, definimos el subconjunto W# C Wy como:

A _ . pj=py=r, paratodojj € J\A
o {p & Wi p(j) >, para todo j € A.
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Obtenemos de esta manera una particién {Wf}} acy del espacio de pesos Wy .

e A=1
o A={i}
o A={i,j}

J=1{1,2,3} ’ J:{1,2}

Figura 4.1: Representacion baricéntrica de Wy 5 3} y sus particiones.

Ademas, tenemos una biyeccion gb’;} : Wf} — Wk entre un elemento Wfé de la particién y
el conjunto de pesos Wy, donde K’ = (K \ J) U AU {oo}. Esta viene dada como sigue:

o Wik — Wy
p;:pﬁ JEKN\J
p e Wi =S P =
pj=pj—1, jEA (4.1)

p=0(), GEK\J |

pi=rs JEJ\NA 1 peRE

pi=piph JEA
Observacion 4.3. Considérese 0 € Z5; y o/ = Ak/(0) € ZIZ{(), donde ¢’(j) = o(j) para todo
j€ K'\{oo} y 0'(00) =3 ,c;0(j) (véase la Ecuacién 2.2). Se tiene la igualdad p(o) = p'(0'),
donde p' = ¢ (p). En efecto,

Py =Y pic()+Y (i =)o) +rY_oli) =

JEK\J JEA jed
= > piol)+ D _pio)+r Y o(i) = plo).
JEK\J jeA jEJ\A

En particular, se tiene que )\KI(ATP’) = Ag, para todo v € V,. Fijemos ahora un sistema de
poliedros {T,{N;} e, 1} sobre el tejido soporte T. La igualdad anterior significa que, si C' es
la cara del poliedro Nk asociada al peso p, tenemos que C’ = Ak (C) es la cara del poliedro
N, asociada al peso p/, donde Nj,, denota el transformado total de N.

Estabilidad de ser Newton no degenerada. Queremos probar que la propiedad de ser
Newton no degenerado para un espacio foliado es estable por explosiones e implosiones combi-
natorias. Esto es, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.3. Sea 7 : (M’ F') — (M, F) una explosién combinatoria permitida entre
espacios foliados. Tenemos que (M, F) es Newton no degenerado si y solo si (M’, F') lo es.

Vamos a considerar un espacio foliado (M, F) y « : (M, F') = (M, F) una explosién
combinatoria permitida centrada en E;. Tomamos un estrato combinatorio K € H s g tal que
J C K yotro K" € H!X C H g en su transformado y escribimos K/ = (K \ J) U AU {o0}.
Fijamos un peso p € W{é y consideramos su correspondiente p’ = qS‘f}(p) € Wg. Finalmente,
marcamos también un punto p € Sk . Tenemos el siguiente resultado:
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Lema 4.1. El espacio foliado (M, F) es (p, K)-no degenerado en p si y solamente si (M’, F’)
es (p’, K')-no degenerado en todo punto ¢ € 7= 1(p) N Sk.

Demostracion. Tomamos coordenadas z = (x,y) adaptadas a E en el punto p y un generador

Z wex?, donde wU:ZagJ( dw] + Z bo,s(y)dys.

oeZX, JEK i s€c(K)

Fijado un punto q € 7~1(p) N Sk y un indice jo € J \ 4, el morfismo de explosién 7 centrado

en Ej, viene dado en coordenadas z’ = (x’,y’) adaptadas a E’ y centradas en ¢ como sigue:
Tj, =Tl T =aixlh, jEA; my=af, jEK\J

wj =l (Y +N), m € Jas ys =y, s € ¢(K),

donde J4 = J\ (AU {jo}). Consideremos los vectores e, € R74 dados por e,(j) = 6, ;, con
J,7 € Ja (delta de Kronecker) y escribamos u’” para denotar el producto [[,.c ;, (v, + )7,
donde 7 € Z74. Dado o € ngo, denotemos o’ = Ak~ (o). Tenemos que:

B da’,
X7 = () ey mee = Y e (y)
JEK'\{oo} 7
dx!
( Z aa,j ) = eraa r( dyr + Z ba 9 )dys

jeJ Too reJa s€c(K)

En vista de la Observacién 4.2, para saber si (M', F’) es (p’, K')-no degenerado en el punto g,
basta trabajar con w’ = 7*w. Consideramos la escritura de w’ adaptada a E’, esto es:

w = Z wg/xlgl; Wo! = Z a 7"" Z b dyy
o'ezk’ JEK' Tj s€c(K")
>0
identificando ¢(K') con ¢(K)U J4. Dado o € Z o tenemos que
g ;(¥) = Ao (Y)W7Va, € K\ {00} b oo(y) =D a0, (y )74,
jeJ
Vyr () = o (¥ )07V € Tas U (¥') = s (y)u'7Va, s € e(K).
Denotemos A = AZ’J(W), Q= U h(Lw) y Q = \Ifl’p:(Lp/w’). Recordemos, en vista de la

g9,z

observacién 4.3 que vy (W) = v,(w) =y que Ayi’,(w - /\K/(A). De esta manera, tenemos que

dT}; ,d
Q0= Z AjTj + Z BydRj,, Z A ) s, donde
JjEK s€c(K) JEK' J s€c(K’)
Aj = Z G'U,jTg§ Bs = Z ba,sTa y
oEA cEeA
A=Y gen o (y oA T (), j € K"\ {ook;

A= 3 (Ljes o) Julam s,

gEA
Bl = Y g, (y ot ), re Ja
geA
= 3 bos(y)ulam A ), s € c(K).
ogeA

81



4.3. TEOREMA DE EQUIVALENCIA

» Si (M, F) no es (p, K)-no degenerado en p, existe pu € (C*)X tal que
Ajlp(1) = Bslp(p) =0, jeK,s€c(K)

Tomando el punto ¢ € m~1(p) N Sk definido por A\, = p,/pj, € C* parar € Ju y el
vector p’ € (C*)X" dado por 1 = p;j/pj, para j € A, p; = p; para j € K\J y pl, = 1y,
tenemos que

Al () = Alp(m) =0, j € K\ {ooks  Alle(w) =) Ajlp(n) =0
JjeJ

Bly(u) = Al =0, j v Jui Blly(w) = Bly(u) =0, s € (k).

J

y como consecuencia (M’ F') no es (p', K’)-no degenerado en q.

» Reciprocamente, supongamos que existe un punto ¢ € 7 '(p) N Sk de manera que
(M', F") no es (p', K')-no degenerado en q. Esto es, hay un vector p’ € (C*)X" tal que

Ajlq(w') = Bilg(n') =0, jeK' sec(K)
Tomamos el vector g € (C*)X dado por
Mjo = Hoo; My = Wiin, € A; =, jEKN\NJT y pj =Nl j€Ja,
que esta bien definido, porque A\, € C* para todo r € J4, ya que ¢ € Sk/. Tenemos asi

Ajlp(p) = Bslp(n) =0, j €K, s € c(K)

y como consecuencia (M, F) no es (p, K)-no degenerado en p. [ |
U
, N0}
Nioo)
Ngjy Ny /
!/
Nijoo)
!/
Nisy
Ny
—_
!/
Nioo)
E;
Lj
Pij )

Pj,00

Figura 4.2: Movimiento del poliedro y estabilidad.
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CAPiTULO 4. FOLIACIONES NEWTON NO DEGENERADAS

Demostracion de la Proposicion 4.3. Concluimos como sigue:

» Fijado A C J y por la biyeccién ¢4 definida en la Ecuacién 4.1, tenemos que (M, F) es
(p, K)-no degenerado en p € Sk para todo peso p € Wit si y solamente si (M', F') es
Newton no degenerado para todo punto q € 7~ 1(p) N Sg.

» Tomando todos los subconjuntos A C J, tenemos que (M, F) es Newton no degenerado
en el punto p € Sk si y solamente si (M’, F') es Newton no degenerado para todo punto

genl(p).

= Moviéndonos a lo largo de Sk, obtenemos que (M, F) es Newton no degenerado para
todo p € Sk si y solamente si (M, ') es Newton no degenerado para todo ¢ € Uyse Sk

» Finalmente, consideramos todos los K € K; y obtenemos que (M, F) es Newton no
degenerado si y solamente si (M’, ') es Newton no degenerado. |

Etapa final. Consideremos un espacio foliado hiperbdlico-complejo (M, F). Recordemos, por
la Proposicién 1.3, que en esta situacion se tiene la igualdad

puntos no presimples }

log-Sing(F, E) = { para (M, F)

y como consecuencia tenemos que log-Sing(F, E) C Sing(F, E).

Dado un estrato J € Hps, g, supongamos que Ny = N;j(M, F) tiene un solo vértice, esto es
que N; = RZ, o equivalentemente que (M, F) es combinatoriamente regular en S; (véase la
Definicién 2.12). Tenemos que

Lema 4.2. El espacio foliado (M, F) es Newton no degenerado en un punto p € Sy si y
solamente si p es un punto presimple para (M, F).

Demostracion. Un generador de F estd dado en coordenadas (x,y) adaptadas a F en p por
=) (ajo+ &j)fdxi + (bs,o + bs)dys, a;,bs € (x)
w ‘ -
JjeJ J sec(J)

Nétese que a;j(p) = ajo(p) v bs(p) = bs,0(p). Puesto que hay una tnica cara compacta del
poliedro, ser J-no degenerado en p es equivalente a que haya una unidad entre los a; y los bs 0,
que a su vez equivale a que haya una unidad entre los a; y los b, esto es a que p ¢ log-Sing(F, E)
y por tanto, a que sea un punto presimple para (M, F). |

Observacion 4.4. Para los estratos con #J < 1, cuyo poliedro siempre tiene un solo vértice,
tenemos que (M, F) es Newton no degenerada solamente si todo punto p € S; es presimple
para (M, F). En particular, los puntos singulares de F tienen que estar todos contenidos en F.

Ny pESJ

I
e

Figura 4.3: Situacién final en un punto p € 5.
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4.4. EJEMPLOS

Observacion 4.5. Sea (M, F) un espacio foliado, consideremos T = Trq 7 su tejido soporte
combinatorio y N+ su sistema de poliedros de Newton asociado. Nétese que J € Sing(N) si
y solamente si N; no tiene un solo vértice. Esto es equivalente a que E; C log-Sing(F, E) C
Sing(F, E'). Como consecuencia, si J € Sing(N) entonces E; es invariante. Por tanto la ex-
plosién ;7T del tejido soporte 7 centrada en el estrato J induce una explosién combinatoria
admisible de (M, F).

Demostracion del Teorema 4.1. Probaremos las dos implicaciones:

1. Supongamos que (M, F) es de tipo térico débil y fijemos una pre-reduccién de singulari-
dades combinatoria 7 : (M', F') — (M, F). Como (M’, F') estd predesingularizado, esto
es log-Sing(F’, E') = (), en particular es un espacio foliado combinatoriamente regular y
como consecuencia NMag 7 es un sistema de poliedros donde cada N/, tiene un solo vér-
tice en el origen de R’". Por tanto, podemos usar el Lema 4.2 para concluir que (M', F')
es Newton no degenerado. Ahora, en vista de la estabilidad dada en la Proposicién 4.3,
obtenemos que el espacio foliado (M, F) es Newton no degenerado.

2. Supongamos ahora que (M,F) es Newton no degenerado. En vista del Teorema 2.2,
sabemos que existe una reduccién de singularidades para N # y por la Observacion 4.5,
ésta induce una sucesion de explosiones combinatorias admisibles

7 (M F')—= (M, F)

En vista de la estabilidad dada en la Proposicién 4.3, tenemos que (M’, F’) es un espacio
foliado Newton no degenerado. Estamos en las hipotesis del Lema 4.2 y concluimos que
todo punto ¢ € M’ es presimple para (M’ F'), es decir, que (M’, F’) es un espacio
foliado predesingularizado. De esta manera, m es una predesingularizacién combinatoria
de (M, F) y por tanto éste es un espacio foliado de tipo térico débil. |

De manera inmediata tenemos que:
Corolario 4.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio foliado:
1. Es de tipo térico débil
2. Hay una desingularizacién del sistema de poliedros que predesingulariza el espacio foliado.
3. Toda desingularizacion del sistema de poliedros predesingulariza el espacio foliado.

4. Es Newton no degenerado.

4.4. Ejemplos

La primera familia de ejemplos que tenemos son las foliaciones dadas por df = 0, donde
f =0 es un germen de hipersuperficie Newton no degenerado, en el sentido de la teoria clasica.
Recordemos brevemente estos conceptos conocidos que se pueden encontrar en [36].

Situacién global: El toro complejo. El anillo de polinomios de Laurent C[u,u~?], don-
de u = (ug,ug, - ,uy), es el anillo de funciones regulares definidas en el toro complejo n-
dimensional. Dado un polinomio de Laurent f = > f,u?, la restriccién-soporte fc a un sub-
conjunto C' C Z" se define como fo = > . fou? y el politopo convexo A(f) de f se viene
dado por

A(f) = Conv({a ez f, o}).

84



CAPiTULO 4. FOLIACIONES NEWTON NO DEGENERADAS

En este contexto, cuando hablemos de pesos, permitiremos a sus entradas tomar valores nega-
tivos, esto es, un vector de pesos es un elemento p € W, donde W~ = (R™)*. Un polinomio
de Laurent F € C[u,u™!] decimos que es p-homogéneo si es de la forma

_ - . )
F= ZJGH}} Asu?, A, € C*,  paraalgin v € R.

De igual manera que en el caso local, tenemos una particion {Wc } del espacio de pesos W~
asociada a las caras C del politopo homogéneo A(f). De esta manera la restriccién-soporte fo
es también la p-forma inicial de f para los pesos p € W,,. Tomamos la subvariedad de (C*)"
definida por H = (f = 0). Se dice que H es no degenerada para p € W, (véase [36]) si la
subvariedad definida por

Ho ={t € (C)"; fo(t) =0}

es una superficie lisa reducida, esto es si la foliacién dada por (dfc = 0) no tiene singularidades
en He. Se dice que H es no degenerada si la condicién se da para cada cara del politopo A(f).

Antes de continuar, vamos a hablar de un resultado que relaciona el nimero de soluciones
de un sistema de n polinomios de Laurent en n variables con el volumen mixto de los politopos
convexos asociados a él y que serd de gran utilidad en el Capitulo 5 (véase [5, 35]).

Definicién 4.3. Una n-upla F = (Fy, Fy,--- , F,;) de polinomios de Laurent p-homogéneos es
no degenerada si (Fy = Fp = --- = F,, = 0) no tiene soluciones en el toro complejo (C*)™. En
otro caso, decimos que es degenerada.

Definicién 4.4. Una n-upla f = (f1, fo,..., fn) de polinomios de Laurent arbitrarios estd en
posicion general, si las restricciones fo = (fic, foc, . - ., fnc) son no degeneradas para cada cara
compacta C' del politopo convexo A(f) = Conv(A(f1), A(f2),...,A(fn))-

Observacion 4.6. Fijada una lista A = (A1, A, -+, A,,) de politopos convexos en R", consi-
deramos todas las posibles n-uplas f = (f1, fa,..., fn) tales que A(f;) C A; y consideramos el
espacio de los coeficientes

Ve CVox eV x.oox €N,

Existe un abierto de Zariski U C V tal que todo sistema de polinomios de Laurent con coefi-
cientes en U estd en posicion general (véase [5]).

Sea A = (A1,As,...,A,) una lista de n politopos convexos A; C R™. El volumen mixzto
MV(A) viene dado por la suma alternada

MV(A) =" Y (=) "Va(Ai, + Ai, + -+ A,) € Ry,
donde A;, + A;, + -+ A;, es la suma de Minkowski y V,,(-) denota el volumen Euclideo

n-dimensional.

Teorema 4.2 (BKK). Si f = (f1, f2,...,fn) es una n-upla de polinomios de Laurent en
posicién general, entonces

#{ soluciones de (f1 = fo =--- = f, = 0) } = MV(A(Y))

en el toro (C*)"

En el Capitulo 5 usaremos el resultado BKK para dar una clasificacién de las foliaciones
Newton no degeneradas sobre el plano proyectivo visto como variedad torica.
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4.4. EJEMPLOS

Situacién local: Gérmenes de hipersuperficies. Consideramos el espacio ambiente M,
y un germen de hipersuperficie H dado por una ecuacién reducida H = (f = 0). Tomamos
coordenadas x adaptadas a E. Notese que, en este caso Og, = Og, o ~ C. Dado un peso
p € Wy, sea

Py = (Up%) (Lo f) € C[T].

Decimos que H es Newton no degenerada para p (véase [35, 36]) si la variedad
Vo ={t € (C")"; P,(t) =0}

es una superficie lisa reducida en el toro complejo (C*)", o de manera equivalente, si se tiene
que (dP, = 0) N (C*)! = 0. Decimos que H es Newton no degenerada si lo es para todo peso
p € Wy. Denotemos F el germen de foliacién definido por (df = 0). Recordando que

Ule(dP,) = D(L,f) = L,(df),

tenemos que H es Newton no degenerada para p si y solo si el espacio foliado (M, F) es (p, I)-no
degenerado. Haciendo esto para todo peso, tenemos que H es Newton no degenerada si y solo
si el espacio foliado (M, F) es Newton no degenerado.

Espacios foliados para un poliedro de Newton fijo. Vamos a ver como se puede dar
una coleccién de ejemplos significativa de espacios foliados Newton no degenerados cuando el
espacio ambiente es My = ((C",0), E) con E = U;erE;, donde I = {1,2,...,n}.

Sabemos que se puede construir una foliacién Newton no degenerada con poliedro de Newton
igual a N. En efecto, es suficiente un germen de hipersuperficie f = 0 con estas propiedades,
que sabemos se pueden encontrar dentro de un abierto de Zariski; la foliacién df = 0 cumple
nuestros requisitos. Por otro lado, la condiciéon de ser no degenerado, al margen de la condicién
cerrada de integrabilidad de Frobenius, es una condicién Zariski-abierta. Esto nos garantiza la
existencia de un abierto de Zariski no vacio dentro del espacio de foliaciones con poliedro N
dado, que cumplen la condiciéon de ser Newton no degeneradas.
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Capitulo 5

Globalizacion de ramas aisladas
de foliaciones no degeneradas

En este capitulo damos una clasificacién de las foliaciones hiperbdlico-complejas Newton
no degeneradas definidas en superficies téricas proyectivas no singulares. Como consecuencia,
probamos que las ramas invariantes aisladas estdn todas ellas contenidas en curvas globales. En
particular, para estas foliaciones existe al menos una curva global invariante. Estos resultados
de clasificacién y prolongacion global seran ademaés de utilidad clave en el teorema de existencia
de superficie invariante del Capitulo 6.

Los resultados que se exponen aqui estdn integramente contenidos en la pre-publicaciéon
[30] que se incorpora como anexo. Como ya hemos hecho anteriormente para el Capitulo 2,
expondremos las definiciones, enunciaremos los resultados y daremos el hilo conductor de sus
pruebas, dejando los detalles de éstas para ser consultado en el Anexo II.

5.1. Foliaciones no degeneradas en el plano proyectivo

Consideremos en primer lugar una foliacién algebraica Gy en la superficie térica afin C? y
un generador w adaptado a F¢2, que describimos en coordenadas como
dx dx
w= al—l + ag—z, con ay,as € Clzy,zo).
T ZTo
Decimos que Gy estd en posicion general silo estd el par (a1, az) y llamamos poligono afin A(Gy)
de Gy al politopo convexo A(Gg) = A(ay,as) . Si denotamos por N el poligono de Newton

N = N{l,Q}(((C27 EC2)7 gO)u

tenemos la relacion N = Conv(A(Gy) + RZ). Por tanto, los lados compactos de N son todos
ellos lados del poligono afin A(Gy). Ademds, se tiene que un lado Ly de A(Gy) satisface la
condicién Ly C {7 € RZ; 7(i) = 0} para algtn i € {1,2} si y solamente si Ly estd contenido

en un lado no compacto de N.

Observacion 5.1. En estos términos, podemos también describir la condicién de ser Newton no
degenerada. Especifiquemos:

» La superficie foliada ((C?, Ecz),Go) es {1,2}-no degenerada si y solamente si los pares
(a1]|Lo,a2|L,) son no degenerados para todo Ly lado compacto de N.

» La superficie foliada ((C2, Ec2), Go) es {i}-no degenerada si y solamente si el par (a1|r,, az2|r,)
es no degenerado para el lado Lo (o vértice) de A(Gp) que satisface

Lyocire R%O; 7(1) = 0}.
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5.1. FOLIACIONES NO DEGENERADAS EN EL PLANO PROYECTIVO

= Las condiciones de no degeneracion sobre la restriccion al resto de lados del poligono afin
se leen en los estratos que se obtienen al completar la foliacion a IP%. Esto lo vemos con
mas detalle a continuacion.

Sea ahora G una foliacién en la superficie térica IF’(QC y tomemos las notaciones como en la
Seccién 1.12. Tomemos un generador homogéneo W de G como en la Ecuacién 1.10 dado por

X
W = A X

dX, dXo
A A
o + A X1 + Aa )(2 )

con Ag + Ay + A2 = 0 y denotemos d = dg. Definimos el poligono homogéneo Ap(G) de G por
AR(G) = Conv (A(Ag) UA(A]) UA(Ay)) C R,

El nombre “poligono homogéneo” se debe a que Ay(G) C A% con A = Af, | ) (véase la
Ecuacién 3.1). Vamos a trabajar con las i-cartas afines G; de G. Consideremos las proyecciones
ol: Al S A

(1,1,1) 1,1) donde j, k # 1.
o= (0’0,0’1,0’2) — (Uj;O'k s J ?é

Se tiene la relacién A(G;) = ®¢(Ax(G)) v a cada A(G;) lo llamamos la i-carta de Ap(G). Del
mismo modo, para cada lado L de Ap(G), definimos la i-carta L; de L como L; = ®¢(L).
Denotemos N; el poligono de Newton

Ni = Ny ((Ais Dy), Gi).

Sabemos que un lado L de Ap(G) satisface la condicién L C {o € A?l 1,1y; 0i = 0} siy solo
si Ly estd contenido en un lado no compacto de N, para £ = j,k. En otro caso, tenemos el
siguiente enunciado, que asegura que todos los lados se ven reflejados en alguna carta afin.

Lema 5.1. Dado un lado L de A, (G) talque L ¢ {0 € A?il,l); o; = 0} paraningin £ = 0,1, 2,
existe una unica carta afin A; tal que L; es un lado compacto de N;.

El objetivo en esta seccién es probar el siguiente resultado para el poligono homogéneo:

Proposicién 5.1. El poligono homogéneo Ay, (G) de una foliacién Newton no degenerada G en
PZ es o bien un segmento o bien un solo punto.

Dado un lado L de Ay (G), damos una descripcién de las restricciones-soporte A;p:

1. Cuando L C {o € A?l L1y Oi = c} para algin ¢ € {0,1,2} y ¢ € Z>(. Detallamos el
caso i = 0 y los demds se hacen de forma similar. Los A;z, son polinomios homogéneos de
grado d de la forma A;;, = X§A;r, con Aj1, € C[X;, X5, para j = 0,1,2. Esto es

d;

- ol ol ; i

Ajr = X7X [[(X2 — g X1), ol +0)+dj=d—c (5.1)
=1

2. En otro caso, salvo reordenar las variables, existe un monomio X tal que A;; = X 7Air,
para cada j = 0,1,2, donde A,;, € C[U,V] son polinomios homogéneos de grado n con

U=XJ,V=X"X3 dn=d—|o|y0<a<d. Estoes,

-~ n]

Ay = (X (xi x9) s [[(XT X8 — ag X§);  uj+vj +nj =n. (5:2)
/=1

88



CAPITULO 5. GLOBALIZACION DE RAMAS AISLADAS DE FOLIACIONES NO DEGENERADAS

Observacion 5.2. Los casos anteriores se pueden considerar de forma unificada escribiendo
U = X1,V = X5, cuando estamos en el primero de ellos.

El siguiente resultado asegura que si la restriccion a un lado es no degenerada en una carta,
también lo seréd en las demés. Esto es:

Lema 5.2. Sea L un lado de A, (G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Existe un indice 7 € {0, 1,2} tal que (G;, L;) es no degenerado.
2. Para cada indice ¢ € {0,1,2}, tenemos que (G;, L;) es no degenerado.
Este Lema 5.2 junto con la Observacién 5.1 no permite concluir que:

Lema 5.3. Si G es una foliacién Newton no degenerada en ]P’%:7 entonces cada i-carta afin G;
estd en posicién general, para ¢ = 0,1, 2.

La carta Gy estd generada por la forma wy = afdz9/x9 + aJdzy/29. Este tltimo lema nos
permitira aplicar el Teorema 4.2 para concluir que

MA(A(af), A(ag)) = 0.

Como ademds, la restriccién a cada lado de A(Gp) es no degenerada, podemos concluir que
A(Gp) es o bien un solo punto o un segmento y, como consecuencia, también Ap(G). Con la
escritura en las Ecuaciones 5.1 y 5.2 tenemos, salvo reordenacién, tres casos para el poligono
homogéneo A (G) que mostramos en la siguientes figuras:

(0,0,d)

* (0,d,0)

Figura 5.1: Caso a) Un solo

vértice. Figura 5.2: Caso b) Segmento

que une (0,d,0) y (0,0,d).

(07 a, d— (l)
(d,0,0)

Figura 5.3: Caso c¢) Segmento
que une (d,0,0) y (0,a,d—a).

5.2. Naturaleza global de las ramas invariantes aisladas

El objetivo de esta seccidn es probar el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Las ramas invariantes aisladas de foliaciones hiperbdlico-complejas Newton no
degeneradas definidas en superficies toricas proyectivas, se extienden a curvas globales.

En el Teorema 4.1 hemos visto que ser Newton no degenerado es equivalente a ser de tipo
torico débil en el marco hiperbdlico-complejo. El Teorema 5.1 se puede establecer como sigue:
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5.2. NATURALEZA GLOBAL DE LAS RAMAS INVARIANTES AISLADAS

Teorema 5.1. Las ramas invariantes aisladas de foliaciones hiperbolico-complejas de tipo térico
débil definidas en superficies téricas proyectivas, se extienden a curvas globales.

Basta probarlo para foliaciones en el plano proyectivo gracias a las siguientes propiedades:
= La geometria biracional de las superficies toricas no singulares descrita en el Teorema 1.3.

= La estabilidad por explosiones e implosiones combinatorias de la propiedad de ser Newton
no degenerado dada en el Teorema 4.3.

= Las propiedades de estabilidad por explosiones e implosiones combinatorias de las ramas
invariantes aisladas vistas en la Proposicién 1.5.

Tomemos una foliacion G del plano proyectivo IE”% y distinguimos las tres opciones a), b) y ¢)
para el poligono homogéneo. Escribamos D = E]p% .

a) Un generador homogéneo W de G estd dado por
W = XNdXo/Xo + MdX1 /X1 + XadXs/ X,
M+ +A=0, NeC i=0,1,2

= Si g = 0, entonces Sing(G, D) = Sing(G) = {Op} y Oy es una singularidad presimple
de tipo esquina.

= Si MApA1A2 # O,entonces Sing(G, D) = Sing(G) = {Ogp, O1, 02} todas las singularida-
des son presimples de tipo esquina.

Por tanto no hay ramas invariantes aisladas.
b) Un generador homogéneo W de G estd dado por

dX dX dX
W = Ao(Xl,XQ)io + Al(Xl,XQ)il + AQ(Xl,X2)72’ donde
Xo X1 X5
Ag+ A1+ A; =0, A, € C[Xy, X5] son homogéneos de grado d.

Se tiene que las tnicas ramas invariantes aisladas son del tipo
(bx,Py) v (€x,0p), donde £y = (X3 —AX; =0) y P, =10,1,}], con
AeAg vy Ag = {)\ e Cr AQ(l,)\) = 0}.

Es decir, las Unicas ramas invariantes aisladas estdan contenidas en una familia de rectas
pasando por Og = [1,0,0]. Ademds, como estamos en el marco hiperbélico-complejo,
podemos garantizar que esta familia tiene d elementos.

¢) Un generador homogéneo W de G estd dado por

W= Ao(U, V)‘%O + AU, V)d%1 + AU, V)%?, donde
Ao+ A1+ A2 =0, A; € C[U,V] son homogéneos de grado n, con
U=Xd, V=xXx%"%X2 d=dn, a=an y n=ged(d,a),
Se tiene que las tinicas ramas invariantes aisladas son del tipo
(Cx,01) v (Cx,05), donde Cy = (X¥ X% — AXd = 0) con
ANeAg v Ag ={\eC*; (ado+ dAs)(1,\) = 0}.

Es decir, las tinicas ramas invariantes aisladas estan contenidas en una familia de curvas
que son localmente cispides en los puntos O; y Oz. Ademds, como estamos en el marco
hiperbdlico-complejo, podemos garantizar que esta familia tiene n elementos.
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En ambos casos b) y ¢) la prueba se hace mirando al final de la pre-reduccién minimal de
singularidades, observando que las tnicas ramas invariantes aisladas en esta etapa final son
gérmenes de los transformados estrictos de las curvas £) y C que nos interesan.

L2

Figura 5.4: Predesingularizacién minimal en el caso b).

@ o
)

Figura 5.5: Predesingularizacién minimal en el caso c).

5.3. Existencia de ramas invariantes aisladas

Damos resultados locales y globales sobre la existencia de ramas invariantes aisladas en los
contextos de tipo térico y tipo torico débil, exhibiendo las diferencias que surgen al considerar
la propiedad mas débil o la mas fuerte.

Proposicién 5.2. Supongamos que (S, G) es hiperbdlico-compleja de tipo térico en un punto
p perteneciente al lugar singular adaptado Sing(G, D). Si p no es presimple de tipo esquina,
entonces existe una rama invariante aislada (I", p) pasando por éL

Observacion 5.3. Este resultado es falso si asumimos que (S,G) es solamente de tipo térico
débil en p: por ejemplo, cuando e, (D) = 1 y la foliacién estd definida localmente por el campo
de vectores radial. Sin embargo, cuando trabajamos de forma global con foliaciones de tipo
torico débil en superficies toricas proyectivas, si tenemos un resultado de existencia de ramas
invariantes aisladas como aseguramos en la Proposiciéon 5.3.

Sea G una foliacién de tipo térico débil hiperbdlico-compleja en el plano proyectivo IP’(QC.
Tomamos notaciones como en la Seccién 5.2 y recordamos la existencia de los tres casos a), b)
y ¢) para el poligono homogéneo Ap(G). Supongamos que Ap(G) no es un solo punto, es decir,
que estamos en el caso b) o ¢), consideremos A € Ag y denotamos:

Y =4{\, PL=Pyy P, =0y, si Ap(G) esté en el caso b).
Y =C\, PL =01y P, =03, si A,(G) esta en el caso c).
Tenemos que YND = {P;, P} y los puntos P; y P> no son puntos presimples de tipo esquina de

Sing(G, D). Ademés, los gérmenes (Y, P1) e (Y, P,) son ramas irreducibles: en el caso b) rectas
y en el caso c) cuspides de tipo (d,d — a) y (d, @), respectivamente. Sea

m:((8',D"),¢") = ((P¢,D),G)
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una, pre-reduccién de singularidades combinatoria y denotemos por Y el transformado estricto
de Y por 7. Tenemos que

Y'nD = {p},ps},
donde cada p; € 771(P;) es una singularidad presimple de tipo traza para i = 1,2. Sea & un

germen de campo de vectores tangente a G’ en el punto p; y con parte lineal L¢, no nilpotente.
Denotando por r(L¢,) = {a;, 1/} el ratio de sus autovalores, tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.4. Se cumple que r(L¢, ) = —7(Le¢,). En particular, se concluye que hay una singula-
ridad simple entre p} y ph.

Observacién 5.4. Cuando G es ademds de tipo tdrico, tenemos que p} y py son ambas singula-
ridades simples de tipo traza y por tanto (Y, P1) e (Y, P») son ramas invariantes aisladas.

Proposicién 5.3. Sea G una foliaciéon hiperbdlico-compleja de tipo térico débil en una super-
ficie térica proyectiva S y supongamos que existe un punto p € Sing(G, E's) que no es presimple
de tipo esquina. Podemos garantizar entonces, que existe una rama invariante aislada (T, q)
pasando por algin punto g € Sing(G, Fg).

Cuando estamos en el caso de tipo toérico, podemos decir todavia mas. Este enunciado
serd clave para la prueba del resultado de existencia de superficie invariante para foliaciones
torificables en (C3,0), que presentamos en el capitulo 6 de la memoria.

Proposiciéon 5.4. Consideremos una foliacién hiperbélico-compleja de tipo térico G en una
superficie térica proyectiva S y una rama invariante aislada (T',p). Sea Y la curva algebraica
proyectiva que extiende (T', p). Tenemos que cualquier rama (T, q) C (Y,q) con ¢ € Y N Eg es
una rama invariante aislada.

5.4. Integrales primeras racionales y curvas invariantes

En esta seccién probamos la siguiente propiedad para las foliaciones hiperbodlico-complejas
de tipo toérico definidas en superficies téricas proyectivas:

“O bien hay una cantidad finita de curvas globales invariantes diferentes del divisor,
todas ellas extendiendo ramas invariantes aisladas; o bien hay una integral primera
racional, pero no hay cabida para las ramas invariantes aisladas”.

Una rama invariante (I', p) de una superficie foliada (S, G) se dice propia para (S,G) cuando
cumple que p € D y ademés (I',p) ¢ (D,p). Esta propiedad es estable por explosiones e
implosiones combinatorias. Cuando (S,G) es de tipo térico débil, todas las ramas invariantes
aisladas son propias, puesto que cualquier singularidad estéd en el divisor.

Teorema 5.2. Tenemos la siguiente dicotomia para una foliacién de tipo térico G en una
superficie torica proyectiva .S:

I) Existe una integral primera racional y no hay ramas invariantes aisladas.

IT) No existe integral primera racional y toda rama invariante propia que se extiende a una
curva algebraica proyectiva es una rama invariante aislada.

De nuevo, es suficiente hacer la prueba para el caso S = P%. En efecto, tener integral primera
racional, ser un curva algebraica proyectiva, ser invariante, propia y aislada, son todo propieda-
des con un buen comportamiento bajo explosiones e implosiones combinatorias. Distinguimos
entre los casos a), b) y ¢) para el poligono homogéneo Ap(G) y tomamos la notaciones como
en la Seccion 5.2.

a) Sabemos que no hay ramas invariantes aisladas para G. Tenemos dos opciones:
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s Los puntos Op, O1, O2 son todos esquinas simples. En este caso, las componentes del
divisor X; = 0 son las tnicas curvas globales invariantes y tenemos la situacion II).

= Uno de los O; es un punto presimple pero no simples, digamos que Oy. Tenemos que:
Ao =DP— A\ =qA2=—p, p,q € Lxo.

por tanto d(X§ ?X{X5 ") es una integral primera racional y se da la situacién I).

b) En este caso, sabemos que hay ramas invariantes aisladas, es mds, en vista de la Obser-

vacién 5.4, tenemos que (£x,0p) y (£a, P\) son ambas ramas invariantes aisladas para
cualquier A € Ag; ademés, no hay mas que éstas. Debemos ver por tanto que se da la
situacién II), esto es que cualquier curva global invariante es o bien una componente del
divisor o bien una de las rectas £). Por reduccién al absurdo suponemos que existe una
curva global Y diferente de éstas y encontramos al final de la reduccién de singularidades
un punto simple por el que pasan dos ramas que no estan contenidas en el divisor, lo cual
nos proporciona la contradiccién deseada.

En este caso, de nuevo sabemos que hay ramas invariantes aisladas y cuales son y por tanto
queremos ver que la situacién II) se da, probando que cualquier curva global invariante
es 0 bien una componente del divisor o bien una de las curvas Cy con A € Ag.

Escribamos Cf = C) y consideremos la aplicacién racional
¢ PZ\ [0,0,1] — P2,
dada en coordenadas por
Yo =X, Vi = X&0XE, Yy = X3

Esta aplicacién es compatible con la accién del toro y nos permite reducirnos al Caso b).
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Capitulo 6

Existencia de superficie
invariante para foliaciones
torificables

El resultado principal de este capitulo asegura que, en el contexto hiperbdlico-complejo,
toda foliacién de tipo térico en (C3,0) tiene superficie invariante. Las foliaciones en esta familia
pueden ser dicriticas o no y de hecho la dificultad se concentra cuando aparecen componentes
dicriticas compactas del divisor excepcional tras una reduccién de singularidades combinatoria.
Vemos que estas componentes estdn dotadas de forma natural de una estructura de superficie
torica proyectiva y, de esta manera, usamos los resultados de prolongacién global del Capitulo
5 para finalmente obtener superficies invariantes.

Los resultados que se exponen aqui estan integramente contenidos en la pre-publicacion
[31] que se incorpora como anexo. De nuevo, expondremos las definiciones, enunciaremos los
resultados y daremos el hilo conductor de sus pruebas, dejando los detalles de éstas para ser
consultado en el Anexo III.

6.1. Superficies invariantes y separatrices parciales exten-
didas

Las separatrices parciales se han introducido en el articulo [15] en vista de formalizar los
argumentos para la construccién de superficies invariantes de foliaciones no dicriticas en dimen-
sién ambiente tres dados en el articulo [11]. Extendemos el concepto al caso dicritico y damos
propiedades que aseguran la existencia de superficies invariantes que se apoyan en ellas.

La propiedad de prolongacién. Consideramos una superficie foliada (S, G) con S = (S, D).
En dimensiéon dos solamente hacemos explosiones centradas en puntos y por tanto todas son
admisibles automaticamente. A partir de ahora, y con intencién de simplificar la exposicién,
cada vez que digamos “una curva Y en S” haremos referencia a “una curva analitica cerrada
irreducible Y en S”.

Definicién 6.1. Una superficie foliada (S,G) tiene la propiedad de prolongacién para ramas
aisladas si para cada rama invariante aislada (T, p), las siguientes condiciones se siguen:

1. Hay una curva Y C S extendiendo (T',p), esto es, tal que (I',p) C (Y,p). (N6tese que YV
es Unica).

2. SiY C S esla curva que extiende (I', p) y ¢ € YN D, cada rama (Y, q) C (Y, q) es aislada.
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Observacion 6.1. La segunda condicién implica que Y N D C Sing(G, D).
Lema 6.1. Una superficie foliada desingularizada (S,G) tiene la propiedad de prolongacién
para ramas aisladas si y solamente si para cada singularidad de tipo traza p € Sing(G), las
siguientes condiciones se dan para la tnica rama invariante (I', p) ¢ (D, p) que pasa por ella:
1. Hay una curva Y C S que extiende (T, p).
2. SiY C S es la curva que extiende (T, p), entonces Y N Dg;. = 0.

El Teorema 5.1 junto con la Proposicién 5.4 nos permiten concluir el siguiente enunciado:

Proposicion 6.1. La propiedad de prolongacién para ramas aisladas se cumple para cualquier
foliacion de tipo térico sobre una superficie ambiente térica proyectiva no singular.

Observacion 6.2. La foliaciéon dada por el clasico ejemplo de Jouanolou
W= (XgX) — X3)dXo + (X7 Xy — X3)dX, + (X3 X — X7)dXo, (véase [24]),
no cumple la propiedad de prolongacién para ramas aisladas. Nétese que, esta foliacién de P2

no es de tipo térico, pues tiene siete singularidades (no simples), por tanto no se puede elegir
un divisor con cruzamientos normales tal que la desingularizacién sea combinatoria.

Figura 6.1: Ejemplo de Jouanolou en (C3,0).

Separatrices parciales extendidas. Sea (M, F) un espacio foliado desingularizado en di-
mensién tres, donde M = (M, E) y M es un germen de espacio analitico complejo alrededor de
un subconjunto analitico compacto. En vista de la Observacién 1.16, el conjunto de singulari-
dades simples de tipo traza 7r g es un subespacio analitico cerrado de M, esto es, es la unién
de curvas no singulares Y C Sing(F) cumpliendo que ey (E) = ey (Eiy) = 1.

Una componente conexa C de Tr g se llama separatriz parcial de (M, F). Dado un punto
g € C, existe un abierto U C M que contiene g y una superficie irreducible S; en U, tal que el
germen de S, en cada ¢ € CNU es la unica superficie invariante que pasa por ¢’ y es diferente
de E. Ademads se tiene que

Sq N Einy = TF g, localmente en U.

Cuando la separatriz parcial C no interseca al divisor dicritico Eqjc, la superficie S, se extiende
a una superficie cerrada irreducible S¢ C M invariante para F. De hecho, este “argumento de
Cano-Cerveau” llega més lejos y asegura que esta superficie cerrada S¢ C M también existe
cuando C no corta componentes dicriticas compactas del divisor E. Como consecuencia, y como
se hard notar més adelante, la dificultad del problema se concentra en el caso en que aparecen
componentes dicriticas compactas.
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®)

Figura 6.2: Componente dicritica
compacta en la cual no se cierra Se.

Estamos interesados en conectar separatrices parciales de (M, F) a través de curvas inva-
riantes contenidas en las componentes dicriticas de E. Para ello, consideremos el conjunto

)
Z C Eqjc b) ez(E):l
tales que c¢) invariantes para F

d) Z N Sing(F) # 0

M =

Obsérvese que % es un conjunto finito; en efecto, hay s6lo una cantidad finita de componentes
dicriticas Ey C Egic. Ademds Sing(F) N Ej es finito y por cada punto p € Sing(F) N Ejy hay
como mucho una rama invariante contenida en E}, que no lo estd en Ej,,. Denotemos Ur g el
subespacio analitico cerrado de M dado por

Ure =Tr e U (UzexZ).
Noétese que cada g € Ur g es un punto simple de tipo traza y en particular e, (F) < 2.
Definicién 6.2. Una separatriz parcial extendida es una componente conexa de Ur g.
El siguiente resultado se sigue de la estructura del lugar singular descrita en la Seccién 1.7:

Lema 6.2. Consideremos una separatriz parcial extendida & C Ur g. Para cada punto g € &,
existe un entorno abierto U, C M de ¢ y una superficie irreducible S, definida en Uy, tal que

ENU, C S,

Ademas, el germen de S, en cada punto ¢’ € £ N U, es la Gnica superficie invariante pasando
por ¢’ que no estd contenida en E.

Definicién 6.3. Una separatriz parcial extendida & C Ur i es completa cuando
(Sq9) NE =(&,q), paracada g€,
donde Sy es el tnico germen de superficie invariante para F pasando por ¢ no contenido en F.

Corolario 6.1. Si £ C Ur g es una separatriz parcial extendida completa, existe una unica
superficie cerrada irreducible Sg C M invariante para F, tal que Se N E = &.

Dado que (M, F) es un espacio foliado desingularizado, la restricciéon (M, F)|g, a una
componente dicritica E} de E también estd desingularizada y ademaés tenemos que

(E|Ek)inv = -Einv|E1C y (E|Ek)dic = Edic|Ek~

Concluimos esta parte con el siguiente resultado:
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Proposicién 6.2. Sea (M, F) un espacio foliado desingularizado y supongamos que la super-
ficie foliada (M, F)|g, tiene la propiedad de prolongacién para ramas aisladas en cada compo-
nente dicritica Fj, de E. Entonces tenemos que toda separatriz parcial extendida de (M, F) es
completa.

4 g

(< -

Figura 6.3: Propiedad de prolongacién
a lo largo de una componente dicritica.

Superficies invariantes para foliaciones torificables. El resultado central en este capitulo
es el que sigue:

Teorema 6.1. Toda foliacién torificable hiperbdlico-compleja en (C3,0) tiene por lo menos
una superficie invariante.

Consideremos un germen de foliacion hiperbolico-compleja F y un divisor con cruzamientos
normales E° en (C3,0) y denotemos

MO = ((Cda O)7EO)

Supongamos que (Mo, Fp) es un espacio foliado de tipo térico y fijemos una reduccién de
singularidades combinatoria

o (M,}“) — (Mo,]‘-o).
Tenemos las siguientes afirmaciones:
Proposiciéon 6.3. Si Ey,, = (), entonces existe una superficie cerrada S de M que es invariante
para F y cumple que S ¢ FE.
Proposicién 6.4. Si Ei,, # 0 y E° = EY, , existe una separatriz parcial extendida de (M, F).
Proposicién 6.5. Toda separatriz parcial extendida de (M, F) es completa.

Veamos como se deduce el Teorema 6.1 de estos enunciados:
= Si E?

mv

# (), existe una superficie invariante para Fy contenida en E° y hemos terminado.
» Asumamos por tanto que E° = EY, .

e Si Eiy, = 0, la Proposicién 6.3 asegura la existencia de una superficie cerrada S € M
invariante para F, con S ¢ F.

e Si By, # (), existe una separatriz parcial extendida £ en vista de la Proposicién 6.4,
que es completa por la Proposicién 6.5; como consecuencia del Corolario 6.1, existe
una superficie cerrada S = Sg C M invariante para F, con S ¢ E.

En ambos casos, gracias al Teorema de la imagen directa de Grauert, obtenemos una
superficie Sy = o(S) de (C?,0) invariante para Fy, con Sy ¢ E°.

Las Proposiciones 6.3 y 6.4 se prueban en la Seccién 6.2 y la Proposicién 6.5 en la Seccién
6.3.
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6.2. Busqueda de singularidades traza.

El objetivo de esta seccion es probar las Proposiciones 6.3 y 6.4. Recordemos que tenemos
el espacio foliado (Mo, Fp) hiperbolico-complejo y de tipo térico, donde

Moy = ((C3’0)>E0)7 E° = Ecoiic'

Adem4s, tenemos fijada una reduccién de singularidades o : (M, F) — (Mg, Fo)-

Observacion 6.3. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si B,y = 0, entonces eq(E?) < 2. En efecto, si eg(EY) = 3, siempre encontraremos,
después de reduccién de singularidades, puntos p € M con e,(E) = 3; dado que estos son
simples, tenemos necesariamente que Fi,, # (0.

2. Si By # 0, entonces eg(E?) > 2. En efecto, si eg(E°) € {0, 1}, la reduccién de singulari-
dades o es el morfismo identidad, puesto que por definicién es combinatoria. Por tanto,
se cumple que E = E° y By, = 0.

Demostracion de la Proposicion 6.3. Distinguimos dos casos:

= Cuando o es el morfismo identidad, la foliacién Fy es regular y tiene cruzamientos nor-
males con E°. Por el Teorema de Frobenius, existe un tinico germen de superficie Sy en
(C3,0) invariante para JFy, con Sy ¢ E°.

» Cuando o no es la identidad, tenemos que eg(E®) = 2 y es una composicién de explo-
siones con centros de dimensién uno. Escribamos K = ¢~1(0). Cada punto p € K es no
singular y por tanto existe un inico germen de superficie invariante para (S,,p) ¢ (E,p).
Distinguimos dos situaciones:

- Si K no es subespacio analitico cerrado invariante para F, existe un punto regular
p € K tal que S, N K = {p}. Por tanto S = (Sp, p) define una superficie cerrada en
M, ya que M es un germen alrededor de K.

- Si K es invariante para F, tenemos que (K,p) C (Sp,p) para cada p € K, como
consecuencia, el germen de superficie (Sp,p) se extiende a una superficie cerrada S
definida en M e invariante para F, con K C S. |

Demostracion de la Proposicion 6.4. Es suficiente probar que el conjunto de singularidades de
tipo traza Tr g es no vacio. En efecto, en este caso encontramos por lo menos una separatriz
parcial para (M, F) que estd contenida de manera natural en una separatriz parcial extendida.
Dividimos la prueba en dos etapas:

1. Sea I'Y = EY N EY, donde E? y EY son dos componentes irreducibles de E° y asumamos
que T ha sido usada como centro de explosién en ¢ y que por tanto

D =o-1(I'\ {0})
es un divisor con cruzamientos normales. Si Di,y # (), entonces Tr g # 0.
2. Si eo(E®) = 3, entonces T g # 0.

Obsérvese que la primera etapa proporciona una prueba completa cuando eq(E®) = 2, ya que
en este caso se tiene que £ = D U E; U E5, donde E; es el transformado estricto de E? por o,
para i =1, 2.

En ambas etapas la clave de la demostracion es el uso del “teorema de Camacho-Sad refi-
nado” en [37]. |
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6.3. Prolongacion de ramas aisladas en foliaciones de tipo
torico
En esta seccién demostramos la Proposiciéon 6.5 que, en vista de la Proposicién 6.2, es

consecuencia del siguiente enunciado:

Proposicién 6.6. Para cada componente dicritica Ej, de E, la superficie foliada (M, F)|g,
tiene la propiedad de prolongaciéon para ramas aisladas.

Cuando Ej, es una componente dicritica no compacta de FE, la superficie foliada (M, F)|g,
tiene, de manera automatica, la propiedad de prolongacién para ramas aisladas. En otro caso,
en vista de la Proposicién 6.1, la prueba se sigue de la siguiente afirmacién:

Lema 6.3. Toda componente compacta E}, de E tiene estructura de superficie torica proyectiva,
donde E|g, es el divisor dado de manera natural por la accién del toro. Esto es (Ey, E|g, ) es
una superficie torica proyectiva ambiente.

_@/\A
— (N NN

Figura 6.4: Divisores compactos obtenidos por explosiones combinatorias.

Una componente irreducible Ej de E es compacta si y solamente si o(Ey) = {0}. Dado que
estamos en la situacion combinatoria, tenemos permiso de explotar el origen solo si eo(E®) = 3.
Por tanto, asumiremos que E° consta de tres componentes irreducibles. Fijamos un sistema
local de coordenadas (z1, 2, 3) en el origen de C? cumpliendo que E° = (z129w3 = 0), que
nos permite dar una inmersién de (C2,0) en IE”% como sigue:

(a1,a2,a3) € C* > [1,a1, a2, a3] € PE.

Denotamos H la unién de los planos coordenados de P que, como sabemos, define un divisor con
cruzamientos normales de forma natural. Tenemos que la sucesién de explosiones combinatoria
o : M — M, se levanta a una sucesion de explosiones combinatoria

& : (P, H) — (PL, H)

y cada componente compacta irreducible Ej de E' es también una componente irreducible de H.
Ademds, se cumple que E|g, = H|g, y por tanto (Ey, E|g, ) es una superficie térica ambiente.

De esta manera, se concluye la prueba del Teorema 6.1.

100



Conclusiones y proyectos

Los problemas o lineas de trabajo que se presentan en este capitulo, son una continuacién
natural del trabajo realizado durante el periodo doctoral y contemplado en esta memoria. Esto
es, se propone seguir con el estudio de los campos de vectores y las foliaciones de codimension
uno a través de propiedades combinatorias en su resoluciéon de singularidades.

Distribucién de hipersuperficies invariantes y hojas. Siguiendo a R. Thom, la existencia
de hipersuperficies invariantes para una foliacién de codimensién uno es muy util para entender
la dindmica de las hojas. Ademads, cuando el espacio de hojas esta separado de forma natural en
regiones, seria deseable tener por lo menos una hipersuperficie invariante en cada una de ellas.

En el caso bidimensional, podemos detectar regiones en el espacio de hojas separadas por
componentes dicriticas y esquinas nodales, una vez que hemos realizado una reducciéon de sin-
gularidades adecuada. Recordemos que una singularidad nodal es un germen de foliaciéon dado
por d(y/z*) = 0, donde A es un niimero real positivo no racional; aqui, la hipersuperficie real
ly| = |z|* proporciona una separacién local del espacio de hojas. Esta propiedad ha sido sefia-
lada por J.F. Mattei y D. Marin [26, 27] en su estudio de la topologia del espacio de hojas. La
existencia de ramas invariantes en cada una de las regiones obtenidas de esta manera ha sido
probada por L. Ortiz-Bobadilla, E. Rosales y S. Voronin en [37]. Este resultado se interpreta
como una “versiéon refinada del Teorema de Camacho-Sad”.

En dimensién superior y en el caso hiperbélico-complejo no dicritico, hay un manuscrito de
F. Cano, J.F. Mattei y M. Ravara-Vago, donde detectan las regiones naturales en el espacio de
hojas como el complementario en el divisor excepcional de los “bloques nodales”, donde estos
son los equivalentes en dimensién superior a las esquinas nodales. Ademas, ellos prueban la
existencia de hipersuperficie invariante en cada una de esas regiones.

En dimensién tres hay ejemplos de foliaciones sin superficie invariante; esto se debe a la
presencia de componentes dicriticas tras la reduccién de singularidades. Sin embargo ,en el caso
hiperbélico-complejo de tipo toérico, ya sabemos que si existen superficies invariantes. Como
hemos visto, este resultado se ha obtenido gracias a la particular estructura de la foliacion
restringida a las componentes dicriticas. Podemos esperar que el comportamiento combinatorio
en estas componentes nos permita construir “separadores naturales” del espacio de hojas. Una
vez que hayamos alcanzado este objetivo, proponemos investigar la existencia de superficies
invariantes soportadas por cada una de las regiones determinadas por estos separadores.

Reduccién de singularidades y superficies invariantes. En un articulo clasico de C.
Camacho, A. Lins-Neto y P. Sad (véase [8]), ellos prueban que un germen de foliacién en
dimensién dos sin sillas-nodo tiene la misma reduccién de singularidades que su conjunto de
ramas invariantes. Esto funciona incluso en el caso dicritico, pero es més claro y preciso en
la situaciéon no dicritica, donde ellos prueban que la multiplicidad algebraica de la foliacién
(més uno) y el nimero de Milnor son los mismos que para la unién de sus ramas invariantes.
La coincidencia de la reduccion de singularidades es un poco més general, como muestran
J. F. Mattei y E. Salem en [28] en su estudio de foliaciones de “segunda especie”. Algunas
veces el término “curva generalizada” se usa para hacer referencia a gérmenes de foliaciones
bidimensionales sin sillas-nodo.

101



Debido al ejemplo de Jouanolou, en dimensién superior no tiene sentido preguntarse si
una foliacién de codimension uno se desingulariza siguiendo la reduccion de singularidades de
sus hipersuperficies invariantes, incluso si estamos en el caso hiperbdlico-complejo. Cuando
la foliacién es no dicritica y sin sillas nodo, se sabe que toda reduccién de singularidades de
las hipersuperficies invariantes induce automaticamente una reducciéon de singularidades de la
foliacién (véase [20]). Esto justifica la terminologia “curva generalizada” para denotar foliaciones
no dicriticas hiperbdlico-complejas.

Nuestro trabajo acerca de las foliaciones de tipo torico, nos hace sospechar que hay dos tipos
de situaciones: foliaciones con una cantidad infinita de superficies invariantes o aquellas que solo
tienen una cantidad finita y todas ellas determinadas por las “separatrices parciales extendidas”.
Las primeras recuerdan el caso de foliaciones dicriticas en dimensién dos; por ejemplo, la folia-
cién “libro abierto”. La segunda situacion podria también ser relativa a foliaciones dicriticas,
pero pensamos que aun asi, en este caso las superficies invariantes estructuran la foliacién, en
el sentido de que su desingularizacién implicaria una desingularizaciéon de la foliacién como en
el caso de hipersuperficies generalizadas. En esta direccién, pensamos que se pueden esclarecer
estos hechos.

Foliaciones de tipo tdrico en variedades proyectivas téricas. En el capitulo 5, proba-
mos la “prolongacion global para ramas invariantes aisladas” para foliaciones de tipo térico en
superficies toricas proyectivas. Recordemos que una rama invariante de una foliaciéon en una
superficie se dice aislada si todos sus puntos infinitamente préximos son singularidades (en el
sentido adaptado) de la foliacién transformada; esto es, bajo cualquier reduccién de singulari-
dades de la foliacién, el transformado estricto de la rama corta un componente invariante del
divisor.

La generalizacion a dimension tres de la idea de rama invariante aislada, valida para folia-
ciones de tipo térico, puede ser un germen de superficie soportado por una separatriz parcial
extendida. En el contexto de tipo torico, la "propiedad de prolongacién global para ramas inva-
riantes aisladas” en dimensién dos, se podria generalizar a dimensién superior con la siguiente
afirmacion:

“Toda separatriz parcial extendida soporta una superficie global invariante.”

Nos gustaria probar esto para foliaciones de tipo térico en la variedad térica B3, dotada con el
divisor con cruzamientos normales dado por los cuatro plano coordenados, asi como en espacios
ambiente obtenidos desde ésta por una sucesién combinatoria (equivariante) de explosiones. En
una segunda etapa, también para variedades téricas proyectivas tales que la unién de las érbitas
no densas de la acciéon del toro es un divisor con cruzamientos normales.

De cualquier manera, serfa interesante tener una buena definicién de “superficie invariante
aislada” en espacios ambiente méas generales.

La pregunta de Thom para dimensién superior en el contexto térico dicritico.
Nos preguntamos si toda foliacién de codimensién uno de tipo térico en (C™,0) tiene una
hipersuperficie invariante, para n > 4. Tenemos dos vias para afrontar esta pregunta:

a) Explorar la posibilidad de una extensién del argumento de Cano-Mattei en. Este argu-
mento se basa en hacer una seccién tridimensional con un “agujero cohomoldgicamente
pequeno”, en la existencia de reduccién de singularidades en dimension tres y en el concep-
to de equidesingularizacion genérica. La dificultad de esta aproximacién seria el uso de una
secciéon tridimensional adecuada que respetase las propiedades de la clase de foliaciones
de tipo térico.

b) Para el caso n = 4, serfa posible aplicar la propiedaded de extensién global de dimensién
tres a componentes dicriticas compactas de una reduccién de singularidades combinatoria
(véase el parrafo anterior) del mismo modo que hemos hecho para el caso n = 3.
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Campos de vectores Newton no degenerados. Las foliaciones de dimensién uno estan
dadas localmente por un campo de vectores. Escribiendo el campo de vectores de manera
logaritmica como en la Ecuacion 2.4, podemos describir la clase de foliaciones Newton no
degeneradas de dimension uno en términos de sistemas de poliedros de Newton. Del mismo modo
que para la clase de foliaciones de codimensién uno, esto deberia corresponder con aquellas que
tienen reduccién de singularidades combinatoria. Estos campos de vectores se pueden manejar
mejor que los méas generales y nos preguntamos acerca de propiedades como la equivalencia
topoldgica, la distribucién de las cuencas de atraccion, la comparacién con la parte principal
(dada por la frontera del poliedro de Newton). Varias de estas propiedades han sido exploradas
por C. Alonso, M.I.T. Camacho y F. Cano sobre los nimeros reales, para otras clases de campos
de vectores en [1, 2].

Es interesante senalar el papel de las resonancias aritméticas en las singularidades elementa-
les. Pensamos que la propiedad de no resonancia es opuesta a la existencia de integrales primeras
racionales. Por tanto, asumiriamos esa condicién en nuestro estudio. Por otro lado, hay trabajos
de S. Pinheiro y H. Reis [39] que sugieren la presencia de partes “dicriticas” cuando se tienen
suficientes integrales primeras; estas propiedades estan siendo estudiadas también por J. Ribodn,
F. Cano, R. Rosas, M. Ravara-Vago y otros. En este espiritu, nos gustaria también describir
completamete los campos de vectores Newton no degenerados integrables.

Valoraciones divisoriales dicriticas. Las componentes dicriticas para una foliacién de codi-
mensién uno son componentes irreducibles genericamente transversales del divisor excepcional,
después de una sucesion finita de explosiones con centros invariantes. Tomando el lenguaje de
la geometria algebraica, podemos decir que las componentes dicriticas son algunas valoraciones
divisoriales del cuerpo de funciones racionales. Cuando consideramos el caso de una foliacion
con una integral primera racional, podemos interpretar estas valoraciones dicriticas como el
espectro de los puntos de indeterminacién.

Es una cuestion general describir propiedades de este espectro dicritico. Deseariamos hacerlo
principalmente en el caso de foliaciones Newton no degeneradas o de tipo térico. De manera
mas precisa, nos gustaria dar una idea sobre los siguientes asuntos:

» En dimensién dos el grafo dual de la reducciéon minimal de singularidades (hasta puntos
presimples) es una cadena. Algunos de los divisores no pueden ser dicriticos de entrada
por la forma del poligono de Newton (en el caso no degenerado). Pensamos que podemos
usar esta propiedad para describir completamente la distribucién de valoraciones dicriticas
para una fraccién racional en dimensiéon dos. Sabemos por trabajos de S.S. Abhyankar
e I. Luengo, que este conocimiento tiene su importancia en el problema de la Conjetura
Jacobiana.

= En dimensién superior, nos gustaria también describir las potenciales componentes dicri-
ticas en términos del poliedro de Newton. En particular, estamos interesados en como
podemos obtener una eliminacién de indeterminaciones con propiedades minimales.

La existencia de una cantidad finita de componentes dicriticas en el contexto de tipo térico
tiene una respuesta positiva, ya que por definicién disponemos de una reduccién de singulari-
dades. En dimensién superior a tres, no se conoce reduccién de singularidades para foliaciones
de codimension uno generales. De todos modo, seria posible mostrar esta propiedad de fini-
tud por argumentos indirectos que pueden utilizar situaciones combinatorias. En particular, la
aproximancién a través de la uniformizacién local de F. Cano y M. Ferndndez-Duque en [13],
usa bloques combinatorios muy cercanos a la idea de objetos de tipo térico.

Variedades polares de foliaciones de tipo térico y clasificaciéon analitica. Sabemos
que el tipo de equisingularidad de la polar genérica de una curva plana proporciona informaciéon
analitica de la curva y no meramente topoldgica. Las curvas y variedades polares (o jacobia-
nas) estan definidas de manera naturales como el lugar de tangencia de un par de foliaciones.
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Tomando estas ideas, es posible controlar en ciertos casos el clasico invariantes de Zariski de
curvas planas cuspidales cuando estan integradas como curvas invariantes llegando a la dltima
componente dicritica de una foliacién de tipo térico (este problema estd siendo desarrollado
ahora mismo por O. Gdémez). Por otro lado, los trabajos de N. Corral dan un teorema de
descomposicién cldsico para la curva polar genérica de una foliacién sin sillas-nodo.

En esta direccion, pretendemos en primer lugar describir completamente la curva polar
genérica de foliaciones de tipo térico bidimensionales y en segundo lugar explicar como se
distibuyen las variedades polares en dimensién superior.

Alternativa local de Brunella en el contexto Newton no degenerado. M. Brunella
pregunté si para una foliacién de codimensién uno en P2, una de las siguientes propiedades
tenia lugar:

a) Hay una superficie invariante global.

b) Hay una foliacién uno-dimensional por curvas algebraicas en IP’% que es tangente a la de
codimensién uno dada.

Esta es la asi llamada “alternativa de Brunella”, que se conoce en algunos casos (véase [17]).
Desde el punto de vista local, una versiéon de esta pregunta es la siguiente: “Dado un germen
de foliacién de codimensién uno en (C2,0) sin superficie invariante, cada hoja contiene una
rama analitica en el origen” La alternativa local de Brunella se satisface para la calse de
foliaciones hiperbdlico-complejas relativamente aisladas (RICH), como se muestra en [16], pero
es un problema abierto para el caso general dicritico.

En esta direccién se puede tratar con la alternativa local de Brunella para la clase de
foliaciones hiperbdlico-complejas Newton no degeneradas. La diferencia entres se de tipo térico
y ser Newton no degenerado es relativamente pequena y se concentra en la diferencia entre
singularidades presimples y simples de una foliacion, esto es, es una cuestiéon de resonancias
aritméticas. Ya conocemos la existencia de superficie invariante para el caso de tipo térico,
lo que proporciona una respuesta positiva trivial a la alternativa para este caso. En cambio,
esto no se extiende necesariamente a la situacion Newton no degenerada. Esperamos que las
propiedades combinatorias de las foliaciones Newton no degeneradas nos permites seguir las
lineas en la prueba de los casos RICH. De manera mas precisa, queremos probar que cada
“bloque separador nodal” interseca por lo menos una componente dicritica compacta de la
reduccién de singularidades.

Preparacion de Hironaka para sistemas de poliedros de foliaciones. EIl problema
de reduccién de singularidades para foliaciones de codimension uno estd resuelto en dimensién
ambiente menor o iguales que tres (véase [10, 40]). En dimensién ambiente superior la existencia
de desingularizacion solo se conoce para el caso hiperbélico-complejo no dicritico, eso es para
las “hipersuperficies generalizadas”, como hemos mencionado anteriormente. Incluso el caso
hiperbélico-complejo dicritico estd ampliamente abierto, asi como la situacién méas general.

El objetivo en esta direccién de investigacién es el desarrollo de herramientas utiles en el
estudio del problema de reduccién de singularidades para el foliaciones de codimensién uno
generales.

El alto impacto del poliedro caracteristico de Hironaka y las variedades de contacto ma-
ximal en algunas de las pruebas de reduccion de singularidades de variedades sobre cuerpos
base de caracteristica cero, es la razén por la que pensamos que es posible contribuir a este
problema. En efecto, el algoritmo usual intenta concentrar un “comportamiento combinatorio
maximo” por una eleccién adecuada de coordenadas. Como consecuencia, una primera etapa
seria desarrollar un procedimiento de preparacién general con el fin de obtener coordenadas
que nos proporcionen el “mejor sistema de poliedros”. Después de desingularizar este sistema
de poliedros, obtenemos un objeto “combinatoriamente regularr”. Ahora, debemos considerar
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un nuevo sistema de coordenadas y volver a comenzar el procedimiento. Esto sugiere una forma
global de tomar en cuenta paquetes de Puiseux como en los problemas de uniformizacion local.

La teoria del contacto maximal proporciona una hipersuperficie de contacto maximal donde
las singularidades malas se sittian, y esta propiedad es estable bajo explosiones sucesivas. Para
las foliaciones de codimensién uno no hay una teoria de contacto maximal con ese buen compor-
tamiento. En primer lugar, no esta claro qué es el andlogo a la funcién de Hilbert-Samuel. En
segundo lugar, cuando consideramos ciertos tipos de foliaciones, encontramos comportamientos
mixtos: por un lado hay un “contacto maximal parcial”; por otro lado, encontramos situaciones
controladas por resonancias y, en algin aspecto, por sistemas de poliedros. Estas ideas aparecen
el la prueba tridimensional dada por F. Cano en [10], pero no han sido desarrolladas para la
dimensién superior.

Foliaciones de tipo tdérico con sillas-nodo. Las foliaciones de tipo toérico son, por defini-
cién, aquellas que tiene una desingularizacién combinatoria, sin importar para esta definicion si
aparecen sillas nodo o no. Sin embargo, para obtener el “Teorema de equivalencia” del Capitulo
4 (4.1), hemos trabajado todo el tiempo en el contexot hiperbdlico-complejo, es decir, bajo la
hipétesis de que no aparecen sillas-nodo. Esta hipotesis es también bastante simplificadora en
la prueba del “Teorema de Camacho-Sad refinado”.

En este aspecto, proponemos extender la mayoria de resultados obtenidos bajo la hipdtesis
de ser hiperbélico-complejo, al caso mas general. Por ejemplo, en dimensién dos, hay un articulo
notable de C. Camacho y R. Rosas en [6], donde ellos generalizan los resultados en [37] para el
caso en el que aparecen sillas-nodo.
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Conclusions and future work

The problems or research lines that we present here are a natural continuation of the work
that I have done during my doctoral period which is presented in this document. That is, I pro-
pose to continue the study of codimension one foliations and vector fields through combinatorial
properties in their reduction of singularities.

Distribution of Invariant Hypersurfaces and Leaves. Following R. Thom, the existence
of invariant hypersurfaces for a codimension one foliation is very useful to understand the
dynamics of the leaves. Moreover, when the space of leaves is naturally separated in regions, it
would be desirable to have at least one invariant hypersurface at each one.

In the bidimensional case, we can detect regions in the space of leaves, separated by dicritical
components and nodal corners, once we have performed a suitable reduction of singularities.
We recall that a nodal singularity is a germ of foliation given by d(y/z*) = 0, where X is a
non-rational positive real number; here, the real hypersurface |y| = |z|* gives a local separation
of the space of leaves. This property has been pointed out by J.F. Mattei and D. Marin [26, 27]
in their study of the topology of the space of leaves. The existence of invariant branches at each
of the regions obtained in this way, has been proved by L. Ortiz-Bobadilla, E. Rosales and S.
Voronin in [37]. This result is interpreted as a “refined version of Camacho-Sad Theorem”.

In higher dimension and in the non-dicritical complex hyperbolic case, there is a manuscript
by F. Cano, J.F. Mattei and M. Ravara-Vago where they detect the natural regions in the space
of leaves as the complementary in the exceptional divisor of the “nodal blocks”, where these
are the high-dimensional equivalent to the nodal corners. In addition, they prove the existence
of invariant hypersurface at each one of these regions.

In dimension three there are examples of foliations without invariant surface; this is due to
the presence of dicritical components after reduction of singularities. However, in the complex
hyperbolic toric type case, we already know about the existence of invariant surfaces. As we
have previously pointed out, this result has been obtained thanks to the particular structure
of the foliation restricted to the dicritical components. We can expect that the combinatorial
behavior in these components will allow us to construct “natural separators” of the space of
leaves. Once we have reached this objective, we propose to investigate the existence of invariant
surfaces supported by each of the regions determined by these separators.

Reduction of Singularities and Invariant Surfaces. In a classical paper of C. Camacho,
A. Lins-Neto and P. Sad (see [8]) they prove that a germ of foliation in dimension two without
saddle-nodes has the same reduction of singularities than its set of invariant branches. This
works even in the dicritical case, but the result is more clear and accurate in the non-dicritical
situation, where they prove that the algebraic multiplicity of the foliation (plus one) and the
Milnor number are the same ones as for the union of the invariant branches. The coincidence of
the reduction of singularities is a little bit more general, as it is shown by J. F. Mattei and E.
Salem in [28] in their study of foliations of the “second type”. Sometimes the term “generalized
curve” is used to refer to germs of bidimensional foliations without saddle-nodes.

Due to Jouanolou example, in higher dimension it does not make sense to ask if a codi-
mension one foliation is desingularized following the reduction of singularities of its invariant
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hypersurfaces, even if there are no saddle-nodes (complex hyperbolic case). When the foliation is
non-dicritical and without saddle-nodes, it is known that every reduction of singularities of the
invariant hypersurfaces automatically induces a reduction of singularities of the foliation (see
[20]). This justify the terminology “generalized hypersurface” to denote non-dicritical complex
hyperbolic foliations.

Our work about toric type foliations make us to suspect that there are two types of situa-
tions: foliations with infinitely many invariant surfaces and those having only a finite number
determined by the “extended partial separatrices”. The former ones recall closely the case of
dicritical foliations in dimension two; for instance, the “open book” foliations. The second si-
tuation may also correspond to a dicritical foliation, but we think that in this case the invariant
surfaces structure the foliation, in the sense that their desingularization will imply a desingu-
larization of the foliation as in the case of generalized hypersurfaces. In this research line, we
want to enlighten these facts.

Toric Type Foliations on Projective Toric Varieties. In our second manuscript, we
prove the “global prolongation property for isolated invariant branches” for toric type foliations
on projective toric surfaces. Let us recall that an invariant branch of a foliation on a surface
is called isolated if all its infinitely near points are singularities (in an adapted sense) of the
transformed foliation; that is, under any reduction of singularities of the foliation, the strict
transform of the branch meets an invariant component.

The generalization to dimension three of the idea of isolated invariant branch, valid for toric
type foliations, may be a germ surface supported by an extended partial separatrix. In the toric
type context the two dimensional “global prolongation property for isolated invariant branches”
could be generalized to dimension three by the following statement:

“Every extended partial separatrix supports a global invariant surface.”

We would like to prove it for toric type foliations on the toric variety IP’(%, endowed with the
divisor given by the four coordinate planes, as well as on ambient spaces obtained by combina-
torial (equivariant) blowing-ups of this one. In a second step, also for projective toric varieties
such that the union of non-dense orbits of the torus action is a normal crossings divisor.

Anyway, it would be interesting to have a good definition of “isolated invariant surface” in
more general ambient spaces.

Thom’s Question in Higher Dimension in the Dicritical Toric Context. We wonder
if every toric type codimension one foliation on (C™,0) has an invariant hypersurface, for n > 4.
We have two ways to face this question:

a) To explore the possibility of an extension of Cano-Mattei argument in [14]. This argument
is based in doing a three-dimensional section with a “cohomologically small hole”, in the
existence of three-dimensional reduction of singularities and in the concept of generic
equidesingularization. The difficulty of this approach will be the use of a suitable three-
dimensional section, respecting the toric type properties.

b) For the case n = 4, it will be possible to apply the global extension property of the
dimension three to the compact dicritical components of a combinatorial reduction of
singularities (see the previous problem) in the same way that we have done for the case
of dimension three.

Newton Non-degenerate Vector Fields. The one-dimensional foliations are locally given
by a vector field. Writing the vector field in a logarithmic way, we can describe the class of
Newton non-degenerate one-dimensional foliations in terms of the Newton polyhedra system.
In the same way as for the case of codimension one foliations, this class should correspond to
foliations having a combinatorial reduction of singularities. These vector fields can be managed
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better than the general ones and we can ask about properties as the topological equivalence, the
distribution of the attraction basins, the comparison with the main part (given by the frontier
of the Newton polyhedron). Several of these properties have been explored by C. Alonso, M.I.T.
Camacho and F. Cano over the real numbers for other classes of vector fields in [1, 2].

It is interesting to point out the role of the arithmetic resonances in elementary singularities.
We think that the non-resonance property is opposite to the existence of local rational first
integrals. So, we will take this assumption in our study. On the other hand, there are works
by S. Pinheiro and H. Reis [39] that suggest the presence of “dicritical” parts when we have
enough first integrals; these properties are being also studied by J. Ribon, F. Cano, R. Rosas, M.
Ravara-Vago and others. In this spirit, we would like to describe completely integrable Newton
non-degenerate vector fields.

Dicritical Divisorial Valuations. The dicritical components for a codimension one folia-
tion are generically transversal irreducible components of the exceptional divisor after a finite
sequence of blowing-ups with invariant centers. Taking the language of Algebraic Geometry,
we can say that the dicritical components are some divisorial valuations of the field of rational
functions. When we consider the case of a foliation with a rational first integral, we can interpret
these dicritical valuations as the spectrum of indeterminacy points.

It is a general question to describe properties of this dicritical spectrum. We wish to do it
mainly in the case of toric type and/or Newton non-degenerate foliations. More precisely, we
would like to give an idea about the following questions:

» In dimension two the dual graph of the minimal reduction of singularities (to presimple
points) is a chain. Some of the divisors can not be dicritical in view of the Newton polygon.
We think that we can use this property in order to completely describe the distribution
of the dicritical valuations for a rational fraction in dimension two. We know by works of
S.S. Abhyankar and I. Luengo that this knowledge is of importance in the problem of the
Jacobian Conjecture.

= In higher dimension we would also like to describe the potential dicritical components in
terms of the Newton polyhedron. In particular, we are interested into describe how we
can obtain an elimination of indeterminacies with minimal properties.

The question about the existence of only finitely many dicritical components has a positive
answer in the toric type foliations since, by definition, we dispose of a reduction of singularities.
In dimension greater than three, no reduction of singularities is known for general codimension
one foliations. Anyway, it should be possible to show the finiteness property by indirect argu-
ments that could use combinatorial situations. In particular, the local uniformization approach
of F. Cano and M. Ferndndez-Duque in [13] uses combinatorial blocks very close to the idea of
toric type objects.

Polar Varieties of Toric Type Foliations and Analytic Classification Problems. We
know that the equisingularity type of the generic polar of a plane curve is an analytic cha-
racteristic of the curve and not merely a topological feature. Polar curves and varieties are
naturally defined as the tangency locus of a pair of foliations. Taking these ideas, it is possible
to control in certain cases the classical Zariski’s invariant of cuspidal plane curves when they
are integrated as invariant curves arriving to the last dicritical component of a foliation of toric
type (this problem is now being developed by O. Gémez). On the other hand, the works of N.
Corral give a classical decomposition theorem for the generic polar curve of a foliation without
saddle-nodes.
In this line, we intend firstly to completely describe the generic polar curves of two-dimensional

toric type foliations, and secondly to explain how are distributed the polar varieties in higher
dimension.

109



Local Brunella’s Alternative in the Newton Non-degenerate Context. M. Brunella
asked if given a codimension one foliation on P, one of the following properties was held:

a) There is a global invariant surface.
b) There is a line foliation on PZ by algebraic curves that is tangent to the given one.

This is the so-called “Brunella’s alternative”, that is known in some cases (see [17]). From the
local point of view, a version of this question is the following: “Given a germ of codimension
one foliation on (C3,0) without invariant surface, each leaf contains an analytic branch at
the origin”. Local Brunella’s alternative holds for the class of Relatively Isolated Complex
Hyperbolic (RICH) foliations as it is shown in [16], but it is an unsolved problem in the general
dicritical case.

Our objective in this line of work is to deal with local Brunella’s alternative for the class of
Newton non-degenerate complex hyperbolic foliations. The difference between toric type and
Newton non-degenerate is relatively small and concentrates on the difference between presimple
and simple singularities of a foliation, that is, a question of arithmetic resonances. We already
know the existence of invariant surface for the toric type case, which provides a positive trivial
answer for this case, but does not necessarily extend to the non-degenerate Newton situation.
We hope that the combinatorial properties of Newton non-degenerate foliations will allow us
to follow the lines in the proof of RICH cases. More precisely, we want to prove that each
“nodal separating block” intersects at least one compact dicritical component of the reduction
of singularities.

Hironaka’s Preparation for Polyhedra Systems of Foliations. The problem of reduc-
tion of singularities for codimension one foliations is solved in ambient dimension lower or equal
than three (see [10, 40]). In higher ambient dimension the existence of desingularization is known
for non-dicritical complex hyperbolic foliations, these are the “generalized hypersurfaces” that
we have mentioned before. Even in the case of complex hyperbolic but dicritical foliations the
problem is wide open, as well as in the general case.

The objective in this line of research is the development of useful tools in the study of the
problem of reduction of singularities for general codimension one foliations. If we are slightly
optimistic, we of course intend to solve it.

The high impact of the characteristic Hironaka polyhedron and the maximal contact varie-
ties, in some of the proofs for the reduction of singularities of varieties over characteristic zero
fields, is the reason why we think that it is possible to give a contribution to this problem.
Indeed, the usual algorithms try to concentrate a “maximum combinatorial behaviour” by a
suitable choice of coordinates. Hence, a first step is to develop a general preparation procedure
in order to obtain coordinates giving to us the “best polyhedra system”. After desingularizing
this polyhedra system, we obtain a “combinatorially regular” object. Now, we should consider
new coordinate systems and restart the procedure. This suggest a global way of taking account
Puiseux’s packages as in the local uniformization problems.

Maximal contact theory provides a maximal contact hypersurface, where the bad singulari-
ties are placed and this property is stable under further blowing-ups. In the case of codimension
one foliations, there is not a theory of maximal contact with such a good behaviour. First of
all; it is not clear what is the analogue of the Hilbert-Samuel function. Secondly, when we con-
sider certain types of foliations, we find a mixed behaviour: on the one hand there is a “partial
maximal contact”; on the other hand, we find situations controlled by resonances and, in some
sense, by polyhedra systems. These ideas appear in the three-dimensional proof due to F. Cano
n [10], but they have not been developed for higher dimension.

Toric Type foliations with saddle-nodes. Toric type foliations are, by definition, those
having a combinatorial desingularization, it does not matter if they appear or not saddle-nodes.
However, in order to obtain the “equivalence result” with Newton non-degenerate foliations,
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we have worked all the time in the complex hyperbolic context, that is, under the assumption
that there are not saddle-nodes. This hypothesis is also quite simplifier in the statement of the
“Refined Camacho-Sad’s Theorem”.

In this line of research, we propose to extend most of the results obtained under the complex
hyperbolicity assumption, to the general case. For instance, in dimension two, there is a notable
paper of C. Camacho and R. Rosas in [6], where they generalize the results in [37] in the case
where saddle-nodes appear.
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Abstract

We describe combinatorial aspects of classical resolution of singularities that are free of
characteristic and can be applied to singular foliations and vector fields as well as to functions
and varieties. In particular, we give a combinatorial version of Hironaka’s maximal contact
theory in terms of characteristic polyhedra systems and we show the global existence of
maximal contact in this context.
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1 Introduction

We present here a combinatorial formulation for the procedure of reduction of singularities
in terms of polyhedra systems. This combinatorial structure is free of restrictions on the char-
acteristic and provides a combinatorial support for the reduction of singularities of varieties,
foliations, vector fields and differential forms, among other possible objects.

Hironaka’s characteristic polyhedra represent the combinatorial steps in almost any pro-
cedure of reduction of singularities. This is implicit in the formulation of the polyhedra game
[12], solved by Spivakovsky [20], and in many other papers about characteristic polyhedra
[5,6,19-21].

The combinatorial features concerning the problems of reduction of singularities are
reflected in polyhedra systems without loosing the global aspects. In particular, we need
to project the problem over a “Maximal Contact Support Fabric”, that plays the role of a
maximal contact variety [1]. The proof of global existence of combinatorial maximal contact
is also a problem of the same nature as the reduction of singularities. We present here a proof
and it is solved thanks to the induction hypothesis on the dimension.
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Let us remark that in the general problem of reduction of singularities in positive charac-
teristic, maximal contact does not necessarily exist [7-9,16]. Nevertheless, when we consider
the combinatorial structure of polyhedra systems, we find a phenomenon that keeps an anal-
ogy with the idea of maximal contact (maximal contact support fabric), that works also in
the cases when the polyhedra system has been produced from functions in zero or positive
characteristic.

The polyhedra systems have evident links with toric varieties and they also provide a
combinatorial global support for the so-called Newton non-degenerate varieties [17]. In
a forthcoming paper we plan to develop these last two aspects also for codimension one
singular foliations.

2 Support fabrics for polyhedra systems

The support fabrics play the role of ambient spaces for supporting polyhedra systems. They
express the stratified structure of the space.

Let I be a non-empty finite set and denote by P (/) the set of subsets of /. We consider
the Zariski topology on P (1) whose closed sets are the sets X C P (I) having the property:

If/iek and /b D J1 = J, ek.

A subset H C P([) is open if and only if for every J € H we have P(J) C H. The closure
of {J} CcP(istheset{J} ={J' cI; J D J}.

A support fabric is a pair F = (I, H) where [ is a finite set and # is an open set for the
Zariski topology on P (7). The elements of # are called strata and [ is called the index set.
The dimension dim(F) is defined by dim(F) = max{#J; J € #H}, where #J denotes the
number of elements of J. Note that the strata / € H where the dimension is reached are
closed points in H.

The first example is the local support fabric L associated to the index set I, defined by
L; = (I, P(I)). We can obtain other ones as follows:

— The restriction F|y; of the support fabric F to an open set &/ C H. It is given by
Flu = (I,U). Note that we always have F = L.

— The reduction Redyc (F) of the support fabric F to a closed subset IC of 7, that is K is
the intersection with H of a closed set of P(/). We consider the smallest open set H i
that contains K. That is Hx = J;cxc P(J). Then, we define Redy (F) = Flp .

— The projection F from a non-empty stratum T € . The set

HT ={(J\T; T CJ,JeH

is open in P(IT), where IT = I\T. We define I = (IT,H"). Note that
dim(F7T) < dim(F).

Given a support fabric F = (I, H), the relevant index set Tr of F is defined by
TZr = UjenJ. We say that two support fabrics 7| = (I1, H1) and F, = (I, Hp) are
equivalent if there is a bijection ¢ : Zr, — ZF, such that Hp = {¢(J); J € H;}. In this
case we say that ¢ is an equivalence between F| and F>.

Let us define the blow-up w;(F) of F centered in a non-empty stratum J € H. Take

I’ = I U {oo} where oo ¢ I.Define H' = H, U H, where H, = H\{J} and

Hoo= | HE: where X = ((K\J)UAU {0k AC U
Ke(JINH
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We have that H' is open in P(I’) and we define ;(F) = (I, H'). Note that for every
K € {J} N H, there is a bijection HK — P(J)\{J} given by J' + A/, where A is the
unique subset of J such that

J' = (K\J)U A U{oo}.
Remark 1 The dimension of a support fabric F is invariant by blow-ups.

Remark 2 The relevant index sets after the blow-up ;7 (F) are given by

, [ ZFx U {oo}, if #J > 2;
n(F) = Zr\{j}U{oo}, if J={j}.

Moreover, if there is an equivalence ¢ between two support fabrics F; and F>, then for every
J € H;, the blow-ups 7, (F1) and 74y (F2) are also equivalent.

There is a surjective map Jr;ié : H' — H between the strata sets of w7 (F) and F
respectively, given by n’j(?-[gg) = {K}, for each K € {J} N A and by n#j(J/) = J/,if

T e, =H\{T}.

Proposition 1 The map % : H' — H is continuous.
Proof Remark that for every J' € H', we have nﬁ (P(J’)) cP (nﬁ(l/)). O

Corollary 1 Given an open set U C H, we have wj(Fly) = mj(F)|ly, where
U = @H=1w.

Example 1 Consider a pair (M, E), where M is a complex analytic variety and E is a strong
normal crossings divisor of M. Thatis, E is the union of a finite family { E£; };<; of irreducible
smooth hypersurfaces E;, where we fix an order in the index set / and the next properties
hold:

1. Given a point p € M and the subset I, = {i € I; p e E;}, there is part of a local
coordinate system in p of the form {x;};¢ I, in such a way that E; = (x; = 0) locally in
p foreach i € I, (such coordinate systems are called adapted to E).

2. The non-singular closed analytic set E; = () jes Ej is connected for each J C I.

The pair Fyr g = (I, H) is a support fabric, where H = {J C I; E; # ¥}. Note that the
dimension of Fj g is not necessarily the dimension of M. Given J € H, we can perform
the usual blow-up

7: (M ,E"Y— (M,E)

centered in E;, where E’ is the total transform of E, that is, E/ = 7! (E). In this situation
we have w; (F) = Fy g

3 Polyhedra systems

When we perform a blow-up of the ambient space, it becomes of global nature. Polyhedra
systems provide a way of giving Newton or characteristic polyhedra in a coherent way along
global ambient spaces, represented in our case by the support fabric.
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3.1 Definitions

Given a totally ordered finite set J, we recall that R denotes the set of mapso : J — R.
If Ji C J», there is a canonical projection pry, ;, : R”2 — R’! given by ¢ — o, - Fora

subset A C RY |, we define the positive convex hull [[A]] by

00
[[A]] = Convex hull (4 +RZ, ) < RZ,.

Letd € Z-(beapositive integer. We say thatasubset A C Réo isacharacteristic polyhedron
with denominator d if there is A C (1/d)ZZ such that A = [[A]].

Definition 1 A polyhedra system D over a support fabric F = (I, H) with denominator
d,is atriple D = (F; {A;}jen, d), where each A; C Rio is a characteristic polyhedron
with denominator d, in such a way that for every Ji, J» "€ H where J; C Jb, we have
Ay, = prj, 5, (Ay). Whend = 1, we say that D is a Newton polyhedra system over F. If it
is necessary, we denote by Fp the support fabric of D. We define the dimension of D as the
dimension of Fp.

We say that two polyhedra systems D; and D; are equivalent if there is an equivalence ¢

between F| and F> such that Aé(l) = AIJ for all J € H, where D = (Fq, {AIJ}JGHl ,d)

and D; = (F, {A%}]eyz, d). We also say that ¢ is an equivalence between D1 and D>.
Given a polyhedra system D = (F, {Aj}jen, d), there is a Newton polyhedra system

N (D) associated to D, defined by
N(D) = (Fi{dAs}yen. D.
Conversely, given another positive integer number d’, we can obtain a new polyhedra system
D/d’ givenby D/d' = (F; {(1/d")A;}jen, dd’). In particular, we have N (D)/d = D.
Let us see some examples of polyhedra systems:

— Given a characteristic polyhedron A C RIzO with denominator d, we define the local
polyhedra system L(A, d) by

L(A,d) = (L1;{As}ieray, d), where Ay = prij(A).
— The restriction D|y of D to an open set U/ C H is defined by

Dlu = (Flu; {Astseu, d).

— The reductign Redyc (D) of D to a closed set K of H is Redyc (D) = D]y
— The fitting D of D is given as follows. For a subset A C Rlzo’ we consider the fitting

vector wy € Rlzo defined by w4 (j) = min{o(j); o € A}foreach j € I. We write
A=A— w4 and we define D = (F; {Zj}]g’}-[,d).

Let us consider a polyhedra system D = (F;{A;}jenu,d) and a stratum 7T € H. We
introduce now a new polyhedra system D7, using Hironaka’s projection of D from T, that
plays an important role in Sect. 7.3.

Let FT = (IT,HT) be the support fabric obtained by projection of F from T. Given
J* € HT, let us take the stratum J = J* U T € H and let us consider the subset M]T c R/
given by MJT = {0 € R’; ZjeTcr(j) < 1}. Hironaka’s projection VJT : MJT — Rig is
defined by B

G 1
! 1=2iero()) A
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forevery o € M1. We define AT, by AT, = VT (A, n MT) c RZ,. The reader can verify
that -

pl — (]—'T; {AT*}J%HT ,d!d), (1)

is a polyhedra system in lower dimension. It is important to remark that the denominator of
DT is d\d instead of d.

Note that Az* =0Pif Ay =0or ZjeTa(j) > 1 forall 0 € A;. Note also that in a
polyhedra system either all the polyhedra are the empty set or none of them is empty. From
now, we suppose (unless otherwise stated) that all the polyhedra A we are working with, are
such that A # @.

3.2 Singular locus of polyhedra systems

Let A C Rio be a characteristic polyhedron with J # {. The contact exponent 5(A) is
defined by

8(A) =min{lo|; 0 € A}, where|o| =) o (j).
jeJ
When J = ¢, there is only one possible polyhedron A = {e} C Rgo. By convention, we
assume §({e}) = —1. B

Remark3 If A = [[A]] with A C Z>o (Newton polyhedron), the contact exponent corre-
sponds to the classical idea of multiplicity.

Now, let D = (F; {Aj}jen,d) be a polyhedra system. The contact exponent §(D) is
defined by §(D) = max{5(Ay); J € H}. The singular locus Sing(D) is the subset

Sing(D) ={J € H; §(A;) = 1} CH.

We have Sing(D) is a closed set, since the contact exponent gives an upper semicontinuous
function in H. We say that D is singular if Sing(D) # 0, otherwise it is non-singular.

3.3 Transforms of polyhedra systems under blow-ups

Let us consider the blow-up 77 (F) = (I’ = I U {oo}, H' = H| U H,,) of a support fabric
F = (I, M) centered in a non-empty stratum J € H. Given J' € H,_ and K = ﬂf(J/), we
define A; : RK — R’ by
2y @) () =0 (j), j #0035 Ay(o)(o0) =losl =Y o))
jelJ
Let us denote by {es ;}ics the standard basis of R’ that is er.i(i") = 8; i (Kronecker). If
J Clandi € wedefineey; € R’ by ey i =pr; j(eri).

Definition 2 The total transform A(} (D) of a polyhedra system D = (F; {Aj}jen, d) cen-
tered in a stratum J € H is the polyhedra system A(} (D) = (wy(F); {A(},}J/GH/, d), where
AY =2y, I eH; AY =[N, J e Hy, K =a4(T).

If J € Sing(D), the characteristic transform Aj(D) of D centered in J is defined by the
polyhedra system A;(D) = (;(F); {A"}yep, d), where A}, = A(;, — e .o for each
J eH.
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The characteristic transform A ; (D) is a polyhedra system again, because the center of the
blow-up is singular and then S(A?OO}) > 1.

Let N = (F; {N;y}jen, 1) be a Newton polyhedra system and take an integer number
d > 1. Consider the polyhedra system D = N'/d and a singular stratum J € Sing(D). The
d-moderated transform @;l (N) of N centered in J is defined by @;l N) = N(A;(D)).
Note that J € Sing(D) if and only if §(N;) > d.

Remark 4 1f there is an equivalence ¢ between two polyhedra systems D; and D;, then for
all J € Sing(D,), the characteristic transforms A j(D1) and Ay ) (D) are also equivalent.

4 Reduction of singularities
4.1 Statements

We say that a Newton polyhedra system N = (F; {Ny} e, 1) has normal crossings if the
polyhedron N; has a single vertex for each J € H.

The property of having normal crossings is stable under blow-ups. A first objective of
reduction of singularities is to get this property.

Theorem 1 (Combinatorial Reduction to Normal Crossings) Given a Newton polyhedra sys-
tem N, there is a finite sequence of total transforms

N—->N >Ny — - > N
such that Ny has normal crossings.

We can find proofs of this result in another contexts in [10] and [11]. Anyway, we provide a
complete proof next.

Theorem 2 (Combinatorial Reduction of Singularities) Given a polyhedra system D, there
is a finite sequence of characteristic transforms

D— Dy —>Dy—---— Dy
such that Sing(Dy) = 0. We call such a sequence a reduction of singularities of D.

Remark 5 Theorem 2 would be false if we had taken the condition §(A ;) > 1, instead of
8(Ay) > 1, for the centers of blow-up. For instance, consider the local polyhedra system
L(A, 1) where A = [[(1, 1)]] C RS(’)Z}. The only possible center would be {1, 2} and the
situation is repeated in each closed strata of the characteristic transform.

Corollary 2 Let N be a Newton polyhedra system and d a positive integer number. There is
a finite sequence of d-moderated transforms

N—>N > M — > N
such that §(Ny) < d.

Taking d = 1, the reader can see that Corollary 2 implies Theorem 1.

The objective now is to provide a proof of Theorem 2. Although this result follows from
general Hironaka’s reduction of singularities, we give a complete combinatorial proof here,
emphasizing the ideas of maximal contact developed by Hironaka, Aroca and Vicente in [1]
as well as the polyhedra control suggested by Spivakosvky in [20].
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4.2 Induction procedure

The proof of Theorem 2 runs essentially by induction on the dimension dim(Fp) of D. More
precisely, let us consider the following statement.

CRS(n): If dim(Fp) < n, then D has a reduction of singularities.
The starting step of the induction is given by

Proposition 2 CRS(1) holds.

Proof Choose the invariant (D) given by I(D) = Y ;.4,6(A). We have I(D) > —1 and
after a single characteristic transform drops exactly a unit. Thus, in a certain point of the
process, we can no more perform a transform. We are done, since then the singular locus is
empty. O

We distinguish three types of singular polyhedra systems D:

1. We say that D is Hironaka quasi-ordinary if each polyhedron over a singular stratum has
a single vertex, that is, Ay = [[{o;}]] for all J € Sing(D).

2. We say that D is special if 5(D) = 1.

3. We say that D is general if §(D) > 1.

The study of Hironaka quasi-ordinary systems does not require the induction hypothesis
as we see in Sect. 6.

We consider special systems under the induction hypothesis CRS(n — 1). In this case we
reduce the problem to lower dimension projecting over a maximal contact support fabric.
The existence of maximal contact goes as follows:

1. We solve the local problem by considering directrix stratum properties.
2. We eliminate the possible “global incoherence” by invoking the induction hypothesis.

Details are given in Sect. 7.

Finally, for general systems, we define Spivakovsky’s invariant, that “measures” how far
is the system from the quasi-ordinary case. We control the behaviour of this invariant by
means of a special system. Details are given in Sect. 8.

5 Examples

Along this section, we take a pair (M, E), where M is a complex analytic variety and E
is a strong normal crossings divisor. We also consider the support fabric Fyy g = (I, H)
associated to (M, E), as in Example 1. Remark that there is a stratification of M with strata
Sy given by

Sy =Ej\ U Ej,
igJ
where E; = (1, Ej # ¥, foreach J € H.
The followings are examples of polyhedra systems that motivate our definitions.
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5.1 Hypersurfaces

Let H C M be aclosed hypersurface of (M, Oys) given by an invertible coherent ideal sheaf
Z C Oy and let us suppose that E; ¢ H for all i € I. We say that H is combinatorially
regular for (M, E) if we have the property E; ¢ H,forall J € H.

We can attach a polyhedra system Ny g g to H as follows. Given J € H, we consider a
point p € S, and a generator F of 7,,. Let us write F in local adapted coordinates at p as

F = Zag (»)x7; witho € Zéo.

where the coefficients a,, (X) are germs of functions in p defined in an open set of S;. We
define N; by

Ny =[[to e 2L ar(») 2 01]].

The polyhedron N; is independent of p, the generator F' and the chosen local adapted
coordinates. The independence of the local adapted coordinates and of the generator is
straightforward. Once fixed a local coordinate system, we can move to points p’ close to
p in the same stratum and we obtain the same polyhedron in the translated coordinates.
Finally, thanks to the connectedness of the stratum, we can join two points by a compact path
and repeat finitely many times the above procedure.

This construction is compatible with the projections p, j, : R”2 — RY1, then we obtain
the Newton polyhedra system Ny g.p.

The following statements are equivalent:

1. The hypersurface H is combinatorially regular for (M, E).
2. The Newton polyhedra system is non-singular, thatis §(N;) = 0 for all J € H.

Let vy (H) be the generic multiplicity of H along E;. Note that vy (H) = §(Ny). We say
that H is combinatorially equimultiple along Ej if vy(H) = vg (H) for every K € H such
that Ex C E;. Now, let us consider J € H such that m = §(N;) is maximal. In particular,
we have H is combinatorially equimultiple along E;. We can perform the usual blow-up
7 : (M ,E) - (M, E) centered in E;. The Newton polyhedra system attached to the
strict transform H' of H is given by the m-moderated transform of Ny .. Then, applying
repeatedly Corollary 2 we obtain a finite sequence of blow-ups centered in combinatorially
equimultiple strata.

(M,E; H)y = M° E% H®) « (M'EY; H') « ... < (M", E"; H") = (M, E'; H')

so that H’ is combinatorially regular for (M’, E’).
The polyhedra system of this example is particularly useful when we consider Newton
non-degenerate functions as in [14,17].

5.2 Codimension one singular foliations

Let us consider now a singular foliation £ of codimension one over M. We know that £
is given by an integrable and invertible coherent O;-submodule of 911\4 [E], where £2 111/1[E ]
denotes the sheaf of meromorphic one-forms having at most simple poles along E (see [3,4]).
Givenapoint p € S; C M, the stalk £, is generated by a meromorphic differential one-form
we 2 1{,1[E ], satisfying the Frobenius integrability condition w A dw = 0. Let us write w in
local adapted coordinates at p as
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. dx;
o= ) wox’, Withwy = asi()—"+ ) bos()dys
l

o, iel

where the coefficients a, (y), by (y) are germs of functions at p, without common factor,
defined in an open set of S;. We have that E; is contained in the adapted singular locus
Sing(L, E) of £ when wy = 0. On the other hand, we say that £ is combinatorially regular
for (M, E)if Ej ¢ Sing(L, E) forevery J € H.

We attach a polyhedra system Ny g. . to £ as follows. Given J € H, take a point p € S;
and a generator w of £, as before. We define N; by

Ny = [[{cr €7y wy # 0}]].

The polyhedra N; only depend on £ and S;, moreover, they are compatible with the projec-
tions p, 7, We obtain in this way the Newton polyhedra system Ny g ..
The following statements are equivalent:

1. The foliation £ is combinatorially regular for (M, E).
2. The Newton polyhedra system is non-singular, that is §(N;) = 0 for all J € H.

Let v; (L) be the adapted order of £ along E; (see [3]). Note that

vy (L) = min {v£ (Z xaaa,i(z)) s Vx (Z X"bms(z))}i,s

=min{|a|; [OS N]} =8§(Ny).

As before, we say that £ is combinatorially equimultiple along Ej if vy(L) = vk (L) for
every K € H such that Ex C E;. Considering J € H such that m = §(Ny) is maximal,
we perform the usual blow-up 7 : (M’, E’) — (M, E) centered in E; and the Newton
polyhedra system attached to the strict transform £ of £ is given by the m-moderated
transform ®™ (N g. ). As in the preceding example, we obtain a finite sequence of blow-
ups centered in combinatorially equimultiple strata (M’, E’; L) — (M, E; L) such that £’
is combinatorially regular for (M’, E’).

Remark 6 Polyhedra systems are a bridge to show that codimension one singular holomor-
phic foliations with combinatorial desingularization are characterized as the ones satisfying
Newton non-degeneracy conditions. These conditions are similar to the ones of Kouchnirenko
and Oka, in the case of functions and complete intersections. In addition, any desingulariza-
tion of the polyhedra system associated to a Newton non-degenerate foliation gives rise to a
desingularization of the foliation (in the usual geometrical sense).

‘We can obtain an example similar to the preceding one in the case of one-dimensional singular
foliations (see [2,15,18]) that are locally generated by vector fields of the form

. d 0
X = ZXG£G7 with x, = Zaa,i(z)xiﬁ + ZbU’S(z)W'
i s

ieJ
5.3 Monomial ideals

Let Z be a monomial ideal of Oy, adapted to E. Following [11], we define Z to be the data
of a finite collection of effective divisors { D;};cs of the form

Dy =) nlE;.
iel
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We attach a Newton polyhedra system N g.7 to Z as follows. Let 6 : I — Zsx( be the
map given by 0¥ (i) = nj. For each J € H, we define N; by

Ny =I[l{o’ls; s € SHI.

Note that Ay, .7 is non-singular if and only if Z is a principal ideal. Given J € H, we
can perform the usual blow-up = : (M’, E’) — (M, E) centered in E;. The Newton
polyhedra system attached to the total transform Z’ of T is given by the total transform of
Ny, g.z. Now, we apply Theorem 1 and, as in [11], we obtain a finite sequence of blow-ups
(M',E";T"Y — (M, E; T) such that 7' is a principal ideal.

6 Hironaka quasi-ordinary polyhedra systems

In this section we prove Theorem 2 for Hironaka quasi-ordinary polyhedra systems.

Given a Hironaka quasi-ordinary system D = (F; {A;}jex. d) and a singular stratum
J, the transform A j (D) = (77 (F); {A’J/} J'en’ > d) is also Hironaka quasi-ordinary. Indeed,
forevery J' € H.,, and K = 7% (J’), we have Ay = [[{o/}]], witho ) = A (0k) — €7 0.

Lemma1 The set A of decreasing sequences of natural numbers is well-ordered for the
lexicographical order.

Proof Given a decreasing sequence ¢ > ¢ > --- > ¢ > --- in A, we take kg = 0 and
ki = min{j > ki—1; ¢y (i) = ¢;(0), j > j} < oo, for each i > 1. Let us consider the
decreasing sequence ¢ : N — N given by ¢(n) = ¢, (n). There is a positive number / € N
such that ¢ (n) = ¢(/), for all n > I. As a consequence we have ¢; = ¢y, forall j > k;. O

Proposition 3 Every Hironaka quasi-ordinary polyhedra system has reduction of singulari-
ties.

Proof Choose a bijective map sp : {1, 2, ..., #H} — H such that

§(Asp(j)) = 8(Asp(i+1)); J = 1.

Take the decreasing sequence ¢ : N — N given by ¢(j) = d§(A;y(j)) if j < #H and
w(j) = 0if j > #H. We choose ¢ as lexicographical invariant. Let us see that after an
appropriate single blow-up the invariant ¢ drops and then we are done by Lemma 1. We
select as center a singular stratum J with the minimum number of elements. Given J' € H/
and K = nﬁ(J/), we have

8(A) = oyl = |ay(ok)l — 1 = lok|+loa, | — 1 < 8(Ax)

and then we obtain ¢’ < . O

7 Special polyhedra systems
In this section we prove Theorem 2 for the case of special polyhedra systems. More precisely
we prove CRS(n) for special polyhedra systems under the induction hypothesis CRS(n — 1).
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7.1 Stability of special systems

A special polyhedra system is either non-singular or special under blow-up. Precisely, we
have

Proposition 4 Let D be a special polyhedra system. Given a singular stratum J, we have
§(A;(D)) = L

Proof Let us denote D = (F; {Aj}jen.d) and Ay(D) = (mwy(F); {A,}yren, d). Take
J' e H, and K = n}*(]’). We have to see that §(A’,)) < 8(Ag) = 1. Given o € Ag with
o] =1, we have 5(47,) < 4,/(0) = epr.00l = o] = 1 + 014, | < 1. 0
Remark 7 Let us consider a Newton polyhedra system A and an integer d > 1. A stratum
J € H is d-equimultiple if the polyhedra system Redmm_[(]\/ /d) is special. Proposition 4
means in this context that the multiplicity is stable under d-moderated transforms when we
perform blow-ups centered in d-equimultiple strata.

7.2 Directrix strata of polyhedra

Given a characteristic polyhedron A C RI>0, with §(A) = 1, the directrix stratum T (A) of
A, is defined by -

T(A)={jel;: oA, |ol=1,0()£0}CI.

See [20]. In this section we present stability results concerning the behaviour of the directrix
stratum of a polyhedron in a “horizontal” and a “vertical” way.
Let us consider a special polyhedra system D = (F; {A;}jen, d).

Proposition 5 We have T(A ;) C T(Ay,) C Jy, for every Ji, Jo € Sing(D) with J1 C Ja.

Proof Given o € Ay, such that |o| = 1, the restriction 017, € Ay, also satisfies |0}, | = 1
because 6(Ay) = 1. Then o (j) = O for all j € Jo\J;. Thus, we have both T(Ay,) C J;
and T(Ay) C T(Ay). O

Remark 8 In the situation of Proposition 5, we can have T (A ,) # T (Ay,). For instance, let
us consider A = [[(0, 0, 1), (1, 1,0)]] C R{zl(’)m}' In this case, we obtain

(3} =T(4) #T(Apy3) =1{2,3}).

Consider a singular stratum J € Sing(D) and let us perform the characteristic transform
D = A;(D) = () (F); {A/J,}J/ey/, d) of D centered in J. By Proposition 4, we know that
D' is either non-singular or a special system.

Proposition 6 Consider a singular stratum J' = (K\J) U Ay U {o0} € Hl, where
K = n%(J"). We have T (Ax) C Ay C J. Moreover, T(Ax) C T(A,) C J'.

Proof Given o € Ak with [o| = 1, we have §(A",,) < [Ay(0) — €y.00| = loja, | < 1. As
a consequence |oj4,| = 1 or equivalently T(Ag) C Ay. Now, given j € T(Ag) we have
jeAp.Aslo’'|=1ando’(j) =0(j) #0,then j € T(A)). O

Remark 9 In the problem of reduction of singularities in zero characteristic, there is a feature
that is similar to the property T(Akx) C A . Itis a classical property that Hironaka’s strict
tangent space, in zero characteristic, points out the possible new bad points after blow-ups.

Corollary 3 Given J' € H. and K = nj’t(]’), if T(Ag) = J then J' ¢ Sing(D').
Proof If J' € Sing(D’) by Proposition 6, we have T(Akx) C Ay, but Ay C J. ]
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7.3 Reduction of singularities via maximal contact

In this section we obtain reduction of singularities for special polyhedra systems under the
assumption that there is maximal contact with a given stratum.

Let us consider a special polyhedra system D = (F; {A;} e, d) and a stratum T € H.
We say that T has maximal contact with Dif T C T(Ay), for all J € Sing(D). We say also
that 1 is a maximal contact support fabric of D.

Remark 10 Let T € H be a stratum that has maximal contact with D. Recall that Hironaka’s
projection of D over T is given by DT = (FT; {Az*}J*GHT ,d!d). Since we are assuming
that the polyhedra of D are non-empty, we have Ai* = { for all J € H! if and only if
T € Sing(D). Note that in this case A7 (D) is non-singular as a consequence of Corollary 3.

Remark 11 For every local polyhedra system D = L(A,d), each non-empty stratum
T C T(A) = T(Ajr) has maximal contact with D. That happens because of the hori-
zontal stability of the directrix stratum stated in Proposition 5. Indeed, for every singular
stratum J € Sing(D), we have J C I and hence T(A;) C T(Ay).

Lemma 2 Let us consider the transform A j(D) where J € Sing(D). If T has maximal
contact with D, then T also has maximal contact with A j(D).

Proof Recall that w;(F) = (I',H = H, UH,,). Note that T C J with T # J and then
T € H/. The maximal contact of T' with A ; (D) is assured by the property of vertical stability
for the directrix stratum given in Proposition 6. O

Proposition7 Let T ¢ Sing(D) be a stratum that has maximal contact with D and let us
consider Hironaka’s projection DT of D from T. If there is a reduction of singularities for
DT, then D also has a reduction of singularities.

Recall that DT = (FT; {AT*}J*EHT , d!d) has been introduced in Eq. (1). We prove of
the proposition in three steps.

Step 1: There is a one-to-one correspondence between Sing(D) and Sing(DT). Let us
denote by Hr the set Hr = {J € H; T C J}. Note that Hr is an open set of H. In
fact, is the smallest one containing {7} N 7. There is a bijection ¥ : Hy — HT given by
Y (J) = J\T. Note that Sing(D) C Hr. We claim that ¥ (Sing(D)) = Sing(DT). Given
J € Sing(D), we have to prove that [c*| > 1 forall o* € Af\T. Given such a o*, there is

ceAn M]T, satisfying

x_ olnr
I —lolrl

Note that |o|7| < 1, since o € MJT. Recalling that T C J, we have

o = e olrl ol _ fol —lolr] o
—lolr| 1 —lolrl

Then |o*| > 1 since |o| > 1. As a consequence J\T € Sing(DT). Conversely, if we take
J* e Sing(DT), we have to prove that |o| > 1, forall 0 € Ay, where J = J* U T. Given
such a o, we have two possibilities. If |oj7| > 1 we are done. Otherwise |ojr| < 1 and then
S MJT. In this case, there is 0* € Az* given by o = o1;\7/(1 — |o7]). By Eq. (2), we
have (1 — |ojr]o*| = |o| — |ojr|. Moreover 1 — |o|7| < |o| — |ojr| since |0*| > 1. As a
consequence |o| > 1 and then J € Sing(D).
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Step 2: Commutativity of Hironaka’s projections with the blow-up transforms. We are
going to show that

(A;(D)" = Apr (D).
We verify this commutativity first for the support fabrics and second for each polyhedron.

(a) Commutativity for the support fabrics. Let us see that 7 j (F Y =g NT(F Ty, Denote
mE = (T 7). e F = (AT, #HTY).

The index sets are equal, since (I')T = (I U {oo)\T = (I\T) U {oc} = (IT)'.
Let us see that (#,)" = (HT)!. Note that K D J < K\T D J\T forevery K € H,
because T C J. Then, for each J'*, we have

J e M) & J*UT e, J*NT =0 J*c®H).

Take K € ‘H with K D J. Let us see that (H(’)I.S)T = (’HT);’.f\T. For each J'*, we have
e s =T eHE T CcApCI=>

= AJ\T C I\T = J"* ¢ H)E\T.

I e HOYEV 5 A CINT > A=A UT C T =
S JHuT e K = e HEN.

(b) Commutativity for the polyhedra. It is enough to prove that the following diagram com-
mutes

fr /
MLn R§O s ]Réo nM?,

T T
VK\L \ij/

RK\T fone Ri/O\T
where J' € H., K = 7%(J), T C J', T C K and f;/(0) = A;/(0) — €,/ oo. Note
that f; is well-defined because f; (o) ;r = o forall o € Rgo.

Giveno € M; N Rfo, we denote

o' = fr(0), o' =Vi(0), (') = finr@?), (e =Vi(.

We conclude that (67)’ = (¢/)7 from the following equalities:

T _ OUNTUIs) _ Ty ,
@himauen = g = @ nauie
—1 —1
(0 (0o) = D=L _lomnrltloml = L Janrl o1y o),
1 —loyr| 1 —|oyr| 1 —|oyr|

Hence, D has reduction of singularities. This ends the proof of Proposition 7.

7.4 Connected components decomposition of desingularization
The problem of reduction of singularities can be solved by considering one by one each
connected component of the singular locus.
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Proposition 8 Let D be a polyhedra system and Sing(D) = | JCy the decomposition in
connected components of the singular locus. Assume that there is reduction of singularities
for each Redc,, (D). Then there is reduction of singularities for D.

In order to simplify notation, we denote D, = Redc, (D) and F,, the support fabric of D, . Let
us consider a connected component Cy. By hypothesis, D, has a reduction of singularities

1 k
Dy - D, — ---— D,.
This sequence induces a sequence of characteristic transforms
1 k
D—-D — ... — D",

obtained performing blow-ups in the same centers. Let F* be the support fabric of DX. The
polyhedra system D* satisfies the following properties:

1. Foreach B # a, there is an equivalence between Dg and Redc, (DX) given by Id7, where
T =15, =Ty, with F§ = Rede, (F5).

2. The decomposition of the singular locus Sing(D¥) in connected components is given by
Sing(DX) = (Up1q Cp-

Proof of Proposition 8 is concluded applying the same argument finitely many times.

7.5 Existence of maximal contact

Definition 3 Let D be a special polyhedra system and let Sing(D) = | C, be the decompo-
sition of the singular locus in connected components. We say that D is consistent if for each
connected component C, there is a stratum 7, that has maximal contact with Red¢, (D). By
convention, non-singular polyhedra systems are consistent.

Proposition 9 Under the induction hypothesis CRS(n — 1), every n-dimensional consistent
polyhedra system has reduction of singularities.

Proof Let D be a n-dimensional consistent polyhedra system. Let us consider the decompo-
sition of the singular locus in connected components Sing(D) = | J Cy. In order to simplify
notation, we write D, = Red¢, (D). For each C,, we have a stratum 7, that has maximal
contact with D,. If T, € Sing(D), by Remark 10, D, has reduction of singularities. Oth-
erwise, since Hironaka’s projection Dg" has dimension lower than n, there is reduction of
singularities for DI and by Proposition 7 we obtain reduction of singularities for D,. By
Proposition 8 we conclude the proof. O

Remark 12 There exist non-consistent polyhedra systems. For instance, consider the support
fabric F = (I, H) with I = {1, 2, 3, 4},

H = P(I)\{{1,4}, {1,2,4},{1, 3,4}, I}.
Take over it the polyhedra system D = (F; {Aj}jen, d), given by
Appzy = [[0.0,1), (172, 1,0)]]. Aps.4 = [[(1,0,0), 0, 1, 1/2)]]

and all their projections. We have Sing(D) = {{2, 31 {1, 2, 3}, {2, 3, 4}} is connected. We
have that 7 (A ,2,3}) = {3} and T (A(2,3,4}) = {2}, then there is no stratum 7" with maximal
contact.
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The following statement says that every non-consistent special system of dimension n can
be transformed in a finite number of steps in a consistent one. More precisely

Proposition 10 Under the induction hypothesis CRS(n — 1), for every n-dimensional special
polyhedra system D, there is a finite sequence of characteristic transforms D — D’ such
that D' is consistent.

Proof The main idea in this proof is to reduce the problem to the case of polyhedra systems
obtained by blow-up of local systems.The existence of maximal contact in those systems is
assured by Remark 11 and by the stability results in Lemma 2.

Let us consider the set K of closed strata in H and the open set U/ = H\K. Recall that K
is a finite, totally disconnected closed set. We have dim(Dy4) < n, since the dimension is
reached only at closed points. Then Dy, has a reduction of singularities

Dy — D|1Lt — > D|kLI'
This sequence gives rise to a sequence of characteristic transforms
DD > ... Dk (3)
obtained performing blow-ups in the same centers. Let us prove that D is consistent.
Write leu = (.7-"(‘“, {A];/}J/Eﬂfu’ d) and DF = (FF, {A’j,}J,er, d). By Corollary 1,
we know that le = fkluk where U}, = (n,f)_l(L{) and n,f s HE > H s given by the

sequence of Eq. (3). We have Sing(D*) N = @ since Dﬁ/{ is non-singular. Moreover, we

have HF = 14, U (ﬂf)_1 (K). As a consequence, the singular locus Sing(Dk ) is contained in
(n,f )1 (K), that we write as

(n,f)_l K) = U Ky, where K; = (Jr,f)_l ).
Jekk

Since K is totally disconnected, we have KCj, N K, = @ for every Ji, J» € K with J1 # J5.
We conclude that, given a connected component C of Sing(DF), there is a unique stratum
J € K such that C C K. On the other hand, we have T (A;) C T(A]},) for every J' € C,
because of the vertical stability property of the directrix stratum stated in Proposition 6.
Then the non-empty stratum 7' (A ;) has maximal contact with Red¢ (Dy). m]

Corollary 4 Under the induction hypothesis CRS(n — 1), there is a reduction of singularities
for every n-dimensional special polyhedra system.

8 General polyhedra systems

In this section we consider the case of n-dimensional general polyhedra systems. In order to
prove it, we assume the hypothesis

CRS*P(n): n-dimensional special polyhedra systems have reduction of singularities.

Note that CRS(n — 1) implies CRS®*P(n). The main idea is to transform a given general
polyhedra system into a Hironaka quasi-ordinary one, using the hypothesis CRS*P(n) and
many of the ideas in Spivakovsky’s work [20]. Then we are done in view of Proposition 3.
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8.1 Spivakovsky’s invariant

Let D = (F; {As}sen, d) be a polyhedra system. We recall that the fitting of D is given by
D = (F;{Aj}jen.d), where A; = A; — wa,. We define Spivakovsky’s invariant Spip
by

Spip = max {§(A)); J € Sing(D)}.

Note that Spip = 0 if and only if D is a Hironaka quasi-ordinary polyhedra system.
We define the set S(D) by S(D) = {J € Sing(D); 8(Ay) = Spip}.

Lemma3 Forevery J € S(D), we have Spi 5 ,py < Spip.
Proof Let us denote Ay (D) = (F'; {A/J/}J/gq.y, d) and L = Spip. We write for simplicity
wg instead of wa, . We need to prove that

5(A7) < 8(Ag); J e, K =nt).

Note that §(Ag) = §(Ag) — |wg]|. If J/ € H., we are done. If J' € H__, then we have
wy(j) =wg(j)if j # oo and WJ/(OO)j 8(Ay) — 1. Moreover, K € S(D), since K D J.
Take 0 € Ak such that |0 — wg| = §(Ak). Then

8(A%) = p(0) —eyoo —wypl =lo|+loja, | — 1= (W) + (A7) = 1)
= 0(Ak) + lwk |+ loja, | — lwk\nua, | —8(Ay) —lwsl = A+ o, | —lwa, | —2
= loja, —wa,| <lo| =38(Ak).

8.2 Resolution of general systems

Here we prove that Spivakovsky’s invariant decreases strictly after a “well-chosen” finite
sequence of blow-ups. We do it by means of Spivakovsky’s projection introduced below and
the hypothesis CRSP(n).

Let D = (F; {As}sen, d) be a singular polyhedra system with Spip 7# 0. We define
Spivakovsky’s projection D’P by

DP = (F; {Aip}kq_[, d?), where Aip = [[Z}/Spip U AJ]].

We have that D*? is a special polyhedra system and Sing(D*”) = S(D) since
8(A%) = min {8 (A7/Spip),8(A)} < 1.
Proposition 11 Under the hypothesis CRS*P(n), there is a finite sequence of characteristic
transforms
p=D"> Dl » ... 5 DF

such that SpiDg < Spip and the center J I of the characteristic transform D' — Dit!
belongs to S(D') foreachi =0,1,...,k— 1.
Proof We consider J € S(D) and denote A = Spip. We have two situations:

1. Spiy,(p)y < A. (In this case, we are done).

130
@ Springer



Combinatorial aspects of classical resolution...

Suppose that Spi 4, (py = A. Let us prove the commutativity of Spivakovsky’s projections

with the blow-up transforms. More precisely, given a stratum J' € H._ and K = nf(] N,
we want to see that

[t @onmuisraon]| = [ ([Ax/x0 a)]] )

where f : RIZ(O — Rgo is defined by f;/(0) = Ay (0) — e/, ». That is, recalling the
definition of Ay, f;/(0)(j) = o (j)if j # oo and fj(o)(c0) = |oy| — 1.

It is not difficult to see that, the proof of equality (4) is reduced to prove the equality
f1(Ax) /= fr (A /3). That is, we want to show that

(o' —wy) e <U — wg

, whereo € Ak, o' = 1 (0).
. . ) K Sfr(o)

Note that we have wj/(j) = wg (j) if j # oo. Then we Bst need to see w}}gt happens with
Jj = oo. Recall that wy/ (c0) = 8(Ay) —1,6(Ay) =8(Ay) + |wy| and 5(Ay) = A. Then

(0" —wy)(e0) oyl —(+ws) oy —wyl o —wg
A - x T l_f’/( x )(OO)'

By CRS®P(n), there is a reduction of singularities of D’”. Then the second situation cannot
be repeated forever and we are done. O

Now the proof of Theorem 2 is completed.
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Global Invariant Branches of Non-degenerate Foliations on
Projective Toric Surfaces

Beatriz Molina-Samper

Abstract

We prove that the isolated invariant branches of a weak toric type complex hyperbolic
foliation on a projective toric ambient surfaces extend to projective algebraic curves. To
do it, we pass through the characterization of the weak toric type foliations in terms
of “Newton non-degeneracy” conditions, in the classical sense of Kouchnirenko and Oka.
Finally, under the strongest hypothesis of being a toric type foliation, we find that there
is a dichotomy: Either it has rational first integral but does not have isolated invariant
branches or it has finitely many global invariant curves and all of them are extending
isolated invariant branches.

1 Introduction

The aim of this paper is to describe local-global features for the invariant curves of weak toric
type complex hyperbolic foliations on projective toric ambient surfaces. The main result we
present is stated as follows:

Theorem 5. The isolated invariant branches of a complex hyperbolic weak toric
type foliation on a projective toric surface extend to projective algebraic curves.

A foliation is of toric type when it has a combinatorial desingularization. This definition was
introduced by M.I.T. Camacho and F.Cano in [2]. Analogously, a foliation is of weak toric
type when it has a combinatorial desingularization, but just up to presimple points. We call
complex hyperbolic to the foliations without saddle-nodes after reduction of singularities (they
are also called “generalized curves”). An invariant branch is isolated if it always falls into a
non-dicritical component of the exceptional divisor after any reduction of singularities. This
concept was suggested in [3] by C. Camacho, A. Lins Neto and P. Sad.

We characterize weak toric type foliations in terms of Newton polygons and “initial forms”.
To do it, we introduce the concept of Newton non-degenerate foliation, following the classical
ideas of A.G. Kouchnirenko and M. Oka for varieties, that can be found in [8, 9]. We prove the
equivalence result below:

Theorem 3: A complex hyperbolic foliated surface is Newton non-degenerate if
and only if it is of weak toric type.

A foliated surface is the data of a foliation F on a complex surface M and a normal crossings
divisor E C M. Most of the definitions and properties we present in this paper concern to the
pair (F, E) and not only to the foliation F.

Let us recall that a nonsingular projective toric surface is naturally endowed with a normal
crossings divisor given by the union of the non-dense orbits of the torus action. Moreover,
these surfaces can be obtained by blowing-ups and blowing-downs from the projective plane
[P’(% with the “standard” toric structure, that gives the divisor XoX;Xs = 0. Most of the
properties we are going to consider are stable under equivariant (combinatorial) blowing-ups
and blowing-downs. This allow us to prove many of the results by looking just to the projective
plane.
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In order to describe Newton non-degenerate foliations on the projective plane, we use in an
essential way the following property: “The number of roots of a Laurent polynomial system in
general position is the mixed volume of the associated polyhedra”. This result was proved by
D.N. Bernstein, A.G. Khovanskii and A.G. Kouchnirenko in [1, 7]. Applying it, we show that
the homogeneous polygon Ay (F) of a Newton non-degenerate foliation F is a single vertex or
a segment. In this way, we describe a set of projective algebraic curves such that any isolated
invariant branch at a given point is the germ of one of these curves at the point. More precisely,
we have the following three cases for the homogeneous polygon Ay (F):

Case a) It is a single point: there are no isolated invariant branches.

Case b) It is the segment joining the points (0,d,0) and (0,0,d): the isolated
invariant branches are in a finite family of lines £) = (X2 — AX; = 0).

Case c) It is the segment joining the points (d,0,0) and (0,a,d — a): the isolated
invariant branches are in a finite family of curves Cy = (X f_&Xg —AX{=0).

In this way, we obtain the proof of Theorem 5.

Concerning the existence of isolated invariant branches in the weak toric type case, we see
in Lemma 12 that we effectively find at least one for each A in the above families. In case b), we
just blow-up the common point of all the lines £). Each of the transformed lines cuts the new
divisor at two points p) and ¢, and we prove that the “eigenvalues ratios” of the singularities
of the foliation at these points are opposite each to the other, hence one of them is a simple
point and we find an isolated invariant branch through it. In case c), we find a similar property
after reduction of singularities of the cuspidal family Cy = (X¢~Xg — AX¢ = 0).

When we have the strongest property that the foliation is of toric type, we obtain the
following result:

Theorem 6: We have the next dichotomy for a toric type foliation on a projective
toric surface:

I) There is rational first integral and there are no isolated invariant branches.

IT) There is no rational first integral and every proper invariant branch extending
to a projective algebraic curve is an isolated invariant branch.

An invariant branch is proper when it is based at a point of the divisor but is not contained in
it.

From the results of this paper, we know that there is always global invariant curve for a toric
type foliation on a projective toric surface. This does not hold for general complex hyperbolic
foliations on the projective plane. Indeed, Jouanolou’s classical example (see [6]) given by the
differential form

(XE X1 — X3)dXo + (X7 Xo — X3)dX1 + (X5 X0 — X7)dXo

has no algebraic invariant curves, but it has seven singularities and two isolated invariant
branches at each.

Jouanolou’s example is classically used to construct germs of codimension one foliations in
dimension three without invariant surface. In a forthcoming paper, we apply these results to
prove the existence of invariant surface for germs of toric type codimension one foliations in
dimension three.

2 Generalities on Foliated Surfaces

We introduce basic definitions and results concerning the theory of holomorphic singular folia-
tions in dimension two. All these contents can be essentially found at [4].
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2.1 Foliated surfaces

A nonsingular complex analytic surface M, is a C-ringed space M = (|M|],Oyps) in local C-
algebras of functions, covered by open subsets isomorphic to open subsets of (C2, O¢2). Denote
by Q}, the sheaf of germs of holomorphic one-forms on M. A codimension one holomorphic
singular foliation F on M (for short, a foliation on M) is an invertible subsheaf F C Q},,
locally generated at each point p € |M| by a holomorphic one-form w € Q}VIW that we write in
local coordinates as

w = fidxy + fodx,,

where fi1, fo € Opr,p have no common factors. The singular locus Sing(F) is the closed analytic
subset of M locally defined by f; = fo = 0. It is a set of isolated points.

A normal crossings divisor E of M is the union of a finite family {F; };er of connected closed
nonsingular holomorphic curves such that, for each point p € |M| we have E C (z122 = 0),
where (1, x2) is a local coordinate system. Note that the E; are the irreducible components of
E. We denote by e,(E) the number of irreducible components of E through p € |M|, we have
that e,(E) € {0,1,2}. We say that E is a strong normal crossings divisor if either E; N Ej; is
empty or it is a single point, for every i, j.

Given a point p € |M]|, a curve branch (T',p) is defined by an equation f = 0, where
f € Onyp is irreducible. We say that (T, p) is an invariant branch of F if w A df = fa, where
a is a germ of holomorphic 2-form and w is a generator of F at p. We know that there is an
only invariant branch (T', p) through p, when p & Sing(F).

Consider an irreducible curve Y of M and a point p € Y. If (I',p) C (Y, p) is an invariant
branch, then every branch (T,q) C (Y, q) is also invariant, for each ¢ € Y. In this case, we
say that Y is an invariant curve of F. The non-invariant irreducible components of E are also
called dicritical components. We write the index set as I = Iiny U Igic, where [y, corresponds
to the invariant components and Ig;. corresponds to the dicritical ones. We also denote

Eunv = Uiern, By Eaic = Uiery, Fi-

We say that F and E have normal crossings at p ¢ Sing(F) if EUT is a local normal crossings
divisor, where (I",p) is the only invariant branch of F through p. The adapted singular locus
Sing(F, E) is defined by

Sing(F, E) = Sing(F) U {p ¢ Sing(F); F and E have no normal crossings at p}.

We have that Sing(F, E) is a set of isolated points and Sing(F, E) D Sing(F).

Remark 1. If |M| is a compact set or a germ around a compact set, then Sing(F, F) is finite.
We say that a coordinate system (z1,z2) at p € |[M| is adapted to E if e,(E) =0, E =

(1 =0) or E = (x122 = 0). Let Q},(log E) be the sheaf of germs of logarithmic one-forms

along E. A codimension one singular E-foliation £ on M (for short, an E-foliation on M) is

an invertible subsheaf £ C Q},(log E), locally generated at each point p € |[M| by a logarithmic

one-form n € Q}\/Lp(log E), that we write in adapted local coordinates as

e 2
n= Zaidx_i + Z a;dz;; e =ep(E),
i=1

x
v i=et1

where the coefficients a; have no common factors. We define the adapted multiplicity v,(F, E)
to be the minimum vy (as, az) of the orders vp,(a1) and v,(ag) at p of the coefficients.

Denote by Fol(M, E) the set of E-foliations on M and by Fol(M) the set of foliations.
Observe that Fol(M, () = Fol(M). There is a bijection between Fol(M) and Fol(M, E) given
by F + Lz, determined by the relation w = z{* - - - 257, where the exponents ¢; are defined
by

I 1 if x; =0 is invariant.
71 0 if x; =0 is dicritical.

A local generator n of Lx is also called a local generator of F adapted to E.
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Definition 1. An ambient surface is a pair M = (M, E), where M is a nonsingular complex
analytic surface M and E is a strong normal crossings divisor. A foliated surface (M, F) is the
data of an ambient surface and a foliation F on M.

Given an open subset U C |M| such that E N U has only finitely many irreducible com-
ponents, the restriction M|y is a well-defined ambient surface. In this case, the restriction
(M, F)|u is also a foliated surface. Given a point p € |M|, we define the germ (M, F), of
(M, F) at p in the natural way.

2.2 Presimple and simple points under blowing-ups

Let us consider a foliated surface (M, F) and a point p € |M|. A germ & of holomorphic vector
field is tangent to F if w(€) = 0, where w is a local generator of F (the sheaf of tangent germs
of vector fields also defines the foliation). Notice that £(p) = 0 when p € Sing(F) and, in this
case, we have a well-defined linear part L.

Definition 2. We say that p is a presimple point for (M, F) if p ¢ Sing(F, E) or we have that
p € Sing(F), ep(E) > 1, ep(Faic) = 0 and there is a germ & of vector field tangent to F such
that L¢ is non-nilpotent. We say that p is simple if it is presimple and the eigenvalues of Lg¢
have not positive rational ratio, when p € Sing(F). A saddle-node is a simple singularity where
the linear part of every tangent germ of vector field has a zero eigenvalue.

We distinguish two types of presimple points: trace and corner type points. More precisely:

1. If p ¢ Sing(F), we say that it is of trace type if e,(Einy) = 0 and that it is of corner type
if ep(Eim,) =1.

2. If p € Sing(F), we say that it is of trace type if e,(E) = 1 and that it is of corner type if
ep(E) = 2.

Remark 2. Given a presimple singularity, there are no dicritical components through it. If p is
a simple nonsingular point, we have that e,(FEq4ic) € {0,1}. Hence, a point p with e,(Eqgic) = 2
cannot be a presimple point.

Definition 3. A foliated surface (M, F) is desingularized (respectively, pre-desingularized) if
it has only simple points (respectively, presimple points).

Remark 3. If (M, F) is pre-desingularized, then Sing(F, E) = Sing(F).

Consider the blowing-up 7 : M’ — M centered at a point p € |M|. We obtain a new foliated
surface (M’, F'), where M’ = (M', E'), with E' = 7~ 1(F U {p}) and F' is the transform of F
by 7. We write for short 7 : (M’ F’') — (M, F).

We summarize now the main properties of the behaviour of simple and presimple points
under blowing-up (for more details, see [4].) Let us assume that the center p of 7 is a presimple
point for (M, F). We have that all ¢ € D are presimple points for (M’, F'), where D = 7~1(p)
is the exceptional divisor. More specifically:

1. If p ¢ Sing(F), then D is invariant and there is only one point p’ € Sing(F')ND. Moreover
p' is a simple singularity (it represents the tangent at p of the only invariant branch of F

at p).

2. If p is a simple singularity for (M, F), then D is invariant and there are exactly two points
ph, ph € Sing(F') N D. Moreover p; and p) are simple singularities for (M’, F’). We have
also that p}, p, are corners if p is a corner and that there is a corner and a trace between
{p}, b} if p is a trace.

3. If p is a presimple but not simple singularity for (M, F), we take a germ of vector field £
with L¢ non-nilpotent. We have three possibilities:
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(a) The linear part L¢ is the identity up to a factor. In this case D is dicritical and
Sing(F')ND = 0.
(b) The linear part L¢ is not diagonalizable. The exceptional divisor D is invariant and

there is only one point p’ in Sing(F’) N D. Moreover p’ is a saddle-node corner type
singularity. This situation only holds if p is of trace type.

(c) The linear part L¢ has two different eigenvalues A, with A/p € Q3. In this
situation D is invariant and there are exactly two points p’, ¢’ € Sing(F’) N D. One
of them is a simple singularity and the other one is presimple with eigenvalues equal
to A — u, u. Moreover, if p is of corner type, then p’, ¢’ are both corners; if p is of
trace type, we obtain a corner and a trace between {p’,¢’}.

2.3 Reduction of singularities

We say that a morphism 7 : (M', F') — (M, F) is a reduction (respectively, a pre-reduction)
of singularities of (M, F) if = is a finite composition 7 = 1 o w5 0 - - - 0 Ty, Where each

mit (ML FD) = (ML Y,

is a blowing-up centered at p;_1 € |M;_1], for i =1,2,...,N and (M, F') = (MN,FV) is a
desingularized (respectively, pre-desingularized) foliated surface. The reduction of singularities
7 is called minimal if, for any other reduction of singularities 7 : (M”, F"”) — (M, F), there is
a unique factorization 7 = 7 o f, where

frMFY) = (ML F)

is the composition of a finite sequence of blowing-ups (up to isomorphism). Note that 7 is
minimal if and only if all the centers p; are non-simple points. In the same way, we define and
characterize minimal pre-reduction of singularities.

Remark 4. Following the above definitions, there is no reduction of singularities for foliated
surfaces with infinitely many non-simple points.

The following result is consequence of Seidenberg’s Theorem [10] and the statements in [4].
Theorem 1. Let (M, F) a foliated surface. We have that:

1. There is a reduction of singularities of (M, F) if and only if the set of non-simple points
is finite. In this case, there is a minimal reduction of singularities.

2. There is a pre-reduction of singularities of (M, F) if and only if the set of non-presimple
points is finite. In this case, there is a minimal pre-reduction of singularities.

Remark 5. Assume that (M, F) has reduction of singularities and let 7 and o be, respectively,
the minimal reduction and pre-reduction of singularities. If

7 (MLFY = (M, F), o: (M F*)— (M,F),

then there is a unique factorization * = oo f, where f : (M', F') — (M*, F*) is the composition
of a finite sequence of blowing-ups centered at presimple but non-simple points.

We are interested in foliated surfaces without saddle-nodes after reduction of singularities.
In other contexts they correspond to the so-called “generalized curves” (see [3]).

A foliated surface (M, F) is complex hyperbolic (for short, CH) if there is a reduction of
singularities 7 : (M',F") — (M,F) without saddle-nodes in (M’, F’). Note the following
properties:

1. If (M, F) is CH, for any reduction of singularities 7 : (M", F") — (M, F) there are no
saddle-nodes in (M", F").
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2. Being CH depends just on the foliation F. That is, if ((M, E),F) is CH, then any other
((M,D),F) is also CH. In particular, it makes sense to say that a point p € |M| is CH
for 7 when the germ 7, is CH, independently of the chosen divisor.

3. A simple singularity is CH if and only if it is not a saddle-node. The presimple but not
simple singularities that are not CH are those presented in 3b) of Subsection 2.2.

Lemma 1. A point p of a CH-foliated surface (M, F) is presimple if and only if v,(F, E) = 0.

Proof. If e = e,(E) = 0, then p is presimple if and only if p is nonsingular, and we are done.
If e = 1, take a local generator n = aydz1/x1 + asdzs of F adapted to E. We distinguish two
cases:

la) Dicritical case, that is E = (21 = 0) is dicritical. This is equivalent to say that a1 = z1d1,
in particular, we have v,(a1) > 0. A local generator of F is given by w = didzy + axdzs.
In this case, the point p is presimple if and only if it is nonsingular and F, E have normal
crossings at p. That happens if and only if v,(as) = 0.

1b) Invariant case. A local generator of F is given by w = ajdzy + x1asdzs. The point p is
nonsingular with normal crossings if and only if v,(a1) = 0. The point p is a presimple
singularity if and only if p is a saddle-node (not allowed, because we are in the CH-
situation) or v,(az) = 0.

If e = 2, consider a local generator n = ajdzy/x1 + azdza/x2 of F adapted to E, where
E = (x122 = 0) locally at p. There are three possibilities:

2a) e,(Egic) = 2. We know that p is not presimple. On the other hand, we have that z;
divides a; for i = 1,2, hence v,(a1,as) > 0.

2b) ep(Edic) = 1. Suppose that (z; = 0) is invariant and that (zo = 0) is dicritical. We have
that as = xsas and that w = aydx; + x1d2dxs is a local generator of F. The point p
is presimple if and only if it is a nonsingular point and F, E' have normal crossings at p.
This happens if and only if v,(a1) = 0. We end by noting that v,(a1) = 0 if and only if
vp(ay,az) = 0, since vp,(as) > 0.

2¢) ep(Edqic) = 0. We have that w = z9a1dz1 + x1a2dzs is a local generator of F and hence p
is a singular point. The linear part of a germ of vector field tangent to F is diagonal with
eigenvalues \; = a;(0), for i = 1,2. As a consequence, the point p is presimple if and only
if vp(a1,a2) = 0. ]

2.4 Combinatorial blowing-ups

The concept of toric type foliated surface has been introduced in [2].

Let (M, F) be a foliated surface and let us consider the blowing-up 7 : (M', F') — (M, F)
centered at a point p € |M|. We say that 7 is a combinatorial blowing-up if e,(E) = 2.
The composition of a finite sequence of blowing-ups is combinatorial if each blowing-up is
combinatorial.

Definition 4. A foliated surface (M, F) is of toric type if it admits a combinatorial reduction
of singularities. Analogously, we say that (M, F) is of weak toric type if it has a combinatorial
pre-reduction of singularities.

The foliated surface (M, F) is called of toric type at a point p € |M]| if the germ (M, F),
is of toric type. Analogously, it is called of weak toric type at p if the germ (M, F), is of weak
toric type.

Remark 6. Given a point p with e,(F) < 1, we have that (M, F) is of toric type (respectively
of weak toric type) at p if and only if p is a simple (respectively presimple) point for (M, F).
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Recall that the divisor E has finitely many irreducible components. Thus, there are only
finitely many points with e,(E) = 2. As a consequence, the foliated surface (M, F) is of toric
type if and only if the property holds at every point p € |M|. We have the same comment for
the weak toric type property.

Remark 7. If p is a corner type presimple singularity of (M, F), we have that (M, F) is of toric
type at p, in view of the behaviour of presimple singularities described in Subsection 2.2. Even
more, all the singularities appearing after the minimal reduction of singularities of the germ
(M, F), are corner type simple points.

2.5 Isolated invariant branches

The concept of isolated invariant branch is useful for choosing finitely many representative
invariant branches, in case dicritical components arise after reduction of singularities. We give
the precise definition below.

Definition 5. Consider an invariant branch (I',p) of a foliated surface (M, F). We say that
(T, p) is isolated for (M, F) if the following properties hold:

e (I',p) Z (E,p).

e For every composition 7 : (M, F') — (M,F) of a finite sequence of blowing-ups, we
have that p’ € Sing(F’, E’), where (I, p) is the strict transform of (T, p) by 7.

Remark 8. Note that p € Sing(F, E), just by taking 7 the identity. Besides, it is enough to
consider blowing-ups centered at the infinitely near points of (T, p).

The property of being isolated is stable under blowing-ups. In the following statement we
show that it is also stable by combinatorial blowing-downs.

Proposition 1. Let us consider a combinatorial blowing-up 7 : (M, F') — (M, F) between
foliated surfaces. If (I",p’) is an isolated invariant branch for (M’, '), we have that (T, p) is
an isolated invariant branch for (M, F), where (T, p) is the image of (I, p’) by =.

Proof. Suppose that p is the center of the blowing-up, otherwise we are done. If (I',p') is
isolated, in particular (I, p') ¢ (E’,p’) and then also (T',p) ¢ (E,p). If p € Sing(F, F), we are
done. Assume that p ¢ Sing(F, F). Since p is a regular point, we get that (I',p) is the only
invariant branch through p. Moreover, we have that e,(E) = 2 and that F, E have normal
crossings at p. Then (T, p) is contained in F and this is a contradiction. |

The following assertions give a description of the isolated invariant branches at presimple
points.

Lemma 2. Consider a foliated surface (M, F) and « : (M',F') — (M, F) a reduction of
singularities. Let (T, p) be an isolated branch of (M, F) and let (I, p’) be the strict transform
of (I',p) by m. We have that p’ is a trace type simple singularity.

Proof. By definition, we know that p’ € Sing(F’, E’) and (I, p’) ¢ (E’,p’). Moreover, we have
Sing(F', E') = Sing(F’),

because (M’, F') is desingularized. If p’ is of corner type, the only invariant branches through
it are contained in E’. Then p’ is a trace type simple singularity. |

Lemma 3. Let p € Sing(F) be a presimple singularity of a foliated surface (M, F). If p is of
corner type, there are no isolated invariant branches through it. If p is of trace type, there is
at most one isolated invariant branch through it; when it exists, it is nonsingular, transversal
to the divisor and any other nonsingular invariant branch is tangent to the divisor.
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Proof. Assume first that p is of corner type and let us find a contradiction with the existence
of an isolated invariant branch (T',p). By Remark 7, we know that the minimal reduction of
singularities of the germ (M, F), produces only singularities that are of corner type. In view
of Lemma 2, the strict transform of (I, p) passes through a trace type simple singularity and
this is not possible.

Assume now that p is a trace type presimple singularity. Recall that e,(E) = ep(Einy) = 1.
Suppose that there is an isolated branch (T, p). Consider the blowing-up 7 : (M', F') — (M, F)
centered at p. Let (IV,p’) be the strict transform of (I',p). We know that p’ € Sing(F', E’) =
Sing(F’). Since (IV,p’) is an isolated invariant branch, we obtain that p’ is not a corner type
point, hence it is a trace type presimple singularity of (M’, F'). In particular, we have that
ey (E') = ey (El,,) = 1. Note also that E/ = 7~1(p), locally at p'.

The above arguments show that (T', p) is nonsingular and transversal to E. Indeed, this is
a direct consequence of the fact that the infinitely near points of (T, p) are never over the strict
transform of the precedent exceptional divisor.

Let us prove that any other nonsingular invariant branch is tangent to F. Equivalently, if
(T'1,p) is a nonsingular invariant branch transversal to E, let us show that (I'1,p) = (T, p).
Denote by (I'}, p}) to the strict transform of (I'1, p) by 7. It is enough to prove that pj = p’; in
this case, the situation repeats at p’, we conclude that (T'1, p) and (T, p) have the same infinitely
near points and thus they coincide. Since (I'q,p) is transversal to E, we have that p] does not
belong to the strict transform of E. Moreover, p} € Sing(F’), because both (I'}, p}) and 7~ *(p)
define invariant branches of F' at pj. Then, the only trace type singularity of (M’, F') in
7~ 1(p) is pi; this means that p} = p’.

It remains to show that (I',p) is the only isolated invariant branch. We know that any
isolated invariant branch must be nonsingular and transversal to E, then it is necessarily (I', p).

Corollary 1. Let (T',p) be a smooth invariant branch transversal to E through a trace type
presimple singularity. If there is an isolated branch for (M, F) through p, it is necessarily (T, p).

Remark 9. If p is a trace type non saddle-node simple singularity, there is exactly one isolated
invariant branch through p. When it is a saddle-node, it is possible to have a formal non-
convergent invariant branch, that is also isolated (in the formal sense).

Remark 10. Consider a foliated surface (M, F) and a point p € Sing(F, E). If there are only
finitely many invariant branches through p (equivalently, there are no dicritical components
created after reduction of singularities over p), then each invariant branch (I',p) ¢ (E,p) is
isolated.

3 Pairs of Laurent Polynomials in General Position

Here we recall a result about the number of solution of a Laurent polynomials system looking at
the mixed area of the convex polytopes associated to it (see [1, 8]). In Section 5, we apply this
result to our study of Newton non-degenerate foliations in projective toric ambient surfaces.

A convex polytope A C R? is the convex hull of a finite set of points of R2. We denote the
area of A by Ar(A) € R>q. The mized area MA (A1, Ag) of two convex polytopes Aj, Ay C R?
is given by MA(A1,As) = Ar(A; + Ay) — Ar(A1) — Ar(Ay), where Ay + Ay denotes the
Minkowski sum.

Remark 11. The mixed area of two convex polytopes is zero if and only if either one of them is
a single point or they are parallel segments.

The ring of Laurent polynomials Cluy, ug,u; ', u; '] gives the regular functions of the com-
plex torus (C*)2 = (C\ {0})2. The convex polytope A(f) of a Laurent polynomial f is defined
by

A(f) = convex hull({(z',j) €22 fi # 0})7 f= Z(i’j) figuiud.
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The support-restriction foc of f to a subset C C Z? is fc = Z(i,j)ec flju’lué

We call weight vectors to the elements of the set W = {(p,q) € Z X Zso; pZ + qZ =
Z} U {(1,0)}. Note that, there is a bijection W — QU {o0}, given by (p,q) — —p/q (assuming
—1/0 = o©). We say that a Laurent polynomial F' # 0 is quasi-homogeneous with weight vector
(p, q) if there is an r € Z such that F(tPuy,t%us) = t"F(ui,uz). The integer r is called the
quasi-homogeneous degree of F. In this case, there is a decomposition

N
F = cul'ul? jzl(ug—aju(f); (11,72) €Z?, c,a; €C*, j=1,2,...N.

Conversely, such a decomposition provides a quasi-homogeneous Laurent polynomial. Moreover,
we can see that F' is quasi-homogeneous with weight vector (p,q) and degree r if and only if
A(F) is a segment contained in the line of equation pi+¢gj = r. In particular, a single monomial
is quasi-homogeneous for any weight vector.

The following definitions can be found in [1, 8].

Definition 6. A pair (F1, F») of quasi-homogeneous Laurent polynomials with weight vector
(p, q) is non-degenerate if ay; # agy for every j, k, where

I N; .
F; = cyuituj Hj—l(ug — Oéiju(f)a 1=1,2.

Otherwise, we say that (Fy, Fy) is degenerate.

Definition 7. A pair of arbitrary Laurent polynomials (f1, f2) is in general position, if the
pairs (fir, for,) are non-degenerate for every side L of A(f1, f2) = convex hull(A(f1) U A(f2)).

Remark 12. Consider two Laurent polynomials F'(uy,us), G(u1,us) and three monomials u®* =
uPrug?, ub = b, u¢ = u$u$?, where a,b,c € Z? and a1by — agh; € {—1,1}. We have the
following properties:

1. The Laurent polynomial F is quasi-homogeneous if and only if u°F is quasi-homogeneous.
Moreover, both have the same weight vector.

2. The Laurent polynomial F(u1,us2) is quasi-homogeneous with weight vector (p, ¢) if and
only F(u®, u?) is quasi-homogeneous with weight vector (up to sign) (pbs — qas, ga — pby).

3. The pair (F(u1,us), G(u1,uz)) is non-degenerate if and only if the pair (u®F (u®, u®), u¢G (u®, u®))
is non-degenerate.

Remark 13. If the pair (Fy, F3) is non-degenerate and both Fy, Fy have the same quasi-
homogeneous degree, then (Fy + Fy, F3) is also non-degenerate.

Remark 14. Note that (f1r, far) is degenerate if f1, =0 or for, = 0.

Theorem 2. (See [1, 8]) Let (f1, f1) be a pair of Laurent polynomials in general position.
The number of solutions in (C*)? of the system f; = f» = 0 is equal to the mixed area
MA(A(f1), A(fa))-

4 Weak Toric Type Foliated Surfaces

In this section we give an algebraic characterization in terms of “weighted initial forms” of
the weak toric type complex hyperbolic foliated surfaces. More precisely, we introduce the
concept of Newton non-degenerate foliated surface, following the classical ideas for curves and
functions (see [9]) and we proof that they are exactly the weak toric type foliated surfaces in
the CH-context.
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4.1 Newton non-degenerate foliated surfaces

The Newton polygon N(f;x1,x2) of a formal power series f = 3 fi;zix) € C[[zy, x2]] is defined
by
N(f;21,x2) = convex hull(Supp(f) + R;O),

where Supp(f) = {(i,j) € Z*; fi; # 0}. The topological boundary of N(f;z1,z2) is a union
of two non-compact sides and finitely many compact sides (consisting of more than one point)
with negative rational slopes. The endpoints of the sides are called vertices.

Let us consider an ambient surface M = (M, E) and a point p € |M| with e,(E) = 2. Take
a logarithmic one-form n € Q}w’p(log E), that we write in adapted local coordinates (x1,x2) as

n= aldml/wl + agdwg/mg; ai,as € OIVI,p = C{l‘l,(bg} C CH$17$2]]-

The Newton polygon N,(n;x1,x2) is the convex hull of N(ai;x1,22) U N(ag;1,x2).

Remark 15. In order to get uniqueness in the definition of the Newton polygon of a foliated
surface, we consider total orderings < in the set of irreducible components of the divisor.

Now, we consider a foliated surface (M, F), a total ordering < in the set of irreducible
components of E and a point p € |M| with e,(E) = 2.

Lemma 4. Take local coordinates (z1, z2), (2], z5) adapted to E, such that (z2 = 0) < (z1 = 0)
and (zf, = 0) < (2} = 0). We have that

N = Ny(n;x1,22) = Np(n'; 2, 25),

where n = a1dzy /1 + agdze/xo, ' = aidz /) + abdxh /xh are local generators of F adapted
to E. Moreover, given a compact side L of N, it holds that (a1, asr) is non-degenerate if and
only if (a},ab;) is non-degenerate.

Proof. Just note that there are units u,uy,us € Oprp, such that ' = un and z; = w;z,, for
i=1,2. ]

In view of Lemma 4 we define the Newton polygon N(M,F) by
N;(va) = Nyp(n; 1, 72).

Remark 16. The point p is presimple if and only if N*(M, F) = Ron-

The foliated surface (M, F) is non-degenerate at p with respect to the order < and a compact
side L of N;*(M, F) if the pair (air,azr) is non-degenerate. For short, we say that (F, L) is
non-degenerate.

Remark 17. Consider two different orderings <, <’ in the set of irreducible components of E.

Denote by E; and E5 the irreducible components of E through p, such that Es < E;. We have
two possibilities at p depending on the order <’ between F; and Fs:

o Ey <' Ey. We have N’ (M, F) = N (M, F).

o E; <’ E;. We have N;/(M,}") = o(N;* (M, F)), where o is the symmetry (u,v)
(v,u). Moreover, given a compact side L of N;*(M,F), we have that (F,L) is non-
degenerate, with respect to <, if and only if (F,o(L)) is non-degenerate, with respect to
=</,

Definition 8. A foliated surface (M, F) is Newton non-degenerate at p € |M| if the point p
is presimple, or e,(E) = 2 and (F, L) is non-degenerate for each compact side L of N*(M, F)
(this definition does not depend on the chosen ordering <, in view of Remark 17). We say that
(M, F) is Newton non-degenerate if the property holds at each point.
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4.2 Non-degenerate foliations and combinatorial blowing-ups

We present here several results about the stability of being Newton non-degenerate under
combinatorial blowing-ups and blowing-downs.

Let us consider a CH-foliated surface (M, F), a total ordering < in the set of irreducible
components of E and a point p € |M| with e,(E) = 2. Denote by Ej, E5 the irreducible
components of E through p, such that Fy < Ej.

Let (x1,22) be a local coordinate system such that E; = (z; = 0), for ¢ = 1,2. Consider a
local generator 1) = a1dxy/x1 + azdra/xo of F adapted to E at p. Denote by d > 0 the adapted
order, that is d = v,(F, E) = vp(a1, az). We write

a; = A; +a, E(C{iﬂl,.’fg}, I/p(di) >d, 1=1,2,

where the A; are homogeneous polynomials of degree d. Note that (A7, A3) # (0,0).

Let us perform the blowing-up 7 : (M', F') — (M, F) centered at p. Note that 7 is a
combinatorial blowing-up, since e, (E) = 2. We consider the ordering <’ in the set of irreducible
components of E’ obtained by adding the exceptional divisor D = 7~!(p) with the property
E}, <" D <" E}, where E! denote the strict transforms of E;, for ¢ = 1,2. Denote

{00} =DNES {go}=DNE] and T = D\ {q0, 90 }-

Remark 18. We can consider affine coordinates (zf,z5) on the chart of the blowing-up with
origin in qg, given by x1 = z},z2 = z}z). In this chart F} = (24, = 0) and D = (z} = 0).
Analogously, we can consider affine coordinates (z7,x%) on the chart of the blowing-up with
origin in g¢e, given by 1 = z{zf,xo = 4. Here D = (24 = 0) and E] = (2§ = 0). These
choices of coordinates are compatible with the ordering <’ in the set of irreducible components
of E.

Remark 19. The following properties are well known (see [4]):

1. Assume that the blowing-up 7 is dicritical. That is, the exceptional divisor D is dicritical,
what happens if and only if A; + Ay = 0. In this case 7 N Sing(F’, E') is given by A; =0
and all the points in this set are non-presimple points.

2. Suppose that the blowing-up 7 is non-dicritical. In this case Sing(F’, E')ND = Sing(F’)N
D and T N Sing(F’) is given by the tangent cone A; + As = 0.

Lemma 5. If holds that 7 N Sing(F', £') # 0 if and only if N;*(M, F) has a compact side of
slope —1.

Proof. It follows by Remark 19, looking separately the dicritical and non-dicritical cases. W

Lemma 6. If 7 is non-dicritical, then the non-presimple points ¢ € 7 are given by A; + As =
Ay =0.

Proof. Consider coordinates (27, z4) like in Remark 18. A generator i’ of 7' adapted to E’ is
given by

(@1 + ag2) (2}, zixh) \ dz} ag(z}, 2hxh)\ dat
0= <(A1 + Ag)(L,a5) + ) o+ (el =T ) 22

The non-presimple points ¢ € T are given by 2} = 0, x, = A € C*, with (4; + A3)(1,\) =
As(1,X) =0, in view of Lemma 1. [ |

Corollary 2. The pair (41, A3) is non-degenerate if and only if each point g € T is presimple.
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Proof. Suppose that le (M, F) does not have a compact side with slope —1. This is equivalent
to say that A; and A; are the same monomial up to constant and hence (A;, A3) is a non-
degenerate pair. On the other hand, in view of Lemma 5, all the points ¢ € 7 are presimple.
Suppose now that N;*(M, F) has a compact side with slope —1. Assume first that all the
points ¢ € T are presimple. The blowing-up 7 is non-dicritical by Remark 19, then Lemma 6
implies that (A; + As, As) is non-degenerate and by Remark 13, this is equivalent to say that
(A1, Az) is non-degenerate. Conversely, if (A1, A2) is non-degenerate, then 4; # —Ay and the
blowing-up is non-dicritical. Moreover (A; + Ag, A) is non-degenerate, as a consequence, all
the points ¢ € T are presimple. |

We introduce the notation N = N(M, F), Ny = N;U/(M',]:’), Neo = Nqi (M, F").

Let S; be the set of compact sides of N with slope greater than —1 and let Sy, be the set
of compact sides of Ny. There is a bijection between SZ‘]" and S, given by L € S;‘ — L' € S,
where L’ is the side of slope m’ = m/(1 + m) < 0, being m € Qs _; the slope of L. In the
same way, denote by S the set of compact sides of N with slope lower than —1 and by S
the set of compact sides of Noo. There is a bijection L € S, + L' € S, where L' has slope
m' =m+1 < 0, being m € Q._; the slope of L. Given a compact side L of N with slope
different than —1, that is L € S;‘ US, , we say that L' is the transform of L.

Lemma 7. Consider a compact side L € S;r US, and let L’ be transform of L. It holds that
(F, L) is non-degenerate if and only if (F', L’) is non-degenerate.

Proof. Suppose that L € 8;[ , the proof is analogous when L € S, . Consider coordinates
(z}, %) like in Remark 18. A local generator ' of F' adapted to E’ at qo is given by 7' =
aydx} /2 + abdxl/xh, where a) = (a1 + a2)(z), 2)xh)/(z))? and aby = ax (2}, i xh)/(2})?. We
also have that

ayp = (arp + asp)(@), 2hah) /(2))?, aby = asp (2], 2hah)/(2))%.

Then (a};,,a%;,) is non-degenerate if and only if (a1, + azr, azr) is non-degenerate, in view of
Remark 12. This is equivalent to have (a1r,,asr) non-degenerate, by Remark 13. |

Corollary 3. The following properties hold:

e (F, L) is non-degenerate for every L € S, if and only if (M’, F') is Newton non-degenerate

at qop.
e (F,L)isnon-degenerate for every L € S, if and only if (M, F’) is Newton non-degenerate

at goo-
Proof. Direct consequence of Lemma 7. |

Proposition 2. Consider a CH-foliated surface (M, F). Let m : (M, F') — (M,F) be a
combinatorial blowing-up centered at a point p € |M|. We have that (M, F) is Newton non-
degenerate at p if and only if (M’, F') is Newton non-degenerate at each point ¢ € 7~ *(p).

Proof. If N = N;(M,]—') has no compact side with slope —1, we are done by Corollary 3
and Lemma 5. Assume now that N has a compact side Ly with slope —1. By Corollary 3,
it is enough to prove that (F, Lg) is non-degenerate if and only if (M’ F’) is Newton non-
degenerate at every ¢ € T, equivalently if and only if each ¢ € T is a presimple point. Let 7’
be as in the proof of Lemma 6. Noting that (F, Ly) is non-degenerate if and only if (A4;, As) is
non-degenerate, we are done in view of Corollary 2. |

Corollary 4. Consider a CH-foliated surface (M, F). Let w : (M', F') = (M, F) be a finite
composition of combinatorial blowing-ups. We have that (M, F) is Newton non-degenerate at a
given point p € |M| if and only if (M’, F') is Newton non-degenerate at each point ¢ € 7~ 1(p).
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4.3 Equivalence statement

This subsection is devoted to prove the following result:

Theorem 3. A CH-foliated surface is Newton non-degenerate if and only if it is of weak toric
type.

Let (M, F) be a foliated surface. Let us do the proof at each point p € |M|.

1. ep(E) < 1. We have, by definition, that (M, F) is Newton non-degenerate at p if and
only if p is a presimple point. That happens if and only if (M, F) is of weak toric type
at p, by Remark 6.

2. ep(E) = 2. Assume that (M, F) is of weak toric type at p. This means that there is a
finite composition of combinatorial blowing-ups 7 : (M',F') — (M, F) such that each
q € 7~ Y(p) is a presimple point. We have that (M’ F') is Newton non-degenerate for
each ¢ € m~%(p), by definition. By Corollary 4, we obtain that (M, F) is Newton non-
degenerate at p. In the opposite way, assume that (M, F) is Newton non-degenerate at p.
Let us perform the combinatorial blowing-up 7 : (M', F') — (M, F) with center p. We
have that (M’, ') is Newton non-degenerate for each ¢ € 7~!(p) by the stability property
stated in Proposition 2. As a consequence, the only non-presimple points ¢ € 7~ 1(p)
satisfy e,(E’) = 2. The situation repeats, since (M’, F’) is again Newton non-degenerate
at these points. This allow us to conclude that the minimal pre-reduction of singularities
of (M, F), is combinatorial and thus (M, F) is of weak toric type at p.

5 Non-degenerate Foliations on Projective Toric Surfaces

In this section we recall the definition of projective toric surfaces and some results about their
birational geometry. We consider particularly Newton non-degenerate CH foliated surfaces
defined on the complex projective plane P% and we prove that the area of their homogeneous
polygons is zero.

5.1 Birational geometry of toric ambient surfaces

The contents on this subsection can be essentially found at [5].

A toric surface is an irreducible complex surface S containing a two-dimensional complex
torus T =~ (C*)? as a Zariski open subset, such that the action of T on itself extends to an
algebraic action on S. The natural blowing-ups in the category of toric surfaces are the ones
compatible with the torus action (equivariant). This happens if and only if the center of the
blowing-up is an orbit.

The union of the non-dense orbits of the torus action in a nonsingular toric surface S is a
strong normal crossings divisor Eg. We say that the pair (S, Fg) is a toric ambient surface.
The points p € |S| with e,(Eg) = 2 are exactly the closed orbits of the torus action. As
a consequence, in the category of toric surfaces, the equivariant blowing-ups are exactly the
combinatorial ones.

Remark 20. In view of the fact that a nonsingular toric surface S gives in a natural way a toric
ambient surface (S, Fg), we use the expression foliation F on S to make reference also to the
foliated surface ((S, Fg), F).

Example 1. The first example of nonsingular projective toric surface is the projective plane
PZ. The torus action is given in homogeneous coordinates [Xo, X1, Xa] by

((t1,t2), [0, 1, T2]) — [®0, t121, a2
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The associated divisor is given by the three coordinate lines XqX1 X2 = 0. The standard affine
example of nonsingular toric surface is C?. The torus action is given in coordinates (21, z2) by

((t1,t2), (a1, 2)) = (troa, taca).

The associated divisor is given by the coordinate lines z122 = 0. When we refer to P4 or C? as
toric surfaces, we implicitly assume the above actions and coordinates.

The following result concerns the birational geometry of projective toric surfaces.

Theorem 4 (See [5]). Given two nonsingular projective toric surfaces S and S’, there is a
nonsingular projective toric surface S” and two finite sequences of equivariant blowing-ups
m:8" =8, 7 :58 = 5.

Corollary 5. A given nonsingular projective toric surface S is obtained from the toric surface
PZ by a finite sequence P% — S of combinatorial blowing-ups and blowing-downs.

Proof. Take S’ = P% in Theorem 4. [ |

5.2 Newton non-degenerate foliations on P%
The aim of this subsection is to prove the following statement:

Proposition 3. The homogeneous polygon A (F) of a CH-Newton non-degenerate foliation
F on PZ is a segment or a single point.

5.2.1 Foliations on the projective plane

Before doing the proof of the result, we recall basic definitions of foliations on the projective
plane (see [4]) and we introduce the notion of homogeneous polygon A (F) of a foliation F on
the toric surface PZ.

A foliation F on P% is given by a logarithmic homogeneous differential form

W = AodXo/Xo -+ AlXm/Xl + AQdXQ/XQ, Al S C[XO7X17X2]7 1= 0, 172,

where the coefficients A; are homogeneous polynomials of the same degree dr, without common
factor and such that Ag + A; + As = 0. We say that W is a homogeneous generator of F. If
W' is another homogeneous generator of F, then W’ = kW with k € C* and conversely.

Remark 21. The number dx does not coincide with the so-called degree of the foliation. For
instance, if the divisor XoX; X2 = 0 has no dicritical components, the foliation is given by the
holomorphic form

Xo X1 XoW = X1 X0A0dXo + XoX2A1d X1 + X X1 A2d X5,

without common factors in the coefficients. Hence, the foliation degree is equal to dx + 1. In
a general way, the foliation degree is equal to dr + 1 — €, where € is the number of dicritical
components of XgX;Xs =0.

Definition 9. The homogeneous polygon Ap(F) of a foliation F on Pe2 is given by
Ap(F) = convex hull (A(Ag) UA(A;) UA(Ay)) C R3,
where W = ApdXo/Xo + A1dX1/X1 + A2d X5/ X5 is a homogeneous generator of F.

Remark 22. Although Ay (F) is contained in R3, the name “homogeneous polygon” is due to
the fact that A, (F) C drX3, where X9 = {(09,01,02) € ]R%O; o0 + 01 + 02 = 1}. Note also
that Ap(F)N(o; = 0) # O for every i = 0, 1,2, since the coefficients Ag, A1, A3 have no common
factors.
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We are interested in describing a foliation F of PZ in terms of affine charts. We read
the complex projective plane P2 in affine charts 4; = (X; # 0) C P2, for i = 0,1,2. We
identify each A; with the affine toric variety C* through the coordinates (x},z}) given by
:r; = X;/X;, z} = X3/X;, for j,k # i. We denote by O; to the origin of A;. Note that
Oo = [1,0,0],01 = [0,1,0], 02 = [0,0,1]. We also denote by D; the divisor Ea, = (z}z}, = 0).
We call affine i-chart F; of F to the restriction F; = F|a,. A generator of F; adapted to
the divisor D; is given by n; = alda’/x! + ajdxj [z}, for {i,j,k} = {0,1,2}, where aj =
Ay(Xo/Xi, X1/ X3, X2/ X;) € Clah, x}], for £ € {j,k}.

Definition 10. An algebraic foliation G on the affine toric surface C? is in general position if
the pair (a1, az) is in general position, where n = aydzy/z1 + asdws/xe, With a1, as € Clzq, 2]
is a generator of G adapted to the divisor Ecz2 = (z122 = 0). The affine polygon A(G) of G is
defined by A(G) = A(a1, az).

In particular, we have the affine polygons A(F;) associated to the affine i-charts of F. The
relationship between Ay (F) and A(F;) is given by A(F;) = ®¢(Ap(F)), where d = dr and ®¢
is the projection

®f 1 d¥§ — dSs = {(01,02) €RZy; 01 + 09 < d}

defined by o = (09, 01,02) — (0j,0%), with j, k # i. We call to A(F;) the i-chart of Ap(F).
Given a side L of Ay (F), the side L; = ®¢(L) of A(F;) is called the i-chart of L.

Let us describe now the relationship between the homogeneous polygon Ap(G) and the
Newton polygons N; = Na’ ((As, D;), Fi), where the ordering <; is given by the natural order of
the indices, that is (x; =0) < (z, = 0) ifand only if j > k. Note that N; = convex hull(A(F;)+
R%,), then the compact sides of the Newton polygon N; are some of the sides of the affine
polygon A(F;). Let L be a side of Ay (F). We have that L C {o € dzX9; o; = 0} if and only
if Ly is contained in a non-compact side of N, for ¢ = j, k. Otherwise, we have the following
statement:

Lemma 8. Given a side L of Aj,(F) such that L ¢ {0 € dz%9; o, = 0} for any £ = 0,1, 2,
there is a unique affine chart A; such that L; is a compact side of N;.

Proof. Consider the triangle given by T'% = {a(d,0,0) + (1 —a)o; 0 < a < 1,0 € L}. In
the same way, define I't and I'2. We have that 'Y N Ap,(F) = L and Ar(I'}) # 0 if and only
if L; is a compact side of N;. On the other hand, there is a unique ¢ € {0,1,2} such that
'Y N AR(F) = L and Ar(I'}) # 0, because of the convexity of Ay (F). |

5.2.2 Proof of Proposition 3

Let F be a foliation of the projective plane P% and let W = AgdXo/Xo+A1dX1/X1+A2d X2/ X
be a homogeneous generator of F. Denote d = dr.

Let us consider a side L of the homogeneous polygon Ay (F). We give a description of the
support-restrictions Ay, of A; to L as follows.

1. When L C {0 € dxX%; 0; = k} for some i € {0,1,2} and k € Z>o. We detail the case
i = 0, the other ones are done in a similar way. The A;;, are homogeneous polynomials
of degree d of the form A;;, = X} A, with 4,1, € C[Xy, X»], for j = 0,1,2. That is

P ) dj . .
AjL:X11X22H2_1(X2_a2jxl)7 U{+Cf%+dj:d—k.

2. Otherwise, up to reordering of the variables, there is a monomial X such that for each
j=0,1,2, we have A;;, = X7 A1, where the A;; € C[U, V] are homogeneous polynomials
of degree n with U = X¢, V = X{79X% dn =d — |o| and 0 < @ < d. That is,

~ 3. nj

Ajr = (xuxioxps [T (XOXE - ag X uj+v;+n =n

=1
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Remark 23. The cases above can be considered in a unified way by writing U = X,V = X,
when we are in the first one.

Lemma 9. Let L be a side of A, (F) and let L; be the i-chart of L. The following assertions
are equivalent:

1. There is an index i € {0, 1,2} such that (F?, L;) is non-degenerate.
2. For any index i € {0,1,2}, we have that (F*, L;) is non-degenerate.

Proof. Take notations as in Remark 23. Consider {1, j, k} = {0,1, 2} and suppose that (aéL’_’7 a};LI)
is degenerate, that is, they have a non-monomial common factor. Since

ap, = A (Xo/Xi, X1/ X, Xo/ Xi), £ =Gk,

the factor comes from a common factor V — aU of A;r, Axr. As a consequence V — aU
also divides A;r,, since Agr, + A1r + Aar, = 0. Then (agL]_,achJ) and (aka7a?Lk) are also

degenerate. |

We say that (F, L) is non-degenerate when the equivalent conditions of Lemma 9 hold.

Lemma 10. If F is a CH Newton non-degenerate foliation on P2, then each affine i-chart F;
is in general position, for i = 0,1, 2.

Proof. In view of Lemma 9, it is enough to prove that given a side L of Ay (F), there is an
index ¢ € {0, 1,2} such that (F;, L;) is non-degenerate. Let us do it.

If L C {0 € dx§; o1 =0}, then Lo C {(71,72) € Xg; 71 = 0} and af}_, a9, are polynomials
in the single variable 29. Moreover, we can write

0_ 0 0-0 0_ 0 00
ay = ajp, +T1ay, G = Agp, + Tas.

If (afy,, a9, ) is degenerate, then there is A € C* with af; (A) = a9, (A) = 0. This implies
that the point [1,0,A] € Ay is non-presimple for F. This is impossible, since F is of weak
toric type, by Theorem 3. Then (Fg, Lo) is non-degenerate. We reason in a similar way when
L C{o€dxy; op =0}, for £ =0,2.

Otherwise, by Lemma 8, there is a unique ¢ € {0,1,2} such that that L; is a compact side
of N3'((Ai, Ea,), Fi). Then, by definition, we have that (F;, L;) is non-degenerate. [ ]

Proof of Proposition 3. Let us work in the O-chart Fy. In view of Lemma 10, we have that
Fo is in general position. As a consequence, given a side Lo of A(Fp) = A(a{,a3), we have that
(Fo, Lo) is non-degenerate and A(a?) N Ly # 0, A(a3) N Ly # 0, by Remark 14. The fact of
being F Newton non-degenerate also implies that (a§ = a3 = 0)N(C*)? = . Applying Theorem
2 we conclude that MA(A(a?), A(a))) = 0. Now, by Remark 11, we have two options, up to
reordering, for A(a?) and A(a9):

1. The affine polygon A(a?) is a single point o. In this case ¢ belongs to each side of A(Fp).
This implies that A(Fp) is a single point or a segment.

2. The affine polygons A(a) and A(a3) are parallel segments L1 = A(a?), Ly = A(a9).
Recall that A(Fp) is the convex hull of Ly U Ly. If Ly N Ly # (), then A(Fp) is a segment.

If Ly N Ly = 0, then A(Fp) has four sides where Ly and Lo are two of them. This
contradicts the fact that L; = A(af) intersects Lo.

Thus, we have that A(F) is a segment or a single point and the same happens with Ap,(F). B
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6 Isolated Invariant Curves

The main goal of this section is to prove that the isolated invariant branches of Newton non-
degenerate foliations on projective toric ambient surfaces have a global nature. We also give
local and global results about the existence of isolated invariant branches in the weak toric type
and in the toric type contexts.

6.1 Global nature of isolated invariant branches

The objective of this subsection is to prove the following result:

Theorem 5. The isolated invariant branches of a CH-Newton non-degenerate foliation on a
projective toric surface extend to projective algebraic curves.

Since being Newton non-degenerate is equivalent to being of weak toric type in the complex
hyperbolic frame, the previous result can be stated as follows:

“The isolated invariant branches of a CH-weak toric type foliation on a projective
toric surface extend to projective algebraic curves”.

Let F be a CH-Newton non-degenerate foliation on a projective toric surface S. In view of
Theorem 4, there is a finite sequence of combinatorial blowing-ups and blowing-downs ]ID?C — S.
The transform F’ of the foliation F by this sequence is a Newton non-degenerate foliation on
PZ, by the stability property stated in Proposition 2. If we prove that all the isolated invariant
branches of F’ extend to projective algebraic curves, we have proved also that the property holds
for F, because of the stability property of the isolated invariant branches stated in Proposition
1.

As a consequence, it is enough to prove the result when F is defined on P4. Recall that we
have, up to reordering, three cases for the homogeneous polygon Ap(F):

a) It is a single point.
b) It is the segment joining the points (0, d,0) and (0,0, d), with d > 0.
¢) It is the segment joining the points (d,0,0) and (0,a,d — a), with 0 < a < d.
Case a). There are no isolated invariant branches. Let us see it. A homogeneous generator
W is given by
W = XodXo/Xo + MdX1 /X1 4+ XdXo/Xa, X+M+X=0, \eC,i=0,12.

If Ao = 0, we have Sing(F, E) = Sing(F) = {Op} and Oy is a corner presimple singularity
without isolated invariant branches through it.

If AoA1A2 # 0, we have Sing(F, E) = Sing(F) = {Op, 01,03}. All the singularities are
presimple corners, so there are no isolated invariant branches through them.

Case b). The only isolated invariant branches are contained in a finite family of lines through
Oyg. Let us prove it. A homogeneous generator W of F is given by

W = Ao(X1, X2)dXo/Xo + A1 (X1, X2)dX1/ X1 + As(X1, Xo2)dXo/Xo, Ao+ A1+ Ay =0,

where the A; are homogeneous of degree d. Let us consider the set Py, = {[0,1,\] € P%; X €
Ar}, where Ax = {\ € C*; Ap(1,\) = 0}. Note that:

1. Xy = 0 is invariant.

2. PA]_. @] {OQ} C Sing(f, E) C PA; @] {00, 04, 02}
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3. Sing(F, E) \ Sing(F) C {Op}.

The point O; € Sing(F) if and only if X; = 0 is invariant, for {i,j} = {1,2}. In this case,
it is a corner type presimple point and there are no isolated invariant branches through it.

A point Py € Py, is a trace type presimple singularity. The germ of the line £, = (X2 —
AX; = 0) at Py is an invariant branch. By Lemma 3, there are no isolated branches through
Py, different from (£, Py).

The point Og is non-presimple and it belongs to the lines ¢y = (X2 — AX; = 0). Let us
prove that the isolated invariant branches at Oy are among the germs (£, 0p), with A\ € Ax.
Let us work in the affine 0-chart. A generator gy of Fy is given by

o = Ax(a], 23)da] /2§ + Ap(al, 25)dx3 /x5,

The blowing-up at Og is determined, in the first chart, by the equations 29 = u, 23 = wwv.
Denote by py the point ©w = v = 0. A local generator at py of the transform F’ of F is
(A1 + A2)(1,v)du/u + As(1,v)dv/v. Note that {A € C*; (A1 + A2)(1,A) = 0} = AF, since
Ay 4+ Ay = —Ap. The points py = (u = 0,v = A), with A € Ar are trace type presimple
singularities, since F is of weak toric type. The strict transform of the branches (¢x,Op) with
A € A are the invariant branches (¢4, p} ), where ¢4 = (y2 — X = 0). On the other hand, we have
that pg is a corner type presimple point, because of Remark 16. Analogously, the origin of the
second chart po. is also a corner type presimple point. Hence, after blowing-up, the isolated
invariant branches are among (¢},p}) with A € Ar. By the stability property established
in Proposition 1, there are no isolated invariant branches at Og different from (¢, 0g) with
A€EAF.

Case c). Let us prove that the only isolated invariant branches are contained in a finite family

of curves of the type Xf*an — AX¢ = 0. Note that, they are locally cusps at the points Oy
and Os. A homogeneous generator of F is given by

W = ApdXo/Xo + A1dX1 /X1 + A2d X2/ Xe, Ao+ A1+ A =0,
where the A; belong to C[U, V], with U = Xg, V= X{l;&Xg, d =dn,a=an and n = ged(d, a).
Note that:
1. X1 =0, X5 = 0 are not dicritical simultaneously.
2. {01,052} C Sing(F, E) C {Og,01,0}.
3. Sing(F, E) \ Sing(F) C {O1,0-}.

The point Op € Sing(F) if and only if Xy = 0, X3 = 0 are both invariant. In this case, it is a
corner type presimple singularity and there are no isolated invariant branches through it.

Let us consider the subset of C* given by Ax = {\ € C*; (@Ag + dA5)(1,\) = 0} and the
closed curves Cy = (X4 8XZ — AX¢ = 0) with A € Ar. Note that O;, Oy belong to Cy and
(Cx, O1), (Cy,O2) are invariant branches. Let us prove that the isolated invariant branches for
F are among these ones. We do the proof at O; and a similar argument works at O,. To do
it, let us work in the affine 1-chart. The point O; is a non-presimple point and a generator of
F1 adapted to D; is given by

Observe that Ag(xg,1,25) and Ay(xg,1,25) are quasi-homogeneous polynomials with weight
vector (a,d). Equivalently, the Newton polygon NS;((Al,Dl),}"l) has exactly one compact
side, whose slope is fd/d. In order to prove the result, we consider the composition

((A13E1)7ﬁ1) l> (( l17Di)7]:{) i) ((AlaDl)aj:l)
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of the finite sequence of combinatorial blowing-ups that provides the minimal reduction of
singularities of the cusp (23)%— (z§)¢ = 0, where 7 is the last blowing-up. Note that e,(E’) = 2,
where ¢ is the center of 7. The morphism o is given in affine coordinates (u,v) centered at q
by 2§ = u®v?; 3 = uv®, where a, 8,7, is the only solution of the diophantine system

a+pB=a;v+6=d, ad—py=1, o, B3,7,6 € L>p.
A local generator 7] of Fi adapted to D} at ¢ is given by
w0y = Ag(uv?, 1, w0 (adu/u + Bdv/v) + As(u®v?, 1, u %) (vdu/u + ddv /v).
We make the following remarks:

1. The Newton polygon N;'((A'l,D’l),}"{) has exactly one compact side, which has slope
—1.

2. For each s € Sing(F;,D}]) we have es(D]) = 2. This follows from Remark 19 and
the behaviour by blowing-up of the compact sides of the Newton polygon explained in
Subsection 4.2.

3. Each s € Sing(F7, D7) \ {¢} is a corner type presimple singularity, in view of Remark 16.
4. The strict transform of the algebraic curve Cy is the line £y = (v — Au = 0).

By Lemma 3, the strict transform of all the isolated invariant branches through O; passes

through ¢. The, the problem is reduced to show that there are no isolated invariant branches
at ¢ different from (¢, q) with A € Ax. This is done by similar computations to the ones in
case b).
Remark 24. The set Az is not empty. In fact, when Ay, (F) is in case b) it has d elements and
when Ay (F) is in case c) it has n elements. Let us prove the result for case b), the other case
is done in a similar way, working after pre-reduction of singularities. We need to prove that A
has not multiple factors and also that X7, X5 do not divide Ag. Let X5 — AX; be a multiple
factor of Ag. A local generator of F adapted to E]Pé at Py is given by

y?Ao(L,y + Nday/zy + As(Ly + Ndy, Ax(LA) #0, Ag = (X2 — AX1)? 4

This means that P is a saddle-node. This is impossible because F is CH. Suppose now that
Ag = X140. A local generator of F adapted to Epz at Oy is given by

x%ﬁo(l,x%)dmé/xé + Ag(l,x%)dx%/x%, As(1,0) #0.

We conclude that O; is a saddle-node, that can not hold. Analogously X5 does not divide Ag.

6.2 Existence of isolated invariant branches

We present a local result of existence of isolated invariant branches for toric type foliated
surfaces. To do it, we use the following result of stability:

Lemma 11. Let us consider a CH foliated surface (M, F), a point p € Sing(F,E) and a
combinatorial blowing-up 7 : (M', F') — (M, F). We have that p is a presimple corner type
point if and only if each point p’ € 7~1(p) N Sing(F’, E') is presimple of corner type point.

Proof. 1t is enough to do the proof when p is the center of blowing-up.

In Subsection 2.2, we have proved that each point p' € 7=1(p) N Sing(F', E') = 7#—*(p) N
Sing(F’) is a presimple singularity of corner type when p is a corner type presimple point.
Now, we have to prove that p is a corner type presimple point assuming that each p’ € 7=1(p) N
Sing(F’, E') is a presimple of corner type. We distinguish two cases:
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The blowing-up is non-dicritical. Given p’ € 7~1(p), we have that

0 if ep/ (E/

inv )

=1
AN 7y —
vp (F') = py (F') = { 1 ifey(El,)=2 (recall that 7’ is CH),

where v, (F’) denotes the algebraic multiplicity of 7" at p’ and p, (F') denotes the Milnor
number of F’ at p’ (see [4]). Consider the Noether type formula (see [3])

pip(F) = vp(F)? = Sp — (p(F) +1) 20, S, = Zp/ew’l(p) fip (F').

Thus, we have 1 < S, < 2. If S, = 1, then v,(F) = 0 and e,(Ejn,) = 1; this means that p
is a regular point and F, E have normal crossings at p. If S, = 2, then v,(F) € {0,1} and
ep(Einv) = 2; thus, necessarily v,(F) = 1. Observe that we have vp(F,E) = vp(F) +1 —
ep(Finy) =141 —2=0, then p is a corner type presimple singularity for (M, F).

The blowing-up is dicritical. We necessarily have Sing(F’, E’) = (), this means that p is
singular, e,(Finy) = 2 and there is a germ of vector field tangent to F whose linear part is the
identity up to a factor (radial case). Then, p is a presimple corner type singularity. |

Proposition 4. Assume that (M, F) is of toric type at a point p € Sing(F, E). If p is not a
presimple point of corner type, there is an isolated invariant branch (T, p) through it.

Proof. 1If e,(E) = 1, then p is necessarily a trace type simple singularity. Then, there is an only
isolated invariant branch through p, by Remark 9. If e,(E) = 2, we consider the composition
7w (M F') — (M, F) of a finite sequence of combinatorial blowing-ups inducing a reduction of
singularities over p. As a result of Lemma 11, there is a trace type simple singularity p’ € 7=1(p)
and an isolated invariant branch (I, p’) through p’. Then (T, p) is an isolated invariant branch
for (M, F), where (T',p) is the image of (I',p’). |

This proposition does not hold when (M, F) is just of weak toric type at p: for instance,
when ep(E) = 1 and the foliation is locally defined by the radial vector field. Nevertheless,
when we work in a global way with weak toric type foliations on toric projective surfaces, we
give a result of existence of isolated invariant branches, that we state in Proposition 5.

Let F be a CH weak toric type foliation on PZ. We take notations as in Subsection 6.1,
recalling, in particular the existence of the cases a), b) and c) for the homogeneous polygon
Ap(F).

Assume that Ay (F) is not a single point. Consider A € Ax and denote

Y =4y, P =Py and P, = Oy, if Ap(F) is in case b).
Y =Cx, P = 0; and P, = O, if Ap(F) is in case c).
We have that Y N E = {Py, P»} and Py, P, are not presimple corner type points of Sing(F, F).

Moreover, the germs (Y, Py) and (Y, P,) are irreducible branches: in case b) they are lines and
in case c) they are cusps of types (d,d — @) and (d, a), respectively. Let

m: (M, E),F') = ((P%, Epz), F)

be a combinatorial pre-reduction of singularities and denote by Y’ the strict transform of Y
by 7. We have that Y’ N E’ = {p,ph}, where each p, € 7=1(P;) is a trace type presimple
singularity, for ¢ = 1,2. Let &; be a germ of vector field at p} tangent to F’ with non-nilpotent
linear part Lg, and denote by r(L¢,) = {c;,1/a;} the ratio of its eigenvalues.

Lemma 12. We have r(L¢,) = —7(Lg,). In particular, there is a simple singularity between
/ /
p and ph.
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Proof. In case b), the eigenvalues of L¢, are Ag(1,)) and —Aa(1, \), where Ay = (z2 — AX;) Ay.
The eigenvalues of L¢, are —Ap(1,)) and —Ay(1,\), since A; + Ay = —A,.

In case c), consider the sequence of combinatorial blowing-ups that provides the minimal
reduction of singularities of the cusp (Y, Py). It is given in affine coordinates (u1,v1) centered
at p} by x§ = uf(vy +\)? and 23 = uf(v; + A)°. A local generator of the strict transform of F
adapted to the divisor (uq = 0) is given by

- ~ du1 (ﬁAO + (SAQ)(l,Ul + )\)
A Ag)(1 —
(ado +d 2)(,U1+)\)u1 + Y duy,
and the eigenvalues of L¢, are
Ao +04;5)(1, ) Ay + dA
M1 :_(B 0 Y 2)( )7 P1 0 2 ~(17)\)

CXPeXE - axd
The sequence of combinatorial blowing-ups obtained following the infinitely near points of the
cusp (Y, P) is given in affine coordinates (ug, v2) centered at ph by 23 = u =% (vy+1/X)0F, 22 =
ud(vy +1/X)%. A local generator of the strict transform of F adapted to the divisor (up = 0) is
given by

duy (6 — B)Ag + 6A1)(vs + 1/, 1)

d—a)Ag +dA /A1) —= d
((d—a)Ao + dAy)(v2 + 1/, )u2 + v+ 1/ V2,
and the eigenvalues of L, are
6 — B)Ag +0A1)(1/A,1 d—a)Ag +dA
po = - 0= DALOANWAD - (A= Dbotdh )y )
X -3 X7 X5+ X§

We have the relations g3 = —A""2uy and p; = A" "2py, since A; = —(Ag + As). Hence
r(Le) = —r(Le) -

Remark 25. When F is of toric type, p} and p} are both trace type simple singularities. Hence
(Y, Py) and (Y, P») are isolated invariant branches.

Proposition 5. Let F be a weak toric type foliation on a projective toric surface S. Assume
that there is a point p € Sing(F, E') which is not presimple of corner type. Then, there is an
isolated invariant branch (T, q) passing through some ¢ € Sing(F, Es).

Proof. 1t is enough to do the proof when S = PZ, because of Lemma 11 and the stability
of the isolated invariant branches by combinatorial blowing-ups and blowing-downs stated in
Proposition 1. When the homogeneous polygon A (F) has a single vertex, all the points in
Sing(F, EP%) are presimple of corner type. As a consequence Ap(F) is not a single vertex
and it is in case b) or in case ¢). By Lemma 12, there is a trace type simple singularity ¢
after performing a pre-reduction of singularities that we denote by w. The (only) invariant
branch (Y’,¢') through ¢’ provides an isolated invariant branch (Y,q) through ¢ = n(¢') €
Sing(F, Ep2 ). |

When we are in the toric type case, we can say even more:

Proposition 6. Let us consider a toric type foliation F on a projective toric surface S and
an isolated invariant branch (I, p). Let Y be a projective algebraic curve extending (I", p). We
have that any branch (T, q) C (Y, q) with ¢ € Y N E is an isolated invariant branch.

Proof. Follows essentially from Theorem 5 and Remark 25. |
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7 Rational First Integrals and Global Invariant Curves

In this section we prove the following property for toric type foliations on projective toric
surfaces: Either there are finitely many global invariant curves different from the divisor, all of
them extending isolated invariant branches, or there are infinite many global invariant curves
(there is rational first integral), but there is no place for isolated invariant branches.

We say that an invariant branch (T, p) of a foliated surface (M, F) is proper for (M, F)
when p € F and (T',p) ¢ (E,p). This property is stable by combinatorial blowing-ups and
blowing-downs. When (M, F) is of weak toric type, all the isolated invariant branches are
proper, since every singularity belongs to the divisor.

Theorem 6. We have the following dichotomy for a toric type foliation F on a projective toric
surface S:

I) There is rational first integral and there are no isolated invariant branches.

IT) There is no rational first integral and every proper invariant branch extending to a pro-
jective algebraic curve is an isolated invariant branch.

It is enough to prove the dichotomy for the case S = P%. Indeed, having rational first
integral, being a projective algebraic curve, being invariant, proper and isolated are properties
that have a good behaviour under blowing-ups and blowing-downs.

Remark 26. Every global invariant curve Y extends a proper branch. To see it, just note that
we have Y N (X; = 0) # (), when S = PZ.
Remark 27. If F has rational first integral @, there are infinitely many invariant curves for F.
To see it, observe that AF' — uG = 0 are isolated invariant curve for each [\, p] € P§, when
S =P% and ® = F/G.

Assume S = PZ. We distinguish between the cases a), b) and c) for the homogeneous
polygon A (F) and we take notations as in Subsection 6.1.

Case a). There are no isolated invariant branches for 7. We have two options:

e The points Ogy, O1, 05 are all simple corners. The components of the divisor X; = 0 are
invariant, for ¢ = 0,1,2. Assume that there is a global invariant curve Y different from
this ones. We have that Y cuts Xy = 0 at singular points. They are necessarily O; or
05, what contradicts the fact that O; and O» are simple singularities. As a consequence,
such a Y can not exist. In particular, there is no rational first integral for 7 and we are
in situation II).

e One of the O; is presimple but non-simple, say Oy. We have that
A=m—n,A\1 =n, o =—m, n,m € Zxg.

Then d(XJ" "X X, ™) is a rational first integral and we are in situation I).

Case b). Let us see that situation II) holds. By Remark 25, we have that (¢x,Op), (€x, P»)
are isolated invariant branches for every A € Az and they are the only ones. Then, it just
remains to prove that a global invariant curve is either a component of the divisor or a line £y
with A € Ar.

Let Y be a global irreducible invariant curve of degree r different from ¢, for some Ao € Ar.
The curve Y intersects £, in r singular points (counted with multiplicity). They are necessarily
Op or Py, and in fact, just Oy, since Py, is a simple singularity. If Y is a line, it cuts transversally
ly, at Op and it intersects Xy = 0 in a single singularity. As a consequence it is X1 =0, Xo =0
or a line ¢y with A € Ag \ {\o}. Otherwise, if r > 1, we have that ¥ and ¢,, have the same
tangent at Og. When we perform the blowing-up, we obtain three invariant branches passing
through p : the exceptional divisor, £} and the strict transform Y’ of Y. This contradicts
the fact that p)_ is a simple singularity.
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Case c¢). Let us prove that situation II) holds. Like in case b), the problem is reduced to
show that a global invariant curve is either a component of the divisor or one of the curves
C}\]: =C) with A € Ar.

We take the rational map ¢ : PZ\ [0,0, 1] — P2 given in coordinates by

Yo=Xg, vy = X0-0X4, v, = X4,
This map is compatible with the torus action. A homogeneous generator W of F is given by
W = Ao(Yo, Y1)dXo/Xo + A1(Yo, Y1)d X1 /X1 + A2(Yp, Y1)d X2/ Xo,

where the coefficients A; are homogeneous polynomials of degree n and Ag+ A; + A; = 0. We
have that F is the pull-back by ¢ of a the toric type foliation G of P% generated by

Q= (d - a)AgdYy/Yy + dA1dY1 /Y + (@A + (d — a)Ag)dYa/Ys.
The homogeneous polygon Ap(G) is in case b). Moreover, we have
A=Ag={\eC*; (—aA; + (d—a)A3)(1,)) =0} = {\ € C*; (aAo + dA3)(1,\) =0} = A .
As a consequence, there is a biunivocal relation between Cy and Zg. More precisely
pc) =6, o) =cf.

Let Y ¢ (XoX1 X2 = 0) be a global curve invariant for F. We have that ¢(Y) ¢ (YoY1Y2 = 0)
and it is a global curve invariant for G. By the study of case b), there is a A € A such that
¢(Y) = ¢§ and hence Y = C{ .
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Invariant Surfaces for Toric Type Foliations in Dimension
Three

Beatriz Molina-Samper

Abstract

In this paper we show that every toric type foliation on (C?,0), without saddle-nodes,
has invariant surface. The difficulty concentrates at the compact dicritical components of
the exceptional divisor of the (combinatorial) reduction of singularities. These components
are naturally endowed with a structure of projective toric surface. This allows us to enlarge
the concept of partial separatrix in a consistent way and, finally, to detect the existence of
invariant surface. The result of Ortiz-Rosales-Voronin, about the distribution of invariant
curves in dimension two, is a key argument in our proof.

1 Introduction

The problem of existence of invariant hypersurfaces for a holomorphic codimension one
foliation is a leitmotif in the theory of holomorphic singular foliations, coming from an
initial question of René Thom. The main result in this paper is a contribution to this
problem, that we state as follows:

“Every torifiable complex hyperbolic foliation on (C?,0) has an invariant sur-
face”.

A foliation is torifiable (of toric type) when it admits a combinatorial reduction of sin-
gularities, with respect to some coordinate system. The expression “complex hyperbolic”
means that we can not extract saddle-nodes from the foliation. Let us remark that this
type of foliations may be dicritical, in the sense that there are some generically transversal
irreducible components of the exceptional divisor after reduction of singularities.

The existence of invariant hypersurface has a positive answer in the non-dicritical sit-
uation. The prove is due to Camacho-Sad in the bidimensional case [2], to Cano-Cerveau
in the three-dimensional case [6] and to Cano-Mattei in general ambient dimension [8]. In
contrast to what it happens in dimension two, there are dicritical examples of codimen-
sion one foliations in dimension three without invariant surface; the first family of such
examples was given by Jouanolou [13].

In order to prove the existence of invariant surface for a dicritical foliation on (C?,0), it
is essential to have “good properties” for the restriction of the foliation to compact dicritical
components after reduction of singularities. In the context of toric type foliations, we see
that the compact components of the exceptional divisor are projective toric surfaces, in
the sense of Toric Geometry, endowed in a natural way of a normal crossings divisor,
compatible with the ambient divisor. In a previous work [15], we have proved that a toric
type foliation G on a projective toric surface S, with the associated divisor Dg, satisfies
that:

“Every isolated invariant branch (T, p) extends to a global curve Y C S; more-
over, all the branches of Y at the points of Y N Dg are isolated.”

In a general way, if we have this “prolongation property for isolated invariant branches”,
we can extend the argument of Cano-Cerveau in [6] to prove the existence of invariant
surface, provided we have at least one non-corner type (trace type) simple singular point,
after reduction of singularities. The details of this argument may be found in Subsection
3.2.
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Now, it would be enough to find a trace type singular point after reduction of singu-
larities, in the toric type context. Such a point appears if and only if there is at least
one invariant component in the exceptional divisor, as we show in Section 4. In the proof
of this result, we invoke a refined version of Camacho-Sad’s theorem proved by Ortiz-
Rosales-Voronin in [16]. The remaining case corresponds to toric type foliations admitting
reduction of singularities without invariant components. In this situation only blowing-ups
centered in curves are allowed, in an étale way over an initial one, and the existence of
invariant surface follows straightforward.

2 Generalities on Foliated Spaces

We introduce basic definitions and results concerning the theory of holomorphic singular
foliations. These contents can be essentially found at [5].

2.1 Foliations

Let us recall that a nonsingular complex analytic space M of dimension n is a C-ringed
space M = (|M|,O) in local C-algebras of functions, covered by open subsets isomorphic
to open subsets of (C",Ocn). Let Q; be the sheaf of germs of holomorphic one-forms
on M. A codimension one holomorphic singular foliation F on M (for short, a foliation
on M) is an integrable and invertible coherent Opr-submodule F C Q},, such that the
quotient Q3 /F is a torsion-free Opr-module. The foliation F is locally generated at each
point p € M by a holomorphic one-form w € Q}w)p satisfying w A dw = 0, that we write in
local coordinates as

w= fidx1 + fodxa + -+ fudxn, fi € Omp

where the coefficients f; have no common factors. The order v,(F) of F at p is defined by

VP(]:) = Vp(f17f27' '~af71) = min{yp(fi); i=12,... an}y

where v, (fi) is the order at p of the coefficient f;. The singular locus Sing(F) is the closed
analytic subset of M locally defined by

Sing(F) = (i = fo =+ = fu = 0).

Note that p € Sing(F) if and only if v, (F) > 0. Since the coefficients of w have no common
factors, the codimension of Sing(F) in M is at least two.

Denote by ©ar the sheaf of germs of holomorphic vector fields on M. Given a point
p € M, a germ & € O,y is called tangent to F at p when w(§) = 0, where w is a local
generator of F. The dimensional type 7,(F) of F at p is given by

T(F)=n—k>1,

where k is the dimension of the C-vector space spanned by the vectors &(p), with € a
tangent germ of vector field. As a result of the rectification theorem of vector fields, there
are local coordinates x = (z1,x2,...,%,) such that F is locally generated by a one-form
w of the type .

“:Zizl filz1,22,.. .2 )dzr, T =T1p(F). (1)
Such a coordinate system is called minimal. The foliation is locally an analytic cylinder
over a codimension one foliation on a space of dimension 7. Note that 7 = 1 if and only if
p ¢ Sing(F).

Let us consider a holomorphic morphism ¢ : N — M, where N is a nonsingular
connected complex analytic space. The morphism ¢ is called invariant for F when ¢*w
is identically zero for the local generators w of F. Otherwise, we say that ¢ is generically
transversal to F; in this case, there is an induced foliation ¢~ *F on N, locally defined by
the pull-backs ¢*w, after dividing by the common factors of the coefficients.

A closed analytic subspace Y C M is called invariant for F at p € Y if each morphism
¢ : (C,0) — (M, p) factoring through (Y, p) is invariant. We say that Y is invariant for F
when the property holds at each point p € Y. Being invariant at a point is an open and
closed property on Y. Hence, an irreducible subspace Y invariant at a point is invariant.
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Remark 2.1. Every subspace Y C Sing(F) is invariant for F.

Recall that a hypersurface H of M is locally given at p € H by a reduced equation
f = 0, where f € Onm,p. An analytic subspace Y C M of dimension k is a complete
intersection if it is given by intersection of n — k hypersurfaces H; C M. We know that a
complete intersection Y is invariant for F at a point p € Y if and only if there is a local
generator w of F such that w A dfi Adfa A--- Adfi]y =0, where f; = 0 are reduced local
equations of H;, fori=1,2,...,n — k.

Remark 2.2. Frobenius’ theorem implies that there is a unique germ of invariant hypers-
uface of F through each nonsingular point.

Let us recall the classical definitions of presimple and simple singularities in the bidi-
mensional case studied by Seidenberg in [17] (for more details, see [7]). Let G be a foliation
on (C2,0) generated by a holomorphic one-form w = fidz; + fadz2 and let us assume that
the origin 0 € Sing(G). Consider the tangent vector field

f = fza/axl — f1a/ax2

and denote by L¢ its linear part. The origin is a presimple singularity for G if (X, u) # (0,0),
where A and p are the eigenvalues of Le. We say that it is a simple singularity for G if we
also have A\/u ¢ Qso. A simple singularity such that Ap = 0 is called a saddle-node. In
section 2.3, we precise and extend these notions to arbitrary dimension.

Next definitions can be found in [9]:

Definition 2.1. A foliation F is complex hyperbolic at p € M if there is no generically
transversal morphism ¢ : (C?,0) — (M, p) with 0 being a saddle-node for ¢ ~'F. The
foliation F is complex hyperbolic (for short, CH) if the property holds at each p € M.

Definition 2.2. A foliation F is dicritical at p € M when there is a generically transversal
morphism ¢ : (C?,0) — (M, p), such that ¢~'F = (dx = 0) and ¢(y = 0) is invariant for
F. The foliation F is non-dicritical if it is not dicritical at each p € M.

Remark 2.3. Note that y = 0 is a curve, hence ¢(y = 0) is either the point p or a germ at
p of analytic curve. Moreover, we can prove that ¢(y = 0) C Sing(F).

2.2 Foliated Spaces

Let M be an n-dimensional nonsingular complex analytic space and let {E;};cr be a
finite family of connected nonsingular hypersurfaces. The union F = U;erE; is called a
normal crossings divisor of M if for each point p € M, there is a local coordinate system
x = (z1,22,...,%,) such that

E C (z1z2- - x5 = 0).

Such coordinate systems are called adapted to E.

The non-invariant irreducible components of E are also called dicritical components.
We write the index set as I = [ipyU/l4ic, where [, corresponds to the invariant components
and Igic corresponds to the dicritical ones. We also denote Einy = User,,, Ei and Eqic =
Uierg,. Ei. Given an irreducible analytic subspace Y C M, we denote by ey (E) the number
of irreducible components of E containing Y.

Remark 2.4. Note that e,(FEinv) < 7p(F) and ep(Finv) < vp(F) + 1, for every p € M.

Let F be a foliation on M. We say that F and E have normal crossings at p € M when
p ¢ Sing(F) and E U H is a local normal crossings divisor, where (H,p) is the only germ
of invariant hypersurface through p. The adapted singular locus Sing(F, E) is defined by

Sing(F, E) = {p € M; F and E have not normal crossings at p}.

Remark 2.5. We have that Sing(F) C Sing(F, E). The equality does not hold necessarily:
for instance, take the foliation on (C2,0) given by d(z +%?) = 0 and consider E = (z = 0).
Note that 0 € Sing(F, E) \ Sing(F), since (z = 0) U (z + y* = 0) is not a normal crossings
divisor.

Proposition 2.1. The adapted singular locus Sing(F, E) C M is a closed analytic subset
of codimension at least two.
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Proof. We work locally at a point p € M. If e,(Eaic) = 0, we have Sing(F, E) = Sing(F)
and we are done. In a general way, we consider local coordinates such that Fgic =
Ujeage (7 = 0), where Agic C {1,2,...,n}. Let w = fidz1 + fodzs + -+ + fndz, be
a local generator of 7. Define the closed analytic subsets

ZJ:(:L‘J':O; jEJ)ﬂ(f]‘IO; j6{1»27“‘7n}\‘])a J C Adie.-

It is easy to check that Sing(F, E) = U;Zy, locally at p.

Note that Zyp = Sing(F), hence codim(Zy) > 2. We also have codim(Z;) > 2 when
#J > 2. Then, it is enough to show that Z;;; has codimension at least two, for every
J € Adic. Let us assume that there is j € Agic such that Zy;y = (z; = 0). Then we have

fe=ifr, Ju € Onp, k€{1,2,...,n}\ {j}
and hence (z; = 0) is invariant. This is a contradiction. [ ]

We are interested in considering not only a foliation F but a pair (F, E), where E C M
is a normal crossings divisor. In order to do this, it is useful to introduce the logarithmic
concept of E-foliation.

Let us consider the sheaf of germs of logarithmic one-forms along E, which is denoted
by Qi;(logE). An E-foliation £ on M is an integrable and invertible coherent -
submodule £ C Q},(log E), such that the quotient Q},(log F)/L is torsion-free. The FE-
foliation L is locally generated at each point p € M by an integrable logarithmic one-form
n e Q}M,p(log E), that we write in local coordinates adapted to E as

_ dz, — Usea(z: = 0): _
M=)V T e B = Uealey =0 AUB = {120}, (2)
where the coefficients a; € Oar,p have no common factors. The order v, (L, E) of L at
pis vp(L, E) = vp(a1,az,...,an). Let Fol(M, E) and Fol(M) be respectively the sets of
E-foliations and foliations on M. There is a bijection

Fol(M) = Fol(M, ) — Fol(M,E), F+ L,

defined in terms of local generators at p € M by the relation w = (] x;)n, where

JE€Ainy
Einv = Ujea,,, (x; = 0) is the invariant part of E with respect to the foliation F. A local
generator 1 of Lr is also called a local generator of F adapted to E. We define the order

vp(F, E) of F adapted to E by the equality
UP(]:7 E) = UP(‘C]:7E)'

Observe that vp(F) = vp(F, E) + ep(Einy) — 1.
Remark 2.6. An irreducible component z; = 0 of E is a dicritical component if and only
if there is a; € Opr,p such that a; = z;a;.

Definition 2.3. An ambient space M = (M, E) is a pair consisting of a nonsingular
complex analytic space M and a normal crossings divisor E C M. A foliated space (M, F)
is the data of an ambient space and a foliation F on M. A foliated space is complex
hyperbolic when the corresponding foliation is complex hyperbolic.

Remark 2.7. We consider also ambient spaces where M is a germ of nonsingular complex
analytic space around a compact analytic subset K. We can transfer to this case all the
definitions of this text, just by taking a small enough open set around K.

Remark 2.8. The name “foliated space” is inspired in the terminology “foliated manifold”
introduced by A. Belotto (see [1]).

2.3 Presimple Points

We slightly modify the definitions of simple and presimple singularities given for dimension
two in Subsection 2.1, taking into account not only the foliation, but also the normal
crossings divisor. We also extend the definitions to higher dimension.
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Let us consider a foliated space (M, F) and a point p € M. Let

n= Z]‘eA a]-dmj/zj + Z]‘EB ajda;j

be a local generator of F adapted to E as in Equation 2. Write Einv = Ujea,,, (z; = 0)
and Egic = Ujeay,. (z; = 0), where we have A = Ajnv U Agic.

Definition 2.4 (See [5, 11]). The point p is presimple for (M, F) if either vp(F,E) =0
or there is (j, k) € A x B such that da;/dzk(p) # 0.

Proposition 2.2. If p is presimple for (M, F), then ep(Einy) < 7p(F) < ep(Einv) + 1.
Sketch of the proof. (For more details, see [5, Lemma 5] and [11]). Recall that a; = z;a; for
every j € Adic, hence vp(a;) > 0 and da;/dzk(p) = 0 for every k € B. When v,(F,E) =0,
we distinguish two cases:

e There is a j € Ajny such that a; is a unit. The germs of vector fields
Ep = 0/0xy — (ax/a;)x;0/0x;, k € B; & = 0/0x¢ — (ar/a;)x;0/0x;, £ € Adic,
are tangent to F at p. The dimensional type is 7, (F) = ep(Finv), since there are no
more independent trivializing vector fields.
e For every £ € A, we have v,(as) > 0 and there is a j € B such that a; is a unit. The
germs of vector fields
Ek = 8/83% — (ak/aj)a/(’?zj, ke B \ {j}, fz = 8/81:4 — (&g/aj)a/al’j, x= Adic,
are tangent to F at p. The dimensional type is 7,(F) = ep(Finv) + 1.

When v, (F, E) > 0 but da;/0xr(p) # 0 for some j € A,k € B, trivializing vector fields
may be obtained thanks to the integrability condition. We obtain also that 7,(F) =
ep(Einv) + 1 .
Definition 2.5. Let p € M be a presimple point for (M, F). We say that p is of corner
type when 7, (F) = ep(Einv) and we say that p is of trace type when 7, (F) = ep(Einv) + 1.
Remark 2.9. In view of proof of Proposition 2.2, the point p is presimple of corner type if
and only if vp(a;) = 0 for some j € Ainy.

Proposition 2.3. Let us suppose that F is a complex hyperbolic foliation at p. We have
that p is a presimple point for (M, F) if and only if v, (F, E) = 0. Moreover, if ep(Einv) > 1,
we have that p is presimple of corner type for (M, F) if and only if v,(a;) = 0, for every
j S Ainv-

Proof. Let us prove the first assertion. Assume that v,(F, E) > 0 and thereis (7, k) € AxB
such that da;/dz(p) # 0. We obtain that @ = 0 gives a saddle-node, where

@ = Wl(ei=0; ig {5,k}) = Qs + Tiandak, Qe = al(z;=0; ig(jk))-

Let us prove the second statement. By Remark 2.9, the point p is presimple of corner type
if and only if there is j € Ainy such that vp(a;) = 0. If there is an £ € Ay with vp(ae) > 0,
we have a saddle-node given by the restriction w|(,,=o; i (4,0} | |

2.4 Residual Vectors and Simple Points

Let us consider a foliated space (M, F) and a point p € M. Denote 7 = 7,(F) the dimen-
sional type. We know that there is a minimal local coordinate system x = (z1,Z2,...,Zn)
and a local generator w of F with

w(8/0zxj) =0, 0/0x;(w(d/0x¢)) =0, for j > 7 and £ < 7.

That is, we can write w as in Equation 1. We say that x is a minimal coordinate system
adapted to E when Ei,, = U(;:l(l'j = 0) and Egic C U?:T+1($j = 0). Note that e < 7.
The generator of F adapted to E defined by n = (1/[]_, ;)w can be written as

j=1

e dx; T
n= Z.i aj(x1,xz, . 71‘,.)7] —+ Zj:e+1 aj(xl,a;g, e ,IT)dCUj (3)

Jj=1 Ty

The above expression of the vector fields £, and &, in the proof of Proposition 2.2 allows
to prove the following statement:
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Proposition 2.4. There is a minimal coordinate system adapted to E at a given presimple
point p € M.

Assume that p is a presimple point for (M, F). Recall that e < 7 < e+ 1 and take a
minimal coordinate system x and an adapted generator n as in Equation 3. The residual
vector Ay x € C” is defined by

2 . (A1, A2, .05 Ar) with \; = a;(p) ifr=e
X (A, Az, Armn, ) with A = 895(p), p=a-(p) ifr=e+1.

Remark 2.10. Since p is presimple point, we have that A, x # 0.

Lemma 2.1. Let p be a presimple point for (M, F). Consider minimal coordinate systems
x and x’ adapted to F, such that (z; = 0) = (¢ = 0) for every j € {1,2,...,e}. Given
n and 1’ generators of F adapted to E as in Equation 3, there is a constant ¢ € C* such
that A/y]’x = C)\n’,x’~

Proof. We have that there are units u,u; € O, with 8/0zk(u) = 0/0xk(u;) = 0 for
k > 7, such that " = un and 2, = u;x;, for every j € {1,2,...,e}. Moreover, when
T =e+1, we have /. = ax, + ¢(z1,22,...,2r—1) + T+(x1,22,...,7,), where a € C*
and ¢(p) = ¥(p) = 0. If x = x’, we have that A,/ x = cAyx, with ¢ = u(p). Assume now
that n = 7’ and let us write

T—1 T—1
€ / / / re 1 / /
n= E - aidz;/x; + z5ardxs /2 = E - adr;/x; + xfarde /x, e=T—e.
1= 1=

If (x1,25,...,2%) = (x1,22,...,2-), we are done. Suppose that there is j € {1,2,...,¢e}
such that u; # 1 and z; = x; for every i # j. We have that

a;’ = a;(1+ z;hy), a; =a; +zihiay, i €{1,2,...,7}\ {j},

where du;/u; = Z::l zihidz;/z;. As a consequence Ay x = A, x/. In case 7 = e+ 1 and
x; = x; for every i € {1,2,...,¢e}, we obtain

a, =a; — criar (0¢/0x; + x-0¢/0x;), a, = car(1 = —z,0¢/0zx,),
with ¢ = 1/a. Hence Ay x = ¢y x/- |

Lemma 2.2. If F is a complex hyperbolic foliation at a point p presimple for (M, F),
then the residual vector A, x belongs to (C*)".

Proof. 1f p is of corner type, in view of Proposition 2.3 we are done. Assume that p is a
presimple point of trace type. By Proposition 2.3 and Remark 2.9, we have that u # 0.
Then, if A\; = 0 for some j € {1,2,...,e}, the restriction

Wl(a,=0; ig () = GdT; + T;@rdTr, G = ael@,=0; i¢{j.r))-
would give a saddle-node. |

Given s € Zso, let us consider a vector 8 = (f1,82,...08s) € C°. A resonance r for
B is an s-tuple of non-negative integers r = (r1,72,...7s) € Z%, such that 181 + r2f2 +
- +7rsBs = 0. We say that B is non-resonant if it does not have resonances different from
r=20.
Remark 2.11. In this work we consider just non-negative resonances. Observe that Martinet-
Ramis resonances in [14] allow negative entries in r.

Let us give a definition of simple point in the complex hyperbolic frame. This definition
coincides with the general one introduced in [5, 6].

Definition 2.6. Assume that F is a complex hyperbolic foliation at p. We say that p is
a simple point for (M, F) if it is presimple and the residual vectors A, x are non-resonant
(this property does not depend on the particular choice of x and 7).

Remark 2.12. Being simple is an open property on M. That is, if p is a simple point, there
is a small enough open set U C M containing p such that each ¢ € U is a simple point.

Definition 2.7. A foliated space (M, F) is desingularized if each p € M is a simple point.
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Remark 2.13. We have that Sing(F, E) = Sing(F) when (M, F) is desingularized.

Remark 2.14. Let p be a simple point for (M, F), where F is a complex hyperbolic foliation
at p. If p is of corner type, the only invariant hypersurfaces for F through it are contained
in E. If p is of trace type, there is exactly one germ of invariant hypersurface (H,p) not
contained in E (for the general case, see [6]). The singular locus, locally at p, is given by

Sing(F) = E;NE;, 4,7 € Ly,
ing(F) U1§i<j§7— i i bJ inv
taking £, = H when p is of trace type. Denote by 7r r the set of trace type simple
singularities for (M, F). If p is of corner type, we have that 7z g = 0, locally at p. When
p is a trace type simple singularity, we have

Tre=(EiNH)U(E2NH)U---U(E.—1NH).

2.5 Reduction of Singularities and Toric Type Foliated Spaces

The concept of toric type foliated space was introduced in [4, 15] for the bidimensional
case. Here we generalize it to higher dimension.

Let us consider an ambient space M = (M, E) and a connected nonsingular analytic
subspace Y C M. We say that Y and E have normal crossings if for each point p €
M there is a local coordinate system x = (z1,%2,...,2n) adapted to E and a subset
B c {1,2,...,n} such that Y = N;ep(x; = 0), locally at p. In this case, the blowing-up
7 : M’ — M centered at Y gives a new normal crossings divisor E' = 77 (EUY) and we
get a new ambient space M’ = (M', E’). Given a foliation F on M, we say that Y is an
admissible center for (M, F) if, in addition, the subspace Y is invariant for F. We write,
for short

7 (M FY = (M, F),

where F' is the transform of F by w. We also say that 7 is an admissible blowing-up of
foliated spaces. The blowing-up 7 is called dicritical if the exceptional divisor 7~*(Y) is a
dicritical component of E’.

Remark 2.15. Note that given an admissible blowing-up « : (M', F') — (M, F), the
following properties hold:

1. The blowing-up 7 is dicritical only if F is dicritical.
2. If the foliation F is non-dicritical, then F' is non-dicritical
3. If the foliation F is complex hyperbolic, then F' is also complex hyperbolic.
Let o : (M, F") — (M, F) be a morphism obtained, up to isomorphism, by composi-
tion of a finite family of admissible blowing-ups. That is,

Tp—1

o (M,,}—,) = (MTMFT) - (Mr—17]_—r—1) ! £> (Mof]:o) = (Ma]:)v
where each m; is an admissible blowing-up of foliated spaces. If (M’, F') is desingularized,
we say that o is a reduction of singularities of (M, F).
Remark 2.16. In general, the existence of reduction of singularities of a foliated space
(M, F) is only known when dim M < 3 (see [5, 17]). Nevertheless, it always exists if
M = ((C",0),0) and F is a complex hyperbolic non-dicritical foliation. Indeed, it is given
by a reduction of singularities of the invariant hypersurfaces of F (see [3, 12]). For this
reason, these foliations are also called “generalized hypersurfaces”. For n > 4, the existence
of reduction of singularities is an open problem, even in the dicritical complex hyperbolic
case.

An admissible blowing-up 7 : (M’, F') — (M, F) centered at Y C M is called combi-
natorial when Y is a connected component of an Fy = NjesE;, with J C I.

Definition 2.8. A foliated space (M, F) is of toric type if it has a combinatorial reduction
of singularities. A foliation F on a complex analytic space M is called torifiable if there
is a normal crossings divisor E on M such that the foliated space ((M, E),F) is of toric

type.
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Remark 2.17. A complex hyperbolic foliated space (M, F), where M = ((C",0), E) and
the origin is a presimple corner is of toric type (see [11]). Moreover, if the origin is not
simple, the foliation F is dicritical. In the two-dimensional being of toric type is very close
to be Newton non-degenerate (see [15]).

3 Invariant Surfaces and Extended Partial Separa-
trices

Partial separatrices have been introduced in [9] to formalize the arguments in [6] for the
construction of invariant surfaces of non-dicritical foliations in ambient dimension three.
We extend this concept to the dicritical case and we give properties that assure the existence
of invariant surfaces supported by them.

3.1 The Prolongation Property

Along this subsection we consider a foliated surface (S,G), where S = (S, D) and S is a
surface. In dimension two we only blow-up with center at points, hence every blowing-up
is automatically admissible.

Let (I',p) ¢ (D,p) be an invariant branch of G. We say that (I',p) is isolated for
(S,G) when for each composition o : (§',G’) — (S, G) of a finite sequence of blowing-ups,
the point p’ belongs to the adapted singular locus Sing(G’, D’), where (I, p’) is the strict
transform of (T',p) by o. Note that p € Sing(G, D) when (T',p) is an isolated invariant
branch, just by taking o to be the identity. Besides, in order to verify if (', p) is isolated
or not, it is enough to consider blowing-ups centered at the infinitely near points of (T, p).

From now on, in order to simplify the exposition, each time we say “a curve Y in S7”,
we make reference to a “closed irreducible analytic curve Y in S”.

Definition 3.1. A foliated surface (S, G) has the prolongation property for isolated branches
if for every isolated invariant branch (T',p) the next conditions hold:

1. There is a curve Y C S extending (T, p), that is, such that (I, p) C (Y, p). (Note that
Y is unique).

2. If Y C S is the curve extending (I',p) and ¢ € Y N D, each branch (T1,q) C (Y,q) is
isolated.

Remark 3.1. The second condition implies that Y N D C Sing(g, D).

Lemma 3.1. A desingularized foliated surface (S,G) has the prolongation property for
isolated branches if and only if for each trace type singularity p € Sing(G), the following
conditions hold for the only invariant branch (I',p) ¢ (D, p) through it:

1. There is a curve Y C S extending (T', p).
2. If Y C S is the curve extending (T, p), then Y N Daic = 0.

Proof. Since (S,G) is desingularized, we have that an invariant branch (I',p) ¢ (D,p) is
isolated if and only if p is a trace type simple singularity. Assume that there is a curve
Y C S extending (I',p). Observe that (Y,q) ¢ (D, q) is analytically irreducible for every
q € Y, because there is at most one invariant branch different from the divisor at ¢q. As
a consequence, it is enough to see that given ¢ € Y N D, we have that (Y, ¢) is isolated if
and only eq(Daic) = 0.

If (Y,q) is isolated, then ¢ is a simple singularity; hence eq(Daic) < 2 — 74(G) = 0.
Conversely, when eq(Daic) = 0, we have that (Y, ¢) and (D, ¢q) are two invariant branches;
then g is a simple singularity and (Y, q) is an isolated invariant branch. |

Recall that a toric surface is an irreducible complex surface S containing a two-
dimensional complex torus T =~ (C*)? as a Zariski open subset, such that the action
of T on itself extends to an algebraic action on S (see, for instance [10]). The union of
the non-dense orbits of the torus action on S is a normal crossings divisor Ds. Hence S
gives in a natural way a toric ambient surface (S, Dg). In the work [15], we have provided
a proof of the following statement:
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Proposition 3.1. The prolongation property for isolated branches holds for every toric
type foliated surface ((S, Ds),G) over a nonsingular projective toric ambient surface.

3.2 Extended Partial Separatrices

We consider a desingularized foliated space (M, F) in dimension three, where M = (M, E)
and M is a germ of complex analytic set around a compact analytic subset. By Remark
2.14, the set of trace type simple singularities 7r g is a closed analytic subspace of M: it
is a union of nonsingular curves Y with ey (E) = ey (Einv) = 1. A connected component C
of Tr g is called a partial separatriz. Given q € C, there is an open set U C M containing
q and an irreducible surface Sy on U, such that the germ of S, at each ¢ € CNU is the
only invariant surface through ¢’ different from E. Moreover Sy N Einy = T#, g in U. When
C N Egic = 0, the surface S, extends to an irreducible closed surface S¢ C M invariant for
F.

We are interested in connecting partial separatrices of (M, F) through invariant curves
contained in the dicritical components of E. Denote by 3 the set whose elements are the
curves Z C FEgic with ez(E) = 1, invariant for F and satisfying Z N Sing(F) # 0. Note
that X is a finite set. Indeed, there are finitely many dicritical components Ej C FEqic.
Moreover Sing(F) N Ej, is finite and there is at most one invariant branch contained in Fj
but not in Ejin, through each p € Sing(F) N Ex. Let us denote Ur g the closed analytic
subspace of M given by

Ur.e =Tr,e U (Uzex2).

Note that every q € Ur g is a trace type simple point, in particular e,(E) < 2.
Definition 3.2. The extended partial separatrices are the connected components of Ur f.

Lemma 3.2. Let us consider an extended partial separatrix £ C Ur,g. For each point
g € &, there is an open set U; C M containing ¢ and an irreducible surface .S, defined
in Uy, such that €N U, C S,. Moreover, the germ of S, at each ¢’ € £ N U, is the only
invariant surface through ¢’ not contained in E.

Proof. It follows from the local structure of the singular locus, described in Subsection 2.3,
and from the fact that there is a unique invariant surface through a regular point. |

Definition 3.3. An extended partial separatrix £ C Ur g is complete when (Sq,q) N E =
(€, q) for every q € £, where Sy is the only germ of surface invariant for F through ¢ that
is not contained in F.

Corollary 3.1. If £ C Ur, g is a complete extended partial separatrix, there is a unique
irreducible closed surface Sg C M invariant for F, such that Se N E = £.

Proof. 1t follows from Lemma 3.2 and Definition 3.3 in a similar way as Cano-Cerveau’s
argument in [6] (see also [9]). |

Let Ex be a dicritical component of . We know that the foliation F induces by
restriction a foliation F|g, on Ej. We define the restriction M|g, of the ambient space
M to Ejx by

M|e, = (Ex,Elg,), Elg, =E\ExNE}.

We obtain in this way a foliated surface (M, F)|g, given by (M, F)|g, = M|z, ,F|&,)-
Since (M, F) is desingularized, the restriction (M, F)|g, is also desingularized. Moreover,
we have that (E|g, )inv = Finv|g, and (E|g, )dic = Eaic|B, -

Proposition 3.2. Let (M, F) be a desingularized foliated space. Assume that the foliated
surface (M, F)|g, has the prolongation property for isolated branches, for each dicritical
component Ejy of . Then every extended partial separatrix is complete.

Proof. Let us consider an extended partial separatrix £. Note that 1 < eq(E) < 2 for every
point ¢ € £. When e4(F) = 1, there is a unique curve Y C € containing g. The intersection
of (Sq,q) and F is a branch trough ¢ containing the germ (Y, q); as a consequence, we have
that (Sq,q) N E = (Y,q) = (£,q). Let us assume now E = Fj U Ey, locally at g. We
distinguish three cases:
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o Ein, = E1 U Es. There is a partial separatrix C C &£, such that (C,¢) = (£,¢). Then,
we conclude by the study of the partial separatrices in [6] and [9].

® FEinv = E1. There is a curve Y C E) with ¢ € Y such that (Y,q) = (Tx,e,q). The
foliated surface (M, F)|g, is desingularized and ¢ € Sing(F|g,) is of trace type. The
unique branch (T',q) ¢ (F|g,,q) invariant for F|g, extends to a curve Z C Es, by
the prolongation property for isolated branches. Note that Z € ¥, hence Z C £. We
conclude that (Sq,q) NE = (Y UZ,q) = (€,q).

e Fin, = 0. In this case Fg4ic = F1 U E». Let us see that this situation does not hold.
Note that g is a regular point. There is a curve Z € ¥ with ¢ € Z. We can assume
Z C FEi. By definition of X, there is p € Sing(F) N Z. Note that ep(Finy) = 1
and (Z,p) is the unique invariant branch for F|g, not contained in E|g,. In view
of Lemma 3.1, we have that Z N (E|g,)aic = 0. We find a contradiction, since
q € E2|g, = E|g, = (Bl )dic- u

3.3 Invariant Surfaces for Torifiable Foliations

The main result in this paper is the following:

Theorem 3.1. Every torifiable complex hyperbolic foliation on (C?,0) has an invariant
surface.

We present now the structure of the proof of Theorem 3.1. Let us consider a germ of
complex hyperbolic foliation Fo and a strong normal crossings divisor E° on (C?,0). Denote
Mo = ((C?,0), E®) and assume that (Mo, Fo) is of toric type. Let us fix a combinatorial
reduction of singularities

o: (M, F) = (Mo, Fo).
The proof of Theorem 3.1 follows from the next statements:

Proposition 3.3. If Ei,, = (), there is a closed surface S of M, invariant for F, with
S¢ E.
Proposition 3.4. If Ei,, # 0 and E° = EY,., there is an extended partial separatrix of
(M, F).

Proposition 3.5. Every extended partial separatrix of (M, F) is complete.

Let us see how we deduce Theorem 3.1 from these propositions. If ES, # @, there
is an invariant surface for Fy contained in E° and we are done. Hence, we can assume
E° = EY,.. If Einy = (), Proposition 3.3 assures the existence of a closed surface S C M
invariant for F, with S ¢ E. If Ei, # 0, there is an extended partial separatrix £ by
Proposition 3.4, that is complete by Proposition 3.5; as a consequence of Corollary 3.1,
there is a closed surface S = Sg C M invariant for F, with S ¢ E. In both cases, by
Grauert’s Proper Mapping Theorem, we obtain a surface Sop = o(S) of (C3,0) invariant
for Fo, with Sp ¢ E°.

Proposition 3.3 and Proposition 3.4 are proved in Section 4 and Proposition 3.5 is
proved in Section 5. For the proof of Proposition 3.4, we use the next version of the
“refined Camacho-Sad’s Theorem” in [16]:

Proposition 3.6. Let us consider a complex hyperbolic foliated surface (So,Go), where
the ambient surface is So = (((C27 0), DO) and let o : (S,G) — (So, Go) be the composition
of a finite sequence of blowing-ups. Assume that there is a connected component K of Diny
with the property that every point p € K is simple for (S,G). Then, we have Ts,g N K # (.

Proof. After completing the reduction of singularities of (S, G), we apply similar arguments
to the ones in the proof of [16]. [ ]

4 The Hunt of Trace Singularities

The aim of this section is to prove Proposition 3.3 and Proposition 3.4. Recall that we
have a complex hyperbolic foliation Fo such that the foliated space (Mo, Fo) is of toric
type, where Mo = ((C3,0), E®), with E° = EY,.. Moreover, we have a fixed combinatorial
reduction of singularities o : (M, F) — (Mo, Fo).
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Remark 4.1. If Eyy = 0, then eo(EU) < 2. Indeed, if eo(EO) = 3, we always find points
p € M with e,(FE) = 3; since p is a simple point, we have Finy # 0. If Einy # 0, then
eo(E®) > 2. Indeed, if eo(E®) € {0,1} we have that o is the identity morphism, since it is
combinatorial. Hence, we have that £ = E° and Ei,, = 0.

Proof of Proposition 3.3. If o is the identity morphism, the foliation Fo is regular and it
has normal crossings with E°. By the Frobenius theorem, there is a unique germ of surface
So in ((C37 0) invariant for Fo, with Sy ¢ E° and we are done. When o is not the identity
morphism, we have that eq(E°) = 2, in view of Remark 4.1, and it is a composition of
blowing-ups with one-dimensional combinatorial centers. Note that K = ¢~ '(0) is a finite
union of curves and M is a germ around it. Since every point p € K is simple, we have
that
0 = ep(Einv) < p(F) < ep(Biny) +1=1.

As a consequence 7,(F) = 1 and hence p ¢ Sing(F). Moreover F and E have normal
crossings at p. Then, there is a unique germ of invariant surface (Sp,p), with (Sp,p) ¢
(E,p). We distinguish two situations:

- If K is not a closed analytic subspace invariant for F, there is a regular point p € K
such that S, N K = {p}. Hence S = (Sp,p) defines a closed surface in M, since M is
a germ around K.

- If K is invariant for F, we have that (K,p) C (Sp,p) for every p € K, as a con-
sequence, the germ of surface (Sp,p) extends to a closed surface S defined in M
invariant for F, with K C S. The argument is similar to the one in the proof of
Corollary 3.1. |

Proof of Proposition 3.4. It is enough to prove that the set of trace type singularities 7r, g
is not empty. Indeed, in this case we find at least one partial separatrix for (M, F) that is
naturally contained in an extended partial separatrix. We divide the proof in two steps:

1. Let I° = EY N EY, where EY and ES are two irreducible components of E°. Let
us assume that I'° has been used as a center of blowing-up in ¢ and hence D =
o~ 1(I"\ {0}) is a normal crossings divisor. If Diny # 0, then Tr g # 0.

2. If eo(E®) = 3, then Tx g # 0.

Note that Step 1 gives the complete proof when eo(E®) = 2, since in this case we have
E = DU E; U Ey, where E; is the strict transform of E by o, for i = 1,2.

Step 1: Let us write D = Uj-1D;, Do = E1 and D,4+1 = FEs, in such a way that
D;ND;y1 #0, for every i € {0,1,...,n}. Assume Tr g = () and let us find a contradiction.

We consider a local coordinate system (z1, z2,y) at the origin of C? with E° = (z122 =
0) and satisfying that (y = 0) is not invariant for Fy (this is always possible). In this
situation, there is ¢ > 0 such that A2 = (y = ¢) is generically transversal to Fo through
the point p. = (0,0, ¢), for every 0 < |¢| < e. Consider the foliated surface

(M07IO)|AQ = ((AngolAQ)v‘FO'Ag)? EO'AQ =E’N A?

Let A, be the strict transform of A2 by o. Note that (M, F)|a, is a foliated surface
obtained from (Mo,]-'o)\Ag by a sequence of blowing-ups induced by o. Recalling that
Diny #  and that Do, D41 are dicritical components, there are indices j, k € {1,2,...,n}
with j < k such that D; is invariant for every j < ¢ < k and D;_1, Dy41 are dicritical
components. We write Y. ; = D; N A, for every i € {0,1,...,n+1}. The fiber o7 (p.) is
given by
Uﬁl(pC) =DNA.=U Y.

Observe that Y ; is an invariant component of E|a,, for every j < i < k. Since Tr g = 0,
we have that each p € Y. ;, with j <14 < k, is a simple point of corner type for (M, F) and
as a consequence, also for (M, F)|a,. In particular

Pej—1 = Yej—1NYej, Peg = Yer NYe ki1,

are regular points for (M, F)|a.. We conclude that Y, j_1 and Y 41 are dicritical com-
ponents of E|a,. In this way, we find a contradiction with Proposition 3.6.
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Step 2: We write E° = Ef U ES U ES and I'! = EY N EY, with {i,j,k} = {1,2,3}.
Denote _
D* =0 Y5\ {0}), D’=o 13\ {0}).

We have that E = E; U E2 U E3 UD?>U D3 UE, where E = 0~ (I'1) and E; is the strict

transform of EY by o, for i = 1,2,3. The restriction (M, F)|g, is a desingularized foliated

surface, obtained from (Mo, .7-'0)|E? by a sequence of blowing-ups induced by o. Note that

E|g, = (ENE;)UTyUTs,

where I'; = D’ N E; for j =2,3. An irreducible component of E|g, is invariant for F|g,
if and only if it is the intersection of E; with an invariant component of E, since (M, F)
is desingularized and E; is a dicritical component of E. In particular, if the branch I's is
invariant, we have that I'S has been used as a center of blowing-up, hence D? is a normal
crossings divisor; moreover, we obtain that D3, # 0. In this case, we conclude by Step 1.
We argue in the same way when I'y is invariant.

Let us suppose now that I'; and I's are not invariant for F|g,. There are points p € F1,
with e, (F|g,) = 2. Since (M, F)|g, is a desingularized foliated surface, we conclude that

(E‘El)inv - Einv n El 7é (Z)

By Proposition 3.6, there is a point p € Einy N E; that is a singularity of trace type for
(M, F)|g,- We have that p is also a singularity of trace type for (M, F) and we are
done. |

5 Prolongation Property in Toric Type Foliated
Surfaces

In this section we prove Proposition 3.5. Recall that the ambient space is Mo = ((C3,0), E),
the foliation Fy is complex hyperbolic and the foliated space (Mo, Fo) is of toric type.
Moreover, we have a fixed combinatorial reduction of singularities o : (M, F) — (Mo, Fo).

In view of Proposition 3.2, we have that Proposition 3.5 comes from the following
statement

Proposition 5.1. For each dicritical component Ej, of E, the foliated surface (M, F)|g,
has the prolongation property for isolated branches.

The foliated surface (M, F)|g, has automatically the prolongation property for isolated
branches, when Ej is a non-compact dicritical component of F. Otherwise, in view of
Proposition 3.1, the proof of Proposition 5.1 follows from the next statement:

Lemma 5.1. Every compact component Fjy of E has a structure of toric surface, where
E|g, is the natural divisor given by the torus action. That is (Ex, E|g, ) is a toric ambient
surface.

Proof. An irreducible component Ej, of E is compact if and only if o(FEx) = {0}. Since we
are in a combinatorial situation, we are allowed to blow-up the origin only if eo(E°) = 3.
Hence, let us assume eO(EO) = 3. We fix local coordinates (z1,z2,x3) at the origin of c?
such that E° = (zyz2x3 = 0). This allows us to give an immersion of (C*,0) C P2 by

(a1,a2,a3) — [1,a1,a2,as)].

Let H = Ho U Hy; U H2 U Hs be the union of the coordinate planes of IP’%, in such a way
that H;N(C3,0) = (z; = 0), for i = 1,2,3. The projective space P2 has a structure of toric
variety that provides in a natural way a toric ambient variety (P2, H); that is, the orbits
are the strata defined by H. In this situation, the combinatorial sequence of blowing-ups
o : M — My lifts to a combinatorial (equivariant) sequence of blowing-ups

&1 (PE, H) — (P, H).

Each compact irreducible component Ex of E is also an irreducible component of H.
Moreover, we have that E|g, = H|g,. Hence (Ex, E|g, ) is a toric ambient surface. [ ]

The proof of Theorem 3.1 is ended.
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