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Introduccion

Cuando un grupo de agentes muestra sus preferencias sobre un conjun-
to de alternativas resulta interesante conocer el grado de acuerdo entre los
miembros del grupo y en cada uno de los subgrupos que puedan formar. Es-
te grado de acuerdo puede interpretarse como el nivel de consenso existente
entre los agentes.

El término “consenso” tiene varios significados. Uno de ellos hace refe-
rencia a procesos iterativos en los que varios agentes deben modificar sus
preferencias para conseguir el maximo acuerdo posible. En estos casos suele
existir la figura del moderador, quien sugiere modificar algunas de las opi-
niones dadas en funcién del grado de acuerdo que se desee alcanzar (véase
Eklund, Rusinowska y de Swart [42]). Una revisién sobre diversas nociones
de consenso desde diferentes puntos de vista, como por ejemplo medidas de
consenso en el contexto de Eleccién Social, aplicaciones practicas en Toma
de Decisiones, Biomatematicas, etc., puede verse en Martinez Panero [72].

En esta tesis el término consenso hard referencia al grado de acuerdo
existente en un comité, sin necesidad de que los agentes modifiquen sus pre-
ferencias. Desde un punto de vista técnico es interesante destacar que el
problema de medir el acuerdo o el desacuerdo entre dos 6rdenes lineales ha
sido estudiado ampliamente en la literatura. En este sentido se han consi-
derado diferentes indices de correlaciéon de rangos con el objeto de obtener
grados de acuerdo para dos clasificaciones (véase Kendall y Gibbons [67]).

Entre los indices més utilizados dentro de este contexto se encuentran la
rho de Spearman [97], la tau de Kendall [68] y el indice de Gini [53]. Por
otra parte, se han considerado algunas extensiones naturales de los indices
mencionados anteriormente con el objeto de medir el acuerdo o el desacuerdo
entre mas de dos 6rdenes lineales (véase Hays [55]).

En el contexto de la Eleccién Social, la nocién de “medida de consenso”
fue introducida por primera vez por Bosch [19], como una funcién que asigna
a cada perfil de érdenes lineales un niimero comprendido entre 0 y 1, veri-
ficando tres propiedades: unanimidad (para cualquier subgrupo de agentes,
el maximo consenso se alcanza cuando todos los individuos de ese subgrupo
tienen las mismas preferencias sobre las alternativas), anonimato (el grado
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de consenso alcanzado no cambia si se realiza una permutacién sobre los
agentes) y neutralidad (el grado de consenso alcanzado no se ve afectado si
se realiza una permutacion sobre las alternativas). En esta tesis se conside-
rard, ademés, la posibilidad de que las medidas de consenso satisfagan las
propiedades de méximo disentimiento (el minimo consenso entre dos agentes
s6lo se alcanza cuando ambos agentes ordenan linealmente las alternativas
y sus preferencias son inversas entre si), reciprocidad (el consenso existente
en un grupo de agentes no cambia si todos ellos invierten sus preferencias)
y homogeneidad (si se replican las preferencias de un grupo de agentes, el
CONSENso no varia).

Recientemente, Alcalde Unzu y Vorsatz |3, 4] han introducido varias me-
didas de consenso en el contexto de los 6rdenes lineales, relacionadas con
algunos de los indices de correlacién mencionados anteriormente, y han pro-
porcionado algunas caracterizaciones axiomaéticas.

Por otra parte, Alcantud, de Andrés y Cascon [5] elaboran una propues-
ta para medir el grado de acuerdo entre las preferencias de un conjunto de
votantes respecto del resultado generado por un sistema de votacién. Los
mismos autores en [6] realizan un estudio del grado de similaridad en situa-
ciones en las que los agentes expresan sus opiniones mediante preferencias
dicotémicas.

Garcia Lapresta [49] introdujo una clase de medidas de consenso en 6rde-
nes débiles (predrdenes completos) cuando los agentes clasifican un conjunto
de alternativas dentro de una escala finita definida por categorias lingiiisticas
con puntuaciones asociadas. Esta clase de medidas de consenso constituyen
el punto de partida de esta tesis, donde se introducirdn y analizaran medi-
das de consenso sobre las preferencias de agentes que ordenan un conjunto
de alternativas mediante 6rdenes débiles. También se extendera el proceso
al caso en el que los agentes, ademés de mostrar sus preferencias sobre las
alternativas, dividan éstas entre aceptables y no aceptables.

Con objeto de establecer el consenso existente en cada grupo de agentes,
se propondra una clase de medidas de consenso basada en diferentes distan-
cias y métricas entre érdenes débiles y, posteriormente, entre las estructuras
preferenciales aprobatorias correspondientes. Se determinarén las propieda-
des mas relevantes que presentan estas clases de medidas de consenso.

Las preferencias suelen representarse como 6rdenes o rankings sobre las
posibles alternativas. A partir de estas preferencias existen diferentes méto-
dos para agregar las preferencias individuales en una preferencia colectiva.
En este sentido se ha de mencionar a Borda [17], quien propuso un método de
puntuacién que representa las preferencias de los votantes sobre un conjunto
de candidatos y la preferencia colectiva viene dada por la suma de puntua-
ciones obtenidas por cada alternativa. Kendall [68] realiz6 una revisién de
este método desde el punto de vista estadistico obteniendo la solucién a par-
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tir de un problema de estimacién cuyo resultado es equivalente al obtenido
mediante la regla de Borda. Este procedimiento suele denominarse como la
regla de Borda—Kendall. A partir de estas reglas de puntuacion han surgido
diferentes procedimientos para la obtencién de preferencias agregadas.

Otros autores han propuesto enfoques alternativos a los problemas de
agregacion de preferencias ordinales basados en la distancia entre las prefe-
rencias individuales y la preferencia colectiva. El objetivo consiste en deter-
minar cuél es el orden de las alternativas que minimiza la distancia entre
la preferencia agregada y las preferencias de los individuos. La regla de Ke-
meny [65] puede ser considerada como el punto de referencia de este tipo de
procedimientos de agregacién basados en distancias. La distancia propuesta
calcula, para cada individuo, la suma de todos los pares de alternativas cuya
posicién relativa en su preferencia es diferente a la posicion de la preferencia
agregada. La preferencia agregada seré aquélla que minimice la suma de las
distancias a las preferencias individuales. Kemeny y Snell [66] formalizan la
solucion del problema basado en esta distancia y prueban su existencia y
unicidad. Existen otras propuestas de medidas de distancia entre dos indi-
viduos, como por ejemplo en Cook y Seiford [33, 34] y més recientemente
Klamler [70].

En esta tesis se propone un sistema de codificacién de las preferencias
representadas mediante 6rdenes débiles que permite calcular la distancia
entre preferencias mediante métricas sobre vectores de R™.

Un caso especialmente interesante constituye el correspondiente a las
distancias de Kemeny ponderadas, introducidas por Garcia Lapresta y Pérez
Roman [51], las cuales son sensibles a las posiciones en las que se producen
las discrepancias entre los agentes.

Baldiga y Green [11] proponen meétricas basadas en el recuento de los
cambios existentes entre 6rdenes lineales, donde resulta relevante las posi-
ciones donde se producen esas diferencias. Para dichos autores la distancia
entre dos érdenes es la probabilidad de que éstos discrepen de la preferen-
cia 6ptima de un conjunto de preferencias seleccionadas aleatoriamente. Por
otra parte, Can [29] ha propuesto recientemente una clase de distancias pon-
deradas para el caso lineal basadas en una distribucién de pesos sobre las
posiciones donde se producen los desacuerdos.

A partir de los planteamientos mencionados, las correspondientes medi-
das de consenso permitirdn estudiar las posibilidades que se presentan para
establecer criterios de agrupacién de los agentes en funcién de sus preferen-
cias, de forma que sea posible detectar si existen estructuras de agrupamien-
to.

A continuacion se detalla cémo esta organizada la memoria.
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En el Capitulo 1 se introducen los conceptos basicos necesarios para
el desarrollo posterior de la memoria. Pueden distinguirse tres partes cla-
ramente diferenciadas. Siguiendo el enfoque dado por Deza y Deza [36], se
destaca la diferencia existente entre los conceptos de distancia y métrica y
se enuncian algunas de las métricas utilizadas habitualmente en la literatu-
ra y que posteriormente seran analizadas en el contexto de 6rdenes débiles.
A continuacién, se abordan los conceptos de preferencia e indiferencia mo-
delizadas por relaciones binarias indicando algunas de las propiedades que
serén utilizadas a lo largo de esta memoria. Para finalizar, se introducen los
conceptos de permutaciéon y grupo simétrico. Teniendo en cuenta que estos
términos no suelen aparecer en la literatura sobre Eleccién Social, se esta-
blece la notacién que serd empleada en la representacién de estos conceptos,
asi como las propiedades necesarias para el desarrollo de la memoria.

En el Capitulo 2 se proponen diferentes medidas de distancia sobre un
conjunto de preferencias individuales. Se establece un sistema de codificacion
de 6rdenes, tanto lineales como débiles, mediante vectores de R™. A partir de
este sistema de codificaciéon se caracterizard de forma biunivoca el conjunto
de 6rdenes débiles mediante subconjuntos de vectores, por lo que serd posi-
ble obtener el orden de las alternativas mostrado en las preferencias de los
individuos a partir del vector que las codifican. Este sistema de codificacién
permitira el uso de las distancias habituales definidas sobre vectores y enun-
ciadas en el capitulo anterior. A continuacién se define una métrica sobre
los vectores que codifican 6rdenes débiles y se comprueba que esta métrica
coincide con la métrica de Kemeny tradicional.

Dado que la métrica de Kemeny no es sensible al hecho de dénde se
producen los desacuerdos en la ordenacién de las alternativas, se propone
una nueva distancia en la que se pondera la posicién en la que se producen
desacuerdos al comparar las preferencias de dos individuos. Aunque esta
distancia no verifica la desigualdad triangular, se ha de mencionar que esta
propiedad no tiene por qué ser deseable en el contexto estudiado (véanse
Barthelemy y Monjardet [15] y Can [29]).

La idea de distancia ponderada sobre érdenes débiles es trasladada al
conjunto de érdenes dicotémicos. Si bien existen diferentes distancias sobre
estos 6rdenes, se proponen otras nuevas que son sensibles a que los desacuer-
dos se produzcan en alternativas aceptadas o rechazadas.

Por dltimo, se extienden los conceptos desarrollados anteriormente al
conjunto de preferencias aprobatorias en las que los individuos no sélo or-
denan un conjunto de alternativas sino que establecen cuéles son aceptadas
y rechazadas. Se propone un sistema de codificacion para estas preferencias
asi como nuevas medidas que permitan establecer una distancia entre ellas.

En el Capitulo 3 se extiende el concepto de medida de consenso intro-
ducido por Bosch al contexto de érdenes débiles, érdenes dicotémicos y pre-
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ferencias aprobatorias, y se consideran algunas propiedades adicionales que
pueden verificar dichas medidas: mdzrimo disentimiento, reciprocidad y ho-
mogeneidad. También se introducen nuevas medidas de consenso basadas en
la distancia entre los 6rdenes débiles y érdenes dicotémicos que representan
las preferencias de los agentes, prestando especial atencién a las distancias
v métricas enunciadas en los capitulos anteriores.

En el Capitulo 4 se propone una aplicacién de las medidas de consenso
definidas anteriormente para la resoluciéon de problemas de agrupacion. Dado
un conjunto de individuos que muestran sus preferencias sobre un conjunto
de alternativas, se plantea la posibilidad de crear grupos de agentes cuyas
preferencias presenten un grado de similitud mayor que entre los agentes
de grupos diferentes. El andlisis de conglomerados (cluster analysis) ofrece
métodos de conglomeracién jerdrquicos que determinan estos agrupamientos.
Se propone un nuevo criterio de conglomeracion a partir de las medidas de
consenso definidas en esta memoria. Este criterio permitira elegir la medida
utilizada para determinar la distancia entre preferencias y obtener, mediante
la medida de consenso asociada, el valor de similitud que determinaré la
formaciéon de los conglomerados. Se exponen las ventajas que este nuevo
criterio tiene sobre los criterios tradiciones y se aplica a un experimento de
campo realizado recientemente.

Por 1ltimo, cabe destacar que parte de los resultados de la presente me-
moria se han basado en las siguientes publicaciones:

» Garcia-Lapresta, J.L., Pérez-Roméan, D.: “Some consensus measures
and their applications in group decision making”. En: Computational
Intelligence in Decision and Control. (eds. D. Ruan, J. Montero, J. Lu,
L. Martinez, P. D’hondt, E.E. Kerre). World Scientific, pp. 611-616,
2008.

= Garcia-Lapresta, J.L., Pérez-Romén, D.: “Measuring consensus in weak
orders”. En: Consensual Processes. (eds. E. Herrera-Viedma, J.L. Garcia-
Lapresta, J. Kacprzyk, H. Nurmi, M. Fedrizzi, S. Zadrozny). Springer-
Verlag, pp. 213-234, 2011.

= Erdamar, B., Garcia-Lapresta, J.L., Pérez-Romén, D., Sanver, M.R.:
“Measuring consensus in a preference-approval context”. Information
Fusion. En prensa.
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A medida que esta memoria se ha ido desarrollando, las propuestas y re-
sultados han sido presentados, en diversas fases de su desarrollo, en diferentes
congresos y reuniones cientificas tanto nacionales como internacionales.

Nacionales

s [T Encuentro de la Red Espanola de Eleccion Social. Valladolid, 2006.
» XXI Reunion de ASEPELT. Valladolid, 2007. [Publicado en Actas].

» XV Jornadas de ASEPUMA. Palma de Mallorca, 2007. [Publicado en
Actas].

s XXX Congreso Nacional de Estadistica e Investigacion Operativa. Va-
lladolid, 2007. [Publicado en Actas].

= XV Encuentro de Economia Publica. Salamanca, 2008.

» XTIV Congreso Espanol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy (ESTYLF).
Langreo-Mieres (Asturias), 2008. [Publicado en Actas].

= Workshop on Economic Decisions. Pamplona, 2011.

s IIT Jornadas de Trabajo sobre Sistemas de Votacion. Valdeavellano de
Tera (Soria), 2013.

Internacionales

» Ordinal and Symbolic Data Analysis Meeting. Gante (Bélgica), 2007.

5t International Conference on Logic, Game Theory and Social Choice

(LGS-5). Bilbao (Espana), 2007.

= 9'" International Meeting of the Society for Social Choice and Welfare.
Montreal (Canada), 2008.

= The 8" International FLINS Conference on Computational Intelligence
in Decision and Control. Madrid (Espana), 2008. [Publicado en Pro-
ceedings|.

» Third International Workshop on Computational Social Choice (COM-
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos y herramientas que seran
utilizados a lo largo de esta memoria.

En la Seccién 1.1 se definen los conceptos de distancia y de métrica bajo el
enfoque dado por Deza y Deza [36]. Seguidamente se presentan las métricas
mas utilizadas en R" en las que se basaran una clase de medidas de consenso
que se definirdn en capitulos posteriores.

En la Seccion 1.2 se definen los conceptos relativos a relaciones de prefe-
rencia e indiferencia, exponiendo las propiedades més relevantes asi como la
notacién que serd utilizada en esta memoria.

Para finalizar, en la Seccién 1.3 se presentan algunos conceptos basicos
acerca de las permutaciones sobre un conjunto. Se muestra la notacién que
serd utilizada para su representacién y se enuncian las propiedades bésicas
que iran apareciendo durante el desarrollo de esta memoria.
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1.1. Distancias y métricas

1.1 Definicién. Sea A un conjunto no vacfo. Una funcion d: A x A — R
es una distancia sobre A si para cualesquiera a,b € A se verifica:

1. d(a,b) > 0 (no negatividad),
2. d(a,b) =d(b,a) (simetria),
3. d(a,a) =0 (reflexividad).

Una métrica es una distancia que cumple dos propiedades adicionales: la
identidad de indiscernibles y la desigualdad triangular.

1.2 Definicion. Una distancia d : A x A — R es una métrica sobre A si
para cualesquiera a,b,c € A se verifica:

1. d(a,b) =0 < a=b (identidad de indiscernibles),
2. d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (desigualdad triangular).

1.3 Observacion. La propiedad de identidad de indiscernibles implica re-
flexividad. Por otro lado, la condicién de no negatividad se obtiene de las
propiedades de simetria y desigualdad triangular:

d(a,b) +d(b,c) > d(a,c) = d(a,b) > d(a,c) —d(b,c),
d(b,a) + d(a,c) > d(b,c) = —d(b,a) <d(a,c)—d(b,c).

De las desigualdades anteriores y teniendo en cuenta la propiedad de
simetria, se obtiene: d(a,b) > |d(a,c) —d(b,c)| > 0 (no negatividad).

Existe una gran variedad de distancias y métricas presentes en la litera-
tura que son utilizadas en diversos ambitos.

El caso més sencillo de métrica lo constituye la métrica discreta, que
puede ser definida sobre cualquier conjunto no vacio.

1.4 Definicién. Sea A un conjunto no vacio. Se define la métrica discreta
sobre A como la funcién d: A x A — R definida por

d(a,b):{l’ sia#b,

0, sia=0b.

A lo largo de esta memoria se utilizardn habitualmente elementos del
espacio R"™. Con a € R" se denotard al vector de R™ de componentes
(al, v ,an).

A continuacién se presentan algunas de las métricas mas utilizadas en
R"™ y que mas adelante apareceran en la memoria.
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1.5 Definicién. Las siguientes funciones son métricas definidas sobre R" o
[0, 00)":

1. Minkowski, dy : R" x R" — R, siendo p > 1,

1
n P
dy(a,b) = (Z la; — bl-|p> .
=1

Para p =1y p = 2 se obtienen las métricas denominadas de Man-
hattan y euclidea, respectivamente.

2. Chebyshev, dso : R" X R" — R,
deo(a,b) :méx{|a1 —b1|,...,|an—bn|}.

3. Coseno, d.: R" x R" — R,

n
Z a; bi
i=1

n

—.

2 2
DI
=1 =1

4. Hellinger, dpg : [0,00)" x [0,00)" — R,

de(a,b) =1—

n

dig(a,b) = || 3 (vai— Vi)

i=1

2

1.2. Preferencias

Las nociones de preferencia e indiferencia, modelizadas por relaciones
binarias sometidas a diversos axiomas, han sido empleadas en diferentes am-
bitos, muy especialmente en Teoria de la Decisién, Teoria de la Eleccién
Social, Teoria de Juegos, Microeconomia, Sicologia Matemética, Investiga-
cién Operativa, etc.

El caso més conocido, y también el més simple, en el que aparecen estas
nociones corresponde a la existencia de una funciéon de utilidad v : X — R
que valora numeéricamente la utilidad proporcionada a un individuo por cada
una de las alternativas de un cierto universo X. En tal caso se definen, de
forma natural, las nociones de preferencia fuerte e indiferencia asociadas a
la funcién de utilidad:

» Py (z es preferida a y) si y solo si u(z) > u(y),

» 2]y (z es indiferente a y) si y solo si u(z) = u(y).
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1.2.1. Relaciones binarias

Para describir el comportamiento de un agente en sus manifestaciones
de preferencia sobre un conjunto de alternativas es natural recurrir a las
relaciones binarias. A continuacién se procederéd a definir formalmente este
concepto.

A lo largo de la memoria, X denotard un conjunto no vacio de alterna-
tivas.

1.6 Definicion. Dado un conjunto X, una relacion binaria sobre X es un
subconjunto del producto cartesiano X x X.

Si S es una relacion binaria sobre un conjunto X, es decir S C X x X,
es habitual sustituir la notacién conjuntista (z,y) € S por la predicativa
x Sy. Siguiendo a Roubens y Vincke [87] y Garcia Lapresta y Rodriguez
Palmero [52] se utilizaran con profusion algunas de las propiedades que se
detallan a continuacion.

1.7 Definicion. Sea S una relacion binaria sobre X.

1. S es refleriva si para cualquier x € X se verifica xS x.

2. S es irreflexiva si para cualquier z € X se verifica no (z S ) o, equi-
valentemente, no existe x € X tal que =z Sz.

3. S es simélrica si para cualesquiera z,y € X se verifica
xSy = ySux.
4. S es asimélrica si para cualesquiera z,y € X se verifica
xSy = no(ySz).

5. S es antisimétrica si para cualesquiera x,y € X se verifica

(xSy e ySz) = xz=y.
6. S es transitiva si para cualesquiera x,y,z € X se verifica

(xSy e ySz) = xSz
7. S es negativamente transitiva si para cualesquiera x,y,z € X se veri-

fica
(no(zSy) y no(ySz)) = no(zS2).
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8. S es completa si para cualesquiera x,y € X se verifica

xSy o ySuw.

En la siguiente proposicién se recogen varias implicaciones y equivalencias
entre las propiedades antes enunciadas. Dado que todas ellas son suficiente-
mente conocidas, se omite la demostracién.

1.8 Proposicién. Cualquiera que sea la relacién binaria S sobre X, se
verifica:

1. S completa = S reflexiva.
2. S asimétrica = S irreflexiva.

3. (S asimétrica y negativamente transitiva) = S transitiva.

Ciertas relaciones binarias se denominan de forma especifica atendiendo
a las propiedades que verifican.

1.9 Definicidon. Una relacion binaria S sobre X es una relacidn de equiva-
lencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. La clase de equivalencia de un
elemento = € X es el subconjunto {y € X |z Sy}.

1.10 Definicidon. Una relacion binaria S sobre X es un orden débil (o preor-
den completo) si S es completa y transitiva.

1.11 Definicion. Una relacién binaria S sobre X es un orden lineal si S es
completa, transitiva y antisimétrica.

1.12 Notacién. Con L(X) se denotara al conjunto de 6rdenes lineales sobre
X y con W(X) al conjunto de 6rdenes débiles sobre X.

1.2.2. Preferencia e indiferencia

Una de las formas més habituales de modelizar el concepto de preferencia
e indiferencia consiste en definir como nocién primitiva el concepto de prefe-
rencia fuerte o estricta mediante una relacién binaria P sobre un conjunto de
alternativas, de forma que x Py se interprete como “x es preferida a y” o “x
es mejor que y”. Una exigencia minima que ha de imponerse a esta relaciéon
es la asimetria, es decir, no ha de haber alternativas mutuamente preferidas.
En este caso, la indiferencia I se concibe como ausencia de preferencia; en
otras palabras, “x es indiferente a y” cuando ni x es preferida a y ni y es
preferida a x. A partir de P e I se define la relacion de preferencia débil
como R = PUI, de forma que “x es débilmente preferida a y” cuando x es
preferida a y o z es indiferente a y; en otras palabras, cuando x es al menos
tan buena como y.
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1.13 Definicién. Una relaciéon binaria P sobre X es una relacidn de prefe-
rencia fuerte si es asimétrica.

1.14 Definicion. Sea P una relacién de preferencia fuerte sobre X. La
relacién de indiferencia I asociada a P esta definida por

xly & (no(xPy) y no(yPux)).

La unién de la relaciéon de preferencia fuerte P con la relacién de indi-
ferencia asociada I, origina la relaciéon de preferencia débil, de modo que
x (PUI)y se interpreta como “x es al menos tan buena como y”.

1.15 Definicién. Sean P una relacién de preferencia fuerte sobre X e I
la relacién de indiferencia asociada a P. La relacidn de preferencia débil
R = PUI asociada a P estd definida por

xRy & (xPy o zlvy).

Para un estudio exhaustivo acerca de las relaciones de preferencia fuerte,
indiferencia y preferencia débil, véase Garcia Lapresta y Rodriguez Palme-
ro [52].

En la siguiente observacién se presentan algunas consecuencias inmedia-
tas de esta construccién.

1.16 Observaciéon. Si P es una relaciéon de preferencia fuerte sobre X,
entonces la relacién de indiferencia asociada a P es reflexiva y simétrica;
ademaés, la relacion de preferencia débil asociada a P es completa y, por
tanto, reflexiva.

1.17 Observacion. Si P es negativamente transitiva, entonces P, [ y R
son transitivas, por lo que la relaciéon de preferencia débil R es completa y
transitiva y, por tanto, establece un orden débil o preorden completo sobre
X.

A partir de una relacion de preferencia fuerte se ha obtenido una relacion
de indiferencia y una relacién de preferencia débil asociadas. Una segunda
opcién de modelizar los conceptos de preferencia e indiferencia y, quiza méas
extendida que la anterior, toma como nocién primitiva la relacion de prefe-
rencia débil, obteniendo a partir de ella las relaciones de preferencia fuerte
e indiferencia asociadas.

1.18 Definicién. Una relacion binaria R sobre X es una relacidn de prefe-
rencia débil si es completa. Ademas, si R es transitiva, entonces R establece
un orden débil sobre X.

A partir de una relacién de preferencia débil R se puede definir el con-
cepto de relacion de preferencia fuerte P asociada a R.
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1.19 Definicidon. Sea R una relacion de preferencia débil sobre X. La rela-
cion de preferencia fuerte P asociada a R estd definida por

xPy < no(yRx).

Del mismo modo, es posible definir el concepto de relacién de indiferencia
I asociada a R.

1.20 Definicidon. Sea R una relacion de preferencia débil sobre X. La rela-
cion de indiferencia I asociada a R esta definida por

xly < (zxRy e yRx).

En la siguiente proposiciéon se indican algunas propiedades que cumplen
este tipo de relaciones.

1.21 Proposicién. Sean R una relacién de preferencia débil sobre X y
P e I las relaciones de preferencia fuerte y de indiferencia asociadas a R,
respectivamente. Entonces:

1. R es reflexiva y completa.
2. P es irreflexiva.
3. I es reflexiva y simétrica.

4. R es transitiva < P es negativamente transitiva < (P e I son transi-
tivas).

5. Para cualesquiera x,y € X se verifica una, y s6lo una, de las siguientes
condiciones:

a) zPy.
b) yPx.

c) z1y.

1.22 Notacién. Si se denota con g la relacion de preferencia débil R,
entonces »-p representa a la relacién de preferencia fuerte P, que es la parte
asimétrica de R, y ~p representa a la relacion de indiferencia I, que es la
parte simétrica de R. Cuando no haya lugar a interpretaciones, el subindice
R sera suprimido.
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1.3. Permutaciones

1.23 Definicién. Dado un conjunto no vacio X, una permutacion sobre X
es una aplicacién biyectiva 7 : X — X. El conjunto de todas las permu-
taciones sobre X se denota por Sx y se denomina grupo simétrico sobre
X.

En el caso particular de que el conjunto X esté formado por los n pri-
meros numeros naturales, X = {1,...,n}, al grupo simétrico sobre X se le
denomina, grupo simétrico de grado n y se denota por S,.

1.24 Notacidn. Se pueden utilizar diferentes representaciones de los ele-
mentos de 5,. Una de ellas consiste en representar cada permutaciéon m € .S,
mediante una matriz

= 1 2 e o on—1 n
A\ 1) 72) - 7(n—=1) w(n) )’
que permite identificar la imagen de cada elemento de {1,2,...,n}.

1.25 Definicién. Dadas dos permutaciones m,0 € S, se define el producto
w0 como (m-0)(i) =n(o(7)),i=1,2,...,n.

1.26 Proposicion. S, con la operacion - tiene estructura de grupo, esto es:

» Si m,0 € Sy, entonces -0 € S, (el conjunto S,, es cerrado para la
operacion producto).

» Si m,0,7 €Sy, entonces (w-0)-7=m7-(0-7) (propiedad asociativa).

s La identidad ¢d es la permutacién que deja fijos todos los elementos.
Es el elemento neutro de S,,: id-7m = w-id = 7, para cualquier w € S,,.

s Para cada permutaciéon wm € S, existe su elemento inverso, que se

denominara 71, y verifica 7 -7 ' =771 -1 =id.

Conviene destacar que, en general, el producto de permutaciones no ve-
rifica la propiedad conmutativa, como se puede comprobar a continuacion.

1.27 Ejemplo. Sean las permutaciones m,0 € S5 definidas por

_ (12345 _ (12345
™\235 14 7=\2 13 5 4/

Al calcular 7-0 y o -, se obtienen:

(12345 (12345
T9={3 925 4 1 7T=\134 25 )
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por lo que el producto de permutaciones no es conmutativo.

Para calcular el producto 7 -0 de dos permutaciones se pueden evaluar
las imégenes sucesivas (primero o y luego 7) de cada elemento; pero quiza
conviene utilizar el siguiente procedimiento: se escribe una matriz donde
la primera fila presenta los elementos en el orden natural, la segunda fila
contiene la imagen de dichos elementos mediante la accién de o y en la
tercera fila, la accién de 7 sobre los elementos de la segunda fila. Se obtiene
as{ una matriz formada por tres filas:

1
2
3

N~ N

3
3
5

Ot

5

41,

1

en la que la primera y tltima fila representan el producto de permutaciones:

(12345
T7=\13 9254 1)

1.28 Definicion. Si i € {1,...,n} y 0 € S, , entonces o fija i si (i) =1
y o mueve i si o(i) # .

1.29 Definicién. Sean iy,1is,...,14, enteros distintos entre 1 y n. Si o € 5,
fija los n — r enteros restantes y si

J(il) = ig,O’(iQ) = ig, .. .,U(ir_l) = ir,O(ir) = il,

entonces o es un r-ciclo; se puede decir que o es un ciclo de longitud r. Se
denota o por (i1,i9,...,0).

1.30 Observaciéon. Un 2-ciclo, el cual es simplemente el intercambio de un
par de elementos, es denominado trasposicidn. Por ejemplo, la trasposicién
(2,6) € S7 es la permutacion que intercambia las posiciones 2 y 6 dejando
invariante las 5 restantes.

1.31 Definiciéon. Dos permutaciones o y w € S, son disjuntas si para

cada elemento i € {1,...,n} se verifica
o(i)#i = 7(i) =1.
Una familia de permutaciones o1, 09,...,0, es disjunta si cada par de ellas

son disjuntas.

1.32 Proposicion. Si 0,7 € S, son disjuntas, entonces ¢ y 7 conmutan,
es decir, 0 -m =7 0.






Capitulo 2

Distancias en contextos
preferenciales

En este capitulo se definen distancias y métricas en diferentes contextos
preferenciales.

En las Secciones 2.1 y 2.2 se establece un sistema de representacién y
codificaciéon de 6rdenes débiles mediante vectores que representan las posi-
ciones relativas de las alternativas en el orden correspondiente.

Dado un conjunto de alternativas, no todo vector tiene por qué ser ne-
cesariamente la codificaciéon de un orden débil sobre esas alternativas. El
subconjunto de vectores que codifican 6rdenes (A" C R™) queda carac-
terizado por una serie de condiciones que son necesarias y suficientes. Asi,
para un vector dado, puede determinarse si existe un orden cuya codificacién
venga representada por dicho vector.

Si se renombran las alternativas de un orden de acuerdo a una permu-
tacion, el vector que codifica al nuevo orden se obtiene reordenando sus
componentes segin la permutacién inversa utilizada. Esto permitira traba-
jar con aquellos 6rdenes cuyo vector de codificacién tenga sus componentes
ordenadas en orden ascendente, ya que el orden original puede obtenerse
renombrando las alternativas.

En la Seccién 2.3 se describen diferentes procedimientos para obtener
distancias definidas sobre érdenes débiles. Cualquier distancia definida sobre
R"™ induce de forma natural una distancia sobre 6rdenes.

Este sistema de codificaciéon permite definir una métrica equivalente a
la de Kemeny mediante operaciones aritméticas basicas realizadas sobre las
componentes de los vectores que codifican 6rdenes. Ahora bien, esta métri-
ca no es sensible a las posiciones en las que los 6rdenes no coinciden en la
ordenacién de las alternativas. Las distancias de Kemeny ponderadas tienen
en cuenta las posiciones en las que se producen los desacuerdos mediante un

19
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vector de pesos establecido previamente. En el caso de que todas las compo-
nentes del vector de pesos coincidan, la distancia de Kemeny ponderada es
equivalente a la distancia de Kemeny.

En la Seccién 2.4 se introduce una nueva clase de distancias sobre 6rde-
nes dicotémicos. Estas nuevas distancias difieren de las distancias utilizadas
habitualmente sobre estos 6rdenes en que son sensibles a que los desacuerdos
se produzcan en las alternativas aceptadas o en las rechazadas. Se introducen
distancias en las que se tiene en cuenta las coincidencias que se produzcan
en las alternativas aceptadas, en alternativas rechazadas, asi como combina-
ciones lineales de ambas.

Finalmente, en la Secciéon 2.5 se establece un sistema de codificacion de
preferencias aprobatorias para la obtencién de nuevas distancias en este con-
texto. Las preferencias aprobatorias (véase Brams y Sanver [28]) combinan
las preferencias sobre un conjunto de alternativas mediante un orden dico-
tomico y un orden débil. El sistema de codificacion, asi como las nuevas
distancias propuestas se basan en los sistemas de codificacion y distancias
desarrolladas en las secciones anteriores.
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2.1. Representaciéon de 6rdenes débiles

A continuacion se describen algunos de los conceptos que se van a utilizar
a lo largo de la memoria, asi como la notacién correspondiente.

A lo largo de esta memoria V = {v1,...,v,}, con m > 2, representara
un conjunto de agentes. Estos agentes pueden ser individuos de una sociedad,
votantes en unas elecciones, expertos que forman un comité para la seleccién
de uno o varios candidatos, etc.

Los agentes muestran sus preferencias sobre un conjunto finito de n al-
ternativas X = {x1,...,z,}, donde n > 2.

Dependiendo del contexto, los agentes podran ordenar las alternativas
mediante 6rdenes lineales, o bien mediante 6rdenes débiles.

A partir de un orden R sobre X, es posible invertir dicho orden obte-
niendo lo que se denomina orden inverso de R.

2.1 Definicién. Dado un orden R € W (X), el inverso de R es el orden R™!
definido por z; R~! r; & xj Rx;, para cualesquiera x;,x; € X.

Es obvio que si R es un orden débil (resp. orden lineal), entonces R~}
seré también un orden débil (resp. orden lineal).

2.2 Definicion. Un perfil es un vector R = (Ry,..., R,,) de relaciones de
preferencia individuales, 6rdenes lineales u 6rdenes débiles, segiin sea el caso,
donde R; contiene las preferencias del agente v;, con ¢ =1,...,m.

2.3 Definicion. Dado un perfil R = (Ry,..., Ry,), el perfil inverso de R,
denotado con R™!, es el perfil que se obtiene al invertir el orden de cada
una, de las relaciones de preferencia que lo conforman:

R'=(R' ... R}.

2.4 Ejemplo. Con objeto de mostrar la notacion recién introducida, sea
V = {v1,v2,v3,v4} un conjunto formado por cuatro agentes que muestran
sus preferencias sobre el conjunto de alternativas X = {x1,..., 27} mediante
el perfil R mostrado en la Figura 2.1.

Con esta representacion, las alternativas que comparten el mismo estrato
son indiferentes entre si y las que estan en un nivel superior son preferidas a
las que se encuentran en niveles inferiores.

Otra forma més simple de representar érdenes débiles consiste en mostrar
de izquierda a derecha las alternativas segtin el orden de preferencia y separar
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Ry Ry Rs Ry
I Ty o X3 Iy T2 I3

x7 z1 z1 x3 x2

i) T4 X7 T5 r1 X4 X7
r3 IT5 Te Ze Ty Te X7 Ty Te

Figura 2.1: Perfil R del Ejemplo 2.4.

con el simbolo ~ las alternativas indiferentes:

Ri =z ~z4 27> 20> 23~ 25 ~ T,
Ry
R3 = 2o~ ~x3 > 25 > x4 ~ X6~ 27,

Ty~ T3~ Ty = T] — T4~ T7 > Tg,

Ry =23 2To> 21 ~xy~x7 > 25~ Tg -

Al invertir el orden de las preferencias de cada uno de los agentes se
obtiene el perfil inverso R™! = (Rl_l, R, L Ry L RZl) cuya representacion
viene dada en la Figura 2.2.

R;! Ry! Ry! R;!
r3 T T T6 Ty T T7 Ts T6
Z2 T4 xTr €5 0% I 7 R
T7 T1 r1 z3 T2
€1 T4 T2 X3 X5 €2 z3

Figura 2.2: Representacion del perfil R™! del Ejemplo 2.4.

2.5 Notacion. Dada una permutacién 7 € Sy, con Ry = (Rr1),- - Brim))
se denotara al perfil que resulta tras renombrar en el perfil R a los agentes
seglin la permutacion .

2.6 Ejemplo. Si los agentes del conjunto V' del Ejemplo 2.4 (pag. 21) son

. . _ (1 2 3 4
renombrados segun la permutacion m = 9o 4 3 1 , entonces el nuevo

perfil que se obtiene es R, = (R2, R4, R3, R1).

2.7 Notaciéon. Dada una permutaciéon o € S, con R’ = (RY,...,R?)
se denotara al perfil obtenido a partir del perfil R renombrando las al-
ternativas de acuerdo con la permutacién o, es decir, para cualesquiera
i,j € {l,...,n} y k € {1,...,m}, x Rpz; & x,4) R 1,3) (0, equi-
valentemente, x; Rf vj < ¥,-10) Rk To-1(j))-
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2.8 Ejemplo. Si se renombran las alternativas del conjunto X del Ejem-
plo 2.4 (pag. 21) segun la permutacion

(1234567
U:<2156743>’ (2.1)

el nuevo perfil R = (R{, R, RS, R]) seré el que viene representado en la
Figura 2.3.

R’y i I3 g
L2 L6 1 Ts5 X7 T L5

T3 T2 T2 s I

I I3 Te X7 Tro2 X3 g
Ty Ty X7 Ty T3 T4 Te T4 x7

Figura 2.3: Representacion del perfil R? del Ejemplo 2.4.

2.9 Observacion. Dados un orden R € W(X) y o,m € Sy, el orden
que se obtiene al renombrar las alternativas primero segtin la permutacion
o y después segliin la permutacién m, coincide con el orden obtenido al
renombrarlas segin la permutacion 7 - o, es decir, (R?)™ = R™.

2.2. Codificacion de ordenes

En esta seccién se introducird un sistema de codificacién de 6rdenes li-
neales y 6rdenes débiles mediante vectores que representan las posiciones
relativas de las alternativas en el orden correspondiente. Procedimientos si-
milares a los aqui expuestos han sido utilizados en la generalizacién de reglas
de puntuacion (scoring rules) de su concepcion original sobre 6rdenes lineales
al caso de ordenes débiles (véanse Smith [91], Black [16] y Cook y Seiford [34],
entre otros).

2.2.1. Codificacion de 6rdenes lineales

Dado R € L(X), es posible asignar a cada alternativa la posicion que
ocupa en dicho orden mediante la funcion Pr : X — {1,...,n}, es de-
cir, Pr(z;) es la posicion de la alternativa z; en R. Por tanto, el vector
(Pr(x1),...,Pr(zy)) € {1,...,n}™ determina el orden lineal subyacente.
En consecuencia, existe una equivalencia entre los conjuntos L(X) y S.
Por ejemplo, para n = 4, el vector (3,1,4,2) denota que la alternativa x;
ocupa la tercera posiciéon, xo la primera, x3 la cuarta y x4 la segunda.
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2.2.2. Codificacion de 6rdenes débiles

Para el caso de 6rdenes débiles no existe un tnico sistema de codificacion.
Nuestra propuesta consiste en un sistema basado en linealizar el orden débil
y asignar a cada alternativa la media aritmética de las posiciones de las
alternativas que pertenecen a la misma clase de equivalencia.

2.10 Definicion. Dado R € W(X), la funcion Pr : X — R definida por

Pr(zj) =n—# {z; € X | z; >:L'¢}—%# {z; € X\ {z;} | 2 ~z;} (2.2)

determina la posicién de cada alternativa x; en R, donde # X representa el
cardinal de un conjunto X.

2.11 Notacion. Dado un orden R € W(X), el vector de R™ que codifica
al orden R vendré denotado por pr = (Pgr(z1),..., Pr(z,)).

2.12 Ejemplo. A continuacién se muestra cémo se realiza la codificacion
de ordenes débiles a través del perfil del Ejemplo 2.4 (pag. 21)

Para el orden R; se obtienen las componentes del vector que lo codifica,
PR, mediante la formula (2.2) (pag. 24).

Pp(z1) =7-5-4-1=15
Pp(z2) =7—3—-2-0=4
Ppy(x3) =T7—-0—4-2=
Pp(z4) =7T—-5-4-1=15
Pp,(z5) =7—0—1-2=6
Pp,(z6) =T—0—4-2=6
Pg (z7) =7—-4-4-0=3

De este modo, el perfil de preferencias del Ejemplo 2.4 estara codificado
por los siguientes vectores

PR, = (1.5,4,6,1.5,6,6,3),

= (4,2,2,5.5,2,7,5.5),

= (2.5,1,2.5,6,4,6,6),

Pr, = (4,2,1,4,6.5,6.5,4).
2.13 Observacion. A partir del vector que codifica R € W(X), es posible
obtener la codificaciéon del orden inverso R~!. Si R esta codificado por el

vector pp = (Pr(x1),..., Pr(zy)), entonces la codificacion de su inverso
serd pp1 = (n+1— Pg(x1),...,n+1— Pr(xy,)).
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2.14 Ejemplo. El orden inverso R1_1 del Ejemplo 2.4 (pag. 21) queda codi-
ficado por el vector

Ppt = (65,4,2,6.5,2,2,5),

tal y como puede verse en la Figura 2.4.

Ry R

I T4 T3 xIs Te6
o Z2
T2 x7

r3 I5 Te I Ty

Figura 2.4: Representacién del orden R; y de su inverso Rl_l.

2.15 Observacion. Conviene indicar que no todos los vectores de R" repre-
sentan una codificacion de un orden R € W(X). Para cualquier R € W(X)
se verifica:

1. Pr(z;) € {1,1.5,2,25,...,n—0.5, n} paracada j € {1,...,n}.

n
n(n+1
2. ZPR(xj):1+2+---+n:(2),

J=1

lo cual establece una condicién necesaria, aunque no suficiente, para que un
vector de R™ pueda codificar a un orden R € W(X). Por ejemplo, el vector
(1.5,2,2.5) € R? verifica las condiciones 1 y 2 pero no puede considerarse
que codifica un orden ya que si una componente tiene parte decimal, deberia
existir al menos otra componente del vector con el mismo valor, lo cual no
ocurre en este caso.

2.2.2.1. Caracterizacion de ordenes débiles

2.16 Definicion. Dado un conjunto de alternativas X, con A" € R" se
denotara al conjunto de todos los vectores que codifican érdenes débiles sobre
X, es decir,

AW = {a € R"| a codifica a R para algin R € W (X)}.

2.17 Observacion. La funcion p : W(X) — AW que asigna pp a cada
R € W(X) es una biyeccion.

2.18 Notacion. La correspondencia entre un orden R € W(X) y el vector
a € AW que lo codifica se denotara mediante el simbolo =.
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2.19 Definicion. Dado a = R € W(X), con M;(R) se denotara al conjunto
de los coeficientes de las componentes del vector que codifica al orden R que
son iguales a la componente a;, es decir,

M;(R)={m e {1l,...,n} | am = a;},
para cualquier ¢t =1,...,n.

2.20 Ejemplo. Si se considera el orden R; del Ejemplo 2.4 (pag. 21), los
conjuntos que se obtienen son:

My (Ry) = My(Ry) = {1,4},
My(Ry) = {2},
M3(Ry) = M5(R1) = Mg(Ry) = {3,5,6},
Mz (Ry) = {7}.

2.21 Notacién. Dados un orden R € W(X), el vector a = pr que lo
codifica y una permutacion o € S,, se denotard con a’ al vector que codifica
al orden R’ y de componentes (af,...,a?), es decir, a’ = ppro, siendo
a‘i’ = agq(i).

2.22 Observacion. Al renombrar las alternativas de un orden R € W(X)
segin una permutacién o € S, se obtiene pp, = p]%:l.
2.23 Ejemplo. En el Ejemplo 2.8 (pag. 23), se renombraban las alterna-
tivas de R; segun la permutacion o € S7 representada en (2.1) (pag. 23)
y codificado por el vector Pre = (4,1.5,3,6,6,1.5,6). Si se reordenan las
componentes del vector pp, = (1.5,4,6,1.5,6,6,3) segtn la permutacion

—1 - - 0.—1
o~ " se tiene PRy = PR, -
La siguiente proposicién proporciona una caracterizaciéon completa de los
vectores que codifican 6rdenes débiles.

2.24 Proposicion. Dados R € W(X) y a € R, el vector a codifica al
orden R (a = pp) siy solo si existe una permutaciéon o € S, tal que R
satisface las siguientes condiciones:

1L.af <---<af.

n(n+1)

2. af o tag = ——

3. Para cualquier 7 € {1,...,n} y m € M;(R") se verifica:

donde j = min M;(R%) y k = # M;(R°).
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Demostracion.
=) Sea a = R € W(X).

1. Obviamente, siempre puede encontrarse una permutacion en la
Y
que todos los elementos estén ordenados de menor a mayor.

2. Por la Observacion 2.15 (pag. 25).
3. Sea i € {1,...,n}.

e Si # M;(R°) =k =1, entonces j = min M;(R?) =i y, por

tanto, af =j =7+ k;1_

e Si # M;(R%) =k > 1, esto significa que existe al menos otra
alternativa que comparte el mismo estrato que la alternativa
x;. Sea 7 = min M;(R?), entonces M;(R°) ={j,...,j+(k—
D}yaf=af, == aZy (k1) = a5 -

Teniendo en cuenta que se asigna a cada alternativa la media
de las posiciones que ocupan dentro de la misma clase de
equivalencia, se tiene

dYoom
o _meMiRT) _jt-+(GH+E-D) . k-1
WS T k AR

<) Reciprocamente, dado a € R™ verificando las condiciones 1, 2 y 3,
basta con considerar o = id, verificAndose entonces:

R=a=a° =R°. O

2.25 Ejemplo. Si se considera el orden R; del Ejemplo 2.4 (pag. 21), sea
o € S7 representada por

(1234567
J:<1452673>’ 23)

es decir, 0(1) =1, 0(2) =4, ..., 0(7) =3.

La Figura 2.5 compara los 6rdenes Ry y RY.

R RS
Tl T4 T x2
Ty x3
Z2 T4
T3 T5 Te Is Te X7

Figura 2.5: Comparacién de los 6rdenes Ry y RY.
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Si se comparan los vectores que codifican a Ry y R{

pr, = (1.5,4,6,1.5,6,6,3),
pR(f == (1.57 1.5,3,4767676)7

puede comprobarse que verifican las condiciones de la Proposicién 2.24:
1. afgaj-para 1<i<y <7,
2. af +---+ag = T — 98,
3. Por ejemplo, para ¢ =7 se tiene
M;(R])={me{l,...,7} | al, = a7} = {5,6,7}.

Por otro lado, j = min M7(R]) =5, k=#M7(R{) =3y

3—1
5+1 3—-1 . k=1
ag:ag:a‘;: T:6:5+?:‘7+T
1=0
2.26 Observacion. Conviene destacar que si para cualquier i € {1,...,n},

# M;(R) = 1, entonces R € L(X). Ademas, si R € L(X) esta codificado
por el vector a, entonces existe una tnica permutaciéon o tal que aj = 17,

para cualquier i € {1,...,n}, es decir, si R € L(X), existe una permutacion
o tal que al renombrar las alternativas segiin o, el orden obtenido queda
codificado por el vector prs = (1,2,...,n).

2.27 Ejemplo. Sean R € L(X) tal que z1 > x4 > x7 > T2 > 3 = Z5 >~
x¢ y o € S7 representada en (2.3) (pag. 27). El orden que se obtiene al
renombrar las alternativas segiin la permutaciéon o es R? : x1 > x3 > x3 >
x4 > x5 = X6 > X7, siendo el vector que lo codifica pro = (1,2,3,4,5,6,7).

2.28 Definiciéon. Dado un conjunto A C R™ no vacio, se dice que A es
estable por permutaciones si para cualquier permutaciéon o € S, y para
cualquier a € A, se verifica a® € A.

2.29 Observacion. A" es estable por permutaciones, es decir, para cual-
quier permutacion o € Sy, si @ € AW, entonces a® € AW lo cual, junto con
la Observacion 2.22 (péag. 26), garantiza que dados un vector que codifique
a un orden y una permutacion o € S, , el vector que se obtiene al reordenar
sus componentes segin la permutacién o' representa al orden obtenido al

. j . -1
renombrar las alternativas segin o, es decir, pre = p%

2.30 Proposicion. Si a,b € AW son tales que existen o,7 € S, con
a’ = b", entonces existe 7 € S, tal que a =1b".



2.2. Codificacion de o6rdenes 29

Demostracion.
. -1 -1 -1, . _
Si a” = b™, entonces (a’)’ = (b7 = a=b" ™. Sir=0"tm,
entonces se verifica a =10b". O

2.31 Observacion. La Proposicion 2.30 establece que si al renombrar las
alternativas de dos 6rdenes segtin dos permutaciones se obtiene el mismo
orden, entonces ambos representan el mismo orden con diferentes nombres
de las alternativas.

2.32 Definicién. Dado un vector a € AW, a esta ordenado si se verifica
ap < -+ <ap. Con AEV se denotaréd al conjunto de los vectores ordenados

de AW es decir,

AY ={ae AV | a1 <+ < ap}
A partir de la Observacion 2.17 (pag. 25), puede definirse el siguiente
conjunto.

2.33 Definicion. Con W<(X) se denotara al conjunto de 6rdenes débiles
sobre X que estan codificados por vectores ordenados, es decir,

Wo(X)={ReW(X)|R=ay a1 <---<ap}.

2.34 Observacion. Por la Proposicion 2.24 (pag. 26), para cualquier orden
R € W(X) existe una permutaciéon o € S, tal que R € W<(X). En la
Observacion 2.26 se indico que si R € L(X), entonces o es tnica, pero si
R e W(X)\ L(X), es decir, R es un orden no lineal, entonces existe mas
de una permutaciéon o satisfaciendo R € W<(X).

2.35 Ejemplo. En el Ejemplo 2.25 (pag. 27), se renombraban en R; las
alternativas segun la permutaciéon o € Sy representada en (2.3) (pag. 27).
Ry y RY vienen representados por

Ri=x1 ~xy > 27> 290 > 23 ~ T5 ~ Tg,

R =21 ~x2 > 23 > x4 > T5 ~ T ~ T7,
y codificados por los vectores

pr, = (1.5,4,6,1.5,6,6, 3),
pRzlr - (157 1.573,4,67676).

Ahora bien, si se considera la permutaciéon o’ € S7 representada por

(1234567
“\2461753)
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el orden que se obtiene renombrando las alternativas siguiendo la permuta-
cion o asi como su codificacion vuelve a ser

‘flzx1~ac2>—fc3>-m4>-x5~x6~m7,
Ppo = (1.5,1.5,3,4,6,6,6).
1

Se tiene entonces que R = R‘f/ € W<(X), pero o # o’

A lo largo de la memoria se plantearan situaciones en las que sera necesa-
rio renombrar las alternativas para la realizacion de ciertos calculos. Cuando
se presenten estas situaciones, se tendran que comparar dos o mas érdenes
tras renombrar las alternativas segliin una permutacion establecida. Como se
ha visto en el Ejemplo 2.35, puede ocurrir que existan varias permutaciones
que reordenen de la misma manera un orden, pero no todas van a ser validas
para los intereses que se persiguen.

Serd necesario, a partir de un orden dado, definir un conjunto de érdenes
que cumplan una condicién especifica que permita mas adelante seleccionar
las permutaciones adecuadas a la hora de renombrar las alternativas.

2.36 Definicion. Dado un vector a € AW, se dice que el vector b € AW
esta bien ordenado respecto de a si para cualesquiera i < j € {1,...,n}
con a; = aj, se verifica b; > b;.

Con AW se denotara al conjunto de vectores de A" bien ordenados
respecto de a, es decir,

Az/:{beAW\(ai:aj e Z<]) = bZZbJ}
La definicién anterior puede trasladarse al conjunto de 6rdenes débiles
W(X).
2.37 Definicion. Dado R € W(X), se define el conjunto
Wr(X)={b=R e W(X) |
para cualquier i € {1,...,n} (j,k € M;(R) y j<k) = bj > by}

2.38 Ejemplo. Sean Ry y Ry los ordenes del Ejemplo 2.4 (pag. 21) y
representados en la Figura 2.6.

Estos érdenes estan codificados por los vectores
Pr, = (1.5,4,6,1.5,6,6,3),
Pr, = (4,2,2,5.5,2,7,5.5).

M;(Ry) = {1,4} puesto que Pg,(x1) = Pg,(z4) = 1.5, sin embargo,
PRQ(SCl) =4 %#55= PRQ(.CC4). Por tanto, Ry & Wg, (X)
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R1 R2
x1 T4 T2 I3 Ts
Hiird T
T9 T4 X7
r3 ITs Te T6

Figura 2.6: Ordenes Ry y Ry del Ejemplo 2.4.

2.39 Definicién. Dado un vector a € AW, se dice que el par (a’,b’) €
AW 5 AW estd bien ordenado respecto de a si se verifica:

1. Existe una permutaciéon o € S,, tal que a’ = a®.
W

2.a' € AZ.

3.6 eAl.

Con A‘éva se denotaréd al conjunto de pares de vectores bien ordenados
respecto del vector a, es decir,

AY, = {(a,b) € AV x AV |
a’' = a’ para algn o € S, a’ € A‘év yb e A}

2.40 Proposicién. Dado a € AW se verifica AY_ = AY . para cualquier
oes,.

Demostracion. Sean a € AW y o € S, tales que a = a°. Si (a’,b) € AY,
entonces @’ = a™ € AY para algin 7 € S,. Por tanto, @’ = (a®)" y, en

consecuencia, (a’,b) € A?/a"' -

Del mismo modo se puede definir el conjunto de pares de 6rdenes bien
ordenados respecto de un orden R € W(X).

2.41 Definicion. Dado un orden R € W(X), se define el conjunto

W< r(X) ={(R?, R) € W(X) x W(X) |
R € W<(X) siendo o€ S, vy R € Wge(X)}.

La Definiciéon 2.41 agrupa, a partir de un orden R € W(X), los pares de
6rdenes formados por una reordenacion de las alternativas, de forma que el
vector que codifica al primer orden tenga sus componentes en orden ascen-
dente, y el vector que codifica al segundo elemento tenga sus componentes en
orden descendente cuando esas mismas componentes coincidan en el primer
vector.



32 CapiTuLO 2. Distancias en contextos preferenciales

2.42 Observacion. La Proposicion 2.40 establece que para cualquier orden
R e W(X) se verifica W< g(X) = W< po (X) cualquiera que sea o € S,,.

2.43 Ejemplo. Si se consideran los 6rdenes del Ejemplo 2.38 y la permuta-
cion o € Sy representada en (2.3) (pag. 27), se obtienen los 6rdenes Ry y
Rg de la Figura 2.7 y codificados por los vectores

pre = (1.5,1.5,3,4,6,6,6),
pRg = (4, 55, 55, 2, 2, 2, 7)

RY 3
x1 €2 T4 Ty T
z3 1
T4 €2 z3
rs Te X7 T

Figura 2.7: Ordenes R{ y RJ del Ejemplo 2.38.

R{ € W<(X), sin embargo, la reordenaciéon que se obtiene en las com-
ponentes de pgrs hace que RJ ¢ Wre (X).

Por ejemplo, para i = 6 se tiene Mg(R]) = {5,6,7}. Siguiendo la Defi-
nicion 2.37 (pég. 30),si j =5 <7 =k, se tiene Prg(z5) =2 % 7= Prg(v7).
Por tanto, (R{, B) & We n, (X).

2.44 Lema. Dados dos érdenes Ry € W<(X) y Rz € W(X) codificados
por los vectores pp, v Pg,, respectivamente, existe o € S, tal que R{ = R
y (R, R3) € W< R, (X), es decir, pr, = pgo estd ordenadoy ppg estd bien
ordenado respecto de pp, .

Demostracion. Sean los 6rdenes Ry € W<(X) y Ry € W(X) codificados
por los vectores pr, = a y pg, = b, respectivamente.

Sean j; < jo < -+ < jm tales que j; = min M;(pg,) para algin i €
{1,2,...,n} con # Mj (pg,) = ki > 1, es decir, j; es un subindice a partir
del cual las siguientes k; — 1 coordenadas de pp, son iguales.

Para cada jj, en caso de que sea necesario se reordenan las componentes
b, 041, bj 1k, —1 del vector pp, en orden descendente mediante una

permutacién o; € S, dejando invariantes el resto de las componentes, es
decir,

L b7t > b, si s, t € Mj(pp,) v s <t

2. b3 =bs,si s & M (pg,).
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Cada una de las permutaciones o; dejan invariante al vector pp, ya que
Unicamente reordenan componentes del mismo valor en ese vector. Ademas,
01,...,0m son permutaciones disjuntas.

Sea co=01-09----- Om, -

" PR, = PRy - Cada una de las permutaciones o; reordenan componen-
tes de pp, que tienen el mismo valor, dejando el resto invariantes, por
tanto, el vector pg, no varfa, es decir, R = R; € W<(X).

» Siparaalgin i € {1,...,n}, # M;(pg,) =k > 1,sea j = min M;(pg, ).

o o o
1. a; =aj ;= =051
(o8 (o8 ag
2. bj> j+1>"'> 7 k1

lo cual determina que R € Wg, (X).

Por tanto, (R{,RJ) € W< g, (X). O

2.45 Proposicion. Para cualesquiera Ri, Ry € W(X), existe o € S, tal
que (R, RS) € We g, (X).

Demostracion. Sea o' € S, tal que R € W<(X). Por el Lema 2.44, existe
0" € S, tal que (R{)”" =R] € W<(X) y (Rg)"" € W et (X).

Si 0 =0’ 0", entonces se verifica (Observacion 2.9 (pag. 23))

(0//_0/)

» R =R\ 7/ =(R7)"" =Ry € W<(X),

(l/ !

n RS = R2U ') — (Rg/)ff” c WRCI,/ (X)

Por tanto, (R],R9) € W< g, (X). O

2.46 Ejemplo. Como se vio en el Ejemplo 2.43 (pag. 32), al renombrar
las alternativas de los 6rdenes Ry, Ry € W(X) segun la permutacién o
representada en (2.3) (pag. 27), se tiene RY € W<(X), pero RS & Wgre(X),
es decir, (R{, RS) & W< g, (X).

Sin embargo, es posible encontrar una permutacién m que verifique RT €
W<(X) y Rj € Wgy(X).

Se reordenan las componentes que tengan los mismos valores en PRy
de forma que dicha reordenacién haga que esas mismas componentes en
PRrg estén en orden descendente siguiendo el procedimiento mostrado en el
Lema 2.44.

pre = (1.5,1.5,3,4,6,6,6),
pRg = (4, 557 55, 2, 2, 27 7)
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Mi(pre) = Ma(pre) = {1,2}, # Mi(ppg) = 2,

Ms(prg) = {3}, # Ms(pre) =1,

My(prg) = {4}, # My(pps) =1,

Ms(prg) = Ms(pry) = M7(prg) = {5,6,7}, 4 Ms(pgg) = 3.

Sean ji =1 = min M1(pgs), j2 =5 = min M5(pgs) y las permutaciones
01,02 € S7 representadas por

_ (1234567
=\ 213456 7)
esta permutacion intercambia los elementos del conjunto M (pg,) dejando

invariante el resto, por tanto, pp, no varia y pp, tiene esas componentes
en orden descendente.

oy = 1 234567
*“\1 23476 5)
esta permutacion reordena los elementos del conjunto Ms(pg,) dejando in-
variante el resto. En el vector pp, no se producen variaciones ya que dichas

componentes son iguales, pero esa mismas componentes en el vector pp, se
reordenan en orden descendente.

Sea o' = 0109 = 09 - 01 (las permutaciones o1 y o2 conmutan al ser
permutaciones disjuntas)

,_ (12
7=121

y sea ™ = ¢’ - o, representada por
(1 2 3 4 6 7
”:<2471 53)‘ (24)
Al renombrar ahora las alternativas segtn la permutaciéon 7, se obtienen

los érdenes mostrados en la Figura 2.8, los cuales estan codificados por los
vectores

W W
NN
- >

(=2 BN e
[SA N |
N———

)
6

Prr = (1.5,1.5,3,4,6,6,6),
Pry = (5.5,4,5.5,2,7,2,2).
Por tanto, se verifica:
1. RT € W<(X).
2. Ry € Wgr(X).

En consecuencia, (RT,Rj5) € W< g, (X).
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Ry 5
1 T2 Ty Te I7
z3 €2
T4 Mo €3
T5 Tg 7 Ts5

Figura 2.8: Ordenes RT y R3 del Ejemplo 2.38.

2.3. Distancias entre 6rdenes débiles

FEl uso de las distancias para el diseno y el andlisis de sistema de votacién
ha sido ampliamente considerado en la literatura. Sobre ello, pueden verse
Kemeny [65], Slater [90], Nitzan [81], Baigent [10, 9], Nurmi [82, 83], Meska-~
nen y Nurmi |75, 76], Monjardet [79], Gaertner [48] y Eckert y Klamler [41],
entre otros. Un estudio general y completo sobre distancias puede verse en
Deza y Deza [36].

2.47 Definicién. Sea D C R" un conjunto no vacio estable bajo permu-
taciones. Una distancia (métrica) d : D x D — R es neutral si para cada
permutacién o € S, y para cualesquiera a,b € D se verifica

d(a’,b’)=d(a,b).

2.48 Observacion. En la Definicion 1.5 (pag. 11) se definieron algunas de
las meétricas utilizadas habitualmente sobre R™ y [0,00)". Puede compro-
barse sin dificultad que todas ellas son neutrales.

Puede describirse un procedimiento para definir distancias sobre 6rdenes.
Estas distancias son inducidas a partir de distancias sobre R™ considerando
los vectores que codifican a dichos 6rdenes. Conviene destacar que, atendien-
do a nuestro propésito, se considerardn aquellas distancias definidas sobre
subconjuntos D C R” tales que A" C D es decir, aquellos subconjuntos
de R™ que contengan al conjunto de vectores que codifican 6rdenes.

2.49 Definicién. Sean D C R” tal que A" C D y una distancia (métrica)
d: D x D — R. La distancia (métrica) sobre W(X) inducida por d es la
funcion d: W(X) x W(X) — R definida por

d(R1, Ry) = d (g, PR,) -

2.50 Observacion. A partir de la Definicion 2.10 (pag. 24) y de la Ob-
servacion 2.17 (pag. 25), es posible definir una distancia (métrica) sobre el
conjunto de ordenes débiles W (X) a partir de cualquier distancia (métrica)
definida sobre R".
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2.51 Notacion. Dada una distancia (métrica) d definida sobre W (X), con
Ag se denotara la distancia méxima, es decir,

AL = méx {d(R;, Rj) | Ri;, R; € W(X)}.

2.3.1. Meétrica de Kemeny

La métrica de Kemeny fue definida inicialmente sobre érdenes lineales
por Kemeny [65] como la suma del namero de pares donde las preferencias
de los 6rdenes no coinciden.

Esta métrica se ha generalizado al contexto de 6rdenes débiles (véanse
Kemeny y Snell [66], Cook, Kress y Seiford [32] y Eckert y Klamler [41],
entre otros).

La métrica de Kemeny sobre érdenes débiles d® : W (X) x W(X) — R
se suele definir como el cardinal de la diferencia simétrica'
correspondientes.

entre los 6rdenes

d¥(R1,Rs) = # (R1 A Ry) = # ((R1UR2) \ (R1 N Ry)).

Kemeny y Snell [66] definieron una métrica sobre 6rdenes débiles y de-
mostraron que era la tnica que verificaba una serie de axiomas.

Cada orden R € W(X) era representado mediante una matriz (7;),
donde
1, si x; > Zj,
Tij = —1, si Tj = T,
O, si Ty ~ Ty,

y definieron la siguiente métrica sobre 6rdenes débiles

1 n
d"(R,S) = 5 Z | 745 — 8451, (2.5)

1,j=1

para cualesquiera R,S € W(X) representados por las matrices (ri;) y (45),
respectivamente.

Es posible obtener esta métrica sobre el conjunto de vectores que codifi-
can o6rdenes a partir de la Definicion 2.10 (pag. 24), tal y como se establece
en la siguiente proposicién.

La diferencia simétrica entre conjuntos se denota por A, y puede reducirse a las
operaciones de unioén, interseccién y diferencia:

AAB=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A).
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2.52 Proposicién. Dados a,b € AW la funcién di : AW x AW — R
definida por

dic(a,b) = Y |sgn(a; —a;) —sgn (b; — bj)| ,
ij=1
i<

donde sgn es la funcidn signo:

1, sia>0,
sgn (a) = 0, sia=0,
-1, sia<O,

es una métrica neutral sobre AW . Ademas, d¥ coincide con la métrica sobre
W(X) inducida por dg, es decir, dx = d¥.

Demostracion. La demostracion de que dx es una métrica neutral se omite
por ser rutinaria.

Sean Ry, Ry € W(X) codificados por los vectores pr, y pg, y repre-
sentados por las matrices (aj;) y (bi;), respectivamente.

— Si x; =g, x;, entonces, a;; =1y Pp,(x;) < Pg,(z;).
1. Si z; >R, xj, entonces, b;j =1 y Pg,(x;) < Pr,(z;). Por tanto,
|aij—bij | = ’ sgn (PR1 (x;) — Pr, (:cj)) — sgn (PR2 (x;) — PR, (x]))} =0.
2. Si z; >R, x;, entonces, b;; = —1 y Pr,(x;) > Pr,(x;). Por tanto,
| aij—bij | = | sgn (Pr, (i) — Pr,(x;)) — sgn (Pry (i) — Pry(2;))| = 2.
3. Si x; ~g, z;, entonces, bj; =0 y Pg,(x;) = Pp,(x;). Por tanto,
|aij—bij | = ‘ sgn (PR1 (x;) — Pr, ({L‘j)) — sgn (PR2 (x;) — Pr, (xj))} =1.
— Si xj =R, x4, entonces, a;; = —1 y Pr,(z;) > Pr,(z;).
1. Si x; >R, xj, entonces, bj; =1 y Pr,(z;) < Pr,(x;). Por tanto,
| aij—bij | = | sgn (Pr, (i) — Pr,(x;)) — sgn (Pr, (i) — Pry(2;))| = 2.
2. Si xj >R, x;, entonces, bj; = —1 y Pr,(z;) > Pr,(z;). Por tanto,

|aij—bij| = | sgn (Pr, (i) — Pr,(2;)) — sgn (Pr, (i) — Pr,(2;))| = 0.



38 CapiTuLO 2. Distancias en contextos preferenciales

3. Si z; ~g, x;, entonces, b;; =0 y Pp,(x;) = Ppr,(x;). Por tanto,

| aij=bij | = | sgn (Pr, (25) — Pr,(5)) — sgn (Pr,(zi) — Pry(2;))| = 1.

—Si x; ~R, x;, entonces, a;; =0 y Pg,(x;) = Pr,(x;).

1. Si z; >R, xj, entonces, b;j; =1 y Pr,(z;) < Pr,(z;). Por tanto,

| aij—bij | = ‘ sgn (PR1 () — PRl(mj)) — sgn (PR2 (z;) — Pr, (x]))’ =1.
2. Si xj >R, x4, entonces, bj; = —1 y Pr,(z;) > Pg,(x;). Por tanto,

| aij—bij | = ‘ sgn (PR1 () — PRl(:z:j)) —sgn (P32 (z;) — Pr, (xj))’ =1.
3. Si x; ~p, x;, entonces, bj; =0 y Pg,(x;) = Pp,(x;). Por tanto,

| aij—bij | = | sgn (Pr, (x:) — Pr, () —sgn (Pr,(2:) — Pr,(z;))| = 0.

Por tanto
n
d"(Ry, Ry) = Z\azg bij| =Y laij — by
ij=1
i<j
n
= > |sgn (P, (wi) — Pr,(x;)) — sgn (Pr,(z:) — Pry(z))]
=
lij<j
= Z | sgn (a; — a;) — sgn (b — by)|
i,j=1
i<

=dg(Ri,Ry). O

2.53 Observacion. Si R, Ry € W(X) estan codificados por los vectores
PRr, Y Pr,, respectivamente, entonces

dik (PRr,,Pr,) = d¥(Ry, Ry) segim la Ecuacion (2.5), (pag. 36).

2.54 Corolario. d® es una meétrica acotada y, si R € L(X), entonces
d¥(R,R™') = (# X)? — # X es la distancia méaxima en W (X), es decir,

AT = (#X)P-#X.
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Demostracion. d¥ esta acotada en W (X) al ser una suma finita de elemen-
tos acotados. Por otro lado, si R € L(X), puede suponerse, sin pérdida de
generalidad, pp = (1,2,...,n). Entonces

d®(R,R™") = dg(pg,Pp-1)

= > fsnli—g) —sen(i -l = > 2=23"1

4,j=1 4,j=1 4,j=1

1<j i<j 1<j
=2-(n-D+n—-2)+--+1)=n-(n—1)
= (#X)?-#X.

Sean Ri,Re € W(X).
d® (R, Ry) = di (PR, Pr,)

= > [sgn (Pr, (zi) — Pr,(x;)) — sgn (Pr,(z:) — Pry(z;))|
ij=1

n
<Y 2=#X)?-#X. O
ij=1
1<)
2.55 Ejemplo. Sean cuatro agentes que muestran sus preferencias sobre el
conjunto de alternativas X = {x1,z9,z3,24} mediante los 6rdenes mostra-
dos en la Figura 2.9.

Ry Ry R3 Ry
x1 xy x2 x2
L2 T2 I Tq
x3 x4 x3 Ty X3
L4 L3 L4

Figura 2.9: Representacion del perfil del Ejemplo 2.55.

Estos 6rdenes estan codificados por los vectores

Pr, = (1,2,3,4),
PR, = (1727473)5
PRy = (2717374)7
pr, = (3.5,1,3.5,2).

Puede observarse que R difiere de Ry en la posicion de las dos alterna-
tivas menos preferidas, xs y xz4. La diferencia simétrica entre R; y Ry es
el conjunto {(z3,x4), (z4,23)}, luego # (R1 A R2) = 2.
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Por otro lado

d"(R1, R2) = dk (PR, Pr,)
= dK((1727374)7 (172747 3)) = |Sgn (3 - 4) — sgn (4 - 3)| =2
= dK(Rl,RQ).

Analogamente, R1 y Rjs difieren en la posicion de dos alternativas, pe-
ro ahora son las dos alternativas mejor valoradas, x1 y xo. La diferen-
cia simétrica entre Ry y Rs es ahora el conjunto {(z1,z2), (z2,z1)}, luego
#(R1 A R3) = 2.

En este caso

d®(Ry, R3) = dx (PR, Prs)
=dk((1,2,3,4),(2,1,3,4)) = [sgn (1 —2) —sgn(2—-1)| =2
= d®(Ry, R3).

La métrica de Kemeny asigna la misma distancia entre R; y R que
entre Ry y Rs. Sin embargo, las discrepancias entre R; y Ro podrian
considerarse menores que las existentes entre Ry v Rs, ya que las diferencias
se producen en las tltimas posiciones en el primer caso, mientras que en el
segundo se presentan en las primeras posiciones.

2.3.2. Distancias de Kemeny ponderadas

Como se ha visto en el ejemplo anterior, la métrica de Kemeny mide los
desacuerdos que se producen en la ordenaciéon de las alternativas, pero no
es sensible al hecho de dénde se producen esos desacuerdos. No es lo mismo
que dos agentes no coincidan en el orden de dos alternativas que se encuen-
tran en las tltimas posiciones de sus preferencias, a que esos desacuerdos
se produzcan entre alternativas situadas en las primeras posiciones (véase
Baldiga y Green [11]). A este respecto se ha de mencionar Can [29], donde
se definen nuevas distancias ponderadas sobre 6rdenes lineales y se analizan
ciertas propiedades.

En este trabajo se definirdn y analizarédn las propiedades de distancias
ponderadas sobre 6rdenes débiles a partir de un vector de pesos y la distancia
de Kemeny sobre dichos 6rdenes.

En la siguiente proposiciéon se introducen distancias ponderadas sobre los
vectores que codifican a los 6rdenes débiles.
2.56 Proposicion. Sea w = (wy,...,w,_1) € [0,1]"~! un vector de pesos
tal que "l w; =1y wy > > wy.

La funcion dg q : AV x AW 5 R definida por
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dK,w (a, b) =

1 n
B Z w; | sgn (afl — a;-”> —sgn (bf1 — b;”)’
=
Yo (2.6)

n
-l—Zwi

ij=1
1<j

sgn (b‘;2 — b;-’2> —sgn (af2 - aj.Q)‘ ,

con o1,09 € S, tales que (a?1,b7) € AY, v (b2,a°%) € AY,, es una
distancia neutral sobre A"

Demostracion. Puede comprobarse sin dificultad que dg ., es una distancia.

Para comprobar la neutralidad, sean a,bec AW y o € S,,.

dK,w ((1,0, bo) =

n

3 | 20 wilsen (@) = @)7) —sen (@17 - )
ij=1
1<j

+ 2wl sen (09)7 = 05)7) —sen (@)™ = (@)™)] |
ij=1
i]<j
con 01,09 € S, tales que ((a?)%,(b)7!) € Aga(, y ((b7)72,(a”)72) €
A?bo’.
Por la Proposicion 2.40 (pag. 31), (a”17,b°17) € Ag/a y (b727,a%27) €
Agfb. Entonces, diw (a%,b%) = diw (a,b). O

Siguiendo la Definicion 2.49 (pag. 35), puede considerarse la distancia
sobre W (X) inducida por di .

2.57 Definicion. Sea w = (w1, ..., w,—1) € [0,1]""! un vector de pesos tal
que wy > -+ > Wp—1 Y Ezz_ll w; = 1. La distancia de Kemeny ponderada
asociada o w es la funcion di . : W(X) x W(X) — R definida por

diw (R1, R2) = dicaw (PR, PR,)-
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2.58 Proposicion. Sea w = (w1, ..., w,—1) € [0,1]""! un vector de pesos
tal que wy > - > wp-1 y Z?:_ll w; = 1. Entonces,

1. dg 4 es una distancia neutral sobre W (X).
2. dg 4 1o siempre verifica la desigualdad triangular?.
3. JKw verifica la identidad de indiscernibles si y s6lo si w,_1 > 0.
4. dg . es una distancia acotada y, si R € L(X), entonces
n
di.w(R, R =2 Z w;.

,7=1
1<)

5. 81 R € L(X), entonces di.w(R,R71) es la distancia méaxima en
W (X), es decir, APS™ = dg (R, R7Y).
6. Si wy =wy =--+- = w,_1, entonces

1
n—1

ax .

dK,'w =

Demostracion.

1. Por la Proposicién 2.56.
2. Véase el Ejemplo 2.59 (pag. 43).

3. Si wp—1 > 0, entonces

dK,w (a, b) =0 <
dr(a’, b)) = dg(b7%,a%%?) =0 &
a’t =b’! & a=0.

Si wp—1 = 0, considerando @ # b con a = (1,2,...,n — 1,n) y
b= (1,2,...,n,n—1), se tiene dg . (a,b) =0.

4. dg . estd acotada en W(X) al ser una suma finita de elementos aco-
tados. Por otro lado, si R € L(X), puede suponerse, sin pérdida de
generalidad, pp = (1,2,...,n). Entonces

2En ciertos problemas la desigualdad triangular no es una condicion natural (véase
Barthelemy y Monjardet [15, p. 243]).
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drw(R,R7Y) =

1 . . .
5 2 " w;|sgn (i — j) —sgn (j — i)
ij=1
i<j

5. Para cualesquiera a,b € AW, |sgn(a; — aj) —sgn(b; — bj)| < 2.

FEntonces
n n—1 J
A (@,0) <2 w; =2 (n—ijw; = A,
i,j=1 i=1
1<J
6. 51 wy = wy = -+ = wyp_1, entonces w; = ﬁ, y por la Proposi-

cion 2.56 (pag. 40),

dK,w (CL, b) =

1 1 ~ g g (oa g
bt | S (o) <o )
1,]=

1<j

n
+ Z ‘sgn (b;72 — b?) — sgn <a;’2 —a‘;Q)‘ =

1,7=1
1<j

1 1
L ooy )

y dado que dx es una métrica neutral,
L ik(ab). O
= ——dk(a,b).
n—1 "\

2.59 Ejemplo. Sean el perfil dado en el Ejemplo 2.55 (pag. 39) y el vector
de pesos w = (%,%, %) Es rutinario comprobar que dg (R1, R2) = % y
que dgw(R1,R3) = 1. Esto demuestra la clara diferencia existente entre la

métrica de Kemeny clasica d¥ y la distancia de Kemeny ponderada JK’w.
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Ri,Ry | Ri,R3 | Ri,Ry4 | Ro,R3 | Ro, R4 | R3, Ry

d¥ 2 2 7 4 5 5
7 4 32 16 26 17
dKw 3 1 2 V] 2 12

Tabla 2.1: Valores de d¥ y df 4 en el perfil del Ejemplo 2.55 (pag. 39).

La Tabla 2.1 muestra las diferencias existentes entre la métrica de Ke-
meny d¥ y la distancia de Kemeny ponderada d K,w-

Puede verse que d, K,w no satisface la desigualdad triangular:

- 32 4 26 - _
dgw(Ri,Ry) = TRETRET I diw(R1, Re) + diw(R2, Ry).

En la Proposicion 2.58 (pag. 42) se comprobé que la distancia méxima
entre dos 6rdenes débiles mediante cualquier distancia de Kemeny ponderada
se obtenfa cuando los érdenes eran lineales y uno era el inverso del otro. El
siguiente resultado establece que, bajo ciertas condiciones, esta distancia
méaxima puede ser también alcanzada en 6rdenes que no son necesariamente
inversos el uno del otro.

2.60 Definiciéon. Dado un ntmero x € R, se define la parte entera de x
como el niumero entero inferior més proximo y se denotaré por |x].

2.61 Proposicion. Sea w = (w1, ..., wy—1) € [0,1]""! un vector de pesos
tal que wy > -+ > wp—1 y Z?z_ll w; = 1. Si win| = 0, entonces existen

R, R € W(X), con R # R™! tales que dy(R, R) = A<,

Demostracion. Si wjz) = 0, sean k = |3| v R, R € W(X) tales que
pr=Mmn—1,....2)1) y ppr=(1,2,.. k=1 k+1,k,k+2,...,n—1,n).

Es obvio que R’ # R~! y, ademss,

k—1 k—1 B
lewl R R) =2 Y wi =23 (0= 4= O
i,j=1 =1
i<j
2.62 Proposiciéon. Sea w = (wy,...,w,_1) € [0,1]""! tal que wy > --- >

n—1

Wp—1Y Y g wi=1.

Si wyzy >0, entonces

JK,'w(Ra R/) = AgK’w < R, R ¢ LX)y R =RL
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Demostracion.

<) Si Re L(X) y R = R™!, entonces, por la Proposicién 2.58 (pag. 42),

n —
diw(R,R) =23 w; = A,
i,j=1
i<j

=) Sean a y b los vectores que codifican a R y R', respectivamente, y
supongamos que dg (R, R') = A?LK’“’.
Por la Proposicion 2.45 (pag. 33), existe o € S, tal que (R%,R'7) €

W< r(X). Por tanto, dado que dk 4 es una distancia neutral (Propo-
sicion 2.58, pag. 42), entonces

diw(R,R') = drw (R, R7).

Por tanto, puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que (R, R’) €
W< r(X).

dkaw (R, R') = dga (a,b) =

n

1

5 Z w; | sgn (a; — ap) — sgn (b; — by,)|
i,h=1
i<h

n
+ > wi|sgn (b —b7) —sgn (af —af)] |,
i,h=1
i<h

con o € Sy, tal que (R'7,R7) € W<pre(X).

— n
A =23 w; = dgw(R, R).
ij=1
1<J

Veamos que para cualquier i se verifica a; =iy bj=n— (i —1).
e Si i <[5, entonces w; > 0.
AR = dge (R R) =
| sgn (a; — a;) —sgn (b; — bj) | = 2 para cualquier i < j <

a; < aj, b; > b; para cualquier 1 < j &
aZ-:i y bi:n—(i—l).
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Ademas,

n 5 +1, sl n es par,
()

b
”'QH + 2, sin esimpar.

e Sii> |5, entonces i > [§] +1y b < nTH:bL%J — 1.
Supongamos que existen i < j tales que a; = a;j. Entonces,
+1
bj < by < H5
Sean h < k
Puesto que h

< [Z]+1 tales que o' (h) = j y o l(k) = i.
< [ %], entonces wy, > 0. Luego

wy, | sgn (b7 — b7) —sgn (af — af) |< 2w, =

J}gw (Rl, R/) < AZK’W .

Por tanto, a; < a; si i < j. Luego a; = i y, en consecuencia,
ReL(X)y R=(1,2,...,n).

Analogamente, supongamos que existen 7 < j tales que b; < b;,
entonces, a; < a; .

Sean h < k < |%] +1 tales que o7 *(h) =iy o (k) =j.
Puesto que h < |5, entonces wy, > 0. Luego

wp | sgn (b — by) —sen (a, — ag) |=
wh, | sgn (0, = bg) — (=1) |[< 2w, =

CiK;w (Rl, R/) < AiK’w .

Por tanto, b; > b; si @ < j. Luego b; = n —i+ 1 y, en conse-
cuencia, R € L(X) y ppr = (n,n—1,...,1). O

Por tanto, para un vector de pesos dado w, la distancia ponderada de
Kemeny asociada a w entre érdenes en los que alguno de ellos es no lineal
nunca alcanza el valor maximo.

2.4. Distancias entre subconjuntos

El voto aprobatorio (approval voting) es un procedimiento de votacion en
el que cada votante aprueba o desaprueba a cada uno de los candidatos. Este
sistema de votacion fue propuesto independientemente por Ottewell [84],
Kellet y Mott [64], Weber [101] (quien utiliz6 por primera vez el término
“voto aprobatorio”), Brams y Fishburn [22] y Morin [80], y ha llegado a
ser muy popular y utilizado en un gran ntmero de contextos electorales
(véase Brams y Fishburn [24]). Desde entonces, este sistema ha sido estudiado
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profusamente en la Teoria de Eleccion Social (véanse Brams [20], Brams y
Fishburn |23, 24|, Brams y Sanver [27], Brams, Kilgour y Sanver [25, 26, 69],
Fishburn y Brams [47], De Sinopoli, Dutta y Laslier 35|, Alés-Ferrer [7],
Weber [102], Vorsatz [99], Masso y Vorsatz [73] y Alcalde Unzu y Vorsatz [2],
entre otros).

Sea un conjunto de agentes que muestran sus preferencias sobre un con-
junto de alternativas para elegir un subconjunto no vacio de las mismas. Los
agentes deben decidir cudles son sus alternativas elegidas, pero en este caso
no tienen que ordenar sus preferencias, inicamente deben decidir si cada
alternativa es elegida o no.

Por ejemplo, las preferencias de un grupo de 4 agentes sobre un conjunto
de 5 alternativas podrian representarse como muestra la Figura 2.10.

Ry Ry R3 Ry
X1 I3 X1 T3 T4 Tl T2 T3 T4 Ts
T2 T4 Ty T2 Is L1 T2 T3 T4 Ts

Figura 2.10: Preferencias con alternativas elegidas como buenas o malas.

En R; las alternativas z7 y x3 son elegidas como buenas (o acepta-
bles) y las alternativas x2, x4 y x5 como malas (o inaceptables). La linea
horizontal indica la separacion entre las alternativas aceptadas y las recha-
zadas, senalando las dos clases de indiferencia existentes en el orden débil
subyacente.

Si se consideran estas preferencias como érdenes débiles en los que las
alternativas aceptadas son consideradas como indiferentes entre ellas y prefe-
ridas a las alternativas rechazadas, que serian también indiferentes entres si,
entonces es posible codificar esos érdenes utilizando el procedimiento indica-
do en la Seccion 2.2 (pag. 23). En este caso, el orden R; estarfa codificado
por el vector pp. = (1.5,4,1.5,4,4), que contiene toda la informaciéon mos-
trada en el orden.

FEl problema se presenta cuando un agente considera que todas las al-
ternativas son aceptadas o todas rechazadas. En ambos casos, los érdenes
estarian codificados por el mismo vector y seria imposible distinguir cuan-
do un agente acepta o rechaza todas las alternativas, como ocurre con los
ordenes R3 y Ry del ejemplo anterior: pr, = pg, = (3,3,3,3,3).

Ante esta situacion, si se calcula la distancia entre 6rdenes segtn el pro-
cedimiento introducido en la Seccion 2.3 (pag. 35), se obtendrian resultados
del todo incongruentes, como por ejemplo, que la distancia entre los érdenes
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Ry y Rs serfa la misma que entre Ry y R4, cuando puede verse claramente
que son mayores las coincidencias® entre Ry y Ry que entre Ry y Rs.

2.63 Definicion. Sea R € W(X). R es dicotdmico si la relacion de indi-
ferencia asociada a R, ~, consta a lo sumo de dos clases de equivalencia,
g(R) y b(R), tales que

1. Para cualesquiera z;,x; € g(R), se verifica ; ~ z;.
2. Para cualesquiera z;,z; € b(R), se verifica x; ~ ;.

3. Para cualesquiera z; € g(R) y x; € b(R), se verifica x; > x;.

Con D(X) se denotara el conjunto de érdenes dicotémicos sobre X. Si
D € D(X), g(D) denotara el conjunto de alternativas aceptadas en D y
b(D) el conjunto de alternativas rechazadas en D.

2.64 Observacion. Para cualquier D € D(X) se verifica g(D) Nb(D) =0
y g(D) U b(D) = X, pudiendo ser vacios g(D) o b(D), pero no simultanea-
mente. Ademas, g(D) =b(D ') y b(D) = g(D™).
2.4.1. Codificacién de preferencias dicotémicas

En la Seccién 2.2 (pag. 23) se desarrollé un sistema de codificacion de
ordenes débiles que permitia identificar cada orden con un vector de R".

Ya se ha expuesto el problema que se presenta al codificar érdenes di-
cotémicos mediante ese sistema de codificacion, por lo que se utilizard otro
procedimiento mediante vectores binarios de R™. Las componentes de estos
vectores indicaran para cada alternativa si es aceptada (1), o rechazada (0)
por el agente.

2.65 Definicién. Dado D € D(X), la funciéon 1p : X — R definida por

N 1, si T € g(D),
toles) = {0, si ;& g(D),

determina la posicion de cada alternativa x; en D. 1p es la funcion indica-
triz de g(D) (o funcion caracteristica). Con ip = (1p(z1),...,1p(xy)) €
{0,1}" se denotara al vector indicador de D (vector que codifica a D €
D(X)).

® R1 y R4 tienen 3 coincidencias en las alternativas rechazadas y ninguna en las acepta-
das. R; y Rs mno tienen coincidencias en las alternativas rechazadas y 2 en las aceptadas.
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2.66 Observacion. Los ordenes dicotomicos de la Figura 2.10 (pag. 47)
estan codificadas por los vectores

ip, = (1,0,1,0,0),
in, = (1,0,1,1,0),
ip, = (1,1,1,1,1),
ip, = (0,0,0,0,0).

2.67 Observacion. Si ip es el vector indicador de D € D(X), entonces
ip-1=(1—1p(x1),...,1 —1p(xy,)) es el vector indicador de D1,

2.4.2. Meétrica de Hamming

Richard Hamming introdujo la hoy denominada métrica de Hamming
(véase Hamming [54]). Esta métrica puede utilizarse para vectores en gene-
ral, de forma que la distancia entre dos vectores a y b es el numero de
componentes en las que difieren.

2.68 Definicion. La métrica de Hamming sobre R™ es la funcién dp :
R™ x R — R definida por

dp(a,b) =#{iec{l,...,n}|a; #b; }.

2.69 Observacion. Conviene destacar que la métrica de Hamming es neu-
tral. Ademas, coincide con la métrica de Manhattan sobre vectores binarios
a,be {0,1}"

n

dH(Cl,, b) = Z ]ai — bl‘

i=1

Es posible extender esta métrica de R™ a D(X) mediante la funcion
d? : D(X) x D(X) — R definida por

dH(Dl, D) =du(ip,,ip,)-

2.70 Observacion. La métrica de Hamming sobre preferencias dicotémicas
puede definirse como el cardinal de la diferencia simétrica entre los conjuntos
de las alternativas aceptadas:

d" (D1, Dy) = # (9(D1) & g(D2))
= # ((9(D1) Ug(D2)) \ (9(D1) N g(D2))) -
Ademas, esta métrica sobre D(X) es acotada y puede comprobarse sin

dificultad que la distancia méaxima entre dos érdenes dicotémicas es # X,
(A7 = #X).
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2.71 Observaciéon. La Tabla 2.2 muestra las distancias entre los 6rdenes
dicotomicos de la Figura 2.10 (pag. 47) mediante la métrica de Hamming.

D, | Dy | Dy | Dy
Di o1 ]3] 2
Dy | 1] 0] 23
Ds| 321015
Di| 2 [ 35 [0

Tabla 2.2: Distancia de Hamming entre los 6rdenes de la Figura 2.10.

Esta métrica permite medir la distancia entre 6rdenes dicotémicas, pero
no distingue si las diferencias entre dos drdenes se producen en las alternati-
vas aceptadas o en las rechazadas, lo cual puede ser significativo en algunas
situaciones.

Por ejemplo, si se consideran las preferencias dicotémicos de la Figu-
ra 2.11, las distancias de Hamming entre D; y Dy y entre Do y D3 coin-
ciden. Ahora bien, si se desea dar més importancia a las coincidencias en las
alternativas aceptadas (rechazadas), la distancia entre Dy y Do deberia ser
menor (mayor), puesto que coinciden en dos alternativas aceptadas (no coin-
ciden en ninguna alternativa rechazada) mientras que Dy y Ds coinciden
en una Unica alternativa aceptada (coinciden en una alternativa rechazada).
Esto nos lleva a considerar otros tipos de distancias que puedan recoger estas
consideraciones.

Dy Dy D3
1 9 T3 r1 I X1
z3 T2 T3

Figura 2.11: Perfil de preferencias dicotémicas.

En la literatura pueden encontrarse diferentes medidas del grado de simi-
litud entre vectores binarios. Entre ellas se han de destacar los coeficientes
de similitud, utilizados habitualmente, por ejemplo, en el analisis de con-
glomerados® con datos binarios (Dillon y Goldstein [38]), Biologia (Huba-
lek [59], Michael [77]), Etnologia (Driver y Kroeber [39]), Taxonomia (So-
kal y Sneath [95]), Geologia (Michael |78]) y Quimica (Willet, Barnard y
Downs [103]).

En el campo de la Eleccién Social, la métrica de Hamming ha sido utili-
zada, entre otros, por Kilgour, Brams y Sanver [69] y por Brams, Kilgour y

“En el Capitulo 4 se llevara a cabo este tipo de analisis en el contexto de ordenes
débiles.
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Sanver [25, 26|, donde se desarrolla un procedimiento de eleccion de comités
denominado minimaz, el cual minimiza la distancia de Hamming maxima
respecto de una eleccién basada en un procedimiento de voto aprobatorio.

La légica que subyace en estas técnicas consiste en analizar el grado
de similitud que comparten un patrén comun de atributos entre variables
binarias (Snijders, Dormar, van Schurr, Dijkman-Caes y Driessen [93]).

De los coeficientes de similitud existentes (puede encontrarse un andlisis
y las definiciones de los méas habituales en Tubbs [98], Jackson, Somers y
Harvey [61] y Choi, Cha y Tappert [31], entre otros), se prestard especial
atencion a aquéllos cuyo rango de valores se encuentra en el intervalo [0, 1],
puesto que a partir de estos coeficientes es posible obtener una distancia
entre vectores binarios®. Estos coeficientes son los denominados de Jaccard
(Jaccard [60]), Sgrensen-Dice (Dice [37] y Serensen [96]), Russell-Rao (Rus-
sell y Rao [88] , simple-matching (Sokal y Michener [94]) y Rogers-Tanimoto
(Rogers y Tanimoto [86]).

Estos coeficientes de similitud se basan en contar el nimero de coin-
cidencias y diferencias existentes sobre un grupo de caracteristicas en dos
observaciones dadas. Si se consideran dos agentes y su aceptaciéon o rechazo
de un conjunto de alternativas, el siguiente ejemplo muestra cémo se obtienen
estos coeficientes.

2.72 Ejemplo. La Tabla 2.3 muestra las coincidencias en la aceptaciéon o
rechazo (1,0) de un conjunto de alternativas para dos agentes.

Agente 2
Agente 1 1 0
1 a b
0 c d

Tabla 2.3: Tabla de eleccién 2 x 2.

En la primera fila, a representa el nimero de alternativas aceptadas por
los dos agentes y b representa el niimero de alternativas que son aceptadas
por el primer agente pero rechazadas por el segundo. En la segunda fila,
c representa el nimero de alternativas rechazadas por el primer agente pe-
ro aceptadas por el segundo. Finalmente, d es el namero de alternativas
rechazadas por los dos agentes.

Las Tabla 2.4 muestra los coeficientes de disimilitud asociados a los coe-
ficientes anteriores.

5Si S es el coeficiente de similitud, basta tomar 1 — S para obtener un coeficiente de
disimilitud entre vectores binarios.
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Coeficiente Disimilitud
Jaccard a-bﬁtic
Sgrensen-Dice %
Russell-Rao %
Simple-matching e
Rogers-Tanimoto %

Tabla 2.4: Disimilitudes asociadas a los coeficientes de similitud.

Cada uno de estos coeficientes, considerados sobre vectores binarios, tra-
tan las coincidencias o diferencias de forma distinta. El coeficiente de Jaccard,
recoge la informacién entre las alternativas aceptadas sin tener en cuenta la
coincidencia existente en las rechazadas. Sgrensen-Dice recoge la misma in-
formacién pero aplicando el doble de peso a las alternativas aceptadas por
los dos agentes. Russell-Rao, a diferencia del de Jaccard, si tiene en cuenta
las alternativas rechazadas por los dos agentes, pero no tiene en cuenta el
namero de alternativas aceptadas (rechazadas) por un agente y rechazadas
(aceptadas) por el otro. Rogers-Tanimoto aplica el doble de peso a las alter-
nativas no coincidentes sin tener en cuenta si hay méas o menos coincidencias
en las alternativas aceptadas y/o rechazadas. Por ultimo, simple-matching,
tiene en cuenta las coincidencias entre las alternativas aceptadas, rechazadas
y no coincidentes, pero no distingue si hay més alternativas aceptadas que
rechazadas.

Este ultimo caso puede ser de gran interés en el caso de calcular distan-
cias sobre érdenes dicotémicos. La distancia entre dos érdenes dicotémicos
puede variar en funcién de que las coincidencias que se produzcan sean sobre
alternativas aceptadas o sobre rechazadas. De hecho, el coeficiente simple-
matching es la distancia de Hamming normalizada al intervalo [0, 1].

2.4.3. Distancias dicotémicas ponderadas

A continuacién se introduce una nueva clase de distancias sobre 6rdenes
dicotémicos que son sensibles a que los desacuerdos se produzcan en las
alternativas aceptadas o en las rechazadas.
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2.73 Definicion. Se definen las funciones
1. dt:D(X D(X) —[0,1]

# (9(D1) ng<D2>)> # (9(D1) A g(D2))

DDZl
172 #X y

2. d”: D(X) x D(X) — [0,1]

# (b(D1) N b(D2))> # (0(D1) Ab(Dy))
4 X 4X ’

3. Dado A €[0,1], d**: D(X) x D(X) — [0,1]
d*MN Dy, Dy) = NdT(Dy,D3) 4+ (1 — \)d~(Dy, Dy).

d~(Dy,Ds) = (1 -

2.74 Proposicion. Para cualquier A € (0,1) se verifica:

1. d*, d~ y d** son distancias neutrales sobre D(X).
2. dt, d” y d** verifican la identidad de indiscernibles.

3. dt d~ y d** no verifican la desigualdad triangular.

Demostracion.

1. La demostracion de que dt d~ y d** son distancias neutrales se
omite por ser rutinaria.

2. dt(D1,D2) =0 & (9(D1) = g(D2) = X o g(D1) A g(Da) = 0)
& Dy = Ds. La demostracion es analoga para d—

d*N(D1,Dy) =0 < (d¥(D1,Ds) =d (Dy,D3) =0) < Dy = Ds.

3. Sean Dy, Dy, D3 € D({x1,22,23}) codificadas por los vectores ip, =
(1,1,1), ép, = (1,1,0) e ip, = (0,0,0), respectivamente. Entonces

d+(D17D3) =

0\ 3 7 2\ 1 0\ 2
1—-)-S2=1>-=(1-2).24(1-2)-2
( 3> 3779 < 3) 3+< 3) 3

= d+(D1, DQ) + d+(D2, Dg).

0\ 3 7 0\ 1 1\ 2
T I (I I T I
( 3) 3779 ( 3) 3+( 3) 3

=d (D1, D2) +d~ (D2, D3).
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Analogamente

d**(D1, Ds) =
AdT(D1,D3) + (1 —\)d ™ (Dy,D3) >
A(d¥ (D1, Dg) + d* (D2, D3))
+ (1= X)(d(D1,D2) +d (D3, D3))
= d* N Dy, Do) +d* Dy, D3). O
2.75 Observacion. Es claro que d, d~ y d** estan acotadasen D(X),y

puede comprobarse sin dificultad que la distancia maxima entre dos érdenes
dicotémicos es 1.

2.76 Observacion. Para cualesquiera Di,Dy € D(X) y A € (0,1) se
verifica:

= dt(Dy,Dy) =d~(D7', DY)
= d*A(Dy, Dy) = Ad* (D1, Do) + (1= N dT(DyY, Dyt

2.77 Observacion. La distancia d' recoge el nimero de coincidencias que
se producen en las alternativas aceptadas y lo pondera por el ntimero de
alternativas en las que los dos agentes no coinciden.

La Tabla 2.5 muestra las disimilitudes entre la preferencia ¢p, = (0, 1,0)
respecto a tres preferencias ¢p, = (1,1,1), ip, = (1,0,0) y ¢p, = (0,0,0).

L1X2T3 x1

ToI3 T1X2X3
Jaccard g 1 1
Simple-matching g g %
Russell-Rao g 1 1
T2 | g 4 6 3
- 9 9 9
143 - 6 4 1
d 9 9 9
+0.5 5 5 2
d 9 9 9

Tabla 2.5: Comparacién de distancias entre 6rdenes dicotémicos.

Puede observarse que la distancia de Jaccard (dj) no tiene en cuen-
ta qué ocurre con las alternativas rechazadas, de modo que dj(D;, D3) =
dj(D1,D4) = 1, a pesar de que las preferencias Dy y Dy coinciden en
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dos alternativas rechazadas mientras que D; y D3 coinciden sélo en una
alternativa rechazada. En cambio, d* y d~ sf distinguen esas coincidencias.

Por otro lado, la distancia simple-matching, dgys , trata del mismo modo
las diferencias entre las alternativas aceptadas y las rechazadas. D1 y Ds
coinciden en una alternativa aceptada, D; y Ds coinciden en una recha-
zada y, por tanto, dsys (D1, D2) = dsp(Dy, D3). Sin embargo, d* y d~ si
distinguen esas coincidencias.

Por ultimo, Russell-Rao (dgrgr) trata del mismo modo las alternativas
rechazadas que las alternativas aceptadas en un caso y rechazados en otro,
obteniendo de nuevo dRR(DL D3) = dRR(Dh D4) =1.

2.5. Preferencias aprobatorias

Dado un conjunto de alternativas, las preferencias dicotémicas permiten
a un agente elegir un subconjunto de las mismas que considere aceptables y
rechazar el resto. Si los agentes tuviesen mas informaciéon, podrian diferen-
ciar estas alternativas en una escala méas amplia, por ejemplo, una escala de
tres valores en la que clasificasen las alternativas en buenas, medianas y ma-
las (pueden encontrarse propuestas de estos refinamientos aplicados al voto
aprobatorio en Felsenthal [46], Yilmaz [104] y Hillinger [58], entre otros), e
incluso podria proponerse a los agentes que las clasificasen en escalas méas
refinadas con cuatro, cinco o més valores. Recientemente, Balinski y La-
raki [12, 13] han propuesto un sistema de votaciéon denominado Majority
Judgment donde los agentes evaliian las alternativas mediante etiquetas lin-
glifsticas, como por ejemplo exzcelente, muy buena, buena, ..., en lugar de
ordenar las alternativas de la forma tradicional.

Brams y Sanver 28] proponen una forma de combinar las preferencias
sobre un conjunto de alternativas mediante un orden dicotémico y un orden
lineal. Proponen que los agentes elijan cada alternativa como aceptada o
rechazada y, ademaés, ordenen estrictamente sus preferencias sobre las alter-
nativas. A este sistema hibrido, ellos lo denominan “preferencia aprobatoria”
(preference approval).

Cada agente ordena un conjunto de alternativas mediante un orden débil
y una “linea divisoria” que diferencia las alternativas aceptadas y rechazadas.
Una alternativa situada por encima de la linea divisoria (respectivamente por
debajo) es considerada aceptada (respectivamente rechazada).

Basados en estas preferencias aprobatorias, Brams y Sanver [28] propo-
nen dos sistemas de votacion, preference approval voting (PAV) y fallback
voting (FV), y analizan propiedades que cumplen y que consideran “desea-
bles” (Brams [21]).
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2.5.1. Representacion de preferencias aprobatorias

Los contenidos de esta seccion se basan parcialmente en Erdamar, Garcia
Lapresta, Pérez Romén y Sanver [43].

Las preferencias aprobatorias de cada agente quedan determinadas por
el orden de las alternativas y las alternativas que han sido aceptadas, es
decir, en una preferencia aprobatoria subyacen un orden débil y un orden
dicotémico.

Si bien esta informacion es diferente, presenta la siguiente propiedad:
dadas dos alternativas x; y xj, si x; es aceptada y x; es al menos tan
buena como x;, entonces x; también ha de ser aceptada.

2.78 Definicion. Un preferencia aprobatoria sobre X es un par (R, D) €
W(X) x D(X) que satisface la siguiente condicion

(:z:inj y xj € g(D)) = xz; € g(D),

para cualesquiera z;,z; € X.

Con PA(X) se denotard el conjunto de las preferencias aprobatorias
sobre X.

2.79 Observacion. Conviene destacar que si z; Rx; y x; € b(D), entonces
IS b(D)

2.80 Definicién. Dada (R, D) € PA(X), entonces (R, D)~ = (R™!,D™1)
es también una preferencia aprobatoria denominada preferencia aprobatoria
inversa de (R, D).

2.81 Definicion. Un perfil de preferencias aprobatorias es un vector RD =
((R1,Dv),...,(Rm, D)) donde (R;, D;) representa las preferencias aproba-
torias del agente v;, con ¢ =1,...,m.

2.82 Definicion. Dado un perfil RD = ((Rl, Dy),...,(Rm, Dm))) , el per-
fil inverso de RD, denotado con (RD)™!, es el perfil que se obtiene al
invertir el orden de cada una de las relaciones de preferencia que lo confor-
man:

(RD)™" = ((R{', DiY),.... (R, D).

2.83 Notacion. Dada una permutacion m € S, se denotard con (RD), =
((R,r(l), Dry)s s (Br(m), Dﬂ(m))) al perfil de preferencias aprobatorias que
se obtiene al renombrar los agentes del perfil RD segun la permutacién .

2.84 Notacion. Dada una permutacién o € Sy, se denotard con (RD)% =
(( 7,D7), ..., (R, D%)) al perfil obtenido a partir del perfil RD renom-
brando las alternativas de acuerdo con la permutacién o, es decir, para cua-
lesquiera i,5 € {1,...,n} y ke {l,...,m}
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1. z; Rk Tj < Lo (i) Rgxg(j) (O x; RZ Tj < To—1(4) kao.—l(j)).

2. z; e D & To(i) € Dg (O T; € Dg & To-i(g) € Dk)

La representacion de las preferencias aprobatorias seré similar a la utiliza-
da para representar 6rdenes débiles (pag. 21), afiadiendo una linea horizontal
que indique cudles son las alternativas que han sido aceptadas y cudles las
rechazadas.

2.85 Ejemplo. La Figura 2.12 muestra la representaciéon propuesta. Las
alternativas situadas en la misma fila son indiferentes, las alternativas en
las filas superiores son preferidas a aquéllas situadas en filas inferiores y las
alternativas por encima de la linea divisoria son las alternativas aceptadas,
mientras que las situadas por debajo son las alternativas rechazadas.

T2 T3 T5

T
T4 T7
Te

Figura 2.12: Representacion de una preferencia aprobatoria (R, D).

La preferencia aprobatoria inversa es la representada en la Figura 2.13.

T6

T4 T

I

T X3 Ty

Figura 2.13: Preferencia aprobatoria inversa (R, D)1

Otra forma de representar las preferencias aprobatorias (similar a la pro-
puesta en la Seccion 2.1, pag. 22) consiste en representar de izquierda a
derecha el orden débil e indicar con una linea vertical la separacién entre
las alternativas aceptadas y las rechazadas. La preferencia aprobatoria del
Ejemplo 2.85 se representa

(R,D)=x9~x3~T5>=T1 | T4 ~x7 > T¢.
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2.5.2. Codificacién de preferencias aprobatorias

Si se tiene en cuenta que una preferencia aprobatoria queda caracterizada
por un orden débil y un orden dicotémico, es posible introducir un sistema de
codificacion sobre las preferencias aprobatorias (R, D) € PA(X) mediante
los vectores (definidos en las Secciones 2.2.2) pag. 24 y 2.4.1, pag. 48), que
codifican a los 6rdenes correspondientes.

Estos serian los vectores py € R™ que representa el orden de las alterna-
tivas, e ¢p € {0,1}" que representa las alternativas aceptadas o rechazadas.

2.86 Ejemplo. Mediante este sistema de codificacién, la preferencia apro-
batoria (R, D) del Ejemplo 2.85 viene codificada por el par (pgp,ip) €
R™ x {0,1}"

pr = (4,2,2,5.5,2,7,5.5),
ip=(1,1,1,0,1,0,0).

2.87 Observacion. La condicion utilizada en la Definicion 2.78 (pag. 56)
puede ahora basarse en los vectores que codifican la preferencia aprobatoria

(PR(xZ) > PR(xj) y ID(.I‘j) = 1) = lD(xz) =1.

2.5.3. Distancias sobre preferencias aprobatorias

Las preferencias aprobatorias vienen codificadas por dos vectores que
contienen diferente tipo de informacién. De forma separada es posible cal-
cular distancias entre esos vectores. Ahora bien, si se pretende obtener una
distancia entre preferencias aprobatorias se presenta el problema de cémo
obtener una nueva distancia mediante la agregaciéon de distancias que tienen
codominios distintos.

Diferentes autores han estudiado el problema general de combinar un con-
junto de distancias para obtener una nueva. De hecho, Borsik y Dobos [18]
estudiaron profundamente el problema para un conjunto de distancias no ne-
cesariamente finito. Més recientemente, Pradera y Trillas [85], siguiendo el
trabajo de Borsik y Dobos, han propuesto una solucién general al problema
de la combinacién de datos representados por medio de una familia finita de
distancias generalizadas y pseudodistancias. Casasnovas y Rosell6 [30] han
estudiado diferentes técnicas que permiten agregar un conjunto de distan-
cias en otra. Mayor y Valero [74] proporcionan una descripcién general para
combinar un conjunto de distancias asimétricas (no necesariamente finito)
en otra.
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2.5.3.1. Meétrica de Kemeny—Hamming

Las preferencias aprobatorias contienen dos tipos diferentes de informa-
cién. Una primera forma de abordar la medicién del grado de disimilitud
consiste en medirla separadamente para cada tipo de informacién y poste-
riormente obtener una nueva medida mediante un procedimiento de agrega-
ciéon determinado. Este procedimiento se basaré en las distancias presentadas
anteriormente vy permitird obtener una nueva distancia mediante una com-
binacién convexa de las mismas. Teniendo en cuenta que una preferencia
aprobatoria queda caracterizada por un orden débil y un orden dicotémico,
se utilizara la métrica de Kemeny definida sobre érdenes débiles y la métri-
ca de Hamming sobre 6rdenes dicotémicos para medir la distancia respecto
el orden de las alternativas en el primer caso y respecto de las alternativas
aceptadas y rechazadas en el segundo. El procedimiento de agregacién de
estas distancias dependerda del contexto en el que se plantee el problema en
concreto. El énfasis que se desee dar a los desacuerdos en la ordenacion de las
alternativas frente a las diferencias en las alternativas aceptadas o rechazadas
va a quedar recogido por la elecciéon de la combinacién convexa escogida.

Dado que las dos métricas utilizadas tienen diferentes codominios, se
normalizaran ambas a un mismo codominio, [0, 1], dividiéndolas por sus dis-
tancias méaximas, (# X)? — # X para la métrica de Kemeny (pag. 38) y
# X para la métrica de Hammning (pag. 49).

2.88 Definicion. Se definen las funciones
1. d&, : PA(X) x PA(X) — [0,1]

d“(Ry,Ry) _ #(Ri A Ry)
H#XP-#X  (HFX)-#X

%4 ((R1,D1), (R, D2)) =

2. di, : PA(X) x PA(X) — [0,1]

d"(Dy,Dy)  # (9(D1) A g(D2))
#X # X '

P ((R1, D1), (Ra, D)) =

Estas funciones pueden utilizarse como distancias sobre PA(X) tal y
como se establece en la siguiente proposicién.

2.89 Proposicion.

1. d¥, es una distancia sobre PA(X) y para cualesquiera (R, D),
(RQ,DQ) € PA(X)

a) dgA((Rl,Dl), (RQ,DQ)) =0 < Ri=Rs.
b) dgA verifica la desigualdad triangular.
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2. d&, es una distancia sobre PA(X) y para cualesquiera (Ry, D),
(RQ,D2) S PA(X)

(l) dgA((Rth)v(R?aDQ)) =0 <« Dy =Ds,.
b) d¥, verifica la desigualdad triangular.

3. dB, y d¥, no son métricas sobre PA(X).
Demostracion. Sean (R1,D1),(R2,D2) € PA(X).

1. Puesto que d][.f 4 ©s la métrica de Kemeny normalizada, las propiedades
de no negatividad, simetria y reflexividad son obvias.

a) dgA((Rl,Dl), (RQ,DQ)) =0 & dK(Rl,RQ) =0 < R;=Rs.
b) dg 4 hereda de la métrica de Kemeny la propiedad de desigualdad
triangular.

2. Puesto que dgA es la métrica de Hamming normalizada, las propieda-
des de no negatividad, simetria y reflexividad son obvias.

a) dp,((R1,D1),(Re, D2)) =0 & d"(Dy,Dy) =0 & Dy = Ds.

b) dgA hereda de la métrica de Hamming la propiedad de desigual-
dad triangular.

3. Sean (Ri1,D1),(R1,D2),(Re,Dq) € PA(X) tales que Ry # Ry y
Dy # D. Entonces

A5, ((R1, D1), (Ry, D2)) = dlfy ((Ry, D), (Ra, Dy)) = 0.

Consecuentemente, d{.fA y dgA no verifican la identidad de indiscerni-
bles y, por tanto, no son métricas. O

En el siguiente ejemplo se muestra el célculo de distancias para un perfil
de preferencias aprobatorias.

2.90 Ejemplo. Se consideran cuatro agentes que muestran sus preferencias
sobre un conjunto de cuatro alternativas X = {x1,x2,x3, x4} mediante las
preferencias aprobatorias representadas en la Figura 2.14.

Estas preferencias vienen codificadas por los pares siguientes:

pr, = (1,2,3.5,3.5) ip, = (1,1,0,0)
Pr, = (2,1,3.5,3.5) ip, = (1,1,0,0)
Pr, = (1,2,3.5,3.5) ip, = (1,0,0,0)
pr, = (3.5,2,1,3.5) ip, = (0,0,0,0)

La Tabla 2.6 muestra las distancias dgA y dgA entre las preferencias
aprobatorias.
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(B1,D1) (R, D)  (Rs,D3) (R4, Dy)

X1 T2 T T3
T2 T T2 T2
T3 T4 €T3 T4 XT3 T4 X124

Figura 2.14: Representacion del perfil del Ejemplo 2.90.

dpy | dis
(R1, D), (R, D2) | 5 0
(R1,D1),(R3,D3) | 0 &
(R1,D1),(Ra, Dy) | & L
(R2,D2),(R3,D3) | 5 | 15
(Re, D2), (R4, Dy) | S L
(Rs, D3),(Rs,Ds) | 35 &

Tabla 2.6: Distancias entre las preferencias aprobatorias del Ejemplo 2.90.

2.91 Observacidn. La distancia minima entre los 6rdenes débiles del ejem-
plo anterior se obtiene entre las preferencias aprobatorias (Ry, D1) y (Rs, D3)
puesto que coinciden en el orden de todas las alternativas. Por otro lado, la
distancia maxima se obtiene entre las preferencias aprobatorias (R, D) y
(R4, Dy4) que coincide con la distancia entre (Rs, D3) v (R4, D4), ya que en
ambos casos s6lo hay dos alternativas (z2 y x4) en las que coinciden estas
preferencias aprobatorias.

Anéalogamente, respecto de las alternativas aceptadas y rechazadas, la
distancia minima se obtiene entre (Ry, D1) y (R2, D2), al coincidir en ambos
casos el conjunto de alternativas aceptadas y rechazadas. En el lado opuesto,
la distancia maxima se obtiene entre (R, D) y (R4, D4), que coincide con
la distancia entre (Ra, D2) v (R4, D4). Existe un desacuerdo en la aceptacion
de dos alternativas (x1 y x2).

2.92 Observacién. A tenor de los datos de la Tabla 2.6, se puede plan-
tear la siguiente pregunta: para las preferencias aprobatorias (Rg, D3) y
(R3, D3), jcual de ellas se puede considerar mas proxima a (R4, D4) 7, iy
cudl a (Ry,Dq)?

La respuesta dependerd de la importancia que se desee dar a los desacuer-
dos en el orden de las alternativas frente a las discrepancias en las alternativas
aceptadas.
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El siguiente resultado establece un procedimiento que permite, a partir de
dos distancias dadas, obtener una nueva distancia mediante una combinacién
convexa de las mismas.

2.93 Proposicion. Dadas dos distancias di,dy : A x A — R, para
cualquier A € [0,1] la combinacién convexa

Ad1+(1—A)d22AXA — R,
definida por
()\ di + (1 — )\) dz)(a,b) = dl(a, b) + (1 — )\) dg(a,b),

también es una distancia.
Demostracion. Se omite por ser rutinaria. O

La siguiente proposicién demuestra que a partir de dos distancias que no
son métricas (d¥, y di,), es posible obtener, mediante una combinacién
convexa de las mismas, una métrica definida sobre el mismo conjunto en el
que estaban definidas excepto para los valores degenerados A =0 y A = 1.

2.94 Proposicién. Las funciones dp, : PA(X) x PA(X) — [0, 1], defini-
das por

dIéA((Rth)v (R27D2)) = (AdgA + (1 - )‘) dgA)((Rth)? (RQvDQ))7

son métricas neutrales para cualquier A € (0,1). Si A € {0,1}, entonces dp,
no es una métrica.

Demostracion.

= Sea A€ (0,1).

e Por la Proposicion 2.93, dﬁA es una distancia.

o IéA verifica la identidad de indiscernibles:

dpa((R1, D1), (R, D)) =0
& (NdEs+ (1= A)dEs) ((R1, D), (R, Da)) =0
& dfa((R1,D1), (R, Ds)) = dfy ((R1, D1), (Ra, D3)) =0
< (Proposicion 2.89 (pag. 59)) Ry = Ry y D1 = Ds.

o d IéA es una combinacién convexa de distancias que verifican la
desigualdad triangular (Proposicion 2.89, pg. 59), por tanto, dp,
también lo verifica.
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e Por la Proposicion 2.52 (pag. 37) la métrica de Kemeny es neutral.
Del mismo modo, por la Observacion 2.69 (péag. 49), también lo es
la métrica de Hamming y, por tanto, es obvio que la combinacion
convexa AdE, + (1 —\)dH, también satisface dicha propiedad.

= Si A€ {0,1}, d2y =dB, vy d}, = d¥, . Puede comprobarse ficilmente
que d j}A no verifica la propiedad de identidad de indiscernibles. ]

2.95 Observaciéon. Conviene senalar que si se suman dos distancias que
combinan diferentes tipos de informacién hay que tener en cuenta dos cues-
tiones. La primera, que tiene caracter técnico, surge del hecho de que d¥ y
d" tienen diferentes codominios para la agregacion; la Definicion 2.88 propo-
ne una solucién. La segunda se planted en la Observacion 2.92. La elecciéon
del valor del parametro A determinaré el peso asignado a la informacion
proporcionada por los 6rdenes de las alternativas frente a las discrepancias
presentes en la aceptabilidad.

2.96 Ejemplo. La Tabla 2.7 muestra los cambios que se producen en las dis-
tancias totales entre las preferencias aprobatorias del Ejemplo 2.90 (pag. 60)
respecto de diferentes valores de .

A=025 A=05 X=0.75

dp,((R1,D1), (Re,Ds)) 0.04167  0.08333 0.125
dps((R1,D1), (Rs,Ds)) 0.1875  0.125  0.0625
dp,((R1,D1), (R4, Dy)) 0.54267  0.58333 0.625
dp,((R2, D2), (Rs,D3))  0.22917  0.20833  0.1875
dps((Re, D2), (R4, D4)) 0.5 0.5 0.5

dps((Rs, D3), (R4, Dy)) 0.35417  0.4583  0.5625

Tabla 2.7: Distancias entre las preferencias aprobatorias del Ejemplo 2.90.

Puede observarse que para A = 0.25 la preferencia aprobatoria cuya dis-
tancia es minima a (Ri,D1) es (R, D2). Sin embargo, para A = 0.75 el
resultado cambia a (Rs3, D3). Esto es debido a que cuando A = 0.25 se esta
aplicando mayor peso a dgA que a dgA, por lo que los desacuerdos en el con-
junto de alternativas aceptadas son mas importantes que los desacuerdos en
el orden de las alternativas. El efecto inverso se produce cuando A = 0.75.
Otro ejemplo donde se produce un cambio similar en la distancia, depen-
diendo del valor de ), se presenta para la preferencia aprobatoria (Ry, Dy).
Cuando A = 0.25 la preferencia aprobatoria més proxima es (Rs, D3), mien-
tras que para A = 0.75 el resultado cambia a (Ra, D2).
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2.5.3.2. Distancias sobre preferencias aprobatorias ponderadas

Las métricas de Kemeny-Hamming sobre preferencias aprobatorias per-
miten establecer el peso que se asigna a las discrepancias en el orden de las al-
ternativas frente a las discrepancias en las alternativas aceptadas, en funcion
de un pardmetro A escogido. Estas distancias no diferencian si las discre-
pancias se producen entre alternativas aceptadas o rechazadas, ni tampoco
en qué posicién se producen las diferencias en el orden de las alternativas.

Dado que se han definido distancias entre érdenes débiles (Definicion 2.57,
pag. 41) y entre 6rdenes dicotomicos (Definicion 2.73, pag. 53), que si reco-
gen estas circunstancias, se va a proceder a definir nuevas distancias a partir
de combinaciones convexas de las mismas que sean sensibles a dénde se pro-
ducen los desacuerdos.

En primer lugar, se normalizaré la distancia de Kemeny ponderada para
que su codominio coincida con el de las distancias dicotémicas ponderadas.

2.97 Definicion. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]""! un vector de pesos tal
que wy > +-+ > Wp—1 Y E;:l w; = 1. La distancia de Kemeny ponderada
normalizada asociada a w es la funcion d%% : W(X) x W(X) — [0,1]

definida por
1 _
dK’w (Rl, RQ) = a dK,w (Rla R2)7
AnK,w

donde AZK’“’ es la distancia méaxima entre dos 6rdenes débiles (Proposi-
cion 2.58, pag. 42).

La distancia de Kemeny ponderada normalizada definida sobre 6rdenes
débiles, asi como las distancias dicotémicas ponderadas, pueden extenderse
a preferencias aprobatorias como puede verse a continuacion.

2.98 Definicion. Sea w = (w1,...,w,_1) € [0,1]"! un vector de pesos
tal que w1 > - > wn_1 ¥y Z?:_ll w; = 1. Se definen las siguientes funciones

1. dis® : PA(X) x PA(X) — [0,1]
dpi’ ((R1,D1), (R, Dy)) = d** (Ry, Ry).
2. df, : PA(X) x PA(X) — [0,1]
dps((R1, D1), (Rg, D2)) = d* (D1, D).
3. dp, : PA(X) x PA(X) — [0,1]

dpa((R1,D1), (Ra, D2)) = d™(Dy, Ds).



2.5. Preferencias aprobatorias 65

4. Dado X € [0,1], d53 : PA(X) x PA(X) — [0,1]
dpA ((Ri, D1), (Ra, D)) = (Adfy + (1= X)dpy) (R, D1), (Ra, Da)).

2.99 Proposicién. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]*7! un vector de pesos
tal que w; > -+ > wp_1 ¥ Z?;ll w; = 1. Para cualquier A € [0,1] se
verifica:

1. dg;f”, dba, dps ¥y dligfi\ son distancias neutrales sobre PA(X).
2. dg;lw, dIJSA, dp, y dligj‘ no verifican la identidad de indiscernibles.

3. dg;‘w, dba, dpy ¥ df)j‘ no verifican la desigualdad triangular.
Demostracion.

1. dg;lw es una distancia neutral por la Proposicion 2.58 (pag. 42). Por

otro lado, por la Proposicién 2.74 (pag. 53), dfy,, dps v d]igj‘ son
distancias neutrales para cualquier A € [0, 1].

2. Sean (Ry,D;),(R1,D2),(R2,D1) € PA(X) tales que Ry # Ry y
D1 # Do, entonces

dgi\w((Rl’ Dl)a (Rla DZ)) = dK’w (Rl, Rl) =0.
dpa((R1, D1), (R2, D1)) = d* (D1, Dy) = 0.
dpa((R1, D1), (R2, D1)) = d™ (D1, Dy) = 0.

Analogamente,

d54 (R, D1), (R, D1)) =
Adf,((Ry, D1), (Ra, D)) + pa((R1,D1), (Re, Dy)) = 0.

3. Por la Proposicion 2.58 (pag. 42), as PA no verifica la d651gualdad trian-

gular. El mismo resultado se obtiene para dPA, dp, v d A por la
Proposicion 2.74 (pag. 53). O

A partir de las distancias introducidas en la Definicién 2.98, y median-
te una combinacion convexa de las mismas, es posible obtener una distan-
cia ponderada sobre preferencias aprobatorias que sea sensible tanto a los
desacuerdos que se produzcan en el orden de las alternativas como a los que
se produzcan en las alternativas aceptadas o en las rechazadas.
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2.100 Definicion. Sean w = (wy,...,w,—1) € [0,1]"" un vector de pesos
tal que wy > -+ > w1y Z?;ll w; =1y A\ a € [0,1]. Se definen las
siguientes funciones

1. dpi™ : PA(X) x PA(X) — [0,1]

d35% ((R1, D1), (Ra, Do)) = (Adf,+(1-X\) dps;”) (R, D1), (Ra, Ds)).
2. dp" 1 PA(X) x PA(X) — [0,1]

@3y (R1, D), (B2, D)) = (Adipy+(1=A) dpi”) (R1, D), (R, D))
3. dpi®™ : PA(X) x PA(X) — [0,1]

i ((R1, Dy), (Ra, Do) = (Ndpg+(1-X) dii”) (Ra, D1), (Ra, D2)).
2.101 Proposicion. Sean w = (wi,...,w,_1) € [0,1]"" un vector de

pesos tal que wy > -+ > w1 ¥ Z?:_ll wi=1y A\ ae€l0,1].

L dpi™, dp ™y dyi®™ son distancias neutrales sobre PA(X).

2. Si A € (0,1), entonces d}\;gw, d;;;“’ y d;ﬁa“’ verifican la identidad de
indiscernibles.

3. Si A € {0,1}, entonces dpi®, dp™ v dpi®™ no verifican la identidad
de indiscernibles.

4. df‘)jw, d;\ggw y df‘)io‘w no verifican la desigualdad triangular.

Demostracion.

., K — . .
1. Por la Proposicion 2.99, dp;”, dIJSA, dp, ¥y dljéj‘ son distancias neu-
trales, y es obvio que cualquier combinacién convexa de las mismas
también es distancia y satisface la propiedad de neutralidad.

2. Sea A € (0,1).
a)
d;;jw((Rlv Dy), (R, Ds)) =0
& Adpy((Ri,Dv), (Ra, D2))
+ (1= A dpi* (R, D1), (R, D)) = 0
& dpy((R1, D1), (Ra, D2)) =

dﬁw((Rl,Dm (R2,D2)) =0
< R =Ry y Dy = Ds.
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b)

i ((Ry, D), (Ry, D3)) =0
& Adpy((R1,D1), (Ra, D2))
+ (1= A) dpt”((R1, D1), (R, D2)) =0
& dp,((R1,D1), (Ra, Do) =
dpi (R1, D), (Ra, Dy)) =0
& Ri =Ry y Dy=Ds.

5™ ((Ry, D1), (R, D3)) =0
& MBS ((Ri, D1), (Ra, D2))
+ (1= A) dpt”((R1, D1), (R, D)) =0
& dpg((R1,D1),(Ra,Dy)) =
dpy” (R1, D1), (Ry, Ds)) = 0
& Ry =Ry y Dy = Ds.

3. Sea A € {0,1}.

= Si A\ =1,entonces dpi¥ =dp,, dp ™ =dp, v dpi®™ = d55 .

: - K
= Si A =0, entonces dpi® =dp," = dpre™ =dp;".

Por la Proposicion 2.99 (pag. 65) no verifican la identidad de indiscer-
nibles.

4. Por la Proposicion 2.99 (pag. 65). O






Capitulo 3

Medidas de consenso

En este capitulo’ se extiende el concepto de medida de consenso desa-
rrollado por Bosch [19] al contexto de 6rdenes débiles, 6rdenes dicotémicos
y preferencias aprobatorias, y se consideran algunas propiedades adicionales
que pueden verificar dichas medidas: mdzimo disentimiento (en cada subcon-
junto de dos agentes, el minimo consenso es alcanzado tnicamente cuando
las preferencias de los agentes vienen dadas por 6rdenes lineales y una pre-
ferencia es la inversa de la otra), reciprocidad (si todos los agentes invierten
sus preferencias, entonces el consenso no varia) y homogeneidad (si se repli-
can las preferencias de los agentes, entonces el consenso en ese nuevo grupo
no varia). También se introducen nuevas medidas de consenso basadas en
la distancia entre los 6rdenes débiles y érdenes dicotémicos que representan
la eleccion de cada agente, prestando especial atencién a las distancias y
métricas enunciadas en los capitulos anteriores.

'Puede verse un estudio preliminar en Garcia Lapresta y Pérez Roman [50].

69
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3.1. Medidas de consenso sobre 6rdenes débiles

El concepto de medida de consenso ha sido introducido y analizado por
Bosch [19] en el contexto de érdenes lineales. En este trabajo se extendera
al contexto de 6rdenes débiles.

3.1 Notacion. Dado un conjunto de agentes V, con P(V) se denotara al
conjunto potencia de V (partes de V), es decir, I € P(V) < I CV;y con
Po(V) al conjunto de todos los subconjuntos de V' que contienen al menos
dos elementos, es decir, Po(V) ={I € P(V) | #1 > 2}.

3.2 Observacion. Notese que si #V = n, entonces #P(V) = 2" y
APV = #P(V) —#V —1=2"—n—1.

3.3 Notaciéon. Dados un subconjunto no vacio de agentes I C V' y una
permutacion w € S, con I, se denotard al conjunto I, = {qu(i) | v; € T},
es decir, v; € In & vy € L.

3.4 Ejemplo. Si se considera el subconjunto de agentes I = {vy,v3} y la
permutacion m € Sy del Ejemplo 2.6 (pag. 22), entonces I; = {vs,v4} ya que
m(3)=3yn(4) =1

3.5 Definicion. Una medida de consenso sobre W(X)™ es una funciéon
M W(X)™ x Pa(V) — [0,1]

que satisface las siguientes condiciones:

1. Unanimidad. Para cualesquiera R € W(X)™ e I € Po(V), se verifica

M(R,I) =1 & R; = R; para cualesquiera v;,v; € 1.

2. Anonimato. Para cualesquiera R € W(X)™, I € Po(V)y m € Sp, se
verifica

M(Ry, 1)) = M(R.I) .

3. Neutralidad. Para cualesquiera R € W(X)™, I € Po(V)y o €S, se
verifica

M(R°,I) = M(R,I) .

Unanimidad significa que el maximo consenso en cualquier subconjunto
de agentes so6lo es alcanzado cuando todas las opiniones coinciden.

Anonimato exige simetria respecto de los agentes, es decir, si se renom-
bran los agentes de cualquier subconjunto I € Py(V), la medida de consenso
no varia.
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Neutralidad significa simetria respecto de las alternativas, es decir, si se
renombran las alternativas, la medida de consenso no varfa.

Las propiedades enunciadas son necesarias para que una funcién sea con-
siderada medida de consenso, ahora bien, puede que una medida de consenso
verifique otras propiedades que si bien no son necesarias, si pueden tener re-
levancia segin el contexto.

3.6 Definicion. Sea M : W(X)™ x Pa(V) — [0,1] una medida de con-
Senso.

1. M satisface mdzimo disentimiento si para cualesquiera R € W (X)™
y vi,v; €V tales que i # j, se verifica

M(R, {vi,v;}) =0 & (R, Rj € L(X) y R;=R;").

2. M es reciproca si para cualesquiera R € W(X)™ e I € Py(V), se
verifica

MR 1) = M(R,I).

3. M es homogénea si para cualesquiera R € W(X)™, I € Py(V) y
t € N, se verifica

MR, tT) = M(R,I),
donde M! : W(X)mxPy(tV) — [0,1], tR = (R,.t., R) € W(X)™

es el perfil de preferencias definido por ¢ copiasde Ry t1 = I Sowr
es el multiconjunto de agentes? definido por ¢ copias de I.

Maximo disentimiento significa que en cada subconjunto formado por dos
agentes®, el minimo consenso solo es alcanzado cuando las preferencias de
los agentes son érdenes lineales y una es la inversa de la otra.

Lareciprocidad conlleva que si todos los agentes invierten sus preferencias
(se invierten los érdenes débiles que representan sus preferencias), entonces
la medida de consenso no varia.

Por ultimo, cuando se verifica homogeneidad, si se replica cualquier ni-
mero de veces las preferencias de un subconjunto de agentes, entonces la
medida de consenso en el nuevo grupo no varia.

Conviene destacar que reciprocidad y homogeneidad son propiedades que
no tienen por qué ser deseables. Bajo reciprocidad, las discrepancias en las

2Lista de agentes donde cada agente se repite tantas veces como indique la multiplici-
dad. Por ejemplo, 2{v1,v2} = {v1,v2} W {v1,v2} = {v1,v2,v1,02}.

3Es claro que una sociedad alcanza el maximo consenso cuando todas las opiniones
coinciden. Sin embargo, en una sociedad con mas de dos miembros, no es tan obvio deter-
minar cuando hay minimo consenso (0 maximo desacuerdo).



72 CAPITULO 3. Medidas de consenso

preferencias de las alternativas mas deseadas tienen el mismo efecto que si
esas discrepancias se producen en las alternativas peor valoradas. Por otra
parte, si se cumple homogeneidad, en una sociedad polarizada en dos grupos
del mismo nimero de agentes con preferencias opuestas el uno del otro el
consenso es siempre nulo (véase la nota al pie 3).

La siguiente definicién presenta una propuesta de medida de consenso en
el ambito de érdenes débiles.

3.7 Definicion. Dada una distancia d: W(X) x W(X) — R, se define la
funcion

Mg : W(X)™ x P(V) — [0,1]

Z d(Riv Rj)

v;,v; €1
1<J

<#I> Al ’
2

AL = max {d(R;,R;) | Ri, Rj € W(X)} .

Myg(R,I)=1-—

(3.1)

donde

3.8 Observacion. El numerador del cociente de la expresion (3.1), es la su-
ma de todas las distancias entre todos los 6rdenes débiles del conjunto I,y el
denominador es el nimero de sumandos en el numerador multiplicado por la
distancia maxima posible entre 6rdenes débiles. Consecuentemente, el cocien-
te pertenece al intervalo unidad y proporciona una medida del desacuerdo
existente entre los 6rdenes del conjunto I.

Para que la funcion My sea una medida de consenso es necesario que
cumpla las condiciones enunciadas en la Definicion 3.5 (pag. 70). Ahora bien,
puesto My queda caracterizada por la distancia d elegida, seri necesario
analizar qué condiciones debe cumplir esa distancia para que My sea una
medida de consenso.

3.9 Proposicion. Para cualquier distancia d : W(X) x W(X) — R, My

satisface anonimato.

Demostracion. Sea m € Sy,. Si v;,v; € I, entonces, por la Notacién 3.3
(pég. 70), (i), Vr(y) € I, luego

Z d(Rr(i), Rx(j)) = Z d(Rx(iy, Rr(j)) = Z d(R;, R;) .

ViV € Un(i) VO (5) €1 viyv; €1
g m(i)<m(j) i<j

Por tanto, My(Rx, Iz) = M4(R,I).
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3.10 Proposicién. Para cualquier distancia d : W(X)xW(X) — R, My
satisface unanimidad si y s6lo si d verifica la identidad de indiscernibles.

Demostracion. Sean V = {vy,v2} y R= (Ry,Ry) € W(X)?. Si M, satis-
face unanimidad, entonces, por la Definicion 3.5 (pag. 70),

R =Ry, & Md(R, V) =1 < d(Rl,RQ) =0.

Reciprocamente, si d verifica la identidad de indiscernibles, entonces
para cualesquiera R € W(X)™, I € Po(V) y v;,vj € I,

Md(R,I) =1« d(Ri,Rj) =0 < Ri:Rj. O]

3.11 Proposicion. Si d: W(X) x W(X) — R es una distancia neutral
y verifica la identidad de indiscernibles, entonces My es una medida de
CONsenso.

Demostracion. Por las Proposiciones 3.9 y 3.10, My satisface anonimato
vy unanimidad. Obviamente, si d es neutral, entonces M, es neutral y, por
tanto, My es una medida de consenso. ]

3.12 Observacion. Los resultados anteriores establecen que a partir de
cualquier distancia d definida sobre W(X) que verifique neutralidad y la
identidad de indiscernibles, es posible obtener una medida de consenso My
a la que se denominaréd medida de consenso asociada a d.

Dado que los érdenes débiles pueden codificarse mediante vectores de
AW C R™ (Seccion 2.2.2, pag. 25), a partir de una, distancia d definida sobre
R™ puede considerarse la funcién M; asociada a la distancia d inducida
por d.

3.13 Proposicién. Si d: AW x AW — R es una distancia neutral y verifica

la identidad de indiscernibles, entonces M es una medida de consenso.

Demostracion. Se omite por ser rutinaria. O

3.14 Observacién. Este resultado establece que a partir de cualquier dis-
tancia neutral definida sobre R"™ puede obtenerse una medida de consenso
sobre W (X) siempre que la distancia verifique la identidad de indiscernibles.
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3.1.1. Medidas de consenso basadas en métricas

En la Seccion 1.1 (pag. 10), se enunciaron las métricas utilizadas habi-
tualmente sobre R", las cuales verifican neutralidad y la identidad de indis-
cernibles. Por tanto, las funciones M asociadas son medidas de consenso.

El siguiente objetivo consistird en determinar qué otras propiedades, co-
mo las enunciadas en la Definicion 3.6 (pag. 71), verifican las medidas de
consenso obtenidas a partir de diferentes distancias.

Maximo disentimiento

Cuando todas las preferencias coinciden, es decir, existe unanimidad,
es obvio que la medida de consenso es maxima e igual a 1. Sin embargo,
no resulta evidente determinar si es posible obtener la medida de consenso
minima y cuando se obtiene.

Como se verd a continuacion, la existencia de maximo disentimiento va
a depender de la métrica utilizada para obtener la medida de consenso.

3.15 Proposicién. Si d es la métrica inducida por la métrica discreta (d'),
Manbhattan (d; ) o Chebyshev (d« ), entonces M no satisface la propiedad
de maximo disentimiento.

Demostracion. Sea el perfil de 6rdenes lineales R = (R, R, R3) € L(X)3,
con Rz = Rl_l, representados en la Figura 3.1.

R, Ry Rl_l
Il I3 T3
€2 €1 €2
T3 T2 T

Figura 3.1: Representacion del perfil R.

Estos érdenes vienen codificados por los vectores

pRl = (17273)5
pRQ = (2737 1)5
Pt = (3,2,1).

1. Caso d..

J/(RlaR2) = d,(pRlapRz) =1= d/(pRl,prl) = J/(Rth_l) = A;{?
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luego
Mg (R, {v1,v2}) =
- d’(pgl,pRQ) L dl(P};1>PRll) 0
L ()
= My(R,{v1,v3}).
2. Caso d;.
d(R1, Ry) = dv (PR, Pr,) = d1(Pr, . Pp-1)
=d\(Ry,R;") = 4= A%,
luego
M, (R, {v1,02}) =
|- derern) _ D0nPe)
R HE
= Mg, (R, {v1,v3}).
3. Caso du.
Czoo(Rla Ry) = doo(PRlprQ) = doo(PRpPR;l)
= doo(R1, RY) = 2 = Al
luego

MJOO (R> {vh 2}2}) =

| de®ryopiy) ) PeProPr)

2)

En los tres casos existen dos preferencias cuya medida de consenso es cero
a pesar de que no son inversas la una de la otra. Por tanto, las medidas de
consenso asociadas a estas distancias no verifican méaximo disentimiento. [J

= Mg (R, {vi,v3}).

A continuacién se estudiard qué ocurre si las métricas consideradas son
la euclidea (dy ), coseno (d. ), Hellinger (dpy ) y Kemeny (dx ).

Fl siguiente resultado establece que para estas métricas nunca se alcanza
la distancia méaxima entre érdenes débiles cuando uno de los érdenes no es
lineal.
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3.16 Proposicion. Sean Ry € W(X)\ L(X) v Ry € W(X). Si d es la
métrica inducida por dz, de, dgg 0 di, entonces existe R € W(X) tal que
d(Rl,RQ) < d(R/,RQ).

Demostracion. Sean Ry € W(X)\ L(X)y Re, R € W(X) codificados por
los vectores a,b y a’, respectivamente.

Si Ry € W(X)\L(X), entonces, existen al menos dos componentes de a
cuyos valores coinciden, es decir, existe i € {1,...,n} tal que # M;(R;) > 1.

Por otro lado, por la Proposicion 2.45 (pag. 33), existe o € S, tal que
(R{,RS) € W< R, (X), es decir, el par (R, R) esta bien ordenado respecto
de R; (Definicion 2.41, pag. 31).

Si se tiene en cuenta que todas las métricas consideradas son neutrales
(Observacion 2.48, pag. 35), puede suponerse sin pérdida de generalidad:

va=(1,...,57—1a5,...,0j44-1,---,an) = R1 € W<(X). Ademaés,
j = min{i [ #Mi(R1) > 1}, #M;(R1) =k y aj = = ajpp1 =
Jj+ k—gl, es decir, a estd ordenado y las primeras componentes que se
repiten comienzan en a; y finalizan en a;y,_1.

= b = (bla---7bj;-'-7bj+k—l7--'abn) = Ry € W(X) con bj > e 2>
bjtk—1- (3.2)
Sean @’ =(1...,j—1,7,....+k—1,aj4%,...,an) = R3 y

% —1, si k esimpar,

t= (3.3)
% — %, si k es par.

1. Caso ds.

dQ(Rl,RQ) < JQ(R/,RQ) & 0< (JQ(R/,RQ))z — (JQ(Rl,RQ))Q =

0< ) (aj —b)* = (a; — b)* =
=1

E
—_

. k-1 2

(]+lbj+l)2<j+2 j-H) =
. k-1 ?

((]+l—bj+l)2— <]+2_bj+l>

2
G+ (k=1) = 1) = bjpp_1-1)* — (j + bl j+k—1—l) )

(]

=0

=~ |l

~
[e=]

2

_ 2§ (1 ’“;1) =t (S -1). G
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Por (3.3), para cualquier [ € {0,...,t}, % >,y k—1—1>1, luego
bj+1 = bjtk—1-1 >0 (por (3.2)).

Por tanto, la expresion (3.4) es positiva. En consecuencia,

CZQ(Rl, RQ) < CZQ(R/, Rg).

2. Caso d,.

Sea |R||=+ai+ - -+a2, con R=(a1,...,an).
n

IR[> = | Ral® = ((a)* = (a:)?) =

=1

Por tanto, ||R'|| > ||R1]-

JC(R/7R2) - dC(Rl7R2) -

n

D (aib) ) (ajby)
i=1 i=1
Rl [R2ll ([ R]] (| B2

TR T (Z - ) |

1=

por (3.5)

Por otro lado

n

Z (ai bi - CL; bl) =
i=1
t
> <J + ) i+t — (D bjw

=0

. k-1 .
+ (] + 2) bjth—1-1 — (] +(k—=1)+ l) bjtk—1-1

t

k—1
Z i+ < + l> + bj+k—1—l (l 5 )
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Por (3.3), para cualquier [ € {0,...,t}, 52 > 1,y k—1—1 > [, luego
bjt1 > bjyk—1-1 (por (3.2)).
Entonces,

n

t
Z (aibi —ajb;) > 22“&‘%44 >0,
i=1

=0

y, por tanto, d.(R', Ra) — d.(R1, R2) > 0. En consecuencia,

de(R1, R2) < de(R', Ry).
3. Caso a?Hg.

dp, (R1, Ry) < dpy(R', Ry) & 0 < (dpy(R', Ra))? — (dpy(R1, Ra))’

<3 (Vi) - (v i)'

Xt:(ﬁ Nom <J+k;1—ﬁﬁ>2

=0

+(\/(j+k—1)—l—\/bj+kflfl>2
k-1 i
— J—i-T_\/m -

¢
k—1
2§ :vbj+l< j+2—vj+l>
=0

SN y— (\/j+k—1f\/j+k71—l).
y puesto que I < =1 (por (3.3)), entonces
dyg(R1, Ra) < dpy(R', Ry).
4. Caso d¥.

K(Ry, Ry) = Z |sgn (a; — ap) — sgn (b — by)| .
i,h=1
i<h
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d¥(R', Ry) = z”: |sgn (a; — aj,) — sgn (b; — by)| .
o
|sgn (a; —ap) —sgn (b — by)| =
|sgn (a; — ap) —sgn (bi — bp)|,  si{i,h} £ M;(R),
| —sgn (b; — by)] , si {i,h} C M;(R).

Ahora bien, si {i,h} C M;(R), se tiene b; > b, y a < a}, entonces
—sgn (b; — by,) € {0, —1}, luego

| —sgn (b — bn)| < |1 —sgn (b — by)| = |sgn (a; — a},) — sgn (b; — by)|.
Por tanto, d®(Ry, Ry) < d¥(R/, Ry). O

En el siguiente ejemplo se muestra de forma préctica el proceso utilizado
para la demostraciéon de la Proposicién 3.16.

3.17 Ejemplo. Sean R, Ry € W(X) los 6rdenes del Ejemplo 2.38 (pag. 30)
codificados por los vectores

Pr, = (1.5,4,6,1.5,6,6,3),

P, = (4,2,2,5.5,2,7,5.5).

En el Ejemplo 2.46 (pag. 33) se renombraron las alternativas segun la
permutacion 7 € S;7 representada en (2.4) (pag. 34) obteniendo los érdenes
codificados por los vectores

Pry = (1.5,1.5,3,4,6,6,6),
Py = (5.5,4,5.5,2,7,2,2),
verificando (RT, R}) € W< g, (X).

Si @ =pprr € W<(X), se tiene

» j=min{i | # M;(RT) > 1} =1.

a # M (R]) = 2.

2-1

L] al:a2:1+T:1.5.

Sib= PRy, se verifica by > bo.
Sea a’ = (1,2,3,4,6,6,6) = R, entonces
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1. do(RT,R3) = 8.0932 < 8.2158 = do(R’, R}).

2. d.(RT,R}) = 0.7550 < 0.7618 = d(R', R}).

3. dpy(RT, R}) = 4.7577 < 5.0539 = dp, (R, R}).
4. d¥(R},R}) =8 < 9=dX(R R}).

El siguiente resultado establece que para las métricas utilizadas en la
Proposicién 3.16, la distancia méxima entre 6rdenes lineales no es alcanzada
cuando dichos 6rdenes no son el uno inverso del otro.

3.18 Proposicion. Sean Rj, Ry € L(X) tales que Ry # Rl_l. Sid esla
métrica inducida por da, de, dpy o di, entonces existe Rz € W(X) tal
que d(Rl,Rg) < d(Rl,Rg).

Demostracion. Sean Ry, Ry € L(X) tales que R; = (a1,... ap) v Re =
(b1, ... by) . Por la Proposicion 2.24 (pag. 26) y la Proposicion 2.45 (pag. 33),
y teniendo en cuenta que las métricas consideradas son neutrales (Observa-
cion 2.48), puede suponerse sin pérdida de generalidad que R; = (1,2,...,n)
y, por tanto, Rl_l = (al_l,agl, ...,a;'), donde ai_l =n—i+1.

Si Ry # Ry, sea j=min{i|b; #n—i+1}.

Existe k = j + 1 tal que by = n — j + 1. Sea ahora R’ = (b},...,0])
tal que b =b; si i ¢ {j,k}, by =bpy=n—j+1y b =b <n-j+1,
es decir, las componentes de pp, coinciden con las de pp/, excepto dos de
ellas, cuyas posiciones estan intercambiadas.

1. Caso ds.

da(Ry, R')? —da(Ri, R)? = | = V> + |k — b > — (’j—bj|2+|k—bk|2>'

= V51 + [k — 0> =
(GA+1—by— 0>+ (j—b; +1)* =
(k= b)® + (G = b))% + 201+ (j = bj) — (k = b)) =
(5 = b)? + (k — bg)® + 21(by, — b))
> |j — bj‘Q + VC — bk‘z.

Por tanto, gQ(Rl, Rg) < gQ(Rl, R/).
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2. Caso d,.

Resulta evidente que ||Rz|| = ||R'||, puesto que los vectores que codi-
fican a estas preferencias tienen las mismas componentes, excepto dos
de ellas, cuyas posiciones estan intercambiadas.

S i
=1 =1 _
IR [Rall I Rall [[R]

Jbj+kby = (V5 +EbL) b+ kb — (jbr+ kb))

de(R1,R') — d.(Ry, Rp) =

1Bl (| e - [Ba | (| e
_ G =b)(k—g) _
[Ba |l [ Re

Por tanto, d.(Ry, R2) < d.(Ry, R').
drg(R1, R')? — dpy(R1, Ro)? =

(V5= )+ (=) -
(V3= v)' + (o= V') -

(Vi- Vi)' + (i B -
((45-v8)"+ (- ') -

2 (/35 + v/kbe = /b, — \/Rb; )

=2 (Vi =) (Vo = V/55)) > 0.
Por tanto, dpy(R1, R2) < dpy(R1, R').

4. Caso d¥.
d¥ (R, R") — d¥(Ry, Ry) =
|sgn (j — k) —sgn (b — by,)| — [sgn (j — k) — sgn (b; — by)| =
|sgn (j — k) —sgn (b — bj)| — |sgn (j — k) — sgn (bj — by)|
=|-1-1]—-|-1—-(-1)|=2>0.

Por tanto, dK(Rl, Rg) < ClK(Rl, R/). ]
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Las proposiciones anteriores permiten obtener el siguiente resultado.

3.19 Proposiciéon. Si d es la métrica inducida por ds, d., dpg o dg,
entonces M satisface la propiedad de maximo disentimiento.

Demostracion. Sea d la métrica inducida por dy, de, dpy o dg. Por las
Proposiciones 3.16 y 3.18, si R € L(X), entonces se verifica

A? =méx {d(R;,R)) | R;,Rj e W(X)} =d(R,R™1).

n —

Por tanto, si R;,Rj € L(X) y R; = Ri_l, entonces

_ 7 d(R;, Rj)
d(Ri,Rj) = Ag = 0=1-— Tj = MJ(R, {’UZ',UJ'}).
Reciprocamente,
d(R;, R))
Mg (R, {vi,v;}) =0 & 1— Tg{] =0 &
d(Ri, Ry) = A (3.6)

Si se verifica (3.6), entonces por la Proposiciéon 3.16 (pag. 76), ha de verifi-
carse R;, R; € L(X); y, por la Proposiciéon 3.18 (pag. 80), R; = Ri_l. Por
tanto,

MJ<R7 {Ui,vj}> =0 & (RZ',RJ‘ c L(X) y Rj = Rl_l) O

Reciprocidad

Si una medida de consenso verifica la propiedad de reciprocidad significa
que cuando los agentes invierten sus preferencias la medida de consenso no
varia. Al igual que ocurre con la propiedad de méximo disentimiento, la
distancia utilizada va a determinar si la medida de consenso asociada es o
no reciproca.

3.20 Proposicién. Si d es la métrica sobre W(X) inducida por d', dy, da,
deo, d. 0 di, entonces M es una medida de consenso reciproca.

Demostracion. Por la Observacion 3.14 (pag. 73), las funciones M asocia-
das a esas métricas son medidas de consenso.

A continuacion se analizara la reciprocidad para cada una de las métricas
enunciadas.
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1. Caso d.
Puestoque R; = R; < R; ' = R;l, entonces d' (R;, R;) = J’(R;{R;l).
Por tanto, Mg (R, 1) = Mg(R™' ).

2. Caso d, (p € {1,2}).
Por la Observacion 2.13 (pag. 24), se tiene

dy(R7', R;Y) =

(Z\(TLJF 1= Pg,(zg) —(n+1— PR,j(fﬂk))’p) -

k=1

3 =

(Z |Pr; (zk) — Pm(%ﬂp)
k=1
= d,(R;, R)).
_ — M- (R-L
Por tanto, Mg (R,I) = Mg (R, I).
3. Caso duo.
Por la Observacion 2.13 (pag. 24), se tiene
doo(R; ', RS ) =
méx { |(n+1— Pg,(a)) — (n+ 1 — Pg,(zx))] } =
méx { |Pr,(x) — Pr,(zx)| }
= Joo(Ri,Rj).
Por tanto, Mg _(R™', 1) =M;_(R,I).
4. Caso d..

3

J (n+1— Pr,(21)” J 3" (n+ 1= Pry(ay)”

k=1

Por la Observacion 2.15 (pag. 25),

> <<n +1) — (Pr,(zx) + PRj<xk>)> o,

k=1
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Por tanto,
(n +1-— PRi(xk)) (n +1-— PRj(xk)) =
k=1
(n+1) <Z ((n +1)— (PRZ.(IL‘]C) + Ppg, (l’k))>>
k=1
+ Z PRi (a;k) PR]- (xk)
k=1
= Pg,(z1) Pr,(xx)-
k=1
Por la Observacion 2.15 (pag. 25),
> ((n+1) = 2Pg,(w)) = Y _ ((n+1) = 2Pg, (z3)) = 0.
k=1 k=1
Por tanto,
(n + 1-— PRZ.(JZ].C))Q =
k=1
(n+1))_ ((n+1) = 2Pg,(xx)) + > _ Pr,(z1)?
k=1 k=1
= ZPRZ- (z1)?,
k=1
andlogamente,
(n+1— Pr,(z))" = _ Pr,(ax)?
k=1 k=1
Consecuentemente,
> Pr,(wy) Pr, ()
- 1 _
de(R; RN =1- = d.(Ri, R;j) .

J (Pr,(z1)) $ > (Pr, (z1))
=1 =1

Por tanto, M (R,I) = MC{C(R_IJ)-
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5. Caso d¥.

dK(Rl_lﬂ RQ_I) -

D

ij=1
1<j

s (041 Pay (7)) = (01— Py (1)

_ sgn<(n+ 1 — Ppy(w;)) — (n+1- PRQ(UCj)))‘ -

> |sen (Pr,(x5) — P, (2:)) — sgn (Pr,(2;) — Pry(2:))|
'sz<:]1
= d¥(R1, Ry).
Por tanto, Myx(R,I) = My (R 1). O
3.21 Proposicion. /\/ld-Hg no es reciproca.

Demostracion. Sean Ry, Ry € W ({x1,z2,23}) y sus inversos, representados
en la Figura 3.2.

Ry Ry R Ry!
X1 I 9 T3 o T3 1 o I3
To I3 1

Figura 3.2: Representacion de los érdenes Rp, R2 y sus inversos.

Estos 6rdenes vienen codificados por los vectores

pr, = (1,2.5,2.5)
Pp = (3,1.5,1.5)

PR, = Pp;1 = (2,2,2).
Entonces,

JHg(Rl,Rz):
((f— va)’ + (vas—va) (m—ﬁ)2>2 -
0.476761 # 0.415713 =
((f— va)’ + (Vs - v2)’ + (VI5- ﬂ)zf

=dyy (R, Ry Y.

-



86 CAPITULO 3. Medidas de consenso

Por tanto, Mg, (R,I)# Mg, (R, 1). O

Homogeneidad

El siguiente resultado nos muestra que las medidas de consenso basadas
en distancias, Mg, no son homogéneas.

3.22 Proposicion. Las medidas de consenso My no son homogéneas para
ninguna distancia d definida sobre W (X).

Demostracion. Sea R = (R1,R2) € W(X)? tal que Ry # Ry e I =
{1)1,1)2} S PQ(V)

Sean 2 R = (R}, R}, R}, R)) € W(X)?? el perfil de preferencias definido
por 2 copias de R, donde R} = Ry, = R1 y R, = R} = Ry y 21 =
{v],vh, v, v} el conjunto de agentes definido por 2 copias de I, donde v} =
vh =01 Y vy =) = vs.

Entonces,

MY (2R,21) =

4
> d(R;,R))

i,j=1
1_ z']<j :1_4'd(R1,R2):
(#(21)) Al 6-Ad
2
2-d(Ry, Ra) d(Ry, R2)
L 3. Ad 71 Ad

=My (R,I). O

Resulta sencillo obtener el nivel de consenso existente al replicar un perfil
formado por dos preferencias a partir de la distancia entre las mismas.

3.23 Proposicion. Para cualquier distancia d definida sobre W (X), si
R = (Ry,Rs) € W(X)? es tal que d(Ry, Re) = J, entonces

)
! HN=1-—"
M (tR, 1) TR,
o

2Ad”

n

, t 1
lim My (R, t1) =1
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Demostracion. Sea R = (Ry, Re) € W(X)? tal que d(Ry,R2) =6 e I =
{v1,v9}.

Para cualquier t € N, t R = (Ry,Ra,...,Ro), donde Rop1 = Ry y
Rsp = Ry para cualquier k € {1,2,...,t}, por lo que

0, si 4,5 son pares,
d(R;,Rj) =4 0, sii,j son impares,

d, en cualquier otro caso.

Entonces,
2—1 2t
> d(Ri,Ry) =) ) d(Ri,R;) =
v;,v5 €t =1 j=i+1
i<j
tt t—1 t—1

D) d(Roio1,Ryj) + ) d(Rayy, Ryji) =
i=1 j=i i=1 j=i

<;t(t—|—1)—|—;t(t—1)>5

=t%4.
Por otro lado, se tiene
# (tI) 2t 9
< 2 2
Por tanto,
> d(Ri, Ry)
vi,v; €t
i<j t-o
PRI =1 — —2 =1—- .
Malt R 21) #OD\ a0 @D AL
2 n
Ademas,
t-o 0
. t —1_ 17 -1 -
tliI?on@R’”)_l g&@t—nﬂg ! 2Ad° -

3.24 Observacion. Bajo las hipotesis de la Proposicion 3.23,si Ry € L(X),
Ry =R;' y R=(Ry,Ry), entonces

1L MY(tR, t]) =1 — 5.

1
, t _ =t
2. Jim My(tR, t1) = 3.
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3.1.2. Medidas de consenso basadas en las distancias de Ke-
meny ponderadas

En la Seccién 3.1 (pag. 70) se ha propuesto una medida de consenso en
el ambito de los 6rdenes débiles basada en distancias definidas sobre W (X)
(Definicion 3.7, pag. 72). Cuando las distancias consideradas son métricas,
se obtienen medidas de consenso con propiedades adicionales dependiendo
de la métrica considera.

En esta seccién, se analizard qué ocurre cuando se considera la distancia
de Kemeny ponderada estudiada en la Seccion 2.3.2 (pag. 40). En primer
lugar se estudiaran las propiedades que debe cumplir esta distancia para
obtener una medida de consenso basada en ella, a continuacién, se analizara
si verifica alguna propiedad adicional.

3.25 Proposicion. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]""! un vector de pesos
tal que wy > - > wp—1 y Z?;ll w; = 1. Entonces,

1. M; satisface anonimato.
dK,w

2. MJK - satisface unanimidad si y sélo si w,—1 > 0.

Demostracion.

1. Por la Proposiciéon 3.9 (pag. 72).

2. M F satisface unanimidad si y s6lo si d Kw satisface la identidad de
indiscernibles (Proposicion 3.10, pag. 73).

Ahora bien, JKM, satisface la identidad de indiscernibles si y s6lo si
wp—1 > 0 (Proposicion 2.58, pag. 42). O]

3.26 Proposicion. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]""! un vector de pesos
talque wy > --- > wp—1 ¥ Z?:_ll w; = 1. MJKw es una medida de consenso

siy s6lo si w,—1 > 0.

Demostracion. Por las Proposiciones 2.56 (pag. 40) y 3.25, Mg, . verifica
neutralidad, anonimato y unanimidad. Por tanto, es una medida de consenso.

O

3.27 Proposicién. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]""! un vector de pesos
talque wy > --- > wp—1 ¥y 2?2_11 w; = 1. MJKw es una medida de consenso

reciproca si y sélo si wy =+ = wp_1 = TL .

Demostracion.
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=) Supongamos que existe i € {2,...,n — 1} tal que w; > w;. Sean
R = (Ri,Ry) € L(X)?, pg, =(1,2,3,...,n) y pg, = (2,1,3,...,n).
Se tiene Ppot = (n,n—1,...,3,2,1) y Ppt = (n—1,n,...,3,2,1).
Entonces,

diw(Ri, Ry) = 2wy # 2wp_1 = dgw(Ry ', Ry ).
Por tanto,

Moo (R, {on,02}) # Mgy (R {or.2)).

<) Si w; = w para cualquier ¢ € {1,2,...,n — 1}, entonces, por la Pro-
posicion 2.58 (pag. 42), dixw = nildK y, por tanto,

M’ (R,I):ﬁMdK(R,I),

A w
que es una medida de consenso reciproca. O
3.28 Observacioén. Si MJK,w es una medida de consenso reciproca, enton-
ces, JKM = ﬁ dx.

3.29 Proposicion. Sea w = (w1, ..., w,_1) € [0,1]""! un vector de pesos
tal que wy > -+ > wp_1 ¥y Z?z_ll w; = 1. Si MJKAw es una medida de
consenso, entonces verifica la propiedad de maximo disentimiento.

Demostracion. Si Mg~ es una medida de consenso, entonces, por la Pro-
posicién 3.26, wp—1 > 0, por tanto, win) > 0.

Si R € L(X), por la Proposicion 2.62 (pag. 44), se verifica
AP — mx {dia(Ri, Ry) | Ri, Ry € W(X)} = diga(R, R™Y).

Por tanto, si R;, R; € L(X) y Rj = R; ', entonces
B JK,w(Riy Rj)

d
AnK,w

diw(Ri, Rj) = A = 0=1 = Mg, , (B {vi, 03}).

Reciprocamente,

di w(Riy Rj)
Ag}(,w

drcaw(Ri, Rj) = A, (3.7)

Si se verifica (3.7), entonces, por la Proposicién 2.62 (pag. 44), ha de verifi-
carse R;,R; € L(X) y Rj = R;'. Por tanto,

M (R {vi,0}) =0 & (R, Rj € L(X) y Rj = R;"). O
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Max. Medida de

Unanim. disent. Reciproc. consenso
Mg Si No Si Si
./\/ld*1 Si No Si Si
Mg, Si Si Si Si
Mg, Si No Si Si
Mg, Si Si Si Si
MgHg Si Si No Si
M Si Si Si Si
./\/ng,w - - - -
w; = 1 Si Si S Si
wy > Wp—1 >0 Si Si No Si
Win| > Wy = 0 No Si No No
win| = 0 No No No No

Tabla 3.1: Propiedades de M, para las métricas y distancias analizadas.

La Tabla 3.1 resume las propiedades descritas anteriormente de M ; para
las métricas y distancias analizadas.

3.30 Ejemplo. Sean cuatro agentes que muestran sus preferencias sobre el
conjunto de alternativas X = {x1,x9,x3,24} mediante los 6rdenes mostra-

dos en la Figura 3.3, v el vector de pesos w = (%, %, %)
Ry Ry Rs Ry

1 1 T1 T2 T4

T2 T2 €3 L3

T3 T4 x3 L4 T2

T4 T

Figura 3.3: Representacion del perfil del Ejemplo 3.30.

Los 6rdenes Ry y R4 son 6rdenes lineales e inversos entre si, por tanto,
para cualquier distancia d definida sobre W (X), d(R2, Ry) = AZ. Luego
Mfi (tR, t{ve,v4}) = Qtt—_l

Las preferencias del agente v; difieren de las del agente vs debido a
la indiferencia mostrada en las dos dltimas alternativas, mientras que las
preferencias del agente vs difieren de las del agente vy por la indiferencia
mostrada en las dos primeras.

La Tabla 3.2 presenta para dos distancias seleccionadas, distancia de
Kemeny y distancia de Kemeny ponderada por el vector de pesos w, los
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diferentes valores de consenso que se obtienen al aumentar las réplicas de
las preferencias de dos agentes. Se observa que el consenso aumenta con el
ntimero de réplicas, si bien, como se indica en la Proposicién 3.23, existe
un valor limite que dependera de la distancia seleccionada. Este limite es %
para los agentes v2, vy, como se muestra en la Gltima columna, debido a que
sus preferencias estan representadas por érdenes lineales y son inversas entre

si, tal y como se indicé en la Observacion 3.24.

3.31 Observaciéon. En la Observacion 3.24 (pag. 87) se muestra el nivel
de consenso existente en una sociedad totalmente polarizada en la que los
individuos tienen preferencias representadas por érdenes lineales. En esta
situacién, el nivel de consenso se incrementa cuanto mayor sea el nimero de
individuos de la poblaciéon. La medida de consenso puede interpretarse como
la probabilidad de coincidencia de la opinién de un individuo con la de otro
elegido al azar (valores representados en la tltima columna de la Tabla 3.2).
Ademas, dado que en este caso los 6rdenes son lineales e inversos entre si, se
tiene § = A% | por lo que el nivel de consenso es el mismo independientemente
de la distancia utilizada en la medida de consenso (Proposicion 3.23, pag. 86).

{vi,v2} {va,v3} {va,v4}

dK JK,w dK Ci}gw dK CZK,w
1) 1 0.1667 1 0.5 12 4.6667
Md(R,I) 0.9167 0.9643 || 0.9167 0.8929 0
M2 (2R, 21) 0.9444 0.9762 || 0.9444 0.9286 ||  0.3333
M3 (5R,51) 0.9537 0.9802 || 0.9537 0.9405 |  0.4444

MP (15 R,151) | 0.9569 0.9815 || 0.9569 0.9446 0.4828

M3P(30R,301) | 0.9576 0.9818 || 0.9576 0.9455 0.4915

tlim ML (tR, tT) | 0.9583 0.9821 || 0.9583 0.9464 0.5

Tabla 3.2: Valores de consenso al replicar los agentes del perfil del Ejem-
plo 3.30 para las distancias d¥ y dKaw -
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3.2. Medidas de consenso sobre 6rdenes dicotomi-
CcoSs

En la Seccién 3.1 (pag. 70) se introdujeron medidas de consenso basadas
en distancias (métricas) definidas sobre érdenes débiles.

Es factible extender estas medidas de consenso al conjunto de 6rdenes
dicotémicos de forma natural mediante las distancias definidas en la Sec-
cion 2.4 (pag. 46), el sistema de codificacion definido en la Seccion 2.4.1
(pag. 48) y en las distancias analizadas, métrica de Hamming (Seccion 2.4.2,
pag. 49) y distancias dicotomicas ponderadas (Seccion 2.4.3, pag. 52).

En el caso de utilizar la métrica de Hamming, como ya se indicé en la Ob-
servacion 2.69 (pag. 49), dicha métrica coincide con la métrica de Manhattan
sobre vectores binarios. Las propiedades de neutralidad, identidad de indis-
cernibles y desigualdad triangular que verificaba la métrica de Manhattan
se mantendran también en la métrica df asociada definida sobre érdenes
dicotomicos. Por tanto, por la Observacion 3.14 (pag. 73), la funcion M u
asociada es una medida de consenso.

La propiedad de méaximo disentimiento expuesta en la Definiciéon 3.6

(pag. 71) se define ahora para 6rdenes dicotémicos®.

3.32 Definicion. Sea M : D(X)™ x Pa(V) — [0,1] una medida de con-
senso.

M satisface mdzimo disentimiento si para cualesquiera D € D(X)™ y
v;,v; € V tales que i # j, se verifica

M(D, {vi,v}) =0 & D;j=D;".
3.33 Proposicion. La funcion Mgu : D(X)™ x Pa(V) — [0, 1] definida
por

v;,v €1
1<j

<#I> Al ’
2

es una medida de consenso que satisface maximo disentimiento y reciproci-

dad.

MdH (R,I) — 1—

Demostracion. La métrica de Hamming sobre R™ (dp ) verifica neutralidad
y la identidad de indiscernibles. Por tanto, la funcion M = asociada es una
medida de consenso.

*Maximo disentimiento exigia ordenes lineales, los cuales no tienen cabida en el es-
cenario de ordenes dicotémicos. Por tanto, se hace necesario adaptar su definiciéon. Los
conceptos de reciprocidad y homogeneidad son trasladables al contexto de los 6rdenes
dicotémicos.
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Para demostrar que satisface la propiedad de méximo disentimiento, sea
D= (D,D') € D*X).

Si D' = D!, entonces

#(g(D)Ag(D")) =#X = d"(D,D) = 22" =

d(D,D’
0=1- (Ad;{) = Myu(D,{v,0v'}).
Reciprocamente,
/ a"(D, D') H / aH
MdH(D,{’U,’U}):O = Ozl—T = d (D,D):An

= #(gD)Ag(D))=#X = D'=D1.

Por tanto,
M(D,{v,v'})=0 & D'=D"'.

Respecto a la reciprocidad, es obvio que df (D=1, (D)) = d"(D, D’),
para cualesquiera D, D" € D(X). Por tanto,

My (DL 1) = Myu (D, I). O

3.34 Observacion. En la Proposicion 3.15 (pag. 74) se demuestra que Mg,
no satisface maximo disentimiento. El hecho de que si se verifique esta pro-
piedad sobre érdenes dicotémicos se debe al sistema de codificacién diferente
utilizado para trabajar sobre dichos érdenes.

En la Seccién 2.4.3 se definieron distancias dicotémicas ponderadas, las
cuales son sensibles a que los desacuerdos se produzcan en las alternativas
aceptadas o rechazadas.

A partir de esas distancias pueden definirse las funciones Mg+, My v
M=, para cualquier A € [0, 1], sobre D(X)™ x Pa(V).

A partir de las propiedades enunciadas para las distancias dicotémicas
ponderadas, se obtienen medidas de consenso con las siguientes propiedades.

3.35 Proposicion. Para cualquier A € (0,1), las funciones Mg+, My v
M+ verifican:

1. Mg+, Myg- y Myt son medidas de consenso.
2. Mg+, My- y Myex satisfacen maximo disentimiento.

3. Mg+ y My— no son reciprocas.
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4. 81 A =0.5, entonces M+ es reciproca.

Demostracion.

1. Por la Proposicion 2.74 (pag. 53), d*, d~ y d** son distancias neu-
trales y verifican la identidad de indiscernibles. Por tanto, las funciones
Mg+, Mg- vy My asociadas son medidas de consenso.

2. Sea D = (D,D') € D*(X).
Si D' = D™, entonces
#(9(D)Ng(D")) =0y #(9(D)Ag(D") =#X = d*(D,D") =1
#(b(D)NbD)) =0y #(bD)AWD)) =#X = d (D,D')=1
d*ND, D"y =Xd"(D,D')+ (1 -\ d (D,D') =

Por la Observacién 2.75 (pag. 54), AY™ = A9™ = A" — 1 Por tanto,

Mg+ (D, {v,v'}) = 0.
D'=D"" = { My (D,{v,v'}) =0.
Mya(D, {v,v'}) = 0.

Reciprocamente,

DD =1 = (L_#(ﬂDﬂﬂgUbD>_#(QDQZMﬂDg):

# X # X
= #(g(D)Ag(D")) =#X y #(9(D)ng(D")) =0
= D' =D"1.

Analogo para d~ y d**.

3. Sean D = (D,D’) € D*(X), ip = (1,1,0,1) e ip = (0,1,1,0).
- ip1 =(0,0,1,0).
- i1 =(1,0,0,1).
- #X =4.

#(9(D)ng(D)) =2, #(9(D)Ag(D)) =1

# (9D Ng((D)h) =1, #(9(D~1) Ag((D))) =2.

Entonces,

Mg+ (Dv {v7 U/}) =

2\ 1 1\ 2
1‘@‘4>4¢“‘@‘4>4
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Anéalogamente,
Md— (D7 {Ua UI}) 7é Md— (D_1¢ {Ua Ul})'
4. Por la Observacion 2.76 (pag. 54), si A =0.5,
d*ND,D"y=Xd"(D,D')+ (1 —-\)d (D,D') =
Ad=(D7H (D)) + A =X d" (D7 (D)) =
PN (D).

O

3.3. Medidas de consenso sobre preferencias apro-
batorias

Al igual que se expuso en la Secciéon anterior, teniendo en cuenta el sis-
tema de codificacion de preferencias aprobatorias (Seccion 2.5.2, pag. 58) y
las distancias definidas sobre estas preferencias (Seccion 2.5.3, pag. 58), es
posible introducir medidas de consenso sobre las preferencias aprobatorias
de forma analoga a como se definieron sobre érdenes débiles.

Esta Seccion se basa parcialmente en Erdamar, Garcia Lapresta, Pérez
Romén y Sanver [43].

3.36 Definicion. Una medida de consenso sobre PA(X)™ es una funcion
M PA(X)™ x Po(V) — [0, 1]
que satisface las condiciones de unanimidad, anonimato y neutralidad.

3.37 Proposicion. Dada una distancia d : PA(X) x PA(X) — R, la
funcion

Mg : PA(X)™ x P2(V) — [0,1]
definida por

> d((Ri, Di), (R;, D))
vi,v; €1
#I °Ad ’
2 n

1<J
A? = méx {d((Ri, Dy), (Rj, Dy)) | (Ri, D;), (R;,D;) € PA(X)},

Myg(RD,I)=1-

donde

satisface unanimidad y anonimato.
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Demostracion. Sean RD € PA(X)™ e I € Po(V).
1. Unanimidad. Para cualesquiera v;,v; € I, se verifica

My(RD.I)=1 & > d((Ri,Dy),(R;,D;)) =0
'L)i,'UJ'GI
1<J

<~ d((RlaD2)7(ijDj)) =0 < (RlaDZ) = (Rj7Dj)
-~ (RiZRj y DZ‘:D]').

2. Anonimato. Sea w € S, .

> d((Ba(iy, Dro): (Bu(g), D)) =

v;,v5 Elx
1<J
> A((Ba(i) Dai): (Ba(y), Dai)) =
U (i) U (5) €1
w(i)<m(j)
> d((Ri, D;), (R, Dy)) .
v, vl
i<j
Por tanto, My((RD)y,I;) = My(RD,I). O

3.38 Proposicion. Si d: PA(X) x PA(X) — R es una distancia neutral,
entonces My es la medida de consenso asociada a d.

Demostracion. Por la Proposicion 3.37, My satisface unanimidad y anoni-
mato. Obviamente, si d es neutral, entonces My verifica neutralidad y, por
tanto, Mg es una medida de consenso. O

En la Seccion 2.5.3 (pag. 58), se introdujo la distancia de Kemeny—
Hamming definida sobre preferencias aprobatorias (d3, ), lo cual va a per-
mitir construir medidas de consenso a partir de la misma.

3.39 Proposicion. Para cualquier A\ € (0,1), Md}éA es una medida de
consenso que satisface maximo disentimiento y reciprocidad.

Demostracion. Por la Proposicion 2.94 (pag. 62), dp, son distancias neu-
trales para cualquier A € (0,1). Por tanto, por la Proposicién 3.38, Md?A
es una medida de consenso.

Sea RD = ((R1, D7), (R2, D2)) € PA(X)?.
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1. Mdzimo disentimiento.
A
dPA

Mgy, (RD, {v1,v2}) = 0 siysolosi dp,((R1,D1), (R, D2)) = Ay
Luego ha de verificarse

K
a) d5,((R1,D1),(Rg, D2)) = AZPA =1 y, como consecuencia,
dK
dfs ((B1, D1). (Ro, D2) = A & d(Ry,Ry) = AT,y por
las Proposiciones 3.16 y 3.18 (pags. 76 y 80, respectivamente), ha
de cumplirse R,Ry € L(X) y Ry = Ry,
H
b) dgA((Rl, Dy), (R2, Dg)) = AzPA =1 vy, como consecuencia,
dps((Ri,D1),(Re, D2)) = 1 & g(D1) Ag(Dy) = X &
g(D3) = b(Dy) = g(D™') . Por tanto, Dy = Dy *.
En consecuencia, (Rz, D2) = (R;', Di?).

2. Reciprocidad.

a) d¥(Ry, Ry) = dX(R;', Ry') (Proposicion 3.20, pag. 82).

b) En primer lugar conviene tener en cuenta A A B = A° A B¢:

AANAB=(AUB)\(ANB) =
(AUB)N(ANB)‘ =
(AUB)N (A°UB°) =
(A°UB°)N(A°NB°)° =
(AU B\ (A°N B°) =

= A° A B°.

Dado que g(D1) =b(D7") = (g(D7"))", se tiene

d" (D1, Do) = # (g(D1) A g(D2)) =
# ((9(D1)° A (9(Da))*) =
# (9(Dr") & g(DYY) = d" (DT, DY)

A partir de a) y b), se tiene
dpa((R1, D1), (R, D)) = dps((R1, D1)™", (Ra, Da)™").
Por tanto, MdgA((RD)_l,I) = MdléA(RD,I). O

El siguiente ejemplo muestra la variaciéon del consenso en funcién de los
valores del pardmetro A utilizado.
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(R1,D1) (R, D2)  (Rs,D3) (R4, Dy)

T T2 x1 z3
T2 T T2 T2
T3 T4 T3 T4 T3 T4 T1T4

Figura 3.4: Representacion del perfil del Ejemplo 2.90.

A=025 A=05 A=0.75

Mgy, (RD, {v1,v5}) 0.95833  0.91666 0.875
Mgy, (RD, {v1,v3}) 08125  0.875  0.9375
Mgy, (RD, {v3,v1}) 0.64583  0.54167 0.4375

Md?A(RD,{vl,vg,vg,m}) 0.69097  0.67361 0.65625

Tabla 3.3: Valores de consenso para diferentes valores de .

3.40 Ejemplo. Si se considera el perfil de preferencias aprobatorias del
Ejemplo 2.90 (pag. 60).

En la Tabla 3.3 se presenta el nivel de consenso alcanzado para cier-
tos subconjuntos representativos de agentes en funcion de tres valores del
parametro \.

La primera fila muestra el nivel de consenso para los dos primeros agentes.
Recuérdese que A es el coeficiente para dgA y, dado que las preferencias de
los agentes vy, vs solo difieren en el orden de las alternativas, un incremento
en A enfatiza ese desacuerdo, por lo que el nivel de consenso decrece al
aumentar el valor de .

Por el contrario, el primer y el tercer agente coinciden en el orden asigna-
do a las alternativas. Sin embargo, no coinciden en las alternativas aceptadas.
Como puede verse en la segunda fila, el nivel de consenso aumenta al incre-
mentar A debido a que se va ponderando con mayor valor los acuerdos en el
orden de las alternativas (simultaneamente, los desacuerdos en el conjunto de
alternativas aceptadas van perdiendo importancia a causa del decrecimiento
de 1—\).

La tercera fila centra la atencién en los agentes wvs,v4 . Estos agentes no
s6lo no coinciden en el orden de la alternativas, sino que también muestran
desacuerdos en las alternativas aceptadas, por lo que su nivel de consenso es
el menor de todos los casos considerados en la tabla. Conviene destacar que
el nivel de consenso decrece cuando el peso de dng aumenta, lo cual indica
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que es mayor el desacuerdo en el orden que en el conjunto de alternativas
aceptadas.

Finalmente, la tdltima fila muestra el nivel de consenso del perfil. Pue-
de observarse que cuando se incrementa A el nivel de consenso disminuye.
A partir de estos resultados puede concluirse que, para este perfil en con-
creto, los agentes muestran un mayor acuerdo en las alternativas que son
socialmente aceptadas que en el orden de las mismas.

Los resultados obtenidos al estudiar la homogeneidad de las medidas de
consenso sobre preferencias aprobatorias coinciden con las analizadas en el
contexto de 6rdenes débiles. Es por ello que sbélo serdan enunciadas, omitién-
dose las demostraciones por no ser relevantes.

3.41 Proposicion. Las medidas de consenso M, no son homogéneas para
ninguna distancia d definida sobre PA(X).

3.42 Proposicion. Para cualquier distancia d definida sobre PA(X), si
RD = ((Ry,D1), (R2,D3)) € PA(X)? es tal que d((Ry1, D1, (Ra,D2)) =6,

entonces

t-o
CGRD, tI)=1— —————
' )
; t 1
tlg&/\/ld(tRD,tI)—l ST

En particular, si Ry € L(X) yv (R2,D32) = (Rl_l,Dl_l), entonces:
lim MY (t RD, tI) = L
tooo” @ ’ 2

3.43 Ejemplo. Sea I = {v1,v4} del Ejemplo 3.40. Las preferencias aproba-
torias de estos agentes vienen representadas en la Figura 3.5.

(Rlle) (R47D4)

x1 T3
xr9 €2
XT3 T4 T1X4

Figura 3.5: Preferencias aprobatorias de los agentes v, vq del Ejemplo 3.40.

La Tabla 3.4 presenta los cambios en los niveles de consenso cuando se
replican los agentes {v1,v4} para tres valores de .
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A=025 A=05 X\=0.75
§ = dx((R1, A1), (Ra, Ag))  0.54167  0.58333  0.66250

Mgy, (RD,T) 0.54167  0.58333 0.66250
M2, (2RD,21) 0.63889  0.61111 0.58333
M3, (5RD,51) 0.69907  0.67593 0.65278
M (15RD,151) 0.71983  0.69828 0.67672
M3} (30RD,301) 0.72457  0.70339  0.68220
lim M', (tRD,tI) 0.72917  0.70833 0.68750

A
t—o00 dPA

Tabla 3.4: Valores de consenso al replicar los agentes {v1,v4} para diferentes
valores de .

La primera fila muestra la distancia entre las dos preferencias aprobato-
rias respecto a tres valores diferentes de A. El nivel de consenso se presenta
en la segunda fila. Conviene destacar que cuando el tamano del perfil se du-
plica mediante clonaciones de las preferencias de los agentes, como se observa
en la tercera fila, el nivel de consenso se incrementa para todos los valores
de \.

De acuerdo con los resultados presentados en la tabla, puede verse que
cuando aumenta el niimero de réplicas, el nivel de consenso también se incre-
menta como era de esperar. Sin embargo, estos resultados también muestran
que existe un limite para el incremento del nivel de homogeneidad en el grupo
de agentes cuando simplemente se replican sus preferencias.



Capitulo 4

Conglomerados jerarquicos
basados en medidas de
consenso en el contexto de
ordenes débiles

El analisis de conglomerados (cluster analysis) es una técnica de andlisis
de datos que tiene como objetivo resolver problemas de agrupacién. Consiste
en la formacion de grupos (conglomerados) de manera que los miembros de
un mismo grupo presenten un grado de similitud mayor que entre miembros
de grupos diferentes. Permite descubrir asociaciones y estructuras en los
datos que en un principio no son evidentes pero que pueden ser de gran
utilidad una vez que se han establecido.

FEn el analisis de conglomerados se conoce a priori poca o ninguna in-
formacién sobre la estructura de los grupos. Se dispone de una coleccién de
observaciones y se pretende descubrir la estructura de los grupos en los que
se pueden encajar las observaciones.

Los resultados de un anélisis de conglomerados pueden contribuir a la de-
finicién formal de un esquema de clasificacién tal como una taxonomia para
un conjunto de objetos, sugerir modelos estadisticos para describir poblacio-
nes, asignar nuevos individuos a las clases para diagnostico e identificacién,
etc.

Los métodos de conglomeracion han sido desarrollados a lo largo del pasa-
do siglo. Tienen su origen en la Biologia, donde el problema de clasificacion
de las especies tiene gran importancia. R.R. Sokal y P.H. Sneath [95, 92]
inician el desarrollo de esta técnica con sus libros Principles of Numerical
Taxonomy y Numerical Taronomy, donde los autores utilizan un método de
conglomeracién para la creacién de grupos formados por organismos consi-

101
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derados similares. A partir de ese momento, la literatura sobre anélisis de
conglomerados se desarrolla de forma considerable, aplicando nuevos méto-
dos en campos tan diferentes como bioinformatica (Abu—Jamous, Fa, Roberts
y Asoke [1]), mineria de datos, recuperacion de informacion y aprendizaje
automatico (Liu [71]), anélisis de imégenes (Jain y Dubes [62]) y reconoci-
miento de patrones (Jain, Duin y Mao [63]), entre otros.

El objetivo en el andlisis de conglomerados consiste en descubrir la agru-
pacién natural de los objetos a partir de un conjunto de variables que los ca-
racterizan. Un conglomerado es un conjunto de objetos similares, por tanto,
es necesario desarrollar escalas cuantitativas que permitan medir la similari-
dad entre objetos y crear algoritmos para ordenarlos en grupos.

También es posible tener una visién semejante a la descrita anteriormente
pero desde el punto de vista de las variables que caracterizan a los objetos,
es decir, descubrir grupos de variables cuya informacién es similar para el
conjunto de objetos.

En este capitulo se analizard fundamentalmente la técnica de conglome-
rados para los objetos.

Existen diferentes métodos de conglomeracion que pueden ser clasificados
en dos grandes categorfas: métodos jerdrquicos y métodos no jerdrquicos.

Los métodos jerarquicos (hierarchical clustering) se subdividen a su vez
en aglomerativos y disociativos. Los aglomerativos se caracterizan por una
serie sucesiva de agrupamientos. Parten de que cada objeto es un conglomera-
do y en etapas sucesivas se van agrupando mediante un criterio de similitud
escogido previamente. En cada paso del proceso se obtiene un nuevo con-
glomerado que puede formarse a partir de dos objetos, de un objeto y un
conglomerado previamente formado o de dos conglomerados ya existentes.
El conglomerado resultante es indivisible a partir de ese momento, de ahi el
nombre de jerdrquico asignado al procedimiento. El proceso finaliza cuan-
do se obtiene un tnico conglomerado constituido por todos los objetos de
la muestra. Los métodos disociativos realizan el proceso inverso al anterior.
Comienzan con un conglomerado que engloba a todos los objetos para, a tra-
vés de sucesivas divisiones, crear conglomerados formados por grupos mas
pequenos de forma que el proceso finaliza cuando hay tantos conglomerados
como objetos en la muestra estudiada.

En cuanto a los métodos no jerarquicos (non—hierarchical clustering), su
objetivo consiste en realizar una sola particién de los objetos en un niimero de
grupos fijado a priori. El proceso comienza realizando una particién al azar
de los objetos en el nimero de grupos establecido y calculando el centroide
de cada uno de ellos. En cada paso se ubica cada objeto en el conglomerado
cuyo centroide esté mas cercano a éste. Una vez reubicados todos los objetos,
se calculan de nuevo los centroides de los conglomerados y se procede a una
nueva reubicacion de los mismos. El proceso finaliza cuando ningtn objeto
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sea reubicado a un conglomerado distinto al que pertenecia previamente.
A diferencia de los métodos jerarquicos, la ubicaciéon de un objeto en un
conglomerado no es definitiva. Estos métodos estan disenados para agrupar
objetos y no son validos para agrupar variables.

4.1. Meétodos jerarquicos sobre 6rdenes débiles

Existen numerosos algoritmos para la formacién de conglomerados como
consecuencia de que no se ha definido de forma precisa el concepto de conglo-
merado (véase, por ejemplo, Ward [100], Everitt, Landau, Leese y Stahl [45]
y Estivill-Castro [44]). La mayor parte de estos procedimientos han nacido
al amparo de ciertas ramas de la ciencia, por lo que, inevitablemente, estan
impregnados de un cierto sesgo procedente de las disciplinas correspondien-
tes.

Para encontrar agrupaciones naturales en un conjunto de objetos, es ne-
cesario establecer qué se entiende por agrupaciones naturales y, por lo tanto,
con arreglo a qué criterio puede decirse que dos grupos son mas o menos
similares. Esto plantea a su vez otras dos cuestiones:

= ;Como puede medirse la similitud entre dos objetos de la muestra?

= ;Como puede determinarse cuando dos conglomerados pueden ser o no
agrupados?

4.1.1. Medidas de similitud

Uno de los aspectos claves del andlisis de conglomerados es la eleccién de
la medida para cuantificar la distancia entre los objetos. El andlisis de con-
glomerados jerdrquico permite elegir entre un gran ntmero de medidas y su
eleccién dependeré del tipo de datos, cuantitativos, cualitativos, dicotémicos,
etc. que se estén analizando.

Estas medidas también se diferencian dependiendo de la caracteristica
evaluada: grado de proximidad o lejania, lo que determinara el uso de medi-
das de similitud o disimilitud, respectivamente.

Por ejemplo, si se tienen cuatro objetos como los que se muestran en
la Figura 4.1, pueden plantearse las siguientes preguntas sobre los mismos:
.qué objetos son mas similares entre si?, jqué objetos son mas diferentes
entre si?, ;son méas similares (diferentes) los objetos A y B entre si que los
objetos Ay C?

Las medidas de similitud evaliian el grado de proximidad o parecido exis-
tentes entre dos objetos (a mayor parecido, mayor valor de la medida). Suelen
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A B C D

Figura 4.1: Objetos similares.

ser medidas positivas, si bien pueden encontrarse medidas de similitud cuyos
valores estan comprendidos' entre —1 y 1 y también medidas de similitud
normalizadas a 0 y 1, denominadas coeficientes de similitud.

Las medidas de disimilitud, denominadas habitualmente medidas de dis-
tancia, ponen el énfasis sobre el grado de lejania o diferencia existente entre
los objetos.

En este capitulo se consideraran medidas de similitud cuyos valores estén
comprendidos entre 0 y 1.

4.1 Definiciéon. Sea A un conjunto no vacio. Una funciéon s: Ax A — R
es una similitud sobre A si para cualesquiera a,b € A se verifica:

1. 0 < s(a,b) <1 (no negatividad),
2. s(a,b) = s(b,a) (simetria),

3. s(a,a) =1,

Resulta sencillo transformar medidas de similitud normalizadas en dis-
tancias o medidas de disimilitud.

Dada una funcion de similitud s sobre un conjunto A, puede obtenerse
facilmente una distancia sobre dicho conjunto mediante transformaciones
de la funcién s. Algunas de las transformaciones mas habituales sobre una

similitud s de las que se obtienen una distancia d son: d=1—s, d = 1—;5

d=+v1-—s,d=+/2(1—-5s%), d=arccoss y d= —Ins, entre otras.

Analogamente, a partir de una distancia d normalizada al intervalo [0, 1],
es posible obtener una similitud s mediante la expresiéon: s =1—d.

7

4.2 Observacion. Existe un gran numero de medidas de similitud y disi-
militud propuestas en la literatura®, cada una de ellas con sus propias carac-
teristicas. Conviene destacar que la eleccion de la medida puede condicionar

!Estas medidas suelen estar asociadas a coeficientes de correlacion, como por ejemplo
el coeficiente de correlaciéon de Pearson o los coeficientes de correlaciéon por rangos de
Kendall y Spearman.

%En las Secciones 1.1 (pag. 10), 2.3 (pag. 35) y 2.4 (pag. 46) se han expuesto y analizado
algunas de las medidas mas utilizadas.
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de forma importante las soluciones alcanzadas, ya que en ellas se basaré el
criterio utilizado para la formacién de conglomerados.

4.1.2. Criterios de conglomeraciéon

Como ya se ha indicado, los métodos jerdrquicos se caracterizan por un
serie sucesiva de agrupamientos o divisiones. Dada la similitud de ambos
procesos, tinicamente se expondran las caracteristicas de los métodos aglo-
merativos.

El proceso se realiza paso a paso, uniendo en cada uno de ellos dos ele-
mentos que pueden ser objetos o conglomerados creados en pasos anteriores.

Durante el proceso se van generando diferentes niveles de agrupamiento
denominados N—agrupamientos.

4.3 Definicién. Dado un conjunto de objetos A = {ay,...,a;}, un N—
agrupamiento de A, denotado con Cp , es una particiéon en r— N conjuntos
ch, ..., C’T]\LN, denominados conglomerados, de forma que:

1. CV # (), para cualquier i =1,...,7 — N.
r—N
2. Uio o = A
3. CNnCY =0, para cualesquiera i,j € {1,...,r— N} tales que i # j

4. Los elementos de C’ZN son similares entre ellos o disimilares a los ele-
mentos de C’JN (j # i) de acuerdo con una cierta medida establecida
de similitud/disimilitud.

4.4 Observacion. Al inicio del proceso cada objeto es un conglomera-
do, por tanto, el primer nivel, N = 0, estarid formado por r conglome-
rados, cada uno de los cuales contiene un objeto del conjunto, es decir,
Co = {{v1},{v2},...,{v.}}. En el siguiente nivel se agruparan aquellos dos
elementos que tengan mayor similitud o menor distancia, obteniendo r — 1
conglomerados. A continuacion, y siguiendo con la misma estrategia, se agru-
paran en el nivel posterior aquellos dos elementos (objetos o conglomerados
ya formados) con mayor similitud o menor distancia; de esta forma, el nivel
N constarda de r— N conglomerados. Si se continta realizando agrupaciones,
se llega al nivel N =1r —1 en el que s6lo hay un conglomerado, formado por
todos los objetos de partida.

Existen diversos criterios o métodos de conglomeraciéon que pueden ser
empleados a la hora de crear nuevos conglomerados en las diversas etapas
de un procedimiento jerarquico®. Ninguno de estos procedimientos propor-
ciona una solucién 6ptima para todos los problemas que se pueden plantear,

#Una discusion detallada de los diferentes métodos de conglomeracion puede consultarse
en Anderberg [8].
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pudiendo llegar a diferentes resultados dependiendo del método elegido. El
buen criterio del investigador, el conocimiento del problema planteado y la
experiencia sugeriran el método més adecuado.

Entre los criterios utilizados, pueden destacarse:

s Método del amalgamiento simple, también denominado método del
vecino méas proximo (single linkage), en el que se considera que la si-
militud o distancia entre dos conglomerados viene dada por la méaxima
similitud o minima distancia, respectivamente, entre un objeto de un
conglomerado y un objeto del otro.

» Método del amalgamiento completo o método del vecino més lejano
(complete linkage), donde la similitud o distancia entre dos conglome-
rados viene dada por la maxima similitud o minima distancia, respec-
tivamente, entre un objeto de un conglomerado y un objeto del otro.

» Método de la media (group average), donde la similitud o distancia
entre conglomerados se obtiene como la media aritmética de las si-
militudes o distancias entre todos los pares de objetos de diferentes
conglomerados.

» Método del centroide (centroid linkage), en el que cada conglomerado
estd representado por su centroide. La proximidad entre conglomerados
se define como la proximidad entre sus centroides.

= Método de Ward, en el que los conglomerados también estan represen-
tados por su centroide, uniéndose dos conglomerados cuando se pro-
duzca un menor incremento en el valor total de la suma de los cuadra-
dos de las diferencias, dentro de cada conglomerado, de cada objeto al
centroide del conglomerado.

4.1.3. Similaridades y agrupamientos basados en medidas de
consenso

Dado un grupo de agentes que muestran sus preferencias sobre un con-
junto de alternativas mediante 6rdenes débiles, puede interesar en ciertas
situaciones tener una visiéon global del grado de homogeneidad de dichas
preferencias.

El analisis de conglomerados permite agrupar agentes cuyas preferencias
presenten un mayor grado de similitud. Ahora bien, de nuevo se presentan
dos cuestiones para determinar la formacién de agrupamientos. ; Qué medida
de similitud es la méas adecuada para determinar la proximidad entre las
preferencias? ;Qué criterio de similitud entre los conjuntos de preferencias
se utilizara para establecer la creacion de agrupamientos?
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Con tal motivo se propone un nuevo criterio para la creacién de conglo-
merados dentro del método jerarquico aglomerativo, basado en las medidas
de consenso sobre 6rdenes débiles estudiadas en el Capitulo 3. Estas medidas
seran utilizadas para establecer la medida de similitud entre las preferencias
de los agentes, asf como para determinar el criterio utilizado para la creacién
de los agrupamientos.

Un planteamiento natural consiste en considerar que las preferencias de
dos agentes estardn més proximas entre si cuanto mayor sea el nivel de
consenso alcanzado. Del mismo modo, dos grupos de agentes formaran un
nuevo conglomerado cuando dicho grupo alcance el mayor consenso posible
de entre todos los posibles conglomerados que pudieran formarse. Conviene
destacar que para el calculo del nivel de consenso no va a ser necesario que
cada conglomerado tenga un elemento representativo, sino que se seguird
utilizando toda la informacién incluida en el mismo.

Para medir la similitud entre dos agentes ser& necesario determinar cé-
mo se desea medir las discrepancias entre los agentes a la hora de ordenar
las alternativas. Las distancias en contextos preferenciales analizadas en el
Capitulo 2 proporcionan diferentes procedimientos para obtener la medida
deseada. A partir de ella, se utilizard la medida de consenso asociada My
que determinard la medida de similitud.

4.5 Proposicion. Dada una medida de consenso My, asociada a una distan-
cia d sobre W(X) yun perfil R € W(X)™, la funcion sq: VxV — [0, 1]
definida por

1, sii=j,

oy Ma (B A{vi,vg}), st # 7,
54 (vi,vj) =

es una medida de similitud.

Demostracion. Resulta obvio a partir de la propia definicién de medida de
consenso (Definicion 3.5, pag. 70). O

Estas medidas de similitud serén las seleccionadas para medir las simili-
tudes entre cada dos individuos de la muestra.

El siguiente paso consistird en seleccionar el método de conglomeracién
empleado para crear nuevos conglomerados en las diversas etapas del proce-
dimiento.

4.6 Definicién. Dada una medida de consenso M, se denominara medida
de agrupamiento Sy a la funcion Sy : (P(V)\{0}) x (P(V)\{0}) — [0,1]
definida por

Mq(R,AUB), si#(AUB)
1, si #(AUB)

v

50(4,8) = { >

9
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para cualesquiera A, B € (P(V)\ {0}). Sq(A, B) se denominard valor de
prozimidad entre A y B.

4.7 Observacion. Conviene destacar que Sy no es una medida de similitud
en el sentido de la Definicién 4.1, ya que puede ocurrir Sy(A, A) # 1. Sin
embargo, satisface:

» Si(A,B) =54(B,A) para cualesquiera A, B € (P(V)\ {0}),
v Sq({vi},{v;}) = sq (vi,v;) para cualesquiera i,j € {1,...,m}.

Esta medida de agrupamiento permitird establecer un criterio de pro-
ximidad entre conglomerados para la creacién de los sucesivos niveles de
agrupamiento.

4.1.4. Método del consenso

Los métodos de conglomeracién empleados en los métodos jerarquicos
aglomerativos siguen un algoritmo basico mostrado en el Algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1 Algoritmo bésico para la formacion de conglomerados en los
métodos jerarquicos aglomerativos.

Calcular la matriz de similitudes.

repetir
Unir los dos conglomerados més préximos segin el método de conglo-
meracién utilizado.
Actualizar la matriz de similitudes para obtener la proximidades entre
los nuevos conglomerados y los originales.

hasta que Existe un tinico conglomerado.

La primera y principal operacion del Algoritmo 4.1 consiste en calcular
la proximidad entre dos conglomerados, y ésta es la definiciéon de proximi-
dad entre conglomerados que caracteriza los diferentes criterios enunciados
anteriormente (Subseccion 4.1.2, pag. 106).

El método de conglomeracién que se propone para la creacién de N—
agrupamientos en métodos jerarquicos aglomerativos, vy que se denominara
método del consenso, consiste en un proceso secuencial establecido en la
siguientes etapas:

1. El agrupamiento inicial (O—agrupamiento) es Co = {{v1},...,{vm}}.

2. Se calcula el valor de proximidad entre todos los pares de elemen-
tos de Cy mediante la medida de agrupamiento Sy (Definicién 4.6),
Sa({vi}, {v;}) para cualesquiera i,j5 € {1,...,m}, obteniendo una
matriz de proximidades.
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3. El primer conglomerado C estara formado por los agentes vy, v, que
maximicen ese valor de proximidad siguiendo un criterio lexicografico?,

C1 = {vp,vq}.
4. Se crea el 1-agrupamiento, C; = (Co \ {{vp},{vq}} U{C1}).

5. Se actualiza la matriz de proximidades calculando los valores de pro-
ximidad entre todos los pares de elementos de C; .

6. Se seleccionan los dos elementos de C; que minimicen esos valores de
aproximacion siguiendo un criterio lexicografico, formando el segundo
conglomerado Cf.

7. Procediendo como se indica en el paso 4 se crea el 2—agrupamiento,

Co.

8. Ll proceso continua hasta obtener el dltimo agrupamiento, Cp,—1 =

{v}.

4.8 Ejemplo. Sea V = {v1,v2,v3,v4,v5} un conjunto formado por cinco
agentes que muestran sus preferencias sobre un conjunto de seis alternativas

X ={z1,...,26} mediante los 6rdenes débiles mostrados en la Figura 4.2.

Ry Ro R3 Ry Rs

I T2 T2 T il

o T xr1 0 T4

x3 T4 3 T4 x3 T4 x2

x4 x3 Z6 Z6 x3

x5 T6 x5 x5 x5 x5

L6 L6

Figura 4.2: Representacion del perfil del Ejemplo 4.8.

Dado que las preferencias vienen representadas por érdenes débiles, la
medida de similitud para determinar la proximidad entre érdenes va a ser
una de las medidas de consenso analizadas en el Capitulo 3. Por tanto, el
primer paso consiste en elegir la distancia que se va a utilizar para determinar
la medida de consenso.

En este ejemplo se seguird un procedimiento jerdrquico aglomerativo em-

pleando el método del consenso y la distancia de Kemeny ponderada asociada

— (5 4 3 2 1
a w= (15715715’15715)'

“Por ejemplo, si los pares de agentes (vi,v4) y (v2,vs) verifican Sq({v1},{va}) =
Sa({v2},{vs}), y maximizan el valor de proximidad de todos los posibles pares, entonces
el conglomerado que se forma serd el compuesto por los agentes vi y v4.



110 CAPITULO 4. Conglomerados basados en medidas de consenso

La Tabla 4.1 muestra las distancias entre todos los érdenes del perfil
que seran utilizadas para obtener los valores de proximidad durante todo el
Proceso.

Ry Ry Rs Ry Rs
Ry 0

Ry | 1.1333 0

R3 | 0.9333 0.3333 0

R4 1 0.2667 1.0000 0.6667 0

Rs | 1.0667 1.2667 1.6333 0.9000 O

Tabla 4.1: Valores de JK,w entre los 6rdenes del perfil.

La eleccién de JK,w determina la medida de consenso Mg utiliza-
da para obtener los valores de proximidad, tanto entre 6rdenes como entre
conglomerados.

1. Nivel N =0

El agrupamiento inicial es Co = {{v1},...,{vs}}. El primer paso del
proceso consiste en obtener la matriz de proximidades entre todos los
pares de 6rdenes a partir de las distancias de la Tabla 4.1.

Los valores de proximidad se obtienen mediante la medida de agru-
pamiento® Sirw @ (PWV)INAO}) x (P(V)\ {0}) — [0,1] definida
por

Mg, . (B {vi,v5}),  sii# g,
SCZK,w (vi,vj) = {1 K,w J o :]

para cualesquiera 4,7 € {1,...,5}.

La Tabla 4.2 muestra los valores de proximidad obtenidos para la for-
macion del O—agrupamiento.

El primer conglomerado se formara con los 6rdenes cuyo valor de pro-
ximidad sea méximo.

Igf]?( Mg, ., (B Avi,v})} =0.9636 = Mg, (R, {vi,v}).

Por tanto, el primer conglomerado que se forma es Ci = {v1,v4} .

°En este nivel, la medida de agrupamiento coincide con la medida de similitud S8k w -
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1 V2 V3 V4 Vs

V1 0

vy | 0.8455 0

vz | 0.8727 0.9545 0

vg | 0.9636 0.8636 0.9091 0

vs | 0.8545 0.8273 0.7773 0.8773 0

Tabla 4.2: Valores de proximidad entre los agentes, obtenidos con la medida
de agrupamiento Sz, .

2. Nivel N =1

En este nivel se parte del 1-agrupamiento C; = {C{,C3,C3,C}}, con
C} = {v}, C1 = {v3} y C} = {vs}. Para la obtencién de la nueva
matriz de proximidades (Tabla 4.3), es necesario calcular los valores de
consenso del nuevo conglomerado con el resto de los elementos de Cy,
pero para ello se siguen utilizando las distancias de la Tabla 4.1, redu-
ciendo de forma considerable el nimero de célculos a realizar respecto
de otros procedimientos. Ademas, no se pierde informacion sobre los
objetos iniciales, ya que no es necesario obtener un elemento represen-
tativo del nuevo conglomerado.

ok V2 U3 Us
ol o
ve | 0.8909 0

vy | 0.9152 0.9545 0
vs | 0.8985 0.8273 0.7773 0

Tabla 4.3: Valores de proximidad entre los elementos del 1-agrupamiento
C.

En este caso el mayor valor de proximidad se obtiene entre los agentes
v2 Yy V3.

mfx Mg, (R.CIUCH} =0.9545 = Mg (R, {v2,v3}).
17] ’ ’

Por tanto, el segundo conglomerado que se forma es C3 = {vq,v3} .

3. Nivel N =2

El 2-agrupamiento utilizado en este nivel es Co = {C%?,C3,C3}, con
C? = C] = {v1,u4}, C3 = {v2,v3} y C3 = {v5}. De nuevo hay que
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actualizar la matriz de proximidades (Tabla 4.4), calculando los valores
de consenso del nuevo conglomerado con el resto de elementos de Cs,
pero siempre utilizando los datos iniciales de distancias de la Tabla 4.1.

El mayor valor de proximidad se obtiene entre los elementos C? y O3,

formandose el conglomerado C3 = C2 U C3 = {v1,v9,v3,04} .

mjx{Mcsz (R,C;UCH)} =09015=Mz_(R,CTUC3).
17£) ) >

‘ 012 022 Vs
c?|l o
C2109015 0
vs | 0.8985 0.8530 0

Tabla 4.4: Valores de proximidad entre los elementos del 2-agrupamiento
Cy.

4. Nivel N =3

El nuevo 3-agrupamiento es C3 = {C$,C3} = {{v1,v2,v3,v4}, {vs}}.
Obviamente, el dltimo conglomerado es Cf = {v1,v2,v3,v4,05} y el
proceso finaliza con el 4-agrupamiento C4 = {{v1,v2,v3,v4,v5}}, for-
mado por los cinco agentes y cuyo nivel de consenso es

M; (R, V) =0.8745.

dK,w
El proceso completo de agrupamiento es el siguiente

Co = {{v1}, {va}, {vs}, {va}, {vs}},
C1 = {{v1,va}, {va}, {vs}, {vs}},
Co = {{v1,v4}, {v2, vs}, {vs}},

Cs = {{v1,v2,v3,v4},{v5}},

Cy = {{v1,v2,v3,v4,v5}}.

4.1.4.1. Representacion grafica

Los procesos de agrupamiento en los métodos jerarquicos suelen represen-
tarse graficamente mediante un diagrama de drbol denominado dendrograma.
Un dendrograma es una representaciéon grafica en forma de arbol que resu-
me el proceso de agrupaciéon en un anélisis de conglomerados. Los objetos
similares se conectan mediante enlaces cuya posicion en el diagrama esté
determinada por el nivel de similitud/disimilitud entre los objetos.
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4.9 Ejemplo. El procedimiento jerarquico aglomerativo expuesto en el Ejem-
plo 4.8 (pag. 109), se representa graficamente mediante el dendrograma de
la Figura 4.3, donde puede verse claramente cémo han ido formandose los
diferentes N—agrupamientos.

| V1 [ V2 v3 Us
0.98 |

77777777777777777 --- 0.9636
096 T TUL__1 " L ——- 0.9545
0.94
0.92 -
o9l = Ll ---0.9015
0.88 | --- 0.8745
0.86

Figura 4.3: Dendrograma del Ejemplo 4.8.

Como ya se indico en la Observacion 4.2 (pag. 104), la eleccion de la
medida de similitud /disimilitud puede condicionar la soluciones alcanzadas
durante el proceso de conglomeracién, como puede comprobarse en el si-
guiente ejemplo.

4.10 Ejemplo. La Figura 4.4 muestra el proceso completo de agrupamiento
mediante el método del consenso pero utilizando la métrica de Kemeny en
lugar de la distancia de Kemeny ponderada. En este caso, el proceso de
agrupamiento es el siguiente

Co = {{v1}, {va}, {vs}, {va}, {vs}},
C1 = {{v1, va}, {2}, {vs}, {vs}},
Co = {{v1,v3,va}, {v2}, {vs}},

Cs = {{v1,v2,v3,v4},{vs}},

Cy = {{v1, v2,v3,v4,v5}}.

La notable diferencia entre los dos dendrogramas se debe al hecho de que
la métrica de Kemeny no tiene en cuenta dénde se presentan los desacuerdos
entre las preferencias de los agentes.

Con la métrica de Kemeny el consenso entre los agentes v1, vs y vq es
mayor que el consenso entre los agentes ve y v3. Sin embargo, si se da méas
importancia a lo que sucede en las alternativas mejor valoradas, lo cual es
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) U1 (W U3 V2 Us
0.98 |
0.96 |
oo4y L {1 1.1 ___] ---0.9333
0.92|
,,,,,,,,,,, ---0.9111
0.90 |
0ss| b0t ---0.8833
0.86 ---0.8600

Figura 4.4: Dendrograma del Ejemplo 4.10.

recogido con la distancia de Kemeny ponderada, entonces el consenso entre
los agentes puede ser diferente. Esto es lo que sucede en el Ejemplo 4.8,
donde el mayor consenso se alcanza entre los agentes v y vy (discrepan
en las alternativas peor valoradas). A continuacién, el mayor consenso es
alcanzado entre los agentes vy y wvs (coinciden en las alternativas mejor
valoradas), y asi sucesivamente.

Este es uno de los argumentos que justifican el motivo por el que la
distancia de Kemeny ponderada obtiene valores de disimilitud méas reales
sobre preferencias representadas mediante 6rdenes débiles que la métrica de
Kemeny a la hora de calcular el consenso existente entre agentes.

Por otro lado, parece razonable pensar que si se invierten las preferen-
cias de un conjunto de agentes, los resultados obtenidos tras un proceso de
agrupamiento difieran de los que se obtienen con las preferencias originales.

Las medidas de consenso sobre érdenes débiles basadas en las métricas
habituales, en particular M x , son reciprocas (Proposicion 3.20, pag. 82).
Esto significa que los procesos de agrupamiento de un perfil de preferencias
utilizando estas métricas obtienen los mismos conglomerados que con el perfil
inverso. Sin embargo, esta propiedad no es satisfecha por las medidas de
consenso basadas en la distancia de Kemeny ponderada, por lo que no se
crearan los mismos agrupamientos partiendo de un perfil R que los que se
obtendrian con el perfil inverso R™!.

4.11 Ejemplo. La Figura 4.5 muestra el perfil inverso del Ejemplo 4.8
(pag. 109). Teniendo en cuenta que M x es reciproca, el proceso de agru-
pamiento es el mismo al realizado en el Ejemplo 4.10 (ver Figura 4.4).

Sin embargo, mediante M, los agrupamientos que se van generando
sobre el perfil inverso son diferentes a los generados sobre el perfil inicial,
como puede verse en la Figura 4.6. En este caso, el proceso de agrupamiento
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RyY Ry' Ry? R;Y RS

XI5 X6 Z6 x5 x5 Z6
T4 x5 Te Ze6 T5
xs3 €3 €T3 T4 T3 T4 €3
x2 Tyq X1 x2 x2
T T X9 1 Tq

T2 I

Figura 4.5: Representacion del perfil inverso del Ejemplo 4.8.

es el siguiente

Co = {{v1 }, {v2}, {vs}, {va}, {vs}},
Cr = {{vs, va}, {v1}, {va}, {vs}},
Co = {{v1,vs,va}, {v2}, {vs}},

Cs = {{v1,vs,va}, {v2, v5}},

Cy = {{v1, v2, v3,v4,v5}}.

1 U3 V4 U1 V9 U5
I
0.96 |
094 L0} ____ . 0.9394
0:92 - 09364
0.90 |
ossl 0.8882
0.86 |

Figura 4.6: Dendrograma del Ejemplo 4.11.

4.1.4.2. Comparacién con otros criterios de conglomeraciéon

Algunos de los criterios de conglomeracion utilizados habitualmente en
los métodos jerarquicos aglomerativos se basan en la eleccién de un elemento
representativo de cada conglomerado para la obtencién de la correspondiente
medida de similitud/disimilitud entre conglomerados o entre conglomerados
v objetos.

Una de las técnicas més utilizadas para la representacién de conglome-
rados mediante un Gnico objeto consiste en tomar como representante el



116 CAPITULO 4. Conglomerados basados en medidas de consenso

centroide (la media de los objetos). Esta técnica también puede ser aplicada
sobre el conjunto de érdenes débiles tomando como elemento representativo
el orden débil obtenido aplicando la regla de Borda [17] sobre los érdenes
pertenecientes al conglomerado que se quiere representar®. La similitud en-
tre conglomerados se obtendria calculando la similitud entre los elementos
que los representan mediante la medida seleccionada en el criterio de con-
glomeracion (analogo para distancias).

La eleccién de un elemento representativo conlleva un aumento en el na-
mero de operaciones a realizar durante el proceso de agrupamiento, ya que
tras la creacién de un nuevo conglomerado es necesario calcular su elemento
representativo asi como los nuevos valores de proximidad entre ese elemento
y el resto de los conglomerados. El método del consenso reduce sensiblemente
estas operaciones. En primer lugar, debido a que no existen elementos repre-
sentativos de los conglomerados, con un ahorro en el proceso de obtencién
de los mismos, y, en segundo lugar, debido a que para la obtencién de los
nuevos valores de proximidad se utilizan los datos de la matriz de proximi-
dades inicial, necesitando tnicamente operaciones sencillas con esos valores
(combinaciones lineales), independientemente de la medida de similitud se-
leccionada para el proceso.

En el caso de que la métrica seleccionada para medir la distancia entre
ordenes sea la métrica de Kemeny y sea necesario representar los conglo-
merados a través de un unico elemento, parece recomendable seleccionar un
orden proporcionado por la regla de Kemeny como representante del con-
glomerado (véase Heiser y D’Ambrosio [56]). Dado un conjunto de érdenes
débiles, la regla de Kemeny establece como representante de ese conjunto
el orden débil que minimiza la suma de las distancias de Kemeny sobre los
ordenes considerados. Sin embargo, es bien conocido que encontrar el orden
proporcionado por la regla de Kemeny es un problema NP-complejo’ (véase
Barthélemy, Guénoche y Hudry [14]), incluso en el caso de cuatro agentes
(véase Dwork, Kumar, Naor y Sivakumar [40]).

En este caso, el método del consenso simplifica el proceso y reduce consi-
derablemente los célculos necesarios para la creacion de agrupamientos me-
diante la distancia de Kemeny e, incluso, facilita el uso de otro tipo de
distancias, como la distancia de Kemeny ponderada, que como ya se ha ex-
plicado anteriormente es sensible a la posicién de las alternativas en las que
se producen los desacuerdos.

La regla de Borda ordena las alternativas considerando la media de sus posiciones en
el conjunto de 6rdenes débiles considerado.

"No es posible encontrar la solucién en un tiempo polinémico, es decir, no existe una
funcion polinémica que determine el tiempo necesario de ejecucion de un algoritmo para
la resolucion del problema.
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4.1.5. Un experimento de campo

Fl siguiente ejemplo muestra el procedimiento jerarquico aglomerativo
empleando el método del consenso y la distancia de Kemeny ponderada a
partir de los datos obtenidos en un experimento de campo llevado a cabo
durante las III Jornadas de Trabajo sobre Sistemas de Votacion (JTSV3)
celebradas en Valdeavellano de Tera (Soria), en abril de 2013.

En el experimento se solicité a 18 participantes de las Jornadas que mos-
traran sus preferencias sobre siete revistas cientificas relacionadas con la
temética de las Jornadas:

a. Economic Theory.

b. Electoral Studies.

c. Group Decision and Negotiation.
d. Mathematical Social Sciences.

e. Public Choice.

f. Social Choice and Welfare.

g. Theory and Decision.

Se pidié a los agentes que ordenaran las revistas, de mejor a peor, de
acuerdo a su opinién general, teniendo en cuenta aspectos como su interés,
relevancia cientifica, frecuencia de consulta, etc., en funcién de los articulos
publicados sobre teoria de las votaciones.

Estaba permitido mostrar indiferencia entre dos o maés revistas. En el
caso de que existiesen revistas que fuesen desconocidas para el agente, se
indicé a los participantes que las situasen en el mismo estrato al final de la
lista con la etiqueta unknown.

El modelo de encuesta utilizado se muestra en las Figuras 4.7 y 4.8
(pags. 119-120).

Las preferencias de los agentes se muestran en la Tabla 4.5, donde las
alternativas subrayadas indican desconocimiento reconocido por parte del
agente, siendo éste el perfil R sobre el que se realizara el proceso de conglo-
meracion.

Para la obtencién de la matriz de similitudes es necesario codificar pre-
viamente los 6rdenes que representan a las preferencias de los agentes. Si-
guiendo el sistema de codificacion presentado en la Seccion 2.2.2 (pag. 24),
la Tabla 4.6 muestra los vectores que codifican a los érdenes del perfil R.
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Ri=a~f>-b~d>e~g>c
Ro=d~f>a>b~e-c~g
R3=f>e>~d-=a>b~c~g
Riy=f-a~gr-ex>-d>=b>c
Rs=a-f-ex>-d>=g>=c>Db
Rg=a-fr-e>=g>-c~d>b
Ri=f>-gr-a>c-d>-bn~e
Rg=f~a~es=g>=b~c~d
Ry=d>~b>e>f>g>a~c

Ryp=f-a~d>-c>=e~g>Db
Rii=es-f>=a~g>=c>=hbn~d
Rip=f>-d>e>g>b>a>c
Ris=a>-f~g>c~d~e>b
Ryy=f-a~e>-d~g>=c>Db
Ris=a>~f>e>~d>b~c~g
R16£a~f>d>b~e>g~g
Rir=a>-f>ex>-d>=g>b>c
Rig=f-a~d~g>e>c>Db

Tabla 4.5: Perfil R del experimento de campo JTSV3.

=(1.5,3.5,7,3.5,5.5,1.5,5.5)
=(3,4.5,6.5,1.5,4.5,1.5,6.5)
=(4,6,6,3,2,1,6)
(2.5,6,7,5,4,1,2.5)
(1,7,6,4,3,2,5)
(
(
(
(

1,7,5.5,5.5,3,2,4)
3,6.5,4,4,6.5,1,2)
2,6,6,6,2,2,4)

6.5,2,6.5,1,3,4,5)

Pry, = (2.5,7,4,2.5,5.5,1,5.5)
Pr,, = (3.5,6.5,5,6.5,1,2,3.5)
Pr,, = (6,5,7,2,3,1,4)
Pr, = (1,7,5,5,5,2.5,2.5)
pRM:(25764525,1,45)
s = (1,6,6,4,3,2,6)
pR16:(1545653451565)
Pr,, = (1,6,7,4,3,2,5)
Pry, = (3,7,6,3,5,1,3)

Tabla 4.6: Codificacién de los 6rdenes del perfil R.

La distancia seleccionada para obtener la matriz de proximidades entre

pares de 6rdenes fue la distancia de Kemeny ponderada asociada al vector

— (6 5 4 3 2 1
w = (21, 51> 317 31> 37 21) La Tabla 4.7 muestra las distancias entre todos

los 6rdenes del perfil R que seran utilizadas para obtener los valores de
proximidad durante todo el proceso.
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SURVEY QUESTION: SCIENTIFIC JOURNALS ON VOTING

Please, rank order, from best to worst, the following academic
journals according to your overall opinion, taking into account
their interest, scientific relevance, etc., when publishing papers

about voting theory.

Economic
Theol

Economic Theory

a.
Electoral
b. | i5+ | Electoral Studies
c. Group Decision and Negotiation
d. Mathematical Social Sciences

Public Choice

Social Choice and Welfare

Theory and Decision

Figura 4.7: Modelo de encuesta utilizado en el experimento de las I1I Jorna-
das de Trabajo sobre Sistemas de Votacion (JTSV3) (Cara A).
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For example:
Arrange the journals | If you are indifferent | If you are unable to
by their corresponding | among two or more | rank some of them:
assigned letters: journals:
c (best) f b
e b d (indifferent) ac
g a e
a e g (indifferent) f
b C d g (unknown)
d
f (worst)

Your answer:

THANK YOU

Figura 4.8: Modelo de encuesta utilizado en el experimento de las III Jorna-
das de Trabajo sobre Sistemas de Votacion (JTSV3) (Cara B).



Ry

R

R3

Ry

Rs

Re

Ry

Rs

Ry

Rio

Rll

R12

Ri3

R14

Ris

Ri6

Ri7

Ris

0
1.6905
2.8095
2.2857
1.8333
2.2857
2.7619
2.5238
4.1429
2.0476
3.9286
3.1667
2.6429
2.3810
1.6667
0.5476
1.5952
2.2857

1.6905
0
1.6429
2.9286
2.5000
3.2381
3.3095
3.5174
2.7619
1.5952
4.3810
1.8333
3.8810
2.4762
2.2143
1.0952
2.3095
2.1667

2.8095
1.6429
0
2.2857
1.8095
2.3571
3.5476
2.0952
3.6905
1.9762
2.2143
1.3095
3.6905
1.1190
1.5714
2.1190
1.8095
2.2619

2.2857
2.9286
2.2857
0
1.7381
1.5000
1.1667
1.7857
5.4048
2.3095
1.9762
2.6190
1.6667
1.1905
2.0238
2.3095
1.6429
0.9286

1.8333
2.5000
1.8095
1.7381
0
0.4048
2.7857
1.3810
5.5000
1.9762
2.5238
2.9524
1.5000
0.9762
0.2381
1.3333
0.0952
2.0714

2.2857
3.2381
2.3571
1.5000
0.4048
0
2.2619
0.9762
6.2143
2.5714
2.0238
3.5476
0.9762
1.0952
0.7143
1.9286
0.5476
2.2381

2.7619
3.3095
3.5476
1.1667
2.7857
2.2619
0
2.9762
5.4762
1.9286
2.9762
2.8810
1.7143
2.3095
3.2143
2.7857
2.9762
1.1667

2.5238
3.5174
2.0952
1.7857
1.3810
0.9762
2.9762
0
5.5476
3.2619
1.2143
3.3810
2.1667
0.9762
1.5238
2.3333
1.3810
2.7857

4.1429
2.7619
3.6905
5.4048
5.5000
6.2143
5.4762
5.5476
0
4.9286
4.9524
2.4286
6.7381
5.0476
5.2857
4.0238
5.2143
4.7143

2.0476
1.5952
1.9762
2.3095
1.9762
2.5714
1.9286
3.2619
4.9286
0
3.8095
2.3810
2.6190
1.9286
2.0476
1.5952
2.1667
1.2381

3.9286
4.3810
2.2143
1.9762
2.5238
2.0238
2.9762
1.2143
4.9524
3.8095
0
3.0238
3.1905
1.5476
2.8810
3.7619
2.6667
2.8810

3.1667
1.8333
1.3095
2.6190
2.9524
3.5476
2.8810
3.3810
2.4286
2.3810
3.0238
0
4.3095
2.1667
3.1190
2.6429
2.8095
1.9286

2.6429
3.8810
3.6905
1.6667
1.5000
0.9762
1.7143
2.1667
6.7381
2.6190
3.1905
4.3095
0
2.2619
1.9286
2.6667
1.6905
2.0476

2.3810
2.4762
1.1190
1.1905
0.9762
1.0952
2.3095
0.9762
5.0476
1.9286
1.5476
2.1667
2.2619
0
1.2619
1.9048
1.0714
1.5000

1.6667
2.2143
1.5714
2.0238
0.2381
0.7143
3.2143
1.5238
5.2857
2.0476
2.8810
3.1190
1.9286
1.2619
0
1.0476
0.2381
2.4524

0.5476
1.0952
2.1190
2.3095
1.3333
1.9286
2.7857
2.3333
4.0238
1.5952
3.7619
2.6429
2.6667
1.9048
1.0476
0
1.1429
2.1667

1.5952
2.3095
1.8095
1.6429
0.0952
0.5476
2.9762
1.3810
5.2143
2.1667
2.6667
2.8095
1.6905
1.0714
0.2381
1.1429
0
2.1667

2.2857
2.1667
2.2619
0.9286
2.0714
2.2381
1.1667
2.7857
4.7143
1.2381
2.8810
1.9286
2.0476
1.5000
2.4524
2.1667
2.1667

Tabla 4.7: Distancia d .

entre

pares de 6rdenes a partir de la codificacion del perfil R.
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Para la formacion de los conglomerados se utilizé el método del consenso
descrito en la Seccion 4.1.4 (pag. 108). La Figura 4.9 muestra el dendrograma
obtenido mediante la medida de consenso Mg _ .
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Figura 4.9: Dendrograma del experimento de campo JTSV3 utilizando la
distancia dg q -

Puede observarse que hay tres conglomerados claramente diferenciados
obtenidos en el 15-agrupamiento Ci5 = {C1°, C135, {vg}}, con

15
Ci° = {v4,vs5,v6, V7, V8, V11, V13, V14, V15, V17, V18 }

15
Cy° = {v1, v2,v3, V12, V10, V16 }-

El agente vg no pasa a formar parte de ningtn conglomerado hasta el al-
timo N—agrupamiento indicando que sus preferencias difieren notablemente
de las del resto de agentes.

Con el objeto de comparar la formacion de conglomerados en funcién de
la distancia considerada, se realizé el proceso de conglomeracién utilizando
la medida de consenso asociada a la distancia de Kemeny. La Figura 4.10
muestra el dendrograma obtenido mediante la medida de consenso M x .

Las agrupaciones de los agentes son similares en los dos procedimientos
excepto para los agentes vz y vz (lineas discontinuas). Mientras que con
la distancia de Kemeny ponderada estos agentes forman un agrupamiento
claramente diferenciado, al considerar la distancia de Kemeny el agente vs
pasa a formar parte de un agrupamiento mucho antes que el agente vqs.

Si se compara las preferencias del agente vs con las del agente vi2, se
observa que tienen un alto grado de coincidencia en las alternativas mejor
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Figura 4.10: Dendrograma del experimento de campo JTSV3 utilizando la
distancia d .

valoradas, mientras que al compararlas con las del agente vs, las coinciden-
cias se producen en las alternativas peor valoradas. La Tabla 4.8 muestra las
preferencias de estos agentes.

Con la distancia de Kemeny ponderada el agente mas proximo a vs es
v12 por lo que forman su primer agrupamiento®, mientras que con la distancia
de Kemeny el agente v3 pasa a formar parte del conglomerado donde esté
incluido el agente vs antes? de que el agente vio pase a formar parte del
conglomerado al seguir el criterio lexicogréfico. De hecho, vis es el ultimo
agente que se incorpora a ese primer gran conglomerado.

Rp=f>-d>-e>=g>=b>=a>c
R3=f>-e>-d>=a>b~c~g

Rs=a>~f>e>-d>g>c>Db

Tabla 4.8: Preferencias de los agentes v3, vg y v12.

8 Mg, ., (R, {vs,v12}) = 0.8489. Los siguientes agentes mas proximos a vz son vs y
v17 donde el valor de proximidad entre los agentes es 0.7912 en ambos casos.

o MdK (R, {1)3, 1)5}) = MdK (R, {U3,U12}) = MdK (}37 {Ug, U17}) = 0.7857.






Conclusiones y trabajo futuro

A continuacion se revisan las principales propuestas y los resultados ob-
tenidos en esta memoria de investigaciéon. Finalmente se exponen algunas
lineas de investigacion y trabajo futuro a desarrollar a partir de los resulta-
dos obtenidos.

Conclusiones y resultados obtenidos

Cuando un grupo de agentes muestra sus preferencias sobre un conjun-
to de alternativas resulta interesante conocer el grado de acuerdo entre los
miembros del grupo y en cada uno de los subgrupos que puedan formar. Es-
te grado de acuerdo puede interpretarse como el nivel de consenso existente
entre los agentes.

Las preferencias suelen representarse como érdenes o rankings sobre las
posibles alternativas a partir de los cuales se obtiene una preferencia co-
lectiva que trata de aglutinar las preferencias de todos los agentes. Existen
numerosos procedimientos para obtener una preferencia colectiva a partir de
las preferencias individuales. Sin embargo, la preferencia colectiva no recoge
el grado de acuerdo existente entre los agentes. Dicho grado de acuerdo es lo
que en esta tesis se ha considerado con el término consenso.

Uno de los resultados obtenidos en esta tesis es la extensiéon del concep-
to de medida de consenso, introducido por Bosch para 6rdenes lineales, al
contexto de érdenes débiles, érdenes dicotémicos y preferencias aprobatorias.
Estas medidas de consenso son generadas a partir de distancias entre las pre-
ferencias individuales, estableciendo un procedimiento por el que es posible
obtener, a partir de una distancia dada, la medida de consenso asociada. Para
ello, se han establecido sistemas de codificacién de érdenes débiles, 6rdenes
dicotémicos y preferencias aprobatorias.

Los resultados obtenidos pueden resumirse en los siguientes puntos.
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Sistemas de codificaciéon y distancias

= Se ha establecido un sistema de codificacién de 6rdenes débiles median-
te vectores que representan las posiciones relativas de las alternativas
en el orden correspondiente. A partir de este sistema de codificacion
se ha caracterizado de forma biunivoca el conjunto de érdenes débiles
mediante subconjuntos de vectores, por lo que es posible obtener el
orden de las alternativas mostrado en las preferencias de los agentes a
partir del vector correspondiente.

= Una preferencia aprobatoria queda caracterizada por un orden débil y
un orden dicotémico consistentes entre si. A partir del sistema de co-
dificacién definido sobre érdenes débiles y la representacién utilizada
habitualmente para la representaciéon de 6rdenes dicotémicos median-
te vectores binarios, se ha establecido un sistema de codificacién de
preferencias aprobatorias que caracteriza de forma biunivoca dichas
preferencias mediante un par de vectores.

s Se ha descrito un procedimiento para definir distancias sobre o6rde-
nes débiles inducidas por distancias sobre R™ a partir del sistema de
codificacién propuesto. Ademas, este sistema de codificacion permite
obtener la métrica de Kemeny definida sobre 6rdenes débiles mediante
célculos sencillos.

= Se han definido distancias ponderadas sobre 6érdenes débiles a partir de
la métrica de Kemeny. Estas distancias recogen no sélo los desacuerdos
que se producen en la ordenacién de las alternativas, sino que también
tienen en cuenta dénde se producen dichos desacuerdos, dando mayor
importancia a que se produzcan discrepancias en las alternativas mejor
valoradas. Estas nuevas distancias son neutrales y no siempre verifican
la desigualdad triangular. En el caso de que el vector de pesos tenga
todas sus componentes iguales, la distancia obtenida es equivalente a
la de Kemeny.

= Fn el contexto de 6rdenes dicotémicos se han definido nuevas distancias
que son sensibles a que los desacuerdos se produzcan en las alternativas
aceptadas o en las rechazadas. Estas distancias, a diferencia de los
indices utilizados habitualmente, no sélo tienen en cuenta el nimero
de coincidencias, sino que ponderan el niimero de alternativas en las
que los agentes no coinciden.

= A partir de las distancias definidas sobre 6rdenes débiles y o6rdenes
dicotémicos se han definido nuevas distancias sobre preferencias apro-
batorias.
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Medidas de consenso

A partir de las distancias definidas y analizadas en el Capitulo 2, se ha ex-
tendido el concepto de medida de consenso a los contextos de érdenes débiles,
6rdenes dicotémicos y preferencias aprobatorias. Estas medidas de consen-
so permiten medir el grado de acuerdo existente entre las preferencias de
un grupo de agentes a partir de una distancia considerada. Las propiedades
adicionales que puedan verificar dependeran de la distancia seleccionada.

= En el contexto de 6rdenes débiles se ha definido una funcién que per-
mite obtener medidas de consenso a partir de cualquier distancia que
verifique neutralidad y la identidad de indiscernibles. Ademas de las
propiedades de unanimidad, anonimato y neutralidad necesarias para
que una funcién pueda ser considerada medida de consenso se han ana-
lizado otras propiedades que pueden verificar en funcién de la distancia
utilizada (maximo disentimiento, reciprocidad y homogeneidad), pre-
sentando un cuadro comparativo (Tabla 3.1, pag. 90) de las métricas
y distancias analizadas a lo largo de la memoria.

Cabe destacar que a partir de las distancias de Kemeny ponderadas
solo se obtienen medidas de consenso cuando ninguna componente del
vector de pesos es nula. En este caso, si existen dos componentes di-
ferentes en el vector de pesos, la medida de consenso asociada no es
reciproca.

= Se ha realizado un estudio similar en el contexto de 6rdenes dicotémicos
y preferencias aprobatorias, analizando las propiedades que verifican
las medidas de consenso asociadas a las distancias definidas previa-
mente. De nuevo, las medidas de consenso asociadas son reciprocas
cuando las distancias consideradas son métricas, propiedad que deja
de verificarse al considerar distancias ponderadas.

Analisis de conglomerados

Finalmente, en esta memoria se han utilizado las medidas de consenso
como medidas de similitud para la creacién de conglomerados. Esto ha per-
mitido obtener un nuevo criterio, denominado método del consenso, para la
obtencién de agrupamientos dentro de los métodos jerarquicos aglomerativos
sobre érdenes débiles. En los criterios de conglomeracién utilizados habitual-
mente, cada vez que se crea un nuevo conglomerado es necesario calcular
su elemento representativo, asi como los nuevos valores de proximidad entre
ese elemento y el resto de los conglomerados. El método del consenso reduce
sensiblemente estas operaciones. En primer lugar, debido a que no existen
elementos representativos de los conglomerados, con un ahorro en el proceso
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de obtencién de los mismos y, en segundo lugar, debido a que para la obten-
cion de los nuevos valores de proximidad se utilizan los datos de la matriz de
proximidades inicial, necesitando tnicamente operaciones sencillas con esos
valores (combinaciones lineales).

En el caso de que la métrica seleccionada para medir la distancia entre
6rdenes sea la métrica de Kemeny y sea necesario representar los conglo-
merados a través de un Unico elemento, parece l6gico seleccionar el orden
proporcionado por la regla de Kemeny como representante del conglomera-
do, con la consiguiente dificultad que ello conlleva. El método del consenso
simplifica el proceso y reduce considerablemente los calculos necesarios para
la creacién de agrupamientos mediante la distancia de Kemeny y facilita el
uso de otro tipo de distancias, como las distancias de Kemeny ponderadas.

Trabajo futuro

Las clases de medidas de consenso analizadas en esta tesis descansan
sobre una idea bésica: tener en cuenta la media aritmética de las distancias
entre las opiniones individuales.

Una posible extensién del trabajo realizado consiste en considerar otro
tipo de funciones de agregacion mas generales que la media aritmética, co-
mo los operadores OWA (que, junto a la media aritmética, incluyen a la
mediana, las medias recortadas, el maximo, el minimo, etc.) o las medias
cuasiaritméticas (que, junto a la media aritmética, incluyen a las medias
exponenciales, potenciales, armonicas, etc.). Analizar cuando se obtienen
medidas de consenso y las propiedades correspondientes en cada caso es un
trabajo de interés, pendiente de llevar a cabo.

Otra tarea que se pretende realizar es analizar el consenso existente entre
los agentes cuando éstos otorgan valoraciones lingiifsticas a las alternativas,
como en el sistema de votacion Majority Judgment, asi como en otros escena-
rios donde se permite a los agentes ser imprecisos, asignando varios términos
lingiifsticos consecutivos a las alternativas.

Conocer las propiedades de las medidas de consenso propuestas o pen-
dientes de disenar es relevante, pero no por ello se ha de renunciar a propor-
cionar caracterizaciones axiomaticas de ellas. Queda pendiente llevar a cabo
dicha tarea.

Todo lo anterior responde al proposito de conocer el grado de homogenei-
dad de las opiniones de grupos de agentes. Una vez determinado el consenso
existente entre los agentes, dicha informacién puede ser utilizada en procesos
dinamicos de busqueda del consenso. En tales casos un moderador trata de
aproximar posturas entre los agentes, antes de proceder a aplicar un sistema
de votacion. Conocer el grado de consenso existente en cada caso y saber
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como aumentarlo resulta fundamental para llevar a cabo dichos procesos.
Una tarea pendiente consiste en elaborar algoritmos que permitan conducir
estos procedimientos y aplicarlos a situaciones reales.

Otra tarea que puede llevarse a cabo, y que fue parcialmente desarrollada
en varias ponencias presentadas en congresos, pero que no forma parte de
esta tesis, consiste en analizar el consenso existente en un grupo de agentes
respecto del resultado de aplicar un sistema de votacién. En tales casos, el
consenso se puede medir a través de la suma de distancias entre las opiniones
individuales y el resultado de la votacién.

Por otra parte, el uso de medidas de consenso como medidas de simi-
litud para la creacién de conglomerados puede extenderse a muy diversas
situaciones, toda vez que las medidas de consenso analizadas en la tesis vie-
nen definidas a través de distancias entre vectores. Asi, cuando los objetos
a aglomerar estan caracterizados por vectores que definen sus caracteristi-
cas respecto de varios criterios o atributos, es factible aplicar las técnicas
desarrolladas en el cuarto capitulo de la tesis. Analizar las posibles ventajas
de los métodos de aglomeracién correspondientes y aplicarlos a situaciones
reales de muy diversos dmbitos es una tarea pendiente que forma parte de
un proyecto de investigacion.
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