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Introduccion

En esta Memoria se presenta un survey parcial sobre algunos de los enfoques y enunciados
alternativos de la Conjetura Jacobiana, un problema formulado por Keller en 1939 que atin
permanece abierto en la actualidad.

Si K es un cuerpo de caracteristica 0, X;,..., X, variables y F},..., F, polinomios de
K[Xy,...,X,], entonces se tiene el endomorfismo algebraico F' = (Fy,..., F,) : K" — K"
definido por los F;. El endomorfismo tiene su matriz jacobiana J(F') cuyo determinante j(F')
es el jacobiano del endomorfismo. Las entradas de la matriz jacobiana y el jacobiano son
polinomios de K[Xq,...,X,].

El endomorfismo F' es un automorfismo algebraico cuando tiene un endomorfismo inver-
so G = (Gy,...,Gy,), es decir, tal que las composiciones F'o G y G o F son ambas la
identidad. La regla de la cadena del calculo diferencial permite deducir que si F' es un auto-
morfismo, entonces la matriz J(F') es invertible, con inversa J(G). Por calculo matricial se
sabe que la condicién de que J(F') sea invertible es equivalente a decir que su determinante
es una unidad de K[X, ..., X,], es decir, que j(F') es un elemento de K [Xj, ..., X,|* = K*.

Sin embargo, no se conocen argumentos para concluir la afirmacién de que si J(F) es una
matriz invertible entonces F' es un automorfismo. Dicha afirmacién es precisamente la Con-
jetura Jacobiana. En concreto, la Conjetura afirma que si j(F') es un polinomio constante
no nulo de K* entonces F' es un automorfismo. Hasta la fecha sdlo se conoce que es cierta
paran = 1.

El caso de polinomios contrasta con el caso particular en el que las F; son formas lineales, o
series de potencias sin término independiente, en los cuales es un hecho bien conocido que, si
J(F) es un elemento de K* o de K[[X7,..., X,]]* respectivamente, entonces el endomorfis-
mo lineal o formal que define F' es un automorfismo en su respectiva clase de endomorfismos.

No se pierde generalidad para estudiar la Conjetura, si se supone que F; = X; — H; para
todo i, donde el polinomio H; sélo tiene monomios de grado mayor o igual a 2. Con esta
preparacién la hipdtesis de la Conjetura se simplifica también, ya que es j(F) = 1. Esta
hipétesis implica que el endomorfismo algebraico F' = (Fy, ..., F,) tiene una inversa formal
G = (Gy,...,G,), donde las G; son series de potencias, también teniendo G; a X; como
parte lineal.

Puesto que G esta determinado por F', lo que afirma la Conjetura Jacobiana es que las series
de potencias G; son, de hecho, polinomios. La fama de este problema se debe a que esta



afirmacién es sencilla de comprender, pero no se ha encontrado una demostracién a lo largo
de ya més de 80 anos. En otras palabras, se trata de un problema muy facil de plantear y
muy dificil de resolver.

El survey de esta Memoria estd basado en los tres trabajos de [BCW], [F], [E] y muy espe-
cialmente en las ideas que Hyman Bass ha aportado al estudio de la Conjetura Jacobiana.
Debido a la dificultad del problema, se ha optado por no incluir las demostraciones, excepto
en pocos casos en los que su sencillez y su significado lo recomendaban. Se ha preferido
comprender otros enfoques y enunciados alternativos, de otros problemas matematicos re-
lacionados o equivalentes que, por consiguiente, también han de ser faciles de plantear y
diféiles de resolver.

El primer capitulo estda dedicado a unificar los conceptos de endomorfismo y automorfismo
lineal, algebraico y formal, proponiendo la misma notacién F' = (Fy, ..., F,) para todos
ellos, siendo F; una forma lineal, un polinomio o una serie de potencias sin término inde-
pendiente segtn el caso. Se plantea la Conjetura Jacobiana y se reduce su estudio al caso
F, = X; — H;. El grado de F, grad(F'), se define como el méximo grado de los polinomios
F;, o de los H; cuando alguno de ellos es no nulo.

En el segundo capitulo se exponen diversos enfoques con enunciados equivalentes a la Conje-
tura, todos ellos de naturaleza algebraica. En primer lugar, en algebra abstracta, la tesis de la
Conjetura es equivalente a que la extensién de anillos K[X|/K[F] sea finita generada, a que
la del cuerpo K (X)/K(F) sea de Galois, y a que el propio endomorfismo algebraico F' sea
inyectivo como transformacion del espacio afin K". En contraste, en algebra computacional,
la tesis de la Conjetura es equivalente a la igualdad de ideales de K[Y1,...,Y,, Z1,..., Z,]
dada por

< F(Y) = F\(2),...,F(Y) = Fy(Z) >=<Yi — Zy,..., Yy — Zp > .

También se muestra, y se demuestra en este caso, como la Conjetura Jacobiana es equivalente
a que se cumpla el teorema de Rolle, para endomorfismos algebraicos F' en varias variables,
cuando K es algebraicamente cerrado y el papel de la derivada lo juega el jacobiano j(F).
En &lgebra conmutativa, la Conjetura es equivalente a otra que afirma que dado d > 0
existe una constante ¢ > 0 que depende de K,n y d, tal que si K — K’ es una K-algebra
conmutativa y F' = (F},...,F,) un automorfismo algebraico de K™ tal que grad(F) < d,
para su inverso G se tiene grad(G) < c. Este enfoque estda motivado por el hecho de que
para K = K’, para un automorfismo algebraico F se tiene grad(G) < (grad(F))™Y. El
enunciado anterior, tiene dos caracteristicas especiales. Una es que no requiere la hipotesis
J(F) = 1 sino la condicién mas fuerte de ser F' un automorfismo. Otra es que necesitaria
ser probado, no sélo para K, sino para toda K-algebra conmutativa K.

En algebra diferencial, la Conjetura es equivalente a otra, también muy famosa, en términos
de K-algebras no conmutativas, en concretro hablamos del algebra de Weyl. Recordamos
que para el cuerpo K, una K’-algebra es un anillo K’ conmutativo o no, provisto de un
homomorfismo de anillos K — K’. En K’, por tanto, ademés de la suma y el producto, se
dispone de un producto por escalares de K via el homomorfismo estructural, y derivando
de todas estas operaciones se tiene también el corchete de Lie definido por [a,b] = ab — ba,
y que dota a K’ de la estructura adicional de algebra de Lie. En estos términos que K’ sea
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conmutativa significa que [a,b] = 0 para todo par a,b € K'. Si K — K', K — K" son
dos K-algebras, un homomorfismo de K-dlgebras es un homomorfimo de anillos K’ — K"
tal que K — K" es igual a la composicién de K — K’ y K’ — K”. Los isomorfismos de
K-algebras son aquellos K — K’ que son biyectivos.

La K-algebra de polinomios K[X7,..., X,] es conmutativa y, salvo isomorfismo de K-alge-
bras, puede entenderse también como aquella, provista de sus n elementos distinguidos
Xq,...,X,, que satisface la siguiente propiedad universal:

Si K — K' es otro algebra y by,...,b, son elementos de K’ tales que [b;,b;] = 0 Vi,7,
entonces existe un unico homomorfismo de K-dlgebras h : K[Xy,...,X,] — K’ tal que
hX;) =0b; Vi.

El dlgebra de Weyl es una K-dlgebra no conmutativa, denotada por A = K[Xy, ..., X,,, Dy, ...

provista de sus dos grupos de elementos distinguidos X1,..., X,; D1,..., D, que, salvo iso-
morfismo de K-algebras, puede entenderse como aquella que satisface la siguiente propiedad
universal:

Si K — K’ es otro élgebra y by,..., b, €q,..., e, son elementos de K’ tales que [b;, b;] = 0,
lei, e;] =0, [e;, bj] = 6;;, entonces existe un Gnico homomorfismo de K-édlgebras h: A — K’
tal que h(X;) = b;, h(D;) = e; Vi. Pero en concreto, el dlgebra de Weyl A es también la
K-algebra de operadores diferenciales, es decir, operadores del tipo

D=) (P,-D%

donde la suma es finita y estd extendida a multiindices «. Los P, son polinomios de
K[Xi,...,X,] v los D* las derivaciones parciales respecto a los multiindices «. Asi, los
D; son las derivaciones parciales con respecto a las variables X;, y las operaciones suma y
producto son las de los operadores diferenciales.

El orden de D se define como el maximo valor de |a|, con P, no nulo, que aparece en la
expresion de D. Se tiene una filtracion natural sobre A, que es la sucesion expansiva de
subespacios vectoriales de A, cuyo g-ésimo subespacio es el formado por los operadores D
de orden menor o igual a ¢. En estos términos la Conjetura Jacobiana es equivalente a
la Conjetura débil de Dixmier, que afirma que todo endomorfismo de la K-algebra A que
preserva la filtracién natural de A es un automorfismo. En la Memoria se incluye la demos-
tracién de esta equivalencia.

El capitulo 3 se dedica a extraer consecuencias de la hipétesis j(F) = 1, en concreto a la
reduccién del grado en la Conjetura y a las formulas explicitas para la inversa formal G
de F' bajo dicha hipotesis. En la préactica bastara considerar el caso “homogéneo”, es decir,
cuando F; = X, — H; y los H; son todos polinomios homogéneos de grado § > 2 quiza
nulo alguno de ellos. En primer lugar, se incluye la prueba de que la hipétesis j(F) = 1 en
este caso equivale a que la matriz J(H) sea nilpotente, es decir, que exista m > 0 tal que
J(H)™ = 0. En segundo lugar, también se incluye la prueba de que si § = 2, entonces la
Conjetura Jacobiana es cierta. En tercer lugar, el resultado de reducciéon afirma que la Con-
jetura Jacobiana es cierta para todo n > 1 si, y solo si, es cierta la Cojetura para todon > 1
en el caso homogéneo con § = 3. La prueba de este resultado consiste en anadir suficientes
variables aumentando n para mostrar que entonces se puede reducir el grado a 3. Al inten-
tar probar la Conjetura para d = 3, se aprecia especialmente la dificultad del problema; de



hecho sélo se ha podido establecer paran = 2, 3,4 y, en el ultimo caso, usando computacion.

En el caso homogéneo con j(F) = 1, la inversa formal G de F tiene s6lo componentes
homogéneas de ciertos grados, en concreto para todo i, GG; es la suma extendida a d > 0 de
polinomios homogéneos G¢ de grado (§ —1)d+ 1. En los afios 70, Abhyankar habia obtenido
la siguiente expresién explicita, llamada férmula de inversion :

Gl =Y DX, H),
|ar|=d

1
donde DI = —'DO‘. Posteriormente, en los anos 80, Bass la transformé en otra féormula
Q

combinatoria. En concreto, a una expresiéon de G¢ como una doble suma, la primera exten-
dida a todos los posibles arboles T' con raiz r y d vértices, y para cada (T,r), la segunda
extendida a todas las funciones f: T'— {1,...,n} con f(r) = i; en concreto a la siguiente

formula de inversién: 1
d
b = . Prs.
G Z o(T) Z Tf
T f

donde a(T") es el nimero de automorfismos del arbol con raiz (T,r) y

Pry= ] Ds.Hy,

v vértice de T

donde v al conjunto de vértices del nivel justamente superior al de v y que estédn conecta-
dos por una arista con v y Dy la derivacién con respecto al multiindice (f,+) cuya j-ésima
componente es el nimero de vértices de v cuya imagen por f sea precisamente j.

La aplicacion de estas férmulas de inversién ha proporcionado resultados positivos sobre la
Conjetura Jacobiana, aunque no de tanta intensidad como se esperaba. El mas avanzado
afirma que si n es arbitrario, 6 = 3y J(H)? = 0 (es decir, m = 2 en la definicién de
nilpotencia) entonces la Conjetura Jacobiana es cierta.



Capitulo 1

Endomorfismos y automorfismos
algebraicos y sus jacobianos.

En este primer capitulo vamos a introducir conceptos y detallar los tipos de automorfismos
y endomorfismos sobre los que desarrollaremos la mayor parte del trabajo. También iremos
introduciendo parte de la notaciéon que vamos a utilizar.

A partir de ahora, si no da lugar a confusiéon cuando estemos trabajando en el espacio K"
denotaremos a los vectores por X o X.

Consideraremos el cuerpo K de caracteristica cero. Para n > 0 tomamos el espacio afin K",
su origen 0 = (0,...,0) y los tipos de aplicaciones que a continuacién explicamos:

1. Aplicaciones lineales.

Consideramos las aplicaciones lineales L : K™ — K™ con L(0) =0y 0= (0,...,0),es
decir, aplicaciones dadas por L(X) = M X" donde X = (X1,...,X,), y M = (a;;) es
una matriz cuadrada de tamano n con coeficientes en K. Estas aplicaciones lineales
en las que coinciden el espacio vectorial inicial y final son endomorfismos lineales de
K™,

Los automorfismos lineales del espacio vectorial K™ son aquellas aplicaciones lineales
L : K" — K" para las que existe otra aplicacién también lineal L' : K™ — K™ tales
que Lo L' =1dy L' o L = Id. Los automorfismos se caracterizan por la condicién de
que det(M) # 0. Siendo M la matriz anteriormente definida.

Llamamos forma lineal al polinomio homogéneo de grado uno en las variables X, ..., X,,.
Algebraicamente, un endomorfismo lineal estda dado por una n-upla de formas lineales
n
(Ly,...,L,). En concreto, si M es la matriz de L tenemos L; = Z a;; X;.
j=1

2. Aplicaciones algebraicas.
Consideramos las aplicaciones algebraicas F' : K™ — K" con F(0) =0y 0= (0,...,0),
que son aplicaciones dadas por una n-upla de polinomios Fi,..., F),, en las variables
Xi,..., X, con F;(0) =0 Vi, es decir, los F; no tienen término independiente. Estas
aplicaciones algebraicas se llaman también endomorfismos algebraicos.



Un endomorfismo algebraico F' = (F}, ..., F},) es un automorfismo algebraico si existe
otro endomorfismo algebraico G : K" — K" dado por G = (Gj,...,G,) siendo G;
polinomios en X1,..., X, talesque FoG=1Idy Go F = Id.

Los endomorfismos y automorfismos lineales son un caso particular de endomorfismos
y automorfismos algebraicos. En el caso algebraico los polinomios que las definen no
son necesariamente “formas”, es decir, polinomios homogéneos de grado arbitrario.

Nota 1: Geométricamente, los endomorfismos y los automorfismos algebraicos son
respectivamente los endomorfismos y automorfismos del espacio afin K™ visto como
“variedad algebraica sobre el cuerpo K”que dejan invariante el origen 0 = (0,...,0).
El caso particular de los automorfismos lineales es el de las afinidades que dejan
invariante el origen 0. La Conjetura Jacobiana trata de formular una caracterizacién
de los automorfismos algebraicos en términos sencillos, similares a los del caso de
aplicaciones lineales.

Aplicaciones formales.

Las aplicaciones formales ® = K[[Xy,...,X,]] = K[[X1,...,X,]] son aplicaciones
que estan dadas por una n-upla (Si,...,S5,) de series S; de K[[Xj,...,X,]] todas
ellas sin término independiente. Estas aplicaciones formales se llaman endomorfismos
formales. Los automorfismos formales son los endomorfismos & para los que existe
otro endomorfismo formal ¢’ con (57,...,S5)) tal que Pod' =Idy &' o P = Id.

Los endomorfismos y automorfismos algebraicos son un caso particular de endomor-
fismos y automorfismos formales. Esto es cierto porque, de la condicién F(0) = 0 que
tienen los endomorfismos algebraicos F', se deduce que las componentes F; de F' son
polinomios sin término independiente, y lo mismo sucede con su aplicacién algebraica
inversa, en caso de ser un automorfismo. Por tanto, sus desarrollos de Taylor en el
origen de los F;, y también de los G si se trata de un automorfismo, tienen esa misma
propiedad y definen un endomorfismo formal, que es un automorfismo formal si I’ lo
es como aplicacién algebraica.

Nota 2. Algebraicamente, el endomorfismo formal dado por la n-upla (Sy,...,S,) es
el inico endomorfismo de la K-algebra de series de potencias formales K[|z, ..., z,]]
que envia x; en S; para todo ¢ = 1,...,n, y ademéds es continua para la convergencia
débil de series de potencias. Esta propiedad de continuidad, lo que formula es que la
imagen de las series de potencias en las variables z, . . ., x, son las series obtenidas por
sustitucion de las variables x; por las respectivas series S;. En concreto, proporciona
la condicién apropiada para que las sustituciones estén bien definidas, es decir, que
puedan realizarse, y den lugar a series de potencias precisas.

La continuidad se expresa con el concepto de sucecién débilmente convergente, que
es aquella sucesién de series de potencias cuyas sucesiones de coeficientes de los mo-
nomios son estacionarias, siendo entonces la serie limite, aquella cuyos coeficientes
son los de estacionamiento de las correspondientes sucesiones de K. Es claro asi que,
cuando una sucesion de series es convergente, el limite es inico.



Que las aplicaciones formales sean continuas significa exactamente que las imagenes
de sucesiones de series convergentes son también convergentes y convergen hacia la
imagen de sus limites.

1.1. Unificacion de los tres tipos de aplicaciones.

Utilizaremos la misma notaciéon F' = (F},..., F,) para los tres tipos de aplicaciones que
hemos formulado anteriormente. En el caso de los automorfismos, cuando exista el inverso
lo denotaremos por G = (Gy, ..., G,). Es decir, Fi, ..., F, son, en el caso més general, series
de potencias sin término independiente, y también lo son G, ..., G, cuando nos referimos
al inverso. El caso més general corresponde al caso formal. Si los F; son polinomios, se trata
de endomorfismo algebraicos, y si son formas lineales, se trata de endomorfismos lineales.

Siempre se tiene la matriz Jacobiana J(F') que tiene tamano n X n y se define la matriz
Jacobiana J y el jacobiano j de la siguient forma:

JE) =J = (35); J(F) = j = det(J).
La matriz jacobiana J tiene tamano n X n, y sus entradas son, en el caso mas general, series
de potencias en las variables consideradas, y j es otra serie de potencias de dichas variables.

En el caso formal, lo que sabemos es que J es una matriz de series de potencias y j también
es una serie de potencias. En el caso algebraico, J es una matriz de polinomios y j un
polinomio y, por ultimo, en el caso lineal J es una matriz de escalares de K, concretamente
la matriz M que nombramos al principio del capitulo, y 7 es un escalar.

En cada caso es caracterizable cuando J es una matriz invertible, en concreto, es invertible
cuando el jacobiano j es una unidad en cada uno de los respectivos anillos, K[z, ..., z,]],
Klzy,...,z,) 0 K.

Esta caracterizacion es una propiedad general de algebra conmutativa.

Si A es un anillo conmutativo con unidad 1, sus unidades son los elementos del conjunto
A*={a€ Al Jd €A talque a-d =1}

que es un grupo abeliano para la multiplicacién. Entonces, se tiene que una matriz cua-
drada M con entradas en A, es invertible si, y sélo si, su determinante es una unidad de
A*. En efecto, si M es invertible, existe otra matriz cuadrada M’ del mismo tamano con
entradas en A tal que M - M’ es la matriz identidad, entonces tomando determinantes se
deduce que det(M) - det(M') = 1y, por tanto, det(M) pertenece a A*. Reciprocamente, si
det(M) es una unidad en A, entonces la inversa M’ existe, porque es la matriz cuyas en-
tradas son el producto del inverso de det(M) por los menores adjuntos de las entradas de M.



Para los tres casos considerados se tiene respectivamente:

K [[z1,...,2,]]" = {userie | wg#0,up el término independiente de u}
Klzy,...,z,) = K* = K \ {0} = {u polinomio constante distinto de cero}
K*= K\ {0}.

Por tanto, se deduce la equivalencia
J es una matriz inversible < j € A*

donde A = K[z, ..., 2,]], K[x1,...,2,], K segin el caso.

Sin embargo, que un endomorfismo de esos tres casos sea un automorfismo es, a priori,
una condicién mas fuerte que la de ser J una matriz invertible. En efecto, si F, E son
endomorfismos de cada uno de los tipos, la composiciéon E o F' es otro endomorfismo del
mismo tipo y se tiene, por la regla de la cadena,

J(EoF)=J(E)- J(F).

Es decir, la matriz jacobiana de la composicién es el producto de las matrices jacobia-
nas. Entonces si F' es un automorfismo, como existe GG tal que F' o G = Id se tiene que
J(F) - J(G) = Id, ya que la aplicacién identidad es una aplicacién lineal cuya matriz ja-
cobiana es la matriz identidad. Se deduce que J(F') tiene que ser invertible y, por tanto,
j(F) € A* para el correspondiente anillo A en cada caso.

La pregunta general es: jhasta qué punto el reciproco de la ultima afirmacion es también
cierto? Es decir, jhasta qué punto j(F') € A* también implica que F' es un automorfismo
en cada uno de los casos? Al estudio de esta pregunta estd dedicada esta memoria.

La situacion es la siguiente:

i) Cuando F es lineal, como J = M, esté claro que la condicién de ser M = J invertible (y
por tanto, j # 0) es equivalente a que F' sea un automorfismo.

ii) Cuando F' es algebraica, no se sabe si la condicién de ser J(F') invertible caracteriza a
los automorfismos. Esto es justamente lo que pregunta la Conjetura Jacobiana. Que J(F)
sea invertible, significa que j es un polinomio constante no nulo. La Conjetura Jacobiana se
formula solo para polinomios con coeficientes en cuerpos K que son de caracteristica 0. Si
la caracteristica de K es un nimero primo p > 0, la pregunta no tiene soluciéon afirmativa
incluso para n = 1, por ejemplo si F' = X + X? se tiene j = 1 pero F' no es un automorfis-
mo algebraico de K. En efecto, si F' fuese automorfismo algebraico, entonces se tendria un
inverso G =Y + r(Y) donde 7(Y’) es un polinomio de caracteristica cero.

iii) Cuando F es formal, se tiene que la condicién de que J(F) es invertible (es decir, que
J tenga término independiente no nulo) si caracteriza a los automorfismos formales.

Nota 3. Si F es algebraico y j(F') € K* existe el inverso formal, es decir, existe la aplicacién
formal inversa G = (G, ...,G,) siendo G; € K[[X,...,x,]| series de potencias, tales que
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FoG=IdyGoF =1Id.

Como consecuencia, se tiene que si F es algebraico y j(F) € K* entonces la Conjetura Ja-
cobiana afirma, en una formulacién equivalente, que las series GG; son todas ellas polinomios
y que, por tanto, F' es un automorfismo porque satisface G;(F') = X;.

Otra consecuencia de la condicién j(F') € K* es que la parte lineal de la aplicacién alge-
braica F' es un automorfismo lineal, ya que la evaluacién de la constante no nula j(F) en el
origen es dicha constante no nula.

Entonces la composicién (por cualquier lado) de F' con el inverso de dicho automorfismo
lineal, sigue siendo un endomorfismo algebraico con jacobiano en K* cuya componente lineal
es la identidad. Por ello, a efecto de probar la Conjetura Jacobiana, basta considerar el caso
en el que F; = X; + H; siendo H; un polinomio de orden mayor o igual a 2 para todo 7. Por
orden de un polinomio entendemos el menor grado de todos sus monomios si el polinomio
no es nulo, y por infinito si es nulo.

Nota 4. Como consecuencia de todo lo anterior se puede formular la Conjetura Jacobiana
de la siguiente forma:

Si F = (Xy+ Hy,...,X,+ H,) con orden(H;) > 2 Vi, y tal que j = 1 (no queda otra
opcién porque j ha de ser constante y 1 es el valor que toma en (0,...,0)), entonces F' es
un automorfismo algebraico, es decir, existe G = (X;+ Ry, ..., X, + R,) con orden(R;) > 2
Vi tal que GoF'=1d o F oG = Id.

A partir de ahora, se consideraran endomorfismos algebraicos con la forma, F' = (X; +
Hy,..., X, + H,), es decir, estan dados por H = (Hy,...,H,) y se puede escribir, H =
To+ T35+ ---+T; donde Ty = (Hu,...,Hy) siendo Hy, la componente homogénea de
grado k del polinomio H; y T; # 0si H #0 .

Al elemento d se le llama grado de F', y se defined =1 si H = 0.
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Capitulo 2

Formulaciones algebraicas.

En este capitulo se muestran varias formulaciones algebraicas equivalentes de la Conjetura
Jacobiana y se presentan algunos de los resultados que se han obtenido para la Conjetura a
partir de dichas formulaciones.

En primer lugar, se han obtenido resultados abstractos en términos de las extensiones de
anillos y de cuerpos y por las aplicaciones polinémicas dadas por las hipétesis de la Conje-
tura Jacobiana.

En concreto, si K un cuerpo de caracteristica 0, y F = (F},...,F,) un endomorfismo
algebraico. Se denota por K[F] el minimo subanillo del anillo de polinomios K[X] =
K[Xy,...,X,] que contiene a K y a los polinomios Fi,..., F,. Se denota también por

K(F) = K(Fy,...,F,) el minimo subcuerpo del cuerpo de funciones racionales K(X) =
K(Xi,...,X,) que contiene a K y a los polinomios Fi, ..., F,. Asociados con el dato F' se
tienen, por tanto, la extensién de cuerpos K (X)/K(F) y la extension de anillos K[X|/K[F],
de hecho todos son algebras sobre K. Recordamos que por extension se entiende el par for-
mado por un cuerpo y un subcuerpo suyo, o un anillo y un subanillo suyo.

Si ademés para el dato F' se tiene j(F') = 1, se puede mostrar que la extensién de cuerpos
K(X)/K(F) es finita, sin embargo, no se sabe si necesariamente es de Galois. Para la ex-
tension de anillos K[ X]/K[F] lo que no se sabe es si K[X] tiene que ser necesariamente de
generacién finita como médulo sobre K[X] cuando j(F) = 1.

Se dispone del siguiente teorema, que relaciona estos objetos con la Conjetura Jacobiana
mostrando que esta es equivalente a esas propiedades que no se conocen, y cuya prueba se
encuentra en trabajos de diversos autores, entre ellos Abhyankar, Bass, Connell y Wright,
y que puede consultarse en el articulo de 1982 de los 3 1ltimos autores.

Teorema 1 Si K es un cuerpo de caracteristica 0 y F = (Fi,...,F,) un endomorfismo
algebraico con la propiedad j(F'), entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

(1) F es un automorfismo algebraico, es decir, la Congetura Jacobiana es vdlida para F.
(2) K[F] = K[X].
(3) K[X] es un mddulo sobre K[F] de generacidn finita.
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(4) K(F) = K(G).
(5) La extension finita de cuerpos K(X)/K(F) es de Galois.
(6) La aplicacion polinomica F : K™ — K™ es inyectiva.

Observacién. Cuando las condiciones (1) a (6) se cumplen, la aplicacién polindémica del
apartado (6) es también suprayectiva; sin embargo, la suprayectividad de dicha aplicacién
no es, en general, otra condicion equivalente a las anteriores.

2.1. Teorema de Rolle en varias variables

En el caso del cuerpo de los niimeros reales, es decir, K = R, y de un polinomio F(X) € R[X]
en una variable, el teorema de Rolle afirma que si a y b son nimeros reales con a # by
F(a) = F(b) entonces existe otro nimero real X tal que F'(X) = 0. De hecho, siempre
existe un X en el intervalo abierto cuyos extremos son a y b.

El teorema de Rolle no es cierto en general para cuerpos de caracteristica 0.

Por ejemplo, si K = Qy F(X) = X?—3X2+ X, se tiene F(0) = F(1) = 0, pero el polinomio
derivado F'(X) = 3X? — 6X + 2 no tiene ninguna rafz racional ya que su discriminante es
12 y su raiz cuadrada no es racional.

Sin embargo, el teorema de Rolle en una variable es cierto si K es un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica 0. En efecto, si F'(X) € K[X], a y b dos elementos de K distintos
y F(a) = F(b), entonces el grado de F' no puede ser 1, ya que las aplicaciones K — K del
tipo ¢X + d con ¢ # 0 son inyectivas. Si el grado de F' es 0, entonces F” = 0. Si el grado de
F es mayor o igual que 2, entonces el grado de F’ es mayor o igual que 1 (aqui se utiliza que
K tiene caracteristica 0) y por tanto, F” tiene raices en K ya que es algebraicamente cerrado.

Puede plantearse, por tanto, el enunciado del teorema de Rolle para n > 1 variables sobre
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica 0 en los siguientes términos:

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 y, F' = (F},...,F,) un
endomorfismo algebraico tal que los F(a) = F(b) para dos n-uplas a,b € K", con a # b
entonces, jexiste una n-upla X € K™ tal que j(X) = 07

Aqui el papel de la derivada F” lo juega el jacobiano j del endomorfismo.

Teorema 2 St K es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, la validez de
la conjetura jacobiana sobre K para n variables es equivalente a la validez del teorema de
Rolle en n variables.

Demostracion.

Esta demostracién se apoya en un resultado no trivial de Bialymcki-Bisula y Rosenlicht
de 1962, que afirma (bajo las hipétesis de ser K un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica 0) que si el endomorfismo algebraico F' = (Fy,..., F,) define una aplicacién
polinémica inyectiva F' : K™ — K" entonces el endomorfismo es un automorfismo. Este re-
sultado no es otra cosa que la equivalencia entre (1) y (6) del teorema inical de este capitulo.
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Este resultado implica que si 7 es una constante no nula entonces la aplicacién polindémica
F . K™ — K" tiene que ser inyectiva, ya que en otro caso j tendria alguna raiz. Esto
demuestra la condicion suficiente en el teorema 1.

La condicion necesaria también se deduce facilmente, ya que si la Conjetura Jacobiana fuese
cierta y para un endomorfismo algebraico F' se tuviera F'(a) = F'(b) para a # b entonces el
jacobiano j no podria ser una constante no nula, ya que en ese caso el endomorfismo seria
un automorfismo algebraico y, por consiguiente, F' serfa inyectiva (habra otra aplicacién
polinémica G : K™ — K" tal que Go F' = F o G = Id ). Entonces como j no es constante
no nula y K es algebraicamente cerrado, se deduce del teorema de los ceros de Hilbert que
J tiene algin cero en K", es decir, que existe X en K" tal que j(X) = 0. Por tanto, el
teorema de Rolle es cierto.

Observaciones. 1) Se ha denotado también por F' : K™ — K" la aplicacién polinémica
definida por un endomorfismo algebraico F' = (Fy, ..., F,).

2) El teorema de Rolle necesita, para ser cierto, que la caracteristica sea 0, ademds de que
el cuerpo K sea algebraicamente cerrado. En efecto, si K es algebraicamente cerrado de
caracteristica p > 0, entonces el polinomio F(x) = X — X? satisface que F'(a) = 0 para
todos los elementos a del cuerpo primo de K, que es isomorfo a Z/(p), y por tanto, tiene p
elementos distintos, sin embargo, F'(X) = 1 para todo X en K.

Para n > 1 variables, sucede lo mismo;

Por ejemplo, F' = (X; — X7,..., X,, — XP?) satisface F' = (ay,...,a,) = 0 para todas las
n-uplas con a; en el cuerpo primo, pero el jacobiano j satisface j = 1 y no tiene ceros en
K™,

3) La observacién 2 muesta también como en caracteristica p > 0, la Conjetura Jacobiana no
es cierta ya que la aplicacién polinémica F' : K™ — K" satisface F' = (0,...,0) = F(1,...,1)
y por tanto no es inyectiva.

2.2. Desarrollos formales de Taylor.

Dado un cuerpo K y las variables Xi,..., X, consideramos otros dos juegos de n va-
riables Y1,...,Y, v Z1,...,Z, vy las algebras de polinomios A = K[X;,...,X,], B =
Yi,...,Y,, Z1,...,Z,]. Entonces cada polinomio P(Xj,...,X,) de A da lugar al polino-
mio P(Y3,...,Y,) de B, sustituyendo en su expresién las variables X; por las variables Y;.

Ahora bien, B también puede entenderse como B = K|[Zy,...,Z,|[Y1,...,Yy,], es decir,
como el élgebra de polinomios en las variables Y; con coeficientes en K[Z;,...,Z,]. Por
tanto, para todo P(Xy,...,X,) se tiene una expresiéon (que podemos entender como un
desarrollo en serie) del tipo

P(\Yr,....Y,)=P(Z,..., Z,)+(DiP)(Zy, ..., Zn)(Yi—Z1)+ -+ (DuP)(Z1, . .., Z0)(Y—Z,)

+> (DiP) (21, ... Za)(Yi=Z) (V5= Z3)+ Y (DiuP)(Z1, .., Za)(Yi=Z)(Yi—Z3) (Y= Zi)+. .

i<j i<j<k

Cuando K es de caracteristica 0, como sucede en esta memoria,
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oP 1 9*P 0*P

DiP = o—, DyiP = =, DijP = -——
oz 20 0227 Y 0z;0z;

sii< ...

. . : P
Con caracterfatica p > 0, sigue teniéndose D; P = . Pero, en general, para casos de mas

1
de dos indices ya no se trata de las derivadas del polinomio P sino de otras derivadas que
se llaman derivadas de Hasse que son las derivadas parciales cuando la caracteristica es 0.

Se deduce una expresién mas organizada como un desarrollo en serie formal, es decir, como
la exprexion

n

)
Py, Yo) = P(Zy,.. Zn) =Y == (Zv,.., Zo)(Yi = Zi)+

i=1 Oz

+ términos de orden superior a 2 en las  (Y; — Z;).

De esta expresién se deduce que si denotamos por A elidealde B = K[Y,...,Y,, Z1,..., Z,]
generado por Y1—21,...,Y,—Z,, esdecir,si A= (Y1—21,...,Y,—Z,) entonces P(Yy,...,Y,)—
P(Zy,...,Z,) pertenece al ideal A.

Consideramos ahora un endomorfismo algebraico F' = (F},...,F,) de n variables, con
Fi(Xy,...,X,) € Ay consideramos el ideal A de B generado por los polinomios F;(Y3,...,Y,)—
Fi(Zy,...,Z,) parai=1,...,n,esdecir, el ideal Ap = (F;(Y1,...,Y,) — Fi(Zy,...,Z,)) de

B. Entonces se tiene Ap CA por la propiedad anterior y el teorema siguiente.

Teorema 3 St K es un cuerpo de caracteristica 0. Entonces un endomorfismo algebraico
F = (F,...,F,) es un automorfismo algebraico si, y solo si, se tiene Ap =A.

Proposicién 4 En particular, la Conjetura Jacobiana afirma en estos términos que para
un endomorfismo algebraico F' son equivalentes las dos condiciones siquientes:
a) j=j(F)e K*.

Esta equivalencia permite, a través de b) formular la Conjetura Jacobiana en términos de una
igualdad de ideales generados por polinomios a partir de la hipdtesis 7 € K*. Verificar una
igualdad de ideales generados por polinomios concretos es un problema tipico de algebra
computacional. En términos de bases de Grobmer, se trataria de encontrar una base de
Grobner para el ideal Ap y entonces verificar que los Y; — Z; pertenecen a Ap mostrando
que el resto de su division por los polinomios de la base de Grobner es 0 para: =1,...,n. Sin
embargo, dado que la Conjetura Jacobiana es un problema abierto, el problema de algebra
computacional anterior es un problema de gran dificultad para F' en general. Los resultados
de este apartado se deben a Russell en 1982.

2.3. Grados inversos

El grado de un endomorfismo algebraico F' = (Fi, ..., F,) donde F;(X3,..., X,) € K[Xq,...,X,]
siendo K un cuerpo, se define como el maximo de los grados de los Fj, es decir, como el
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entero d(F') = d = max (grad(Fy), ..., grad(F},)).

El grado d(F) = d no varia si F' se compone con un automorfismo lineal, es decir, si
se tiene d(F o L) = d(F) si L : K™ — K" es un automorfismo lineal. En particular, si
F = (X, + Hy,...,X, + H,) con H; de orden mayor o igual a 2, como en el capitulo 1,
entonces se tiene d(F') = d = max (grad(H,),...,grad(H,)) si algin H; es distinto de 0 y
d=1si H =---= H,, es decir, si F' es un endomorfismo lineal no nulo. El grado coincide
con el ya definido en el capitulo 1.

Sin embargo, no hay una férmula general para expresar el grado de un endomorfismo com-
puesto en términos de los grados de los endomorfismos de que se componen. Es decir, si F, F’
son dos endomorfismos entonces no existe una relacién general entre grado(F'oF'), grado(F'o
F'), grado(F) y grado(F"). Esta nueva dificultad es esencial para el problema jabobiano, es
decir, el problema que plantea la Conjetura Jacobiana. De hecho, si F' es un automorfismo
algebraico, su grado puede ser arbitrario, por ejemplo, sin > 1y d > 1, el automorfismo
algebraico dado por F' = (X;+(X5)% Xy, ..., X,,) ysuinverso G = (X; —(X3)4, Xo,..., X,)
tienen ambos grado d, sin embargo su composicion G o F' que es la identidad tiene grado 1.

Si existe un resultado importante para los automorfismos algebraicos, es el siguiente:

Proposicién 5 Si K es un cuerpo y F' = (Fy,...,F,) un automorfismo algebraico con
Fi € K[Xy,...,X,], entonces se tiene que grad(G) < (grad(F))™=Y, siendo G el inverso
del automorfismo algebraico de F'.

Este resultado de 1982 se debe a Bass, Connell y Wright. En su enunciado general, tiene
también relevancia en relacion con la Conjetura Jacobiana.

Un caso particular para este es el siguiente:

Nota. Para n = 2 se tiene la aplicacién polindémica F = (Fy, Fy) de Ky con J(F) in-
vertible y sea d el grado de una extensién de cuerpos K (Fy, Fy) C K(Xi, X5). Entonces,
d < méx{grad(Fy), grad(Fy)}, es decir, el grado de la aplicacién polinémica es menor o
igual que el del endomorfismo algebraico, con la definicién de grado para los endomorfismos
algebraicos dada anteriormente.

Para ello, se tiene en cuenta que el concepto de endomorfismo y de automorfismo algebrai-
cos (también los lineales y los formales pero no se necesitan aqui) existe, cuando K no es
necesariamente un cuerpo. Es decir, en lugar de K, podemos tener un anillo conmutativo
K’y con unidad. Un endomorfismo algebraico estd dado por F' = (F}, ..., F,) donde los F;
estdn en K'[X1,...,X,] y un automorfismo algebraico es un endomorfismo algebraico que
tiene un inverso que también lo es.

Cuando K es un cuerpo, tenemos también K-algebras K’ es decir, anillos K’ provistos de
un homomorfismo de anillos K — K’ que de la estructura de K-algebra sobre dichos anillos
K’. Las K-algebras que consideramos son también conmutativas y con unidad, es decir, K’
es un anillo conmutativo y con anillo unidad 1 a la fuerza, la imagen del 1 de K por el
homomorfismo estructural K — K').
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Para un endomorfismo F', su grado d(F') se define igual como el méximo de los grados de
los Fj, y lo mismo sucede con el grado de la inversa si el endomorfismo es automorfismo. La
matriz jacobiana J y el jacobiano j del endomorfismo F' también se define igual que en el
caso de cuerpos.

Por razones practicas, consideramos ya endomorfismos escritos de la forma F' = (X; +
Hy,..., X, + H,) con H; polinomios de orden mayor o igual a 2 como al final del primer
capitulo. Aunque K y K’ no sean un cuerpo, el grado esté bien definido para endomorfismos
algebraicos dados por polinomios con coeficientes en K o K’, y no se pierde generalidad al
considerar esta escritura particular para los endomorfismos, que se llama normalizada.

El resultado sobre la Conjetura Jacobiana que se debe a Bass es el siguiente:

Teorema 6 Fijado el anillo conmutativo K y los enteros n,d > 0. Entonces las condiciones
siguientes son equivalentes:

a) Si K' es una K-dlgebra y F = (Fy,...,F,) con Fi(Xy,...,X,) € K'[X1,...,X,] es un
endomorfismo algebraico normalizado de (K')"* con grad(F) <d y j =1, entonces F' es un
automorfismo algebraico de (K')".

b) Eziste un entero c, que depende de K,n y d, tal que si K' es una K-dlgebra y F =
(Fy,...,F,) con Fi(Xq,...,X,) € K'[Xy,...,X,] es un automorfismo algebraico normali-
zado de (K")" con grad(G) < ¢, siendo G el endomorfismo inverso de F.

Podemos probar la implicacién a) = b).

Fijados n,d y K un anillo conmutativo, y sea K[y(i, )] un anillo de polinomios sobre K con
variables independientes Y (i, u), donde ¢ = 1,...,n y p varfan sobre los monimios finitos
Xi,..., X, para los que 2 < grado(u) < d. Sea F = (Fy,..., F,) la aplicaciéon polinémi-
ca normalizada genérica de grado d, definido por F; = X; + Y (i, u)p y sea J el ideal de
K[Y (i, )] generado por los coeficientes de los monomios en j(F') — 1, donde j(F) — 1 es
considerado como un polinomio en Xj,..., X, con coeficiente en K[y(i, x)]. Finalmente,
sea K = K[y(i,n)]/J y denotamos por F' a F médulo reducido .J. Entonces F tiene una
propiedad universal evidente que implica que si F es inversible y grado(F~1) = ¢ entonces,
la condicién b) del teorema se satisface.

No parece haber habido desarrollos posteriores utilizando grados inversos. Esto es compren-
sible ya que, dado este teorema, es dificil ir mas alla sin resolver la Conjetura Jacobiana.

Observacién 1: El teorema 3 muestra que si K es un cuerpo de caracteristica cero y F' un
endomorfismo algebraico con j = 1 de K™, para probar la Conjetura Jacobiana no bastara
con mostrar que el grado de la inversa G es menor o igual que un cierto valor ¢ (por ejemplo,
¢ = (gradoF)"') sino que hace falta probar eso mismo para todos los automorfismos de
todos los (K’)" siendo K’ un élgebra sobre K.

Hay que tener en cuenta que las K-algebras de un cuerpo no son cuerpos la mayoria, por

ejemplo, una K-algebra de polinomios o un cociente por un ideal de una K-algebra de po-
linomios.
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Observacién 2: Aunque la mayoria de los resultados sobre la Conjetura Jacobiana de este
trabajo son abstractos y conceptuales, la investigacion para intentar probar la Conjetura
Jacobiana se realiza con férmulas explicitas y algoritmos computacionales. El grado juega
frecuentemente un papel importante, de hecho no sélo el grado del endomorfismo F', sino los
grados d; de las componentes F;, sobre todo en el caso n = 2. Para este caso, por ejemplo,
Moh en 1982, probé que la Conjetura Jacobiana es cierta cuando el grado del endomorfismo
es menor o igual que 100. Nakai y Baba en 1977, utilizando un resultado previo de Magnus
de 1955, probé que la Conjetura Jacobiana es cierta cuando alguno de los enteros d; o ds
es un numero primo, o alguno de ellos es igual a 4, o dy < d; y d; es el doble de un nimero
primo impar. El resultado de Magnus, afirma que si d; y ds son primos entre si, entonces
la Conjetura Jacobiana es cierta para F' = (F}, Fy), y de este resultado se deduce como el
resultado ya mencionado que afirma la validez de la Conjetura Jacobiana cuando alguno de
los grados d; es un nimero primo.

2.4. Operadores diferenciales.

Vamos a introducir en esta seccion otros enunciados, también muy conocidos, que de ser
ciertos implicarian o serian equivalentes ala Conjetura Jacobiana. Se trata de las conjeturas
de Dixmier.

Sea K un cuerpo de caracteristica cero y denotamos por A, el n-ésima algebra de Weyl, es
dGCiI', An = K[Xl, e ,Xn7 D17 ceey Dn]

Algebra de Weyl

El algebra de Weyl de n variables de un algebra no conmutativa A,, sobre el cuerpo K deter-
minada por n variables X1, ..., X,, y sus derivadas asociadas D, ..., D,, donde las D; son
las derivadas parciales de las variables X; respectivamente. En dicho algebra, el producto
de las variables X; entre si es conmutativo e igualmente el producto de las derivadas D;

entre si conmutan. Quedan asi definidos para cada multiindice 8 = (S, ..., 8,), el monomio
XP = X% XP y para cada multiindice o = (o, ..., o,) la derivacién parcial de orden
superior D% que es el producto D' -...- D,*". Al entero | § |= 51 + ...+ [, se denomina

grado del monomio X#, mientras que al entero | a |= a; + -+ - + a, se le denomina orden
de la derivada D®.

La K-algebra A,, contiene como elementos particulares a los monimios X y a las derivadas
parciales D“. En general, los elementos del algebra A, son, por definicién, las sumas forma-
les finitas, cuyos términos que se suman son expresiones producto del tipo aX?D® donde
a es un escalar de K,y a y 8 son dos multiindices. No se excluye que o« = 5 = (0,...,0),
en cuyo caso los sumandos son simplemente escalares de K, y por tanto el cuerpo K es
un subconjunto de A,, en particular, se tiene la inclusion K < A,, que proporciona la
estructura de K-algebra al anillo A,,.

En efecto, el conjunto A,, tiene una estructura de anillo no conmutativo con el escalar 1

como elemento unidad, para la cual la inclusion K < A, es un homomorfismo de anillos.
La suma de dos de sus elementos de A,, se define sumando término a término los coeficientes
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de las expresiones que comparten ambos exponentes 5 y a.

A, con la suma es un grupo abeliano. Sin embargo definir el producto en A, es laborioso,
pero puede hacerse teniendo en cuenta dos de sus propiedades:

i) El produto es distributivo con respecto de la suma y de los productos por escalares de
K, por tanto, para definirlo es suficiente describir el siguiente producto

(X% D). (XP. D).

ii) Puesto que X? es un producto de variables X;, y D" es un producto de derivadas parciales
D;, para describir cual es el producto de i) es suficiente describir cuales son los productos
del tipo

X{(X?-D%) y Di(X"-D%)

y aplicar esta descripcién sucesivamente | | + | v | veces.
iii) Sie; = (0,...,1,0,...,0) es el multiindice cuya i-ésima componente es 1 y el resto de
componentes es 0, la descripcién de los productos de i) es la siguiente:

Xi(x?. D*) = XPte . po

Di(X?.D*) = X" . D 4 g, XP~e . D~

Teniendo en cuenta las sumas y las multiplicaciones por escalares, también quedan definidos
dentro de A,, los polinomios las variables X;, que son los polinomios usuales, y que forman
un subanillo conmutativo K[Xy,...,X,] de A,,. Andlogamente, quedan definidas, para las
derivadas D;, los operadores diferenciales de orden superior con coeficientes constantes, es
decir, las sumas finitas formales D cuyos sumandos son productos de una constante de K.
Los operadores diferenciales de orden superior con coeficientes constantes forman otro anillo
de polinomios K|[Dy,...,D,] de A,. La laboriosidad en los célculos se produce cuando se
multiplica un elemento de uno de estos subanillos de polinomios por el otro.

Por esta razon, dado que los calculos conducen a expresiones largas, en la practica se utiliza
otro producto derivado de la suma y el producto anteriores, el producto de Lie, dado por
[P, Q] = PQ—QP siendo P, dos elementos de A,, y PQ, QP los productos en A,, definidos
anteriormente. El producto de Lie es bilineal con respecto a los escalares de K,y satisface,
para cada terna de elementos P,(Q, R € A, la conocida propiedad circular

[P, [Q, R]] + (@, [R, Pl] + [R,[P,Q]] = 0

Por tanto, con la suma, el producto por escalares de K y el producto de Lie, A,, tiene otra
estructura adicional: la del algebra de Lie sobre K. Esta estructura de algebra de Lie se
deduce, por la definicién del producto de Lie, de la estructura de algebra como anillo no
conmutativo con el producto definido anteriormente. No conviene olvidar esto, porque la
suma y el producto de Lie en A, no es un anillo.

Por ejemplo, la propiedad circular muestra que el producto de Lie no cumple la propiedad
asocliativa.
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Ahora, se deducen para las variables X; y las derivadas parciales D; férmulas sencillas para
sus productos de Lie, en concreto las siguientes:

(2) [D;, Dj] = 0 para todo par de indices 1, j.

(3) [Ds, X;| = 6;; para todo par de indices i, j.

Las férmulas (1), (2) se deducen de los respectivos hechos de que las X; conmutan entre si
y que las D; conmutan entre si también. La férmula (3), sin embargo, enfatiza que D; y X;
no conmutan. En efecto, utilizando el apartado 7i7) de la definicién del producto se tiene:

[Dian] = DZXJ — X]DZ = X]Dz + 5i,j - X]DZ = 6i,j'

Observacién 1. Se suele expresar habitualmente A,, de la forma

A, = K[Xy,...,X,,Dy,...,D,] junto a las férmulas (1), (2),(3). Esto quiere decir que,
dentro del algebra A,,, el menor subanillo que contiene a las constantes de K, a las X, y
a las derivadas D; es precisamente la propia A,. Esta propiedad suele expresarse diciendo
que A, estd generada como algebra sobre K por las X; y las D; con7=1,...,n y que estos
generadores cumplen las relaciones (1), (2), (3).

Observacién 2. También es facil de comprobar que A,, puede definirse, salvo isomorfismo,
como el algebra sobre K.

K — A, satisface la siguiente propiedad universal: Si B es otra K-algebra, es decir B es
otro anillo no necesariamente conmutativo junto con un homomorfismo de anillos K — B,
tal que en B existen dos conjuntos de n elementos by,...,b, y e1, ..., e, tales que [b;, b;] =
lei, e;] =0, [e;, b;] = &; ; para todo par de indices ¢, j, entonces existe un tinico homomorfismo
de algebras ¢ : A,, — B tal que ¢(X;) = b;, ¢(D;) = e; paratodoi=1,...,n.

Si B, C' son dos K-algebras, dadas por un homomorfismo de dlgebras ¢ : B — C' se entiende
una aplicacién ¢ : B — C que conserva las sumas, los productos y deja invariantes a todos
los elementos a de K, en particular a 1. Como consecuencia, los homomorfismos de algebras
conservan también los productos de Lie, ya que el producto de Lie se expresa en términos
de sumas y productos.

Como siempre, si C = B, los homomorfismos de K-algebras se llaman endomorfismos y
automorfismos de K-algebras, y juegan un papel importante en las conjeturas de Dixmier,
que se trataran a continuacion.

Cada elemento P en el dlgebra de Weyl se puede escribir de forma tinica como P = " a, - D*
y A, es un anillo con una filtracién F = {A,,(v)},~,, donde A, (v) es el subespacio vectorial
de los operadores ) a, - D* con |a| < v. -

Una filtracién en el anillo A, es una sucesion creciente de subespacios vectoriales cuya
union es A4,,.

Sea ¢ : A, — A, un endomorfismo de K-algebras. Entonces, por la propiedad universal, ¢
estd completamente determindado por las imdgenes de X; y D;. Dado que estas imagenes
satisfacen las mismas relaciones (1), (2) y (3) que X; y Dj, se deduce facilmente:

Proposiciéon 7 Cada endomorfismo del dlgebra de Weyl es inyectivo.
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Conjetura Dixmier generalizada.
Cada endomorfisimo del algebra de Weyl es sobreyectivo y por tanto, un automorfismo.
El caso n = 1 de esta Conjetura fue formulado en 1968 por Dixmier. El caso n > 1 de dicha

Conjetura todavia esta abierto.

Proposicién 8 La Conjetura Dixmier implica la Conjetura Jacobiana.

Demostracién. 1. Sean Fi,..., F, con det(JF) € K*. Entonces como JF' es una matriz
0 0
inversible de polinomios, podemos considerar los elementos de A,,, ETAMARIE Y definidos
1 n
de la forma:
9 9
8F1 a)(1
L =R
0 0
oF, X,
. 0 .. .
Si tomamos b; = F; y e; = ——, es facil comprobar que se cumplen las condiciones [b;,b;] =

OF;’
[62', ej} = O, [61', bj] = (SiJ \V/’l,]
Ahora, por la propiedad universal, definimos el endomorfismo de algebras ¢ : A,, — A,, dado

0
por ¢(X;) =F, y ¢(D;)= 3 Entonces asumiendo la Conjetura Dixmier generalizada
J

¢ es sobreyectiva.

2. Sea g € K[X] C A,. Entonces existe P € A,, con g = ¢(P). Entonces, g = Y an(F) -
a «

(6_F) . Ahora aplicamos el operador g al elemento 1 € K[X]. Esto da g = ao(F) € K[F].

Entonces K[X| C K[F], lo que implica K[X] = K[F], es decir, F' es un automorfismo

algebraico. O

Conjetura Débil Dixmier.
Observando la demostracién anterior, observamos que el endomorfismo ¢ construido preser-

va la filtracién, es decir, p(A,(v)) C A,(v) Yo > 0; llamamos a tal endomorfismo preservador
de la filtracién. Entonces,

Congetura Débil Dixmier. Cada endomorfismo preservador de la filtracion de la K-algebra
de Weyl A, es sobreyectivo y, por tanto, es un automorfismo.

Luego, la misma demostracién de la proposicion anterior nos da también la prueba del
siguiente resultado:

Proposiciéon 9 La Conjetura débil de Dixmier implica la Conjetura Jacobiana.

En efecto, tenemos,

Teorema 10 La Conjetura Jacobiana es equivalente a la Conjetura débil de Dizmier.
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Demostracion.

La proposicion anterior demuestra que la Conjetura débil de Dixmier implica la Conjetura
Jacobiana, luego queda por demostrar que la Conjetura Jacobiana implica la Conjetura
débil de Dixmier.

Asi que supongamos que la Conjetura Jacobiana es cierta. Sea ¢ un endomorfismo preser-
vador de la filtracién de A,,. Entonces,

p(D;) =Y aij - Dy +b
k

para algunos polinomios aji, b; de K[X| = K[X;,...,X,].

De [¢(D;), p(X;)] = d;; obtenemos > a;; - Dy(F;) = dij, de ahi a;; - (JF)T = I,.
Entonces det(JF) € K*, de donde K[X] = K[F| = K[Xy,...,X,] por nuesta hipdtesis.
Definimos B; = ¢(D;) — b; y escribimos D, B,b en lugar de Dy,...,D,, By,...,B, vy
bi,...,b, respectivamente.
Tenemos que demostrar que @ es sobreyectivo, es decir, (K [X, D]) = K[X, D]. Entonces
debemos demostrar que K[F, B + b = K[X, D].
De K[X]| = K[F] deducimos K[F, B +b| = K[X, B+ b] = K[X, D].

Finalmente, B; = Y a;x-D; Vi, j. Como (a;x-(JF)') = I, implica que a;; € GL,,(K[X]).
Y deducimos que

Die€) K[X]-Dy Vi
k

Por lo tanto, K[X, B] = K[X, D] que da K[F, B + b] = K[X, D] como se desea. O
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Capitulo 3

Reduccién del grado e inversa formal

3.1. Reduccion del grado

En este capitulo vamos a considerar F; = X; — H;, donde los H; son homogéneos de grado
0 > 2. Obviamente algin H; puede ser 0. Hemos cambiado el signo + por el — en los
términos H;, sin perder generalidad, para facilitar una escritura mas cémoda para que no
aparezcan excesivos signos — en las férmulas que apareceran en lo sucesivo.

Proposicién 11 La condicion j(F) =1 es equivalente a que J(H) es nilpotente, es decir,
existe m > 0 tal que J(H)™ = 0.

Demostracién.

= / J(F) tiene inversa formal, es decir, una inversa tal que sus entradas son series formales
de K[[X1,...,X,]] esta inversa es necesariamente

Id+ J(H)+ JH)?*+ J(H)? + ...

ya que, por calculos matriciales se tiene

(Id — J(H))(Id+ J(H) + J(H)*+...) = 1d

Las entradas de J(H)? son de grado 2(§ — 1), las de J(H)? de grado 3(§ — 1), por tanto, la
suma (Id+ J(H) + J(H)*+ ...) con débilmente a una matriz de series de potencias.

Ahora si det(Id — J(H)) = j(F) = 1, sabemos que J(F') es una matriz invertible como
matriz de polinomios, entonces su inversa tiene que ser una matriz de polinomios y por

tanto, existe m > 0 tal que J(H)" =0y J(H)™ = J(H)™"*? = ... =0.

< / Reciprocamente, si J(H)™ = 0 para algin m > 0, entonces J(H)™" = J(H)™*?
... =0y por tanto, la inversa de (Id— J(H)), que es (Id+ J(H))(Id+ J(H)+ J(H)*+..
es una matriz de polinomios.

O |l

Definicién 12 Se llama indice de nilpotencia de J(H) al menor entero m > 0 tal que
J(H)™ =0.
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El indice de nilpotencia es siempre m < n (si la matriz es n X n, como es en algin caso). Esto
se deduce de la existencia de la forma candnica de Jordan, sobre la clausura algebraica del
cuerpo K(Xy,...,X,), que es triangular con ceros en las posiciones de la diagonal, y esto
implica que la condicién necesaria y suficiente para J(H)™ = 0 todos los autovalores de J(H)
en dicha clausura algebraica son iguales a 0. También se deduce que J(H) es nilpotente si,
y solo si, su polinomio caracteristico det(Ald — J(H)) es igual a A™.

Teorema 13 (Wang, 1980) Si grado(F') < 2 entonces la Conjetura Jacobiana es cierta.

Demostracion.

Por el teorema 1 es suficiente con demostrar que F' es inyectiva.

Supongamos F'(a) = F(b) para algin a,b € K con a # b. Definimos G;(X) = F;(X +a) —
F;(a). Luego, G(0) = G(c) =0 con ¢ = b —a # 0, tenemos que grado(G) < 2y j(G) = 1.
Tenemos que JG(X) = JF(X + a) entonces det(JC) € K*.

Escribiendo G; = G;1 + Gi2, que es su descomposicién en componentes homogéneas. Consi-
deremos la variable ¢ y la funcién h : K — K™ dada por

h(t) = G(tC) = (Gl (tC), e ,Gn(tC)) = (tG1’1<C) + t2G1’2<C), c. 7th,1(C) + tan’g(C)).
La derivada h'(t) es el vector,
h/(t) = (G1,1<C) + 2tG1’2, ey Gn71<0) + 2th,2(C>>

Para t = 5 se obtiene #'(3) = G(c) = 0.

La diferencial de h, para cada valor de t, es la aplicacion lineal cuya matriz es la matriz
fila dada por el vector h/(t). Esta diferencial puede calcularse también, aplicando la regla
de la cadena, a la primera expresién de la funcién h(t) como la compuesta de las funciones
K — K" dada por ¢ — tc y la funcion K™ — K™ dada por X — G(X), cuyas diferenciales
respectivas, para cada valor de t, son las aplicaciones lineales cuyas respectivas matrices
son ¢ = (¢1,...,¢,) y (JG)(tc), siendo ¢ un vector no nulo y JG la matriz jacobiana del
endomorfismo algebraico G. El resultado es h'(t) = (c1,...,¢,) - (JG)(tc). Por hipétesis, la
matriz jacobiana JG tiene determinante igual a 1 evaluando en toda n-upla, en particular en
la n-upla tc. Por hipotesis, la matriz jacobiana JG tiene determinante igual a 1 evaluado en
toda la n-upla, en particular, en la n-upla tc. Por tanto, para todo ¢, la matriz JG(tc) inver-
sible de escalares de K, y como ¢ es un vector no nulo, se deduce que el vector h'(t) # 0 Vt.

Con esto, se llega a una contradiccion, ya que para t = %, el primer calculo A’ (%) nos da el
vector 0, mientras que el segundo calculo nos da un vector distinto 0. Por tanto, G y F' no
pueden no ser inyectivas, luego este argumento demuestra la Conjetura Jacobiana en este
caso. 0

Teorema 14 (Bass, Connell, Wright, Yagzhev, 1982) La Conjetura Jacobiana es cierta
para todon > 2 | si es cierta para todo n > 2 cuando F' = X; — H; y los H; son homogéneos
de grado 3 (es decir, 6 = 3). Ademds J(H) es nilpotente necesariamente para estos H;.

Nota. Para probar este resultado hay que anadir variables al sumando, por eso hace falta
que se enuncie para todo n > 2 a ambos lados de la equivalencia. Wright en 1993 demostro
la Conjetura Jacobiana para H homogéneo de grado 6 = 3 y n = 3,y en 1994 Hubbers
la demostré para H homogéneo de grado 6 = 3 y n = 4 utilizando computaciéon de altas
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prestaciones. Para H homogéneo de grado 6 = 3 y n > 4 no se ha probado atiin la Conjetura.

La demostracién del teorema anterior tiene en cuenta que, dado el endomorfismo algebraico
F=(F,...,F,) de K™ con j(F) =1,y variables adicionales X, ;1,..., X, 1n, entonces
el endomorfismo algebraico F' = (Fi,..., Fp, Xpi1, .., Xppw) de K™ también satis-
face j(F') = 1 y se tiene que F' es un automorfismo algebraico de K" si, y solo si F es
un automorfismo algebraico de K™t . También tiene en cuenta que ademés de los auto-
morfismos algebraicos de K™t que son del tipo F’ para un automorfismo algebraico F,
hay muchos otros automorfismos algebraicos adicionales de K™ que podemos denotar
por T, @), ... Entonces, dado F, en la demostracion del teorema anterior lo que se prueba
es que existe m > 0 y dos de estos muchos automorfismos algebraicos T,Q de K"
tales que la composicién F” = T o F' o () es un endomorfismo algebraico de K™+ de grado
menor o igual que 3, que naturalmente conserva la propiedad j(F”) = 1. Después, se refina
mas esta prueba para precisar que dicho F” puede encontrarse con la propiedad adicional
F!" = X; — H; siendo H; un polinomio homogéneo de grado 3 para todo i =1,2...,n+n'

Teorema 15 (Druzkowski, 1983). La Conjetura Jacobiana es cierta para todo n > 2 si,
y solo si lo es para el caso F; = X; + L} Vi = 1,...,n donde L; es una forma lineal.
Ademas, J(L), que es una matriz de escalares, tiene que ser nilpotente, como consecuencia
de la hipdtesis jacobiana j(F) = 1.

3.2. Inversa formal y férmulas de arboles con raices.

Como vimos en el capitulo anterior F' = (Fy, ..., F,) es una aplicacién polinémica y consi-
deramos Dy, ..., D, las derivadas ——, -+, ——.
' " 5 09X, 0X,,
(6%
Llamamos D® = con @ = (aq,...,«
ox{t, ..., 0xon (e n) ¥
1
Dlel = —p* donde ol = (ay!-...-a,) y oy >0 Vi

|
Sea F' = (f?é’l., ., F)=(X1—H,...,X, — H,) con H; series de orden mayor o igual a 2
y U € K[[X1,...,X,]], entonces se tiene el siguiente resultado probado por Abhyankar en
1974:
U(Xy,....,X,) =Y DCNU(F, ... F,)-j(F)- H)

a>0
donde H* = H{" - ... - Ho".
Para el caso particular j(F) = 1 existen inversas formales del endomorfismo dado por F
como hemos mostrado en el capitulo 1. Es decir, existen series G, ..., G, tales que

CTYZ(le,,F;I):AXVz VZ:L,TL
Se deduce la férmula de inversion de Abhyankar, tomando U = G;

Gi=>» DFI(X;-H)

a>0

Volviendo al caso particular j(F) = 1y H; homogéneo de grado § > 2 se tiene que D!(X; -
H®) es homogéneo de grado ((0 — 1) | « | +1). Por tanto, el término de descomposicién de
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la inversa G; es suma de componentes homogéneos

G; = i > DR(X;H®)

d=0 \|o|=d

Las componentes tienen grados ((§—1)d+1). Para d = 0, la componente es X;, parad = 1 la
componente es H;. Para § = 3 los grados de las componentes son impares. A la componente
homogénea de la serie G; de grado ((§ — 1)d + 1) la denotamos por G¢. Con la notacién
del final del capitulo 1, se tiene que para la expresion de F' como suma de sus componentes
homogéneas tenemos T, =0 Vk #0,yTs = —H = (—Hy,...,—H,). Para la expresién de
la inversa g de F' como suma de sus componentes homogéneas, se tiene Ry = 0, si k no es
de la forma (0 — 1)d + 1, mientras que R(5_1)a+1 = (GY{,...,G%) Vd > 0.

La Conjetura Jacobiana se enuncia en estos términos de la forma siguiente:

Conjetura Jacobiana. Si j(F) =1y 6 = 3, en particular, J(H) es nilpotente. Entonces
existe [ > 0 tal que G¢ =0 Vd > 1.

Observaciéon. Como sabemos que, en caso de ser invertible, el grado de G; tiene que ser
menor o igual que 6" !, si la Conjetura Jacobiana es cierta para F' = X; — H; con H;

homogéneo de grado 4, entonces tiene que ser G¢ = 0 cuando ((§ — 1)d > "7 1), es decir,
n—1

cuando d > )
0—1

Como consecuencia no trivial del teorema de inversién de Abhyankar, y con un andlisis

meticuloso de esta formula, en 1982 Bass, Connell, Wright descubrieron otra férmula para

expresar las series inversas G¢ en términos de drboles T’ con raiz en la forma siguiente.

Un arbol es un grafo conexo simple (es decir, sin lazos ni aristas miltiples) que no tiene
ciclos, es decir, secuencias consecutivas de aristas con origen y llegada en el mismo vértice.
Un arbol con raiz T" es un arbol en el que se ha senalado como raiz a uno de sus vértices, es
decir, es un par formado por un arbol y uno de sus vértices. Un automorfismo de un grafo
con raiz T es un automorfismo del grafo que deja invariante a la raiz. Cada arbol con raiz
T tiene un nimero de automorfismos «(7") > 0.

En un arbol con raiz, la raiz se considera de nivel 1 y los demas vértices a nivel igual al
nimero de aristas necesarias para conectar el vértice con la raiz mas 1. Para cada vértice v,
se denota por v™ al conjunto de vértices del nivel justamente superior al de v y que estén
conectados por una arista con v. Para los vértices maximales se tiene v+ = ().

Para cada arbol T con raiz r y cada ¢ = 1,...,n, consideramos aplicaciones f : T —
{1,...,n} con la propiedad f(r) = i. Para cada vértice v se denota por f, a flv), y por
D/o+ la derivacién con respecto al multiindice f. cuya j-ésima componente es el niimero
de vértices de v* cuya imagen por f sea precisamente j. En particular, si v es maximal, el
multiindice es (0,...,0) y la correspondiente derivacion es la identidad.
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Se define entonces Py por

Pry= H (war 'va)

v vértice de T

La formula de inversién descubierta por Bass, Connell, Wright en 1982 es el resultado del
siguiente teorema.

Teorema 16 Si F; = X; — H;, con H; homogéneo de grado § > 2 y j(F) = 1, por tanto
J(H) nilpotente. Entonces se tiene,

1
Gi=y — .M P
i Z a(T) Z T.f
T f
donde la primera suma estd extendida a todos los drboles T (salvo isomorfismo) con raiz r y
d vértices, y para cada uno de tales T, la sequnda suma esta extendida a aquellas aplicaciones
f:T—{1,2,...,n} tales que f(r) =i.

Hay un nimero alto de T'y de fen esta formula, pero conceptualmente es bastante sencilla.

El resultado anterior debido a Bass, Connell y Wright se pensé que seria relevante para
probar la Conjetura Jacobiana cuando se aplica al caso § = 3. Sin embargo, la investigacion
con esta premisa solo ha dado resultados parciales. El més avanzado es debido a los tres
anteriores y que afirma lo siguiente:

Teorema 17 Si F; = X; — H; con H; homogéneo de grado 6 = 3, j(F) =1 y el indice de

nilpotencia de J(H) es menor o igual a 2, es decir, si J(H)* = 0. Entonces, para F; = X;—H;
con (Fi, ..., F,) es un automorfismo algebraico.
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