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Introduccion

1.1. Contexto y antecedentes. Mecanica Ce-
leste Lineal y Regular.

Como idea de caracter general (Stiefel y Scheifele (1971) [94], Capitulo
I, §4; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Capitulo 2, §2.6), la regularizacion
se define como la eliminacién de singularidades presentes en las ecuaciones
diferenciales (que, en nuestro caso y para nuestros propdsitos, considerare-
mos como las ecuaciones que gobiernan el movimiento de ciertos sistemas
mecanicos). A este respecto, hay que distinguir entre “singularidades de una
ecuacion diferencial” y “singularidades de sus soluciones”, pues la existencia
de singularidades de una ecuacién no necesariamente entrana la existencia
de singularidades de sus soluciones (que pueden ser funciones perfectamente
regulares). Se trata, pues, de transformar ecuaciones diferenciales singulares
en ecuaciones regulares, es decir, de obtener ecuaciones diferenciales libres de
singularidades, més que de obtener funciones regulares que sean soluciones
de la ecuacion en cuestion.

Por regla general, los métodos de regularizacién de las ecuaciones del
movimiento suelen combinar el uso de transformaciones de variables (tanto de
la variable independiente que parametriza las soluciones como de las variables
dependientes o funciones incégnita del problema) con el recurso a integrales
primeras (y, en su caso, incluso a ligaduras geométricas y dindmicas) del
sistema diferencial objeto de estudio.
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En algunos casos, como resultado del propio proceso de regularizacién de
las ecuaciones, se llega a obtener también linealizacion de las mismas: las
ecuaciones de partida, tras las transformaciones y manipulaciones llevadas a
cabo, se convierten en ecuaciones lineales que —en la situacién mas favorable—
son ademés de coeficientes constantes (por lo tanto, exentas de singularida-
des), y para las cuales se dispone ya desde Euler y Laplace de una teoria
completamente desarrollada y perfectamente conocida para su resolucién y
el analisis de sus propiedades fundamentales. En particular, de ahi la im-
portancia de la ecuacion diferencial lineal de segundo orden y coeficientes
constantes para la funcién incégnita y de la variable independiente x,

d? _

d_x% + 2y =0,
independientemente del valor y signo del parametro =. No hay que olvidar
que las ecuaciones diferenciales del movimiento del problema de Kepler pue-
de transformarse (tras unos cambios adecuados de variables dependientes y
con una reparametrizacién del movimiento por medio de una nueva varia-
ble independiente) en este tipo de ecuaciones lineales, donde el pardmetro
= estd relacionado con la energia del sistema kepleriano (en el caso de los
métodos de tipo central') o con la norma del vector momento angular orbital
(si se procede mediante un método de tipo focal?).

A lo largo del tiempo ha habido numerosos intentos de reducir las ecua-
ciones de movimiento del problema de Kepler perturbado a ecuaciones de
osciladores (lineales o no) perturbados. Esta reduccion es un aspecto esencial
de la formulacion lineal y regular de los problemas de Mecanica Celes-
te y Astrodinamica. Una referencia ya clasica en esta materia es el libro
de Stiefel y Scheifele (1971) [94]. Mds recientemente, Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44] han refinado este enfoque y han tratado con detalle y profundidad
esta cuestién en un contexto matematico mas riguroso, moderno y avanzado.
Por otra parte, en el tratamiento de diversos problemas que surgen en diferen-
tes campos de las Matemadticas y de la Fisica (por ejemplo, Fisica Atémica,
Quimica Cudntica, problemas de interacciones moleculares) también se han
aplicado técnicas de regularizacion y linealizacion.

Algunas de las ideas basicas relacionadas con la regularizacion y linea-
lizacién de ecuaciones diferenciales en el campo de la Mecanica Celeste se
remontan al siglo XVIII (véase Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], “Introduc-
tion”, pp. 151-156, y §1, pp. 156-162), y pueden rastrearse en trabajos de

1Véase méas adelante la definicién de método central.
2Véase més abajo el concepto y distincién entre métodos centrales y focales.
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Clairaut, D’Alembert, Euler y Laplace. El primero en proponer una regulari-
zacion de unas ecuaciones de movimiento fue Euler, en su tratamiento de una
colision rectilinea en el marco del problema del movimiento unidimensional
de dos masas puntuales bajo su mutua atraccién gravitatoria segin la Ley
de Gravitaciéon Universal de Newton ([94], Capitulo I, §5, pp.13-17). Desde
entonces las ideas de regularizacion, linealizacién y estabilizacién (analitica
y numérica) de las ecuaciones diferenciales del movimiento que gobiernan el
comportamiento de los sistemas dinamicos perturbados ha motivado la cons-
truccién de numerosas transformaciones de las variables dependientes y/o
independientes.

Esta estrategia de los cambios de variables se ha combinado a menudo con
la introduccién de integrales primeras y ligaduras geométricas y/o dindmicas
en las ecuaciones de movimiento. En este sentido, el estudio de los siste-
mas keplerianos perturbados constituye un fecundo campo en el cual se han
podido aplicar y poner a prueba estas técnicas.

De entre los métodos mas utilizados para regularizar las ecuaciones de
movimiento que se presentan en el estudio de diversos sistemas keplerianos (a
menudo, perturbados) que aparecen en problemas de movimiento orbital de la
Mecénica Celeste y de la Astrodindmica, destacaremos (Burdet (1969) [28],
§1, pp. 71-73; §2, pp. 73-75) los que pueden denominarse como métodos
centrales y los llamados métodos focales. En el trabajo citado Burdet describe
dos tipos de procedimientos basados en transformaciones, asociado cada uno
de ellos al correspondiente tipo de cada uno de los métodos que se acaban
de mencionar.

Los primeros (métodos centrales) utilizan sistemas de coordenadas con
origen en el centro de la cénica solucion del problema considerado, y parame-
trizan el movimiento por medio de variables independientes que en esencia
son iguales o proporcionales a la anomalia excéntrica.

En cuanto a los segundos (métodos focales), parten del empleo de siste-
mas de coordenadas con origen en un foco de la cénica (el foco que ocupa
el cuerpo atractor) y para la representracién paramétrica del movimiento
utilizan variables independientes esencialmente iguales o proporcionales a la
anomalia verdadera.

Por ejemplo (véase Cid y Camarena (1979) [34], Capitulo V, §V.7, pp.
124-126, y §V.8, pp. 126-128; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Capitulo 2,

3
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§2.1, pp. 134-136; Goldstein (1980) [59], Capitulo 3, §3.5, pp. 85-86, y §3.7,
p. 94), en el caso del movimiento de una particula en el seno de un campo
de fuerzas central conservativo, formulando el problema en un sistema de
coordenadas polares planas (r, ¢) en el plano del movimiento con origen en
el centro de fuerzas, el conocido como método de Binet (en definitiva, un
método de tipo focal) permite regularizar la componente radial de las ecua-
ciones de movimiento, dando lugar a una ecuaciéon escalar de segundo orden
para la variable radial r utilizando la conservacion de la norma del momento
angular orbital, reemplazando la funcién incégnita r por 1/r, y cambiando
la variable independiente t por el angulo polar ¢ del sistema de coordenadas
polares planas (con origen en el centro de fuerzas) en el plano orbital. Como
consecuencia de este tratamiento, es inmediato identificar modelos de fuerza
central conservativa que ademas permiten obtener ecuaciones lineales de se-
gundo orden con coeficientes constantes para la funcién incégnita 1/r, con ¢
como variable independiente.

Bohlin 1911 [19] propone un método (de tipo central) para la resolucién
del problema gravitatorio de dos cuerpos (caso de drbitas ligadas) en el plano
orbital, con la anomalia excéntrica como variable independiente (introducida
a partir de la anomalia media). Partiendo de coordenadas cartesianas rectan-
gulares (z,y) en el plano del movimiento, considera una transformacién de
las variables dependientes x, y — &(x,y), n(z,y), reformula las ecuaciones
de la integral de la ley de las areas y de la integral de la energia en términos
de las funciones (£,7) con la anomalia excéntrica como variable independien-
te, y convierte las ecuaciones diferenciales originales en ecuaciones lineales
con coeficientes constantes correspondientes a dos osciladores armonicos in-
dependientes (es decir, desacoplados), pero con la misma frecuencia, para las
nuevas coordenadas £ y n (respecto de la anomalia excéntrica).

Por su parte, los métodos basados en las transformaciones de Levi-Civita
(1906) ([74], §2, pp. 311-314; Kustaanheimo y Stiefel (1965) [71], §1, pp.
204-205; Stiefel y Scheifele (1971) [94], Capitulo 11, §8, pp. 20-23; Boccaletti
y Pucacco (1996) [18], Capitulo 2, §2.6, pp. 164-167) y de Kustaanheimo y
Stiefel ([71]; [94], Capitulo 1T, §9, pp. 23-35; [18], Capitulo 4, §4.7, pp. 289
291), también métodos de tipo central, regularizan las ecuaciones vectoriales
de movimiento y la ecuacion escalar para la distancia r del problema gra-
vitatorio de dos cuerpos plano y espacial (respectivamente), combinando un
cambio de variable independiente (transformacién de Sundman (1912-1913),
[95], 8§V, p. 127, que introduce un pseudo—tiempo proporcional a una anomalia
de tipo excéntrico) con un cambio de variables dependientes, e introduciendo

4
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la integral de la energia en las ecuaciones.

A su vez Izsdk (1955) [64] regulariza las ecuaciones vectoriales del mismo
problema (tanto en el plano como en el espacio tridimensional) utilizando
la transformacién de Sundman, sin efectuar cambio de funcién incognita
(es decir, sin transformaciones de coordenadas), pero a costa de tener que
introducir la integral primera del vector de Laplace (y no sélo la de la energia)
en las ecuaciones de movimiento?.

Diversos autores (Burdet (1967) [26]; Silver (1975) [91]; Jezewski (1975)
[66]; Bond y Allman (1996) [24], §9.2, p. 148, y §9.3, pp. 151-154) suelen
atribuir a Sperling (1961) [92] la idea de una regularizacién, también conocida
como “regularizaciéon de Sperling-Burdet”, que en realidad ya se encuentra
en Izsak (1955). Lo que Burdet (1969) [28, §1] denomina “método central”
recoge esencialmente los contenidos presentados por lzsdk (1955) [64]. Por
lo tanto, y atendiendo solo a los autores mencionados, nos parece que la
secuencia cronoldgica (en cuanto a la atribucién de esta técnica) deberfa ser:

Izsak (1955) [64], Sperling (1961) [92], Burdet (1967, 1968 y 1969) [26-28].

Por otra parte, Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §1, p. 162, atribuyen a
Bohlin (1911) [19] la idea del procedimiento presentado por Izsék.

Para describir el movimiento orbital de una particula en el espacio bajo
la influencia de otro cuerpo (llamado primario) o en el seno de un campo
de fuerzas, la posicién de la particula respecto de un sistema de referencia
con origen en el primario (o en algin otro punto del espacio seleccionado con
algtn criterio dado de antemano) se representa por medio de un vector de tres
componentes. Pero dicha posicién también puede ser caracterizada mediante
un conjunto redundante de cuatro coordenadas (Burdet (1969) [28], §2, pp.
73-75; Ferrdnadiz (1986, 1986, 1988, 1991, 1992 y 1994) [45, 47-49, 51, 52];
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]), dando en cada instante la distancia de
la particula al origen de coordenadas y el vector unitario en la direccién de
la particula mévil (o, lo que es lo mismo, el vector de los cosenos directores
del vector de posicién en cada instante, referido al sistema de coordenadas

3Szebehely (1976) [97] considera, de manera més general, bajo qué condiciones pueden
linealizarse las ecuaciones del movimiento kepleriano por medio de transformaciones t —
s de la variable independiente de la forma dt = g(r)ds, sin recurrir a cambios de la
variable dependiente pero utilizando integrales primeras del movimiento.
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prefijado).

Esta es la decomposicion proyectiva del vector tridimensional de posicién
como producto de la distancia y el vector unitario en la direccién radial.
Introducido por medio de una transformacion puntual de rango mdzimo que
aumenta la dimension del espacio de coordenadas, el conjunto de estas cuatro
variables que permiten localizar la posicién de la particula en el espacio puede
intepretarse (Ferrdndiz (1986) [45], §1, p. 361; Ferrdandiz (1988) [47], §1, p.
345; §2, p. 346) como las coordenadas (cartesianas) homogeneas proyectivas
del moévil en un espacio proyectivo.

En funcién de estas coordenadas el movimiento de la particula puede
entonces contemplarse (Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], p. 151) como la
composicion de un desplazamiento radial y de una rotacion de la direccién
radial sobre la esfera unidad. Tras un cambio de variable independiente (que
introduce un tiempo ficticio que es del tipo de la anomalia verdadera) y re-
emplazando la distancia radial por su reciproco, esto permite transformar las
ecuaciones diferenciales del movimiento del problema de Kepler (en el espa-
cio ordinario de tres dimensiones) en un sistema de ecuaciones diferenciales
(lineales y regulares, es decir, exentas de singularidades) que adoptan la for-
ma de las ecuaciones que gobiernan un oscilador arménico en 4 dimensiones.
Mas en concreto, se trata de cuatro osciladores armonicos desacoplados que
ejecutan sus oscilaciones de manera independiente y con la misma frecuen-
cia. El centro de oscilaciéon se encuentra situado en el centro de atraccion
gravitatoria, que a su vez coincide con un foco de las cénicas solucién del
problema gravitatorio de dos cuerpos.

Una ventaja de este método focal consiste en que una funcién del tipo 1/r,
donde r es la distancia al origen de coordenadas, se puede representar como
una sencilla expresion trigonométrica. En consecuencia, para sistemas keple-
rianos perturbados con perturbaciones proporcionales a potencias negativas
1/r™ de la distancia, dichas perturbaciones pueden ser expresadas como po-
linomios trigonométricos, es decir, como desarrollos finitos de Fourier con
respecto al pseudo-tiempo focal.

Como se acaba de comentar, en ausencia de perturbaciones, las ecuaciones
de movimiento del problema de Kepler, una vez regularizadas por medio
de transformaciones correspondientes al metodo focal anterior, formulan un
oscilador armoénico en 4 dimensiones con una frecuencia independiente del
tiempo pero relacionada con la magnitud del vector momento angular. Esta
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descripcion del movimiento no esta restringida al caso de las érbitas elipticas,
por lo que la mayor parte de los resultados obtenidos son uniformemente
validos para todos los tipos de conicas solucion del problema gravitatorio de
dos cuerpos.

Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44] ofrecen una visién tedrica general sobre
la regularizacién por linealizacion de sistemas keplerianos, analizan diversas
maneras de extender la descomposicion proyectiva tridimensional del vector
de posicion de una particula en un espacio tridimensional a una transfor-
macién de coordenadas en cuatro dimensiones, y proponen (Deprit, Elipe y
Ferrer (1994) [44], 4, pp. 187-198) para cada una de ellas una extension de
la transformacion puntual de coordenadas a una transformacién candnica o
débilmente candnica *, completando el cambio de coordenadas mediante los
correspondientes momentos conjugados. Este enfoque les permite no sélo re-
cuperar el cambio de variables BF (de Burdet-Ferrandiz; véase el cambio de
coordenadas en Burdet® [28], §2, p. 73; y la extensién a momentos canénicos
en [45], [47], [48], [51], [52]), transformacién que introduce variables canéni-
cas redundantes de tipo focal, sino también construir nuevas transformaciones
del mismo tipo que producen nuevos conjuntos de variables canodnicas de la
misma naturaleza focal: las llamadas transformaciones D (Deprit) y DEF
(Deprit-Elipe-Ferrer).

Nétese que todos estos cambios de coordenadas (incluso tras ser com-
pletados mediante las pertinentes ecuaciones que describen las transforma-
ciones de momentos candénicos), para que puedan linealizar el problema de
Kepler requieren también de un adecuado cambio de la variable indepen-
diente, que convierta el tiempo fisico en una nueva variable independiente
o tiempo ficticio (que, en los métodos de tipo focal, es proporcional a la
anomalia verdadera del movimiento kepleriano). Desde el punto de vista de
los tratamientos analiticos, el uso de este pseudo-tiempo tiene el efecto de
reqularizar la singularidad de tipo polo en el origen del campo de fuerzas de
la atraccion gravitatoria.

4Acerca de la pertinencia e importancia de esta distincién en relacién con transforma-
ciones que aumentan el nimero de variables (y, en particular, transformaciones puntuales
que aumentan la dimensién del espacio de cooordenadas), véase Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], p. 153. El concepto de “transformacién débilmente candnica” o “transfor-
macién canénica en sentido débil” se define y analiza en [44], §§4.2, pp. 191-193. Véase
también [44], Appendix, p. 199.

5Burdet realizé su estudio del problema de Kepler en el marco de la Mecanica Newto-
niana, no en el de la Mecanica Hamiltoniana.

7



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Comentarios adicionales sobre algunos pre-
cedentes.

Tras los rasgos generales que acabamos de exponer, detallaremos a con-
tinuacion algunos aspectos que consideramos relevantes para terminar de
presentar el contexto en el que se enmarca nuestro trabajo.

Para fijar ideas, recordemos que Burdet (1969) [28], §1, p. 71, establece
que

“el método central consiste en determinar las 6rbitas (cénicas) [soluciones
del problema de Kepler no perturbado] con ayuda de un oscilador arménico
fijado al centro de la conica”.

Hay que hacer notar que, por conveniencia en el uso de la terminologia y en
aras de la brevedad en la expresién, Burdet interpreta (ibidem, p. 71) como
“osciladores armonicos” las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes constantes de la forma

(dy/ds®) + Ey = cte., (1.1)

y clasifica (ibidem, p. 72) las cénicas segtn el valor y signo del pardmetro
=, que considera como el cuadrado de la “frecuencia”. Para transformar las
ecuaciones de movimiento de Newton de un sistema kepleriano perturbado en
las ecuaciones de un “oscilador” (tridimensional) perturbado, Burdet recurre
como nueva variable independiente a un tiempo ficticio central, introduci-
do por medio de la transformacién de Sundman dt = rds, y utiliza las
integrales primeras de la energia y del vector de Laplace-Runge-Lenz del
movimiento kepleriano puro para obtener los coeficientes de las ecuaciones
lineales deseadas . Con notaciones parecidas a las de Burdet, las ecuaciones
son de la forma

(de/dSQ) + w?y = Funcién del vector de Laplace + O(perturbacién),

En lenguaje de osciladores, el cuadrado de la “frecuencia” esta asociado al
opuesto del valor de la energia kepleriana, y el segundo miembro de la ecua-
cién de tipo oscilador (que representaria a las fuerzas externas que actian

6Cf. Izsdk (1955) [64].
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sobre el oscilador) depende del vector de Laplace-Runge—Lenz y de la fuerza
perturbadora.

En particular, en ausencia de perturbaciones, las ecuaciones de Newton
del problema de Kepler se llevan a la forma de un oscilador arménico tridi-
mensional forzado, en el que el forzamiento es constante y viene dado por el
opuesto del vector de Laplace-Runge—-Lenz. Incluyendo la transformacion de
la variable independiente, la resolucion del problema de Kepler presupone la
resolucion de un sistema diferencial de orden siete.

Para el tratamiento de sistemas keplerianos perturbados, Burdet adjunta
las ecuaciones de primer orden (respecto del tiempo ficticio central) que go-
biernan las variaciones del cuadrado de la “frecuencia” y del vector de Laplace
por efecto de la perturbacion considerada. En consecuencia, esta formulacién
del problema perturbado de dos cuerpos conduce a un sistema diferencial de
orden once. Burdet senala que esta aparente desventaja (el elevado orden del
problema) queda compensada por la naturaleza lineal de una parte de las
ecuaciones.

Finalmente Burdet presenta asimismo una ecuacion diferencial escalar
(d*r/ds®) + w’r = 1+ O(perturbacién), (1.2)

de tipo oscilador forzado perturbado, a la que obedece la distancia r entre
la particula mévil y el origen de coordenadas (que se supone coincidente con
el centro atractor del campo de fuerzas de la atraccién newtoniana).

A diferencia del método central, en el método focal (Burdet (1969) [28],
§2, p. 73) se trata de obtener las soluciones de un sistema kepleriano en el
espacio ordinario de tres dimensiones por medio de un oscilador armoénico
4—dimensional (tres componentes para el vector unitario en la direccién de
la posicién instantdnea de la particula moévil, y una componente para el
reciproco de la distancia entre el origen y la particula en cada instante) cuyo
centro de oscilacion se sitiia no ya en el centro geométrico de la cénica, sino
en un foco de las cénicas soluciones (a saber, el ocupado por el centro de
fuerzas de la atraccién gravitatoria, que a su vez servia también como origen
de coordenadas).

En esta ocasién, para convertir las ecuaciones de movimiento del problema
de dos cuerpos (en forma newtoniana) en cuatro ecuaciones escalares lineales

9
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de segundo orden con coeficientes constantes,
(de/dsz) + py = cte. + O(perturbacion), (1.3)

Burdet combina un cambio de coordenadas (variables dependientes de tipo
“posicién”) con una transformacién de la variable independiente que intro-
duce un tiempo ficticio focal a través de una transformaciéon de Sundman
generalizada del tipo dt = r?ds. Una peculiaridad de la transformacién de
las variables dependientes utilizada es que aumenta en numero de variables
de tres a cuatro, por lo que hay redundancia en el conjunto de las nuevas
variables; ademas, reemplaza la distancia r por su reciproco. El cuadrado
de la “frecuencia” en la ecuaciones lineales obtenidas estd relacionado con
el cuadrado de la norma del momento angular orbital de la particula mévil
(que es una integral primera del sistema diferencial de las ecuaciones de mo-
vimiento del problema de Kepler). En esta ocasién, el signo de esta cantidad
p (que es siempre no negativa) no permite clasificar las cénicas soluciones del
problema de Kepler; inicamente permite discriminar el caso de movimiento
rectilineo, que corresponde a p = 0.

En definitiva, considerando las cuatro ecuaciones de tipo oscilador para
las variables redundantes de posicion, y la relacion diferencial que introduce
el pseudo-tiempo focal, el problema de Kepler aparece ahora formulado por
medio de un sistema diferencial de orden nueve.

De cara al estudio de sistemas keplerianos perturbados, Burdet anade
la ecuacion escalar de primer order (respecto del pseudo—tiempo focal) que
da cuenta del ritmo de variacién del cuadrado de la frecuencia frente a per-
turbaciones, con lo que el problema perturbado de dos cuerpos queda ahora
descrito por un sistema de orden diez. Hay que tener en cuenta que las redun-
dancias del nuevo sistema de variables, formalizadas a través de ciertas iden-
tidades que pueden interpretarse como restricciones o ligaduras (geométricas
o dindmicas), podrian permitir rebajar este orden, pero a costa de perder
la forma obtenida para las ecuaciones y su comportamiento y buenas pro-
piedades (analiticas, numéricas, en cuanto a estabilidad, etc.) debidas a su
caracter lineal.

Como una de las ventajas de la aplicacion del método focal para el estudio
de sistemas keplerianos perturbados, Burdet senala que cuando las fuerzas
perturbadoras son expresiones de tipo polinémico en 1/r (es decir, combi-
naciones de potencias de r~!), los segundos miembros de las ecuaciones de
los osciladores perturbados adoptan la forma de polinomios trigonométricos
(es decir, series de Fourier finitas) respecto del pseudo-tiempo focal s.

10
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A continuacién propone tratamientos alternativos del problema de Ke-
pler perturbado, por medio de “elementos” del movimiento kepleriano puro
correspondientes a cada uno de los dos métodos (central y focal), y el estu-
dio de su comportamiento frente a las perturbaciones con ayuda del método
de variacion de las constantes. En el contexto de estas teorias, se entiende
que los “elementos” 7 son cantidades que en un problema no perturbado
se mantienen constantes o varian como funciones lineales de la variable in-
dependiente; en problemas perturbados, si las fuerzas perturbadoras son de
pequena magnitud, dichas cantidades estarian unicamente sometidas a va-
riaciones “suaves”.

Tras esta descripcion general de los métodos central y focal a partir de
las consideraciones del propio Burdet, revisaremos ahora el contenido de sus
trabajos anteriores (Burdet (1967), (1968) [26, 27]).

A la vista de la singularidad de la que, para r = 0, adolecen las ecuaciones
de movimiento del problema de dos cuerpos en su formulaciéon newtoniana
en coordenadas cartesianas, y de la indeseable influencia de dicha singula-
ridad sobre la estabilidad de las orbitas integradas numéricamente, Burdet
(1967) propuso y discutié nuevas ecuaciones de movimiento que resultan ser
regulares y permiten una propagacion del error suave y relativamente inocua
a lo largo de las integraciones numéricas.

El sistema de ecuaciones de movimiento del problema de Kepler, en forma
newtoniana y en coordenadas cartesianas, presenta una singularidad para r =
0, y esta formado por ecuaciones diferenciales no lineales y acopladas, 1o cual
afecta a la integracién numérica de las trayectorias y a la estabilidad numérica
de las soluciones. Estos inconvenientes pueden salvarse introduciendo en las
ecuaciones de movimiento las integrales primeras de la energia (o el semieje
mayor, en el caso de movimiento eliptico) y del vector de Laplace-Runge—
Lenz, que son elementos del movimiento kepleriano (de hecho, se mantienen
constantes a lo largo del movimiento kepleriano puro).

En este articulo Burdet tnicamente considera orbitas de tipo eliptico, y
pospone para un trabajo posterior (Burdet (1968) [27]; pero también Burdet
(1969) [28]) un tratamiento mas general de todos los tipos de 6rbitas del
problema de dos cuerpos.

Una vez fijado el tipo de érbita considerada, procede a sustituir el tiempo

" Stiefel y Scheifele (1971) [94], §18, pp. 83-84.
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fisico t por la anomalia excéntrica E (salvo una constante aditiva) como
nueva variable independiente, sirviéndose para ello de una transformacién
diferencial de tipo Sundman.

De este modo 8, sin necesidad de efectuar transformaciones de coorde-
nadas de la particula movil y recurriendo tinicamente a integrales primeras
y a una variable independiente “regularizadora”, se obtienen para las com-
ponentes cartesianas de las ecuaciones de movimiento del problema espacial
de Kepler, y con la anomalia excéntrica como variable independiente, tres
ecuaciones lineales, no homogéneas, de segundo orden, con coeficientes cons-
tantes (por lo tanto, también regulares; es decir, exentas de singularidades) y
desacopladas (por lo que cada componente del vector de posicién evoluciona
independientemente sin influir en, ni ser influida por, las restantes compo-
nentes de dicho vector).

Estas ecuaciones corresponden a tres osciladores armonicos desacoplados,
con frecuencia unidad, y forzados, sometidos a forzamientos constantes (que
dependen de las integrales primeras previamente introducidas en las ecuacio-
nes de movimiento). La resolucién de este sistema diferencial (respecto de la
anomalia excéntrica) es inmediata, y las constantes de integraciéon que inter-
vienen en su soluciéon general como coeficientes arbitrarios en combinaciones
lineales del sistema fundamental de soluciones formado por las funciones
circulares sen £ y cos E pueden adoptarse como nuevos elementos del mo-
vimiento kepleriano, a los que Burdet denomina (Burdet (1967) [26], §2, p.
436) elementos naturales.

La resolucién completa del problema de Kepler presupone ahora la inte-
gracion de la relacién diferencial de tipo Sundman que formaliza el cambio de
variable independiente, para obtener en términos finitos una relacién entre el
tiempo fisico ¢ y la anomalia excéntrica eliptica, cuestiéon que (en presencia
de la solucién anteriormente mencionada para las variables de tipo espacial)
se reduce a una mera cuadratura en términos de funciones circulares, y que
en definitiva da lugar a la ecuacion de Kepler del movimiento eliptico.

En suma, con este planteamiento el estudio de un sistema kepleriano puro
equivale a la resolucién de un sistema diferencial de orden siete (si bien la
naturaleza lineal de algunas de las ecuaciones implicadas en el procedimiento
compensa con creces el aumento del orden diferencial del problema).

8Véanse comentarios anteriores en relacién con el trabajo de Izsdk (1955) [64].
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El tratamiento, por este método, de sistemas keplerianos perturbados
conduce a ecuaciones que corresponden a osciladores perturbados y forza-
dos, en los que pueden aparecer términos no lineales que son del orden de
la fuerza perturbadora considerada. Ademads, para una completa descripcién
del movimiento, el sistema formado por estas ecuaciones de tipo oscilador
debe ser suplementado con las ecuaciones de primer orden que gobiernan las
variaciones de los elementos (semieje mayor y vector de Laplace, que eran
constantes en el movimiento kepleriano puro) debidas a las perturbaciones
consideradas, sin olvidar la relacién diferencial de tipo Sundman que rela-
ciona la anomalia excéntrica con el tiempo fisico. Todo ello conduce a que
el problema perturbado de dos cuerpos aparezca ahora formulado por medio
de un sistema diferencial de orden 11 respecto de la anomalia excéntrica,
si bien r = 0 ya no es una singularidad para este sistema, y algunas de las
ecuaciones son lineales en las componentes cartesianas del vector de posicion.

Un planteamiento alternativo para la resolucion de sistemas keplerianos
perturbados puede formularse bajo la forma del método de perturbacion de
los elementos, por medio de las ecuaciones de primer orden para las varia-
ciones de los “elementos naturales” por efecto de las fuerzas perturbadoras
(variaciones descritas como derivadas de dichos “elementos” respecto de la
anomalia excéntrica), junto con las ecuaciones para los elementos elipticos
“semieje mayor” y “vector de Laplace” y la relacion diferencial de la trans-
formacién de tipo Sundman, conjunto de ecuaciones que de nuevo constituye
un sistema de ecuaciones regulares (respecto de la inclinacién y para r = 0).

Como reelaboracion y extensién del trabajo expuesto en el articulo an-
terior, Burdet (1968) [27] presenta una teoria regularizada del movimiento
kepleriano en la que unifica el tratamiento de los diversos tipos de drbitas
(cénicas) solucién de problema de Kepler e introduce lo que —como en su
trabajo anterior— denomina “elementos naturales”, lo cual le permite a con-
tinuacién un calculo regularizado de perturbaciones para sistemas keplerianos
perturbados en el espacio tridimensional por medio de las ecuaciones diferen-
ciales regulares que describen los cambios experimentados por esos elementos
por efecto de perturbaciones.

Gracias al empleo de funciones universales (Stiefel y Scheifele (1971) [94],
Capitulo III, §11 pp. 42-51; Bond y Allman (1996) [24], Capitulo 5, §5.4,
pp. 71-78, y Apéndice E, pp. 236— 238; Schneider (1992) [88], Capitulo 3,
§3.7, pp. 94-97; Abad (2012) [1], Capitulo 10, pp. 163-173), este enfoque es
aplicable a cualquier tipo de movimiento (eliptico, parabélico o hiperbdlico)

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION

sin tener que modificar las férmulas o los procedimientos de integracion.

Los “elementos naturales” considerados por Burdet en este articulo estan
siempre bien definidos, con lo que queda garantizado el calculo de cualquier
orbita; ademas, en esta formulacién no aparecen singularidades ni para r =
0, ni para excentricidad e = 1 (transicién de elipse a hipérbola) ni para
ningtn valor de la inclinacion.

La integracién del tiempo fisico (pp. 367-368) se obtiene a partir de la
variacién de un elemento.

Un hecho crucial en estas teorias es que la variable independiente respecto
de la que se forman las derivadas y se calculan las integrales ya no es el
tiempo fisico t, sino que se introduce como nueva variable independiente
“regularizadora” un tiempo ficticio s, que —en este caso concreto— viene
definido de una manera uniforme para todos los tipos de érbitas por medio
de la transformacion de Sundman, dt = rds. Debido a esta elecciéon, las
ecuaciones de tipo oscilador ya no apareceran (como en Burdet (1967)) [26]
con frecuencia unidad, sino con una frecuencia que dependera de la energia
de la orbita.

Por lo demas, las ecuaciones obtenidas mantienen un gran parecido for-
mal con las correspondientes expresiones de Burdet (1967) [26], y el modo de
proceder es ahora analogo al seguido en dicho articulo, si bien en esta ocasién
se efectiia un tratamiento unificado de los casos de movimiento de tipo elipti-
co, parabdlico e hiperbdlico. Aparte de esto, Burdet también incluye en este
trabajo la ecuacion diferencial de tipo oscilador a la que obedece la distancia
r, tanto en el problema de Kepler puro como en problemas perturbados de
dos cuerpos, y su resolucién por medio de funciones universales.

Partiendo de las consideraciones efectuadas por Burdet (1967) [26] en
relacion con el conjunto redundante constituido por sus elementos focales,
Flury y Janin (1975) [57] presentan expresiones que relacionan a dichos ele-
mentos con los vectores posicién y velocidad del mévil, y con los elementos
orbitales keplerianos clasicos; asimismo, con vistas a la formulaciéon de pro-
blemas de valores iniciales a partir de las ecuaciones de Gauss que gobiernan
las variaciones de los elementos focales debidas a perturbaciones, proponen
formulas para las condiciones iniciales de los elementos focales, y aplican sus
planteamientos al caso de orbitas de satélites geoestacionarios.
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Los elementos focales estan bien definidos para pequenos valores de la
excentricidad y de la inclinacién, y no introducen singularidades ni indeter-
minaciones en las ecuaciones diferenciales que describen su comportamiento
frente a perturbaciones. Aunque estos autores sélo utilizan esta clase de ele-
mentos para érbitas de tipo eliptico, subrayan (en linea con algunos comenta-
rios anteriores de Burdet —(1969), [28] §3, p. 77— acerca de dichos elementos,
que gozan de propiedades geométricas y mecanicas comunes a todos los tipos
de drbitas keplerianas, incluyendo casos degenerados) que los mismos per-
miten una “transicion suave” entre el movimiento eliptico y los movimientos
parabdlico e hiperbdlico; Flury y Janin ((1975) [57] §1, p. 495) formalizan esta
circunstancia afirmando que “los elementos focales constituyen un conjunto
uniformemente vélido de elementos orbitales. El tinico tipo de movimiento
para cuya descripcion caen en defecto es el movimiento rectilineo”.

Cabe mencionar que estos autores también parten de la forma newtonia-
na de las ecuaciones de movimiento del problema perturbado de dos cuerpos
en coordenadas cartesianas, y que la nueva variable independiente que intro-
ducen es (salvo una constante aditiva) la anomalia verdadera del movimiento
kepleriano, que es proporcional al tiempo ficticio focal utilizado por Burdet.
Esto les permite obtener ecuaciones de osciladores con frecuencia unidad *,
en lugar de frecuencias que pudieran depender de elementos orbitales o de
integrales primeras del problema de Kepler (y que, por lo tanto, podrian es-
tar sujetas a variaciones debidas a los efectos de las fuerzas perturbadoras);
por este motivo, completan el sistema diferencial transformado (ecuaciones
de segundo orden de tipo oscilador perturbado), y las ecuaciones en forma
de Gauss para los elementos focales, con la ecuacion de primer orden para
la variacién del semilado recto (que, como es bien sabido, es funcién de la
norma del vector momento angular orbital). Junto con la relacién diferencial
que introduce el tiempo ficticio por medio de una transformacién de Sund-
man generalizada, ambos conjuntos de ecuaciones diferenciales (osciladores
perturbados para las variables de posicion, y ecuaciones variacionales para
los elementos focales) son, pues, de orden diez.

Vitins (1978 [102]) dedujo una relacién entre las ecuaciones de tipo osci-
lador y el movimiento de un giréscopo.

9En consecuencia (Vitins (1978) [102], §2, p. 176-177), las ecuaciones de osciladores
correspondientes al caso del movimiento kepleriano no perturbado son estables en el sentido
de Liapunov, pues la frecuencia de las oscilaciones es a priori una constante numérica que
no depende de la eleccion de las condiciones iniciales. Esto no ocurria con las ecuaciones
originales de Burdet (1969) [28], §2, p. 74, Ecs. (17), pero si en Flury y Janin (1975) [57],
§2, p. 497, Ecs. (2).
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Para intentar eludir los inconvenientes debidos a la inestabilidad (en el
sentido de Liapunov) de las ecuaciones de Newton correspondientes al movi-
miento de los sistemas keplerianos (puros o perturbados), y en un intento de
mejorar la teoria de Burdet (1969) [28] de osciladores 4-dimensionales (para
el vector unitario en la direccién de la posicion instantanea y para el recipro-
co de la distancia) basada en el uso de tiempos ficticios focales del tipo de la
anomalia verdadera para reparametrizar el movimiento, Vitins (1978) [102]
se propuso sustituir dichas ecuaciones, convirtiéndolas en un sistema esta-
ble de ecuaciones diferenciales obtenidas tras efectuar unas transformaciones
adecuadas, tanto de las variables dependientes (funciones incégnita) como de
la variable independiente, y deducir a continuacién un conjunto de elementos
regulares (entendiendo por tales un conjunto de cantidades que, en el movi-
miento kepleriano puro, sean constantes o varien linealmente con la variable
independiente, y cuyo ritmo de variacion en el movimiento perturbado ven-
ga regido por ecuaciones diferenciales regulares, exentas de singularidades).
Como ventaja adicional, sus elementos resultan apropiados para la aplica-
cion de técnicas analiticas de perturbaciones, como el método de promedios
o transformaciones de Lie.

En su articulo Vitins reduce en dos unidades (de diez a ocho) el orden del
sistema de ecuaciones de Burdet, y ello sin introducir ninguna nueva singula-
ridad (es decir, el sistema resultante sigue siendo vélido para cualquier tipo
de érbita, excepto las rectilineas). Para este propésito se sirve de las identi-
dades que expresan la redundancia de las variables de la teoria de Burdet,
las cuales permiten considerar un sistema rotante de coordenadas basado en
un triedro ortonormal (sistema de referencia orbital) que gira alrededor del
vector momento angular orbital, y cuyo movimiento puede estudiarse apli-
cando los métodos de la Dinamica del sélido rigido. Con este fin, este autor
recurre a parametros de Euler, para describir el movimiento de este siste-
ma rotante, y deduce un conjunto de ecuaciones diferenciales que, en el caso
del movimiento kepleriano puro, resultan ser lineales y estables en sentido
de Liapunov. En general, para sistemas keplerianos perturbados, el sistema
de orden ocho (=4 + 2 + 1 + 1) obtenido estd formado por la ecuacién
“giroscopica’ (23) de la pagina 180 del articulo, y las ecuaciones (7.2), (8.1)
y (8.2) de la pagina 176 de dicho trabajo.

Otra contribucion interesante de Vitins en esta publicacién, que su autor
presenta como otra mejora de la teorfa focal de Burdet, consiste en la esta-
bilizacién de la integracion de la variable temporal, empleando un elemento
de tiempo adecuado (una cantidad que en el movimiento kepleriano puro
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se expresa mediante una funcion lineal de la variable independiente y que
esté relacionada con la evolucién del tiempo fisico). Como en otras teorias
de estabilizacién de las ecuaciones de movimiento (véanse, por ejemplo, las
referencias citadas por Vitins), la idea basica consiste en introducir en dichas
ecuaciones la integral de la energia.

Con anterioridad, en su Tesis Doctoral, y teniendo en cuenta la observa-
cién de que las teorias de perturbaciones de la Mecédnica Analitica (como las
que se basan en el método de promedios) suelen utilizar elementos (es decir,
variables que en el problema no perturbado varian linealmente con la variable
independiente), Vitins (1973) [101] habia propuesto conjuntos de elementos
regulares para la descripcién del movimiento kepleriano en el problema de los
dos cuerpos, y para estudio del movimiento libre de un sélido rigido simétrico
(se entiende que se trata de un sélido con simetria dindmica) en rotacién.

Con el proposito de que dichos elementos estén bien adaptados para la
aplicacion de métodos de promedios al resolver ciertos tipos de problemas
perturbados, Vitins exige que deberian cumplirse los dos requisitos siguientes:

I. Los elementos son regulares, en el sentido de que ni las ecuaciones dife-
renciales para los elementos perturbados ni las férmulas para el calculo
de las coordenadas a partir de los elementos presenten singularidades
“topolégicas”. 0

11. Las ecuaciones diferenciales del sistema promediado, obtenidas tras pro-
mediar las ecuaciones de las perturbaciones de los elementos, deben
poder resolverse de manera elemental. Tales variables estan bien adap-
tadas al problema en cuestién, y se dice de ellas que son “apropiadas”,
“adecuadas” o “idéneas”. !

10Gingularidades que no son debidas a la naturaleza del problema fisico considerado,
sino que vienen introducidas por la eleccién y naturaleza geométrica de las coordenadas
utilizadas. Otros autores las denominan singularidades “esptreas” o singularidades “vir-
tuales”. Vitins (1973) [101], Parte I, §3, p. 16, llama “topoldgicamente regulares” a los
elementos cuyas ecuaciones diferenciales en el movimiento perturbado estdn exentas de
singularidades matemédticas (introducidas en el proceso de transformacién del problema
original en las ecuaciones de perturbacién de los elementos), aunque no necesariamente
estén libres de singularidades “fisicas”, también denominadas “reales” o “esenciales” (y
que se manifiestan independientemente del sistema de variables en el que se formule el
problema).

1 “Suitable” en el original en Inglés: Vitins (1973) [101], “Introduction”. También en el
resumen redactado en Alemén este autor conserva el término “suitable” en Inglés: Vitins
(1973) [101], “Zusammenfassung”; ademds, adapta al aleman el término inglés suitability
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En particular, para el tratamiento del movimiento orbital no perturbado
en un sistema kepleriano puro, y basandose en el método focal de Burdet
(1969) [28], pero con la anomalia verdadera (salvo una constante aditiva)
como variable independiente, dedujo un conjunto de elementos “regulares y
adecuados”; este conjunto contiene un “elemento de tiempo” que permite
calcular el tiempo fisico en funcién de la anomalia verdadera por medio de
expresiones explicitas.

Como a menudo el niimero de grados de libertad de un sistema mecani-
co dado tiene que aumentarse de una manera artificial, e incluso un tanto
rebuscada, para obtener variables regulares, por lo general los elementos re-
gulares verifican alguna relacién de redundancia. Vitins demuestra que estas
restricciones deben tener una cierta forma especial para que el conjunto re-
sulte “idoneo”, lo cual proporciona una nueva definicion de “idoneidad” y
—por lo tanto— una condicién necesaria que puede servir como criterio para
detectar y descartar a priori (sin necesidad de llevar a cabo el proceso de
un método de promedios) conjuntos de elementos que son regulares pero no
pueden llegar a ser “idéneos”. Es decir, que el concepto de “idoneidad” no
siempre resulta compatible con la exigencia de “regularidad” de un sistema
de elementos.

Se acaba de mencionar que la constuccién de sistemas de variables regula-
res suele involucrar un aumento del niimero de variables implicadas. Se puede
citar otro precedente de este procedimiento, formalizado desde unos plantea-
mientos bastante distintos a los descritos hasta ahora: Utilizando pfaffianos,
ecuaciones de Pfaff e invariantes integrales de Cartan, Bilimovi¢ (Bilimo-
vitch (1943) [17]) dedujo para el problema de Kepler diversos conjuntos de
elementos orbitales y obtuvo las ecuaciones de las perturbaciones de dichos
elementos, eludiendo las complicaciones de calculo que surgen en otros méto-
dos que recurren a paréntesis de Lagrange o a paréntesis de Poisson para
establecer la teoria de la variacion de las constantes. Siguiendo el plantea-
miento de Bilimovi¢, Musen (1964) [81] adopta también el invariante integral
de Cartan como fundamento para la teoria de la variacion de los pardametros,
y considera la introduccién de variables y elementos redundantes imponien-
do restricciones (o ligaduras) y tratdndolas por medio de multiplicadores de
Lagrange.

Por su parte, Scheifele (1970) [87] introduce algunas generalizaciones en
la teoria candnica de la Dinamica. Por una parte, considera transformaciones

en la forma Suitabilitdt.
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que aumentan el nimero de variables candnicas; por otra, transformaciones
diferenciales de la variable independiente. Combinando ambos planteamien-
tos, obtiene (en espacios de fases de mayor dimensién) sistemas canénicos
de ecuaciones de movimiento con variables independientes distintas del tiem-
po fisico t. Su objetivo, aparte de los desarrollos de carédcter tedrico, es la
aplicacion de este tipo de tratamientos a problemas perturbados de dos cuer-
pos en el seno de un marco conceptual de tipo candnico, de manera que las
transformaciones generalizadas que propone respeten la forma candnica de
las ecuaciones diferenciales de movimiento, y que las soluciones del sistema
diferencial transformado proporcionen las soluciones del sistema original sin
necesidad de tener que resolver otras ecuaciones no canoénicas adicionales.

En particular, Scheifele establece un criterio, por medio de paréntesis
de Poisson, para caracterizar las transformaciones que aumentan el niimero
de variables candnicas. Dichas transformaciones no pueden ser candénicas en
el sentido estricto y original del término, ya que no pueden invertirse. Pero
reemplazando en un hamiltoniano dado unas variables por otras por medio de
las ecuaciones de la transformacién en cuestion, se obtiene una nueva funcién
que puede considerarse como el hamiltoniano en las nuevas variables; de él
se deducen unas ecuaciones candnicas cuyas soluciones se corresponden con
las del sistema hamiltoniano en las variables originales si se cumplen ciertas
condiciones y se eligen de manera adecuada las condiciones iniciales.

Los conceptos, métodos y resultados de este articulo aparecen también,
expuestos con mayor detalle, en Stiefel y Scheifele (1971) [94], Parte II.

Motivada principalmente por la regularizacién del problema espacial de
dos cuerpos obtenida a partir de la transformacién de coordenadas (que au-
menta el nimero de variables de posicién de tres a cuatro) propuesta por
Kustaanheimo y Stiefel (1965) [71], y por los intentos de dar para este tipo
de cambios de coordenadas un tratamiento adecuado en el marco de una
teorfa candénica de la Mecanica Analitica y Celeste (Scheifele (1970) [87];
Stiefel y Scheifele (1971) [94], Parte II) por medio de una extensién canéni-
ca de la transformacién puntual que relaciona las coordenadas cartesianas
con las coordenadas KS de Kustaanheimo y Stiefel, Kurcheeva (1977) [70]
presenta un método para construir una transformacién de coordenadas (que
aumenta el nimero de coordenadas en una unidad) en el espacio de fases de
dimensién 2n que, para elecciones adecuadas de ciertas funciones, permite
obtener un sistema canoénico de ecuaciones de movimiento en el espacio de
fases de dimension 2n +2, si bien la correspondencia entre las soluciones del
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sistema original y del sistema transformado ya no es univoca (como ocurriria
en el caso de la teoria candnica clésica, en el que las transformaciones operan
entre espacios de la misma dimensién).

Una generalizacion de los resultados tedricos de Kurcheeva aparece en Cid
y Sansaturio (1988) [36], quienes proponen condiciones para obtener trans-
formaciones que aumenten las variables candnicas en un ntimero arbitrario.

Tras diversos trabajos anteriores de Ferrandiz (acerca de la obtencidn,
justificacion tedrica y aplicacién a sistemas keplerianos perturbados) de con-
juntos candnicos de variables de tipo focal, a través de la que se conoce co-
mo transformacién BF (Burdet—Ferrandiz) y algunas variantes de la misma,
Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52] proponen un método general para exten-
der una transformacién puntual que aumenta el nimero de coordenadas y
obtener una transformacién canénica (que aumenta el nimero de variables).
Para establecer el resultado principal en relacion con esta cuestion elabo-
ran una nueva demostracion de canonicidad, que constituye una alternativa
mejorada a la ya publicada por Ferrandiz en 1988 [48], para extensiones de
transformaciones puntuales que aumentan el niimero de variables; en parti-
cular, el resultado se aplica al caso de la transformacién BF que introduce su
conjunto canoénico de variables focales como extensién de la transformacién
puntual de Burdet (1969) [28], vy a la transformacién D de Deprit (Deprit,
Elipe y Ferrer (1994) [44], §54.3) que también proporciona variables candni-
cas de tipo focal.

Mads recientemente, Ferrer y Pérez (2002) [53] consideran ciertas gene-
ralizaciones de transformaciones puntuales clasicas en R" y sus extensiones
canodnicas. En concreto, estudian dos tipos de transformaciones

(y07y17"'7yn) — (x()vxla"'axn)

dadas, respectivamente, por

ea) z; = gWo)zi(yr, -y yn), 0=<10 < n;
d b) To = f(y0>y1> 7yn)7 Ty = g(yO)ml(y17 7yn)7 1 < i < n.
En ambos tipos de transformaciones las funciones x; se especifican en

cada caso, mientras que las funciones f y ¢ se consideran arbitrarias, con
la tnica condicién de que la correspondiente transformacion sea inversible.
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Estos autores ponen de manifiesto que el interés de estas transformacio-
nes reside en que, eligiendo convenientemente las funciones f y ¢, permiten
establecer una relacion con las “transformaciones canodnicas no clasicas que
aumentan el nimero de variables” en el contexto de Kurcheeva (1977) [70], co-
mo ocurre —en particular— con la transformacién BF (de Burdet—Ferrandiz).

En el ambito del trabajo considerado en esta Tesis, cabe destacar el caso
de las transformaciones b) de tipo proyectivo, cuya relacién con la transfor-
maciéon BF de Ferrdandiz (1988) [47] (véase también Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], §84.4) presentan estos autores (Ferrer y Pérez (2002) [53], §3, p.
133).

Ya fuera del contexto de los métodos focales, y aunque solo sea a titulo
de mera anécdota, concluiremos estas notas reivindicando, una vez mas, el
trabajo pionero de Izsdk (1955) [64] en relacién con la idea de método central
expuesta por Burdet (1969) [28], §1, y anteriormente en Burdet (1967) [26].
Bond y Allman (1996) [24], Capitulo 9, §9.3, pp. 151-154, describen una re-
gularizacion del problema de dos cuerpos publicada por H. Sperling. Dicha
regularizacion no recurre a transformaciones de las variables dependientes, y
el procedimiento utilizado y los resultados finales son, en esencia, los mismos
que los de Izsdk (1955) [64] para la obtencién de una ecuacién diferencial no
homogénea de segundo orden y coeficientes constantes para el vector de po-
sicién, usando como variable independiente el pseudo—tiempo s definido por
la transformacion de Sundman dt = rds. A diferencia de Izsak, estos auto-
res (como ya hace Burdet (1969) [28], §1) aportan ademads la ecuacién lineal
para la distancia radial. Para la reduccién de las ecuaciones del movimien-
to del problema de Kepler a ecuaciones lineales se requiere la introduccién
de la integral (escalar) de la energia y de la integral (vectorial) de Laplace—
Runge-Lenz, como ya habia hecho Izsak. Schneider (1992) [88], Capitulo 3,
§3.7, pp- 92-94, presenta asimismo esta regularizacién por linealizacion, pero
sin atribuirla a ningtin autor.

1.3. Objetivos.

Los principales objetivos que nos hemos planteado en este trabajo pueden
resumirse de la siguiente manera:

Deduccion general y sistematica de variables candnicas focales en el marco
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de un esquema unificado, y su aplicacion para la reduccion de sistemas ke-
plerianos perturbados a osciladores perturbados; introduccion de “elementos
focales” asociados a variables focales, y deduccién de “ecuaciones de elemen-
tos” en una teoria focal.

El propédsito general de este trabajo consiste en continuar avanzando en
el desarrollo de una Mecanica Celeste Lineal y Regular basada en
métodos focales. A este respecto, el libro de STIEFEL Y SCHEIFELE (1971)
[94] (dedicado en su mayor parte a elaborar resultados y presentar conside-
raciones basadas en las transformaciones de Levi-Civita y KS [de Kustaan-
heimo y Stiefel], para proponer desarrollos avanzados en el marco de una
teoria “de tipo central”) nos proporciona una pauta o guia en cuanto a una
serie de aspectos esenciales que habria que empezar a tratar y a formular
“en lenguaje focal”.

Otra referencia esencial en la que se inspira este trabajo es el articulo de
DEPRIT, ELIPE Y FERRER (1994) [44], y muy especialmente su Seccién §4
(pp. 187-198), en la que se proponen algunas extensiones de la transformacién
puntual (de coordenadas) que representa la factorizaciéon (o descomposicién)
proyectiva del vector de posicion de una particula en el espacio, lo que permite
obtener algunos conjuntos de variables candnicas de tipo focal.

Las contribuciones de BURDET y de FERRANDIZ (algunas de las cuales
se mencionan en la seccion de referencias bibliograficas al final de esta Tesis,
aunque sin animo de exhaustividad) son también piezas cruciales de especial
interés para el desarrollo de este trabajo.

Se presentan a continuacion algunos comentarios para aportar mas deta-
lles concretos acerca del propdsito y metodologia de este trabajo, y se citan
publicaciones en las que hemos presentado algunos resultados ya obtenidos.

e 1. Uno de los objetivos de esta Tesis consiste en intentar establecer algu-
na relacion entre las transformaciones que conducen a los diversos conjuntos
canoénicos de variables focales conocidas hasta ahora y, en su caso, tratar de
hallar otros posibles nuevos sistemas de variables canénicas de tipo focal que
no se hayan considerado hasta el momento.

Con este propédsito, se propone una nueva familia de transformaciones
candnicas (en sentido pleno) que generalice las anteriores extensiones candéni-
cas o débilmente canénicas de la transformacién puntual que (siguiendo a
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Ferrandiz (1988) [47] y a Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]) hemos denomi-
nado descomposicion proyectiva del vector de posicion. Hemos comprobado
que esta generalizacion puede conseguirse a través de una nueva familia de
transformaciones que depende de dos pardametros numéricos y de una fun-
cion arbitratria de clase C? de las coordenadas. Estas transformaciones son
canénicas en el sentido genuino y convencional del término (operan entre es-
pacios de fases de la misma dimension, y las condiciones de canonicidad pue-
den demostrarse siguiendo los procedimientos habituales que se exponen en
los libros de Mecanica; por ejemplo, por medio de paréntesis de Poisson. Véase
Goldstein (1980) [59], Capitulo 9; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Capitulo
1, §1.12, pp. 76-82; Stiefel y Scheifele (1971) [94], Capitulo VIII, §31, pp.
186-191), y consiguen los mismos objetivos de regularizacion y linealizacion
de las ecuaciones de movimiento de sistemas keplerianos tridimensionales que
las transformaciones originalmente propuestas por Ferrandiz, Deprit, Elipe
y Ferrer, las cuales aparecen ahora como casos particulares para elecciones
adecuadas de los valores de los parametros.

e 2. A partir de sistemas keplerianos perturbados, aplicando la técnica del
método focal anterior, se obtienen ecuaciones quasi-lineales que correspon-
den a sistemas de osciladores perturbados (en general, acoplados a través de
términos no lineales que son del orden de la perturbacion incorporada en el
modelo en cuestién). Se considerardn algunos sistemas keplerianos perturba-
dos que surgen en el estudio del problema del movimiento orbital de satélites
artificiales de la Tierra; en concreto, algunos modelos de “intermediarios
radiales” (Deprit (1981) [43]) que proporcionan aproximaciones integrables
para el Problema Fundamental de la Teoria de Satélites Artificiales, asi como
el propio Problema Fundamental (en el que se tiene en cuenta el efecto del
achatamiento del cuerpo central, caracterizado por el término correspondien-
te al polinomio de Legendre de segundo grado en el desarrollo multipolar del
potencial gravitatorio creado en un punto exterior por un sélido rigido de
forma y distribucién de masa arbitrarias).

Ferrdndiz y Ferndndez—Ferreirds (1991) [49] demostraron que las ecuacio-
nes de movimiento correspondientes al sistema kepleriano perturbado repre-
sentado por un hamiltoniano que presente una dependencia funcional como
la de cualquier miembro de la cadena de intermediarios radiales de Deprit
(Deprit (1981) [43], §3, pp. 119-124, Ecuacion (20); §5, pp. 129-135, Ecua-
cién (51) y Tabla I; §7, pp. 137-139, Ecuaciones (57) y (58), y Tabla II; y
§9, pp. 147-151) pueden linealizarse exactamente por medio de un conjunto
candnico de variables redundantes de tipo focal introducido por una trans-
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formacion BF, obteniéndose cuatro osciladores armonicos, dos de los cuales
estan acoplados, y cuyas frecuencias contienen las variaciones seculares del
Problema Fundamental de la Teoria de Satélites Artificales hasta el orden de
perturbacion del intermediario considerado

En un intento de seguir estudiando, con un planteamiento canénico del
método focal, el comportamiento analitico y la eficacia de las transforma-
ciones BF, DEF y D para el tratamiento de sistemas hamiltonianos ke-
plerianos perturbados, hemos generalizado algunas de las conclusiones del
articulo (Ferrdndiz y Ferndandez—Ferreirds (1991) [49]), demostrando que los
unicos hamiltonianos keplerianos perturbados con la dependencia funcional
de un sistema quasi-kepleriano'? generalizado (como la considerada en Floria
(1993) [55], §2) que admiten linealizacién exacta en variables focales redun-
dantes son precisamente los que contienen perturbaciones proporcionales a
r=2. Con ello hemos identificado y caracterizado en el espacio fdsico ampliado
la clase de potenciales de perturbacion que son compatibles con la linealiza-
cion exacta por medio de transformaciones de variables candnicas que definen
variables de tipo focal. La contribucion de los efectos perturbadores recogida
en la parte no kepleriana del potencial queda absorbida por las frecuencias
modificadas de los osciladores y por los términos de acoplamiento entre los
mismos. Algunos resultados en este sentido se han publicado en [3, 4, 6].

Un caso de sistema kepleriano perturbado que no permite reduccién exac-
ta a osciladores lineales en formulacion focal se ha considerado en [9].

e 3. De acuerdo con la definicién general de Stiefel y Scheifele (1971 [94],
§18, p. 83), un “elemento del movimiento kepleriano” es cualquier cantidad
que, a lo largo de un movimiento kepleriano puro (es decir, no perturbado),
es una funcion lineal de la variable independiente. En particular, un elemen-
to puede permanecer constante (como ocurre, por ejemplo, con el semieje
mayor o con la excentridad de una érbita kepleriana). Una ventaja de la in-
troduccién de elementos (Stiefel y Scheifele (1971) [94], §18, p. 84) es que
éstos varian de una manera casi lineal si el movimiento esta sometido a per-
turbaciones débiles; por el contrario, cualquier otra cantidad relacionada con
el movimiento puede variar de una manera bastante complicada. Asi pues,
frente a perturbaciones los elementos experimentan variaciones lentas, por lo
que sus propiedades analiticas y numéricas y su comportamiento deberian ser

12La, definicién de “sistema quasi— kepleriano” y algunos procedimientos para su reduc-
cién candnica y contraccion a sistemas keplerianos puros pueden consultarse en Deprit

(1981) [43], §4, pp. 124-128.
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mejores y mas ventajosos que los de las coordenadas. Las ecuaciones diferen-
ciales de primer orden que describen la variacion de los elementos debida a
la presencia de perturbaciones se denominan (Stiefel y Scheifele (1971) [94],
§19, pp. 89-90) ecuaciones de los elementos.

Motivados por algunos estudios basados en la aplicaciéon de elementos
KS regulares (Stiefel y Scheifele (1971) [94], §19, pp. 87-99; Sharaf y Saad
(1997) [89]), v siguiendo un tratamiento analitico parecido al del libro de
Stiefel y Scheifele en esa misma Seccién 19, nos proponemos reformular, en
el marco de un formalismo basado en técnicas focales, las consideraciones
de dichos estudios. Para ello hemos deducido ecuaciones de elementos keple-
rianos requlares correspondientes a una formulacion focal en variables DEF
(es decir, ecuaciones diferenciales para la variaciéon de los elementos asocia-
dos a un problema de Kepler no perturbado descrito en variables DEF), y a
continuacion hemos particularizado el estudio al caso del Problema Funda-
mental de la Teoria de Satélites Artificiales de la Tierra, con el propdsito de
desarrollar, en funcién de elementos DEF, una teoria analitica no singular
para el movimiento orbital de un satélite artificial considerado como un sis-
tema kepleriano perturbado en el que la perturbacién es la debida al segundo
armoénico zonal del desarrollo del geopotencial en serie de armonicos esféricos
(por medio de funciones de Legendre).

En este contexto, los elementos focales del movimiento kepleriano son
constantes de integracién que figuran en la solucién general de las ecuacio-
nes armonicas no perturbadas a las que se reduce el problema de Kepler
puro en variables focales, mientras que para un problema perturbado veri-
ficardn un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. (Recuérdese
que las ecuaciones de elementos dan cuenta de la variacion —causada por las
perturbaciones consideradas— de los elementos asociados a un problema no
perturbado).

La elaboracion de la teoria analitica no singular mencionada mas arri-
ba presupone una aplicacion del método focal para construir la expresion
analitica (en funcién de elementos asociados a las variables DEF) del se-
gundo armonico zonal del potencial gravitatorio, y deducir a continuacién
las correspondientes ecuaciones diferenciales quasi-lineales de segundo or-
den del movimiento para cualquier valor de la excentricidad orbital'®. Estas

13 Sharaf y Saad (1997) [89] limitan su estudio al caso de drbitas con excentricidad menor
que la unidad, y en sus desarrollos de los arménicos zonales del potencial gravitatorio de
la Tierra en funcién de elementos KS regulares (con la anomalfa excéntrica como variable
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ecuaciones gobiernan el movimiento de un conjunto de osciladores pertur-
bados y acoplados, cuyo tratamiento por medio del método de variacion de
las constantes permite obtener el sistema de ecuaciones diferenciales de los
elementos para el Problema Fundamental de la Teorfa del Satélite. Una reso-
lucién analitica aproximada de las ecuaciones asi obtenidas puede abordarse
siguiendo el procedimiento expuesto en Stiefel y Scheifele (1971) [94], §28,
pp. 160-177, como se indica en Aparicio y Floria (1999) [7].

independiente) presentan sus expresiones para las funciones (a/r)" —siendo a el semieje
mayor de la elipse kepleriana elegida como solucién del problema no perturbado— truncando
las series en un numero finito de términos (Sharaf y Saad (1997) [89], §3, p. 184). Por
medio de elementos focales, las potencias negativas de r se expresan directamente como
polinomios de Fourier respecto del pseudo—tiempo focal, sin necesidad de truncacion.
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Potencial zonal e intermediarios de tipo Deprit

2.1. Potencial zonal

El potencial gravitatorio creado por una esfera homogénea o una esfe-
ra con distribucién esférica de densidad, desde el punto de vista dinamico
(ver Newton (2011) [82], proposicion 74, Cid y Ferrer (1997) [35], §§7.2.2,
Capitulo 7; Taff (1985) [98]), equivale a considerar toda la masa del cuerpo
concentrada puntualmente en su centro de masas. Sin embargo, el potencial
creado por un sélido de figura y de distribuciéon de masa arbitrarias en un
punto exterior suficientemente alejado de él se puede aproximar mediante
una superposicién de armoénicos esféricos (Cid y Ferrer (1997) [35], § 7.4,
§ 7.6; Roy (2005) [85], §7.5. pp. 201-206, §11.3. §11.7; Beutler (2005) [16],
§3.4).

El potencial gravitatorio creado por un cuerpo cualquiera en el exterior
(donde la densidad de materia se supone idénticamente nula) verifica la ecua-
cion de Laplace

AV =0.

Gran parte de los cuerpos celestes suelen presentar simetria sensiblemente
esférica, tanto por su forma y figura (sentido geométrico), como por lo que
a su distribucién de materia se refiere (sentido dindmico). Por lo tanto, es
conveniente expresar la solucién de la ecuacion de Laplace, que puede repre-
sentarse como una serie convergente de armonicos esféricos, en un sistema de
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coordenadas esféricas (r, ¢, A), donde r es la norma del vector de posicién,
¢ es la latitud planetocéntrica y A denota la longitud planetocéntrica. Te-
niendo en cuenta la relacién entre la latitud y la colatitud, J = 7/2 — ¢, se
obtiene sen v = cos ¢. Entonces, en notacion compacta el potencial adopta
la forma (Deprit (1981) [43], p. 129; ver también Beutler (2005) [16], §3.4.
pp. 102-109)

v=_H (?) Z P (cos ) [Crm cos (mA) 4+ Spsen (mA)], (2.1)

r
o<m<n

donde R es el radio ecuatorial del cuerpo central y P,,, son los polinomios
asociados de Legendre de grado n y orden m; y si m = 0, o sea P, (send) =
P, (sen)) son polinomios de Legendre. Las constantes C,,,, asi como S, son
adimensionales, pero para cada cuerpo son diferentes y, en general, dificiles
de determinar. Sin embargo, si el origen del sistema de coordenadas coincide
con el centro de masas del cuerpo central, entonces Cg = C1; = S1; =0y
Coo = 1; si ademas los ejes de coordenadas coinciden con los ejes principales
de inercia del cuerpo central, las constantes Cy1, S5 ¥ Sao son idénticas a
cero (Beutler (2005) [16], pp. 103-108). El resto de las constantes se suelen
obtener de forma indirecta. La notacion habitual para dichas constantes es
Cro = —Jny Com = —Jpm, sSim # 0y Spm = — Ky (Torge (1991) [100], p.
26; Portilla (1996) [84], p. 17).

El término p/r, que corresponde al grado n = 0, representa el potencial
del problema de Kepler puro. El resto de términos describen la perturbacién
generada por un cuerpo sélido de distribucién de masa arbitraria. Como es
obvio, habria que anadir en los casos reales — como, por ejemplo, el de un
satélite artificial — otras perturbaciones y no sélo la que proviene de un cuerpo
central que no sea dindmicamente equivalente a una masa puntual.

Los armédnicos esféricos se dividen en tres tipos, que se caracterizan por
medio de los valores n y m:

= Los términos con m = 0 se denominan armdnicos zonales y no depen-
den de la longitud, de forma que dividen el cuerpo en bandas de latitud
que representan las variaciones respecto a la latitud.

= Para n = m se tienen los armdnicos sectoriales, que dividen la esfera
en sectores limitados por 2m meridianos.
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» El resto de casos (m # 0 y n # m) se denominan armdnicos teserales
y recubren la esfera con un mosaico de baldosas, que estan limitadas
por 2m meridianos y n — m paralelos de latitud.

Es conveniente separar la parte del potencial que esta asociada al pro-
blema de Kepler puro del resto de términos, lo que se suele denominar como
perturbacion. Para hacerse una idea del orden de magnitud del potencial
perturbador, en el caso de la Tierra, si su centro coincide con el origen del
sistema de coordenadas de referencia del problema, su primer término se ob-
tiene paran =2y m = 0, y entonces J, = 1,082 x 1073 (Kozai (1966) [69]);
véanse también las constantes normalizadas en Beutler (2005) [16]. El resto
de las constantes son de orden 107° o inferior. Si al estudiar el movimiento
de un satélite artificial en torno a la Tierra s6lo se tiene en cuenta el término
Jo, que es el de mayor magnitud del potencial perturbador, se dice que se
trata del Problema Fundamental de la Teoria del Satélites Artificiales de la
Tierra.

Ahora el potencial perturbador (prescindiendo del término asociado al
problema de Kepler puro) es

n

V = _g ZQ Z (g) P (cos ) [Crm cos (mA) + Sy sen (mA)] , (2.2)

m=0

y si se considera sélo la parte zonal se obtiene

o0 n+1
Vzonal = % <E> Jn P, (cos?) . (2.3)
n=2 r

2.2. Intermediarios de tipo Deprit

El Problema Fundamental del Satélite Artificial no es integrable (ver Iri-
goyen y Simd (1993) [63]), de modo que la solucién sélo se puede aproximar
numérica o analiticamente. En la era espacial se impone la necesidad de po-
der calcular las érbitas de los satélites con una precision mayor y ademas
ponerlos en orbitas concretas. Da ahi surge la importancia de desarrollar
nuevas técnicas para simplificar los cédlculos de las érbitas perturbadas, y
entre ellas la introduccién de potenciales intermediarios. Estos potenciales
constituyen un modelo matematico simplificado de la perturbacién originada
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por el achatamiento de un esferoide que representa al cuerpo central, y bajo
cuya atraccién gravitatoria tiene lugar el movimiento de un satélite natural
o artificial.

La idea de los intermediarios consiste en desarrollar unos potenciales per-
turbadores del problema de Kepler que recogen la mayor parte del potencial
zonal del término del J, (preferiblemente su parte secular), y que al mis-
mo tiempo sean integrables. Esto permite obtener drbitas de referencia que
aproximen, mejor que la elipse kepleriana, el problema principal del satélite
artificial.

Una revision y sistematizacién de las definiciones de los principales in-
termediarios para el problema principal de la teoria del satélite artificial se
puede encontrar en el articulo de Deprit (1981) [43, p. 137, p. 139], donde se
clasifican los intermediarios en dos tipos diferentes: intermediarios comunes
e intermediarios naturales.

En este trabajo se van a considerar los intermediarios radiales (véanse
también las Férmulas (5.1)—(5.3) con j = 2, o las expresiones (A.228) y
(A.229) de la Seccion A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos)
que fueron introducidos por Deprit (1981) [43] y por Alfriend y Coffey (1984)
[2], quienes parten de formulaciones en las variables polares nodales de Hill-
Whittaker. A partir del problema principal del satélite artificial se realiza
la eliminacion de la paralaje, una transformacién de tipo de Lie que trans-
forma una perturbacién proporcional a =™ con n > 3 en una proporcional
a r~2, eliminando los términos de corto periodo hasta el factor »—2. En el
siguiente paso se realiza una transformacion canénica de Lie para eliminar el

argumento del perigeo.

Con este procedimiento, el argumento del perigeo se desacopla de la ano-
malia verdadera. Este proceso se realiza en las variables de Hill-Whittaker, lo
que conduce a un hamiltoniano, también denominado intermediario radial,
de sélo un grado de libertad expresado en las variables canénicas (r,p,), es
decir, que finalmente se obtiene una aproximacién completamente integrable
para el problema principal del satélite. Las perturbaciones asociadas a estos
intermediarios incluyen unos términos proporcionales a 7 =2 que estan expre-
sados por un desarrollo en potencias del pequeno parametro € del orden de
Jo, que da constancia del achatamiento del cuerpo central. Los coeficientes de
este desarrollo — hablando en términos generales — son funciones racionales
de ciertos momentos candénicos.
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Los hamiltonianos intermediarios generan orbitas de referencia que son
mas generales que las que se obtiene como solucion del problema de Ke-
pler puro, y sirven de punto de partida para el estudio de perturbaciones.
El trabajo presentado mas adelante se basa en los intermediarios de Deprit
y de Alfriend y Coffey. Estos potenciales permiten absorber en la érbita de
referencia la parte secular debida al achatamiento incluida en el interme-
diario, lo cual deberia ser una ventaja para el desarrollo de un andlisis de
perturbaciones.

2.3. Intermediario de Deprit

El primer intermediario que se va a presentar aqui es un intermediario
radial de Deprit (1981) [43, §7 y8§9] (véase la Férmula (A.228) de la Seccién
A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos), que ha sido tratado
también por Ferrandiz y Ferndndez—Ferreirds (1991) [49].

A titulo de ejemplo, en el conjunto de variables polares nodales de Hill-
Whittaker (r, 6, v; p., pg, py) (Deprit (1981) [43], §2; Ferrdndiz y Ferndndez—
Ferreirés (1991) [49], §2), un caso que encaja en este esquema general es el
del hamiltoniano del problema perturbado de dos cuerpos dado por

H=Ho(r,p,ps) + V (r;pﬁ,];e), (2.4a)
1, pg 1
- L 2.4
Ho 2{pr+r2 o (2.4b)

2 2 2 2
2 (R\*/1 3, P2 (R\? (3, 1
174 67’2 (p) <2 4s> 87“2 (p 40 1) (2.4¢)

donde Hy es un hamiltoniano kepleriano, V' es el potencial de la perturbacion,
e = Jy es el pardmetro de perturbacién, R es el radio del cuerpo central (en
este caso, la Tierra), p es el semilado recto, e I es la inclinacién de la érbita
respecto al ecuador, dada por

c= cosl = &, s=senl . (2.5)

Do

El vector de posicion, en coordenadas cartesianas habituales, estda dado
por ¢ = (q1,92,q3), v el vector p = (py, p2, p3) corresponde a los momentos
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conjugados. Se utilizaran las siguientes relaciones

Pv = q@1P2 — G2DP1,
ps = laxpl?,
y el operador binario x es el producto vectorial en el espacio ordinario. En-

tonces, con estas variables candnicas cartesianas, el hamiltoniano H anterior
se puede expresar como

H(q,pie)=Ho(q,p)+ V (r;p5.1;¢), (2.6a)
N TOTER
Hy=3lpl? - L. (2.6b)

2.4. Intermedario de Alfriend—Coffey

Se va a presentar a continuacion el intermediario de Alfriend y Coffey
(1984) (véase también Aparicio y Floria (1996) y (1997) [3, 4]) en el conjunto
de variables candnicas polares nodales.

Después de transformar los términos en s* (véase Cid et al. (1986) [37])
en términos en ¢? usando algunos cédlculos trigonométricos elementales, el
intermediario radial de segundo orden propuesto por Alfriend y Coffey se
puede formular mediante el siguiente hamiltoniano homogéneo en el sistema
ampliado de variables polares nodales:

M2R2 2
Hi=p0o + Ho(r; pr,po) + 5w(30 - 1)
3utRY [ 1
220 | —(27¢t — 138¢%2 4+ 71 2.7
e 16pgr2[12( ‘ e+ 27

2

+ %(504—1802—%5)} )

donde e, es la “excentricidad kepleriana” correspondiente a la érbita no per-
turbada asociada a H, .

Como ya se ha mencionado (y realizado en Floria (1993) [55], pp. 219

220) la funcién hamiltoniana se presentard, por conveniencia, en términos de
potencias de ¢?, en vez de usar potencias de s.
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Tal y como deducen Alfriend y Coffey (1984) este intermediario, su parte
de primer orden es formalmente el intermediario radial descrito por Deprit
(1981) [43, p. 138]. Ademés, de acuerdo con un comentario de Cid et al. (1986)
37, p. 202] y Franco y Palacios (1990) [58, p. 183], un término de segundo
orden independiente de la inclinacion esta presente en este hamiltoniano.

Resulta necesario expresar la “excentricidad kepleriana” ej en variables
canonicas de Hill-Whittaker, lo que se consigue con la formula

2 hy, pj
2 _ 0
e =1+ ,
k /,62
donde hj denota la energia kepleriana; y sabiendo que
hk = — Do + O (8 ) )

el hamiltoniano se puede reescribir de la siguiente manera en el espacio de
fases ampliado

1
H(r;pr,po, Dv>Pos€) = po+ Hol(r; prype) + sz(pe,pu,po;e),

donde, después de despreciar términos de tercer orden en ¢,

‘/2:€V1<p97p1/)+€2V2(p97p1/7p0)7 (28&)
con
2 P2
p R 2
= —1 2.8b
Vi I [3c ], (2.8b)
4R4 3 2R4
Vo= [69¢* —330¢2+157) — 2E [5et —18¢2+5] po -

128 pf 64 p;

(2.8¢)

Este hamiltoniano homogéneo es un caso particular del sistema kepleriano
perturbado caracterizado por la funcién dada en la Férmula (A.229) del
Apéndice A sobre el problema de dos cuerpos.

Para valores pequenios de la excentricidad, y después de omitir los térmi-
nos de orden de €2 e?, este intermediario se caracteriza por el potencial
perturbador

”2 R2
4 p3

, u' R
64 p§

[3c? — 1] + ¢ [27¢* — 138¢® + T1] . (2.9)
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Esta expresion se adapta al tratamiento considerado por Ferrdndiz y Fernandez—
Ferreirds (1991) [49] o Aparicio y Floria (1996) [3].

El caso de valores pequenos de la excentricidad permite despreciar los
términos de ¢ 2 e, situacién que también fue estudiada por Franco y Palacios
(1990) [58] desde el punto de vista de la teoria de Hamilton—Jacobi y en un
espacio de fase de 6 dimensiones.
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Idea de los métodos central y focal

3.1. Introducciéon

Bohlin en el articulo [19] regulariza y linealiza el problema de Kepler en
el plano, con la ayuda de coordenadas parabdlicas y usando como variable
independiente la anomalia excéntrica. En el afio 1955 Izsdk [64] obtiene un
resultado similar en el espacio tridimensional, como ya se ha explicado en el
Capitulo 1. Transformaciones que utilizan un cambio similar de la variable
independiente se describen en los articulos de Burdet [26-28]; las variables
reciben el nombre de variables centrales.

En este tltimo articulo [28] se desarrolla también otro cambio de variables
que permite regularizar y linealizar el problema de Kepler, pero en este caso
la variable independiente es la anomalia verdadera. Estas variables se deno-
minan wvariables focales, pues el centro de oscilacién del oscilador armoénico
al que se reducen las ecuaciones del movimiento kepleriano es el foco de la
conica.
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3.2. Método central de Izsak—Sperling—Burdet

Siguiendo el articulo de Izsak (1955) [64], y usando notaciones similares,
se parte de la ecuacion

.. H
q=-39 (3.1)

A continuacién las integrales del movimiento del problema de Kepler de
las que nos serviremos para el desarrollo de este método central son la integral
de la energia y la integral del momento angular

1 0
h=—-¢>—= = ; 3.2
54 7’ c=qgxq, (3.2a)

y la integral del vector de Laplace-Runge-Lenz

A:(qQ—g)q—mmm, (3.2b)

o en la forma

A=(§+2h)q—<q|q>q, (3.2¢)
o bien
Az(’]xc—gq. (3.2d)

Esta claro que estas integrales primeras no son funcionalmente indepen-
dientes, pues satisfacen las siguientes relaciones

(c| A)=0 y (A A) =2h(c|c)+u. (3.3)

Se efectiia a continuacion el cambio de variable independiente t — u
definido por la transformacion de Sundman mediante la relacion diferencial
d

dt = qd V= —
qdu, () 10

(3.4a)
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y entonces

qa=-q, q= E (q” - Mq’) : (3.4b)

1
q q? q?

Para ¢ # 0 la Ecuacién (3.1) se transforma en

1! /
Pa=a"—a1 ) 2. 3.4c
. (q | )q (3.4¢)

En la nueva variable independiente la integral de movimiento (3.2¢) viene
dada por

—§q+(q | ¢)==2hqg—A. (3.5)

SSHES]

Para cualesquiera h y A fijos, y con la ayuda de la relacién (3.5), la
ecuacion de movimiento del problema de Kepler (3.4c) se reduce a

q' =2hq— A, (3.6)

que es una ecuacion lineal no homogénea de segundo orden y con coeficientes
constantes. La ecuacion describe una coénica en la que en el caso eliptico
a = —pu/(2h) es el semieje mayor, —A/(2h) es el centro de oscilacién, y
e = ||Al|/p la excentricidad (ver Burdet (1969) [28], Ecuacién (7)).

Siguiendo el articulo de Izsdk (1955) [64], sélo se tendra en cuenta el caso
de la solucién eliptica (h < 0, 0 < e < 1). Se introduce una nueva variable
independiente s = /—2hu = +/p/awu, que es la anomalia excéntrica. Sea
¢ un vector unitario en la misma direccién que A; y j otro vector unitario
en la direccién ¢ x A. Entonces, A = pet y la ecuacién de movimiento en la

nueva variable independiente sera:
d?q )
@ +q = —aetr. (37)

Se establece como condicién inicial que el cuerpo se encuentre en el peri-
centro para s = 0, y por lo tanto el vector velocidad es ortogonal al vector de
posiciéon. También hay que tener en cuenta que el movimiento esta confinado
al plano ortogonal al vector c. En estas condiciones se deduce

q(s)=af(coss—e)i+aVvl—e?sensy, (3.8)
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Para la distancia radial se obtiene la conocida expresién
g=a(l—ecoss) , (3.9)

e integrando la ecuacion

dt a a?
— = =g = 4/ =(1— A
P \/;q \/ . (1 —ecoss) , (3.10)

se obtiene la ecuaciéon de Kepler
n(t—t,) =s—esens, (3.11)

donde t, es el instante en el que la particula efecttia su paso por el pericentro,
y n es el movimiento medio dado por

n= 5 (3.12)

Si ¢ = 0, entonces se anula el vector j, pero las férmulas siguen siendo
vélidas para h < 0 (e < 1).

Esta contribucién de Izsdk prueba que obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden y coeficientes constantes, es decir, que
linealiza y regulariza el problema de Kepler. Para lo cual, utiliza un cambio
de la variable independiente proporcional a la anomalia excéntrica. El resto
del tratamiento se basa en usar integrales primeras.

En el articulo de Burdet (1969) [28] se desarrolla la ecuacién diferencial
de segundo orden para la distancia ¢, usando el cambio de la variable inde-
pendiente que se describe en (3.4a), es decir, aplica la misma transformacién

del tiempo.

Las dos siguientes igualdades se comprueban facilmente:

qg=1(q | q) , @l a)=4¢-v"+4qq, (3.13a)
donde
P=(q ] (3.13b)
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Entonces, partiendo de la ecuacién (3.1) se tiene

(dlq)+%(q|q)=0, (3.14)
y por lo tanto
) 2 B
q¢ —v +qq+g—0. (3.15)

Tras aplicar el cambio de la variable independiente (3.4a) la ecuacién anterior

se transforma en
1 2 " 1 /\2
(_q,) _UQ+Q_+_<_(Q)>+HZO, (3.16)
q q q q q

es decir

aq”+——u =0, (3.17)

y con la ayuda de la integral de la energia (3.2a) y ¢ # 0,

q" —2hqg=p . (3.18)

Resumiendo, Burdet (1969) [28] obtiene un sistema de cuatro ecuaciones
diferenciales escalares de segundo orden y una de primer orden:

q' =2hq— A, (3.19a)
¢ =2hq+p, (3.19Db)
t'=q. (3.19¢)

3.3. Meétodo focal de Burdet

Las variables focales se describen en el articulo de Burdet (1969) [28,
§ 2], y, como ya se ha mencionado anteriormente, se basan en el cambio
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de la variable independiente proporcional a la anomalia verdadera y en una
transformacién de las variables dependientes; ademas, se introduce una nueva
variable dependiente redundante.

El cambio de las variables de posicién es
r=-q. 3.20
q (3.20)

El vector @ de las nuevas variables corresponde al vector unitario que apunta
en la direccién de la particula. Se trata, pues, del vector de cosenos directores
de la posicion de la particula. Para poder describir la posicion del movil es
necesario anadir una nueva variable dependiente que indique su distancia al
cuerpo central; o, también, su reciproco, es decir, la nueva variable es 0 = 1/q.
Entonces la ecuacion del movimiento kepleriano se transforma en

xq + 2¢x + jx + ,u? =0. (3.21)

El cambio de la variable independiente introduce un nuevo pardmetro
temporal que es proporcional a la anomalia verdadera:

at d

E =q , ()/ = a ) (3228“)
y
d 1d d? 1 /d*> 2¢d
-2 == (_2 - _‘J_) (3.22b)
dt ¢*df dt g* \df g df
La ecuacién (3.21) con el nuevo tiempo ficticio es
q q" q 2 q
' —2=x'+{— -2 (—) +pgrx+2=—o' =0, (3.23)
q q q q

que es equivalente a

q// q 2
x" + 5_2(E> +ugpx=0. (3.24)
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Partiendo de las ecuaciones (3.15) y (3.13) se tiene

q <l4q" - 2%) +¢* -+ By : (3.25)
q q q
lo cual es equivalente a
q// q/ 2 5 /o )
E_2<?> +¢*(¢*—v*) +pg=0. (3.26)

Para simplificar esta ultima ecuacién conviene manipular la integral de
las dreas (3.2a) de la siguiente forma

(cle)=(exz|c) = (@xc|z) = pg+(A| )
% :
= jg + (v2 - —) ¢ — ¢
q
— (,02 _ 4}2) ‘
La ecuacién (3.24) se puede expresar como un oscilador armonico tridi-
mensional

" + ||z =0, (3.27)

y para el reciproco de la distancia se obtiene un oscilador arménico unidi-
mensional forzado

o" +lefo =, (3.28)
y por ultimo
1

Se llegaria de esta forma a un sistema de tres ecuaciones escalares de
osciladores arménicos lineales con el centro en & = 0 y frecuencia ||¢||, y un
oscilador unidimensional forzado con la misma frecuencia que los anteriores,
mientras que para el tiempo fisico se tiene una ecuacién diferencial ordinaria
primer orden.

En este caso las ecuaciones, asi como sus soluciones, son validas para
todos los valores de la excentricidad.
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Transformacion canonica a variables
redundantes

4.1. Introducciéon

Las variables candnicas focales no se pueden obtener a través de una
transformacién candnica cldsica, pues las dimensiones del espacio de salida
y del de llegada no son iguales. En este caso se requiere una técnica que
incremente el nimero de variables, que es precisamente lo contrario de la
idea habitual de reducir el nimero de variables de un sistema hamiltoniano.

En este Capitulo se tratara la forma de incrementar el niimero de variables
partiendo de una transformacién puntual, extendiéndola a una transforma-
cién canonica, garantizando que el nuevo sistema de ecuaciones candnicas
del movimiento sea equivalente al de partida. El primero en presentar una
técnica para realizar este tipo de transformacion fue Lidov (1982) [76], don-
de las dimensiones del espacio de salida y del de llegada no son iguales. En
el articulo de Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52] se describe otra forma de
incrementar el nimero de variables de la transformacion puntual, pero en
este caso se introducen nuevas variables en el espacio de salida, y que, co-
mo se verd, son variables ciclicas. Se demuestra que esta transformacion es
canodnica, y satisfaciendo ciertas condiciones el nuevo sistema hamiltoniano
es equivalente al de partida.

A continuacién, presentamos una generalizacion de la técnica de Ferrandiz

43



CAPITULO 4. TRANSFORMACION CANONICA A VARIABLES
REDUNDANTES

y Sansaturio, pero utilizando formas diferenciales y la estuctura simplécti-
ca (ver von Westenholz (1986) [103]; Flanders (1989) [54]; Meyer y Hall
(1992) [78] y Barner y Flohr (1983) [12, Cap. 17]) para construir el cambio
de variables.

Con la ayuda de formas diferenciales se podré construir este tipo de trans-
formaciones definidas sobre variedades diferenciables, que se denotaran por
N y M. Sus dimensiones, si no se menciona lo contrario, serdn n y m, res-
pectivamente. Sea U un subconjunto abierto de Ny & € U C N; entonces
TN es el espacio tangente en el punto x.

El fibrado tangente de la variedad N es la unién de los espacios tangentes
en cada punto de la variedad, o sea TN 1= UyenToN, v T*N := UgenTaN
se denomina el fibrado cotangente.

4.2. Formas diferenciales y transformaciones

Una forma diferencial de grado k es una funcién del producto cartesiano
de k copias del espacio tangente en & € N en R que, ademds, es k-lineal
alternada:

k—veces
w 1 UXTuN x ... xT,N — R (4.1)
(x7€17"'7£k) .H w(m7£1""7£k) *

Una forma diferencial de grado k también se denomina k—forma diferencial.

La base natural del espacio de las formas diferenciales de grado k viene
dada por

n
que se compone de < k:) elementos, y su expresién candnica es
w = Z Qjy<ociy, () dyy A Aday, (4.3)
i< <,

donde a;,<...<;, () son sus coeficientes, también denominados componentes.
Dependiendo de si estas componentes son continuas o diferenciables respecto
a las cartas de un atlas, se dira lo mismo de la forma diferencial.
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Una forma diferencial de grado 0 es precisamente una funcién de A/ en R.
Se supondra que las formas diferenciales son suficientemente diferenciables,
y por la tanto se puede obviar la referencia a su diferenciabilidad siempre
que no cause confusion.

Para k = 0,1,...,n se define ¥ (N) como el conjunto de las k—formas
sobre N, que se puede considerar un espacio vectorial sobre R. La dimensién
de * (N) es Z , lo que implica que no existen formas diferenciales de grado
k > n. El espacio §° (N) es el conjunto de las funciones diferenciables de A/

en R, mientras que § (N) = T*N.

Para lo que se quiere tratar aqui sélo serd necesario trabajar con formas
diferenciales de grados 0, 1 y 2. Empezando por una 1-forma, que se expresa
de manera habitual como

0=a(x)dzy+ -+ ap(x)da, , (4.4)

donde los coeficientes a;(x) son O—formas, y la 2-forma genérica es

1<i<j<n

Se define una aplicacién suficientemente diferenciable de N" en M:

v N — M

, 4.6
T — g=1v(x) (46)
y con ella queda determinada la aplicacién dual

v FFM) — FEW) (4.7)

que también se suele denominar ”pull-back”. Es facil comprobar que es lineal.

Mas adelante seran necesarias las siguientes propiedades:

v(vAm) = v Ay, (4.8)
doy* = Y*od, osea d(Wv) = ¢¥*(dv) , (4.9)

donde v y 1 son formas diferenciales de grado arbitrario.

Si se aplica ¢* a b(q) € F° (M), entonces
b(q) =b(¢ () = (") (z) = a(x) (4.10)
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con a (x) € F° (N), y esto implica que para cualquier funcién real f definida
en M se tiene

Vf=fot. (4.11)

La transformacién de dg; a dz; se obtiene con la ayuda de (4.9) y (4.10):

— i

Y dg = dgtg =d(gio¢) = dyy = 5,

da; . (4.12)

Sea v € §' (M) dada por

V—Zb )da; ;

entonces, en virtud de (4.10) y (4.12),

v U—Zw*b )¢+ dg,

__Ej{éébl &%}d%

. (4.13)

— o ()

= Z a; (Y (x)) dx;

=n,

donde 1 € F' (N) es la forma diferencial transformada de v (ver von Westen-
holz (1986) [103, Cap. 7 § 2.3., pp. 158-159] y Flanders (1989) [54, § 3.4.]).

Variedades simplécticas

Una forma simpléctica ) es una forma diferencial de grado 2, cerrada
y no degenerada, definida en una variedad diferenciable. El par (M, ) se
denomina variedad simpléctica (ver von Westenholz (1986) [103, Cap. 12 §2.]
y Meyer y Hall (1992) [78, Cap. IIl y Cap. IV]). En las coordenadas candénicas
la forma simpléctica adopta la expresion

Q=> dp;Adg . (4.14)

=1
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Que una 2—forma sea no degenerada implica que sélo puede estar definida
en una variedad de dimension par.

Toda forma diferencial cerrada en un entorno abierto contraible a un
punto es exacta, segin el lema de Poincaré. Entonces para todo g € M
existe un entorno abierto U C M tal que 2 en U es exacta, o sea, que en U
se verifica df = () para alguna 6.

Si la variedad M es de dimensién n, entonces la dimensién de T* M, que
se denomina espacio de fases, es 2n. Una de las propiedades de este espacio
es que posee una forma diferencial de grado 1 sobre T*M, que se conoce
como forma de Cartan (o potencial simpléctico),

0=pidg +---+p,dg, , (4.15)

que es un campo vectorial covariante sobre N. Se puede demostrar que esta
forma diferencial estd globalmente definida, lo cual implica que existe una
estructura simpléctica en T* M. Aplicando la derivada exterior df = 2 se
obtiene la forma simpléctica canénica de grado 2, o sea

do=Q=> dp;Adg . (4.16)

i=1

La forma de Cartan no estd univocamente determinada, pues si ¢ €
C% (M, R) es una funcién arbitraria, las dos formas diferenciales 6 y 6 + dy
definen la misma estructura simpléctica.

4.3. Extension de una transformaciéon pun-
tual

Se parte ahora de M una variedad de dimensién n (que se denominara es-
pacio de configuracion), y del fibrado cotangente 7% M, que es el espacio de
fases, y que como se acaba de mencionar posee una estructura simpléctica
dada por una forma de Cartan 6. Al no estar univocamente determinado el
potencial simpléctico, se utilizara la siguiente 1-forma:

0= Zpi (g)dg; . (4.17)
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Una transformacion puntual esta definida en el espacio de configuracion
y se denotara por ¢ : M — M, que suele ser un difeomorfismo, aunque en
ocasiones basta con que sea simplemente una aplicacién diferenciable. Este
cambio de variables viene definido por

v: M — M (4.18)
x — q=v(x), (4.19)

su aplicacién dual es ¢*, y el potencial simpléctico en las variables (x,y) €
T* M se expresa como

V=0 = Zy )yda; . (4.20)

Sean 6 y 6’ dos formas de Cartan que determinan dos formas simplécticas

Q =df y Q = d#. Sila aplicacién ¢* corresponde a una transformacién

candnica, entonces se cumple ' = *Q), que también se puede expresar como

d(0" —0) =0, y entonces existe una funcién ¢, que al menos es de clase C?,
tal que

dp=60—-6. (4.21)

Se dice que € y @ difieren en una diferencial exacta.
Con la ayuda de esta tltima 1-forma diferencial y los resultados (4.10,
p. 45), (4.13, p. 46), se puede extender la transformacién puntual 1) a una

candnica; y como consecuencia se obtiene una férmula para el cambio de las
variables candnicas:

Z 83(:3) dz; = Zyj x)dr; — Zpl )dg
= Zyj dx] sz ) d; ()
= Zy] z)dw; — Zpi (¥ ()Y aqu(;p) dz;

> {yj(w) - (@) 8‘2@}?’ } da

J

De esta igualdad se deducen las relaciones

= 2 (v (@) 2L 4 22 (4.2

%
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paraj =1,...,n.

Estas ecuaciones pueden expresarse en notacion matricial:

y=Ap+ Vo, (4.23)
donde
O (:c)] dp(x)
J (%j 8xj

La aplicacién 1 es un difeomorfismo, y por eso det(A) # 0; por tanto, con
C = A™! se puede invertir la ecuacién (4.23), de manera que

p=C'(y—Vy) . (4.24)

4.4. Transformaciéon que aumenta el nimero
de variables

Sean M y N dos variedades de dimensiones respectivas m y n, con
m > n. Estas dos variedades son los espacios de configuracién, y los co-
rrespondientes fibrados cotangentes (T* M, T*N) estdn dotados de una es-
tructura simpléctica.

Se consideran los vectores:

_I1 W
rT=|:|eM, y=| : | € T,M, (4.25)

T Ym

_Q1 P1
q= eN, p = || €ZN, (4.26)

| 0w Pn

y la aplicacion
v M= N (4.27)
r — q =vy(z),

que es de rango n y de clase C.

49



CAPITULO 4. TRANSFORMACION CANONICA A VARIABLES
REDUNDANTES

Los espacios M y N poseen dimensiones distintas. En consecuencia la
aplicacion no se puede extender a una transformaciéon canénica siguiendo el
proceso que se ha visto en la Seccién anterior. Asi que a continuacion se
buscard la manera de construir una transformacién canénica asociada a la
aplicacion 1, basandose en el desarrollo de los apartados anteriores, pero
incrementando el nimero de variables.

Para simplificar los célculos se introduce la siguiente notacién

A = o) i - :[8@] : (4.28)

=1,....,n
1 b

J
donde los «;; dependen de .

Para obtener la formula de la transformacion canénica se partira de nuevo
de la Ecuacién (4.21, p. 48), donde ¢ es un funcién arbitraria que debera ser
al menos de clase C2. En este caso hay que tener en cuenta las dimensiones
diferentes de las dos variedades en cuestion, de forma que los célculos son del
siguiente tenor

Z Em: x)dx; — sz )dg;
Zwi e, o
i::{ z_:p2< >Olij}dxj.

Esto permite de nuevo obtener una expresion matricial similar a la (4.23)
presentada en la seccién anterior:

y = A'p+ Ve, (4.30)
donde t

Vo= [on )
es el gradiente de ¢, con ¢; = Op(x)

Necesitamos que la matriz A sea de rango m, aunque eso no es suficiente
para poder despejar p en la ecuacién (4.30). Esto requiere aumentar el ta-
mano de la matriz y la dimensién del vector p, lo cual se consigue anadiendo
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m — n filas a la matriz, de modo que la nueva matriz sea regular, siendo su
definicion

A = [agli=1,.m ,con  detA#0.
j=1,...m
Ademis al vector p se anaden las componentes p; =0 coni=n-+1,...,m,

para que la transformacion definida en (4.30) coincida con la nueva expresién
matricial, es decir, R
y=Ap+Vp=Ap+Vop. (4.32)

Sea C' = [;;] = A™!; entonces

p=C'(y—Vy) , (4.33)

es la transformacion de los momentos conjugados que hemos deducido a partir
de la transformacién puntual ¢ de (4.27).

A continuacién se comprobara cémo afecta esta ampliacién de la trans-
formacion de los momentos conjugados correspondientes a las coordenadas
involucradas en la transformacién puntual de partida. A tal efecto calculamos
la diferencial de v, que podemos expresar en forma matricial:

dg=Adz .

Basandose en los elementos que se han anadido a la matriz A anterior, se
pueden definir las siguientes formas diferenciales de grado 1

m
l/l':ZOéij(.’B)d.’Ej s 1 = n+1,...,m. (434)

j=1
Si existen funciones f; con i =n+1,...,m, tales que d f; = v;, entonces

se dice que las formas diferenciales son integrables, o también exactas, y
definen ligaduras holénomas. De lo contrario las ligaduras definidas por v;
se denominan no holénomas (vedse Arnold et al. (1997) [11], p. 18, p. 38 ¥
Ldnczos (1997) [72], pp. 24-27).

En el caso de ligaduras holénomas se puede incrementar el nimero de
variables de la transformacion puntual ¢ de la siguiente manera:

7/1 = [Q\v(In-l—la"'?qm]t = |:7:D\7fn+17"'7fm t ’ (435)
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lo cual permite definir el siguiente cambio de variables

I P
que también se denotara por (q,p) = (g(x), p(x,y)).

Si las ligaduras son no holénomas, entonces la transformacion viene dada

por R
I A P

o (q,p) = (q(x),p(x,y)), donde todavia hay que anadir las formas diferen-
ciales definidas en (4.34).

Teorema. Sea K (q,p) un hamiltoniano H (z,y) = K (q(x),p(x,y)) Si se
satisfacen todas las condiciones mencionadas en esta seccion, entonces son
validas las siguientes afirmaciones:

1. La transformacion (4.37) es débilmente candnica (en el sentido de
Scheifele (1970) [87] o Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]). Para todas
las soluciones del nuevo hamiltoniano H (x,y) = K (q (x),p (x,y)) se
satisfacen las relaciones

E:%waglzo . i=n+1,...,m, (4.38)

j=1 t

donde t es la variable independiente del sistema hamiltoniano, y ademds
Z’in(yj—%)zo , i =mn+l...m, (4.39)
j=1

que se pueden considerar integrales primeras del sistema.

1I. El cambio de variables (4.36) es una transformacion candnica. A lo
largo de todas las trayectorias solucion del sistema dindmico dado por el
hamiltoniano H (x,y) = K (q(x),p(x,y)) se verifican las siguientes
ligaduras, que también se pueden interpretar como integrales primeras,

fi=0 gy Z%‘i(yj—%)zo ) i=n+1...,m.
j=1

(4.40)
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Demostracion. Como ya se ha mencionado anteriormente (ver 4.32), para
todo i € {n+1,...,m} se cumplen las igualdades

pi= iy —¢)=0.
=1

Los puntos p; =0, (i =n+1,...,m) definen una subvariedad, y forman
un conjunto de puntos criticos o estacionarios del sistema dado por el hamil-
toniano. Si las condiciones iniciales contienen a los puntos criticos, entonces
la solucién permanecera a lo largo de toda su trayectoria en la subvariedad
definida por esos mismos puntos estacionarios.

A continuacion se demostrara que las transformaciones del teorema son
débilmente canénicas (ver Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]; Scheifele (1970) [87,
p. 296-298] y Stiefel y Scheifele (1971) [94, ver §31]), para lo que bastara com-
probar la siguiente igualdad

Antes de demostrar esta igualdad, se calculara la derivada exterior de las
y; dadas por la expresién matricial (4.23)

dy; =d (Z ijpi + %‘)

=1

= Z |:pi daij + ay; dpi:| + dy;

=1

PR . (4.42)
—; - ; Qi dCCk‘i‘CYUdpl kgai
-y z 51 00 gy 3 g ap

k=1 = =1

y teniendo en cuenta las igualdades entre las derivadas cruzadas de 1Z se
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obtiene

idyj/\d$]
j=1
Zaidl'k/\dx]—FZZa pld.ﬂﬁk/\d$3+zza1]dpz/\dzj

7,k=1 =1 j=1 i=1

s

(k)

~~
=0

u aCYZ'j 80%
i=1 [ Z <8xk - axj) Ao A dag

1<k<j<m

i dp; ANdg; .
i—1

+ Zdez ozw dx;)

j=1 =1

—dqz

(4.43)

Este proceso es valido para las transformaciones consideradas en el teo-
rema, independientemente de si las 1-formas v; (4.34) son holénomas o no
holéonomas. El caso en que sean holénomas se puede tratar como una trans-
formacién canonica en sentido pleno, teniendo en cuenta que estas formas
diferenciales son exactas y sus integrales son f; (i = n+1,...,m), que se
denotardn con ¢;. Entonces el desarrollo (4.42) esta dado por

(4.44)

¢eﬁ

. - aOéZ'j 80%
= Z [ Z (axk — o, >pldxk/\d:cj

+ Z dp; A (i daj) (4.45)

3,7=1 —dg;
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Queda por demostrar que las relaciones dadas por (4.38), o sea para el caso
no holénomo, se cumplen a lo largo de las trayectorias solucion del sistema
dinamico hamitoniano. Utilizando la funcién de Hamilton H se establecen
las siguientes igualdades

oH
do; = 2ar,  vie{l,....m})
J ayj { }
que se insertan en las 1-formas diferenciales v; (4.34) (i = n+1,...,m),

sustituyendo a dx;

J=1 7=1 j=1 k=
= Z ij Z Vik dt> = Z QijYjk—— dt (4.46)
j=1 (k—l Opi Jj=1 k=1 ?
=0.

De esto ultimo se deduce inmediatamente que las f; son integrales prime-
ras del hamiltoniano H y que su valor numérico tiene que ser igual a cero,
para asegurarse de que las soluciones del hamiltoniano H son equivalentes a
las de K (ver Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52, p. 364]). q.e.d.

4.5. Conclusiones

La transformacién (4.36) es candnica en sentido pleno. Para conseguirlo
ha sido necesario aumentar el nimero de variables anadiendo ligaduras (4.34)
holénomas, y a partir de ahi se obtienen 2(n — m) integrales primeras del
nuevo sistema hamiltoniano. Si las ligaduras (4.34) son no holénomas, sélo
se tiene n — m, integrales primeras a las cuales hay que anadir las ligaduras
(4.38).

Si las ligaduras son holénomas, puede obtenerse la inversa de la transfor-
macién canonica, si bien eso siempre es posible para la transformacion de los
momentos conjugados.

Si las ligaduras son integrables, entonces se puede construir la funcién
generatriz

S(z.p)=v (@) p+e(@) , (4.47)
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o, expresada por medio de componentes,
S(z,p) =Y (@) pp+o(@) . (4.48)
k=1

Se obtienen inmediatamente las ecuaciones implicitas de la transformacién
canonica generada por S:

o= g >
oS

1
4 = Op; = Yi(z) .

La diferencia de este teorema, con respecto al teorema presentado en el
articulo de Ferrdndiz y Sansaturio (1994), es la funcién arbitraria ¢ que se
anade a la transformacién candnica.
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Transformacion del tiempo en variables BF

5.1. Introduccion

En este Capitulo consideremos perturbaciones que generalizan cierto tipo
de potenciales intermediarios radiales, y en particular potenciales proporcio-
nales a una potencia negativa de la distancia, o sear =7 con j = 0,1,2. Este
tipo de perturbaciones representa a algunos intermediarios radiales para el
Problema Fundamental de la Teoria de Satélites Artificiales de la Tierra.

Consideramos el conjunto de variables polares nodales de Hill-Whittaker
(r,0,v;p, po, p,) (Hill (1913) [62]; Deprit (1981) [43, §2]; y Ferrdndiz y
Ferndndez—Ferreirds (1991) [49, §2]), y el tiempo fisico ¢t. El objetivo es linea-
lizar las ecuaciones de movimiento deducidas de esta clase de hamiltonianos
para problemas perturbados de dos cuerpos, es decir, funciones de Hamilton
del tipo

H=Ho (r,p.po) + U (r;ps.00¢), (5.1)
[, 7 1

_ a2 I 2

Ho z[pr%—r2 . (5.2)

1 1
U= SUi(pg.plie) =) [ZslUm (Pgmz)]’ (5-3)

2
i=0 j=0 1>1

donde H, es el hamiltoniano kepleriano, U es el potencial perturbador, y € es
el parametro de perturbacion respecto al cual se desarrolla U en potencias de
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. Este pardmetro permite identificar adecuadamente el orden de magnitud
de los términos de perturbacion, y en consecuencia podemos separarlos segin
su magnitud. Puesto que cos = p,/pg, la expresién U; (pj, p2;e) puede ex-
presarse como U; (pg, I; €) (Ferrdndiz y Ferndndez—Ferreirds (1991) [49,
Férmula (1)]). Estos sistemas perturbados gozan de algunas propiedades
analiticas interesantes (Floria (1993 y 1994) [55, 56]): comparten una es-
tructura de tipo kepleriano compatible con (y muy préxima a) la kepleriana
propiamente dicha, lo que permite encontrar soluciones analiticas sencillas
en términos de funciones elementales. También caracterizan a ciertos inter-
mediarios radiales para el Problema Fundamental en la Teoria de Satélites.

El caso linealizado por Ferrdndiz y Ferndndez—Ferreirds (1991) [49] es un
caso particular del potencial U (5.3), donde j es igual 2, es decir, sélo tiene
en cuenta el término Us. Otra reduccion de este tipo de hamiltonianos se
puede encontrar en Floria (1994) [56]. En la Teorfa de Satélites Artificiales,
Uy describe potenciales vinculados a los intermediarios radiales de Deprit
(1981) [43, Férmula (58)]. Los sistemas cuasi—keplerianos (ibid., §4; Baxter
(1980) [14]; Caballero y Elipe (2001) [30]) y el problema de Manev ( Mioc
y Stoica (1995) y (1995) [79, 80]) también comparten estructuras sencillas
del tipo Us. A este respecto, véase también en esta Tesis la Seccién A.3 del
Apéndice sobre el problema de dos cuerpos, especialmente los comentarios
tras la Ecuacién (A.65).

Deprit (1981) [43, §9] resuelve su intermediario de primer orden mediante
una técnica de tipo focal, considerandolo como un sistema de un grado de
libertad en las variables radiales (7, p, ). Partiendo de las ecuaciones canéni-
cas en las variables polares nodales, linealiza una de ellas; y lleva la ecuacién
para r a una ecuacién arménica para una variable u proporcional a 1/r, con
un tiempo ficticio proporcional al angulo polar 6. Esta ecuacion lineal posee
la frecuencia unidad, y el forzamiento viene dado por un término constante.

Nosotros adoptaremos un planteamiento canonico focal, similar al de
Ferrdndiz y Fernandez—Ferreirés (1991) [49], para estudiar la posibilidad de
linealizar un tipo de sistemas keplerianos perturbados. Daremos la forma
explicita de las ecuaciones y estableceremos las condiciones para la linea-
lizacién. En caso contrario, cuando no se consigue linealizar, estas férmulas
nos permiten calcular los términos no lineales que aparecen en las ecuaciones.
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Las tunicas perturbaciones (5.3) que son linealizadas exactamente por este
método son precisamente aquéllas que pertenecen al tipo de hamiltonianos
de Deprit (1981) [43, p. 138]. Otros potenciales nos conducen a ecuaciones de
movimiento correspondientes a osciladores forzados no linealmente. Nuestros
resultados muestran algunas razones por las cuales el método focal fracasa
al intentar linealizar sistemas keplerianos perturbados.

El vector de posicién, en coordenadas cartesianas, esta dado por q =
(¢1,G2,q3),y el vector p = (p1, pa, p3) corresponde a los momentos conjugados.
Utilizaremos las siguientes igualdades :

Pv = q1p2 — @2pP1,
v, = llga x p|?,

donde x denotara al producto vectorial habitual. Con estas notaciones el
hamiltoniano H se puede expresar de la siguiente manera:

H(q,p;e) = Hol(aq,p)+ U*(r;p;,15¢), (5.4)
B T
Ho = SlpllP =, (5.5)

donde r es la distancia radial.

5.2. Ecuaciones diferenciales de segundo or-
den en variables BF

Basandonos en Ferrdndiz y Ferndndez—Ferreirds (1991) [49], usaremos la
transformacion BF (véase también Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §4.4),
que define las variables canénicas focales (&, x4, Y, y4) = (21, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Ya),
para obtener condiciones que permitan reducir los sistemas (5.1)—(5.3) a
ecuaciones lineales (a cuatro osciladores lineales). De este modo, quedaran
identificados los potenciales que puedan ser reducidos a ecuaciones de osci-
ladores, en funcién del pardmetro o que aparece en la Ecuacién (5.9).

Sea (— | —) el producto escalar usual en un espacio vectorial real IR™. Las
ecuaciones de la transformacion son
i Ly

4G =—, Pi=YiTs — Ti—— (T |y) + vaus},
T4 |z |2
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BF
que también se podrian expresar en forma vectorial
2
T T4 TylYa
a=— p=—5(@xy) xz— x
T4 (Bl [Edls
Se usaran las siguientes relaciones para las normas euclideas de q y p
2.2 _ | |?
3 2 24,2
(z | y) Ti Ty Y
IpI* =) yizi + aia] + 5
; ! ol [J]|*
2 (= | y)
+W [ﬁﬁww —ziyirt (x| y) — Tyiaiu
1 2
= lyl?z% + EE [ziyi — =i (= | )],
(5.6b)
o, utilizando el producto vectorial,
2 a3 2.2 2
Sea
Q=xxvy, (5.6d)
entonces
2
Q@ =1QI* = lzl*yll* — (= | v)" = pj - (5.6e)

El hamiltoniano H (5.4) en las nuevas variables, usando las férmulas (5.6),
se transforma en

-1 1 24492 1 (x 2 p,2 x
=g lelflles® + 5 o - ;! ‘HZ)H? TRl s
+V(Q* 1),
o también
A= U (2 Q) - p v (Qh ), (5.7b)
2|z|? [Eal
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con
2 Z‘j
V(Q2;I):2Hw‘ﬁjl/}(c22;[), (5.8a)
j=0
Vi (Q* 1) =U; (p5;1;¢), (5.8b)
y ademas
cos] = N/Q , (5.8¢)
N = T1Ya — To2Yp . (58d)

Por comodidad hemos omitido el pardmetro € en las expresiones de V' y V.

Recurrimos ahora al formalismo candnico homogéneo (Poincaré (1905) [83],
vol. T, §12; Stiefel y Scheifele (1971) [94], §30, §34 y §37): tomamos la va-
riable independiente ¢t como una coordenada canoénica, que tiene asociado el
momento conjugado py, y consideramos el nuevo hamiltoniano homogéneo
H, = H + po. El espacio fasico ampliado facilita la introduccion de nuevas
variables independientes distintas del tiempo fisico ¢ (véase la Seccién A.10
del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos).

Consideramos el cambio de la variable independiente ¢ a un nuevo tiempo
ficticio f. Introducimos el pseudo tiempo con la ayuda de una transformacion
generalizada de tipo Sundman que viene definida por la relacion diferencial

. e

t — f: dt/df = f(x,x4; @)

, aceR. (5.9)

3740‘

Veremos mas adelante como, al imponer la linealizacién de las ecuaciones del
movimiento, el exponente a quedara determinado. El nuevo hamiltoniano
homogéneo, con f como parametro temporal, es

K = Hf
_ Cll=l® yioy ® pay® HwHO‘V(QQ.I)
225" 2[fz > [l g ’
Ty
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Este hamiltoniano no presenta la dependencia funcional de un hamilto-
niano convencional que represente a un oscilador en cuatro dimensiones. Par-
tiendo de las ocho ecuaciones candnicas de movimiento, analizaremos como
se puede llegar a un conjunto de cuatro ecuaciones lineales (probablemente
forzadas no linealmente). Nuestros siguientes pasos nos conducen a cuatro
ecuaciones de segundo orden para (x,x4), con f como variable independien-
te. Este tipo de ecuaciones nos revelara las condiciones bajo las cuales estas
ecuaciones representan osciladores lineales. Para este fin, es necesario calcu-
lar las ecuaciones canoénicas de primer orden generadas por IC, y utilizar las
relaciones

l|* =1, (z | y)* =yizd. (5.11)

Estas ligaduras holonomas, que se anaden para obtener una transformacion
candnica en el sentido pleno (cf. Ferrandiz y Sansaturio (1994) [52], p. 464,
Remark 1; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §§ 4.3, §§ 4.4; Capitulo 6 de esta
Memoria), son satisfechas a lo largo de las trayectorias solucién del problema.

Introducimos las siguientes abreviaturas,

2 J 2 j—1
_ J Ty 2 . J Ty 2.
Wi=3) T2 (@%1) , Wy=>_ SR (Q%1) , (5.12a)
2 0V 1 oV
A=1 - 5.12b
10Q%’ 2 N’ ( )

0 -1 0
P=11 0 0], (5.13)
0 0 0
y se definen los vectores
x =Px, y="Py. (5.14)
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Con la ayuda de las siguientes relaciones

Q% = JylPz— (@ | v)y
=-Qxvy,

Q5. =llal’y (@ | w)
=Q xx

y usando la notacién (), que representa a la derivada respecto del tiempo
ficticio f, las ecuaciones de movimiento vienen dadas por

x' =277 (AQ x = + Bx) , (5.16a)
/I _4d—«
vy =1, “ya, (5.16b)
y =27 °(AQ xy+ BY) +21,“Lx (5.16¢)
vh = = Q% + 203y] — i+ Wa) (5.16d)
donde
~ 1 1
L:Hh—V—p0+§ux4+§W1 . (5166)

Por medio de estas ecuaciones se puede calcular la ecuacion diferencial
ordinaria que determina las variaciones del momento angular

1 8V[
x$ ON
1 0V

_x4aN[(eg><a:)><y—|—a:><(eg><y)] )

Q =— TXY+xXY|

Aplicando la identidad de Jacobi para el producto vectorial se reduce la
ecuaciéon anterior a:

1 0V <

QZE@TVQ’

lo que implica que para N (5.8d) se verifica

N =0 = N =cte.,
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o sea que la tercera componente del momento angular es una integral primera.

Es facil comprobar que para cualquier vector a € R se cumple que

(@]a)=0,
y entonces
/_l !
QI =5@1Q)
=0,

con lo cual la norma del momento angular también es una integral del mo-
vimiento. Estas dos tltimas constantes de movimiento se pueden deducir di-
rectamente del hamiltoniano (5.1), pues las coordenadas v y 6 son variables
ciclicas en dicho hamiltoniano.

Se define a continuacion una matriz cuadrada de orden 3 que sera 1til
para calculos posteriores:

E, = =-—P*. (5.17)

o O =
O = O
o O O

El siguiente paso consiste ahora en derivar respecto de f las ecuaciones
candnicas del movimiento (5.16a) y (5.16b), simplificando los célculos con
la ayuda de las relaciones que han sido establecidas hasta el momento. El
resultado final es el conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales de segundo
orden a las que obedecen las variables de tipo posicion:

1 —~ o~
o'+ g (AQ° — BEp) 2 = - [2B%' + AQ x = + B'Z]
! 4 (5.18a)
2—a , ,
+ Ty,
Ty

o+ QR = a0 [ Wy + 2 a)adyd] | (5.18b)
pudiendo esta ultima reescribirse en la forma
f+ oy (@4 2V) ey =2 [p—Vi+ (2—a)ziy;] . (5.18¢)
donde
-1 /20Vy, 0V -1 /20Vy 0V
AI I = "9 L / B/ - _ =79 e !/ .
2 (u aQe " a@) T 2 (m aN T oN )™
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5.3. Interpretacion de los resultados

Los resultados anteriores nos permiten extraer las siguientes conclusiones:

» Estas expresiones se convierten en ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con coeficientes constantes, que corresponden a oscila-
dores lineales acoplados, si a = 2 y ademas las funciones V5 y V; son
idénticamente nulas, lo cual concuerda con los resultados presentados
por Ferrandiz y Fernandez—Ferreirds en [49, p. 6, Férmulas (17)]. Véase
también el Capitulo 2 de esta Tesis. En tales condiciones, las ecuaciones
de movimiento presentan la forma:

y oVa\? o, (0| 0V,
2 502 oN ) | 2T TNt ‘
i a‘/? ? 2
2+ (Q*+2Va) g = pu. (5.19d)

y para el momento angular se tiene

_ Mg

Q/
que también es un oscilador armonico, pues en componentes:

oVa

Qiz_a—NQz
) oV

2 — a_]\?Ql
Q,=0.

= Independientemente de la perturbacion, no existe valor a # 2 que per-
mita linealizar las ecuaciones.

65



CAPITULO 5. TRANSFORMACION DEL TIEMPO EN VARIABLES
BF

» Para o = 2, las funciones V) y V] nos conduce a un oscilador no lineal
perturbado, con los términos no lineales del orden de la perturbacion:

z" + (A°Q* — B°Ey)x = 2B + AQ x x + B'w | (5.20a)
A+ (Q+2Va)xy=p— Vi, (5.20b)

junto con la ecuacién del momento angular

10V ~

= Una ilustracion de la situacion anterior seria el caso del problema ecua-
torial del J; en la Teoria de Satélites (Jezewski (1983) [67]), aunque el
potencial no pertenece a la clase considerada aqui, pues se trataria de
una perturbacién de la forma Us(q, p;e)/r®.
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Familia biparamétrica de transformaciones

6.1. Introduccion

En cuanto a su canonicidad, las transformaciones que incrementan el
numero de variables pueden clasificarse en dos tipos: candnicas en sentido
pleno, y débilmente candnicas (o candnicas en sentido débil). A este respecto,
véase Scheifele (1970) [87]; Stiefel y Scheifele (1971) [94], § 31; Kurcheeva
(1977) [70]; Cid y Sansaturio (1988) [36]; Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52],
Remark 2 y Remark 3 de la Seccién 2; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44].

En el primer caso, el niimero de variables se aumenta de forma apropiada
en el espacio de salida para generar la transformacion, como se describe en
el articulo de Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52] o en el Capitulo 4 de esta
Tesis. Pero también con la técnica del “embedding” usada en el articulo de
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44, §84.2]. En consecuencia, la transformacién
opera sobre espacios de la misma dimension; se puede comprobar con los
procedimientos habituales si es canénica (como se explica en los libros de
texto, por ejemplo en Goldstein (1980) [59, Cap. 9]).

Las transformaciones débilmente candnicas tienen que aumentar el niime-
ro de variables, de forma que las dimensiones de los espacios son diferentes:

(@1, s Gy D1y Pn) — (1, Ty Y1y -+, Ym)  CON M <M,

donde g;,z; son las coordenadas generalizadas y p;,y; sus momentos con-
jugados. Para comprobar si el cambio de variables es débilmente canénico
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se usa el criterio de canonicidad mediante los corchetes de Poisson (como
se describe en Stiefel y Scheifele (1971) [94, §31]; y Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44, §4 y Apéndice]):

= (Oqr Ope Ogy 8p3>

(k,t=1,...,n),

y e €s el simbolo de Kronecker.

La factorizacion proyectiva clasica del vector de la posicion relativa g da
como resultado un conjunto de cuatro coordenadas generalizadas (r, x), que
puede ser extendido a un conjunto de ocho variables candnicas con la eleccién
apropiada.

Las variables candnicas BF de Burdet—Ferrandiz fueron originalmente in-
troducidas por Ferrandiz (por ejemplo [47, 48, 50]), y en principio las corres-
pondientes transformaciones eran débilmente candnicas. Con posterioridad
se describen extensiones que son canonicas en el sentido pleno de la palabra
(véase Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52]; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]).

Todos estos autores proponen diferentes conjuntos de variables focales.
Esto sugiere que puede haber alguna generalizacién de estas transformaciones
focales candnicas, lo cual podria permitir unificarlas, pues todas ellas siguen
mas 0 menos un esquema comun, que es aproximadamente el siguiente.

Sea g € R? el vector de la posicién relativa en coordenadas cartesianas,
vy r = ||q|| la distancia entre las dos particulas. Sea p € R? el vector de los
momentos candnicos conjugados correspondientes a las coordenadas carte-
sianas g. A continuacion se introducen las coordenadas proyectivas (r,x) de
la posicién relativa

1
T:Hq||7 r=—-q,
r
y entonces ||x| = 1.
Una vez que se obtiene el nuevo hamiltoniano se calculan las ecuaciones
del movimiento. Los siguientes pasos son realizar una transformacién de la

variable independiente, que introduce un tiempo ficticio del tipo de la ano-
malia verdadera

t— f: dt =r*df,
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y el cambio de la variable dependiente r — o = 1/r.

De estas ecuaciones del movimiento del problema de Kepler, solo las de
posicién y la de la nueva variable o se derivan respecto del tiempo ficticio f,
de manera que se obtiene

d%x d?o

—2+QQ£I::0, —2+Q2a:cte.

ds ds
Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden corresponden a un conjunto
de cuatro osciladores armoénicos no acoplados con una frecuencia comin (2,
relacionada con la norma del vector momento angular del sistema.

En este Capitulo se presenta una nueva familia de transformaciones canéni-
cas focales que generara gran parte de las transformaciones conocidas. Esta
transformacién, que consigue regularizar y linealizar el problema de Kepler,
depende de dos pardmetros y de una funcién arbitraria de clase C2.

6.2. Una nueva familia de variables focales
canonicas

Un par (q4,ps) de variables candnicas conjugadas (cuyo significado se
explicard mas adelante) se anade al conjunto de coordenadas cartesianas y
sus correspondientes momentos canénicos (g, p).

Basandonos en la transformacion puntual de la descomposicién proyec-
tiva, introducimos nuevas variables (x,x4) que son de tipo coordenada de
posicién. Estas variables de tipo espacial se definen por medio de la relacién
m
4

q =z — gl =7 = @i ll=]| , (6.1)

y una restriccion geométrica dada por
n

a =" (1= lalP) . (6:2)

donde n € Ry m € R\ {0}. Esta tltima expresién representa una ligadura
holénoma y puede ser interpretada como una integral primera (como se indica
en Ferrandiz y Sansaturio (1994) [52] p. 464, Remark 3; o también en el
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Teorema p. 52 de la Seccién 4.4 de esta Tesis). Sabemos que para mantener
las caracteristicas focales de la transformacion esta expresién debe satisfacer

g =0 — x| =1. (6.3)

Esta transformacion esta bien definida siempre y cuando x4 # 0. En caso
contrario el cambio de variables (6.1) carece de sentido, pues si m > 0 se
tiene una colisién, o sea la distancia entre los dos cuerpos es 0, y si m < 0 la
aplicacion no estd definida.

Con el propésito de extender la transformacion puntual a una transfor-
macion candnica, se introduce como herramienta auxiliar la matriz

[ Jq oq !
B — ox gm

'z

Veqa! —

I q4 o4

) 0 0 max ]! !
xy 0 maxyxy !

- 0 0 xy mazzy ! : (6.4)
n n n T on-1 2
| Tty T2ty TIsty 5y (1= [J[*)

Como ya se ha dicho anteriormente, x4 # 0; entonces podemos afirmar que
el determinante de B es distinto de cero, y su valor viene dado por

1
det B = §I2+3m_1 a#0
donde
a=a(n,m)=n+2m—n)|z|>=n (1 - [z|?) + 2m|z||* #£0. (6.5)

Esto implica que la matriz B es inversible, y su inversa es

[ 9 2m 2m 2 T
o — T ——mxll'g ——mI1$3 mflxl
4 Ly 4
2m 9 2m 2
1 —m—mxll'g o — T —m—mIQ.’Eg mfll‘Q
- 4 4
C'=B'=— 4 (6.6)
6] 2m 2m 9 2
———T1T¥3 ———Tax3 @ — Ty — T3
xy xy xy !
2m 2m 2m I—n
T T — w20
| Ty Ly Ly J
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Se considera una funcién arbitraria ¢ (x,z4) € C? de las nuevas coorde-
nadas, y se introducen las siguientes notaciones

do 9o 0] Oy .
b .=V, o= , , , D, = , =1,...,4), (6.7
v Odxry Oxy Oxs ox; < ), (6.7)
00, o
P, = =1,....4 = | D, |i= )
ij ale ; (27] ) ; ) ; j@ [ z]}j:i,’%’g (6 8)

Aqui Jg es la matriz jacobiana de ®, es decir, la matriz de las derivadas
parciales de la funcién vectorial V.

Ahora se puede extender facilmente la transformaciéon puntual a una
candnica, y los momentos conjugados se calculan mediante la férmula (4.33):

bl = e l-w]) 0

Al desarrollar la férmula anterior se obtienen las siguientes expresiones

2 b
p = —(zy"Yax+ma;" (xxY) xx)+ n—meY , (6.10)
! o
2 Y, — Y
py = = 4 mn(w Y) (6.11)
! !
con
Y = y—-@,
}/;1 = Y4 — q)4 9
b = 1—|=|?.

Segun el Teorema de la Seccién 4.4, p, es una integral primera, y para
garantizar la equivalencia entre los dos sistemas su valor ntimerico debe ser
igual a cero: py = 0.

Esta transformacion candnica extiende el espacio de fases de 6 dimen-
siones a 8. Este cambio de variables es biyectivo para x4 # 0 gracias a la
ligadura (6.3) y a la integral primera (6.11), que acabamos de mencionar.

Resumiendo, el cambio a variables focales dado por la familia biparamétri-
ca se define como

P: R'xR* — R*xR?

6.12
(33,9647y7y4)t — (q7q47p7p4)t :¢($,$4,y,y4)7 ( )
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y las componentes de esta aplicacién son
‘IJ(Q’}, 1’4)
Uy (x, 14)
T,T4,Y, =
w< Y y4> 6(5375174,%94)
@4(‘,137 T4,Y, y4>
K (6.13)
)
2 ’ b
- —(zyYsx+m(x xY) xx)+ nm
azy azy
22, —m(x |Y)
| « Ty |

6.3. Aplicacién al problema de Kepler

En esta seccién se tratara el problema de Kepler, en su formulacién ha-
miltoniana en las nuevas variables generadas por la transformacién descrita
por la familia biparamétrica que se ha definido en este Capitulo. Esto per-
mitird calcular las ecuaciones candnicas del movimiento, y a partir de estas
expresiones se obtendrda un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales de
segundo orden respecto del tiempo ficticio del tipo de la anomalia verdadera
como variable independiente, que describen un sistema de cuatro osciladores
armonicos desacoplados.

El movimiento relativo del sistema kepleriano convencional con el parame-
tro de acoplamiento gravitatorio u esta caracterizado en variables cartesianas
por la funcién hamiltoniana

Ipl*
2

Ho =

RS

Tras aplicar la transformacion que se ha mencionado anteriormente se
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obtiene el nuevo hamiltoniano

2 m N|J?
IC():a_||w”2( 2(1- )Y2 || I >_ H

3" vy (||

4

n?

Qx_m ||Y||2 (6.14)

b
+2na— [mi My (x| Y) +ma 2| N|? }

donde la notacién (- | -) corresponde al producto escalar euclideo y N =
x X Y esta relacionado con el momento angular a través de la férmula

2
M=qxp = {ameHQ—i—gb}N. (6.15)

Se puede comprobar que para los valores n =0, m = +1y ¢ = 0 se ob-
tienen expresiones mas sencillas del hamiltoniano KCy; y ademas corresponde
al hamiltoniano generado por la transformacion BF (ver mas adelante la
Subseccién 6.6.1).

Denotando como [-; -] los corchetes de Poisson, las ecuaciones de movi-
miento en las nuevas variables canénicas (x, x4, Yy, y4) son

dx

E:[a?;’co]
4m? [z 2nb 2 p2
a® ri" o Ty o) a2
d[E4
A K
dt (245 KCo]
4|z nb
= Vit 25— Y),
a2x4(m 14 a2 g7m1 (z |Y)
dy
Z_fu: K
ar ikl
4 2
- 2||w2||m{ YViVe @i+ m* [N XY +Js (N x )]} — U —nbQ,,
«
dyy
D K
dt [y4a O]
4me||2 2412 2 2 Qnm
= — it (Y2 +m?|IN
a2 g2+ (23 Y7 +m* || N?) - Tzt
4 2
al‘wgum{ Y —23Y, Py — m* (N | mxvm¢4)}—nbﬂg,
(6.16)
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donde se han utilizado las siguientes notaciones:
4(2n — « dn (o — 4m
O = (3—m)($33@2+m2 IN?) +(T3,) @Y (@ | Y) +ml|N|’]
o’ Ty Ty
_H
af |||®
2 0 4n nb 0|Y|?
Q= ———— [1,Y, Y N|* - Y ||?
2 rima? Oz ['764 1@ [ Y)+m| H] :r;imoﬁu ”w—i_inmoﬂ oxr
0= o (Y@ | V) +mlNJ?] 5o [raYi(a | Y) 4 ml| NP
ST a2 a2 Oy a2 2t e

N nb 9 [(||Y]?
202 0zy \ 3™ )

(6.17)

6.4. Transformacion del tiempo y ecuaciones
candnicas del movimiento

Para regularizar y linealizar el problema de Kepler, normalmente se recu-
rre a transformaciones de la variable independiente que generalizan la bien
conocida transformacién del tiempo de Sundman (vedse Sundman (1912-
1913) [95], p. 127). A menudo se realiza un cambio diferencial t — f de la
variable independiente del tipodtocr? d f, v € R.

En el marco del método focal, el tinico valor del exponente v que permite
alcanzar la regularizacién por linealizacién en variables BF es v = 2 (cf.
Aparicio y Floria (1996) [3]; y Capitulo 5 de esta Tesis), lo que nos lleva a la
introduccion de una nueva variable independiente proporcional a la anomalia
verdadera.

Para nuestros propositos consideramos la transformacién del tiempo dada
por

1 2 2 d 2 2m d
dt = 5o—rdf = f:a2x42 TN (aE
PN Am? |z|[* [[N]] 4m? ||z]]* [|N]]
donde
omal _ 2mal?
azy ar
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Con respecto a este pseudo—tiempo f, las ecuaciones canénicas del movi-
miento deducidas del hamiltoniano Ky son

o N xx
IN]]
nb ( ne ) n?b?
b (Nxa+r D)+ Y ,(6.19)
m |[x||*[| N ] 2m 4m? ||| N
2
, x3Yy nbxy
x| = + (x|Y), (6.20)
m?[[N| - 2m? ||| N|
N XY 2Y; N x x y)
/ 414 1
y = + VmCI>4—|—jq> — xr
NI m?|[ N NIy [[N]]
nb
e, (6.21)
PN
; m—1 o NI, 2iYa®ay (N | @ X Vady)
Ys = —Ta Y, +m
m? |[NJ|7 za  m?|N] [NVl
pa? ! n b

- - : (6.22)
Am|le* [N [V

donde, como de costumbre, () =d/df ,y

I|IN|?
ox

= 2(NxY+Js N xx).

Para que este nuevo sistema de ecuaciones del movimiento sea equivalente
al sistema candnico que se obtiene a partir del hamiltoniano kepleriano H,, es
necesario que a lo largo de las soluciones se cumplan las siguientes condiciones
(ligaduras)

In

w = S (-fel?) = 0. (6.23)
2 Y, — Y

p, = 2 Tals mn(wl R (6.24)
o i

Puesto que x4 # 0, estas tultimas condiciones pueden formularse como

Y, = m(xz|Y), (6.25)
b = 1—|z|> = 0. (6.26)

La expresion €y puede simplificarse con ayuda de la restriccién (6.25),
aunque lo importante es que al desarrollar la derivada primera de IN ese
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término se anulard, pues el producto vectorial del vector @ por si mismo es
igual al vector cero, y de esta manera no influirda en el resultado final. Los
términos correspondientes a Q5 y Q3 estdn afectados por el factor 1 — |||,
que como bien se sabe es una constante del movimiento y su valor a lo largo
de las soluciones es igual a cero, y como consecuencia pueden ser igualados
a cero para el resto del calculo.

Partiendo de estas observaciones, las ecuaciones del movimiento pasan a
tener las siguientes expresiones:

N
= y|1\>;Hw’ (6.27)
2
= mJ;TEH’ (6.28)
N xY 2y, N 0
v' = TN e T RN g 6
2
= Bt om0
2 ,.m—1
_m’ (6.30)

En el caso particular de que ¢ sea idénticamente igual a cero, la trans-
formacién depende solamente de los dos pardametros numéricos m y n, y el
sistema kepleriano esta gobernado por el hamiltoniano

2 o N|?
o= Sl (20 + e LB0) -

a’ 3" |||

n2

by L b
—{—277,05—(1’}1 My (x| y) + may” HNH2)+§$42 EHyHZ,

donde el vector N = « X y es proporcional al momento angular M. La
transformacion diferencial del tiempo (6.18) conserva su forma, teniendo en
cuenta que se ha cambiado la definicién del vector N.

Las ecuaciones canonicas del movimiento, tras estas consideraciones, se
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escriben como

N xx nb T4ls n? b2
x' = + <N><a:+—a:>+ v,
INT m ][N 2m Am? ||| N
2
, T3 Y4 nbxy
Ty = + ([ y),
m?|[N|  2m? [l N
y/ _ N x Yy _ Ql z— nb QZ
NI 2N 2N
. mx4_1m4y2—|—m”NH— pota ™t by
m2 || N7 ze  AmleP N AN
donde, en este caso,
4(2n — «) 4n (o — 4m)
0 = A2 i) 4 O e )
x5 e
_
i (|
2 0 4n nb Oy
Q = —— N|J?] — 2
2 xim a2 Ox [$4y4 (CL’ | y) +m|| || } xim agHyH T+ inm a2 Ox ;
2 0 dm
QA = ———— N|?] - —— N|J?
3 o2 227 s [zays (z | y) +m|N|J?] o2 72 [zays (z | y) +m|N|J?]

b 0 2
b 0 (Il
202 0xy \ xg™

Los comentarios acerca del caso general (realizados tras las ecuaciones
(6.25) y (6.26)) son también pertinentes en este punto.

6.5. Ecuaciones del oscilador armodnico

Para obtener los osciladores armonicos son necesarios todavia dos pasos.
El primero de ellos consiste en calcular la derivada segunda de la ecuacién
del movimiento (6.19).

Pero en lugar de partir de la ecuacién vectorial (6.19) utilizaremos (6.27),

que ya esta simplificada con la ayuda de las restricciones introducidas a través
de la transformacién canénica.
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Es conveniente empezar comprobando que
N'=0, (6.31)

para simplificar el calculo que finalmente conduzca a los osciladores armoni-
COS.

Se deriva el vector IN y se obtiene

N' = (zxY)=2'xY+xxY'

= ' xy+xxy —x' x®—-—xxd'. (6.32)

Se descompone esta suma en tres partes, para que el proceso de célculo
resulte més claro, y se aplicaran las ecuaciones (6.28, 6.29, 6.30).

1) Los dos primeros términos de la suma (6.32) conforman la primera parte
del célculo:

xy+xxy
N x x N xY 1Y, N x x 04
:—xy+:c><( + Vo @y + Ja - z
N INY m?|[ V| [N [N
N xx N xY Js (N x x) z3Y,
= XYy+xx +x X x X VP4
N N N m?* || N|
1
Zm{(N ly)z—(z |y N+ (x| Y)N+zx[Te (N xx)l}
2
x3Yy
— Vo
[N
L (N |y a—(z | ®)N+zx|Ta(Nx2)]}+ WG
= - 3 =Py .
V]| m?||N|

(6.33)

2) A continuacién se desarrollara el tercer sumando de la expresién (6.32):

B N x x
(6.34)
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3) El cuarto sumando de (6.32) puede expresarse de la siguiente manera:

X D' =x X Jpx' + 2@ X VP4

22 Y, (6.35)

1
rX Js|N x x|} + ——-2x x VP
= vy e x Je N xalk + o -

Finalmente, el iltimo paso consiste en sumar estas tres expresiones:

2p
= (Y g ®) Ntz x Jo [N X @]} +—B %V, f,

m? || N ||
1 z2Y, 1
~INT {(N|®)x— (x| ®)N}— 2HN|| x X Vyd,— TN {x x Js [N x x|}
||Jif|| (N |y—®)z = 0. (6.36)

Se deduce, pues, que IN es un vector constante, por lo que su norma tam-
bién serd constante. Todo esto, en cualquier caso, es consecuencia de la bien
conocida conservacion del vector momento angular en sistemas keplerianos y

de (6.15).

Con este resultado auxiliar puede calcularse facilmente la derivada segun-

da del vector @ (ver 6.27)
. (N X m)
€T =
IVl

_ Nxuz'
IV (6.37)
N x (N xx)
1NV

Con esto se concluye que el vector unitario en la direccion de la particula
movil ejecuta una oscilaciéon armoénica de acuerdo con la ecuacién diferencial
vectorial

d’z

=0 (6.38)
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Se introduce ahora una nueva variable dependiente escalar ¢ para com-
pletar el conjunto de ecuaciones diferenciales del movimiento. Dicha variable
se define como

2
_ IV
g = -
HTy
Esta nueva variable es, esencialmente, proporcional al reciproco de la distan-
cia radial entre los dos cuerpos (o o< 1/r).

(6.39)

El objetivo final es obtener la derivada segunda de esta nueva variable
respecto del tiempo ficticio. Asi que la derivada primera de o es

N2 alls
o (H I ) __mINIE, (6.40)
nay HT 4
_m|IN|? (23 __ lIvIya (6.41)
= mt1 2N - m—17 '
Ty m H muT,
y su derivada segunda
o INI (Y
mu \ oy
V]| / /
= (a4Y, 1—m)Y,
mpy (aYg (L= m)Yazy)
IV ( g 23 Yy )
= — N ralys — Pyl + (1 —m) — ——
—— A 4l + ( >m2||N||
N Y, P Ta(IN | € x Vi P zy [N
- IV _ 2% 2V ] ) 2N g, | ) + e
way meuTy muxy mpxy
T
2m?|||*

Queda solo utilizar la definiciéon de o y simplificar esta tltima expresion
para obtener
d?c a?

+o

i - 42
a2 0 e (6.42)

que describe un oscilador armoénico unidimensional forzado.
En resumen: A la vista de los ecuaciones (6.38) y (6.42) se concluye que

este tratamiento del movimiento kepleriano conduce a un sistema de cua-
tro osciladores armonicos desacoplados con frecuencia unidad. Usando otros
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valores para los pardmetros de la transformacion (6.18) de la variable inde-
pendiente se pueden obtener conjuntos alternativos de osciladores armoénicos
no acoplados con la misma frecuencia, la cual puede depender de la norma
del momento angular.

6.6. Algunos Ejemplos

A modo de ilustraciéon de nuestro planteamiento, mostraremos como cier-
tas elecciones concretas de los parametros numéricos n y m y de la funcion ¢
nos permiten recuperar algunos casos importantes de transformaciones (jun-
to con sus correspondientes conjuntos de variables canénicas) propuestas por
diferentes autores. Todas ellas parten de la eleccién ¢ = 0.

6.6.1. Transformacién BF [Version de 44, §§4.4]

Sean m = 1 y n = 0. Entonces o = 2, y las ecuaciones que definen la
transformacion son

q = T, (6.43)
w = 50l (644
p = ||331H2 (e + 27" (& xy) x ) , (6.45)
ps = ﬁ (eays — (= | 9)) - (6.46)

Esta aplicacién constituye una variante de las transformaciones del tipo
BF, y el hamiltoninano del problema de Kepler se convierte en

1 IN|? p
Ko = yi + - :
2| ( g 4|

Después de la transformacién diferencial del tiempo

. 22]?
=—df="r_df, 6.47
I (6.47)

dt
IV
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las ecuaciones del movimiento son
, N xx
' = ,
[V
2
/ ZL’4y4
T, = —,
! [V
N xy ( —1 2,2 2 Ty M
y' = - iy HINI) + e | T
w1~ e o+ NI+ 2y
J = AN plell
4 — .
T4 V|

Las ecuaciones de los osciladores (6.38) y (6.42) se obtienen de la misma
forma que se ha descrito anteriormente.

Observaciones

I. Los cambios candnicos de variables focales publicados antes del ano
1992 en los diferentes trabajos de Ferrandiz (véanse por ejemplo Ferrdndiz
(1986), (1988) y (1991) [46, 47, 49]) corresponden a la elecciéon m = —1,

n =0y ¢ =0 en la familia biparamétrica.

11. En 1992 se publica el articulo Ferrdndiz, Sansaturio y Pojman (1992)
[51], en el cual aparece una nueva transformacién focal candnica, que
no se puede obtener a partir de la familia biparamétrica que hemos
presentado en este Capitulo. Lo mismo ocurre con el cambio de varia-
bles propuesto en el articulo Ferrdndiz y Sansaturio (1994) [52]. Esto
es debido a la presencia de ||| en el denominador de las ecuaciones de
la transformacién puntual

x
q=-—uy; (6.48)
[E2
la eleccién de k = 1 se considera en el articulo [51], mientras que en [52]
se utiliza k = —1. La ecuacién (6.48) escapa al esquema contemplado
en nuestra ecuaciéon (6.1).

111. En el trabajo de Ferrer y Pérez (2002) [53] se presentan dos tipos de
transformaciones puntuales y sus extensiones canénicas, que son gene-
ralizaciones de algunas transformaciones clasicas. De estas dos aplica-
ciones, la segunda [53, p. 129, Férmula b)| es para nuestros propdsitos
la de mayor interés. Dicha transformacién depende de dos funciones
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arbitrarias, que denotaremos como ¢ y F’; la tinica condicién que de-
ben cumplir es que la correspondiente transformacion sea inversible.
Estas funciones elegidas convenientemente permiten establecer una re-
lacién con las “transformaciones candnicas no clasicas que aumentan el
nimero de variables”.

Esta transformacion (z1, ..., 2k, Tk+1) — (q1,- -+, Gk, Qe+1), con las no-
taciones de este Capitulo, esta dada por

¢ = 9(Tks1)qi(z1, ..., Tk) 1=1,...,k, (6.49)
Q1 = F(21, . T, Thy1) (6.50)

donde las funciones ¢; estan determinadas para cada caso.

La familia biparamétrica presentada en este Capitulo encaja perfec-
tamente con la transformacién introducida por Ferrer y Pérez (2002)
([53], Seccién 3, p. 133, Ejemplo ii), Férmulas (11) y (12)), que viene
dada de la siguiente manera

4 =T, i=1,2,3, (6.51a)
1
9(z4) = — (6.51b)
Ly
F(x1, 29,23, 14) = %(1 — a4+ a3+ 73) . (6.51c)

Comparando estas expresiones con las Ecuaciones (6.1) y (6.2) se tiene
que la funcién F' proporciona precisamente la ligadura o integral pri-
mera (6.2) que se anade a la transformacién puntual de tipo proyectivo,
como en el caso de la familia biparamétrica.

Otros hechos que se pueden constatar facilmente son:

a) El factor numérico 1/2 sélo esta presente por cuestiones cosméti-
cas, es decir, para evitar que aparezca un factor numérico en la
extension de la transformacion, pero no afecta al resultado final.

b) Larelacién (6.51c) admite otras expresiones, como F' = (1/2)x}(z3+
z3 4+ 23 — 1). Esto sélo afecta al signo en algunas férmulas, pero
sin influir en el resultado final.

¢) Otra posible eleccién serfa F' = (1/2)x%(x? + 2% + 23), lo cual sélo
tendria sentido si la norma de x es igual a uno, y volveriamos a
obtener la familia biparamétrica.
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6.6.2. Transformaciéon D [44, §§4.3]

En este caso, poniendo m =1 y n = 2, entonces o = 2, y las ecuaciones
del cambio de variables se reducen a

q = mx, (6.52)
%21 2
G = 5 (1 —1xl?) , (6.53)
p = pxtay (®xy) xe+a (1-|z*)y, (6.54)
Py = TaYg — (Q‘T ‘ y) 7 (655)
Ty

y el hamiltoniano transformado es

1 1N 1
Ko = =llz|* (v —

2
1— 2\ (-1 -2 1\ |2 (1 —Jl=|*) 2
+ (1= [l)?) (23 ya (= | y) + 2| N|?) + 52 Yl
4
(6.56)
Con el cambio de la variable independiente
r2 df 22 df
dt = = : (6.57)
lz* N1 [l V]
las ecuaciones candncias del movimiento son
1—Jz[*\ N xz 1 —[jz|? (1— |’
' = (1+2 + T4Ya T+ Y,
Bl |V ]] |2 V]| [z|2]| V|
2 2
, T1Ys 1— [z
Ty = + 24 [y,
! [V [E4IIPAd|
1— x>\ N xy 1—||z|* 24ys
i
y' = (1 +2 —Qx - v,
|| V]| )2 |||
2
J = ANT ok N (L= llz*) [yl
o=
zy [PV [Eo

+2

1 — || (IINII L(z | y) ) |

(Bl

+
w2 N
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donde
| o0 1l
0O = — x2y2+HNH2 + —
TIEAEL ) PN "2 =l N
4
—W ($4’y4 (x| y)+ HN||2>

Al igual que en el ejemplo anterior, las ecuaciones de osciladores armoni-
cos que se obtienen finalmente son las ecuaciones (6.38) y (6.42).

6.6.3. Transformacién DEF [44, §§4.1]

A diferencia de los anteriores cambios de variables, la transformacion
DEF no puede obtenerse eligiendo simplemente valores de los pardmetros
numéricos. Ademads, todavia deberiamos comprobar las condiciones para la
canonicidad débil. Por otra parte, la transformacién no es inversible (cf.
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §84.1), pues la matriz jacobiana de la
transformacién no es cuadrada, ya que la aplicacién actiia entre dominios de
espacios de dimensiones distintas.

Sin embargo, una ligera variante de nuestro tratamiento nos permite de-
ducir la transformacion DEF simplemente recurriendo a la ecuacién (6.1)
para la eleccion de m = 1. La extension al espacio de los momentos viene

dada por la formula
<p) 1 B*l <y> ’
P4 ||w||2 Yy

en donde la matriz B es la obtenida en la ecuacién (6.4) para n = 0.

6.7. Conclusiones

Hemos descrito un procedimiento general para obtener, a partir de trans-
formaciones puntuales, transformaciones candnicas (en sentido pleno) que
conducen a la introduccion de conjuntos de variables canodnicas del tipo fo-
cal.
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Este enfoque nos permite englobar las extensiones candnicas focales co-
nocidas dentro de un esquema unificado formalizado mediante una familia
de transformaciones candnicas, si bien en algunos casos puede ser necesario

introducir un factor de escala adecuado (véase como ejemplo la Subseccion
6.6.3).

Las transformaciones BF y D son candnicas en sentido pleno y pueden
ser facilmente deducidas a partir de la transformacion puntual basada en
la descomposicién proyectiva con ayuda de la matriz dada en la Ecuacién
(6.4). En particular, la transformacién de la Seccién 6.6.1 conduce a la forma
mas sencilla del hamiltoniano del problema de Kepler y sus correspondientes
ecuaciones canoénicas del movimiento.
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Familia biparametrica y potenciales
perturbadores

7.1. Introduccion

Los desarrollos y consideraciones que se han realizado en el Capitulo an-
terior se aplicaran ahora al problema de Kepler perturbado por un potencial
del tipo U(g, p). Por tanto, el hamiltoniano en las variables cartesianas es

H=Ho++U (q,p)

I

S —;+U(q,p)-

=

Siguiendo los pasos del Capitulo 6, se transforma la funcién de Hamilton
con ayuda de la familia biparamétrica descrita en (6.13) y sus correspon-
dientes ligaduras (6.3, 6.23) y (6.11, 6.24), que siguen siendo vélidas al ser
propiedades de la transformacién, y que no dependen del sistema dindamico
que se vaya a analizar.

Una vez realizada la transformacién dada por (6.13), el hamiltoniano en
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las nuevas variables focales es

2 - N2

i |||

2 2
n® 5. b

b —2m —2m
+ 20— [0y (@ | Y) +ma [N + 5 2 i +v,

a?
donde

V=V (x, 24,9, y1)
U(\Il (ZB, «r4) 5 C (m7 T4, Y, y4>) .

Utilizando las ecuaciones (6.16) y las notaciones (6.17), se pueden ahora
expresar las ecuaciones canénicas del movimiento del sistema perturbado con
respecto del tiempo fisico ¢ en la forma

dax
E:[m;IC] = [x; o] + V,V,

dzx 1%
Lo e K] = o Kol + =—

E 0y4’ (7 1)
1 .
d—?;z[y;/C] = [y; Ko] = ViV,

dy4 . . B ) 0V

E—[?MJC] = [ya; Ko P

donde Ky es el hamiltoniano de Kepler puro (6.14).

7.2. Transformacion del tiempo y ecuaciones
candnicas del movimiento

En el caso del problema de Kepler no perturbado, el cambio de la variable
independiente que se empled es el que se describe en (6.18), y se comprueba
que la frecuencia de los osciladores armonicos es constante.

Para el problema de Kepler perturbado se desarrollaran dos variantes,
que se deben a dos transformaciones del tiempo diferentes, aunque siempre
en funcién de r? (pues de lo contrario no se podré linealizar el problema). Sin
embargo, si que se puede eliminar el factor ||IN|| en el cambio de tiempo de
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(6.18), lo que tendrd como consecuencia que la frecuencia de los osciladores
perturbados es ||IN|| (en el caso no perturbado ocurre lo mismo). Ademas
la expresion de los osciladores perturbados serda méas sencilla y se reducira el
numero términos en las ecuaciones. Es obvio que la frecuencia en este caso
ya no sera constante, sino que variara segin la norma del vector IN.

7.2.1. Primera variante

El siguiente paso consiste en realizar el cambio de variable independiente
(6.18) definido en el capitulo anterior, y usa la notacién ( )’ = d/df. Las
ecuaciones del movimiento con el nuevo tiempo ficticio f corresponden a

N x x N

AR
[l Y
nb na ) n?b?
+——  (Nxz+"lz)+ Y,
m ||| V] ( 2m Am? [|e||2[| V||
2
, x1Y, - nbxy
Ty = e+ Vi + (z|Y),
m?|[N| " 2m? ||| 2| N |
N xY 22, N xx Q -
/ 414 1
Yy = V@4 + Ja — x—Vy (7.2)
N[ m?|N| NI 22V
nb
2,
7 [V
,_ m—1 o NI, #iYi®y (N | @ X Vady)
Yg = —1‘4Y +m +
m? [N~ zy  m*||N| V]|
pazpt ~ nbQ

dm|P NI 2N

donde . . o
V, = —V.V, V,, = _
7 IV | t I Oy
1 1 ov (73)
Vy = V4V, Ve = o
YN " V([N | 9ya

Siguiendo la pauta del capitulo anterior, el primer paso sera calcular la
derivada segunda de @ respecto del tiempo ficticio, pero antes es conveniente
desarrollar la derivada primera de IN, que por lo general (a diferencia del
caso no perturbado) ya no serd igual a cero.
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Para determinar la derivada de IN se empleard el planteamiento utilizado
n (6.32), (6.33), (6.34), (6.35) y (6.36): partiendo de

N' = (zxY)=2'xY+xxY' (7.4)
= ' xy+xxy' —x' x®—xxd’, '
se descompondra esta expresion en tres partes, empezando por
xy+xxy
! {(N\ oz — (x| B)N +xx[Ts (N x )]}+ LN
y)x r T P xr xr P4
T m?|| N ||
+Vy><y—:c><Vm,
(7.5)
seguido de
1 .
ac/xcbzm{(N|<I>):n—(ac|<I>)N}+Vy><<I>, (7.6)
y terminando con
x®' = {x x Jo [N x x]} + i V.0
x = €T P T T x ¥4
||NH m?[| N (7.7)

+x X jQVy +Vy4a: X VP, .
Ahora sélo falta sumar estos tres resultados parciales:
N’:Vyxy—a:xf/m—f/y><<I>—ac><j¢,Vy—f/y4zc><Vm<I>4, (7.8)

expresion que, como se puede comprobar, ya no es una integral primera.
Incluso eligiendo ¢ = 0, s6lo se consigue simplificar la expresion.

La derivada segunda del vector x es

= () ()

(N | N N'xxz NxV, [V
— - INxx+ + v (7.9)
IN[? IN N ( >
(N| N/, - N'xxz NxV, [\
——x -~ (2 —-V,)+ + +(V,)
N2 ( y> IN| || ( >

que corresponde a tres osciladores perturbados.
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Basandose en lo expuesto en el capitulo anterior, se introduce una nueva
variable escalar (ver 6.39), que se diferencia de aquélla en el numerador, el
cual es ahora igual a 1, evitando asi que aparezca la derivada segunda de
|IIN||. La variable que se utilizara en esta ocasién es

1

o
HTy

(7.10)

o =

Igual que en el caso no perturbado, hay que derivar dos veces o respecto
del tiempo ficticio f para obtener una ecuacién diferencial de segundo orden.

Empezando por la derivada primera se tiene

1y m
o ( ) -2 (7.11)

py' HT 4
) R
m .1'4}/;1 > }/;1 mVy4
=—— +V) = — — = — (7.12)
My H (m2||N|| . m || N || 2} ! HTy i

El segundo paso consiste en derivar esta ultima expresién respecto de f:

N /
o — _ 1 < Y, )/ . Yy ( 1 )/ . m‘/y4
mu || N \ 2! muzy " \|N] pry

~ /
_ (walyh — @+ (1 —m)Yiah) Y, (N|N) [ mV,
my|| N ||z muay NP paytt

Después de unos célculos andlogos a los realizados en el caso no pertur-
bado se llega a la ecuacién diferencial de segundo orden

N | N o? 1 . J
O_//:_O__( O_/+ + — %4__‘/
| N [? Am?|N|*  mpa] N [l (7.13)
o ~ ~ ~
TR [m (vw@ | v) 4@V, 4+ (m— 1) Y,V ] ,
m”N” Yy Y. Ya

que como era de esperar describe un oscilador perturbado, y donde

- (_a%”‘l 8_V)’_( m 8_V)’
T \dmypl|]|? Oy, py2ay Oys )

91



CAPITULO 7. FAMILIA BIPARAMETRICA Y POTENCIALES
PERTURBADORES

Finalmente se ha obtenido un sistema de cuatro osciladores perturbados
(7.9, 7.13) y tres ecuaciones diferenciales escalares de primer orden (7.8) que
corresponden a N/, y que son

N | N’ N N’ N f NN
w’/——m—MGﬂ—Vy)—i— ki XVy+(Vy) ,

N> IVl [Nl
N | N') a? 1 - 1 .
o = —g — ( o+ + V., — e
112 Am?||N[? mpaP NI N (T214)
o ~ ~ ~
T RIN [“”4 (Vw@l | Vy) + 24 PasVy, + (m — 1) Y4Vif4] 7

7.2.2. Segunda variante

Segun lo comentado anteriormente, se modifica el cambio de la variable
independiente, y se aplica a las ecuaciones del movimiento. En esta ocasién
sera

_ 2m || _2m ||
a ar
1 062 7,.2 &2 me
dt = —d S, | =— 4 _qf. 7.15
=4 e ot mEep s 01

Se realizan los célculos como en la variante anterior. Las ecuaciones del
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movimiento con el nuevo tiempo ficticio f son

w’:wa+Vy

b Y, 2p?
+”_(Nxm+wm>+”_y,

m ||z 2m Am? ||z|?
2
. 1Yy - nbwxy
Ty m2 + Vy Im2 ||cc||2 (az ‘ ) ’
22Y, Q ’
Y = N XY + = Vet Ja (N x @) = 3=V, (7.16)
nb
- _2Q27
, om—1 INJ* | 21Y)iPu
Yy = 3 .174}/:1 +m + 2 —|—(N‘£C><qu)4)
m Ty m
patz ™t nbQ
el T
donde () =d/dfy
. 1 - 1 0V
Vw = _QVZVa V964 = 29, 0
Y 7?04 (7.17)
oo 1 _ oo 1 0V '
y.—72 yv o Y4 '_728y4'

Se comprueba que el resultado para N’ es idéntico al que se ha obtenido

en (7.8):

N =Vyxy—axxVy—Vyx®—xx TpV, -V, xx V0.

La derivada segunda de x se obtiene ya de forma inmediata, y es

N/
zc”:(Nxa:)'—i—(Vy)

N (7.18)
:—||N||2ac+N’><a:+N><Vy+<Vy> .

Se introduce como en los casos anteriores una nueva variable dependiente
escalar o, que estd definida igual que en (7.10). La derivada primera de esta
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nueva variable es
1 /
HT 4
Yy mV,
- _ ——— — myil , (7.20)
mp 2y nTy
y la segunda
2
1 ~ *
O'”:_HN”QO——{_ &2+ m_IX/:M—V

+ % |:CC4 (quu ‘ Vy) + x4q)44‘>;44 + (m - 1) Yzl‘};hl] ’

donde
() () - ()
— \dmpl|z|? Oy A\t oy)  \paptt M)
7.3. Conclusiones

7.3.1. Primera Variante

Restringiendo a algunos casos concretos la transformacién biparamétrica
(6.13), se puede apreciar que se simplifican las ecuaciones diferenciales (7.14).

Eligiendo ¢ = 0, se simplifica especialmente las ecuacién diferencial vec-
torial de la variable IN, y el sistema resultante es

" _(N\N’)(m,_vy>+N’><:c NxVy_l_(Vy)”

r = —X +
N2 IN]] IN]]
" (N | N/) / 042 1 ~ 1 *
=—0- + + Viy — =V
’ CTINE T T am?INIE T N IN|~ (7.22)
g ~
DAY }
e L= b

N/:Vyxy—wxffz.
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Si ademas al caso anterior se anade la eleccion m = 1, el sistema se reduce

a
N | N A N'xax NxV, N
w":_w_(—(a;’—v>+ + y+<V) ,
INT? VTINT T IN A
N | N 1 1 - 1 (7.23)
O'N:—O'—( 0'/+ + x_—vu
[N [2 [N plINY N

N =V, xy—xxV,.

7.3.2. Segunda Variante

Las formulas obtenidas en el caso de la segunda variante son formalmente
algo més sencillas, pues no se requiere derivar la expresiéon 1/||N|| respecto
del tiempo ficticio, pero en cambio la frecuencia ya no es constante, sino que
varfa con || IN||.

Para ¢ = 0 tenemos

~ ~ /
a:”:—HN|]2:c—|—N'><zc+N><Vy—|—<Vy ,
2
"o__ 2 o 1 ’ 9 a Y 7.24
o =Nt Ve =V [ D] (20

~

N =V, xy—xxV,,

y param =1

N ~ /
:1:”:—||N||233+N’><:B+N><Vy+<y> ,
1~ *
o' =—|N|Poc+1+=V, -V, (7.25)
7

N':Vyxy—a:xf/m.
De estos resultados se deduce que el vector IN es constante si se verifica que
Vyxy—xxVy=0. (7.26)

Esta expresiéon describe tres ecuaciones en derivadas parciales, que la mayoria
de las perturbaciones no satisfacen.

Si el potencial U depende sélo de las coordenadas de posicién,
V=V (x,x,)
= U(\Il (w,m)) ,
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y ademas m =1y ¢ = 0, se obtiene
A L CARAF A
o =—|[N|?o+1+ %v , (7.27)
N =—-zxV,.

Podemos reencontrar estas ecuaciones en Aparicio y Floria (2000) [9],
donde se consideran dos transformaciones focales (BF y D) aplicadas a un
potencial de perturbacion polinémico en las componentes de las coordenadas.

Otra conclusiéon es que los resultados de todos estos casos no dependen
del parametro n, como se puede comprobar.
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Linealizacion exacta de intermediarios

En este Capitulo se considerara la aplicacion de algunos conjuntos de
variables canonicas de tipo focal para la linealizacion exacta de ciertos inter-
mediarios radiales, es decir, la obtencion del sistema de osciladores acoplados
al que es posible reducir esa clase de sistemas keplerianos perturbados en los
casos cuya dependencia funcional es del tipo de los hamiltonianos interme-
diarios introducidos por Deprit y Alfriend y Coffey.

De entre la diversidad de posibles combinaciones ente conjuntos de va-
riables focales y hamiltonianos, nos limitaremos a presentar una pequena
seleccion de casos.

8.1. Intermediario de Deprit en variables D

Como ya se ha mencionado anteriormente, la transformacion D se puede
hallar en Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44, § 4.3], o también en esta Memoria
en la Subseccién 6.6.2, en la que se dan las notaciones usadas de aqui en
adelante.

Sean (x,z4,Y,ys) = (1, %2,%3,T4,Y1,Y2,Ys3,ys) las variables candnicas
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focales. La transformacion D se define como

q = X4, (81&)
35421 2

qq = B} (1 — ||| ) ) (8.1b)
1 1—||x|?

p=ua+ — (@ xy)xa+ 12y (8.1c)
Ty Ty

pr= AT 2"” ly), (8.1d)

Ty

Segun el Teorema de la Seccion 4.4, y como también se comprueba en la
Seccion 6.2, este conjunto de variables redundantes posee dos ligaduras que
responden a las condiciones ¢4 =0y py = 0.

Sea @Q el vector del momento angular y N su componente polar; se es-
tablecen las siguientes relaciones entre las variables cartesianas y las focales:

Q=qgXxp =1xxy, (8.2a)

N = qp2 — @p1 = T1Y2 — T2y1 , (8.2b)

po=laxpl® = llzxy|* = Q, (8.2¢)
o también

Q= llzl* lyl* - (= | y)* . (8.2d)

La relacién (2.5) es ahora

cosI = N/Q . (8.2¢)

El hamiltoniano H (véase (5.1)—(5.3) con j=2; o también (A.229) del
Apéndice A) en las nuevas variables, usando las relaciones (8.2) y la expresion
(6.56), se transforma en el hamiltoniano homogéneo

! @\ _p (el
€= gllal? (12+ %) Ho Il

1/ |z 21

(8.3)

Ui (| y>+—2)+V(r;@2,N>+po,

+ (e (
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donde V' es un potencial de Deprit; para simplificar se ha omitido el parame-
tro € en las expresion de V.

A continuacién se realiza el cambio de la variable independiente t — f
dado por una relacion diferencial

it (8.4)

que es de tipo Sundman con la funciéon de reparametrizaciéon proporcional

r2. El nuevo tiempo ficticio es f, que responde al tipo de una anomalia
verdadera generalizada. Entonces el correspondiente hamiltoniano con esta
nueva variable independiente es K = ¢ K, y las ecuaciones candnicas de
movimiento respecto a f son

3? - g (Q x @) + kP, (8.5a)
ill_? _ %?/4 , (8.5D)
33{ g (Q x y) — Az + kPy (8.5¢)

donde se han introducido las siguientes abreviaturas:

(1 + 28—V) , (8.6a)

0Q?
1oV
1 ov
A= (2omt@ | 9)— (@ | 0)* = 2wl o + 2V = o~ o),
(8.6¢)
y la matriz constante (ver (5.13))
0 -1 0
P=11 0 of. (8.6d)
0 0 O
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Se define, como en la ecuacién (5.17), la matriz Ey = —P?, que es diagonal.

El siguiente paso es el cambio de la variable dependiente x4, que esta de-
finido por
QQ

o (8.7)

o

Si la matriz T es una matriz real, antisimétrica y de orden 3, entonces
para dos vectores cualesquiera z, w € R? se tiene que

T(zxw)=Tz)xw+zx (Tw) . (8.8)

Antes de empezar a calcular las derivadas segundas de las variables de
tipo posicion, a partir de las ecuaciones (8.5a) para el vector x y (8.7) para o,
se desarrollard la ecuacion que describe la variacion del vector del momento
angular:

Q= xy+zxy
=k[(Pz) x y+x x (Py)] (8.9)

= kPQ (P es antisimétrica) ,

d
donde ' = i Como ya se ha visto en el Capitulo 5, Ecuaciones (5.14) y

(5.19¢), esto implica, en primer lugar, que las dos primeras componentes de
la ecuacién anterior representan un oscilador armoénico (k es una constante);
y en segundo, que la componente polar N del vector del momento angular
es constante; por tultimo, también es facil comprobar que el norma ||Q|| es
constante. Resumiendo

N =0 — N = cte. ,
Q=@ @)
- Q
=0 — Q = cte.

como, por otra parte, ya era de esperar a la vista del caracter ciclico de los
angulos 6 y v en los intermediarios de tipo de Deprit.

Para los siguientes cédlculos, es de gran utilidad multiplicar a izquierdas
la ecuacién (8.5a) por la matriz P y despejar el primer término del segundo
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miembro de la ecuacion obtenida, resultando
%P (Q x z) = Pz’ — kP . (8.10)

Entonces, la derivada segunda de @, obtenida a partir de la ecuacién (8.5a),
es

w’/zg[Q’xw+wa’]+kPw/

%Q X (Q xx)+ ki(PQ) x @+ Q x (Px)}| + kPx' (8.11)
ZP(é X )

Ol =

= —a’z + K*Fyx + 2Px’ .

Finalmente se obtienen las ecuaciones de osciladores lineales y acoplados

, VN [OV? v
[ VN2 [oV\? 1%
" — . - — - /
T + <1+23Q2> (aN) To —i-Qale : (8.12Db)
2
xy + (1 + 2%) x3 =0, (8.12¢)
" 2

Comparando este resultado con las ecuaciones (5.19) del Capitulo 5, se
observa que describen el mismo sistema de osciladores y que sélo difieren en
la constante ) debido a los cambios de la variable independiente y de la
variable dependiente x,.
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8.2. Intermediario de Alfriend—Coffey en las
variables DEF

En esta Seccidn se aplicara la transformacion DEF (Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], §4.1) a la funcién hamiltoniana del problema de Kepler perturba-
do por el potencial propuesto por Alfriend y Coffey (1984) [2]. En el articulo
ya mencionado (Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]), se ha demostrado que
este cambio de variables linealiza exactamente las ecuaciones de movimiento
asociadas al problema de Kepler puro. En esta Seccién se seguira la secuencia
de pasos de estos autores, aunque con la contribuciéon del potencial pertur-
bador, para lo cual se introduciran notaciones adecuadas para mantener la
analogia con el caso no perturbado.

Recordemos que en el espacio de fases ampliado de las variables candnicas
cartesianas el intermediario de Alfriend y Coffey obedece a una expresién
general del tipo

1 1 1
Ho= 3 ”p”Q_?_"ﬁVZ (pg: N, po;e) + po,

donde las expresiones en esta férmula, desarrolladas en variables cartesianas,
son, una vez mas,

r=\qll, pi=laxpl® =0*, p.=ap—@n =N, (8.13)

con la notacién habitual del producto vectorial en R3. Nétese que O es la
norma del vector momento angular.

El intermediario de Alfriend y Coffey se ha definido en la Seccién 2.4 en
la expresién (2.8). En esta Seccién, como en la siguiente, se requiere de las
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derivadas parciales de este potencial, que son:

oVs u? R? 9
= 1 - 6¢
002 4p§ [ }
3ut R
2 115¢* — 440¢? + 157 8.14
128p(§ [ c c® + ] ( a)
3u? R
2 10c¢* — 27¢% + 5
T R R
Oy 3 u* R* p, o 3ut R 5
— g 2 v P 23¢3 — 55
o, € 2p3 + € 321)5 [ c c}
(8.14b)
3 R
— g2 5¢% — 9
16, (5 —9clm.
2= _ 5¢* — 18 51 . 8.14
7 € 64p§ [c c® + } ( c)

Para pequenos valores de la excentricidad, como ya se comentd en la
Seccion 2.4, basta con considerar el potencial descrito en la expresién (2.9).
En este caso, las derivadas parciales del potencial estan dadas por:

Vs 2 R? )
9o~ < agy L1 0]
(8.15a)
3t R
2 45¢t — 184¢* + 71
6118 [45¢ ¢+ 7],
oV, 3 u? R%p, , 3u* R 5
= ———— 9 — 23 . 8.15b
o, € 200 + ¢ 16 ] [ c c} ( )

Como se puede apreciar sélo hemos calculado dos derivadas parciales, pues
la tercera respecto del momento conjugado pg es igual a cero.
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La transformacion DEF esta definida por las ecuaciones

g=rix, x4 €Ry, (8.16a)
1

P=ur+ — (xxXy)xXx, (8.16b)
Ty

r=llall = x| . (8.16¢)

Este cambio de variables dependientes puede ser facilmente extendido a un
espacio de fases ampliado. Antes de seguir con la aplicacion de este cambio
de variables es oportuno reescribir algunas de las notaciones anteriores e
introducir algunas relaciones entre las diferentes variables que involucran al
momento angular,

ve=laxpl* = =" Q> = &, (8.17a)
Pv=N = qp2 — G2p1 = ||113||2 (T1y2 — 1211) = ||€I3HQQ37 (8.17b)
Q=xxvy, (8.17¢)
Qs = Z1Y2 — Tay1 (8.17d)

con lo que el hamiltoniano del intermediario radial formulado en las variables
DEF es

|||? ( IIQIIQ) 1 1
K = —/ (vyi+ - - Vs (0% N, po;e) +pp = 0.
2 toad |zl|zs [z}

Dejando aparte el par de variables canénicas (t,pg), las ecuaciones de
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movimiento generadas por K son:

dx

—2 = ||lz|?

dt Yg

iz _[al? Lov
a2 @XYE LENT

o oI (), 2 VY

at a3} |zt 1QI%/)  |lx||2F’

dy ||w||2 ]| QI 1 avg~
A+ B

it a(@Qxy)— 7 (A+B)x+ — 2N

donde ahora el significado de las notaciones y abreviaturas es

oVy
A—‘”—i(zic+ w4 V)
[[[*]|Ql EIEREIR

1
B=——[4|x 2 + 2

y se ha aplicado la definicién (5.14)

T = [_x%xlvo]t ) g: [_y27y1a0:|t~

El siguiente paso consiste en realizar el cambio de la variable independien-
te, es decir, del tiempo fisico ¢ a un tiempo ficticio f, que es del tipo de la
anomalia verdadera. Esta transformacién esta dada por la relacién diferencial

12
t o dt = 4
— T=eren &7

Con este tiempo ficticio como variable independiente, las ecuaciones candni-
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cas se transforman en:

doy 2y

aF el

j—j;‘ = G (@ @)+

o " T (”gP - o T )
j_’; _ ﬁ(Qxy)—(A#—B)w—i—kga

donde en esta ocasion

1 Vs

b= lPlQl on - (8.19)

Con la ayuda de las siguientes notaciones para las dos matrices cuadradas
de orden 3 (véase 5.17),

E, = diag(1,1,0) , I3 = diag (1,1,1), (8.20)

y la nueva variable adimensional o para reemplazar a x4,

_lel?
0 = 9

KTy

las ecuaciones del movimiento para las variables dependientes (o, ) con res-
pecto al nuevo pseudo—tiempo son

d%x dx

2 2 Z
d_f2 = —<a13—k3E2)93+2ka,
d?o ( 2 ) 1
— = (14t Vo] o+ —.
d f? lz[[*Ql2 " (B4l

Estas ecuaciones de segundo orden son lineales con coeficientes constantes,
por lo que estan libres de singularidades, y representan un conjunto de cuatro
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osciladores con frecuencias que incluyen los efectos debidos al potencial del
intermediario radial de Alfriend y Coffey (1984) [2]. Hay que tener en cuenta
que la presencia de la componente vertical p, = N del vector del momento
angular en el potencial de la perturbacién genera un acoplamiento entre las
variables x1 y x5, como reflejan las ecuaciones anteriores.

8.3. Intermediario de Alfriend—Coffey en las
variables BF

Las siguientes consideraciones estan inspiradas en el tratamiento de un
cierto sistema kepleriano perturbado llevado a cabo por Ferrandiz y Ferndndez—
Ferreircs (1991) [49]. En particular, ellos consiguieron reducir las ecuaciones
del movimiento de dicho sistema a unos osciladores armonicos partiendo de
potenciales del tipo descrito por Deprit (1981) [43, p. 138]. Véase también,
en esta Tesis, las férmulas (5.1)—(5.3), para j = 2, y la (A.229) de la Seccién
A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos.

La transformacién BF estd descrita en el articulo de Ferrdndiz (1988) [47,
§2] (ver también Ferrdndiz y Fernandez—Ferreirds (1991) [49], p. 4 y Deprit,
Elipe y Ferrer (1994) [44] §§ 4.4). Asimismo, en la Subseccién 6.6.1 de esta
Tesis. Pero en esta ocasion se va ha trabajar en el espacio fasico ampliado,
tomando xyp = t como una coordenada adicional cuyo momento conjugado
serd po. Dejando aparte este par de variables (¢, py), se considera el cambio
de variables candnicas

T

P T .:17273 )
“= " (i )

;T .
pi:$4yi_W[< ’ y) +$4y4] ) (2217273) :

Como en la Seccion anterior, se presentan a continuacién ciertas relaciones
dindmicas de interés y notaciones en variables BF':

O =’ llyl’ (= | y)* =p5, N=zp—2p1 =1,

T = [_x%xluo]t ) g: [_9273/170}15

Si ahora se lleva a cabo el cambio de la variable independiente t — f, para
introducir el tiempo ficticio proporcional a la anomalia verdadera, que se
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describe a través de la relacién diferencial
2
WH

4

dt

df = r"df,

el hamiltoniano que se obtiene después de aplicar la transformacion BF de
variables dependientes y la del tiempo es

1 1 Id [Edls
K= -2 2,2 NE IR

= 0.

En notacién vectorial, las ecuaciones candénicas de movimiento deducidas de
IC responden a las siguientes expresiones compactas

x’ @a@ 0‘/25
— 02 L 92
dy ON
Ty =5y,
00 14 Do oVy
'— —gO— + g — 92— —=
Y ¢ (9:1:+:C4 x§w+8Ny’
_ 2 H Po
m__“%_ﬁ+25’

donde a ha sido definida en (8.18).

Si se manipulan estas ecuaciones de acuerdo con el procedimiento descri-
to por Ferrdndiz y Ferndndez—Ferreiros (1991) [49, §2 y §3], asi como por
Aparicio y Floria (1996) [3] y en las secciones anteriores, el resultado es

oV \? oVy
n_ 2027 /
T = (a@fg <_3N) E2> :L‘—l—Qa

wy = — (02 +2Vh) x4 + 41,

donde las matrices I3 y Es son las mismas que se han definido en la Seccion
anterior (véase (8.20)).

Como en el caso anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-

ciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes, que responden
a un oscilador lineal en cuatro dimensiones; sin olvidar que las dos primeras
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componentes estan acopladas. De nuevo, la perturbacion del intermediario
ha sido incorporada en la frecuencia de los osciladores. Aunque es evidente,
al utilizar en este caso un cambio de la variable independiente diferente al
usado con la transformacion DEF, se ve que las frecuencias no son exacta-
mente las mismas. Pero, atin asi, las ecuaciones son regulares como en el caso
de las variables DEF.

8.4. Conclusiones

Se ha estudiado la regularizacion usando el método de linealizacion de
las ecuaciones de movimiento deducidas de un hamiltoniano genérico de la
familia de intermediario radiales de Deprit (1981), y del intermediario radial
de segundo orden propuesto por Alfriend y Coffey (1984) para el Problema
Principal de la Teorfa del Satélites Artificial.

La combinaciéon apropiada de transformaciones — de las variables depen-
dientes asi como de la variable independiente — con la ayuda de integrales
primeras y ligaduras (geométricas y/o dindmicas) permite regularizar las
ecuaciones diferenciales de segundo orden del movimiento partiendo del sis-
tema canonico generado por el intermediario.

En este Capitulo se ha verificado el comportamiento analitico respecto
a la reduccion exacta a osciladores armoénicos de ciertas transformaciones
(D, DEF y BF), que son capaces de linealizar el problema de Kepler puro,
cuando se aplican al potencial correspondiente a los intermediarios radiales
considerados.

Concluyendo, este tratamiento regulariza los intermediarios de forma sa-
tisfactoria, independientemente de qué variables redundantes D, DEF o BF
se utilicen en combinacién de la introduccién del tiempo ficticio proporcional
a la anomalia verdadera.
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Desarrollo del potencial zonal en elementos
regulares DEF

9.1. Introduccion

Como ya se ha comentado en diversas partes de esta Memoria, las cues-
tiones relativas a la regularizaciéon y linealizacién de las ecuaciones de movi-
miento que gobiernan la evolucion de los sistemas keplerianos han alcanzado
gran relevancia en el ambito de la Mecanica Celeste.

Sharaf y Saad (1997) propusieron un desarrollo analitico de la parte zonal
del potencial gravitatorio de la Tierra, y lo hicieron por medio de elemen-
tos regulares KS de Kustaanheimo—Stiefel (1971), poniendo el acento en el
estudio de las orbitas de tipo eliptico del problema de dos cuerpos, lo que
se refleja en el uso de una variable independiente del tipo de la anomalia
excéntrica del movimiento eliptico. El desarrollo de los armonicos zonales en
funcion de esas variables y elementos no conduce a una formulacién exacta y
en forma cerrada por medio de funciones conocidas y facilmente manejables,
ya que no se obtienen series finitas debido al empleo de la anomalia elegi-
da para representar paramétricamente las conicas de interés. El tratamiento
propuesto por estos autores conduce, de hecho, a un desarrollo en serie infi-
nita (con la consiguiente necesidad de que —de cara a su uso practico— haya
que recurrir a truncarlo en un cierto término), y constituye un ejemplo de la
aplicacién de un método de tipo central (segin la terminologia acunada por
Burdet (1969)) para el andlisis de un sistema kepleriano perturbado.
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Las técnicas de linealizacién que ofrece el método focal candnico (cf. De-
prit, Elipe y Ferrer (1994); véase también el Capitulo 6 de esta Memoria,
y més en concreto la Seccién 6.6) se basan en la construccién adecuada de
extensiones (candénicas o débilmente canénicas) para la transformacién pun-
tual correspondiente a la descomposicion proyectiva del vector de posicion,
para —a partir de coordenadas cartesianas— pasar a variables focales redun-
dantes (Burdet (1969) [28], §2). Segtn los resultados obtenidos en nuestro
Capitulo 6, las ecuaciones canénicas del movimiento deducidas de un hamil-
toniano kepleriano —expresado en cualquier conjunto de variables canénicas
focales— pueden ser convertidas en un sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden (respecto de una variable independiente que es del tipo de la
anomalia verdadera) asociadas a un conjunto de cuatro osciladores arménicos
no acoplados cuyo centro de oscilacion es precisamente el foco de la cénica
kepleriana ocupado por el cuerpo atractor (primario).

En este Capitulo se usard un método de tipo focal (Burdet (1969), §2);
en concreto, el basado en las variables DEF (Deprit, Elipe y Ferrer (1994),
§84.1; Subseccién 6.6.3 de esta Tesis). El problema de dos cuerpos perturba-
do por el potencial zonal se transformara, por medio de estas variables, en
un sistema de ecuaciones de segundo orden casi-lineales. Se introduciran a
continuacién elementos (segun la definicién de Kirchgraber y Stiefel (1978),
§1.3; o Apéndice B, § B.3), que en este caso seran elementos focales asocia-
dos a las variables DEF; dichos elementos pueden ser contemplados como
elementos orbitales keplerianos (en el sentido de Stiefel y Scheifele (1971),
§18) con la variable independiente de tipo anomalia verdadera como variable
regularizadora.

El desarrollo que se presentara a continuacion es una aplicacién de los
elementos focales al problema del movimiento orbital perturbado de satéli-
tes artificiales de la Tierra. Para cumplir con ese propdsito es necesario, en
primer lugar, poder representar analiticamente un arménico zonal cualquiera
en funcién de las variables focales.

Al contrario que en el caso de Sharaf y Saad (1997) con los elementos
KS y un tiempo ficticio del tipo de la anomalia excéntrica, por medio de
las variables DEF se obtiene un desarrollo de los armoénicos zonales como
una expresiéon en polinomios trigonométricos (es decir, en forma de series
de Fourier finitas) respecto de la variable independiente de tipo anomalia
verdadera.
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9.2. Transformacion DEF: Linealizacién de un
tipo de sistema kepleriano perturbado

Siguiendo el proceso descrito en el Capitulo 6, se procede a regularizar
el sistema sustituyendo la variable independiente ¢, que representa al tiempo
fisico, por un tiempo ficticio f proporcional a la anomalia verdadera. Esta
transformacion es una generalizacion de la transformacién diferencial de tipo
de Sundman

2
Ty

(@

t— f:  dt= df . (9.1)

Antes de calcular las ecuaciones de segundo orden se realizara el cambio
de la variable escalar x4 a la variable adimensional o:

Q2

pry

(9.2)

Ty —> O o

Un sistema kepleriano perturbado al que se aplica la transformacion DEF
(véase Capitulo 7),

H = Ho(g,p)+V(q)
l DEF (9.3)
K = ICQ+V($,[L’4),

conduce a las ecuaciones candnicas de movimiento en las variables focales y
en el tiempo ficticio f dadas por

1

z = Q(Q X ) | (9.4a)
x| = % : (9.4b)
y' = %(Qxy)—% (2/C0+Hjﬁ>m—%g—‘;, (9.4c¢)
W' = é (f_ B Hzgllf’)) B fozcz gv | (9.4d)
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Calculando la derivada segunda de x a partir de la ecuacién vectorial
(9.4a), y de la variable o segin el cambio de variable (9.2), se obtiene el
sistema de ecuaciones diferenciales casi-lineales dado por

:B”+:c:{5/— (Q|Q’)%]xm, (9.5a)
o to=1+ é 1R+ @1Q" - 3(Q)]o
Q' , Qv
—0—350 —E%, (95b)

que describen un conjunto de osciladores no lineales forzados. Este sistema
se completa con

Q/:g(vmvxm) - M?—;(V$VX:B), (9.5(3)

Q' = (Q |QQ ) 7 (9.5d)
3

t/ — /;20_2 . (956)

En el caso de la presencia de perturbaciones caracterizadas por el potencial
V', en la Ecuacién (9.5¢) Q' da cuenta de posibles variaciones del momento
angular orbital.

9.3. Introduccion de elementos focales

La solucién de las ecuaciones de osciladores armoénicos de 4 dimensiones
(9.5) generadas por la funcién hamiltoniana del problema de Kepler puro
puede representarse como

xj =ajcos f+ fB;sen f, j=1,2,3; (9.6a)
o=oaycos f+ Bysen f+1. (9.6b)

Los escalares ay, 8, son constantes de integracién de la solucion del proble-
ma de Kepler no perturbado, que responden a osciladores armonicos. En el
caso del problema perturbado estos escalares no suelen ser constantes, y las
ecuaciones que dan cuenta de sus variaciones se establecen con el método de
la variacién de las constantes, como llevan a cabo Stiefel y Scheifele (1971)
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([94], § 19; véase también Burdet, Rdssler, Stiefel y Waldvogel (1967) [29],
p. 18).

Este proceso requiere anadir las ecuaciones diferenciales de otras variables
(por ejemplo la energia o la norma del vector del momento angular) para
completar el sistema. Esto se puede deducir por medio de una transformacién
que Kirchgraber y Stiefel (1978) [68, §§ 1.3] denominan “transformacion a
elementos” (véase también Seccién B.3 de esta Memoria). Este cambio de
variables viene dado por

(T R® — R”
(¢ag7p)t — <w7$4)t:¢(¢)707p)7

donde 1) es una funcion 2r—periddica en las variables ¢ y 8. En cambio el vec-
tor p estd compuesto por las amplitudes. Basandose en Kirchgraber y Stiefel
(1978) [68, §§ 1.3] (o la Definicién 7 en la Seccién B.3 de nuestro Apéndice
B), las variables ¢ y 6 se denominan, respectivamente, los dngulos rapidos
y los lentos (en el caso no perturbado todas ellas son constantes o varian
linealmente). Estas nuevas variables también reciben el nombre de “elemen-
tos del movimiento”. Para el problema que se esta tratando en esta seccion,
las ecuaciones (9.6) definen los siguientes elementos: ¢; := f, mientras que
a;, B; (1 = 1,2,3,4) son las variables de tipo amplitud, y no hay variables
lentas.

(9.7)

9.4. El desarrollo del potencial zonal

La perturbacion gravitatoria que se deduce de la parte zonal del desa-
rrollo multipolar del potencial se presenta en las variables polares esféricas.
Describimos este potencial segtin el Seccién § 2.1 y la férmula (2.3), es decir,

V= (u/R) Y Ju(R/r)"" P, (cos ), (9.8)

n>2

donde p es el parametro kepleriano del cuerpo central, R es el valor medio
del radio ecuatorial, J,, (n > 2) son los coeficientes adimensionales de los
armoénicos zonales, ¥ es la colatitud del punto en movimiento, P,(z) es el
polinomio de Legendre de grado n en la variable z € [—1, 1],

1 [n/2] —1* (2n — 2k n—2
Paz) - ¥ B 0
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siendo

sl n es par

. , (9.10)
si n es impar

conn >0,y
Cm-1)l=1-3-5---2m—-1), (Cm)!=2-4-6---2m. (9.11)

Sea p el semilado recto, y e la excentricidad, entonces se tienen las siguientes
igualdades

cost) = B (9.12a)
r
= 1y (9.12b)
= agcos f+ fPgsen f, (9.12¢)
p
= —. J12d
" 1+ ecos f (0 )

El desarrollo de V' en una serie de Fourier en la variable de tipo de la anomalia
verdadera f, con coeficientes que son funciones de los elementos keplerianos
(p, e, ag, Br), esta dado por

/2] n—2k
_H k In ongr (2n—2k =111 ¢f
V= ﬁ Z Z (_1> 2_71 R k' (n . 2]@)‘ T2n—2k+1
S (9.13)
[n/2] 1 .
_H p Jn BT (2n =2k — DIV yp\N
=5 Z Z (=1) 2 K (n— 2k)! (;) Ty,
n>2 k=0

donde M =n—-2k, N=n+1, N > M.

Con la siguiente abreviatura A = S3sen f se deduce que x3 = (A + as cos f )M.

Entonces

M N
) = (éf) AM=Iod cos? f, (g) = Z (]j) el cos’ f, (9.14)

J=0

M+N [ h
AN M N\ i ohi gM—
(;) ry = ( > (j ) (h B j> o e AM > cos" f . (9.15)

h=0 7
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.-, —na M_ y s
Con el fin de desarrollar la expresién AM~Jcosh f = 33" 7 senM~J f cos” f,
se usara la formula

Y,
sent f eos” = I (exp(0) — exp(—a) (exp(af) — exp(—2))"

l l+m

ZG J{cos(I+m —2¢) f+7sen(l+m—2¢) f}, (9.16)

2l+m
donde
Gm = i(—l)i N 7=+v—1, (9.17)
c — i) \c—1
l
y las identidades (con c=0,1,..., L%J)
Gum™ = Gl(irrnn) . , silespar, (9.18)
Giom = —Glinni . » silesimpar. (9.19)

Se introducen también las notaciones

S(l’m) _ QZT (1+m)/2 S1 (Y ™ SOn pares, (920)
0 si [ par y m impar,
y
( I+m—1
(1)~
S Z Gg’m) cos(l+m—2c) f + Sm) (I par),
A(Lm) — c=0
(- 1)l+1 L)
W Z Glm Sen(l+m—26)f (l impar).
\
(9.21)
Por consiguiente uniendo todas estas piezas se llega a
N M+N h
() = S 3 () ()b matn, o
h=0 j=0
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y el potencial zonal V' dado en las ecuaciones (9.8) y (9.13) puede reescribirse

v Jo B (20— 2k — 1)

como
VeSS
R n>2 k=0 2" anrl
><N+M h (M)( N
h=0 j=0 J h—j

k! (n — 2k)!

)ag eh =1 Byt I AR (9.23)

Por lo tanto cada armonico zonal estd representado de manera exacta

por una expresién en forma cerrada (sin

truncacion) y tiene la forma de un

polinomio trigonométrico (o sea, un desarrollo finito en serie de Fourier) en
el pseudo-tiempo focal f. Justo lo contrario que el resultado de Sharaf y

Saad (1997) [89, p. 184, Férmulas (3.1)],

donde se usan los elementos KS y

una variable independiente del tipo de la anomalia excéntrica. La expresion
que se obtiene es una serie infinita, haciendo necesaria una truncacion en esa

aproximacién para cada armoénico zonal.

Finalmente, se exponen a continuacién algunos de los primeros términos

del desarrollo. Asi, el sequndo armdnico
dindmico del cuerpo central (o primario)

{

3
+ (18a3 + 633 — 4e® + bajze® + Bie* —

pR?Jy
16 p3

3

4

+3 (a3 — B3 — 2e* 4+ 3a3e?) cos2f + 3 (3

N (36a3 — 36533 — 8e? + 15a3e* — 353¢?)

zonal da cuenta del achatamiento
, v responde a la expresion

(403 + 4535 — 8¢® + 9aze” + 3535e* — 16)

16) ecos f + g (62 + 6) asfsesen f

e? +2) azfzsen2f

8

9
+= (a5 — 53) e® cos 4 f + 5@36362 sendf

+

0| w =~ ©

9
ecos3f + 1 (62+4) azfzesen 3 f

(aF — B3) €’ cos5f + 20436363 sen Sf} :

El tercer armonico zonal, que se debe a la forma de “pera” del cuerpo
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central, esta dado por

1R Js
16 p*

1
{1 (30a3 + 30835 — 36e” + 25a3e” + 1585¢” — 48) ase

3
+ {Z (503 4 583 — 36e* — be' + 25aze” + 1555¢* — 8)

25
+6—4 (703 + 353) 64:| ag cos f

3
+ {— (503 4 583 — 12¢* — e* + 15a3e” + 533¢” — 8)

4
L5 0 ooy 4
—1—6—4 (5a3 + 53) e*| Bgsen f
2 Of2 2,2 | 1543202 _
+(80043 96e” + 750;36 + 15535e 96)0[36 cos2f
+(1200z§ + 40533 — 48¢* + Thajze? + 1565¢% — 96)636 sen2f

8
1
+ {g (1004% — 302 — 72¢* — 15e* + Thaze? — 456%62)

15
+6—4 (703 — B3) 64:| ascos 3 f

1
+ {g (30a3 — 1085 — 72¢® — 9e* + 135a3e” + 1555¢°)

15
+6—4 (903 + 33) 64} Bysen3f
1 2 2 12 2 1 2,2 1 2,2
—I—( 0a3 — 3003 e4+ base 5p5e )agecos4f
1502 — 582 — 62 - 15a2¢2
+( Saz — 53 266 + 15a3e )ﬁge sendf
12 2 _ 2 24 2 2,2 4 2,2
+( 0a3 — 36003 54 + 35a5e 5p5e )a3€2 cos5
+(360a§ — 1202 — 24€? + Thake? — 5ﬁ§62)[5’362 sen5f
64
S 2 3 5 2 2 3
+§ (a3 — 3ﬁ3) aze’ cosbf + 3 (3a3 — 53) [bse” sen 6 f
O [ 9 2 4 5 2 2 4
—1—6—4 (o3 — 363) aze® cosTf + 61 (303 — B3) Bse*sen7f ¢
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10

El Problema Principal en elementos regulares
DEF

10.1. Introduccion

Motivados por el tratamiento analitico de los elementos requlares en las
variables KS descrito por Stiefel y Scheifele (1971) [94, § 19], presentamos a
continuacion un desarrollo similar basandonos en las variables focales DEF.
En esta técnica se aplica la transformacion a elementos definida en el Apéndi-
ce B.3 (véase Kirchgraber y Stiefel (1978) [68, § 1.3]) a un sistema de oscila-
dores perturbados; en nuestro caso la perturbacion viene dada por el primer
término del potencial zonal. El siguiente paso sera resolver el problema me-
diante la variacion de las constantes. Siguiendo las notaciones de Sharaf y
Saad (1997) [89] y las empleadas en la Seccién 9.4 (véase también la Seccién
2.1), el potencial gravitatorio zonal de la Tierra (9.8) estd dado por

R n+1
Vienat = %Zjn (?> P, (cosv) (10.1)

n>2

y el sequndo armonico zonal del geopotencial es:

= (8 e - () B O )

La ultima expresion estd formulada en las variables cartesianas, donde r es
la distancia radial entre los dos cuerpos.
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10.2. La transformacion DEF y sus elementos

El cambio de variables DEF' transforma el hamiltoniano de Kepler puro,
con la ayuda de las férmulas (8.16) y (8.17), en la funcién hamiltoniana KCo:

1 2
o= glol =2 — ko= T (e &) - i o)

vi/) ezl

Considerando los contenidos de los Capitulos 4, 6 v 7, y Deprit, Elipe y
Ferrer (1994) [44, §§ 4.1], ademas de la transformacién DEF se requiere rea-
lizar un cambio de la variable independiente, que tiene que ser proporcional
a la anomalia verdadera:

IQ

t— f: dt = —4
d Tel?Q

df. (10.3)

Las ecuaciones canodnicas de movimiento en la nueva variable indepen-
diente dan lugar al sistema diferencial

2
dzy  xiys

- (10.4a)
j‘}‘j _ clg (Q x ), (10.4b)
oaln- Hin?’) | e
j_? 22@ y) — (10.4d)

donde
2
T3 3
— [ 2/Cy + )
z]*Q ( O ]|z

Derivamos la ecuacién (10.4b) de la variable & respecto de f, con la
ayuda de las expresiones (10.4). Por dltimo se efectiia el cambio de la variable
dependiente dado por

2
o = 9@ : (10.5)
HTy
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que se deriva dos veces respecto del tiempo ficticio.

Basdndonos en los cdlculos y resultados del Capitulo 6 (en especial las
ecuaciones (6.38) y (6.42) y véase también Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44,
§ 4.1, pp. 189-190]) y el comentario de la Subeccién 6.6.3, podemos inmedia-
tamente expresar el sistema de ecuaciones diferenciales de sequndo orden en
las variables DEF (o, x)

" + x = 0 (3 osciladores lineales no acoplados, no perturbados) ,

o’ + o = 1 (oscilador lineal perturbado por una fuerza externa) .

Notese, en particular, que la fuerza externa que actia sobre el oscilador de
la variable o es una fuerza constante. En el problema de Kepler la direccion
radial del vector @ describe una rotacion libre alrededor del origen. Entonces
la solucion del problema no perturbado es

rj=ojcosf + f[;senf, j =123, (10.6)
c=apcosf + Posenf + 1, (10.7)

donde los ay, (i son las constantes de integracién, que también se denominan
“elementos del movimiento”. Esta solucién es la que utilizaremos para defi-
nir la transformacién a elementos que se aplicard al problema perturbado.
Entonces los elementos de movimiento satisfaran un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Por consiguiente, los elementos varian de for-
ma casi lineal si el movimiento esta sometido a una perturbacién de pequena
magnitud.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes al problema perturbado
de dos cuerpos pueden tratarse por medio del método de la wariacion de
las constantes, que da como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales
para las funciones ay(f), Br(f). No siempre basta con esto, pues a veces se
hace necesario anadir ecuaciones de variacion de otras cantidades dinamicas
de interés (por ejemplo la ley de variacién del momento angular o la ley de
energia). Todas estas relaciones constituyen las ecuaciones de elementos.

Destaquemos que, hasta ahora, la descripcién presentada no esta restrin-
gida a drbitas elipticas, es decir, sigue siendo valida para cualquier érbita,

sea parabodlica o hiperbdlica.

El conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden para el problema
de Kepler perturbado por el segundo arménico zonal en las variables DEF,
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como ya se ha presentado en el Capitulo anterior (véanse las Ecuaciones
(9.5)), esté dado por

- {% ’—é(Q!Q’)Q < (10.82)
" 2 1112 " 6 "2
o =1+ [ SIQP +@1@)) - 5 @ ]s (o
3, Q2OV
+ Qg _F%’ (10.8(3)
_ T gy _ 9 v 10.8d
Q—a(m Xw)—w(m X x), (10.8d)
Q’z%, (10.8¢)
3
t,:;%’ (10.8f)

donde V.,V denota el gradiente de la funcién escalar V' con respecto al vector
Tr = (.[L'l,.fg,l':;).

10.3. El Problema Principal del Satélite Ar-
tificial

El interés de este Capitulo se centra, especialmente, en el tratamiento del
problema de la perturbacién debida al achatamiento del primario, problema
al cual se va a aplicar el cambio de variables DEF. Conviene recordar ahora
las notaciones del Capitulo 9 y la Ecuacién (9.12), donde ya se han puesto de
manifiesto ciertas relaciones entre las coordenadas cartesianas y las nuevas
variables, como q3 = x473 y cost¥ = q3/r = 13 = azcos f + f3sen f, y la
relacion clasica del problema de dos cuerpos r = p/ (1 + ecos f). En las va-
riables DEF', la perturbacién del problema de Kepler puro debida al segundo
armonico zonal del geopotencial es

R\?
V = V(zg,xs) = %Jg <x_4> (323 — 1]. (10.9)
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Para simplificar las expresiones en los calculos, se va a definir a conti-
nuacién la abreviatura C, = puR2.J,, que representa al factor constante en el
potencial V. Entonces, las derivadas parciales de la perturbacion son:

8V_30vx3 ov. 3 3:}0523—1.

oV _5n T3 oV _ Sl 10.10
Oxs z3’ x4 2 x4 ( )

El siguiente paso consiste en desarrollar V' en forma de serie de Fourier
en la anomalia verdadera f, cuyos coeficientes son funciones de elementos

DEF.

Como en ocasiones anteriores, la siguiente notacion vectorial permitira ob-
tener férmulas mas compactas

T = [—xz,ajl,(ﬂt. (10.11)

Entonces, las ecuaciones de segundo orden que gobiernan el movimiento
en el problema principal son

. 22 oV ., .,
, B Q” (Q/)z Q” ) QQ oV
o' +o 1—2[Q 2(722 O'—|-3QO' 2 9o (10.12b)

Para poder desarrollar una aproximaciéon de la solucion de este 1ltimo sis-
tema diferencial, se partira ahora de la solucion del problema de Kepler puro
como solucion de referencia. Recordemos que dicha soluciéon estaba represen-
tada por las oscilaciones arménicas (10.6), (10.7). En consecuencia, para el
problema perturbado se buscara una solucién de la forma.

x(f) =a(f)cos f+B(f)sen f, (10.13a)
o(f) =ao(f)cos f+ Bo(f)sen f+1, (10.13Db)
donde a(f) = (a1 (f), a2(f), as(f)) y B(f) = (B1(f). B2(f), Bs(f))-

Estas ecuaciones de movimiento seran tratadas de acuerdo con el método
de la variacién de las constantes, que en el caso de las ecuaciones de elementos
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Se expresan como

o = — (M 102 g; @@l + (7 x w)]) sen f (10.14a)
3 = (u 102 SX W@l + (3 x a:)]) cos f, (10.14b)
R G ) RS A RN
i [2(§ -2 G )orade - S5 s c0aa

mientras que la variacion de la norma del momento angular viene dada por

Q oV ,

/ f— —_—— —
@ = 2 o2 axgx?’

(10.15)

Antes de expresar los segundos miembros de las ecuaciones de elementos
como unos desarrollos de Fourier en la variable f, se utilizara la siguiente
notacion

Am‘ = by + 6’LBJ ) zi,j = ;0 — 61&] 5 (1016)
Bi; = i+ a5, Ei,j = o — ;. (10.17)
donde (7,7 =0,1,2,3) y ¢ es la delta de Kronecker. Entonces los desarrollos

en serie de Fourier para las ecuaciones de elementos correspondiente a los
indices 1 = 1,2, 3 son

oé; = —30 422 ( 513) [263 — B()Z' COSf + (2A01 — Zgl) sen f—

2536082f+205386n2f—BOiCOSSf—l—ZQiSGH?)f] ,

g = 3C, 452 (Aiz — 0i3) [2a3 + (2A0; + Ao;) cos f+

BOisenf—i—2a30082f+2538en2f—|—z0i0083f+BOZ-sen?)f} .
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Para simplificar las expresiones de la ecuacion asociada a ¢ se definen a
continuacion las siguientes notaciones auxiliares:

3 _
0 = kit st <4A00 12455 — 942, — 3B§3) ,

204 16@4
3
ci = (aoks + Boka) — 454 (385Bos + 3azAgg + 4ag (a5 — 1)) ,
3
di = (Bok1 — aoks) — 4Q4 (33 Bos + 303 A0 + 406 (85 — 1)) ,
_ 32 = =
cg = —Cp— v107 (3433 + 3403 A0z — Ao)
Q
3 2
dy = —Cy—; V10 (3A03Bos + 6a333 — 2a0f)
3 _
cz = —C, 454 (30431403 - 353303) )
3 2
dy = —Cy— V108 (3043303 +353A03) ;
9
a = —Co—— 16Q4 (A(%:a B§3) )
Iy
dy = —Cy—— 1601 (AosBos)
donde

" "2 /
k= 2(%—2%2)>, kz—?)%

Entonces las ecuaciones diferenciales de elementos asociadas a la variable

o toman la siguiente forma
1
ay = 3 [—dy — daycos f + (g — 2¢o) sen f + (dy — d3) cos 2f

+(c3 —c1)sen2f + (dy — dy) cos3f + (¢4 — c2) sen3f + ds cos4f
—cgsendf + dycos5f —cysen5f] |

1
By 5 [c1 + (2¢o + ¢2) cos f +dasen f + (¢1 + ¢3) cos2f + (ds + dy) sen 2 f

+ (24 ¢4)cos3f + (dy + do) sen3f + c3cosdf + dzsendf
+cycosbf 4 dysenbf] .
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La ecuacién diferencial para la norma del momento angular es

Q = 3C, [— (043§03 + 531403) cos f + (043A03 - 53§03) sen f

A
403
—2B33 COS 2f + 2Z33 sen 2f - (OégBog + 53203) COS 3f (1018)

+ <Q3ZO3 - 53303) sen 3f] .

Las variaciones de primer orden de los elementos bajo la influencia del
término J, son

Oéz(l) (f) = 30 4522 ( (513> [253](. — (2140@ - ZO@) COS f + BO’i sen f

302 cos } ., (10.19)

BI(f) = 3C, 4522( — 813) [205f — Byicos f + (2Ag; + Ay sen f

} ., (10.20)

O‘él)(f) = % [—dlf — (c2 —2¢p)cos f —dysen f — % (c3 — 1) cos2f

1 1 1
§(d1 d3)sen2f — 3 (¢4 — c9) cos3f + 3 (dy — dy)sen3f

1 1 1 1
+103 cosdf + ng sendf + €4 €08 5f+ 5d4 sen 54 (10.21)

1
clf—dgcosf—l—(Qco—i-cQ)senf—§(d3+d1)cos2f

N —

1 1
+=(c1 +c3)sen2f — —(d4+d2)c083f+§(02+c4)sen3f

1
2
1 1 1

~1 dscosdf + 03sen4f——d40085f—i— c4sen5f] (10.22)

Y por iltimo se calcula la correccion de primer orden para la norma del
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momento angular

Q(l)(f) = 301;%23 [(0431403 - 63?03) cos [ — (a3§03 + 53/103) sen f
— 1 —
—A33 COS 2f — B33 sen 2f - g (O[3A03 - 53303) COSs 3f

1 —
—g (OégBog + 631403) sen 3f .
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Conclusiones finales: resultados y futuro
trabajo

Los principales resultados presentados en esta Memoria pueden resumirse
en los siguientes puntos:

I.

II.

IIT.

131

Reelaboracion y generalizacién del teorema de Ferrandiz y Sansaturio
(1994) y de los resultados de Deprit, Elipe y Ferrer (1994) sobre cano-
nicidad de extensiones de transformaciones puntuales que introducen
coordenadas redundantes en el espacio de configuraciéon (Capitulo 4,
Seccién 4.4).

Caracterizacién de un tipo de potenciales perturbadores compatibles
con la linealizacién exacta en variables focales, ejemplificado con el uso
de unas variables candnicas de tipo Burdet—Ferrandiz; es decir: trans-
formacién de las ecuaciones de movimiento de una clase de sistemas
keplerianos perturbados en las ecuaciones lineales de segundo orden y
coeficientes constantes correspondientes a un conjunto de cuatro osci-
ladores lineales acoplados (Capitulo 5 de la Tesis).

Construccion de una familia biparamétrica de transformaciones canoéni-
cas (cuya canonicidad se basa en los resultados del Capitulo 4) que
permiten introducir variables candnicas genéricas de tipo focal; formu-
lacién del problema de Kepler en dichas variables focales no especifica-
das, y reduccion al correspondiente conjunto de ecuaciones de oscilado-
res armonicos; obtencion de algunas de las transformaciones conocidas
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(Burdet-Ferrandiz, Deprit, etc.) como casos particulares a partir de
este esquema general (Capitulo 6).

1v. Aplicacién de este procedimiento general a sistemas keplerianos per-
turbados, con un potencial perturbador genérico que, formulado ini-
cialmente en variables candnicas cartesianas, dependa de coordenadas
y momentos conjugados; deduccion de las ecuaciones de osciladores
perturbados en las que se convierte las ecuaciones de movimiento del
sistema kepleriano perturbado de partida (Capitulo 7).

v. Estudio de algunos casos de problemas perturbados de dos cuerpos (re-
lacionados con ciertos intermediarios radiales y con el Problema Fun-
damental de la Teorfa de Satélites Artificiales) en funcién de variables
y elementos de tipo focal (Capitulos 8, 9 y 10).

Entre posibles trabajos futuros mencionaremos la aplicacién de estas
técnicas de regularizacion basadas en variables focales a otros tipos de pro-
blemas perturbados (por ejemplo, con perturbaciones que derivan de poten-
ciales de tipo polinémico, sistemas no conservativos, problema lunar de Hill)
y tratamiento de las ecuaciones resultantes por medio de métodos de pertur-
baciones especialmente adaptados para sistemas de tipo oscilatorio.
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Apéndices
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El sistema de dos cuerpos con fuerzas internas.

A.1. Planteamiento del problema y separa-
cion entre movimiento del centro de ma-
sas y movimiento relativo.

La mayor parte de los libros de Mecanica Clasica y Mecanica Celeste tra-
tan de manera bastante parecida el problema del movimiento de una masa
puntual en el seno de un campo de fuerzas central, y el problema del mo-
vimiento de dos cuerpos puntuales sometidos exclusivamente a su influencia
mutua (problema este ltimo que, bajo ciertas condiciones, se reduce al del
movimiento de una particula auxiliar o ficticia bajo el efecto de una fuerza
central). Si bien la mayoria de los textos abordan este estudio en el mar-
co de la formulacién newtoniana de la Mecanica, algunos otros (por ejemplo,
Goldstein, 1980; Thiry, 1970) parten ya desde un principio de una formulacién
conceptualmente mas elaborada y avanzada, sea lagrangiana o hamiltoniana.

A este respecto, de entre la enorme cantidad de referencias bibliograficas
que podrian citarse, nos limitaremos a mencionar sélo unas pocas: aquéllas
con las que mas hemos trabajado, y méas hemos consultado, durante la pre-
paracion de alguna de las partes de este trabajo. Nos referimos, en concreto,
a libros (detallamos los capitulos, secciones o apartados que nos parecen mas
relevantes para nuestros propdsitos) como
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Abad (2012), Parte II, Capitulos 6-10, pp. 95-173;

Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Capitulo 1, §1, pp. 1-8; Capitulo
2, 81, pp. 49-58.

Boccaletti y Pucacco (1996), Capitulo 1, §1.5, pp. 41-42, §1.11, pp. 75—
76, §1.14, pp. 8590, Capitulo 2, §2.1, pp. 126-136, §2.4, pp. 147-156.

Bond y Allman (1996), Capitulos 2-5, pp. 12-80; Apéndices B, pp.
995 229, v E, pp. 236-238.

Cid y Camarena (1979), Capitulo II, §1-§6, pp. 41-49; Capitulo V,
§6—88, pp. 123-128; Capitulo VIII, §8, pp. 220-222.

Cid y Ferrer (1997), Capitulo 13, §13.4, §§13.4.1, pp. 343-349.

Goldstein (1980), Capitulo 1, §1.1 y §1.2, pp. 1-11; Capitulo 3, pp.
70-127.

Heil y Kitzka (1984), Capitulo 1, pp. 15-96.

Scheck (2005), Capitulo 1, §1.1-§1.7, pp. 1 —20, §1.15, pp. 29-30, §1.22,
pp- 4244, §1.24, pp. 47-54; Apéndice del Capitulo 1, pp. 81-86; Capitu-
lo 2, §2.16, Ejemplo (i), pp. 109-110; y algunos ejercicios correspondien-
tes a estos capitulos.

Schneider (1992), Capitulos 2 y 3, pp. 14-107;

Stiefel y Scheifele (1971), Capitulos I, II, y III, pp. 6-51; Capitulo VIII,
pp- 181-212; Capitulo X, §37, pp. 230-231.

Szebehely (1967), Capitulo 6, §6.4-86.6, pp. 327-340.

Thiry (1970), Capitulo II, §1-§15, pp. 44-68; Capitulo 111, §10-§11, pp.
93-99, §18, pp. 117-118; Capitulo 1V, §6, §§6.3, pp. 132-135; Capitulo
V, §10-§11, pp. 187-190.

En esta exposicién de algunos aspectos del problema del movimiento de
dos masas puntuales, sometidas tinicamente a su mutua influencia y en au-
sencia de cualquier otro efecto externo al propio sistema de los dos cuerpos,
plantearemos la cuestion desde una formulacion newtoniana de la Dinamica.
Maés adelante consideraremos las versiones lagrangiana y hamiltoniana de al-
gunos detalles del problema.
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Para un sistema de n particulas (cuerpos puntuales, sin dimensiones, es
decir, sin extension espacial, pero dotados de masa), con masas my, ma, - -
-, my, , se denotard como F;; la fuerza que la ¢—ésima particula ejerce so-
bre la j—ésima. En relacion con esta notacion, se ha adoptado el convenio
de Goldstein (1980), Capitulo 1, §1.2, p. 5, de Schneider (1992), Capitulo
3, §3.4, §83.4.1, p. 48, o de Scheck (2005), Capitulo 1, §1.4, p. 7, y §1.5, p.
8, en el sentido de que el primer subindice se refiere a la particula “activa”
(que crea un efecto, accién o influencia sobre el resto del espacio), mientras
que el segundo subindice hace mencién a la particula “pasiva” (que detecta

o experimenta el efecto o la influencia debidos a la presencia de la otra masa)®.

Siguiendo asimismo la definicién de Scheck (2005), §1.4, p. 7, o Golds-
tein (1980), Capitulo 1, §1.2, p. 5, se considerard que las fuerzas F;; que
actuan entre dichas masas puntuales son fuerzas internas del sistema de n
particulas si dichas fuerzas verifican que F;; = —F;, es decir, cumplen la
Tercera Ley de Newton de la Dindmica, y son por lo tanto fuerzas de accion
y reaccion 2.

Dado un sistema de referencia inercial rectangular cartesiano Oxizox3,
con origen en un punto O del espacio ordinario R? y ejes orientados segin
las direcciones de una base ortonormal directa (e, ez, e3) del espacio vec-
torial euclideo R?, se trata de estudiar el movimiento de dos particulas de
masas my y ms bajo la influencia de su mutua interaccion a través de fuer-
zas internas. Se parte, pues, de la hipétesis de que en este caso Fo; = —F5.

El vector de posicion de cada particula my respecto del sistema de refe-
rencia Oz12z923 es 1y = Omy, (k=1,2). En virtud de la Segunda Ley de
Newton de la Dinamica, el problema del movimiento de estas dos masas pun-
tuales queda formulado mediante el sistema de dos ecuaciones diferenciales

LOtros autores optan por el criterio opuesto: el primer subindice alude a la masa “pa-
siva” de prueba, y el segundo remite a la masa “activa’; por ejemplo, Arnold, Kozlov y
Neishtadt (1997), Capitulo 1, §1, §§1.2, Ejemplo c¢), pp. 34, y §1.3, p. 5; Heil y Kitzka
(1984), Capitulo 1, §1.3, §5§1.3.3.1, p. 39.

2 Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Capitulo 1, §1, §§1.3, p. 5, llaman fuerzas de
interaccion a este tipo de fuerzas, lo que les conduce a la definicién de “sistema cerrado”
o “sistema aislado”.

137



APENDICE A. EL SISTEMA DE DOS CUERPOS CON FUERZAS
INTERNAS.

de segundo orden
mity =Fo1 (t,11,r9,T1,F2), maty = Fio(t, r1,12,71,T2), (A1)

donde, en aras de la generalidad de nuestro planteamiento, por el momento
se supone que la fuerza que actia sobre cada una de las particulas es una
funcién vectorial que depende del tiempo ¢ (que serd —por ahora— la varia-
ble independiente o parametro respecto de la que se efectua el calculo de
derivadas y de integrales en este problema), de las posiciones r; de ambas
particulas en cada instante, y de sus velocidades instantaneas 1) . Se en-
tiende que, como de costumbre, la “notacién de puntos” indica “derivadas
respecto de t”.

Las ecuaciones diferenciales (A.1) pueden completarse con informacién
adicional acerca del conocimiento que pudiera tenerse en cuanto a las po-
siciones y velocidades de las particulas en un instante dado, o en instantes
distintos, dando asi lugar (respectivamente) a “problemas de valores inicia-
les” o a “problemas de contorno” asociados al sistema diferencial (A.1).

Para los propdsitos de este trabajo bastara con considerar problemas de
valor inicial, dando como condiciones iniciales en un instante to, los vectores
posicion y velocidad de ambas particulas correspondientes a un valor t = tg
de la variable independiente:

re(te) = 0, Fp(te) = &0 =0, (k=12). (A.2)

A la vista de la dependencia funcional que se ha supuesto para las fuerzas
que aparecen en los segundos miembros de las ecuaciones (A.1) anteriores,
se ve que se trata de un sistema de dos ecuaciones diferenciales vectoriales
de segundo orden para las funciones vectoriales incégnita ry(t) y ra(t), con
t como variable independiente. En general, dichas ecuaciones seran no linea-
les, y ademas estaran acopladas a través de la presencia de las funciones ry
y Iy en sus segundos miembros (quiere decirse que el movimiento de cada
una de las particulas dependerd en cada instante del movimiento de la otra).
Por estas razones, salvo en casos muy particulares, la resolucién analitica de
estas ecuaciones (para obtener soluciones “tedricas” exactas) serd dificil —o,
incluso, imposible-, si a lo que se aspira es a hallar soluciones exactas en
forma cerrada por medio funciones conocidas.
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Leyendo las funciones incégnita como vectores de R?, el orden diferen-
cial total de este problema es cuatro. Si se descompone este sistema en sus
componentes escalares, se obtienen seis ecuaciones diferenciales de segundo
orden (para las componentes cartesianas de los vectores ry(t) y ra(t) como
funciones incégnita), por lo que se puede considerar sin mas que el orden
diferencial de este problema es doce. Asi pues, por lo que a su solucion ge-
neral atane, este problema requiere cuatro constantes vectoriales arbitrarias
de integracion, o doce constantes escalares arbitrarias.

En lugar de abordar directamente la resolucion del sistema diferencial
anterior, se procedera a continuacion a su transformacion por medio de un
cambio de funciones incognita. Para ello se efectiia un cambio lineal de las
coordenadas

Iy, Iy —>FC(I‘1,I“2),F(P1,F2), (A~3)

transformacion en la que las nuevas funciones incégnita quedan definidas por
medio de unas combinaciones lineales sencillas de las funciones incognita de
partida, a través de las ecuaciones

miry (t) -+ mo I'Q(t)

r.(t) = r(t) = ri(t) — ra(t), M = my+mqy,

M )
(A4)
y cuya transformacién inversa, r.,r — ry(r.,r), ro(r.,r), es
n(t) = rot) + Sr(),  m) = rot) - Trrt). (A5)

Notese que M es la masa total del sistema de dos particulas m; y ms.
Formando las derivadas de primer y segundo orden en estas ecuaciones, se
obtienen inmediatamente las correspondientes relaciones para las velocidades
y las aceleraciones.

Las condiciones iniciales (A.2) permiten evaluar estos vectores, y sus de-
rivadas, en t = ty, para lo que se utilizaran las notaciones

re(te) =10, r(ty) = r@, i (o) = ¥ = v i) = i = v,
(A.6)

El punto C' del espacio cuya posicién queda caracterizada por el vector
r.(t) = OC se denomina CENTRO DE MASAS del sistema de particulas m;
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y mso. Por su parte, el vector r(t) = WW caracteriza en cada instante
la POSICION RELATIVA de m; respecto de my (es decir, en un sistema de
referencia mqy x1x9w3 con origen de coordenadas en ms y ejes paralelos a los
de partida). Como r = r; —rs, se denotard con r =||r||=||r; —re || la
distancia euclidea entre las particulas m; y msy, con la definicién habitual
por medio del producto escalar usual:

r’=r-r=(rlr) =||r|*=1>.

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (A.1) se observa que

m1r1+m2r2:F21 (tu r17r27r17r2)+F12 (ta r17r27r17r2) :07

(A7)

mientras que a partir de la definicién (A.4) del vector de posicién del centro
de masas se tiene

Mr.(t)=miri(t) + mara(t) = Mi.(t)=0<=1.(t) =0, (A.8)

expresion que —en virtud de la Segunda Ley de Newton— puede interpretarse
como la ecuacién del movimiento libre (es decir, en ausencia de fuerzas exter-
nas) de una particula de masa M situada en cada instante en la posicién del
centro de masas del sistema, por lo que —segin la Primera Ley de Newton,
o Principio de Inercia— dicha particula o bien estaria animada de un movi-
miento rectilineo y uniforme, o bien permaneceria en reposo (dependiendo de
las condiciones iniciales). En efecto, la integracién de esta ecuacién conduce
a la solucién general

r.(t;A) = A, r.(t;A,B) = At + B, (A.9)

siendo los vectores A y B dos constantes (vectoriales) de integracién, que
aportan seis constantes escalares arbitrarias. Las expresiones que figuran en
la solucién general que se acaba de obtener puede reinterpretarse como dos
relaciones funcionales vectoriales de la forma3

— —
@1(_7_7_71.‘171.‘2) = j) @2@,1‘1,1‘2,—,—):?, (AlO)

que son dos integrales primeras (vectoriales) funcionalmente independientes
del sistema diferencial (A.1) de partida. Con ello se dispone ya de seis cons-
tantes de integracién, por lo que puede pensarse que —al menos formalmente—
el orden diferencial del problema original ha pasado de 12 a 12 -6 =6.

3Se ha usado un guién para indicar la ausencia explicita de la variable que, en la
dependencia funcional considerada, apareceria en esa posicién.
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Bajo cualquiera de las formas anteriores, (A.9) o (A.10), estas integrales
primeras se conocen como las integrales del centro de masas del sistema de
dos cuerpos considerado.

En ocasiones se utiliza el momento lineal del centro de masas, definido
como p. = M 1.,y que ala vista de (A.8) es una constante del movimien-
to, como también se deduce de manera inmediata a la vista de la primera
relacién de (A.9).

La solucién particular de (A.8) correspondiente a las condiciones iniciales

(A.6) serd

i (t)=v0 r. (t) =vOt 4+ (r(co) — v(co)to) = v (t —ty) 4+ 0.
(A.11)

Se comprobara a continuacion cémo se puede hacer efectiva la reducciéon
de orden que se acaba de mencionar. Llevando las expresiones de (A.5) y sus
derivadas a las ecuaciones (A.1), éstas se transforman en

myms .,

mli:c + M r:le(t7rcvr7i‘CJI..)7 (A12)
Mot — mEWin*:F’b(t,rc,r,fc,f):—F’gl(t,rc,r,l’*c,i-), (A.13)

donde las funciones F; se obtienen a partir de las correspondientes F;; tras
efectuar el cambio dado en (A.5). Teniendo en cuenta que ¥.(¢) = 0, ambas
expresiones se reducen a una tnica ecuacion

mymao

M

pi = F5 (t,r.,r, . 1), siendo p= (A.14)
Esta nueva cantidad u es la masa reducida del sistema de las dos particulas,
y la ecuacion diferencial obtenida puede interpretarse como la ecuacion de
movimiento de una particula auxiliar de masa p en el seno del campo de
fuerzas F5, (t, r.,r,.,T). Pero teniendo en cuenta que ahora, a la vista de
(A.9), ya se sabe cémo son las funciones r.(t) y r.(t), la fuerza que actia
sobre p puede expresarse en la forma

Fi (t,r(t),r k. (t),f) = Fi(t,r,#) = F(t,r, i), (A.15)

notacion que se mantendra en lo sucesivo.
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De manera que, mediante el cambio de variables dependientes dado por
(A.4)-(A.5), el sistema diferencial de ecuaciones acopladas (A.1) se ha trans-
formado en un sistema equivalente

Mi, = 0, pui = F(t,r, i), (A.16)

en el que cada una de las ecuaciones (vectoriales) s6lo contiene a una de las
funciones incégnita (y a sus derivadas). El problema (A.1) de partida, que era
de orden 12, ha quedado, pues, descompuesto en dos subproblemas indepen-
dientes (es decir, desacoplados) de orden 6, para las funciones incégnita r. y
r, respectivamente; ademas, el primero de estos subproblemas se ha resuelto
de manera inmediata, y ahora basta con estudiar el segundo subproblema,
por lo que —tras todo lo anterior— queda de manifiesto cémo se ha procedido
a sacar partido de las integrales del centro de masas para conseguir reducir
el orden diferencial del problema original hasta orden 6.

En componentes respecto del sistema de coordenadas moxixox3, con
r = r1€ + 12€y + x363 = (11,70,23) y F = Fle; + Frey + Fyey =
(F1, Fy, F3), la segunda de las ecuaciones vectoriales de (A.16) da lugar a tres
ecuaciones escalares de segundo orden,

Mx'z - E(t,l’l,ZEQ,ZE?,,Ztl,th,l.'g), i:17273a (A17)
para las funciones incognita x1, o y x3.

A continuacién, recordando el enunciado de la Tercera Ley de Newton
(Scheck, (2005), §1.1, p. 2),

“Para toda accion existe siempre una reaccion igual y opuesta; o bien,
las acciones mutuas de dos cuerpos cualesquiera son siempre iguales y
orientadas de manera opuesta a lo largo de la misma recta”,

las fuerzas Fo; y Fi5 actian en cada instante segin la direccién de la recta
que en dicho instante pasa por ambas particulas, pero en sentidos opuestos.
Es decir, estas fuerzas son en todo instante colineales con el vector r(t) =
rq(t) — ra(t), por lo que —en definitiva— se concluye que F (¢, r, i) es colineal
con r(t):

1
F(t,r,¥) = f(t,r,*)f, donde f = —r (A.18)

r
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es el vector unitario en la direccion del vector de la posicién relativa de una
de las masas respecto de la otra, es decir, el vector unitario en la “direccién
radial”; por lo tanto la fuerza que actia sobre la particula de masa p pasa
siempre por un punto fijo (que en este caso, debido a la eleccién del sistema
de referencia ms xq1 x5 w3, coincide con el origen de coordenadas, origen del
vector r). Esto significa que la funcién vectorial F dada en (A.18), y que
en general puede depender de la posicion de la particula, de su velocidad y
del tiempo, es una fuerza central * (Thiry 1970, Capitulo 11, §1, p. 45; Heil y
Kitzka 1984, Capitulo 1, §1.3, §5§61.3.2.4, p. 35; Schneider 1992, Capitulo 2,
§2.3, §§2.3.3, Ec. (2.35), p. 24). Se dice que esta fuerza central es atractiva
cuando f(t, r, ) <0,y repulsivacuando f (¢, r, ) > 0 (Schneider 1992,
Capitulo 2, §2,3, §§2.3.4, pp. 27-28). La intensidad o magnitud de esa fuerza
viene caracterizada por la norma del vector F , que en este caso general es

WE (e, 2) ][ = [f(t, 0, 0)]. (A.19)

De este modo, el problema de resolver el sistema acoplado de
ecuaciones diferenciales del movimiento (A.1) para el sistema de
dos cuerpos bajo fuerzas internas se reduce a dos problemas des-
acoplados, equivalente cada uno de ellos a un problema de un solo
cuerpo, a saber:

= PROBLEMA DEL MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASAS: movimiento
(respecto de la referencia inercial Owzyz2x3) de una particula de ma-
sa. M = m; + my (MASA TOTAL DEL SISTEMA) cuya posicién en
cada instante queda localizada por medio del vector r.(t), velocidad
instantdnea r.(t) y aceleracién ¥.(f). Su movimiento es solucién de
la ecuacién lineal y homogénea M1, = 0 para la funciéon incognita

4No hemos encontrado en la literatura acuerdo undnime en cuanto al uso de la termi-
nologia. La mayoria de los autores se limita a considerar para la definicion de “FUERZA
CENTRAL” el caso particular de fuerzas centrales conservativas, en las que la dependencia
funcional del campo vectorial se reduce a F(—,r, —) = f(—,||r||, = )% = f(r)ET.

Schneider (1992), Capitulo 2, §2.3, §§2.3.3, p. 27, Ec. (2.62), utiliza para esta situacién
de fuerzas centrales conservativas la denominacién de fuerzas centrales en el sentido mds
restringido del término (Zentralkrdfte im engeren Sinne).

Heil y Kitzka (1984), p. 35, Ec. (1.58), denominan leyes de fuerzas centrales (Zentral-
kraftgesetze) a la clase de leyes de fuerzas que responden a la expresién general (A.18), y
reservan el nombre de campos de fuerzas centrales (Zentralkraftfelder, Ec. (1.65), p. 37)
para los de la forma F(—,r, —) = f(—,r, —)f = f(r)#, que en general son no
conservativos.

Véase mas adelante el tratamiento més detallado del caso conservativo.
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r.(t), por lo que —dependiendo de las condiciones iniciales— el centro de
masas se desplaza en el espacio a lo largo de una recta y con velocidad
constante (MOVIMIENTO RECTILINEO Y UNIFORME) 0 permanece en
REPOSO. Se trata del movimiento libre (en ausencia de fuerzas
externas) de un solo cuerpo en el espacio.

PROBLEMA DEL MOVIMIENTO RELATIVO: movimiento de una particula
de masa p (MASA REDUCIDA DEL SISTEMA) cuya posicién (contempla-
da desde la masa my ) viene caracterizada en cada instante por medio
del vector r(t), que marcaba la posicién relativa de mq vista desde
ms ; su velocidad instantdnea es r(t), y su aceleracién es 1(¢) . El mo-
vimiento relativo se obtiene como soluciéon de la ecuacion diferencial
utr = F(t,r, ) = f(t,r,r)f para la funcién incégnita r(t), si-
tuacién que aparece como un caso particular de movimiento de una
masa puntual en el seno de un campo de fuerzas central. En el
caso concreto en el que las masas puntuales m; y msy originales estan
unicamente sometidas a la fuerza de su mutua atraccion gravitatoria
(regida por la Ley de Gravitaciéon Universal de Newton), se verd que
LAS ORBITAS SOLUCION DEL PROBLEMA DE KEPLER SON CONICAS,
CON mo EN UNO DE SUS FOCOS, parametrizadas por medio de varia-
bles auxiliares (anomalias) de tipo angular; la posicién de la particula
mévil de masa p a lo largo de la drbita (conica con foco en my ) se
determina a través de la correspondiente ley horaria del movimiento,
que recoge la relacién entre un parametro de tipo angular (del tipo de
una anomalia excéntrica) y el tiempo t: ecuacion de Kepler en el caso
de orbitas elipticas o hiperbdlicas, o ecuacion de Barker en las orbitas
parabdlicas.

A.2. Problema del movimiento relativo. Mo-

vimiento en un campo central.

Se acaba de ver que el problema del movimiento del centro de masas ha

quedado completamente resuelto, y ahora se abordara el estudio detallado del
problema del movimiento relativo, que se ha llevado a la forma del problema
del movimiento de una masa puntual ficticia, de masa p, en el seno de un
campo de fuerzas central:

put = F(t,r,r) = f(t,r,i)F. (A.20)
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Esta ecuacion vectorial es equivalente al sistema de tres ecuaciones diferen-
ciales escalares

HT; = E(t7$1,x2,$3,x1,$2,l‘3):

- f(t7‘r1’x27x37i‘17j7275&3)ﬁ7 Z:172,3 (A21)
r

Para realizar dicho estudio se considera a continuacion el sistema de refe-
rencia con origen coincidente con el centro de fuerzas (en este caso, el punto
ocupado por la particula ms , origen del vector r = r; —ry ), y ejes paralelos
a los del sistema Oxyxox3 de partida. Se entiende, pues, que se trata de un
sistema de coordenadas con origen en msy, cuya posicién sirve de apoyo a
una base de R?, ortonormal y positivamente orientada, (e, ey, e3).

Se introduce el vector momento angular G de p (respecto de dicho origen)
como el momento (respecto del origen elegido®) de su momento lineal p =
pr, es decir,

G = G(t,r,f)=rxp=rxutr=p(rxrt). (A22)

La variacién temporal de este vector viene descrita por la derivada

dG

dt
donde se ha supuesto masa constante y se ha utilizado la Segunda Ley de
Newton en la forma dada en la segunda ecuacion de (A.16), o en (A.20).
Esto indica que la causa que gobierna el cambio del momento angular de p
a lo largo del tiempo es el momento de la fuerza (externa, debida al campo
central) que actia sobre dicha particula.

= IXpt+rxp=rxp=rxuf =rxF, (A23)

Pero en el caso de fuerzas centrales, ecuacién (A.18) o (A.20), como los
vectores r y F son colineales, dicho momento es nulo, por lo que el vector
momento angular permanece constante a lo largo del movimiento:
dG
— = rx{f(t.r,i)f} =0 = G() = cte,  (A.24)

Dicho vector constante puede determinarse a partir de las condiciones inicia-

les (A.6):
G(t) = G(ty) = M<r<o> % fw)) = u(x© x vO) = GO (A25)

5En lo sucesivo se omitird, en general, la mencién explicita al origen de momentos, si
dicha omisién no causa confusién o ambigiiedad.
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o bien, en componentes respecto de la base (e;, ey, e3),

Go(t) = Gulty) = GV, =1,2,3, (A.26)

Esto significa que el vector momento angular es una integral primera
(vectorial) de la ecuacién diferencial que en (A.16), o en (A.20), rige el mo-
vimiento relativo. Gracias a las tres integrales primeras escalares aportadas
por las tres componentes de G, el problema puede reducirse ahora de orden
6 a orden 3.

Otra consecuencia importante de esta conservacion del momento angu-
lar es que el movimiento transcurre siempre en un mismo plano. Notese
que los vectores posicién r(t) y velocidad t(¢), si no son colineales, ge-
neran en cada instante un plano (que pasa por el origen de coordenadas)
II(t) =< r(t), ©(t) >, lamado plano instantdneo del movimiento, o plano
orbital instantdneo. Por su propia definicion, G(t) es ortogonal a r(t) y
a 1(t), y por lo tanto es ortogonal a todo vector del plano subtendido por
dichos vectores, que es precisamente I1(¢). En consecuencia, G(t) es un vec-
tor normal al plano II(¢). Pero si G(t) = cte., esto significa que el plano
ortogonal a G(t) que pasa por el origen es el mismo en todo instante, los
vectores posicion y velocidad estan siempre contenidos en el mismo plano, y
el plano del movimiento es un plano fijo.

La ecuacién implicita de este plano fijo se deduce del hecho de que se
trata del plano de todos los vectores ortogonales al vector constante G,
cuyas componentes en el sistema de coordenadas msyxix9x3 se han denotado
(véase (A.26) mas arriba) como (Ggo),Ggo),Ggo)) Sir = x1€ + x3€y +

rzes = (x1,x2,23) ha de ser un vector que yace en el plano del movimiento,
debera cumplir la condicion de ortogonalidad

Gr =0 < Il = Ggo)x1+G§0)I2+G§O)I3:O. (A.27)

Por lo tanto, el estudio del movimiento relativo puede reducirse a su
estudio en el seno del plano orbital. Esta ecuacién de II permite despejar
una de las variables x, en funcion de las otras dos, quedando asi eliminada
esa variable durante el resto del tratamiento del problema.

En lugar de proceder de esta manera, parece preferible pasar a considerar
el estudio del movimiento relativo por medio de unas variables conveniente-
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mente elegidas dentro del propio plano orbital, obviando por el momento su
referencia a coordenadas ajenas al plano.

Con este proposito se elige en el plano fijo del movimiento un sistema
rectangular cartesiano moxy, con ejes orientados segun las direcciones de
unos vectores unitarios y ortogonales i, j sobre cuyas direcciones y sentidos
no se impone por ahora ninguna condicién, salvo la de que formen un sistema
dextrogiro.

Referidos a esta base, los vectores contenidos en este plano (como, por
ejemplo, los vectores posicién, velocidad, aceleracion, momento lineal, fuerza,
etc.) se pueden representar como

p = pwi+pyj = (pzapy>7 F = Fx1+FyJ = (F:mFy)a etc. (A28)

Por otra parte, el sistema de vectores (i, j) se puede completar hasta
una base de R?, adjuntando cualquier vector de R? que no pertenezca al
plano II (y que, por lo tanto, serd linealmente independiente con i y con
j). Si se desea que la base asi obtenida sea una base ortonormal directa de
R?, como i y j ya eran ortonormales y formaban un sistema dextrégiro,
bastard con adjuntarles un tercer vector unitario que sea ortogonal al plano
del movimiento y que, junto con i y con j, complete un triedro positivamente
orientado. Pero ya se sabe que el vector momento angular G es perpendicular
a II, por lo que normalizandolo quedara definiendo un tercer vector unitario

1 1
— G talque ixj =k, (A.29)

k = — G =
|G| G

de manera que (i, j, k) constituye ahora una base ortonormal directa del
espacio ordinario, respecto de la cual los vectores del plano II tiene nula su
tercera componente,

r = zi+yj+ 0k = (2,y9,0), ¥ = zi+yj+ 0k = (2,9,0),
F = Fi+ F,j+0k=(F,F,.0), etc (A.30)

mientras que los vectores D que no pertenecen a II obedecen en general a
expresiones del tipo

D = D,i+ D,j+ D.k = (D,,D,,D.). (A.31)
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En particular, para el vector momento angular se tiene ahora

G=(0,0,G,), con G, =pu(zxy —yx), y ||G||=G=]G.].
(A.32)

Por tratarse de un vector constante, sus tres componentes escalares deberan
ser constantes. Las dos primeras, G, =0, G, = 0, evidentemente lo son, y
el valor numérico de esas contantes es —precisamente— cero; para la tercera se
tiene G, = pu (xy — yi) = cte., cuyo valor estd relacionado con el valor
de la norma de G ; pero dicho valor ya es conocido a partir de las condiciones
iniciales, que permiten evaluar G(t) = ||G(t)|| = ||G(to)|| = |GV = G =
cte.

Formulado el problema del movimiento relativo, ecuaciones (A.16), (A.20)
o (A.21), en las coordenadas cartesianas xy tomadas en el plano orbital, la
ecuaciones de movimiento toman la forma

:uf)? — F$<t7x7y7:t7y)7 My = Fy(t,x,y,i,y), (A33)

que constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
para las funciones incognita = e y. A primera vista podria pensarse que se
trata de un sistema diferencial de orden 4; pero entre las cuatro variables
(z,y,&,y) se verifica la relaciéon xy — yi = constante, que era conse-
cuencia de la conservacién del momento angular orbital G y de (A.32). Esto
permite eliminar alguna de estas cuatro variables en funcién de las otras tres,
y rebajar el orden diferencial del problema en una unidad. En conclusion, en
esta version del problema se recupera de nuevo el resultado, ya conocido y an-
teriormente mencionado, de que la integral (vectorial) del momento angular
permite llevar —al menos formalmente- el problema del movimiento relativo
a un problema diferencial de orden 3.

Para intentar alcanzar un mejor conocimiento de este problema, man-
teniendo todavia el grado de generalidad con el que se ha procedido hasta
ahora, conviene reformularlo en coordenadas polares planas tomadas en el
plano del movimiento. Con el mismo origen en msy que las coordenadas car-
tesianas (z,y), se introduce un sistema de coordenadas polares (r,¢) en el
plano orbital, a través de las ecuaciones del cambio de variables dependientes

xT = Trcosp, Yy = rseny, (A.34)
cuya transformacion inversa viene dada por las expresiones

r = +v22+y?>, ¢ = arctan(y/z) . (A.35)
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Estas coordenadas tienen asociadas en cada punto del plano las direcciones
radial, segun el vector unitario e, = ¥ = r/r,y tranversal, segin la direc-
cion del vector unitario e, obtenido al hacer rotar al vector e, un dngulo de
7/2 radianes en sentido positivo (es decir, en sentido antihorario, o contrario
al del movimiento de las agujas de un reloj). Por lo tanto, a cada punto del
plano se puede asociar una base mévil ortonormal y directa formada por los
vectores e, y e, , que puede completarse hasta una base ortonormal directa
del espacio ordinario R?® por medio del vector k = G/G anteriormente
considerado en (A.29).

En coordenadas polares, algunas de las variables cinematicas y dindmicas,
ecuaciones (A.28) y (A.30), utilizadas hasta ahora, adoptan la forma

r = re., I = re +rpe,, I = (F—r¢’)e,+(271p+rd)e,,
F = F(t,r, i) = f(t,r,I)e,. (A.36)

Para vectores D, ecuacién (A.31), que no estén contenidos en el plano II
del movimiento, su expresién en la base (e, , e, , k) serd

D = D,e, + D,e, + D.k. (A.37)

En particular, para el vector momento angular, ecuacién (A.32), se tiene
ahora

A partir de las ecuaciones (A.16), (A.20) o (A.21), se habian obtenido las
ecuaciones de Newton (A.33) para el problema del movimiento relativo, que
—en coordenadas polares planas— seran ahora

2 (.I:)Tadial - Fradial = U (T —-T @2) = f (t , I, I') =
- fpolares(taraﬁpvfagb)y (A39)
H (i:>transversal = Ft?“ansversal = U (2 T SD +7r (,0) =0 s (A40)

que en apariencia forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden para las funciones incégnita (r,¢), v el problema es de orden
cuatro. Pero multiplicando ambos miembros de la dltima ecuacién por r, se
tiene

pripHiTE) =0 = L (artp) = 0 = i = ce.
(A.41)
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relacion que representa una integral primera del sistema diferencial anterior
(inmediatamente reconocible, a la vista de (A.38), como la tercera componen-
te, G, del vector momento angular, o como la norma, G, de dicho vector),
por lo que en realidad se ha llevado el problema a orden tres. De manera que
ahora el sistema (A.39)—(A.40) puede reescribirse en la forma

:u (T_TQO2) :f(tar)i.) = fpolares(t7ra @77;7927)7 MTQ(JZD = G = Cte”
(A.42)

claramente de orden tres. Esta tltima ecuacion, que en coordenadas polares
planas representa la conservacion del momento angular, permite despejar ¢
en funcion de r,

p=pr) = C (A.43)

pr?’
gracias a lo cual la variable ¢ puede eliminarse de la formulacién del pro-
blema, con lo que se obtiene el sistema diferencial

. G? ~ . : G
,u(T_W>:fpolares(taraspar7_)7 Y = W’ con G = cte.
(A.44)

Ademas, las ecuaciones (A.41) o (A.43) permiten considerar la transfor-
macion diferencial de la variable independiente ¢ — ¢ dada por la relacion
diferencial

2

dt = —dy, A .45

o dv (A.45)

cambio de variable independiente que reemplaza el tiempo fisico ¢t por el

angulo polar ¢ a través de lo que se conoce como una transformacion gene-
ralizada de tipo Sundman.

Otra consecuencia importante de la conservaciéon del momento angular
en el caso del movimiento en campos de fuerzas centrales es la ley de la
dreas, generalizacién del resultado originalmente establecido por Kepler para
en movimiento de los planetas en el seno del Sistema Solar bajo la forma
de la Sequnda Ley de Kepler, pero cuya validez queda ahora justificada para
cualquier fuerza central (no necesariamente conservativa ni descrita por la
Ley de atraccién gravitatoria de Newton).
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A la vista de la definicién (A.22) del vector momento angular y de los
resultados de las ecuaciones (A.24), (A.32), (A.38), (A.41) se concluye que
la cantidad

lexi|] = |eg—iy| = "¢ = G/u (A.46)

es constante. Pero precisamente esta cantidad esta relacionada con la veloci-
dad areolar instantdnea del movimiento,

asey 1, .
T = §HI'XI'||7 (A47)

que mide el area barrida por el vector de posiciéon en la unidad de tiempo
(Abad 2012, Capitulo 6, §6.2, p. 99, y §6.4, p. 103; Boccaletti y Pucacco 1996,
Capitulo 2, §2.1, p. 129; Cid y Camarena 1979, Capitulo II, §6, pp. 47-48;
Goldstein 1980, Capitulo 3, §3.2, p. 73 y Capitulo 3, §3.8, p. 100; Arnold,
Kozlov y Neishtadt 1997, Capitulo 2, §2.1, pp. 49-50; Bond y Allman 1996,
Capitulo 3, §3.2, pp. 34-36; Heil y Kitzka 1984, Capitulo 1, §1.3, §§61.3.2.4,
p. 36; Schneider 1992, Capitulo 2, §§2.3.2, p. 23), con lo que queda estable-
cido que “el radio vector barre areas iguales en tiempos iguales”, “las areas
barridas por el vector de posicién son proporcionales a los tiempos empleados
para hacerlo”, o cualquier enunciado equivalente:

%Et) - %||r><i'||:%:cte. (A.48)

Por este motivo, en muchas ocasiones se habla de la integral primera del
momomento angular como de la integral de las areas o la constante de las
areas.

En el caso particular del problema gravitatorio de dos cuerpos, en el que
la interaccién entre las particulas viene descrita por la Ley de Gravitacién
Universal de Newton, al considerar las soluciones de dicho problema que sean
elipses, la integracién de esta ultima ecuacién a lo largo de una revolucién
completa de la particula en torno al centro atractor permite deducir la Tercera
Ley de Kepler.
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A.3. Caso de campos centrales conservativos.
Método de Binet.

El caso de fuerza central que con mayor frecuencia aparece tratado en
los libros de Mecanica, el de fuerzas centrales conservativas, es aquél en el
que la dependencia funcional del campo vectorial se reduce a una forma
particularmente sencilla:

F(—.r,—)=f(=lll, )2 =f(r)f = f(r)e. (A49)

Se demuestra (Scheck, 2005, Capitulo 1, §1.7, p. 13, y §1.15, Ejemplo (i), p.
31; Heil y Kitzka (1984), Capitulo 1, §1.3, §§§1.3.2.4, p. 37) que entonces

VxF = Vx(f(r)f) =0, (A.50)

con lo que, en efecto, el campo vectorial F es conservativo®, y (de acuerdo
con los resultados del Anédlisis Vectorial) existe un campo escalar V' de la
variable escalar r tal que”

oVl ov(r) .

El potencial V es, salvo una constante aditiva,

F(r) = —VV(r) =

Vi(r) = — /f(r) dr . (A.52)

Equivalentemente,

fr) = — . (A.53)

En virtud de la ecuacién (A.49), estos campos centrales presentan “si-
metria central” (también se usan como sinénimos las expresiones “simetria
radial”, “simetria esférica” o “simetria bajo rotaciones”): a efectos de deter-
minar la intensidad de la fuerza que actua sobre un punto a una distancia

6Goldstein (1980), Capitulo 1, §1.1, pp. 3-5; Heil y Kitzka (1984), Capitulo 1, §1.3,
§861.3.2.3, pp. 33-35; Scheck (2005), Capitulo 1, §1.15, pp. 29-30.

“En Mecénica se dice que la fuerza es “el ‘menos’ gradiente de un potencial”, o “el
opuesto del gradiente de un potencial”, por conveniencia en el uso de las notaciones al
establecer el Teorema de Conservacién de la Energia. En Andlisis Vectorial se dice que
un campo vectorial es conservativo si existe una campo escalar ® cuyo gradiente permite
reconstruir el campo vectorial: F = V®.
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dada del centro de fuerzas, todas las direcciones del espacio son equivalentes.
En este sentido se dice que estos campos son isétropos (no hay en el espacio
ninguna direccién privilegiada), y todos los puntos del espacio que equidis-
tan del centro de fuerzas (y, por lo tanto, estén situados sobre una superficie
esférica de radio dado y con centro en el centro de fuerzas) estan sometidos
a una fuerza de la misma intensidad (sélo difiere la direccién a lo largo de la
cual actia dicha fuerza en cada punto).

Recordando cémo se ha llegado a un problema de fuerzas centrales a
partir del estudio del movimiento de dos particulas libres (no sometidas a
ninguna fuerza externa, ajena al propio sistema de las dos particulas) en
interaccion (sélo sometidas a sus influencias mutuas a través de fuerzas de
accién y reaccién), se estd suponiendo ahora que la intensidad de dicha in-
teraccion no depende mas que de la distancia r entre las masas puntuales
en cada instante; es decir, “sélo depende de la configuracién del sistema de
las dos particulas, y no de la posicién del mismo en el espacio” (Thiry 1970,
Capitulo II, §14, p. 65.).

En esta situacion, veremos que el problema puede tratarse por medio del
método de Binet (Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 2, §2.1, pp. 134-136;
D’Eliseo 2007, §I1, p. 353; Goldstein 1980, Capitulo 3, §3.5, pp. 8586, y §3.7,
p. 94; Cid y Camarena 1979, Capitulo V, §7, pp. 124-126, y §8, pp. 126-128;
Schneider 1992, Capitulo 2, §§2.3.3, pp. 26—27; Thiry 1970, Capitulo II, §1,
pp. 44-46, y §7, pp. 52-53; Arnold, Kozlov y Neishtadt 1997, Capitulo 2,
§2.1, pp. 50-52, aunque estos autores atribuyen la técnica a Clairaut).

Antes de proceder a aplicar dicho método, conviene hacer algunas con-
sideraciones y célculos preliminares. Las ecuaciones de movimiento (A.42)
quedan como

p(i—re®) = f(r), wrire =G = cte, (A.54)

ecuaciones que pueden desacoplarse utilizando (A.43) para eliminar ¢ en la
primera de ellas y convertirla en una ecuacién diferencial de segundo orden
para la variable radial r como funcién incognita de la variable independiente
t:

RN A
w(F= o5 ) =) = = F) s = he(), (A5
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donde f.r esla “fuerza efectiva”, resultado de superponer a la fuerza “real”
f una fuerza “ficticia” (de naturaleza no inercial y de magnitud G?/ur?)
introducida por el uso de un sistema rotante de coordenadas asociado a la
base mévil formada por los vectores e, y e, .

Esta ultima ecuacién (A.55) puede ahora interpretarse como la ecuacién
del movimiento unidimensional de una particula de masa pu, a lo largo de
una recta en la cual la posiciéon de p en cada instante (su distancia al ori-
gen) queda caracterizada por la coordenada r, bajo la accién de una fuerza
externa fer (7).

La resolucién de este “problema unidimensional equivalente” para la va-
riable radial r, si fuese posible, permitiria obtener la soluciéon general de
(A.55) como una familia biparamétrica de funciones de ¢ dependiente de dos
constantes arbitrarias de integracion,

T = T(t;cl,CQ) s (A56)

por lo que el problema del movimiento relativo habria quedado reducido a un
problema diferencial de orden uno que, en realidad, se resolveria formalmente
por cuadratura a partir de (A.43):

do G
dt pr(t;Cr, Co))?

En conclusion, si fuese posible completar con éxito este procedimiento, el
problema del movimiento de la particula de masa p en el seno del campo
central conservativo considerado habria quedado resuelto, pues se dispondria
en coordenadas polares planas de una representacion paramétrica de las so-
luciones dada por las expresiones (A.56) y (A.57), con t como pardmetro de
la representacién. Invirtiendo los sucesivos cambios de variables dependientes
que se han ido efectuando anteriormente, se obtendria la solucién del pro-
blema del movimiento relativo en los diferentes sistemas de coordenadas (en
el plano II del movimiento y en el espacio tridimensional) utilizados hasta
ahora.

La ecuacién (A.55) serd, en general, no lineal y presenta, ademds, una
singularidad para r = 0 (salvo que, en algunos casos particulares, el término
en 773 se vea compensado por un término andlogo en la funcién f(r), sin
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que esa funcién sea a su vez fuente de otras posibles singularidades).

El método de Binet consiste en transformar esta ecuacién diferencial
(A.55) por medio de un cambio de variable dependiente r — w y un
cambio de variable independiente ¢t — ¢ . La nueva funcién incégnita u
suele elegirse como el reciproco de la distancia 7 ; y es habitual utilizar como
nueva variable independiente ¢ el propio dngulo polar ¢ (u otro que sélo
difiera de éste a través de una constante aditiva), aprovechando para ello las
expresiones (A.41) o (A.43):

1 dd dy G d G ,d
r—Uu: T—E, t— @ 7 @E = W% = ,uu %’
(A.58)

con lo que para los operadores diferenciales de segundo orden se tendra la
relacion

d? 26 , ,d G ,d?

— = dond !
e 2 u i e =R onde ()

|
S
|
+
|
S
|

d
—, (A.

es decir, se ha usado la “notacion de primas” para las “derivadas respecto de
la nueva variable independiente”.

Aplicando estos operadores a la funcién 7, y teniendo en cuenta el cambio
de funcién incégnita r = 1/u,

7::__“7 f:_—uu’ (A60)
)

y la ecuacién (A.55) se transforma en

v = s {E ()} e

que es una ecuacién diferencial de segundo orden para la funcién incégnita u
de la variable independiente . Se suele decir que es la ecuacion diferencial
de la orbita. También se llama ecuacion de Binet.

El primer miembro de esta ecuacion tiene la forma correspondiente a una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden y coeficientes constantes que
describe oscilaciones armonicas con frecuencia unidad.
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A la vista de la expresién del segundo miembro de (A.61), ciertas elec-
ciones de la funcién f(r) = f(1/u) permiten ahora obtener, efectivamente,
la ecuacién de un oscilador. Para detectar los posibles casos favorables, se
considera

f(r)y=— :f(%) =B, u" = V' +u=—

,,»—n

p By

7 u"?, (A.62)

donde B, es una constante. Esta ecuacién diferencial sera lineal y de coefi-
cientes constantes si el exponente de u en el segundo miembro es n —2 =0
on—2=1;esdecir, n=2 o n=3. De manera que se tiene

B
n=2=u 4+ u = _“G;, (A.63)
B B
n:3:>u”—|—u:—/lG23u = u" + <1—|—'MG23)u:O. (A.64)

En el primer caso la variable u ejecuta oscilaciones forzadas con frecuencia
unidad, siendo el forzamiento constante el representado por el término no
homogéneo de la ecuacion. El segundo caso es el de una ecuacion homogénea,
p Bs

G?

pero la frecuencia ya no es la unidad, sino 4/ 1 +

Noétese ahora que una combinacién de ambos casos también da lugar a
una ecuacion lineal con coeficientes constantes; pero entonces la ecuacion es
no homogénea (por efecto del exponente n = 2), y se modifica la frecuencia
unidad (debido al término con n = 3):

B B 1
flr) = —T_Zz + _r—?;’ = f(;) = Byu® 4+ Bsu® —
B B
— u”+(1+MG23)u——'uG22. (A.65)

Dentro de este esquema de combinacién de los casos con n =2 y n =3
encajan algunos modelos notables de campos centrales conservativos estu-
diados con detalle en la literatura: lo que Deprit denomina sistemas cuasi—
keplerianos (Deprit 1981, §4, pp. 124-128; Baxter 1980; Caballero y Elipe,
2001), o el problema de Manev (Bertrand 1921; Maneff 1930; Mioc y Stoica
1995, I y II). El modelo de Manev de fuerza gravitatoria (o de su potencial)
constituye una modificacion post—newtoniana no relativista de la Ley de Gra-
vitaciéon de Newton que se ha usado con éxito para explicar con gran precision
el movimiento secular del pericentro de las 6rbitas de algunos cuerpos celes-
tes, al menos en el seno del Sistema Solar (por ejemplo, el avance del perihelio
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de los planetas interiores, o el movimiento del perigeo de la Luna). En reali-
dad ya Clairaut propuso para la Ley de atracciéon de Newton correcciones
de este tipo para justificar las desviaciones observadas en el aparentemente
andémalo movimiento secular del perigeo de la Luna, e incluso el propio New-
ton (Principia, Libro I, Seccién IX, Proposiciéon XLIV) abordé esta cuestién
en su teorema sobre Orbitas en precesion (véase, por ejemplo, D’Eliseo 2007,
8IIT; Goldstein 1980, Capitulo 3, p. 123, Ejercicio 14, y Capitulo 11, §11.3,
Ejemplo B, final de la pagina 510; Scheck 2005, Apéndice del Capitulo 1,
Ejemplo Practico 3, pp. 82-83, y Ejercicios del Capitulo 1, Ejercicio 1.15, p.
441, con resolucién en las paginas 471-472).

En resumidas cuentas, el método de Binet ha permitido identificar casos
de fuerzas centrales conservativas para las cuales el problema del movimiento
puede tratarse por medio de la teoria de las ecuaciones lineales de coeficien-
tes constantes (homogéneas o no) para la funcién incégnita v = 1/r de la
variable independiente ¢ .

Estas conclusiones son consistentes con los resultados (véanse capitulos
anteriores en esta Tesis) obtenidos empleando conjuntos candnicos de varia-
bles focales, y ya anticipados por algunos trabajos acerca de la la linealizacién
exacta de ciertos sistemas keplerianos perturbados (Ferrandiz y Fernandez—
Ferreirés 1991; Aparicio y Floria 1996, 1997, 1998, 2000).

Si para exponentes naturales n > 4 y B, de pequena magnitud (en com-
paracion con el término dominante correspondiente a n = 2) se considerasen
modelos de campos de fuerza central conservativa de la forma

B B, 1
fr) = T22+T - f(—)ngu2~|—Bnu” =
r r—" U
B B,
— W tu=-E2_H 2 (A.66)

eZI e
podria interpretarse esta tultima ecuacién como la de un oscilador sometido a
pequenos efectos no lineales del orden de B, u™ 2 . Un tratamiento alterna-
tivo, en el marco de una teoria candnica de perturbaciones, puede encontrase
en Goldstein (1980), Capitulo 11, §11.3, Ejemplos B, pp. 509-512, y C, pp.
512-515 (este tltimo, con n = 4, inspirado en el Problema Fundamental de

la Teoria de Satélites Artificiales de la Tierra, una version del cual aparece en
este mismo libro de Goldstein, Capitulo 5, §5.8, pp. 225-229 y pp. 231-232).
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Cabe destacar que el modelo
B B 1
f(r) = TZQ‘FT%L — f<—) :Bgu2+B4u4 >
r r u
B B
— W pu= P2 BT (A.67)

G? G?

también engloba el del problema del movimiento orbital perturbado de un
satélite artificial en el plano ecuatorial de la Tierra, cuando la tinica perturba-
cién que actia sobre él es la debida al segundo armonico zonal del desarrollo
del geopotencial en serie de arménicos esféricos (polinomios de Legendre).
Véase, a este respecto, Jezewski (1983), p. 365, Ecuacién (3), quien (a par-
tir de una integral primera® de dicha ecuacién (3) ~la integral de la energia
en formulacién (u,)— y procediendo por separacion de variables) resuelve
este problema ecuatorial del J, obteniendo —para el caso de érbitas ligadas—
una solucién analitica por medio de funciones e integrales elipticas. Este mis-
mo modelo de ley de fuerzas se usa también para el estudio del movimiento
del pericentro de érbitas elipticas en Relatividad General (Goldstein 1980,
Capitulo 11, §11.3, Ejemplo B, pp. 511-512; D’Eliseo 2007, §IV).

Una clasificacion de casos de campos centrales basados en leyes de fuerzas
proporcionales a potencias enteras de la distancia r y que pueden resolverse
por medio de funciones circulares o elipticas puede consultarse, por ejemplo,
en Thiry (1970), Capitulo II, §5, pp. 50-51; o en Goldstein (1980), Capitu-
lo 3, §3.5, pp. 88-90; en el Ejercicio 7, p. 122, de ese mismo Capitulo 3 se
presentan exponentes racionales para los cuales las correspondientes leyes de
fuerzas permiten la resoluciéon del problema del movimiento en un campo
central por medio de integrales elipticas.

Este método de Binet, aplicado con otros cambios de escala en la trans-
formacién de la variable independiente, conduce a resultados parecidos, pero
cambian los coeficientes de la ecuacién transformada. Los coeficientes pasan
a depender de la constante de la norma del momento angular y/o de parame-
tros del problema (por ejemplo, la masa reducida). En efecto, si se efectuase
una transformacién diferencial de la variable independiente ¢ — 7 de la
forma

dr 1
dt = kord i Al
20T U T g (A.68)

8Cf. nuestra ecuacién (A.76) mds adelante.

158



Transformaciones a Variables Focales

donde ks puede ser una constante numérica o una funcion de constantes del
movimiento (integrales primeras) y/o de pardmetros del sistema, y —como
anteriormente— se cambiase r por 1/u, los resultados serian

1 1
Fo= ——u', = - —utu”, (A.69)
ko

donde ahora la “notacién de primas” se refiere a “derivadas respecto de 7
y la ecuacién (A.55) se convertiria en

oo BG _’f_g{if<l)}, (A.70)

p? It

7
Y

En esta ocasion el primer miembro de la ecuacion recuerda al de la ecua-
cién de un oscilador cuya frecuencia estd relacionada con la cantidad
k3 G?
2 _ 2 2
w® = wi(ky, G, p) = iz (A.71)

La ecuacién de Binet (A.61) admite una integral primera, cuya deduccién
se presentard a continuacién. Como paso preliminar, notese que la ecuacién
(A.53), sometida al cambio de variable dependiente r — u dado en (A.58),
se convierte en

f(1> _ W] (E)ZM, (A.72)

U du u2 U du

por lo que ahora la ecuacién de Binet puede reformularse en funcién del
potencial V' (cf. Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 2, §2.1, Ecuacién (2.24)
de la pagina 135; Goldstein 1980, Capitulo 3, §3.5, Ecuacién (3-34b) de la

pagina 86):
" pofdV(1/u)

Para obtener una integral primera de (A.61) puede procederse del siguien-
te modo: multiplicando ambos miembros de (A.61) por el factor 2u’,

st~ L))
% () + @?) = Z—@f(i) %

(u? + u? = QG—’“; /f(i) d(%) + cte.  (A.74)
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Pero al transformar (A.52) de acuerdo con el cambio de funcién incégnita de
(A.58) resulta que

v = - [/ das (A75)
por lo que finalmente se llega a

2 p

(u')? + u? el

V(1/u) + cte., (A.76)
que puede interpretarse (Thiry 1970, Capitulo 11, §2, p. 47) como la “integral
de la energia” del problema dado por (A.61), con ¢ como variable inde-
pendiente. De este modo, gracias a esta integral primera, el problema del
movimiento relativo habria quedado reducido a una ecuacién diferencial de
primer orden. A continuacién se podria intentar resolver finalmente el pro-
blema por separacién de variables y cédlculo de primitivas a partir de (A.76),
lo cual no necesariamente significa que esas cuadraturas puedan efectuarse
por medio de funciones elementales. Tal es, precisamente, la opcién de Je-
zewski (1983), p. 365, en su resolucién (por medio de integrales elipticas) del
caso ecuatorial del Problema Fundamental de la teoria del movimiento de un
satélite artificial de la Tierra.

Tanto la ecuacién de Binet, sea en su forma (A.61) o (A.73), como su
integral primera (A.76), pueden utilizarse en un doble sentido, para tratar
dos tipos de problemas (Cid y Camarena 1979, Capitulo V, §7, pp. 124-126):

» Conocido el modelo de fuerza central conservativa (sea a través de
f(r) = f(1/u) o gracias a su potencial V (r) = V (1/u)), determi-
nar las érbitas solucién r (p) = 1/u(p) del problema del movimiento
considerado, resolviendo (integrando) la ecuacién diferencial en cues-
tion.

» Dada una curva r = r(¢) = 1/u(g) en cordenadas polares, introdu-
ciendo la funcién u (¢) y sus derivadas respecto de ¢ en la ecuacién
deseada y despejando la funcién f o la funcién V', obtener los posibles
campos centrales que admiten a dicha curva como solucion.

Recordemos, finalmente, que —para un movimiento sometido a la ley de
las areas— las que en general se conocen como formulas de Binet expresan las
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componentes radial y transversal (es decir, en el sistema de ejes méviles con
vectores direccionales e, y e, ) de los vectores velocidad y aceleracién en
funcién de w = 1/r y de sus derivadas respecto del angulo polar ¢ (Thiry
1970, Capitulo II, §1, p. 45). Con las notaciones que se han venido usando
hasta ahora, seran

. . G G
PRIMERA FORMULA DE BINET: I = — —u' e, + —ue, =
H H

- % (—u'e, + uey,), (A7)

2

SEGUNDA FORMULA DE BINET: ¥ = — — v’ (u" + u) e, .(A.78)
1
De la Primera Férmula de Binet se deduce que
. G? 2
o= |F]] = ?((u') ) (A.79)

lo que, en su caso, y con ayuda del potencial V (r) de (A.52) expresado
en la forma V (1/u), permitiria establecer la correspondiente ecuacién de la
energia (véase (A.94) mdas adelante), resultando, precisamente, la ecuacién
(A.76) anterior.

La Segunda Formula de Binet proporciona directamente la ecuacion di-
ferencial de la drbita en su forma (A.61).

A.4. Aplicaciéon al problema gravitatorio de
dos cuerpos.

Es claro ahora que, en particular, el problema gravitatorio de dos cuerpos
(particulas puntuales de masas m; y msg ) encaja en el esquema del caso

n = 2 anterior, con By = —Gmqymsy, siendo G la constante de gravitacion
universal. Denotando ahora (Scheck 2005, §§1.7.2, p. 13) A = Gmymy y
recordando que f(r) = —A/r?, la ecuacién diferencial de la érbita (A.61) o,
ya en concreto en este caso, (A.63) adopta la forma

wA

Un sistema fundamental de soluciones reales de la ecuaciéon homogénea u” +
u = 0 esta formado por las funciones cosp y sen ¢, y la solucion general es

161



APENDICE A. EL SISTEMA DE DOS CUERPOS CON FUERZAS
INTERNAS.

combinacién lineal de estas soluciones con coeficientes reales arbitrarios (las
dos constantes arbitrarias de integracién):

up (@ c1,02) = ¢ cosp + cysenep . (A.81)

Reemplazando las constantes ¢; y ¢ por unas nuevas constantes arbitrarias
Ay [ tales que

A = +4/AE+ 4, cosﬂz%, senﬁz%, (A.82)

dicha soluciéon general puede escribirse como
un (3 A, B) = Acos(o +8), (A.83)

con lo que las nuevas constantes A y [ aparecen asociadas, respectivamente,
a la amplitud y a la fase inicial de un movimiento oscilatorio regido por la
ecuaciéon homogénea u” + u = 0.

Una solucién particular de la ecuacién completa (A.80) es la solucién
constante u,(¢) = pA/G?*, y asf la solucién general de (A.80) es

A
u(p; A, B) = Acos(g0+5)+'lé;—2. (A.84)

Deshaciendo ahora el cambio de funcién incégnita, u = 1/r, se tiene

1 G?/u A
P AL ) = — - &l .
M——l—.Acos(go—l—ﬁ) 1+ AG cos (p + B)
G? A
(A.85)
A partir de esta expresion, introduciendo unas notaciones
G? AG?
esta solucién se escribe como
p
r(sp;paevﬁ) = (A87)

1+ecos(p+ )’

que puede interpretarse como la ecuacion focal de una conica en coordenadas
polares planas, con @ como pardmetro de la representacion. Geométricamen-
te, p es el semilado recto (o pardmetro) de esta cénica, y e su excentricidad
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numeérica.

De este modo se ha obtenido la ecuacion de la orbita en forma finita, y
la ecuacion (A.87) constituye el enunciado de la Primera Ley de Kepler en
su versién mas general.

Como es natural, todas las relaciones geométricas de la teoria de las coni-
cas son ahora de aplicacién para el estudio de las érbitas del problema de
Kepler.

A.5. Campos centrales conservativos. Reso-
lucién alternativa del problema de Ke-
pler.

Se expondra a continuacién un tratamiento alternativo para el problema
del movimiento de una masa puntual en el seno de un campo de fuerzas
central conservativo. En esta ocasion se procederd a plantear la resolucion
del problema por medio de la conservacion de energia mecénica (o energia
total) del sistema.

A la vista de las ecuaciones (A.49), (A.51), (A.52), (A.53), la ecuacién
del movimiento puede reescribirse como

ovVlrl) _ _oV(r) 4
=y =~ 5, b (A.88)

Multiplicando escalarmente ambos miembros por T,

pt = —VV(r) =

Pob o= —vV(r) b= - (L OV (dn dry de
p - — \ 021 0xy" O3 dt ' dt ' dt
3
B oV dx,  dV(r)
_ Gt g (A.89)
Pero como
2
dCliEll®) _dihd) o (A.90)
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llevando este resultado a la ecuacion anterior se obtiene

d (1 .., dVv(r) d (1 ..
R S — (= = A91
i (ulie) = - 45 i (ulie + vin) = o, o

por lo que la expresién entre paréntesis debera ser una constante escalar
(cuyo valor podra determinarse a partir de las condiciones iniciales (A.6)
consideradas anteriormente).

Se define la energia cinética T de la particula de masa p (una propiedad

que posee la particula por razén de su estado de movimiento) mediante la
férmula

L.
T o= Sl (A.92)
mientras que V(r) se interpretard como su energia potencial (que la particula
posee por razén de su posicion en el espacio en el seno del campo de fuerzas

en cuestion). Finalmente se define su energia mecdnica o energia total &
como la suma de ambas magnitudes:

£ = T+ V(@) = %quH? + V), (A.93)

con lo que la conclusion establecida en (A.91) se expresa ahora como
E =T+ V(r) = %u ||[t||*> + V(r) = constante,  (A.94)
que constituye una integral primera del sistema, conocida como integral de la
energia, y pemitird a continuacién reducir en una unidad (desde orden tres

hasta orden dos) el orden diferencial en el problema del movimiento relativo.

En funcion de los distintos sistemas de coordenadas utilizados hasta aho-
ra, la expresion de esa integral primera es:

1
E = FH (4% + 45 +43) + V (r (z1,22,23)) = constante, (A.95)
. 1 .92 .2 .
E = S (i +9%) + V (r (z,y)) = constante, (A.96)

& = %/L (7% +7%¢*) + V (r) = constante. (A.97)
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En cualquiera de estas ecuaciones es posible despejar una de las variables o
su derivada en términos de las restantes variables (y derivadas), con lo que se
puede eliminar dicha funcién y efectuar (al menos formalmente) la reduccién
de orden que se acaba de mencionar.

Si embargo, a la vista de la integral del momento angular,

) . dy G wr?
G = pr? = X = = a=E_yq A.98
Wt = = ar = o de, (A98)

y de la forma funcional de la integral de la energia (A.97) en coordenadas
polares planas, tras eliminar ¢ en el término
G? G?
2 .2 _ 2 _
reet = r iR (A.99)

la integral de la energia (A.97) puede reescribirse en la forma

\/{5—)

Es habitual agrupar algunos de los términos que figuran en la funcion subra-
dical de esta férmula, y definir (cf. ecuacion (A.55) mas arriba) el potencial
efectivo *

(A.100)

G2

V) = V) 4 5

(A.101)

lo cual permite presentar la ecuacion anterior bajo el siguiente aspecto:

\/% (€= V(). (A.102)

Podria pensarse que esta ecuacién se corresponde con la ecuacién de la con-
servacion de la energia de un sistema de un solo grado de libertad, a saber:
el movimiento unidimensional de una particula de masa p bajo la influencia
de una fuerza conservativa que derive del potencial efectivo V. (r):

dVig(r) _  d G* Y\ _ i
S - (V6 g ) = )+ s (a0

9También llamado pseudo-potencial, potencial aparente, potencial reducido, corregido o
modificado. Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Capitulo 2, §1, p. 50; Boccaletti y Pucacco
(1996), Capitulo 1, §1.5, p. 40;
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resultado que coincide con la expresién f.r () de la fuerza efectiva introdu-
cida en (A.55).

La ecuacién (A.100), al igual que (A.102), puede interpretarse como una
ecuacién diferencial ordinaria de primer orden para la funcién incégnita r
de la variable independiente ¢,y que junto con (A.98) constituye un sistema
diferencial de orden dos (formado por dos ecuaciones de primer orden) para
las incognitas (r,¢). Nétese ademds que (al menos formalmente) una vez
obtenida la solucién para r(t) el dngulo polar ¢(t) se obtendria a partir de
(A.98) por cuadratura.

Pero también puede procederse de otro modo, utilizando de nuevo la
integral del momento angular (A.98) para eliminar ¢ como variable indepen-
diente y reemplazarla por ¢, lo que conduce a una nueva reescritura de la
integral de la energia segin su forma (A.100):

dr dr dy G dr
N N T

dt do dt wr? dgp
es decir,
1 dr 21 1
- — = — — - = A.104
r2 de \/G2 {& -V} r2 ’ (A.104)

ecuacién diferencial'® de primer orden para la funcién incégnita r con el
angulo polar ¢ como variable independiente. También se dice que ésta es
la ecuacion diferencial de la orbita. A diferencia de la ecuacién de segundo
orden (A.61) deducida por el método de Binet, y a la que también es habitual
referirse con esta misma denominacion de “ecuacién de la érbita”, ahora se
trata de una ecuacién de primer orden.

Si se resolviese esta ecuacion para obtener su solucién general r en funcién
de ¢, a continuacion se podria intentar obtener ¢ como funcién de ¢, por
medio de una cuadratura a partir de (A.98), y luego invertir la relacién para
expresar ¢ como funciéon de t, con el proposito de llegar finalmente a la
expresién de r como funcion de t.

En lugar se seguir trabajando con la variable dependiente r, se efec-

10En ocasiones recibe el nombre de ecuacién de Clairaut.
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tuara un cambio de funcién incégnita r — o de la forma

1 do 1 dr
= = — = - A.105
0’(80) r(gp) d(b T2 dg& J ( )

con lo que la ecuacién de la drbita se transformard en una ecuacién dife-
rencial de primer orden para la funcién incognita o, con ¢ como variable
independiente, y que también recibe el nombre de ecuacion diferencial de la
orbita:

2u 9
i \/@ {€ -V(1/o)} — o2 . (A.106)

Llegados a este punto, particularizaremos el estudio para el caso del pro-
blema gravitatorio de dos cuerpos, regido por la Ley de Gravitacion Universal
de Newton, y que en notaciones de Scheck (1905) Capitulo 1, §1.7, §§1.7.2,
p- 13 v p. 15, admite el potencial

V(T)Z—é — V(ljo) = —Ao, con A = Gmymy, (A.107)

en cuyo caso la ecuacion diferencial de la érbita adopta la forma

(Z—;)Q _ 2l ey Aoy - o (A.108)

Por conveniencia de escritura, para facilitar los calculos intermedios vy,
a posteriori, darles una interpretacion geométrica y dindmica adecuada, se
introducen como notaciones (cf. (A.86) mds arriba) unas cantidades p y e
(que son funciones de las integrales primeras Gy € ) mediante las relaciones

G? / 26G?

Notese que p tiene dimensiones de longitud, mientras que e es adimensional.
Gracias a estas notaciones, la expresion de la ecuacion diferencial de la érbita
se escribe

do\? 1\2 e? do e? 1\?
9 4 (o-2) =22 — 22— S _(s=-2) . (A110
(d¢> ( p) p? dy \/p2 ( p) ( )
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Por separacion de variables y calculo de primitivas, y recordando que el
coseno es una funcion par, se obtiene

¢+ C = — arccos (E <a—l)> — o(p,C) = 1+ ecos(p + C) .

€ p p
(A.111)
Deshaciendo el cambio de variable dependiente resulta
b
r(e;p,e,C) = (A.112)

l1+ecos(p+C)’

expresion que de nuevo puede interpretarse como la ecuacion focal de una
conica en coordenadas polares planas, con ¢ como pardmetro de la repre-
sentacion. En cuanto al significado geométrico de las notaciones p y e de
(A.109), al igual que en el caso de (A.86) en relacién con la ecuacién (A.87),
se ve que p es el semilado recto (o pardmetro) de esta cénica, y que e re-
presenta su excentricidad numeérica.

Si se estudian los extremos de la funcién r = r(¢;p, e, C) que re-
presenta a la cénica (por ejemplo, por medio de la condicién necesaria de
extremo, dr(y) /de = 0; o, también, analizando los valores extremos del
denominador, ya que el numerador es constante), se concluye que r alcanza
su valor minimo para ¢ + C = 0 (médulo 2m), siendo el valor de dicho
minimo
p

rmn = (@ +C=0) = T+ e

. Ve>0. (A.113)

Por otra parte, como la distancia entre el origen de coordenadas (que esté ocu-
pado por uno de los focos de la conica) y la particula mévil es una cantidad
no negativa, r = ||r|| > 0,y ademds p = G*/u A > 0, la condicién de
méximo, que es precisamente ¢ + C = 7 (médulo 2 ) sélo tendré sentido
cuando el denominador sea positivo, y por lo tanto debera ser e < 1, de
manera que se obtiene que

Tmaz = T(p+C=m) = . , Vee€[0,1). (A.114)
—e
En otro caso, de la condicién de anulacién del denominador de (A.112), a
saber, 1 + ecos(¢ + C) = 0, se deduce que cos(p +C) = —1/e,y
r — 400, cosa que sélo ocurre para érbitas abiertas (es decir, no ligadas
o no acotadas: parabolas o hipérbolas).
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El punto de la drbita situado a minima distancia, (A.113), del foco se
denomina pericentro o periastro, y esta bien definido para cualquier conica
(salvo para las circunferencias, en cuyo caso cualquier punto puede conside-
rarse pericentro). Segun cuél sea el cuerpo atractor central, también se usan
términos como perihelio para orbitas en torno al Sol, perigeo cuando el cuer-
po central es la Tierra, perilunio en el caso de serlo la Luna, perijovio para
movimientos alrededor de Jupiter, etc.

A su vez, y caso de existir (lo cual sélo ocurrird para cénicas con 0 < e <
1, es decir, 6rbitas elipticas), el punto situado a distancia (A.114), maxima
pero finita, del foco se llama apocentro o apoastro; como es de esperar, en las
orbitas circulares cualquier punto puede considerarse apocentro. En ocasio-
nes, teniendo en cuenta qué cuerpo celeste actia como origen de coordenadas
y foco de la cénica, se usan denominaciones particulares, como afelio para
orbitas alrededor del Sol, apogeo para érbitas en torno a la Tierra, etc.

Conocida, pues, por medio de la ecuacién (A.112), la dependencia explici-
ta de r respecto de ¢, la integral de la ley de las dreas (A.98) permitiria, al
menos formalmente, determinar la relacién entre el dangulo polar y el tiem-
po fisico t, proceso que asimismo introduciria la dltima constante arbitraria
que exige la resolucion completa del sistema para llegar a obtener su solucién
general. Pero es bien sabido que, en la préactica, el problema de Kepler no
puede resolverse de manera elemental en forma cerrada por medio de funcio-
nes explicitas del tiempo ¢.

En virtud de la férmula dada en (A.109), la clasificacién geométrica de
las cénicas segtn los valores de la excentricidad numérica e se traduce en su
clasificacion segun el valor y signo de la energia &£. Ademas, las relaciones
métricas habituales entre los elementos geométricos notables de las conicas se
traducen en relaciones de dichos elementos geométricos con variables dindmi-
cas o con integrales primeras (como la energia £ de la 6rbita o el momento
angular orbital G).

e Para drbitas elipticas (incluyendo entre ellas las 6rbitas circulares), 0 <
e < 1= & < 0,y a partir de las relaciones métricas p = a(1—e?) =
b%/a se obtienen para los semiejes mayor a y menor b las férmulas que los
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ligan con las integrales primeras:
A G
a = a(€) = , b=0bG,E) = ———— .(A.115)
(-2£) (—24€)

Las distancias (A.113) y (A.114), desde el foco hasta el pericentro y el
apocentro (respectivamente), se pueden expresar ahora en la forma

Tmin = a(]- - 6), Tmaz = CL(l +6) <A116)

Ya se ha mencionado anteriormente que, en el caso de las elipses keple-
rianas como soluciones del problema gravitatorio de dos cuerpos, la ley de
las areas permite establecer la Tercera Ley de Kepler. En efecto, a partir de
(A.48), integrando a lo largo de una revolucién completa de la masa mdvil
que haya sido descrita en su recorrido desde un instante ¢ hasta el instante
t + P (es decir, P es el tiempo —llamado periodo de revolucion— invertido
por la masa mévil para recorrer una vez toda la elipse), se llega a que

t+P G R G t+P ) G
/ dS:/ L df = df = Supe = —P.
elipse t 2M 2” t 2”

(A.117)

Teniendo en cuenta que el drea encerrada por la elipse es Sejipse = Tab =
ma/ap,y que de (A.109) se deduce que G = /A p , se concluye que

i G (mi + ma), (A.118)

ecuacion que recoge un contenido algo mas general que el enunciado original
de la Tercera Ley de Kepler, segin fue presentado por dicho autor.

A la vista de (A.118), es posible despejar el periodo P en funcién del
semieje mayor a de la elipse:

e % (A119)

i

lo que permite concluir que el periodo de una érbita kepleriana eliptica, al
igual que su semieje mayor, depende de la energia de dicha 6rbita. Sin em-
bargo, es independiente de la excentricidad de la misma. Estas conclusiones
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pueden resumirse diciendo que “el periodo depende del tamanio de la elipse,
pero es independiente de su forma”.

En el caso de las elipses keplerianas es habitual introducir una nueva mag-
nitud, llamada movimiento medio eliptico: se trata (Abad 2012, Capitulo 8,
§8.5, §88.5.3, p. 135; Thiry 1970, Capitulo II, §10, p. 59) de la velocidad an-
gular con la que la masa moévil recorreria la érbita, si fuese la circunferencia
directriz de la elipse en cuestién, con un movimiento uniforme ficticio (es de-
cir, con velocidad angular constate). Considerando una revolucién completa
(correspondiente a un recorrido angular de 27 radianes), descrita durante
un intervalo de tiempo igual al periodo P, el movimiento medio, denotado
como n, seria

2 A A
n = _ﬂ- — J— a_3/2 <:> /)’L2 a3 = — = g (ml —|— m2)7 (A120)
P @ p

expresion esta ultima que algunos autores proponen como definicion del con-
cepto de “movimiento medio”, mientras que otros!! la consideran como una
expresion analitica (alternativa) de la Tercera Ley de Kepler. Debido a su
relacién con el semieje mayor a = a(€) y con el periodo P = P (), el
movimiento medio n en una érbita eliptica es también funcién de la energia
& de la orbita en cuestion.

e Para drbitas parabdlicas, e = 1 = & = 0, y el elemento geométrico
fundamental es el semilado recto p, cuya relaciéon con integrales del movi-
miento ya se ha dado en (A.109). La minima distancia (A.113) de separacién
entre el foco y la masa mévil serd ahora r,,;,, = p/2

A la vista de la expresién n?a® = A/u en (A.120), y dado que tanto a co-
mo p tienen dimensiones de longitud, se generaliza la nociéon de movimiento
medio al caso de orbitas parabdlicas por medio de la definicién

n‘p’ = m = G (my + ma), (A.121)
si bien ahora este concepto de movimiento medio parabdlico ya no tiene
asociada la idea de “velocidad angular media” que inspiraba su introduccién
en el caso del movimiento eliptico. Por su relacion con el semilado recto p, el
movimiento medio parabdlico depende de la norma G del vector momento
angular.

HBoccaletti y Pucacco (1996), Capitulo 2, §2.1, p. 134; Abad 2012, Capitulo 8, §8.5,
§68.5.3, p. 135.
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e Para drbitas hiperbolicas, e > 1 = & > 0; las relaciones métricas
p = a(e*—1) = b*/a dan, para los semiejes real a y tranverso b las
relaciones con las integrales primeras en la forma:
A G
= ) = —, b=0bG,E) = ) A.122

En el movimiento kepleriano hiperbélico el minimo (A.113) de r = r ()
toma el valor

Tmin = a(e—1). (A.123)

Como en el caso anterior, se considera una generalizacion del concepto de
movimiento medio hiperbdlico a través de una expresion que, en apariencia,
coincide con la del caso eliptico,

A
n*a® = o G (my + ma), (A.124)

donde ahora a es el semieje real de la hipérbola, por lo que el movimiento
medio hiperbdlico depede de la energia de la orbita. También en este caso
el movimiento medio esta desprovisto de toda idea de “velocidad angular
media”. En ocasiones se usa la notacion v para referirse al movimiento medio
hiperbdlico. Podria considerarse (Abad 2012, Capitulo 8, §8.5, §88.5.5, p. 138)
que la relacién (A.124) “extiende al movimiento hiperbdlico la Tercera Ley
de Kepler”.

A.6. Formulacion lagrangiana del caso de fuer-
za central conservativa

Tomando ri(t) y ra(t) como coordenadas generalizadas (o coordenadas
lagrangianas),y t1(t) y T2(t) como las correspondientes velocidades generali-
zadas, el LAGRANGIANO del problema del movimiento de estas dos particulas
bajo su mutua interaccién de acuerdo con una ley de fuerzas que deriva de
un potencial V (|| ry —ra||) es

E = E(t7r17r27i.17i'2> - E(_7r17r27i.17i.2) —
= T(_y_v_vi.lvf‘Q) - V<—,I'1,I'2,—,—):
1 . 1 .
= gmall i 1* + 5 me || T2 P = V(l[ri—r2]]). (A125)
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Notese que este lagrangiano no depende explicitamente del tiempo ¢.

Los momentos conjugados correspondientes a estas coordenadas genera-
lizadas son

aI‘k

y las ecuaciones de Euler-Lagrange, para £ = 1, 2,

d (0L oL . oV (|| r1 —r2|])
— (=) - Z=—0 = — A.12
7 (8rk> 8I‘k — My Ty aI‘k 5 ( 7)

se reescriben finalmente en la forma de las ecuaciones de movimiento en forma
newtoniana (A.1). Estas ecuaciones estan acopladas a través de la dependen-
cia funcional de V' respecto de || r; —ra |-

El lagrangiano transformado £* = L* (t,r.,r,I.,T) que resulta al apli-
car el cambio de variables (A.4)-(A.5), para reemplazar las coordenadas ge-
neralizadas r; y ry por las nuevas coordenadas r. y r, adopta la forma

* « .. 1 ) 1 .
£ = o mmiad) = (GM1EIR) + (GullEl - VD)
Ly (=, —, —te,—) + L (=, —,r,—, 1), (A.128

(192 (1%}

donde los subindices “c” y “r” aluden, respectivamente, a “movimiento del
centro de masas” y “movimiento relativo”. Se observa, pues, que el lagran-
giano L% soélo depende de variables correspondientes al centro de masas
(siendo, ademds, r. una coordenada ignorable), mientras que L* tnica-
mente contiene variables que pertenecen al problema del movimiento relativo,
por lo que el lagrangiano del problema original ha quedado descompuesto en
la suma de dos lagrangianos que describen problemas independientes o des-
acoplados.

En particular, a la vista de los lagrangianos (A.125) y (A.128) se concluye
(Thiry, Capitulo 11, §14, p. 66; Scheck 2005, Capitulo 1, §1.7, §§1.7.3, p. 19)
que la energia cinética del sistema de las dos particulas es igual a la suma de
la energfa cinética de la masa total M = my + mgy (situada en el centro de
masas del sistema) més la energfa cinética de la masa reducida g (situada
en la posicién de m; en su movimiento relativo en torno a msy ).
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Los momentos canénicos conjugados de estas coordenadas lagrangianas
r., y r son

OL* ) oL,
T My,, p = 5r = M- (A.129)

P =

Las ecuaciones de Euler—Lagrange deducidas de (A.128) conducen a las
ecuaciones de movimiento (A.16):

d (0L oL* .

%(81“6) - 8[‘0 = 0 = MI'C = 0, <A130)
d(oc*\ oLt vl
%(&J - 0 = = - T aa

que constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales independientes
(desacopaldas) para las funciones incégnita r, y r.

Las integrales del centro de masas (A.9) son ahora una consecuencia in-
mediata del caracter ignorable de la variable de posicién r. en el lagrangiano
L* dado en (A.128). Por su parte, el lagrangiano L% del problema del movi-
miento relativo describe el movimiento, en el espacio tridimensional, de una
particula ficticia de masa p en el campo central conservativo caracterizado
por el potencial V (|| r|]).

Si se formula el problema del movimiento relativo en coordenadas polares
planas (r, ¢) como coordenadas lagrangianas en el plano del movimiento,
con (7, ¢) como velocidades generalizadas, y teniendo en cuenta la expresién
del vector velocidad en (A.36), la funcién de Lagrange L% correspondiente
sera

1
Lo (== 1 ¢) = 5#(7'”2%-7"29&2) - Vir), (A.132)

a partir de la cual los momentos conjugados asociados a estas coordenadas
son

oLy oL,
Prois g TOHTL Pe s et = M, (A.133)
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y las ecuaciones de Euler-Lagrange adoptan la forma

1(a£r) L S <ur<ﬁ2 - dV(T)) =0, (A134)

dt \ or or dr
d (oL oc, d 2 .y 2.
dt(agb) 90 —0:>dt(/m<p)—0:>/ﬂ’<p—cte.

(A.135)

La primera de estas ecuaciones, sacando p como factor comin y recordando
la relacion (A.53) entre la intensidad f (r) de una fuerza central conservativa
y la funcién potencial V (r) de la que deriva, puede reescribirse como

,u(v'"'—rgb2) = f(r), (A.136)

y, comparando con (A.36), se comprueba que se ha reconstruido la compo-
nente radial del vector aceleracion, y también la ecuacion del movimiento en

la direccién radial (A.39) o (A.54).

En cuanto a la segunda ecuacién de Euler-Lagrange, (A.135), recoge de
nuevo el enunciado de la conservacién del momento angular, ahora consecuen-
cia de que la coordenada angular ¢ sea ignorable o ciclica en el lagrangiano
(A.132) del problema del movimiento relativo: p, = cte.

Recordando las ecuaciones (A.40), (A.41), o (A.54), se puede despejar

G2
o= — A.137
b= o (A137
y eliminar ¢ en la ecuacion correspondiente a la direccion radial, obteniéndo-
se resultados ya conocidos, véase (A.55), en funcién de la “fuerza efectiva” o

del “potencial efectivo” del problema unidimensional equivalente:

; v (r) G? G? d G?
= — — _— = — — V
a dr - s Fr) + s dr (7’)—1—2/”2 ’
(A.138)
lo que sugiere la definicién de
G2
Vep(r) = V(r) + TR (A.139)

La introduccién del potencial efectivo ha permitido reducir el problema
de dos cuerpos en el espacio tridimensional al movimiento unidimensional de
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una particula ficticia de masa p bajo la influencia de un campo de fuerzas
externo, que es central y conservativo, y admite como potencial a Vg (7).

Contemplado desde otro punto de vista, y expresado en otros términos
(Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 2, §2.1 nota 5 al pie de la pagina 130),
“lo que hemos hecho corresponde, en el formalismo lagrangiano, a la cons-
truccién de la funcién de Routh en el caso de una variable ignorable (¢ en
nuestro caso)”.

A.7. Formulacion hamiltoniana del caso de
fuerza central conservativa

Sean p; y P2, dados en (A.126), los momentos candénicamente conju-
gados correspondientes a las coordenadas generalizadas ry; y ry. Por me-
dio de la transformacién de Legendre se construye la funcién hamiltoniana
H = H (t,r1,re,p1,p2) del problema en el conjunto de variables candénicas

(rlar27p17p2)a
H = H(t,r,ry,p1,P2) = H(—,11,r2,P1,P2) =
= T(_J_7_7p17p2> + V<_7r17r27_7_> =

1 2 1 2
= — —_ V — . (A.140
5 my P ]]” + 5 1y P2 | + V([|r1—12]]). ( )

Las ecuaciones canoénicas del movimiento constituyen un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales (vectoriales) de primer orden

drk oH dpk oH
dry Wk _ T 19), A.141
dt 8pk ’ dt 8rk ( ’ ) ( )
para las funciones incégnita (ry,rs, p1, p2). En este caso,
oV —
f‘k = & — Pk = mki'k; pk = — (|| il I ||) . (A142)
my 8rk
Como p;, = my T}, estas ecuaciones son equivalentes al sistema (A.1).

Sean ahora, como en (A.129), p. y p los momentos candnicos asocia-
dos a las nuevas coordenadas lagrangianas r. y r. La funcion de Hamilton
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H*=H*(t,r.,r,p.,p) del problema en el conjunto de variables canénicas
(r.,r,pc,p) se obtendrd aplicando la transformacién de Legendre al lagran-
giano L£* de (A.128), con el resultado de que

H* = H*(_>_7r7pcap) =

— L 2 i 2
= (g7 12 12) + (5 W12+ vairD))
= Hi(—— —Pe,—) + H (=, —1,—,p). (A.143)

De nuevo, los subindices “c” y “r” hacen, respectivamente, referencia a “mo-
vimiento del centro de masas” y “movimiento relativo”. El hamiltoniano H
tan s6lo involucra a variables correspondientes al centro de masas (y r. es
una variable canénica ignorable), en tanto que H} depende exclusivamente
de variables implicadas en el problema del movimiento relativo, quedando
por lo tanto el hamiltoniano del problema original descompuesto en la suma
de dos hamiltonianos que corresponden a problemas independientes o desaco-
plados. Las ecuaciones canénicas de Hamilton generadas por (A.143), para
las funciones incégnita (r.,r,p.,p), se llevan finalmente a la forma (A.16):

dr. oOH* 1

G = gpo = P = Pe = Mic, (A.144)
% _ a;f: _ %p — p = ui, (A.145)
d(l;tc _ %7:: — 0 — Mi, = 0, (A.146)
P _ _a;* - _Z_‘: — uf = —w - (A.147)

Como era de esperar, las integrales (A.9) del centro de masas aparecen de
manera natural, a la vista del hamiltoniano (A.143), que no contiene a r..
Y, como ya ocurria en el caso de la formulacién lagrangiana anteriormente
expuesta, el hamiltoniano H? del problema del movimiento relativo corres-
ponde al movimiento de una particula auxiliar de masa p en el seno de un
campo de fuerzas central conservativo que deriva del potencial V (|| r ||).

En variables candnicas polares en el plano del movimiento, (7, ¢, p,, Dy )
con los momentos candnicos definidos en (A.133), el hamiltoniano del pro-
blema del movimiento relativo, obtenido a partir del lagrangiano (A.132) por
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medio de la transformacién de Legendre, es:
HE (=7, — ) = L 2+p—‘2" + V(r) (A.148)
r y i 7p7“7p<p - 2,U pr 7'2 9 .

y las ecuaciones canoénicas del movimiento aparecen en la forma

dr  OH* 1

hal ro_ - 07 A.14
dt 5]?7« Mpr = Dr nr, ( 9)
dp OH;  1p, 5

&~ art = D, = UrcY, (A.150)
%)

dp, OH* p, AV (r) . o dV(r)

- _ ro— — — = — A.151
dt or wrs dr pr= HTe dr (A.151)
dpcp - 8Hi . . 2 .
& e 0 = p, = pur’y = cte. (A.152)

Comparando con resultados anteriores se comprueba que p, = G es la
norma del vector momento angular, y que es una magnitud que se conserva
a lo largo del movimiento, como era de esperar a la vista de que el angulo ¢
es una coordenada ciclica en este problema.

A partir de las dos 1ltimas ecuaciones anteriores podria efectuarse una
discusion andloga a la realizada més arriba en el caso de la formulacion la-
grangiana.

A.8. Vector de Laplace-Runge—Lenz o vector
excentricidad.

Recordemos que en el caso del problema gravitatorio de dos cuerpos el mo-
vimiento relativo se corresponde con el de una particula de masa p bajo la ac-
cién de una fuerza central conservativa atractiva con f(r) = —Gm;msy/r* =
— A/r? . En estas condiciones el problema del movimiento relativo queda des-
crito por la ecuacién diferencial vectorial

pi = =R (A.153)

178



Transformaciones a Variables Focales

para la cual el vector momento angular de la particula, G = r x (ur),
proporciona una integral primera vectorial que permite reducir el orden di-
ferencial desde orden 6 hasta orden 3.

Se trata ahora de plantear la resolucién del problema de Kepler con ayuda
de otra u otras nuevas integrales primeras (distintas de la integral de la
energia) que, ademds, aporten informacién con un significado geométrico y
fisico facilmente interpretable y 1til desde el punto de vista del tratamiento
matematico del problema.

Como referencias bibliogréaficas para lo que sigue hemos recurrido a Abad
(2012), Capitulo 8, §8.2, pp. 124-126; Boccaletti y Pucacco (1996), Capitulo
2, §2.1, pp. 132-134; Bond y Allman (1996), Capitulo 2, §2.4, §§2.4.3, pp.
23-26, y Capitulo 8, §8.4, p. 126; Cid y Ferrer (1997), Capitulo 13, §13.4,
§813.4.1, pp. 345-347; Goldstein (1980), Capitulo 3, §3.9, pp. 102-105, y
Capitulo 9, §9.7, p. 421; Heil y Kitzka (1984), Capitulo 1, §1.3, §§§1.3.6.2,
pp. 79-80; Schneider (1992) Capitulo 3, §3.6, §§§3.6.2.3, pp. 64-68; Thiry
(1970), Capitulo 11, §9, pp. 55-58.

Con este propoésito de obtener nuevas integrales del problema de Kepler,
utilizando la ecuacién del movimiento y la definicién del vector momento
angular, y formando el producto vectorial

FxG = Fx{rx(ut)} = pix (rxi) = L—%r}x(rxf):

(rxr)

oy X ’ (A.154)

r3
se desea reescribir de otra manera las expresiones del principio y del final de
esta cadena de igualdades. Para ello, como G es un vector constante,

d .

E(fXG) = iIxG+rxG =1txG. (A.155)
Esta misma conclusién puede alcanzarse por calculo directo, sin usar de ma-
nera explicita la constancia del vector G :

%(fo) = ¥xG +ixG =
= FxG+ix{rx(pur)+rx(puf)} =7ixG,

ya que los productos vectoriales de las expresiones entre llaves dan como
resultado el vector cero, por tratarse de productos vectoriales de vectores
colineales.
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Por otra parte, para un vector unitario variable se verifica que su ritmo de
variacién viene descrito por la férmula (Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo
2, §2.1, p. 129 y p. 132; Abad 2012, Capitulo 8, §8.2, p. 124-125)

d( b(t) ) _ M. (A.156)

IO Ib?

Gracias a estos resultados auxiliares, (A.154) se convierte en

d . d r
con lo cual
IxG = A£+cte.:A<£+e), (A.158)
r r

donde e es una constante (vectorial) de integracién que aporta tres constan-
tes escalares. Este nuevo vector asi introducido,

e = e(—,r, 1) = ZI’"XG— : (A.159)

<=

se suele denominar vector de Laplace—Runge—Lenz ' o vector excentricidad

(pues se vera mas adelante que, con la eleccién de notaciones y por el modo
en que se ha definido, su norma coincide con el valor e de la excentricidad
numérica de las cénicas solucién del problema de Kepler. Cf. (A.86) y (A.109)
mas arriba).

Nétese que en el caso particular de que G = 0 (que corresponderia a
un movimiento rectilineo) se deduce que e = —r/r: el vector e estd con-
tenido en el plano orbital, y se encuentra en todo instante en la recta (que
pasa por el origen de coordenadas, punto que coincide con el centro de fuer-
zas) a lo largo de la cual tiene lugar el movimiento, y ||e|| = 1. En suma:
r(t) = —r(t)e.

12Existe una vasta lista de referencias en relacién con esta controvertida denominacién.
Aqui nos limitaremos a mencionar algunos de los trabajos que hemos incluido en esta
Memoria y que en alguno de sus pasajes aluden a esta circunstancia: Bartnik, Heberzettl
y Sandhas (1988), §1, p, 517, donde se remite al lector a otras referencias; Goldstein (1980),
Capitulo 3, §3.9, nota al pie de la pagina 103; Scheck (2005), Capitulo 1, §1.24, p. 54, y
Ejercicios del Capitulo 2, Ejercicio 2.22. p. 450 y su resolucién en la pagina 491, se refiere
a esta constante del movimiento como wvector de Hermann—Bernoulli-Laplace o vector de
Lenz.
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Si G # 0, por su propia definicién (A.22), G es ortogonal a ry a r, es
decir: G-r =0 y G-t = 0. Ademés, las seis componentes de los vectores G
y € no proporcionan seis integrales primeras funcionalmente independientes,
ya que un sencillo célculo a partir de (A.159) demuestra que dichos vectores
son ortogonales:

e-G = 0, (A.160)

y el vector e esta contenido en el plano orbital. De modo que con estos dos
vectores solo se dispone de cinco integrales primeras escalares funcionalmente
independientes.

En realidad las integrales del vector momento angular, del vector de
Laplace-Runge-Lenz y de la energia, siete cantidades escalares en total, s6lo
aportan cinco constantes del movimiento funcionalmente independientes, ya
que (aparte de la ortogonalidad entre G y e) se verifica ademds otra rela-
cion entre las cantidades G, e y £ . Para obtenerla, se forma el cuadrado de
la norma de ambos miembros de (A.158),

2 22¢-
lixGlE = iPIGIE = a2 (0 eye 4 20
r2 r
2.
E ’U2G2 :A2 <1—|—62—|— © r), (A161)
T

donde se ha utilizado la ortogonalidad entre G y 1 ; a continuacion, usando
la ecuacién de la energia (A.94) para despejar || T]]?,
2& 2V (r) 28 n 2A

[E]]* = o* = =
I I ft pr

, (A.162)

y la propiedad del vector e (que se deduce inmediatamente a partir de la
definicién (A.159) de dicho vector) de que

2
e-r = 5_/1 -, (A.163)
se concluye que
2 2
268G — MA2(€2—1) — 2 = 2(G,E) =1+ %, (A.164)
I

que es, finalmente, la relacion buscada entre G, e y €. Aunque no se ha
propuesto todavia ninguna interpretacion para este vector de Laplace-Runge-
Lenz, se observa que esta relacion entre las integrales primeras del problema
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de Kepler habia aparecido ya con anterioridad en la formula (A.109), si bien
entonces se habia introducido como una mera notacién para simplificar la
escritura de las férmulas.

Analizando el proceso seguido hasta ahora, se ha visto que para un sis-
tema diferencial de orden seis (que gobierna el problema de Kepler) se han
encontrado siete integrales primeras escalares, contenidas en las expresiones
G=G(—,r,r),E=€&(—,r,)ye=e(—,r, 1), deentrelas cuales
solo cinco son funcionalmente independientes. Puede considerarse que, con
todo lo anterior, el sistema original ha quedado formalmente reducido a orden
uno, y por lo tanto es resoluble por cuadratura. Como la variable indepen-
diente ¢ no figura explicitamente en la forma funcional de esas expresiones,
no es posible todavia utilizarlas para relacionar ninguna de las variables de
posicion y velocidad con el parametro temporal t.

Para seguir avanzando en esa direccion, se vera ahora como se puede sacar
partido de esta integral vectorial de Laplace-Runge-Lenz para (sin recurrir
a la integral de la energia) llegar a determinar las érbitas del problema gra-
vitatorio de dos cuerpos. Multiplicando escalarmente los dos miembros de la
ecuaciéon (A.158) por el vector de posicién r,

r-(rxG) = A(w —l—e-r) = A(r + ercosf) ,(A.165)

donde se ha puesto e-r = er cos f, siendo f el angulo entre el vector de
Laplace y el vector de posiciéon r. Este angulo recibira el nombre de anomalia
verdadera.

Utilizando la propiedad acerca del comportamiento del producto mixto
bajo permutaciones circulares de los vectores implicados, se deduce que

1 1 G?

y asi

G_2 = Ar(l + ecosf) = r(f) = G*/uA

— (A1
i 1 4+ ecosf (A.167)

Comparando esta expresion con las ecuaciones (A.87) y (A.112), y recor-
dando las notaciones (A.86) y (A.109), se ve que también ahora se puede
tomar p = G?/u A, y en consecuencia (A.167) admite una interpretacién
geométrica analoga a la que ya se ha propuesto anteriormente para (A.87),
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(A.112): ecuacion focal de una conica en coordenadas polares planas, con f
como pardametro de la representacion, y p como semilado recto; pero en esta
ocasion la cantidad e, que desempena el papel de la excentricidad numérica
de dicha cénica, adquiere un nuevo significado (y no simplemente el de una
notacién o una abreviatura introducida por conveniencia de escritura): se
trata, precisamente, de la norma del vector e de Laplace-Runge-Lenz.

En definitiva, se ha llegado a una descripcion del movimiento como la de
las situaciones caracterizadas por las ecuaciones (A.87) y (A.112) anteriores,
pero ahora se ha rotado el sistema de coordenadas polares de manera que,
en esas coordenadas (7, f), el dngulo polar es cero en el pericentro de la
orbita (cf. (A.113) mas arriba).

Se ha dado asi otra demostracion de que en el problema de Kepler las orbi-
tas son conicas, y comparando las diferentes soluciones obtenidas a través
de los diferentes procedimientos se comprueba que || e|| es la excentricidad
numérica de dichas conicas. Se comprueba también que el vector de Laplace—
Runge—Lenz apunta, desde el foco (que coincide con el origen de coordenadas
y con en centro del campo de fuerzas), en la direccion del pericentro.

Bartnik, Haberzett]l y Sandhas (1988) han utilizado la evolucién dindmica
de un vector (no necesariamente constante) de tipo Laplace-Runge-Lenz pa-
ra estudiar movimientos en campos de fuerza (ni centrales ni conservativos)
de la forma F (¢, r, ) = F(—, r, —). Leach, Goringe y sus colaborado-
res también han recurrido a vectores de este tipo para el estudio de diversos
sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo or-
den con una forma funcional més complicada que la del problema de Kepler.

A.9. Posicion a lo largo de la 6rbita. Ley ho-
raria del movimiento kepleriano. Ano-
malias.

Ya se ha comentado mas arriba que las integrales del momento angular,
de la energia y del vector excentricidad solo aportan cinco constantes del mo-
vimiento funcionalmente independientes; ademas, el tiempo ¢ no interviene
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explicitamente en las expresiones funcionales de esas integrales primeras, por
lo que no es posible, a partir de ellas, relacionar el tiempo con variables de
tipo posicién o velocidad.

Recordemos el significado de cada una de esas integrales primeras y su
papel en relacién con la resolucion del problema de Kepler:

e El momento angular G informa acerca de la orientacién (posicion)
del plano orbital en el espacio tridimensional; se trata del plano que pasa
por el origen y admite a G como un vector normal; si este vector es nulo
a lo largo del movimiento, se trata de un movimiento rectilineo sobre una
recta que pasa por el origen. Ademads, la norma G del vector momento
angular estd relacionada con un elemento métrico bien definido en todo tipo
de cénicas no degeneradas: la longitud del semilado recto.

e La energia & indica el tipo de cénica (elipse, parabola, hipérbola) so-
lucion del problema en cuestién. En los casos de érbitas con energia no nula,
esta cantidad esta relacionada con el “tamano” de la érbita (con la longitud
del semieje mayor si es una elipse, o con la del semieje real si se trata de una
hipérbola).

e El vector e de Laplace-Runge-Lenz marca la orientacién de la conica
en el plano del movimiento: segin el tipo de orbita, como este vector lleva la
direccion Foco—Pericentro, informa acerca de la direccion del eje mayor de la
elipse, del eje real de la hipérbola, o del eje de la parabola. Ademads, su norma
e coincide con el valor de la excentricidad numérica de la conica considerada
(lo cual proporciona otro criterio para la clasificacién del tipo de cénica).

En resumidas cuentas, las integrales primeras G, £ y e permiten de-
terminar la orbita en su aspecto geométrico, pues proporcionan la curva que
recorre la particula a lo largo del tiempo, en tanto que la “ley horaria” pro-
porciona la posicion del mévil en dicha érbita.

En definitiva, para poder considerar completamente resuelto el problema
de Kepler, solo falta poder dar, en cada instante, la posicién concreta de la
masa movil a lo largo de su érbita: es decir, establecer una relaciéon tiempo—
posicion en cada instante. Esto se consigue estableciendo la que recibe el
nombre de ley horaria del movimiento (Abad 2012, Capitulo 8, §8.5, pp.
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130-139; Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 2, §2.4, pp. 147-156; Bond
y Allman 1996, Capitulo 2, §2.4, §§2.4.7, pp. 27-30, Apéndice B, pp. 225—
229; Goldstein 1980, Capitulo 3, §3.8, pp. 98-102, y Ejercicio 17, p. 123;
Schneider 1992, Capitulo 3, §3.3, §83.3.1, pp. 42-46, §3.6, §§3.6.3, pp. 71-78;
Thiry 1970, Capitulo II, §10-§12, pp. 58-64)

Con este propdsito, en esta Memoria procederemos a estudiar por sepa-
rado cada uno de los casos de coénica no degenerada que pueden aparecen
como solucion de un problema de Kepler, aunque numerosos autores pre-
sentan formulaciones universales y tratamientos uniformes del problema de
los dos cuerpos que permiten desarrollar la teoria y resolver el problema de
manera compacta y unificada, sin necesidad de tener que distinguir entre
los diversos posibles casos. De cara a este planteamiento y tratamiento de
la cuestion, las llamadas funciones universales constituyen una herramienta
matematica esencial; a este respecto, véase, por ejemplo, Stiefel y Scheifele
(1971), Capitulo III, §11, pp. 42-51; Schneider (1992), Capitulo 3, §3.7, pp.
94-97; Bond y Allman (1996), Capitulo 5, §5.4, pp. 71-77, Apéndice E, pp.
236-238; Abad (2012), Capitulo 10, pp. 163-173; Burdet (1968, 1969).

Antes de entrar en los detalles de cada uno de los tres casos concretos,
conviene recordar o presentar algunos resultados preliminares de caréacter
general, validos para todos los tipos de érbitas keplerianas.

Considerando en el plano orbital el sistema ortogonal de coordenadas po-
lares planas (7, f), y recordando (A.36), para la norma del vector velocidad
se tiene la relacion

Vo= |E|P =t = o= ||E|P - P (A168)

Por otra parte, la integral de la ley de las areas en este sistema de coordena-
das, bajo cualquiera de las formas (A.41), (A.42) o (A.43), permite despejar
la velocidad angular f:
) . e
G = purf = f=—, (A.169)
ur
y a partir de ahf eliminar f y dar otra expresién para el término 72 f 2
(véase més adelante).

Ademés, en virtud de (A.86) o de (A.109), el semilado recto de cualquer
cénica kepleriana verifica que p = p(G) = G?/(nA) < G* = pAp.
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Finalmente, utilizando la conservacién de la energia (A.94) en campos
centrales conservativos, se deduce una relaciéon que expresa la norma del
vector velocidad de la masa movil en funcién de la distancia r que en cada
instante la separa del origen de coordenadas (y, por lo tanto, del centro de
fuerzas):

) 2
v o= i (r) = ||| = E {€E -V ()}, (A.170)
relacion que en el caso particular del movimiento kepleriano, es decir, en
presencia del potencial V (r) = — A/r, adopta la forma
2 A
v = 0P (r) = ||F|]P = = (5 + —> . (A.171)
I r

Tras estas consideraciones previas, pasaremos a estudiar a continuacion
los tres casos de conicas keplerianas no degeneradas.

A.9.1. Orbitas elipticas.

Recordando que en una elipse el semieje mayor y la energia cumplen que
a(f) = A/ (—-2&) < & = A/(—2a), que el semilado recto es p =
a(1—e?), y que para el movimiento medio n se tiene que n?a® = A/u, la
norma del vector velocidad dada en (A.171) se reescribe como

2 o 2 (5 +é> _ é(% _ 1) _ n%ﬁ(g - 1) (A172)
1 r w\r a roa

Eliminando f de la formulacién, el término r2 f2 se convierte en

T2f2 = G2 :ﬂAp:éﬁz
[,LQTQ ,LL27"2 1 r2

2 2 401 _ 2
2a3a(1 e):na(l e?) (A173)

72 72

= N

Introduciendo los resultados de (A.172) y de (A.173) en (A.168), y sa-
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cando factor comtn n?a®/r? | se obtiene

2 2
7= nr2a (2&T—T2—&2+&262) =
2 2
— P (0l = (= 1)), (A174)
de donde
;o % _ % (ae) — (a—r)° | (A.175)

que por separacion de variables conduce a

rdr rdr

nadt = = . (A.176)

V@@ — (a—r) ae\/l _(a—r)

a? e?

Como el semieje mayor a y la excentricidad e son constantes en la elipse
kepleriana, y la expresién (a — r) /(ae) depende linealmente de la variable
r, el rango de variacién de dicha expresion puede determinarse facilmente a
partir del rango de variacion de la distancia r, que en el movimiento eliptico
~y a la vista de (A.113), (A.114) y (A.116)— €8 Tpp = a(l —e) < r <
Tmaz = a(1 + €). Se observa que

a — Tmax a — Tmin a —r

:—]_7 —:1 —
ae ae

<1, (A.177)

ae

por lo que se puede pensar que existe algiin ntimero real entre cero y 27
CUyO Seno o cuyo coseno sea, precisamente, (a — 1) /ae. Esto sugiere que
se puede realizar un cambio de variable de integraciéon » — FE de manera
que, por ejemplo, se verifique que

a — T

= cosE = r(F) =a(l —ecosE), (A.178)
ae

con lo que
dr = aesenEdFE (A.179)

y, en funcién de la nueva variable de integracion, la relacién (A.176) se reduce
a

ndt = (1 —ecosFE)dFE, (A.180)
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cuya integracion ahora es inmediata por mera cuadratura,

/ndt = /(1 —ecosE)dE = nt = E — esenE + cte. (A.181)

De este modo se dispone, al menos formalmente, de una relacién (aunque
sea trascendente) entre el tiempo fisico ¢ y la variable auxiliar F, y de una
relacién (A.178) entre esta variable intermedia E y la distancia r. Ademas,
en este ultimo paso se ha introducido la sexta (y tltima) constante (fun-
cionalmente independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues en esta
ocasién el tiempo ¢ si que interviene explicitamente en la férmula (A.181)
anterior) necesaria para poder considerar —al menos desde un punto de vista
puramente tedrico— completamente resuelto este caso del problema del mo-
vimiento relativo en un sistema gravitatorio de dos cuerpos.

La variable auxiliar de integraciéon E', introducida por la ecuacién (A.178),
se llama anomalia excéntrica del movimiento kepleriano eliptico. La propia
expresion 7 (E) = a (1 — e cos E') puede interpretarse como una represen-
tacion paramétrica de la elipse, con la anomalia excéntrica E como parame-
tro de la representacion.

En lugar de considerar integracién indefinida, también puede procederse
por integracién definida a partir de (A.180):

t . E R .
/ ndl = / <1 - ecosE) dE (A.182)
tx FE.

habiendo elegido un instante de referencia t, para el cual el valor de la
variable auxiliar de integracion fuese F, . Se tendria entonces

n(t—t.) = (FE —esenk) — (E, —esenk,). (A.183)

Cabria esperar que alguna eleccién particular especialmente adecuada del
valor t, condujese a alguna simplificaciéon de esta expresion. Asi, por ejemplo,
si se eligiese como t, el instante t, en el que la particula mévil se encuentra
en el pericentro de su drbita eliptica, y sabiendo —véase (A.113) o (A.116)—
que entonces 7 (t,) = Tmin, = a(l—e) = r(E,), de la ecuaciéon (A.178) se
deduce

r(E,) = Tmin <= a(l —ecosE,) =a(l —e) = E,=0,
(A.184)
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y en consecuencia (A.183) se reduce a
n(t—1t,) = E —esenk, (A.185)

conocida como ecuacion de Kepler del movimiento eliptico, aunque también
las férmulas (A.181) y (A.183) anteriores pueden recibir este mismo nombre.

Por su parte, la expresion del primer miembro de la ecuacion de Kepler se
denomina anomalia media, y suele representarse con los simbolos ¢ o M . Re-
cordando el significado original del movimiento medio n como una velocidad
angular promedio con la que la masa movil recorreria idealmente la orbita
eliptica (en realidad, su circunferencia directriz) con un movimiento unifor-
me ficticio, la anomalia media en un instante dado seria el angulo descrito
por la particula en dicho movimiento ficticio durante el intervalo de tiempo
transcurrido entre el instante de su paso por el pericentro y el instante en
cuestion.

Con las notaciones anteriores, la ecuacion de Kepler (A.185) puede escri-
birse como

( = M =n(t—1t,) = E —esenk. (A.186)

A la vista de las ecuaciones (A.167), (A.178) y (A.186), se observa que, en
un movimiento kepleriano eliptico, las tres variables de tipo angular que hasta
ahora hemos denominado anomalias (la anomalia verdadera f, la anomalia
excéntrica F, y la anomalia media ¢) toman el valor cero en el pericentro,
y el valor 7 en el apocentro:

f = FE = (¢ = 0 en el pericentro,

f = FE = {¢ = 7m en el apocentro.

Se trata ahora de poder relacionar estas anomalias entre s y con el tiem-
po fisico t. Nétese que, por una parte, se dispone de dos representaciones
paramétricas de la elipse: una de ellas, (A.167), con la anomalia verdadera
f como pardmetro de la representacion; la otra, (A.178), en funcién de la
anomalia excéntrica F como parametro:

p
r = ———  r(E)=a(l —ecoskE); (A.187
(N = Tty B = )i (AsT)
por otra, de la ecuacién (trascendente) de Kepler, (A.186), que en aras de la
completitud en la exposicion volvemos a presentar:

( = M =n(t—t,) = FE —esenkE. (A.188)
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En esta ecuacién, conocido el valor de la anomalia excéntrica correspondien-
te a una cierta posicion de la particula en la elipse, la determinacién del
instante de tiempo t en el que la particula ocupa dicha posiciéon supone la
resolucién de una ecuacién algebraica (en realidad, polinémica) de primer
grado. Sin embargo el problema inverso, cuando se conoce el valor de ¢ para
una posicién dada y se desea hallar el valor de la anomalia excéntrica que a
través de (A.178) genera tal posicién, conlleva la resolucién de una ecuacién
trascendente para la cual no es posible —en general- encontrar en términos
finitos soluciones en forma cerrada por medio de funciones explicitas y co-
nocidas del tiempo. Algunas estrategias para abordar esta cuestion aparecen
descritas (con mayor o menor detalle) en, por ejemplo, Abad 2012, Capitulo
8, §8.5, 688.5.4, pp. 136-138; Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Capitulo 2,
§1, pp. 54-55; Boccaletti y Pucacco, (1996), Capitulo 2, §2.4, pp. 151-156;
Bond y Allman (1996), Capitulo 4, §4.4, pp. 45-46, §4.5, §§4.5.2, pp. 48-49,
Capitulo 5, §5.4, §85.4.2) p. 77; Goldstein (1980), Capitulo 3, Ejercicios 18,
19 y 29, pp. 123-124; Schneider (1992), Capitulo 3, §3.3, §§3.3.1, pp. 4546,
§83.6, §83.6.5, pp. 87-92; Stiefel y Scheifele (1971), Capitulo I1I, §10, p. 42;

Se presentan a continuacion algunas de las relaciones fundamentales entre
las anomalias verdadera y excéntrica:

cosE — e a (cosE — e)
= = Al

cos f 1 —ecosE r(E) ’ (A.189)

V1-—e? E bsen B
sen f = compb 2 : (A.190)

1 —ecosE r(E)
J1 = 2

cos B = cFcosf , sen B = ¢ sen / . (A.191)

1+ ecosf 1+ ecosf

Para evitar posibles dificultades en cuanto a la determinacion del cua-
drante al que pudieran pertenecer los valores de FE y f resultantes de la
aplicacion de estas féormulas, suele recurrirse a la siguiente Formula de Gauss,
ya que el cuadrante de f/2 es el mismo que el de E/2, debido a que (como
se ha indicado més arriba) las anomalias f y F recorren simultdneamente el
intervalo [0, 7] mientras la particula describe el arco de elipse comprendido
entre el pericentro y el apocentro. En concreto, la férmula de Gauss es

f 1+e E T o« E
tanl = tan — = t (— —>t 2 (A192
an T, tang an 4+2 an - ( )
donde « tiene el siguiente significado: Como 0 < e < 1, existe algin
nimero real a € [0, 7/2) tal que e = sen «. Dicho nimero a se llama
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excentricidad angular o excentricidad trigonométrica de la elipse considerada,
y es, por lo tanto, el angulo para el cual el valor de la funcién seno coincide con
la excentricidad numérica e. La tltima expresién de la férmula de Gauss,
bajo la forma de un producto de tangentes, fue propuesta en su dia para
facilitar el calculo manual mediante el empleo de tablas de logaritmos y de
tangentes.

A.9.2. Orbitas parabdlicas.

En el caso de una parabola, como e = 1, la ecuacién focal (A.167) serd

= P = p/2 = an2 = ]—98602
7n(f) - 1—|—COSf - COS2(f/2> - (14_t (f/Q)) (f/2) .

2
(A.193)

N3

La ley horaria para una orbita parabdlica se obtendrd directamente a
partir de la conservacién del momento angular, en la forma (A.41), (A.42) o
(A.43), y utilizando la férmula del semilado recto (A.86) o (A.109):

i f = @ = Vikp e plr(DPY = uAp (a104

Introduciendo la expresion (A.193) de r (f) y separando variables resulta
2

u% sect (g) df = / puApdt, (A.195)

y recordando la definicién (A.121) del movimiento medio parabdlico, n?p* =
A/p, esta ecuacion puede reescribirse como

ot () = om0 [ (Jall)

(A.196)
de donde, por integracién elemental, se llega a
1
2nt = 3 tan3g + tang + cte. (A.197)

Como ya ocurria con la ecuacién (A.181) en el caso de 6rbitas elipticas,
también ahora se dispone de una relacién entre el tiempo fisico ¢ y una
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anomalia, aunque en esta ocasion se trata de la anomalia verdadera f, y
de una relacién (A.193) entre dicha anomalia y la distancia r. Asimismo,
en este calculo de primitivas se ha introducido la sexta (y dltima) constan-
te (funcionalmente independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues
también ahora el tiempo ¢ figura explicitamente en la féormula (A.197) an-
terior) imprescindible para poder considerar —al menos desde un punto de
vista puramente formal y tedrico— completamente resuelto el problema del
movimiento kepleriano a lo largo de una érbita parabdlica.

Si se optase por una integracion definida, a partir de un instante de refe-
rencia t, para el cual el valor de la anomalia verdadera fuese f,,

t f s rs
2n/ dt = / sec4<i>d(£> : (A.198)
t* * 2 2
resultaria

1 ]- * *
2n(t —t.) = (5 tan?’g + tang) — <§ tan?’f? + tan%).

(A.199)

De nuevo, alguna eleccion particularmente conveniente del valor ¢, puede
producir alguna simplificacién significativa de esta expresion: tomando como
referencia %, el instante ¢, en el que la particula pasa por el pericentro de su
érbita parabdlica, y sabiendo —véase (A.113)— que entonces r (t,) = Tmin =
p/2 = r(f=0), serd f, = 0, con lo que finalmente (A.199) se simplifica,
quedando en la forma

tan = A.200
3 5 T tang, (A.200)
llamada ecuacion de Barker del movimiento parabdlico o ley horaria del mo-
vimiento parabdlico. . Nétese que también las expresiones (A.197) y (A.199)
merecen, en principio, esta denominacién.

También ahora, por analogia con el caso del movimiento kepleriano elipti-
co, puede introducirse el concepto de anomalia media del movimento pa-
rabolico, en la forma ¢ = M = n(t —t,). Esto permite reescribir la
ecuacion de Barker como

s/ 1

1
¢ = M:n(t—tp)ZEtan§+§tang. (A.201)
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En un movimiento kepleriano parabdlico, la anomalia verdadera f y la
anomalia media ¢ valen cero en el pericentro.

En esta ocasién, la ley horaria representada por la ecuacion de Barker
puede llevarse a forma algebraica (a diferencia de la ecuacién de Kepler del
movimiento eliptico que —como ya se ha indicado— es una ecuaciéon trascen-
dente). En efecto, introduciendo la notacién tan (f/2) = X, la ecuacién de
Barker se convierte en una cubica en la variable X, lo cual da lugar a una
ecuaciéon polinémica de grado tres que es resoluble por radicales.

A.9.3. Orbitas hiperbdlicas.

La deduccién de la ley horaria en el caso del movimiento kepleriano hi-
perbodlico puede tratarse de una manera muy parecida a la del caso de las
érbitas elipticas, aprovechando (con las debidas precauciones) las analogias
que presentan las formulas de la Geometria Analitica, de la Cinematica y de
la Dinamica para estos dos tipos de cénicas.

En una hipérbola el semieje real y la energia mantienen la relacién a (£) =

A/ (2E) <= & = A/(2a), el semilado recto obedece a la expresién p =

a(e?—1), y para el movimiento medio hiperbélico n se tiene que n?a® =

A/p. En estas condiciones, la norma del vector velocidad dada en (A.171)
adopta la formal!?

2 A A /2 1 2 1
v = _<g+_) _ _(_+_> :n2a3(——|——).(A.202)

13A la vista de la férmula (A.172) para el movimiento eliptico, y de la que se establece
ahora para el hiperbdlico, y teniendo en cuenta la expresién del semilado recto en cada
uno de esos dos casos, ademds de la forma que adopta la integral de la energia (A.94)
con £ = 0y e =1 en las 6rbitas parabdlicas, se puede proponer una versién unificada
que engloba las tres situaciones de las cénicas keplerianas no degeneradas en una tnica
férmula que relaciona en cada instante la norma de la velocidad con la distancia (Abad
2012, Capitulo 8, §8.3, Ecuacién (8.11) de la pagina 128; Cid y Ferrer 1997, Capitulo 13,
§13.4, §§13.4.1, Ecuacién (13.4.12) de la péagina 347):

) A(Z 1—e2>
vt = — | - = .
AN P
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Eliminando f, el término 2 f2 serd ahora
T2 fQ = G2 = ,UAp = é £ =
1272 1272 02
2 24 (02 _ 1
_ e T el m L) g
r r

Introduciendo estos resultados de (A.202) y de (A.203) en (A.168), y
sacando factor comiun n?a?/r?, se deduce que

2 .2

= n;z (2a7“+7“2+a2—a262):
r
n2a2 2 2
= 0 ((a +7r)" — (ae) ) , (A.204)

y despejando la componente radial de la velocidad,

_ % = (a4 1) - @e) (A.205)
Separando variables,
nadt = rdr - rdr g (A.206)
2 2
V0a+r)? = (ao) ¢u _1
a“c e

Como el semieje real a y la excentricidad e son constantes en la hipérbola
kepleriana, y la expresién (a + )/ (ae) depende linealmente de la variable
r, el rango de variacion de dicha expresion puede calcularse a partir del rango
de variaciéon de la distancia r, que en el movimiento hiperbdlico —y a la vista
de (A.113) y (A.123)—es Tpin = a(e — 1) < r < 400. Se observa que

a + Tmin a—+r

ae ace

< +o0. (A.207)

Se efectiia ahora un cambio de variable de integracién » — F' tal que

a+r
ae

= coshF = r(F) =a(ecoshF — 1), (A.208)

con lo que la relacién entre diferenciales es

dr = aesenhFFdF (A.209)
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y, en funcién de la variable auxiliar de integracion, la relacién (A.206) se
transforma en

ndt = (ecoshF —1)dF, (A.210)

cuya integracion es inmediata, resultando
/ndt = /(e coshF —1)dF = nt = esenh F — F 4 cte., (A.211)

lo cual proporciona una relacién (también ahora trascendente) entre el tiem-
po fisico ¢ y la variable auxiliar F', y una relacién (A.208) entre esta variable
intermedia F' y la distancia r. Como en los casos anteriores, también en este
ultimo paso se ha introducido la sexta (y tdltima) constante (funcionalmente
independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues el tiempo t aparece
explicitamente en la férmula (A.211) anterior) requerida para poder conside-
rar —al menos desde un punto de vista teérico— completamente resuelto este
ultimo caso del problema del movimiento relativo en un sistema gravitatorio
de dos cuerpos.

La variable auxiliar de integracion F', introducida a través de la ecuacion
(A.208), es la anomalia excéntrica del movimiento kepleriano hiperbdlico. La
ecuacion 7 (F) = a (e cosh F' — 1) se interpreta como una representacion
paramétrica de la hipérbola, con la anomalia excéntrica F como parametro
de dicha representacion.

Al igual que en los casos anteriores, y con el mismo criterio, procediendo
por integracién definida a partir de (A.210),

t R F R R
/ ndl = / (e cosh F — 1) dF (A.212)
tx Fx

con t, un instante de referencia para el cual el correspondiente valor de la
variable auxiliar de integracién sea F, , se llegaria a

n(t—t.) = (esenhFF — F) — (esenF, — F,). (A.213)

Para simplificar esta expresién, eligiendo como ¢, el instante ¢, en el que
la particula pasa por el pericentro de su orbita hiperbdlica, y recordando
—véase (A.113) o (A.123)- que entonces 7 (t,) = Tpmin, = a(e —1) = r(F}),
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a partir de la ecuacion (A.208) se obtiene

7 (Fp) = Tmin <= a(ecoshlF, — 1) =a(e—1) = F,=0,
(A.214)

gracias a lo cual (A.213) se reduce a
n(t—1t,) = esenhF — F, (A.215)

que es la ecuacion de Kepler del movimiento hiperbolico; también las férmulas
(A.211) y (A.213) se denominan asi.

La expresion del primer miembro de la ecuacién de Kepler se llama tam-
bién ahora anomalia media, y se denota con las letras ¢ o M . Con estas
notaciones, la ecuacion de Kepler (A.215) se escribe como

¢ = M =n(t—1t,) = esenhF — F. (A.216)

De las ecuaciones (A.167), (A.208) y (A.216) se concluye que, en una
hipérbola kepleriana, las tres variables de tipo anomalia que hemos consi-
derado (la anomalia verdadera f, la anomalia excéntrica F', y la anomalia
media ¢) toman el valor cero en el pericentro.

A continuacién, se desea establecer un conjunto de relaciones que liguen
a estas anomalias entre si y con el tiempo fisico ¢. Es claro que, por una
parte, se dispone de dos representaciones paramétricas de la hipérbola: una
de ellas, (A.167), en funcién de la anomalia verdadera f como parametro de
la representacién; la otra, (A.208), por medio de la anomalia excéntrica F'
como parametro:

r(f) = ﬁ, r(F) = a(ecosF — 1); (A.217)

por otra, de la ecuacién (trascendente) de Kepler, (A.216):
¢ = M =n(t—t,) = esenhF — F. (A.218)

En esta ecuacion, dado el valor de la anomalia excéntrica correspondiente a
una posicion de la particula en la hipérbola, la determinacion del instante de
tiempo t en el que la particula pasa por dicha posiciéon implica la resolucién
de una ecuacién polinémica de primer grado en la incégnita ¢. Sin embargo
el problema inverso, cuando se conoce el valor de t para una posicion dada y
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se desea encontrar el valor de la anomalia excéntrica que a través de (A.208)
genera tal posicion, conlleva la resolucion de una ecuacion trascendente para
la cual no es posible —en general- encontrar en términos finitos soluciones en
forma cerrada por medio de funciones explicitas y conocidas del tiempo.

Finalmente se dan a continuacién algunas de las relaciones fundamentales
entre las anomalias verdadera y excéntrica en el movimiento hiperbdlico:

e — cosh I’ a (e — cosh F)

— = A21
cos f ecoshFF — 1 r(F) ’ ( 9)
Ve —1 h F b senh F
sen f = ‘ n = ) (A.220)
ecoshF — 1 r(F)
Ve — 1
cosh FF' = ccosf , senh F' = ¢ sen / . (A.221)
1+ ecosf 1+ ecosf

La version de la Formula de Gauss para el caso hiperbdlico es ahora

1 F F
tang = Z —_F . tanha = coth (0671{) tanh;, (A.222)

si se introduce un nimero real ay tal que e = coshay > 1.

A.10. Sobre el formalismo candnico y las va-
riables polares nodales.

En este apartado, y sin ninguna pretension de ofrecer una exposicion
completa y formalmente rigurosa de los contenidos, comentaremos breve-
mente algunas ventajas que conlleva la utilizacién del fomalismo canénico,
e introduciremos el conjunto candénico de las variables polares nodales o de
Hill-Whittaker.

En el marco de la Mecdnica Canodnica queda facilitada la introduccién de
nuevas variables auxiliares con fines de regularizacién, linealizacion y estabili-
zacion de las ecuaciones de movimiento. Ademas, la inclusién del parametro
temporal ¢ como una dimension adicional en pie de igualdad con las res-
tantes coordenadas en el espacio de configuracion ampliado (Lanczos, 1986,
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Capitulo V, §2, nota al pie de la pagina 115, atribuye la idea a Lagrange en
su Mécanique Analytique de 1788) tiene su traduccién inmediata en la cons-
truccién del espacio de fases ampliado' y, a partir de ahi, en el desarrollo
del correspondiente formalismo candonico homogéneo o formalismo candnico
ampliado.

De hecho, el uso de este artificio en el marco del formalismo hamilto-
niano se remonta a Poincaré (1905), Capitulo I, §12, pp. 13-16. Considerado
como una variable candnica mas, el tiempo fisico puede también ser some-
tido a transformaciones canodnicas; sin embargo la correspondiente variable
canodnica transformada ya no conserva en general el significado fisico dis-
tintivo del que goza t: tras efectuar un cambio de variable independiente,
por conveniencia en el uso de la terminologia, se suele seguir hablando de la
nueva variable independiente como de la “variable temporal”, el “parametro
temporal”, el “tiempo ficticio” o “pseudo—tiempo”, aunque en realidad estas
denominaciones ya no acarreen un significado fisico especial (Scheifele 1970,
§61.2, pp. 298-301; Stiefel y Scheifele 1971, Capitulo VIII, §30, §31, §32, §34,
Capitulo X, §37; Thiry, 1970, Capitulo III, §10, pp. 93-95, §11, pp. 95-99;
Capitulo V, §10, pp. 187-188, y §11, pp. 189-190; Cid y Camarena 1979,
Capitulo VIII, §8, pp. 220-222; Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 1, §1.5,
pp. 41-42, §1.11, p. 75-76, §1.14, pp. 85-90; Lanczos 1986, Capitulo V, §6, y
Capitulo VI, §10; Szebehely 1967, Capitulo 6, §6.4, §6.5 y §6.6, pp. 327-340;
Schneider 1992, Capitulo 11, §11.7, pp. 340-341).

Es habitual combinar el formalismo candnico con la introducciéon de nue-
vas variables independientes distintas del tiempo fisico ¢. Un artificio muy
usado consiste en considerar transformaciones de tiempo t — 7 en las que
el nuevo tiempo ficticio 7 viene definido a través de una relacién diferencial
de la forma dt = fdr, donde la funcién f se toma proporcional a una
potencia de la distancia r a través de un coeficiente que sea una constante
o una funcién de elementos orbitales, de integrales primeras y/o de variables
canonicas, es decir, de la forma f = k,r", aunque también se han utilizado
dependencias funcionales mas generales. Estas transformaciones diferencia-
les de la variable independiente son generalizaciones de la transformacion
reqularizadora de Sundman (1912-1913, p. 127 y p. 174).

En estas condiciones, dado un sistema mecanico gobernado por un ha-
miltoniano H (¢, q, p) formulado en un conjunto de variables candnicas

14Szebehely 1967, Capitulo 6, §6.7, p. 341, imputa a Linczos el haber acuiiado la expre-
sién “espacio fasico ampliado” o “espacio fdsico extendido” (“extended phase space”).
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(q, p) con t como variable independiente, tras efectuar una reparametri-
zacion del movimiento por medio de un cambio de variable independiente
dt = fdr, las ecuaciones canénicas del movimiento (respecto del pseudo—
tiempo 7 como nueva variable independiente) se deducen del hamiltoniano

transformado K = ]77-[

Para el conjunto canonico de variables polares nodales de Hill y Whittaker
se usardn ahora las notaciones (7, 6, v; p,, pg, p, ), cuyo significado es el
siguiente (véase, por ejemplo, Hill 1913, pp. 173-174; Thiry 1970, Capitulo
ITI, §18, pp. 117-118, Capitulo IV, §6, §§6.3, pp. 132—-135; Deprit 1981, §2,
pp. 113-115; Ferrandiz y Fernandez—Ferreirds, 1991, §2, p. 3; Cid y Ferrer
1997, Capitulo 13, §13.3, §§13.3.2, pp. 341-343; Abad 2012, Capitulo 9, §9.8,
pp. 158-159):

e r > 0 es la norma euclidea del vector de posicién, que representa la
distancia radial desde el origen de coordenadas hasta la particula movil;

e 0 designa al argumento de latitud del mévil (distancia angular al punto
movil desde su nodo ascendente), y esta definido médulo 27 ;

e v representa al argumento de longitud del nodo ascendente;

y en cuanto a los momentos candénicos conjugados de estas estas coordenadas,
e p,. es la componente radial de la velocidad de la masa en movimiento;
® py designa a la norma del vector momento angular orbital, y

e p, denota a la componente polar (o vertical) del vector momento angu-
lar.

La relacion entre variables candnicas cartesianas y variables polares no-
dales puede consultarse, por ejemplo, en Hill (1913), p. 173; Cid y Calvo
(1973), §2; Cid y Ferrer (1997), p. 343.

En funcion de estas variables, la inclinacion I del plano instantaneo de
movimiento (respecto del plano fundamental x5 ) depende de los momentos
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po vV P, através de las relaciones

¢c = cosl = p,/pp, s =senl = \/1 — (py/1s)” 5 (A.223)

donde, de paso, se han introducido las notaciones ¢ = cos/ y s = sen [
que, en muchas ocasiones, se utilizan para abreviar la escritura de ciertas
férmulas (por ejemplo, en el estudio del movimiento de satélites artificiales).

En Thiry (1970), Capitulo IV, §6, §56.3, pp. 132-135, se obtienen estas va-
riables candnicas como resultado de una transformacién de Mathieu a partir
de las variables cartesianas habituales. Una deduccién similar puede encon-
trarse en Cid y Calvo (1973), §2, pp. 16-18, bajo la forma de una extension
canonica a partir de coordenadas cartesianas rectangulares.

El hamiltoniano H, de un problema de Kepler en estas variables polares
nodales es

HO = HO(t7T707V7pT7p9)pV) :HO(_7T7_)_7pT7p97_):
Ll o P 1

_ 1 _n A.224

2{pr+r2 . ( )

donde ahora (a diferencia de parrafos anteriores) la letra p = G (my + my)
se ha usado para representar el parametro gravitatorio del sistema de dos
cuerpos. Cuando una de las masas (por ejemplo, m; ) es considerablemente
mayor que la otra (ms < my ), se suele utilizar la aproximacién p ~ Gmy,
y se habla del “pardametro gravitatorio (o constante gravitatoria) de cuerpo
de masa m;y”. Asi, por ejemplo, para el estudio del movimiento en torno al
Sol de planetas, cometas, asteroides y otros cuerpos celestes en el seno del
Sistema Solar, se considera el “pardametro gravitatorio heliocéntrico” p =
G Mg, ; en el caso del movimiento de satélites artificiales de la Tierra se usa el
“pardmetro gravitatorio geocéntrico” i ~ G Mrpjerq ; para sondas espaciales
que orbitasen alrededor de la Luna se tendria el “parametro gravitatorio
selenocéntrico” u ~ G Mpun. , etc.

El conjunto de wvariables canonicas de Hill y Whittaker goza de algunas
propiedades que se exponen a continuacién de manera resumida, segun la
descripcion que de ellas se ofrece en Cui y Mareyen (1992).

A diferencia de los elementos orbitales keplerianos clésicos, su aplicabili-

dad no depende de la forma de la érbita considerada (en ultima instancia,
de su excentricidad), son regulares incluso para érbitas circulares y permiten
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establecer una clara distincién entre las coordenadas de posicién y las velo-
cidades. Ademas, estas variables comparen con aquellos elementos la propie-
dad de que sus variaciones temporales son matematicamente mas sencillas
y cuantitativamente mas suaves que las correspondientes a las coordenadas
cartesianas rectangulares, lo que las hace mas adecuadas para el estudio de
perturbaciones.

Para el movimiento kepleriano no perturbado los momentos py v p, v
la longitud del nodo ascendente v son constantes (pues sus variables conju-
gadas son ignorables en el hamiltoniano kepleriano); el radio vector r varia
periédicamente en torno al valor medio constante p3/u con una amplitud
eps/i, donde p es el pardmetro gravitatorio del sistema de dos cuerpos; la
velocidad radial p, varia periédicamente en torno al valor cero con amplitud
ept/pe; el argumento de latitud 6 es la superposicién de una funcién lineal
del tiempo y un término periédico. Las amplitudes de los términos periédicos
anteriores son pequenas (proporcionales a la excentricidad).

Por otra parte, al ser candnicas, estas variables polares nodales permiten
el tratamiento analitico de las ecuaciones diferenciales del movimiento por
medio de transformaciones candnicas. En relacién con su comportamiento
y adecuacion para la integracién numérica de orbitas, puede consultarse el
citado articulo de Cui y Mareyen (1992). Estos mismos autores (§I, p. 155)
atribuyen a Izsak (1963) el mérito de haber sido el primero en introducir
las variables de Hill en la Teoria del Satélite Artificial; con anterioridad, la
mayor parte de las investigaciones sobre el movimiento orbital de satélites
artificiales se efectuaba a partir de variables polares esféricas o en funcion de
elementos de Delaunay.

Se considera a continuacion el espacio de fases ampliado de dimensién
ocho, dotado de la extension o ampliacién del conjunto de variables de Hill-
Whittaker obtenida al adjuntar al conjunto canénico clasico un par conjugado
(t, po) de variables candnicas constituido por el tiempo fisico ¢ (interpre-
tado como una coordenada adicional) y el momento candnico asociado pg
(que, salvo por un cambio de signo, serd igual al hamiltoniano del problema
al que se apliquen las variables en el espacio de fases de dimensién 6; véase
Lanczos 1986, Capitulo V, §2, pp. 115-119, y Capitulo VI, §10, pp. 185-192;
también, el articulo de Scheifele 1970, §581.2, y los pasajes del libro de Stiefel
y Scheifele 1971, §30, §32, §34, §37).

En estas condiciones, el hamiltoniano homogéneo Hoy , de un problema
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de Kepler, expresado en este conjunto ampliado de variables polares nodales,
es

HO,/”L = 7—[07h(t,1”,(9,V,po,pT,pg,p,,):
:HO(_7T7_7_7_7pT7p97_)+pOE
EH07h<_arv_a_ap07pr7p9a_):

1, m] w
= - — | - = . A.225
sl -t (A.225)

Cui y Lelgemann (1995), Apéndice A, Subapéndice A.1, p. 92, presentan
un conjunto ampliado de variables canénicas de Hill-Whittaker en el que “la
energia total” (segin su denominacién) desempenia el papel de lo que aqui se
ha denotado como py ; pero es que, a su vez, el concepto de hamiltoniano que
consideran estos autores (al igual que Hill 1913, p. 174; Izsdk 1963, p. 559)
difiere del nuestro en el signo, pues se trata del opuesto del que (siguiendo la
practica habitual 1°) utilizamos en esta Memoria.

Para uso posterior, se supondra que un problema perturbado de dos cuer-
pos, o sistema kepleriano perturbado, en su formulacién canénica en variables
polares nodales, vendra descrito por medio de un hamiltoniano de la forma

H = H(t7T78;V7pT7p97py>:Ho(—,r,—7—7pr7p07_>+v
L1 pg jz
e §|:pr+r_2 - ; + V(_7T797V7p7‘7p97p1/)7 (A226)

donde Hy es el hamiltoniano correspondiente a un sistema kepleriano puro,
y V representa al potencial de las fuerzas perturbadoras que actian en el
problema en cuestion.

En el espacio de fases ampliado a ocho dimensiones se consideraran tam-
bién hamiltonianos homogéneos de problemas de Kepler perturbados que obe-

15Cf. §2 de A. Deprit, “A Note Concerning the TR-Transformation”, Celestial Mecha-
nics 23, (4), 299-305, 1981.
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decen a expresiones de la forma

Hh = Hh(ta’)nae’V?pOapTapG?pu):
- H0<_7T7_7_7_7p7"7p97_)+V+p0:
1T, P p
N 2{pr+r2 r
+V(_7T767V>p07prap97p1/)+p0' (A227)

De especial interés en esta Memoria seran los sistemas keplerianos per-
turbados que comparten una dependencia funcional del tipo que caracteriza
a la familia de intermediarios radiales que Deprit introdujo en la Teoria de
Satélites Artificiales (Deprit, 1981, §7, p. 138, Férmulas [57] y [58], y Tabla
II; Alfriend y Coffey, 1984; Ferrandiz y Fernandez—Ferreirds, 1991; Floria,
1993):

HD = HD(_arv_a_apTap97pV):
= HO(_7T7_7_7prap0a_)+VD<_7ra_a_7_7p97pl/):
LMo 1 po, 1
_ = o _ B —Vp(—, — — — — v ), (AL228
2|:pr+r2 , + 2 D( ; ) ) ) apeap)( )

0, mas en general, en el espacio de fases ampliado,

Hpnw = How(—7,—, =, D0, Dy Po, Dv) =
= Ho(—,7,—, =, — ., PrsDo,—)
+Vp (=7, =, —,Po, =, P, Pv) + Do
4] -
+ %VD(—,—,—,—,po,—,pe,pu) + po. (A.229)

El Problema Fundamental o Problema Principal de la teoria del movimien-
to de satélites artificiales queda caracterizado por el hamiltoniano (Deprit
1981, 85, pp. 129-130; Cid y Ferrer 1997, Capitulo 13, §13.3, §§13.3.2, p. 343;
Abad 2012, Capitulo 17, §17.2, pp. 278-279) que, por ahora, denotaremos
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COImo
M = M(_yraea_aprap97pu):HO(—,T,—’—’prjpe,_)_FV
1[5 jz
= §|:p7'+/r_2 _; + 5M1(_ar70;_7_7p95pu); (AQ?)O)
M= BE (322 1) 4 s coss A.231
1_4T3{(C—)+scos }, (A.231)

donde e es un pequeno pardametro relacionado con el coeficiente J (Abad
2012, Capitulo 14, §14.3, pp. 225-226, Ec. (14.20); Cid y Ferrer 1997, Capitulo
7,87.6, 887.6.1, p. 207 y p. 209) que da cuenta del achatamiento dindmico del
cuerpo central (en este caso, la Tierra), R. es su radio ecuatorial medio, y
las cantidades ¢ y s, introducidas en (A.223), son funciones de la inclinacién
instantdnea I = I (p,, pg) del plano orbital,

¢ = cosl = p,/pp, s = senl. (A.232)
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Sobre la transformacion a elementos

B.1. Transformaciones de ecuaciones diferen-
ciales

Siguiendo el libro de Kirchgraber y Stiefel (1978) [68] se introducen las
transformaciones de ecuaciones diferenciales tal y como viene explicado en
la mayoria de libros de texto, pero con una pequena variacién que no es
habitual. En este caso se van a admitir cambios de variables entre dominios
de diferente dimension.

En principio se considerara el caso de sistemas autonomos, y se dejara de
lado el caso no autéonomo, que, como bien se sabe, se puede facilmente trans-
formar en auténomo. Asi que bastara con tratar el siguiente tipo de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias

z=f(x), (B.1)

donde x € R™ y f es una funcién vectorial suficientemente regular de di-
mensiéon n € IN; ademds se establece que x (ty) = x(®) son las condiciones
iniciales del sistema.

Uno de los instrumentos principales para la construccion analitica de solu-
ciones aproximadas es el cambio de variables en las ecuaciones diferenciales.
Pueden considerarse varios de ellos. El primero serd una transformacion a
elementos.
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Como ya se ha mencionado, se define aqui una version mas general del
cambio de variables para ecuaciones diferenciales.

Sea 1 (y) una funcién vectorial de dimensién n, con el vector y de dimen-
sion m como argumento, es decir

v : R — R”
y — z=1v%(y),

y no es necesario que m sea igual a n.

La matriz jacobiana de la funcién vectorial 1 esta definida como la matriz
de las derivadas parciales:

O O

Jy (’l,b) = B =
Y oYy, oy,
ayl aym

Definicion 1: La funcién vectorial v (y) se denomina transformacion del sistema
(B.1) si existe una funcién vectorial g (y) de dimension m tal que se verifique

Jy () g(y)=F (@ (y)) - (B.2)

(La igualdad significa aqui iqualdad entre funciones).

Como se puede comprobar, se define asi una transformacién en la que el
espacio de salida y el de llegada no poseen la misma dimensién. A continua-
cion se establece el siguiente Lema

Lema 1. Si y(t) es una solucion del sistema

y=g(y) ,

donde g (y) verifica la ecuacion (B.2), entonces

es solucion de (B.1).

La demostracion se obtiene de forma inmediata aplicando la regla de la
cadena.
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Si la matriz jacobiana es cuadrada, o sea n = m, y ademas regular,
entonces

gy)=J," ) f (@ (y) . (B.3)

Sea la funcién v (y) inversible; entonces existe una funcién vectorial de
dimensién n, que se denotard por x (x), tal que cumple las siguientes pro-
piedades

r = Y (x(@), (B.4)
y = x(® (). (B.5)
Derivando la segunda expresion respecto de @ se obtiene
_ Ix (x)
1 = —»
Jy (170) - 833 ) € r'7b(y) )
y se concluye que
ox (x
o) = XDy a gy,

donde la flecha — significa que se sustituird @ por 9 (y) una vez calculadas
todas las derivadas parciales.

B.2. Funciones casi—periddicas

El primero en desarrollar una teoria de las funciones casi—periodicas fue el
matemadtico Bohr (1924), (1925) y (1926) [20-22]. En este resumen sdélo se
trataran funciones complejas de variable real, aunque los resultados basicos
son faciles de extender a funciones vectoriales reales (véase, por ejemplo,
Arguedas y Castro (2000) [10]).

Siguiendo el libro de Bohr (1947) [23] se considera la suma finita
N
s(t) = Z ane?t . VteR, (B.6)
n=1

donde los coeficientes a, son numeros complejos y los exponentes A, son
nimeros reales.
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Realmente para muchos propositos basta con partir del conjunto dado por
las funciones (B.6), aunque para proporcionar una visién algo més amplia se
presentara un pequeno resumen de algunos de los conceptos fundamentales
de la teoria de Bohr.

Un ejemplo ilustrara las ideas de la teoria de Bohr: sea
3<t) —_ ei/\lt + ei)\zt
)

donde A; y Ay son distintos de cero. Como es obvio, cada término de esta
suma es una funcién periddica con los perfodos respectivos p; =27/ | A1 | ¥

p2:27T/ ’ )\2 |

Si A\;/A2 € Q, entonces existen dos enteros ny y ng distintos de cero tales
que P :=mnjp; = ngpsy es el periodo de s(t).

En el caso de que A1 /Ay sea un niimero irracional no existen dos nimeros
enteros distintos de cero tales que nyp; = ngopy (se dice entonces que A\;
y A9 son inconmensurables; también se dice que A\; y Ag son linealmente
independientes sobre el anillo Z de los niimeros enteros), y como consecuencia
no existe periodo de s(t). Sin embargo, para cualquier 6 > 0 existen ny, ny €
7. tales que

| nipr —naps | <0,

lo cual se deduce como un caso particular del teorema general de la aproxi-
macién diofdntica (Bohr (1947) [23], §40 p. 31).

Un ejemplo sencillo de una funcién no periddica formada por funciones
trigonométricas:
s(t) = sen 2t + cos 2mV/2 t .

Es obvio que esta funcién no posee periodo T tal que f(t+T) = f(t), Vt € R.
Pero para cualquier o > 0 se pueden encontrar dos nimeros ny, no € 7 tales
que |2ny — \/§n2] < 4.

De ahi que se necesite una definiciéon que no solo abarque a las funciones
periédicas, sino también a este tipo de funciones, y a su clausura respecto de
la norma uniforme.

Es posible obtener otros conjuntos de funciones casi—periddicas usando
sumas finitas e infinitas de funciones trigonométricas y completar el conjunto
(véanse, por ejemplo los libros de Corduneanu (1989) y (2009) [38, 39]).
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En el libro Sternberg (1969) [93, p. 3 y p. 11] se definen las funciones
“almost periodic” y “quasi-periodic”, mientras que Corduneanu (1989) y
(2009) no hace esa distincién, pero clasifica las funciones casi—periédicas
dependiendo del conjunto de polinomios trigonométricos (finito o infinito) y
de la norma utilizada para completar el espacio compuesto por el conjunto
en cuestion.

Nosotros utilizaremos la definicién de las funciones casi—periédicas de
Bohr (1947) presentada por Sternberg (1969).

Definicién 2: Una funcién f compleja de variable real se denomina uniforme-
mente casi—periddica si

I. f escontinuay

IL dado € > 0 existe un L(c) > 0 de tal manera que cualquier intervalo
(a,a+ L(e)) con longitud L(e) contiene al menos un niimero 7 := 7¢(¢) €
R tal que
lfit+7)— f(t)] <e VieR. (B.7)

El valor 7 se denomina niimero de traslacion, o también casi—periodo, de f
correspondiente a e > 0.

El conjunto constituido por estas funciones es la clausura del conjunto
formado por los polinomios trigonométricos (B.6) respecto de la norma uni-
forme, y se denotara por H. Asi que la casi—periodicidad es precisamente la
propiedad estructural que caracteriza a las funciones f que pertenecen a H.

Entonces para cualquier funcién f € H y para cada € > 0 existe un
polinomio trigonométrico s(t) tal que

| f(t) —s(t)|<e VteR.

Dicho de otra manera, cualquier funcién f € H puede ser aproximada por
un polinomio trigonométrico tanto como se quiera. Y ademas toda funcién
de tipo (B.6) es una funcién uniformemente casi-periédica.

Definicion 3: Se dice que un conjunto A C R es relativamente denso en R si
existe una longitud L > 0 tal que cualquier intervalo(c, o« + L) de longitud L
contiene al menos un elemento v € A.
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Un ejemplo de un conjunto relativamente denso es el conjunto {np | n €
Z 'y p > 0} (ver por ejemplo Levitan y Zhikov (1982) [75, p. 1]).

Sea {77(¢)} el conjunto de los nimeros de traslacién de f correspondiente
a €; entonces se puede afirmar que dicho conjunto es relativamente denso en

R.

A continuacion se presentan algunos resultados relativos a las funciones
casi—periddicas, sin entrar en las demostraciones.

Teorema 2. Toda funcion uniformemente casi—periodica es acotada y ademds
es uniformemente continua.

Otro resultado importante (ver Corduneanu (2009) [39]) es que H es un
algebra de Banach.

Corolario 3. Sea F' una funcion de k argumentos uniformemente conti-

nua respecto a todos ellos. Entonces la funcion F(fi(-),..., fx(:)) es unifor-
memente casi—periodica si las funciones fi, ..., fi son uniformemente casi—
periodicas.

Este corolario brinda la posibilidad de introducir una nueva clase de fun-
ciones, que se denominaran simplemente casi—periédicas, usando la misma
nomenclatura que Sternberg (1969) [93, p. 11-12]:

Definicién 4: Una funcion f(t) se denomina casi—periddica si se puede expresar
como
f(t)=F (eQ“MIt, o ,62”’\”) , (B.8)

donde F' es una funcién continua y Ay, . .. \; son niimeros reales.

Estas funciones son un subconjunto del conjunto de las funciones unifor-
memente casi—periddicas.

En el libro de Kirchgraber y Stiefel (1978) [68], p. 17, se encuentra una
definicion equivalente, pero aplicada a una funcién vectorial:

Definicion 5: Una funcién x(t) es casi-periddica si existe una funcion X (ti, ...

periddica de periodo 2w en todos sus argumentos y existen k niimeros reales
Wi, ..., wy tales que
CC(t) = X(wlt,...,wkt) .
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Se puede considerar a (wit,...,w,t) como un grupo uniparamétrico (una
linea recta) sobre un toro k—dimensional, y a X como una funcién continua
sobre ese toro.

B.3. Transformacion a elementos

En primer lugar es necesario definir qué tipo de problemas pueden resultar
de interés en las aplicaciones, y para eso se propone la siguiente definicion:

Definicion 6: El problema planteado por la ecuacion diferencial
&= f'(x)+ef (@) +f (@) + (B.9)

se llamard problema perturbado si:

L. el pardmetro ¢ es suficientemente pequerio, y

IL. el problema no perturbado asociado,
Cb:fo (CC) ) (BlO)

posee s6lo soluciones periddicas o casi—periddicas.

La segunda propiedad del problema perturbado permite en general de-
finir un cambio de variables tal que (B.9) se transforme en un sistema que
serd especialmente apropiado para su ulterior analisis por medio de diversas
técnicas. Esta transformacion se denominard transformacion a elementos, y
las nuevas variables se llamaran elementos. Los elementos son cantidades o
funciones que en el sistema no perturbado son constantes o varian linealmente
con la variable independiente.

Para comprender mejor los conceptos de una “transformacién a elemen-
tos” y “elementos” se desarrollaran algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Se considera un par de osciladores acoplados

I +winzy = eft (x1, 29,31, 09;€) ,

L A B.11
xﬁ—w%xg = €f2($1,$27$1,$2;5)a ( )

donde w,, wy son inconmensurables, es decir, que la tinica solucion de la ecuacion

MW + Moy = 0
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sea la solucion trivial my = 0y me = 0. También se suele decir que wy Y w, son
linealmente independientes sobre el anillo Z de los enteros.

A continuacién se transforma el problema en un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden,

Ty = T3 , i3 = —wir)+efi,
{ '1 3 .3 ; 1 fl (B.12)
Ty — X4 , Ty = —Wylo + Efg .
La solucién del problema no perturbado es
z1(t) = a¥coswit + xdsenwit ,
2o (1) = 29 coswst + 29 senwot |
2 (1) aUm T (B.13)
x3(t) = —wizisenw;t + wxy coswit
14 (t) = —wyrdsenwst + wyr!) coswst |

donde z representan a las condiciones iniciales, que se van a convertir en las
nuevas variables (elementos) o;, de manera que en el sistema perturbado ya no
tendrdn por qué ser constantes.

Ademds se afiaden las siguientes nuevas variables ¢;, que corresponden a las
expresiones w;t, que en este caso varian linealmente con la variable independiente
t. Asi que la nueva transformacion 1, denominada transformacion a elementos,
estd dada por

Yy = X1 = 01C0S¢ + ozsen oy,

Yo = Xy = 09COS Py + o48en o (B.14)
Y3 = T3 = —wi01sen o + wios3cos oy , '

Yy = Xy = —W9O9SeN Qg + Woly COS Py .

Esta transformacion proporciona cuatro ecuaciones y seis variables. Se calcula la
matriz jacobiana de 1 y resulta

% 0 coS 1 sen ¢ 0 0
w1
J = 0 zi—;l 0 0 Cos (2 sen ¢y
—11 Wy 0 —w1 Sen ¢ wj Cos Py 0 0
0 — g Wo 0 0 —Wy SEN (g Wo COS (o
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Sea g := (R, T)t = (Ry, Ry, 11, 15, T3, T4)t, usando la misma notacion que en
la Definicion 1. Entonces la ecuacion (B.2) adopta la siguiente forma

Ry
Ry s
T, Py

J- = : B.15
15 —wi +efi ( )
T3 —withy + £ fo
Ty

Este sistema no posee solucion tinica, es decir, no todas las funciones incognita
estdn determinadas de modo tinico, lo cual permite efectuar la siguiente eleccion,

Ry = wy, Ry = wsy

y obtener su solucion

( o = R = w,
P2 = Ry = wo,
oo = 1T = —€w—f1 (w1, 9, T3, T4;€) SEN P1
1
_ 1 B.16
oy = Th = ew—fl (21, T2, T3, T4; €) COS Py (B.16)
1
. 1
o3 = 13 = —€w—f2 (1317372,$3,364;5) sen @s
2
oy, = Ty = €w—f2 (21, 2, T3, T4;€) COS P
\ 2

donde las variables x1, x4, x5 Y x4 deben ser sustituidas por las expresiones (B.14).

Ejemplo 2: Se parte del mismo sistema (B.11) o (B.12) del ejemplo anterior, pero
proponiendo una solucién diferente para el problema no perturbado:

r1(t) = creos(wit+e3) ,  w3(t) = —ciwcos(wit +c3)
xo(t) = cosen(wot +cq) x4(t) = —cowgsen(wst + ¢4)

(B.17)
donde c, ¢y, c3, c4 Son las constantes arbitrarias de integracion.

Los elementos se definen ahora de la siguiente manera: ¢, := wit + c3, ¢9 1=
wat + ¢4, 01 1= €1 Y 09 = co. Como se puede comprobar, en la solucién no
perturbada los elementos son constantes o funciones lineales de la variable inde-

pendiente.
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La transformacion a elementos estd definida por

{ml(t) = ¢y = orcos¢; , x3(t) = Y3 = —owicosey (B.18)
332@) = 1)y = 0Osen@y >$4<t) = Py = —0owysenq, . '

Este cambio de variables posee la matriz jacobiana J que corresponde al caso
particular en el que el niimero de ecuaciones es igual al niimero de variables. Si
o1 # 0y 09 # 0, entonces J es una matriz regular, como se puede comprobar.

Basdndose en la férmula (B.3) y la Definicién 1 se determina la funcién g.
Finalmente se obtiene el sistema transformado

;

1 = w—¢€ fi ($1,$2,$37$4;5) cos @1 ,
wl]_(ll
P2 = w2—5w a fa (1'1,952,553,374;8)8611(?2 )
202 (B.19)
oy = —€w—f1 ($17$2,$3,9€4;5) sen ¢y ,
1
0y = —e—fo(x1,29, 23, T4;€)S€N Do
\ W2

donde las variables x1, x4, x5 Y x4 deben ser sustituidas por las expresiones (B.18).

Ejemplo 3: El siguiente ejemplo, que también estdi extraido del libro de Kirchgra-
ber y Stiefel (1978) [68, pp. 191, mostrard un sistema de ecuaciones de elementos
algo diferente a los hallados en los dos ejemplos anteriores.

Sea
{ iy = wmt3efe iy = x4+ 3cfa, (B.20)
iy = —m+3efi iy = —x3—3ef1, .

el sistema perturbado. La solucion general del sistema no perturbado viene dada
por

z1(t) = crcos(t+cs+eq) , x3(t) = cocos(t+c3—cy),
{xg(t) = —csen(t+cy+eq) , x4(t) = —cosen(t+cq—c3),
(B.21)
donde cy, ¢z, c3, c4 son las constantes de integracion.

Como en los anteriores ejemplos, se propone un cambio de variables

r1(t) = 1 = o1cos(p+Q),

zo(t) = o = —orsen(p+Q) ,

ralt) = Gy = oacos(6-9) . (22
z4(l) = Yy = —ozsen(¢—Q) ,
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donde oy :=c1, 03 :=cy, ¢ :=t+c3 Yy Q:=c4.
La matriz jacobiana asociada a este cambio de variables es reqular siempre que
o1 # 0y 09 # 0. En este caso el sistema transformado estd dado por

(

b = 1—i[f2sen(¢+ﬂ)—|—flcos(¢+9)]

8401
—4—02[f286n(¢—9)—f1008(¢—9)] :
QO = —4i[fgsen(¢+§2)+flcos(gb+ﬂ)]
1 (B.23)
+E[f2sen(¢—9)—flcos(ﬁb—ﬁ)] :
o1 = —%[flseﬂ(¢+9)—f2COS(¢+Q)],
b2 = 5 frsen (6 —Q) + facos (6~ Q)]

y como en los ejemplos anteriores las variables x1, xo, x5 Y x4 Se sustituyen por
las expresiones (B.22).

Estos tres ejemplos ilustran la situacién general que se describe a conti-
nuacion:

El cambio que convierte a la variable vectorial  en el nuevo conjunto de
variables ¢, o (0 ¢, 60, 0) se denotara por ¥ (¢, o) (o ¥ (¢,0,0)). Esto es lo
que se denomina la introduccion de elementos si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. ¥(¢,0) es una funcién peridédica de periodo 2w en las componentes
del vector ¢, y en el caso (¢, 0,0) es 2n—periddica respecto de los
vectores ¢ y 0.

1. El sistema transformado (B.9), en el primer y segundo ejemplo, es

¢ - w (U> + €R1(¢7 0-) _l_ €2R2(¢7 0-) + o 9 (B 24)
o = eT (P, o) +*T*(p,0) + -+ ‘
y en el tercer ejemplo
(b = W(U)—l- €R1(¢70a0) +€2R2<¢7 07U> + o 5
9 = 651<¢7 070-> +8252(¢7070) + e ) (B25)
o = eT (p,0,0) +2T*(p,0,0) +---
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donde las funciones R, §*, T* poseen las mismas propiedades de perio-
dicidad que la transformacion .

I1I. Sea G la region de interés para la variable o y k3 = ntiimero de compo-
nentes de o. Entonces se cumple: para todo conjunto no vacio y finito
N C Z" existe un valor k(N G) tal que:

n-w(o)| = kWN,G) >0 VneNyVoeg.

Comentario. La condicién (11I) garantiza la ausencia de divisores nulos en

expresiones del tipo
1

n-w(o)’
aunque 7 pertenece a un conjunto A que en principio no se podré determi-
nar ahora, a la espera de un andlisis posterior del sistema. Esta condicion

garantiza que la transformacién esté bien definida.
Definicion 7:

o La variable o se denomina variable de amplitud, o simplemente ampli-
tud.

e En el caso del problema no perturbado ¢ varia linealmente con la variable
independiente y @ es constante. Las variables del vector ¢ son las varia-
bles rdpidas, y las del vector @ son las lentas; ademds estas variables se
denominan variables angulares.

e Si se consigue introducir los elementos sin necesidad de las variables lentas,
entonces se dice que el sistema es no degenerado, y degenerado en el caso
contrario.

En muchos casos un sistema degenerado surge a partir de un sistema no
degenerado, al modificarlo afiadiendo una simetria.

o Lapropiedad (111) anterior se denomina condicién de no resonancia. Tam-
bién se suele decir que el vector de frecuencias w (o) es linealmente inde-
pendiente sobre el anillo Z.

Un sistema del tipo (B.9) que permita introducir los elementos en el
sentido que ha sido descrito se llamard un sistema oscilante (oscilatorio)
perturbado.
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