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kepleriano. Anomaĺıas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
A.9.1. Órbitas eĺıpticas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
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1
Introducción

1.1. Contexto y antecedentes. Mecánica Ce-

leste Lineal y Regular.

Como idea de carácter general (Stiefel y Scheifele (1971) [94], Caṕıtulo
I, §4; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Caṕıtulo 2, §2.6), la regularización
se define como la eliminación de singularidades presentes en las ecuaciones
diferenciales (que, en nuestro caso y para nuestros propósitos, considerare-
mos como las ecuaciones que gobiernan el movimiento de ciertos sistemas
mecánicos). A este respecto, hay que distinguir entre “singularidades de una
ecuación diferencial” y “singularidades de sus soluciones”, pues la existencia
de singularidades de una ecuación no necesariamente entraña la existencia
de singularidades de sus soluciones (que pueden ser funciones perfectamente
regulares). Se trata, pues, de transformar ecuaciones diferenciales singulares
en ecuaciones regulares, es decir, de obtener ecuaciones diferenciales libres de
singularidades, más que de obtener funciones regulares que sean soluciones
de la ecuación en cuestión.

Por regla general, los métodos de regularización de las ecuaciones del
movimiento suelen combinar el uso de transformaciones de variables (tanto de
la variable independiente que parametriza las soluciones como de las variables
dependientes o funciones incógnita del problema) con el recurso a integrales
primeras (y, en su caso, incluso a ligaduras geométricas y dinámicas) del
sistema diferencial objeto de estudio.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En algunos casos, como resultado del propio proceso de regularización de
las ecuaciones, se llega a obtener también linealización de las mismas: las
ecuaciones de partida, tras las transformaciones y manipulaciones llevadas a
cabo, se convierten en ecuaciones lineales que –en la situación más favorable–
son además de coeficientes constantes (por lo tanto, exentas de singularida-
des), y para las cuales se dispone ya desde Euler y Laplace de una teoŕıa
completamente desarrollada y perfectamente conocida para su resolución y
el análisis de sus propiedades fundamentales. En particular, de ah́ı la im-
portancia de la ecuación diferencial lineal de segundo orden y coeficientes
constantes para la función incógnita y de la variable independiente x,

d2y

dx2
+ Ξy = 0,

independientemente del valor y signo del parámetro Ξ. No hay que olvidar
que las ecuaciones diferenciales del movimiento del problema de Kepler pue-
de transformarse (tras unos cambios adecuados de variables dependientes y
con una reparametrización del movimiento por medio de una nueva varia-
ble independiente) en este tipo de ecuaciones lineales, donde el parámetro
Ξ está relacionado con la enerǵıa del sistema kepleriano (en el caso de los
métodos de tipo central1) o con la norma del vector momento angular orbital
(si se procede mediante un método de tipo focal2).

A lo largo del tiempo ha habido numerosos intentos de reducir las ecua-
ciones de movimiento del problema de Kepler perturbado a ecuaciones de
osciladores (lineales o no) perturbados. Esta reducción es un aspecto esencial
de la formulación lineal y regular de los problemas de Mecánica Celes-
te y Astrodinámica. Una referencia ya clásica en esta materia es el libro
de Stiefel y Scheifele (1971) [94]. Más recientemente, Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44] han refinado este enfoque y han tratado con detalle y profundidad
esta cuestión en un contexto matemático más riguroso, moderno y avanzado.
Por otra parte, en el tratamiento de diversos problemas que surgen en diferen-
tes campos de las Matemáticas y de la F́ısica (por ejemplo, F́ısica Atómica,
Qúımica Cuántica, problemas de interacciones moleculares) también se han
aplicado técnicas de regularización y linealización.

Algunas de las ideas básicas relacionadas con la regularización y linea-
lización de ecuaciones diferenciales en el campo de la Mecánica Celeste se
remontan al siglo XVIII (véase Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], “Introduc-
tion”, pp. 151–156, y §1, pp. 156–162), y pueden rastrearse en trabajos de

1Véase más adelante la definición de método central.
2Véase más abajo el concepto y distinción entre métodos centrales y focales.
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Clairaut, D’Alembert, Euler y Laplace. El primero en proponer una regulari-
zación de unas ecuaciones de movimiento fue Euler, en su tratamiento de una
colisión rectiĺınea en el marco del problema del movimiento unidimensional
de dos masas puntuales bajo su mutua atracción gravitatoria según la Ley
de Gravitación Universal de Newton ([94], Caṕıtulo I, §5, pp.13–17). Desde
entonces las ideas de regularización, linealización y estabilización (anaĺıtica
y numérica) de las ecuaciones diferenciales del movimiento que gobiernan el
comportamiento de los sistemas dinámicos perturbados ha motivado la cons-
trucción de numerosas transformaciones de las variables dependientes y/o
independientes.

Esta estrategia de los cambios de variables se ha combinado a menudo con
la introducción de integrales primeras y ligaduras geométricas y/o dinámicas
en las ecuaciones de movimiento. En este sentido, el estudio de los siste-
mas keplerianos perturbados constituye un fecundo campo en el cual se han
podido aplicar y poner a prueba estas técnicas.

De entre los métodos más utilizados para regularizar las ecuaciones de
movimiento que se presentan en el estudio de diversos sistemas keplerianos (a
menudo, perturbados) que aparecen en problemas de movimiento orbital de la
Mecánica Celeste y de la Astrodinámica, destacaremos (Burdet (1969) [28],
§1, pp. 71–73; §2, pp. 73–75) los que pueden denominarse como métodos
centrales y los llamados métodos focales. En el trabajo citado Burdet describe
dos tipos de procedimientos basados en transformaciones, asociado cada uno
de ellos al correspondiente tipo de cada uno de los métodos que se acaban
de mencionar.

Los primeros (métodos centrales) utilizan sistemas de coordenadas con
origen en el centro de la cónica solución del problema considerado, y parame-
trizan el movimiento por medio de variables independientes que en esencia
son iguales o proporcionales a la anomaĺıa excéntrica.

En cuanto a los segundos (métodos focales), parten del empleo de siste-
mas de coordenadas con origen en un foco de la cónica (el foco que ocupa
el cuerpo atractor) y para la representración paramétrica del movimiento
utilizan variables independientes esencialmente iguales o proporcionales a la
anomaĺıa verdadera.

Por ejemplo (véase Cid y Camarena (1979) [34], Caṕıtulo V, §V.7, pp.
124–126, y §V.8, pp. 126–128; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Caṕıtulo 2,

3
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§2.1, pp. 134–136; Goldstein (1980) [59], Caṕıtulo 3, §3.5, pp. 85–86, y §3.7,
p. 94), en el caso del movimiento de una part́ıcula en el seno de un campo
de fuerzas central conservativo, formulando el problema en un sistema de
coordenadas polares planas (r, φ) en el plano del movimiento con origen en
el centro de fuerzas, el conocido como método de Binet (en definitiva, un
método de tipo focal) permite regularizar la componente radial de las ecua-
ciones de movimiento, dando lugar a una ecuación escalar de segundo orden
para la variable radial r utilizando la conservación de la norma del momento
angular orbital, reemplazando la función incógnita r por 1/r, y cambiando
la variable independiente t por el ángulo polar φ del sistema de coordenadas
polares planas (con origen en el centro de fuerzas) en el plano orbital. Como
consecuencia de este tratamiento, es inmediato identificar modelos de fuerza
central conservativa que además permiten obtener ecuaciones lineales de se-
gundo orden con coeficientes constantes para la función incógnita 1/r, con φ
como variable independiente.

Bohlin 1911 [19] propone un método (de tipo central) para la resolución
del problema gravitatorio de dos cuerpos (caso de órbitas ligadas) en el plano
orbital, con la anomaĺıa excéntrica como variable independiente (introducida
a partir de la anomaĺıa media). Partiendo de coordenadas cartesianas rectan-
gulares (x, y) en el plano del movimiento, considera una transformación de
las variables dependientes x , y −→ ξ(x, y) , η(x, y), reformula las ecuaciones
de la integral de la ley de las áreas y de la integral de la enerǵıa en términos
de las funciones (ξ, η) con la anomaĺıa excéntrica como variable independien-
te, y convierte las ecuaciones diferenciales originales en ecuaciones lineales
con coeficientes constantes correspondientes a dos osciladores armónicos in-
dependientes (es decir, desacoplados), pero con la misma frecuencia, para las
nuevas coordenadas ξ y η (respecto de la anomaĺıa excéntrica).

Por su parte, los métodos basados en las transformaciones de Levi-Cı̀vita
(1906) ([74], §2, pp. 311–314; Kustaanheimo y Stiefel (1965) [71], §1, pp.
204–205; Stiefel y Scheifele (1971) [94], Caṕıtulo II, §8, pp. 20–23; Boccaletti
y Pucacco (1996) [18], Caṕıtulo 2, §2.6, pp. 164–167) y de Kustaanheimo y
Stiefel ([71]; [94], Caṕıtulo II, §9, pp. 23–35; [18], Caṕıtulo 4, §4.7, pp. 289–
291), también métodos de tipo central, regularizan las ecuaciones vectoriales
de movimiento y la ecuación escalar para la distancia r del problema gra-
vitatorio de dos cuerpos plano y espacial (respectivamente), combinando un
cambio de variable independiente (transformación de Sundman (1912–1913),
[95], §V, p. 127, que introduce un pseudo–tiempo proporcional a una anomaĺıa
de tipo excéntrico) con un cambio de variables dependientes, e introduciendo

4



Transformaciones a Variables Focales

la integral de la enerǵıa en las ecuaciones.

A su vez Izsák (1955) [64] regulariza las ecuaciones vectoriales del mismo
problema (tanto en el plano como en el espacio tridimensional) utilizando
la transformación de Sundman, sin efectuar cambio de función incógnita
(es decir, sin transformaciones de coordenadas), pero a costa de tener que
introducir la integral primera del vector de Laplace (y no sólo la de la enerǵıa)
en las ecuaciones de movimiento3.

Diversos autores (Burdet (1967) [26]; Silver (1975) [91]; Jezewski (1975)
[66]; Bond y Allman (1996) [24], §9.2, p. 148, y §9.3, pp. 151–154) suelen
atribuir a Sperling (1961) [92] la idea de una regularización, también conocida
como “regularización de Sperling–Burdet”, que en realidad ya se encuentra
en Izsák (1955). Lo que Burdet (1969) [28, §1] denomina “método central”
recoge esencialmente los contenidos presentados por Izsák (1955) [64]. Por
lo tanto, y atendiendo sólo a los autores mencionados, nos parece que la
secuencia cronológica (en cuanto a la atribución de esta técnica) debeŕıa ser:
Izsák (1955) [64], Sperling (1961) [92], Burdet (1967, 1968 y 1969) [26–28].

Por otra parte, Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §1, p. 162, atribuyen a
Bohlin (1911) [19] la idea del procedimiento presentado por Izsák.

Para describir el movimiento orbital de una part́ıcula en el espacio bajo
la influencia de otro cuerpo (llamado primario) o en el seno de un campo
de fuerzas, la posición de la part́ıcula respecto de un sistema de referencia
con origen en el primario (o en algún otro punto del espacio seleccionado con
algún criterio dado de antemano) se representa por medio de un vector de tres
componentes. Pero dicha posición también puede ser caracterizada mediante
un conjunto redundante de cuatro coordenadas (Burdet (1969) [28], §2, pp.
73–75; Ferránadiz (1986, 1986, 1988, 1991, 1992 y 1994) [45, 47–49, 51, 52];
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]), dando en cada instante la distancia de
la part́ıcula al origen de coordenadas y el vector unitario en la dirección de
la part́ıcula móvil (o, lo que es lo mismo, el vector de los cosenos directores
del vector de posición en cada instante, referido al sistema de coordenadas

3Szebehely (1976) [97] considera, de manera más general, bajo qué condiciones pueden
linealizarse las ecuaciones del movimiento kepleriano por medio de transformaciones t −→
s de la variable independiente de la forma dt = g(r)ds , sin recurrir a cambios de la
variable dependiente pero utilizando integrales primeras del movimiento.
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prefijado).

Ésta es la decomposición proyectiva del vector tridimensional de posición
como producto de la distancia y el vector unitario en la dirección radial.
Introducido por medio de una transformación puntual de rango máximo que
aumenta la dimensión del espacio de coordenadas, el conjunto de estas cuatro
variables que permiten localizar la posición de la part́ıcula en el espacio puede
intepretarse (Ferrándiz (1986) [45], §1, p. 361; Ferrándiz (1988) [47], §1, p.
345; §2, p. 346) como las coordenadas (cartesianas) homogeneas proyectivas
del móvil en un espacio proyectivo.

En función de estas coordenadas el movimiento de la part́ıcula puede
entonces contemplarse (Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], p. 151) como la
composición de un desplazamiento radial y de una rotación de la dirección
radial sobre la esfera unidad. Tras un cambio de variable independiente (que
introduce un tiempo ficticio que es del tipo de la anomalia verdadera) y re-
emplazando la distancia radial por su rećıproco, esto permite transformar las
ecuaciones diferenciales del movimiento del problema de Kepler (en el espa-
cio ordinario de tres dimensiones) en un sistema de ecuaciones diferenciales
(lineales y regulares, es decir, exentas de singularidades) que adoptan la for-
ma de las ecuaciones que gobiernan un oscilador armónico en 4 dimensiones.
Más en concreto, se trata de cuatro osciladores armónicos desacoplados que
ejecutan sus oscilaciones de manera independiente y con la misma frecuen-
cia. El centro de oscilación se encuentra situado en el centro de atracción
gravitatoria, que a su vez coincide con un foco de las cónicas solución del
problema gravitatorio de dos cuerpos.

Una ventaja de este método focal consiste en que una función del tipo 1/r,
donde r es la distancia al origen de coordenadas, se puede representar como
una sencilla expresión trigonométrica. En consecuencia, para sistemas keple-
rianos perturbados con perturbaciones proporcionales a potencias negativas
1/rn de la distancia, dichas perturbaciones pueden ser expresadas como po-
linomios trigonométricos, es decir, como desarrollos finitos de Fourier con
respecto al pseudo-tiempo focal.

Como se acaba de comentar, en ausencia de perturbaciones, las ecuaciones
de movimiento del problema de Kepler, una vez regularizadas por medio
de transformaciones correspondientes al metodo focal anterior, formulan un
oscilador armónico en 4 dimensiones con una frecuencia independiente del
tiempo pero relacionada con la magnitud del vector momento angular. Esta
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descripción del movimiento no está restringida al caso de las órbitas eĺıpticas,
por lo que la mayor parte de los resultados obtenidos son uniformemente
válidos para todos los tipos de cónicas solución del problema gravitatorio de
dos cuerpos.

Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44] ofrecen una visión teórica general sobre
la regularización por linealización de sistemas keplerianos, analizan diversas
maneras de extender la descomposición proyectiva tridimensional del vector
de posición de una part́ıcula en un espacio tridimensional a una transfor-
mación de coordenadas en cuatro dimensiones, y proponen (Deprit, Elipe y
Ferrer (1994) [44], §4, pp. 187–198) para cada una de ellas una extensión de
la transformación puntual de coordenadas a una transformación canónica o
débilmente canónica 4, completando el cambio de coordenadas mediante los
correspondientes momentos conjugados. Este enfoque les permite no sólo re-
cuperar el cambio de variables BF (de Burdet-Ferrándiz; véase el cambio de
coordenadas en Burdet5 [28], §2, p. 73; y la extensión a momentos canónicos
en [45], [47], [48], [51], [52]), transformación que introduce variables canóni-
cas redundantes de tipo focal, sino también construir nuevas transformaciones
del mismo tipo que producen nuevos conjuntos de variables canónicas de la
misma naturaleza focal: las llamadas transformaciones D (Deprit) y DEF
(Deprit-Elipe-Ferrer).

Nótese que todos estos cambios de coordenadas (incluso tras ser com-
pletados mediante las pertinentes ecuaciones que describen las transforma-
ciones de momentos canónicos), para que puedan linealizar el problema de
Kepler requieren también de un adecuado cambio de la variable indepen-
diente, que convierta el tiempo f́ısico en una nueva variable independiente
o tiempo ficticio (que, en los métodos de tipo focal, es proporcional a la
anomaĺıa verdadera del movimiento kepleriano). Desde el punto de vista de
los tratamientos anaĺıticos, el uso de este pseudo–tiempo tiene el efecto de
regularizar la singularidad de tipo polo en el origen del campo de fuerzas de
la atracción gravitatoria.

4Acerca de la pertinencia e importancia de esta distinción en relación con transforma-
ciones que aumentan el número de variables (y, en particular, transformaciones puntuales
que aumentan la dimensión del espacio de cooordenadas), véase Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], p. 153. El concepto de “transformación débilmente canónica” o “transfor-
mación canónica en sentido débil” se define y analiza en [44], §§4.2, pp. 191–193. Véase
también [44], Appendix, p. 199.

5Burdet realizó su estudio del problema de Kepler en el marco de la Mecánica Newto-
niana, no en el de la Mecánica Hamiltoniana.
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1.2. Comentarios adicionales sobre algunos pre-

cedentes.

Tras los rasgos generales que acabamos de exponer, detallaremos a con-
tinuación algunos aspectos que consideramos relevantes para terminar de
presentar el contexto en el que se enmarca nuestro trabajo.

Para fijar ideas, recordemos que Burdet (1969) [28], §1, p. 71, establece
que

“el método central consiste en determinar las órbitas (cónicas) [soluciones
del problema de Kepler no perturbado] con ayuda de un oscilador armónico

fijado al centro de la cónica”.

Hay que hacer notar que, por conveniencia en el uso de la terminoloǵıa y en
aras de la brevedad en la expresión, Burdet interpreta (ib́ıdem, p. 71) como
“osciladores armónicos” las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes constantes de la forma

(
d2y/dx2

)
+ Ξ y = cte. , (1.1)

y clasifica (ib́ıdem, p. 72) las cónicas según el valor y signo del parámetro
Ξ , que considera como el cuadrado de la “frecuencia”. Para transformar las
ecuaciones de movimiento de Newton de un sistema kepleriano perturbado en
las ecuaciones de un “oscilador” (tridimensional) perturbado, Burdet recurre
como nueva variable independiente a un tiempo ficticio central, introduci-
do por medio de la transformación de Sundman dt = r ds , y utiliza las
integrales primeras de la enerǵıa y del vector de Laplace–Runge–Lenz del
movimiento kepleriano puro para obtener los coeficientes de las ecuaciones
lineales deseadas 6. Con notaciones parecidas a las de Burdet, las ecuaciones
son de la forma

(
d2y/ds2

)
+ ω2 y = Función del vector de Laplace + O(perturbación) ,

En lenguaje de osciladores, el cuadrado de la “frecuencia” está asociado al
opuesto del valor de la enerǵıa kepleriana, y el segundo miembro de la ecua-
ción de tipo oscilador (que representaŕıa a las fuerzas externas que actúan

6Cf. Izsák (1955) [64].
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sobre el oscilador) depende del vector de Laplace–Runge–Lenz y de la fuerza
perturbadora.

En particular, en ausencia de perturbaciones, las ecuaciones de Newton
del problema de Kepler se llevan a la forma de un oscilador armónico tridi-
mensional forzado, en el que el forzamiento es constante y viene dado por el
opuesto del vector de Laplace–Runge–Lenz. Incluyendo la transformación de
la variable independiente, la resolución del problema de Kepler presupone la
resolución de un sistema diferencial de orden siete.

Para el tratamiento de sistemas keplerianos perturbados, Burdet adjunta
las ecuaciones de primer orden (respecto del tiempo ficticio central) que go-
biernan las variaciones del cuadrado de la “frecuencia” y del vector de Laplace
por efecto de la perturbación considerada. En consecuencia, esta formulación
del problema perturbado de dos cuerpos conduce a un sistema diferencial de
orden once. Burdet señala que esta aparente desventaja (el elevado orden del
problema) queda compensada por la naturaleza lineal de una parte de las
ecuaciones.

Finalmente Burdet presenta asimismo una ecuación diferencial escalar

(
d2r/ds2

)
+ ω2 r = 1 + O(perturbación) , (1.2)

de tipo oscilador forzado perturbado, a la que obedece la distancia r entre
la part́ıcula móvil y el origen de coordenadas (que se supone coincidente con
el centro atractor del campo de fuerzas de la atracción newtoniana).

A diferencia del método central, en el método focal (Burdet (1969) [28],
§2, p. 73) se trata de obtener las soluciones de un sistema kepleriano en el
espacio ordinario de tres dimensiones por medio de un oscilador armónico
4–dimensional (tres componentes para el vector unitario en la dirección de
la posición instantánea de la part́ıcula móvil, y una componente para el
rećıproco de la distancia entre el origen y la part́ıcula en cada instante) cuyo
centro de oscilación se sitúa no ya en el centro geométrico de la cónica, sino
en un foco de las cónicas soluciones (a saber, el ocupado por el centro de
fuerzas de la atracción gravitatoria, que a su vez serv́ıa también como origen
de coordenadas).

En esta ocasión, para convertir las ecuaciones de movimiento del problema
de dos cuerpos (en forma newtoniana) en cuatro ecuaciones escalares lineales

9
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de segundo orden con coeficientes constantes,
(
d2y/ds2

)
+ p y = cte. + O(perturbación) , (1.3)

Burdet combina un cambio de coordenadas (variables dependientes de tipo
“posición”) con una transformación de la variable independiente que intro-
duce un tiempo ficticio focal a través de una transformación de Sundman
generalizada del tipo dt = r2 ds . Una peculiaridad de la transformación de
las variables dependientes utilizada es que aumenta en número de variables
de tres a cuatro, por lo que hay redundancia en el conjunto de las nuevas
variables; además, reemplaza la distancia r por su rećıproco. El cuadrado
de la “frecuencia” en la ecuaciones lineales obtenidas está relacionado con
el cuadrado de la norma del momento angular orbital de la part́ıcula móvil
(que es una integral primera del sistema diferencial de las ecuaciones de mo-
vimiento del problema de Kepler). En esta ocasión, el signo de esta cantidad
p (que es siempre no negativa) no permite clasificar las cónicas soluciones del
problema de Kepler; únicamente permite discriminar el caso de movimiento
rectiĺıneo, que corresponde a p = 0 .

En definitiva, considerando las cuatro ecuaciones de tipo oscilador para
las variables redundantes de posición, y la relación diferencial que introduce
el pseudo–tiempo focal, el problema de Kepler aparece ahora formulado por
medio de un sistema diferencial de orden nueve.

De cara al estudio de sistemas keplerianos perturbados, Burdet añade
la ecuación escalar de primer order (respecto del pseudo–tiempo focal) que
da cuenta del ritmo de variación del cuadrado de la frecuencia frente a per-
turbaciones, con lo que el problema perturbado de dos cuerpos queda ahora
descrito por un sistema de orden diez. Hay que tener en cuenta que las redun-
dancias del nuevo sistema de variables, formalizadas a través de ciertas iden-
tidades que pueden interpretarse como restricciones o ligaduras (geométricas
o dinámicas), podŕıan permitir rebajar este orden, pero a costa de perder
la forma obtenida para las ecuaciones y su comportamiento y buenas pro-
piedades (anaĺıticas, numéricas, en cuanto a estabilidad, etc.) debidas a su
carácter lineal.

Como una de las ventajas de la aplicación del método focal para el estudio
de sistemas keplerianos perturbados, Burdet señala que cuando las fuerzas
perturbadoras son expresiones de tipo polinómico en 1/r (es decir, combi-
naciones de potencias de r−1), los segundos miembros de las ecuaciones de
los osciladores perturbados adoptan la forma de polinomios trigonométricos
(es decir, series de Fourier finitas) respecto del pseudo–tiempo focal s.
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A continuación propone tratamientos alternativos del problema de Ke-
pler perturbado, por medio de “elementos” del movimiento kepleriano puro
correspondientes a cada uno de los dos métodos (central y focal), y el estu-
dio de su comportamiento frente a las perturbaciones con ayuda del método
de variación de las constantes. En el contexto de estas teoŕıas, se entiende
que los “elementos” 7 son cantidades que en un problema no perturbado
se mantienen constantes o vaŕıan como funciones lineales de la variable in-
dependiente; en problemas perturbados, si las fuerzas perturbadoras son de
pequeña magnitud, dichas cantidades estaŕıan únicamente sometidas a va-
riaciones “suaves”.

Tras esta descripción general de los métodos central y focal a partir de
las consideraciones del propio Burdet, revisaremos ahora el contenido de sus
trabajos anteriores (Burdet (1967), (1968) [26, 27]).

A la vista de la singularidad de la que, para r = 0 , adolecen las ecuaciones
de movimiento del problema de dos cuerpos en su formulación newtoniana
en coordenadas cartesianas, y de la indeseable influencia de dicha singula-
ridad sobre la estabilidad de las órbitas integradas numéricamente, Burdet
(1967) propuso y discutió nuevas ecuaciones de movimiento que resultan ser
regulares y permiten una propagación del error suave y relativamente inocua
a lo largo de las integraciones numéricas.

El sistema de ecuaciones de movimiento del problema de Kepler, en forma
newtoniana y en coordenadas cartesianas, presenta una singularidad para r =
0 , y está formado por ecuaciones diferenciales no lineales y acopladas, lo cual
afecta a la integración numérica de las trayectorias y a la estabilidad numérica
de las soluciones. Estos inconvenientes pueden salvarse introduciendo en las
ecuaciones de movimiento las integrales primeras de la enerǵıa (o el semieje
mayor, en el caso de movimiento eĺıptico) y del vector de Laplace–Runge–
Lenz, que son elementos del movimiento kepleriano (de hecho, se mantienen
constantes a lo largo del movimiento kepleriano puro).

En este art́ıculo Burdet únicamente considera órbitas de tipo eĺıptico, y
pospone para un trabajo posterior (Burdet (1968) [27]; pero también Burdet
(1969) [28]) un tratamiento más general de todos los tipos de órbitas del
problema de dos cuerpos.

Una vez fijado el tipo de órbita considerada, procede a sustituir el tiempo

7Stiefel y Scheifele (1971) [94], §18, pp. 83–84.
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f́ısico t por la anomaĺıa excéntrica E (salvo una constante aditiva) como
nueva variable independiente, sirviéndose para ello de una transformación
diferencial de tipo Sundman.

De este modo 8, sin necesidad de efectuar transformaciones de coorde-
nadas de la part́ıcula móvil y recurriendo únicamente a integrales primeras
y a una variable independiente “regularizadora”, se obtienen para las com-
ponentes cartesianas de las ecuaciones de movimiento del problema espacial
de Kepler, y con la anomaĺıa excéntrica como variable independiente, tres
ecuaciones lineales, no homogéneas, de segundo orden, con coeficientes cons-
tantes (por lo tanto, también regulares; es decir, exentas de singularidades) y
desacopladas (por lo que cada componente del vector de posición evoluciona
independientemente sin influir en, ni ser influida por, las restantes compo-
nentes de dicho vector).

Estas ecuaciones corresponden a tres osciladores armónicos desacoplados,
con frecuencia unidad, y forzados, sometidos a forzamientos constantes (que
dependen de las integrales primeras previamente introducidas en las ecuacio-
nes de movimiento). La resolución de este sistema diferencial (respecto de la
anomaĺıa excéntrica) es inmediata, y las constantes de integración que inter-
vienen en su solución general como coeficientes arbitrarios en combinaciones
lineales del sistema fundamental de soluciones formado por las funciones
circulares senE y cosE pueden adoptarse como nuevos elementos del mo-
vimiento kepleriano, a los que Burdet denomina (Burdet (1967) [26], §2, p.
436) elementos naturales.

La resolución completa del problema de Kepler presupone ahora la inte-
gración de la relación diferencial de tipo Sundman que formaliza el cambio de
variable independiente, para obtener en términos finitos una relación entre el
tiempo f́ısico t y la anomaĺıa excéntrica eĺıptica, cuestión que (en presencia
de la solución anteriormente mencionada para las variables de tipo espacial)
se reduce a una mera cuadratura en términos de funciones circulares, y que
en definitiva da lugar a la ecuación de Kepler del movimiento eĺıptico.

En suma, con este planteamiento el estudio de un sistema kepleriano puro
equivale a la resolución de un sistema diferencial de orden siete (si bien la
naturaleza lineal de algunas de las ecuaciones implicadas en el procedimiento
compensa con creces el aumento del orden diferencial del problema).

8Véanse comentarios anteriores en relación con el trabajo de Izsák (1955) [64].
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El tratamiento, por este método, de sistemas keplerianos perturbados
conduce a ecuaciones que corresponden a osciladores perturbados y forza-
dos, en los que pueden aparecer términos no lineales que son del orden de
la fuerza perturbadora considerada. Además, para una completa descripción
del movimiento, el sistema formado por estas ecuaciones de tipo oscilador
debe ser suplementado con las ecuaciones de primer orden que gobiernan las
variaciones de los elementos (semieje mayor y vector de Laplace, que eran
constantes en el movimiento kepleriano puro) debidas a las perturbaciones
consideradas, sin olvidar la relación diferencial de tipo Sundman que rela-
ciona la anomaĺıa excéntrica con el tiempo f́ısico. Todo ello conduce a que
el problema perturbado de dos cuerpos aparezca ahora formulado por medio
de un sistema diferencial de orden 11 respecto de la anomaĺıa excéntrica,
si bien r = 0 ya no es una singularidad para este sistema, y algunas de las
ecuaciones son lineales en las componentes cartesianas del vector de posición.

Un planteamiento alternativo para la resolución de sistemas keplerianos
perturbados puede formularse bajo la forma del método de perturbación de
los elementos, por medio de las ecuaciones de primer orden para las varia-
ciones de los “elementos naturales” por efecto de las fuerzas perturbadoras
(variaciones descritas como derivadas de dichos “elementos” respecto de la
anomaĺıa excéntrica), junto con las ecuaciones para los elementos eĺıpticos
“semieje mayor” y “vector de Laplace” y la relación diferencial de la trans-
formación de tipo Sundman, conjunto de ecuaciones que de nuevo constituye
un sistema de ecuaciones regulares (respecto de la inclinación y para r = 0 ).

Como reelaboración y extensión del trabajo expuesto en el art́ıculo an-
terior, Burdet (1968) [27] presenta una teoŕıa regularizada del movimiento
kepleriano en la que unifica el tratamiento de los diversos tipos de órbitas
(cónicas) solución de problema de Kepler e introduce lo que –como en su
trabajo anterior– denomina “elementos naturales”, lo cual le permite a con-
tinuación un cálculo regularizado de perturbaciones para sistemas keplerianos
perturbados en el espacio tridimensional por medio de las ecuaciones diferen-
ciales regulares que describen los cambios experimentados por esos elementos
por efecto de perturbaciones.

Gracias al empleo de funciones universales (Stiefel y Scheifele (1971) [94],
Caṕıtulo III, §11 pp. 42–51; Bond y Allman (1996) [24], Caṕıtulo 5, §5.4,
pp. 71–78, y Apéndice E, pp. 236– 238; Schneider (1992) [88], Caṕıtulo 3,
§3.7, pp. 94–97; Abad (2012) [1], Caṕıtulo 10, pp. 163–173), este enfoque es
aplicable a cualquier tipo de movimiento (eĺıptico, parabólico o hiperbólico)
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sin tener que modificar las fórmulas o los procedimientos de integración.

Los “elementos naturales” considerados por Burdet en este art́ıculo están
siempre bien definidos, con lo que queda garantizado el cálculo de cualquier
órbita; además, en esta formulación no aparecen singularidades ni para r =
0 , ni para excentricidad e = 1 (transición de elipse a hipérbola) ni para
ningún valor de la inclinación.

La integración del tiempo f́ısico (pp. 367–368) se obtiene a partir de la
variación de un elemento.

Un hecho crucial en estas teoŕıas es que la variable independiente respecto
de la que se forman las derivadas y se calculan las integrales ya no es el
tiempo f́ısico t , sino que se introduce como nueva variable independiente
“regularizadora” un tiempo ficticio s , que –en este caso concreto– viene
definido de una manera uniforme para todos los tipos de órbitas por medio
de la transformación de Sundman, dt = r ds . Debido a esta elección, las
ecuaciones de tipo oscilador ya no aparecerán (como en Burdet (1967)) [26]
con frecuencia unidad, sino con una frecuencia que dependerá de la enerǵıa
de la órbita.

Por lo demás, las ecuaciones obtenidas mantienen un gran parecido for-
mal con las correspondientes expresiones de Burdet (1967) [26], y el modo de
proceder es ahora análogo al seguido en dicho art́ıculo, si bien en esta ocasión
se efectúa un tratamiento unificado de los casos de movimiento de tipo eĺıpti-
co, parabólico e hiperbólico. Aparte de esto, Burdet también incluye en este
trabajo la ecuación diferencial de tipo oscilador a la que obedece la distancia
r, tanto en el problema de Kepler puro como en problemas perturbados de
dos cuerpos, y su resolución por medio de funciones universales.

Partiendo de las consideraciones efectuadas por Burdet (1967) [26] en
relación con el conjunto redundante constituido por sus elementos focales,
Flury y Janin (1975) [57] presentan expresiones que relacionan a dichos ele-
mentos con los vectores posición y velocidad del móvil, y con los elementos
orbitales keplerianos clásicos; asimismo, con vistas a la formulación de pro-
blemas de valores iniciales a partir de las ecuaciones de Gauss que gobiernan
las variaciones de los elementos focales debidas a perturbaciones, proponen
fórmulas para las condiciones iniciales de los elementos focales, y aplican sus
planteamientos al caso de órbitas de satélites geoestacionarios.
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Los elementos focales están bien definidos para pequeños valores de la
excentricidad y de la inclinación, y no introducen singularidades ni indeter-
minaciones en las ecuaciones diferenciales que describen su comportamiento
frente a perturbaciones. Aunque estos autores sólo utilizan esta clase de ele-
mentos para órbitas de tipo eĺıptico, subrayan (en ĺınea con algunos comenta-
rios anteriores de Burdet –(1969), [28] §3, p. 77– acerca de dichos elementos,
que gozan de propiedades geométricas y mecánicas comunes a todos los tipos
de órbitas keplerianas, incluyendo casos degenerados) que los mismos per-
miten una “transición suave” entre el movimiento eĺıptico y los movimientos
parabólico e hiperbólico; Flury y Janin ((1975) [57] §1, p. 495) formalizan esta
circunstancia afirmando que “los elementos focales constituyen un conjunto
uniformemente válido de elementos orbitales. El único tipo de movimiento
para cuya descripción caen en defecto es el movimiento rectiĺıneo”.

Cabe mencionar que estos autores también parten de la forma newtonia-
na de las ecuaciones de movimiento del problema perturbado de dos cuerpos
en coordenadas cartesianas, y que la nueva variable independiente que intro-
ducen es (salvo una constante aditiva) la anomaĺıa verdadera del movimiento
kepleriano, que es proporcional al tiempo ficticio focal utilizado por Burdet.
Esto les permite obtener ecuaciones de osciladores con frecuencia unidad 9,
en lugar de frecuencias que pudieran depender de elementos orbitales o de
integrales primeras del problema de Kepler (y que, por lo tanto, podŕıan es-
tar sujetas a variaciones debidas a los efectos de las fuerzas perturbadoras);
por este motivo, completan el sistema diferencial transformado (ecuaciones
de segundo orden de tipo oscilador perturbado), y las ecuaciones en forma
de Gauss para los elementos focales, con la ecuación de primer orden para
la variación del semilado recto (que, como es bien sabido, es función de la
norma del vector momento angular orbital). Junto con la relación diferencial
que introduce el tiempo ficticio por medio de una transformación de Sund-
man generalizada, ambos conjuntos de ecuaciones diferenciales (osciladores
perturbados para las variables de posición, y ecuaciones variacionales para
los elementos focales) son, pues, de orden diez.

Vitins (1978 [102]) dedujo una relación entre las ecuaciones de tipo osci-
lador y el movimiento de un giróscopo.

9En consecuencia (Vitins (1978) [102], §2, p. 176–177), las ecuaciones de osciladores
correspondientes al caso del movimiento kepleriano no perturbado son estables en el sentido
de Liapunov, pues la frecuencia de las oscilaciones es a priori una constante numérica que
no depende de la elección de las condiciones iniciales. Esto no ocurŕıa con las ecuaciones
originales de Burdet (1969) [28], §2, p. 74, Ecs. (17), pero śı en Flury y Janin (1975) [57],
§2, p. 497, Ecs. (2).
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Para intentar eludir los inconvenientes debidos a la inestabilidad (en el
sentido de Liapunov) de las ecuaciones de Newton correspondientes al movi-
miento de los sistemas keplerianos (puros o perturbados), y en un intento de
mejorar la teoŕıa de Burdet (1969) [28] de osciladores 4–dimensionales (para
el vector unitario en la dirección de la posición instantánea y para el rećıpro-
co de la distancia) basada en el uso de tiempos ficticios focales del tipo de la
anomaĺıa verdadera para reparametrizar el movimiento, Vitins (1978) [102]
se propuso sustituir dichas ecuaciones, convirtiéndolas en un sistema esta-
ble de ecuaciones diferenciales obtenidas tras efectuar unas transformaciones
adecuadas, tanto de las variables dependientes (funciones incógnita) como de
la variable independiente, y deducir a continuación un conjunto de elementos
regulares (entendiendo por tales un conjunto de cantidades que, en el movi-
miento kepleriano puro, sean constantes o vaŕıen linealmente con la variable
independiente, y cuyo ritmo de variación en el movimiento perturbado ven-
ga regido por ecuaciones diferenciales regulares, exentas de singularidades).
Como ventaja adicional, sus elementos resultan apropiados para la aplica-
ción de técnicas anaĺıticas de perturbaciones, como el método de promedios
o transformaciones de Lie.

En su art́ıculo Vitins reduce en dos unidades (de diez a ocho) el orden del
sistema de ecuaciones de Burdet, y ello sin introducir ninguna nueva singula-
ridad (es decir, el sistema resultante sigue siendo válido para cualquier tipo
de órbita, excepto las rectiĺıneas). Para este propósito se sirve de las identi-
dades que expresan la redundancia de las variables de la teoŕıa de Burdet,
las cuales permiten considerar un sistema rotante de coordenadas basado en
un triedro ortonormal (sistema de referencia orbital) que gira alrededor del
vector momento angular orbital, y cuyo movimiento puede estudiarse apli-
cando los métodos de la Dinámica del sólido ŕıgido. Con este fin, este autor
recurre a parámetros de Euler, para describir el movimiento de este siste-
ma rotante, y deduce un conjunto de ecuaciones diferenciales que, en el caso
del movimiento kepleriano puro, resultan ser lineales y estables en sentido
de Liapunov. En general, para sistemas keplerianos perturbados, el sistema
de orden ocho ( = 4 + 2 + 1 + 1) obtenido está formado por la ecuación
“giroscópica” (23) de la página 180 del art́ıculo, y las ecuaciones (7.2), (8.1)
y (8.2) de la página 176 de dicho trabajo.

Otra contribución interesante de Vitins en esta publicación, que su autor
presenta como otra mejora de la teoŕıa focal de Burdet, consiste en la esta-
bilización de la integración de la variable temporal, empleando un elemento
de tiempo adecuado (una cantidad que en el movimiento kepleriano puro
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se expresa mediante una función lineal de la variable independiente y que
está relacionada con la evolución del tiempo f́ısico). Como en otras teoŕıas
de estabilización de las ecuaciones de movimiento (véanse, por ejemplo, las
referencias citadas por Vitins), la idea básica consiste en introducir en dichas
ecuaciones la integral de la enerǵıa.

Con anterioridad, en su Tesis Doctoral, y teniendo en cuenta la observa-
ción de que las teoŕıas de perturbaciones de la Mecánica Anaĺıtica (como las
que se basan en el método de promedios) suelen utilizar elementos (es decir,
variables que en el problema no perturbado vaŕıan linealmente con la variable
independiente), Vitins (1973) [101] hab́ıa propuesto conjuntos de elementos
regulares para la descripción del movimiento kepleriano en el problema de los
dos cuerpos, y para estudio del movimiento libre de un sólido ŕıgido simétrico
(se entiende que se trata de un sólido con simetŕıa dinámica) en rotación.

Con el propósito de que dichos elementos estén bien adaptados para la
aplicación de métodos de promedios al resolver ciertos tipos de problemas
perturbados, Vitins exige que debeŕıan cumplirse los dos requisitos siguientes:

i. Los elementos son regulares, en el sentido de que ni las ecuaciones dife-
renciales para los elementos perturbados ni las fórmulas para el cálculo
de las coordenadas a partir de los elementos presenten singularidades
“topológicas”. 10

ii. Las ecuaciones diferenciales del sistema promediado, obtenidas tras pro-
mediar las ecuaciones de las perturbaciones de los elementos, deben
poder resolverse de manera elemental. Tales variables están bien adap-
tadas al problema en cuestión, y se dice de ellas que son “apropiadas”,
“adecuadas” o “idóneas”. 11

10Singularidades que no son debidas a la naturaleza del problema f́ısico considerado,
sino que vienen introducidas por la elección y naturaleza geométrica de las coordenadas
utilizadas. Otros autores las denominan singularidades “espúreas” o singularidades “vir-
tuales”. Vitins (1973) [101], Parte I, §3, p. 16, llama “topológicamente regulares” a los
elementos cuyas ecuaciones diferenciales en el movimiento perturbado están exentas de
singularidades matemáticas (introducidas en el proceso de transformación del problema
original en las ecuaciones de perturbación de los elementos), aunque no necesariamente
estén libres de singularidades “f́ısicas”, también denominadas “reales” o “esenciales” (y
que se manifiestan independientemente del sistema de variables en el que se formule el
problema).

11“Suitable” en el original en Inglés: Vitins (1973) [101], “Introduction”. También en el
resumen redactado en Alemán este autor conserva el término “suitable” en Inglés: Vitins
(1973) [101], “Zusammenfassung”; además, adapta al alemán el término inglés suitability
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En particular, para el tratamiento del movimiento orbital no perturbado
en un sistema kepleriano puro, y basándose en el método focal de Burdet
(1969) [28], pero con la anomaĺıa verdadera (salvo una constante aditiva)
como variable independiente, dedujo un conjunto de elementos “regulares y
adecuados”; este conjunto contiene un “elemento de tiempo” que permite
calcular el tiempo f́ısico en función de la anomaĺıa verdadera por medio de
expresiones expĺıcitas.

Como a menudo el número de grados de libertad de un sistema mecáni-
co dado tiene que aumentarse de una manera artificial, e incluso un tanto
rebuscada, para obtener variables regulares, por lo general los elementos re-
gulares verifican alguna relación de redundancia. Vitins demuestra que estas
restricciones deben tener una cierta forma especial para que el conjunto re-
sulte “idóneo”, lo cual proporciona una nueva definición de “idoneidad” y
–por lo tanto– una condición necesaria que puede servir como criterio para
detectar y descartar a priori (sin necesidad de llevar a cabo el proceso de
un método de promedios) conjuntos de elementos que son regulares pero no
pueden llegar a ser “idóneos”. Es decir, que el concepto de “idoneidad” no
siempre resulta compatible con la exigencia de “regularidad” de un sistema
de elementos.

Se acaba de mencionar que la constucción de sistemas de variables regula-
res suele involucrar un aumento del número de variables implicadas. Se puede
citar otro precedente de este procedimiento, formalizado desde unos plantea-
mientos bastante distintos a los descritos hasta ahora: Utilizando pfaffianos,
ecuaciones de Pfaff e invariantes integrales de Cartan, Bilimović (Bilimo-
vitch (1943) [17]) dedujo para el problema de Kepler diversos conjuntos de
elementos orbitales y obtuvo las ecuaciones de las perturbaciones de dichos
elementos, eludiendo las complicaciones de cálculo que surgen en otros méto-
dos que recurren a paréntesis de Lagrange o a paréntesis de Poisson para
establecer la teoŕıa de la variación de las constantes. Siguiendo el plantea-
miento de Bilimović, Musen (1964) [81] adopta también el invariante integral
de Cartan como fundamento para la teoŕıa de la variación de los parámetros,
y considera la introducción de variables y elementos redundantes imponien-
do restricciones (o ligaduras) y tratándolas por medio de multiplicadores de
Lagrange.

Por su parte, Scheifele (1970) [87] introduce algunas generalizaciones en
la teoŕıa canónica de la Dinámica. Por una parte, considera transformaciones

en la forma Suitabilität.
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que aumentan el número de variables canónicas; por otra, transformaciones
diferenciales de la variable independiente. Combinando ambos planteamien-
tos, obtiene (en espacios de fases de mayor dimensión) sistemas canónicos
de ecuaciones de movimiento con variables independientes distintas del tiem-
po f́ısico t . Su objetivo, aparte de los desarrollos de carácter teórico, es la
aplicación de este tipo de tratamientos a problemas perturbados de dos cuer-
pos en el seno de un marco conceptual de tipo canónico, de manera que las
transformaciones generalizadas que propone respeten la forma canónica de
las ecuaciones diferenciales de movimiento, y que las soluciones del sistema
diferencial transformado proporcionen las soluciones del sistema original sin
necesidad de tener que resolver otras ecuaciones no canónicas adicionales.

En particular, Scheifele establece un criterio, por medio de paréntesis
de Poisson, para caracterizar las transformaciones que aumentan el número
de variables canónicas. Dichas transformaciones no pueden ser canónicas en
el sentido estricto y original del término, ya que no pueden invertirse. Pero
reemplazando en un hamiltoniano dado unas variables por otras por medio de
las ecuaciones de la transformación en cuestión, se obtiene una nueva función
que puede considerarse como el hamiltoniano en las nuevas variables; de él
se deducen unas ecuaciones canónicas cuyas soluciones se corresponden con
las del sistema hamiltoniano en las variables originales si se cumplen ciertas
condiciones y se eligen de manera adecuada las condiciones iniciales.

Los conceptos, métodos y resultados de este art́ıculo aparecen también,
expuestos con mayor detalle, en Stiefel y Scheifele (1971) [94], Parte II.

Motivada principalmente por la regularización del problema espacial de
dos cuerpos obtenida a partir de la transformación de coordenadas (que au-
menta el número de variables de posición de tres a cuatro) propuesta por
Kustaanheimo y Stiefel (1965) [71], y por los intentos de dar para este tipo
de cambios de coordenadas un tratamiento adecuado en el marco de una
teoŕıa canónica de la Mecánica Anaĺıtica y Celeste (Scheifele (1970) [87];
Stiefel y Scheifele (1971) [94], Parte II) por medio de una extensión canóni-
ca de la transformación puntual que relaciona las coordenadas cartesianas
con las coordenadas KS de Kustaanheimo y Stiefel, Kurcheeva (1977) [70]
presenta un método para construir una transformación de coordenadas (que
aumenta el número de coordenadas en una unidad) en el espacio de fases de
dimensión 2n que, para elecciones adecuadas de ciertas funciones, permite
obtener un sistema canónico de ecuaciones de movimiento en el espacio de
fases de dimensión 2n +2 , si bien la correspondencia entre las soluciones del
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sistema original y del sistema transformado ya no es uńıvoca (como ocurriŕıa
en el caso de la teoŕıa canónica clásica, en el que las transformaciones operan
entre espacios de la misma dimensión).

Una generalización de los resultados teóricos de Kurcheeva aparece en Cid
y Sansaturio (1988) [36], quienes proponen condiciones para obtener trans-
formaciones que aumenten las variables canónicas en un número arbitrario.

Tras diversos trabajos anteriores de Ferrándiz (acerca de la obtención,
justificación teórica y aplicación a sistemas keplerianos perturbados) de con-
juntos canónicos de variables de tipo focal, a través de la que se conoce co-
mo transformación BF (Burdet–Ferrándiz) y algunas variantes de la misma,
Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52] proponen un método general para exten-
der una transformación puntual que aumenta el número de coordenadas y
obtener una transformación canónica (que aumenta el número de variables).
Para establecer el resultado principal en relación con esta cuestión elabo-
ran una nueva demostración de canonicidad, que constituye una alternativa
mejorada a la ya publicada por Ferrándiz en 1988 [48], para extensiones de
transformaciones puntuales que aumentan el número de variables; en parti-
cular, el resultado se aplica al caso de la transformación BF que introduce su
conjunto canónico de variables focales como extensión de la transformación
puntual de Burdet (1969) [28], y a la transformación D de Deprit (Deprit,
Elipe y Ferrer (1994) [44], §§4.3) que también proporciona variables canóni-
cas de tipo focal.

Más recientemente, Ferrer y Pérez (2002) [53] consideran ciertas gene-
ralizaciones de transformaciones puntuales clásicas en Rn y sus extensiones
canónicas. En concreto, estudian dos tipos de transformaciones

( y0 , y1 , . . . , yn ) −→ (x0 , x1 , . . . , xn )

dadas, respectivamente, por

• a) xi = g (y0)xi ( y1 , . . . , yn ) , 0 ≤ i ≤ n ;

• b) x0 = f (y0 , y1 , . . . , yn ) , xi = g (y0)xi ( y1 , . . . , yn ) , 1 ≤ i ≤ n.

En ambos tipos de transformaciones las funciones xi se especifican en
cada caso, mientras que las funciones f y g se consideran arbitrarias, con
la única condición de que la correspondiente transformación sea inversible.
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Estos autores ponen de manifiesto que el interés de estas transformacio-
nes reside en que, eligiendo convenientemente las funciones f y g , permiten
establecer una relación con las “transformaciones canónicas no clásicas que
aumentan el número de variables” en el contexto de Kurcheeva (1977) [70], co-
mo ocurre –en particular– con la transformación BF (de Burdet–Ferrándiz).

En el ámbito del trabajo considerado en esta Tesis, cabe destacar el caso
de las transformaciones b) de tipo proyectivo, cuya relación con la transfor-
mación BF de Ferrándiz (1988) [47] (véase también Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], §§4.4) presentan estos autores (Ferrer y Pérez (2002) [53], §3, p.
133).

Ya fuera del contexto de los métodos focales, y aunque sólo sea a t́ıtulo
de mera anécdota, concluiremos estas notas reivindicando, una vez más, el
trabajo pionero de Izsák (1955) [64] en relación con la idea de método central
expuesta por Burdet (1969) [28], §1, y anteriormente en Burdet (1967) [26].
Bond y Allman (1996) [24], Caṕıtulo 9, §9.3, pp. 151–154, describen una re-
gularización del problema de dos cuerpos publicada por H. Sperling. Dicha
regularización no recurre a transformaciones de las variables dependientes, y
el procedimiento utilizado y los resultados finales son, en esencia, los mismos
que los de Izsák (1955) [64] para la obtención de una ecuación diferencial no
homogénea de segundo orden y coeficientes constantes para el vector de po-
sición, usando como variable independiente el pseudo–tiempo s definido por
la transformación de Sundman dt = r ds . A diferencia de Izsák, estos auto-
res (como ya hace Burdet (1969) [28], §1) aportan además la ecuación lineal
para la distancia radial. Para la reducción de las ecuaciones del movimien-
to del problema de Kepler a ecuaciones lineales se requiere la introducción
de la integral (escalar) de la enerǵıa y de la integral (vectorial) de Laplace–
Runge–Lenz, como ya hab́ıa hecho Izsák. Schneider (1992) [88], Caṕıtulo 3,
§3.7, pp. 92–94, presenta asimismo esta regularización por linealización, pero
sin atribuirla a ningún autor.

1.3. Objetivos.

Los principales objetivos que nos hemos planteado en este trabajo pueden
resumirse de la siguiente manera:

Deducción general y sistemática de variables canónicas focales en el marco
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de un esquema unificado, y su aplicación para la reducción de sistemas ke-
plerianos perturbados a osciladores perturbados; introducción de “elementos
focales” asociados a variables focales, y deducción de “ecuaciones de elemen-
tos” en una teoŕıa focal.

El propósito general de este trabajo consiste en continuar avanzando en
el desarrollo de una Mecánica Celeste Lineal y Regular basada en
métodos focales. A este respecto, el libro de Stiefel y Scheifele (1971)
[94] (dedicado en su mayor parte a elaborar resultados y presentar conside-
raciones basadas en las transformaciones de Levi–C̀ıvita y KS [de Kustaan-
heimo y Stiefel], para proponer desarrollos avanzados en el marco de una
teoŕıa “de tipo central”) nos proporciona una pauta o gúıa en cuanto a una
serie de aspectos esenciales que habŕıa que empezar a tratar y a formular
“en lenguaje focal”.

Otra referencia esencial en la que se inspira este trabajo es el art́ıculo de
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], y muy especialmente su Sección §4
(pp. 187–198), en la que se proponen algunas extensiones de la transformación
puntual (de coordenadas) que representa la factorización (o descomposición)
proyectiva del vector de posición de una part́ıcula en el espacio, lo que permite
obtener algunos conjuntos de variables canónicas de tipo focal.

Las contribuciones de Burdet y de Ferrándiz (algunas de las cuales
se mencionan en la sección de referencias bibliográficas al final de esta Tesis,
aunque sin ánimo de exhaustividad) son también piezas cruciales de especial
interés para el desarrollo de este trabajo.

Se presentan a continuación algunos comentarios para aportar más deta-
lles concretos acerca del propósito y metodoloǵıa de este trabajo, y se citan
publicaciones en las que hemos presentado algunos resultados ya obtenidos.

• 1. Uno de los objetivos de esta Tesis consiste en intentar establecer algu-
na relación entre las transformaciones que conducen a los diversos conjuntos
canónicos de variables focales conocidas hasta ahora y, en su caso, tratar de
hallar otros posibles nuevos sistemas de variables canónicas de tipo focal que
no se hayan considerado hasta el momento.

Con este propósito, se propone una nueva familia de transformaciones
canónicas (en sentido pleno) que generalice las anteriores extensiones canóni-
cas o débilmente canónicas de la transformación puntual que (siguiendo a
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Ferrándiz (1988) [47] y a Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]) hemos denomi-
nado descomposición proyectiva del vector de posición. Hemos comprobado
que esta generalización puede conseguirse a través de una nueva familia de
transformaciones que depende de dos parámetros numéricos y de una fun-
ción arbitratria de clase C(2 de las coordenadas. Estas transformaciones son
canónicas en el sentido genuino y convencional del término (operan entre es-
pacios de fases de la misma dimensión, y las condiciones de canonicidad pue-
den demostrarse siguiendo los procedimientos habituales que se exponen en
los libros de Mecánica; por ejemplo, por medio de paréntesis de Poisson. Véase
Goldstein (1980) [59], Caṕıtulo 9; Boccaletti y Pucacco (1996) [18], Caṕıtulo
1, §1.12, pp. 76–82; Stiefel y Scheifele (1971) [94], Caṕıtulo VIII, §31, pp.
186–191), y consiguen los mismos objetivos de regularización y linealización
de las ecuaciones de movimiento de sistemas keplerianos tridimensionales que
las transformaciones originalmente propuestas por Ferrándiz, Deprit, Elipe
y Ferrer, las cuales aparecen ahora como casos particulares para elecciones
adecuadas de los valores de los parámetros.

• 2. A partir de sistemas keplerianos perturbados, aplicando la técnica del
método focal anterior, se obtienen ecuaciones quasi–lineales que correspon-
den a sistemas de osciladores perturbados (en general, acoplados a través de
términos no lineales que son del orden de la perturbación incorporada en el
modelo en cuestión). Se considerarán algunos sistemas keplerianos perturba-
dos que surgen en el estudio del problema del movimiento orbital de satélites
artificiales de la Tierra; en concreto, algunos modelos de “intermediarios
radiales” (Deprit (1981) [43]) que proporcionan aproximaciones integrables
para el Problema Fundamental de la Teoŕıa de Satélites Artificiales, aśı como
el propio Problema Fundamental (en el que se tiene en cuenta el efecto del
achatamiento del cuerpo central, caracterizado por el término correspondien-
te al polinomio de Legendre de segundo grado en el desarrollo multipolar del
potencial gravitatorio creado en un punto exterior por un sólido ŕıgido de
forma y distribución de masa arbitrarias).

Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49] demostraron que las ecuacio-
nes de movimiento correspondientes al sistema kepleriano perturbado repre-
sentado por un hamiltoniano que presente una dependencia funcional como
la de cualquier miembro de la cadena de intermediarios radiales de Deprit
(Deprit (1981) [43], §3, pp. 119–124, Ecuación (20); §5, pp. 129–135, Ecua-
ción (51) y Tabla I; §7, pp. 137–139, Ecuaciones (57) y (58), y Tabla II; y
§9, pp. 147–151) pueden linealizarse exactamente por medio de un conjunto
canónico de variables redundantes de tipo focal introducido por una trans-
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formación BF, obteniéndose cuatro osciladores armónicos, dos de los cuales
están acoplados, y cuyas frecuencias contienen las variaciones seculares del
Problema Fundamental de la Teoŕıa de Satélites Artificales hasta el orden de
perturbación del intermediario considerado

En un intento de seguir estudiando, con un planteamiento canónico del
método focal, el comportamiento anaĺıtico y la eficacia de las transforma-
ciones BF, DEF y D para el tratamiento de sistemas hamiltonianos ke-
plerianos perturbados, hemos generalizado algunas de las conclusiones del
art́ıculo (Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49]), demostrando que los
únicos hamiltonianos keplerianos perturbados con la dependencia funcional
de un sistema quasi–kepleriano12 generalizado (como la considerada en Floŕıa
(1993) [55], §2) que admiten linealización exacta en variables focales redun-
dantes son precisamente los que contienen perturbaciones proporcionales a
r− 2. Con ello hemos identificado y caracterizado en el espacio fásico ampliado
la clase de potenciales de perturbación que son compatibles con la linealiza-
ción exacta por medio de transformaciones de variables canónicas que definen
variables de tipo focal. La contribución de los efectos perturbadores recogida
en la parte no kepleriana del potencial queda absorbida por las frecuencias
modificadas de los osciladores y por los términos de acoplamiento entre los
mismos. Algunos resultados en este sentido se han publicado en [3, 4, 6].

Un caso de sistema kepleriano perturbado que no permite reducción exac-
ta a osciladores lineales en formulación focal se ha considerado en [9].

• 3. De acuerdo con la definición general de Stiefel y Scheifele (1971 [94],
§18, p. 83), un “elemento del movimiento kepleriano” es cualquier cantidad
que, a lo largo de un movimiento kepleriano puro (es decir, no perturbado),
es una función lineal de la variable independiente. En particular, un elemen-
to puede permanecer constante (como ocurre, por ejemplo, con el semieje
mayor o con la excentridad de una órbita kepleriana). Una ventaja de la in-
troducción de elementos (Stiefel y Scheifele (1971) [94], §18, p. 84) es que
éstos vaŕıan de una manera casi lineal si el movimiento está sometido a per-
turbaciones débiles; por el contrario, cualquier otra cantidad relacionada con
el movimiento puede variar de una manera bastante complicada. Aśı pues,
frente a perturbaciones los elementos experimentan variaciones lentas, por lo
que sus propiedades anaĺıticas y numéricas y su comportamiento debeŕıan ser

12La definición de “sistema quasi– kepleriano” y algunos procedimientos para su reduc-
ción canónica y contracción a sistemas keplerianos puros pueden consultarse en Deprit
(1981) [43], §4, pp. 124–128.
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mejores y más ventajosos que los de las coordenadas. Las ecuaciones diferen-
ciales de primer orden que describen la variación de los elementos debida a
la presencia de perturbaciones se denominan (Stiefel y Scheifele (1971) [94],
§19, pp. 89–90) ecuaciones de los elementos.

Motivados por algunos estudios basados en la aplicación de elementos
KS regulares (Stiefel y Scheifele (1971) [94], §19, pp. 87–99; Sharaf y Saad
(1997) [89]), y siguiendo un tratamiento anaĺıtico parecido al del libro de
Stiefel y Scheifele en esa misma Sección 19, nos proponemos reformular, en
el marco de un formalismo basado en técnicas focales, las consideraciones
de dichos estudios. Para ello hemos deducido ecuaciones de elementos keple-
rianos regulares correspondientes a una formulación focal en variables DEF
(es decir, ecuaciones diferenciales para la variación de los elementos asocia-
dos a un problema de Kepler no perturbado descrito en variables DEF), y a
continuación hemos particularizado el estudio al caso del Problema Funda-
mental de la Teoŕıa de Satélites Artificiales de la Tierra, con el propósito de
desarrollar, en función de elementos DEF, una teoŕıa anaĺıtica no singular
para el movimiento orbital de un satélite artificial considerado como un sis-
tema kepleriano perturbado en el que la perturbación es la debida al segundo
armónico zonal del desarrollo del geopotencial en serie de armónicos esféricos
(por medio de funciones de Legendre).

En este contexto, los elementos focales del movimiento kepleriano son
constantes de integración que figuran en la solución general de las ecuacio-
nes armónicas no perturbadas a las que se reduce el problema de Kepler
puro en variables focales, mientras que para un problema perturbado veri-
ficarán un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. (Recuérdese
que las ecuaciones de elementos dan cuenta de la variación –causada por las
perturbaciones consideradas– de los elementos asociados a un problema no
perturbado).

La elaboración de la teoŕıa anaĺıtica no singular mencionada más arri-
ba presupone una aplicación del método focal para construir la expresión
anaĺıtica (en función de elementos asociados a las variables DEF) del se-
gundo armónico zonal del potencial gravitatorio, y deducir a continuación
las correspondientes ecuaciones diferenciales quasi–lineales de segundo or-
den del movimiento para cualquier valor de la excentricidad orbital13. Estas

13Sharaf y Saad (1997) [89] limitan su estudio al caso de órbitas con excentricidad menor
que la unidad, y en sus desarrollos de los armónicos zonales del potencial gravitatorio de
la Tierra en función de elementos KS regulares (con la anomaĺıa excéntrica como variable
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ecuaciones gobiernan el movimiento de un conjunto de osciladores pertur-
bados y acoplados, cuyo tratamiento por medio del método de variación de
las constantes permite obtener el sistema de ecuaciones diferenciales de los
elementos para el Problema Fundamental de la Teoŕıa del Satélite. Una reso-
lución anaĺıtica aproximada de las ecuaciones aśı obtenidas puede abordarse
siguiendo el procedimiento expuesto en Stiefel y Scheifele (1971) [94], §28,
pp. 160–177, como se indica en Aparicio y Floŕıa (1999) [7].

independiente) presentan sus expresiones para las funciones (a/r)
n

–siendo a el semieje
mayor de la elipse kepleriana elegida como solución del problema no perturbado– truncando
las series en un número finito de términos (Sharaf y Saad (1997) [89], §3, p. 184). Por
medio de elementos focales, las potencias negativas de r se expresan directamente como
polinomios de Fourier respecto del pseudo–tiempo focal, sin necesidad de truncación.
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2
Potencial zonal e intermediarios de tipo Deprit

2.1. Potencial zonal

El potencial gravitatorio creado por una esfera homogénea o una esfe-
ra con distribución esférica de densidad, desde el punto de vista dinámico
(ver Newton (2011) [82], proposición 74, Cid y Ferrer (1997) [35], §§7.2.2,
Caṕıtulo 7; Taff (1985) [98]), equivale a considerar toda la masa del cuerpo
concentrada puntualmente en su centro de masas. Sin embargo, el potencial
creado por un sólido de figura y de distribución de masa arbitrarias en un
punto exterior suficientemente alejado de él se puede aproximar mediante
una superposición de armónicos esféricos (Cid y Ferrer (1997) [35], § 7.4,
§ 7.6; Roy (2005) [85], §7.5. pp. 201–206, §11.3. §11.7; Beutler (2005) [16],
§3.4).

El potencial gravitatorio creado por un cuerpo cualquiera en el exterior
(donde la densidad de materia se supone idénticamente nula) verifica la ecua-
ción de Laplace

∆V = 0 .

Gran parte de los cuerpos celestes suelen presentar simetŕıa sensiblemente
esférica, tanto por su forma y figura (sentido geométrico), como por lo que
a su distribución de materia se refiere (sentido dinámico). Por lo tanto, es
conveniente expresar la solución de la ecuación de Laplace, que puede repre-
sentarse como una serie convergente de armónicos esféricos, en un sistema de
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coordenadas esféricas (r, φ, λ), donde r es la norma del vector de posición,
φ es la latitud planetocéntrica y λ denota la longitud planetocéntrica. Te-
niendo en cuenta la relación entre la latitud y la colatitud, ϑ = π/2 − φ, se
obtiene senϑ = cosφ. Entonces, en notación compacta el potencial adopta
la forma (Deprit (1981) [43], p. 129; ver también Beutler (2005) [16], §3.4.
pp. 102–109)

V = −µ
r

∑

n>0

(
R

r

)n ∑

06m6n
Pnm (cosϑ) [Cnm cos (mλ) + Snm sen (mλ)] , (2.1)

donde R es el radio ecuatorial del cuerpo central y Pnm son los polinomios
asociados de Legendre de grado n y orden m; y si m = 0, o sea Pn0 (senϑ) =
Pn (senϑ) son polinomios de Legendre. Las constantes Cnm aśı como Snm son
adimensionales, pero para cada cuerpo son diferentes y, en general, dif́ıciles
de determinar. Sin embargo, si el origen del sistema de coordenadas coincide
con el centro de masas del cuerpo central, entonces C10 = C11 = S11 = 0 y
C00 = 1; si además los ejes de coordenadas coinciden con los ejes principales
de inercia del cuerpo central, las constantes C21, S21 y S22 son idénticas a
cero (Beutler (2005) [16], pp. 103–108). El resto de las constantes se suelen
obtener de forma indirecta. La notación habitual para dichas constantes es
Cn0 = −Jn, Cnm = −Jnm, si m 6= 0 y Snm = −Knm (Torge (1991) [100], p.
26; Portilla (1996) [84], p. 17).

El término µ/r, que corresponde al grado n = 0, representa el potencial
del problema de Kepler puro. El resto de términos describen la perturbación
generada por un cuerpo sólido de distribución de masa arbitraria. Como es
obvio, habŕıa que añadir en los casos reales – como, por ejemplo, el de un
satélite artificial – otras perturbaciones y no sólo la que proviene de un cuerpo
central que no sea dinámicamente equivalente a una masa puntual.

Los armónicos esféricos se dividen en tres tipos, que se caracterizan por
medio de los valores n y m:

Los términos con m = 0 se denominan armónicos zonales y no depen-
den de la longitud, de forma que dividen el cuerpo en bandas de latitud
que representan las variaciones respecto a la latitud.

Para n = m se tienen los armónicos sectoriales, que dividen la esfera
en sectores limitados por 2m meridianos.
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El resto de casos (m 6= 0 y n 6= m) se denominan armónicos teserales
y recubren la esfera con un mosaico de baldosas, que están limitadas
por 2m meridianos y n−m paralelos de latitud.

Es conveniente separar la parte del potencial que está asociada al pro-
blema de Kepler puro del resto de términos, lo que se suele denominar como
perturbación. Para hacerse una idea del orden de magnitud del potencial
perturbador, en el caso de la Tierra, si su centro coincide con el origen del
sistema de coordenadas de referencia del problema, su primer término se ob-
tiene para n = 2 y m = 0, y entonces J2 = 1,082× 10−3 (Kozai (1966) [69]);
véanse también las constantes normalizadas en Beutler (2005) [16]. El resto
de las constantes son de orden 10−5 o inferior. Si al estudiar el movimiento
de un satélite artificial en torno a la Tierra sólo se tiene en cuenta el término
J2, que es el de mayor magnitud del potencial perturbador, se dice que se
trata del Problema Fundamental de la Teoŕıa del Satélites Artificiales de la
Tierra.

Ahora el potencial perturbador (prescindiendo del término asociado al
problema de Kepler puro) es

V = −µ
r

∞∑

n=2

n∑

m=0

(
R

r

)n
Pnm (cosϑ) [Cnm cos (mλ) + Snm sen (mλ)] , (2.2)

y si se considera sólo la parte zonal se obtiene

VZonal =
µ

R

∞∑

n=2

(
R

r

)n+1

JnPn (cosϑ) . (2.3)

2.2. Intermediarios de tipo Deprit

El Problema Fundamental del Satélite Artificial no es integrable (ver Iri-
goyen y Simó (1993) [63]), de modo que la solución sólo se puede aproximar
numérica o anaĺıticamente. En la era espacial se impone la necesidad de po-
der calcular las órbitas de los satélites con una precisión mayor y además
ponerlos en órbitas concretas. Da ah́ı surge la importancia de desarrollar
nuevas técnicas para simplificar los cálculos de las órbitas perturbadas, y
entre ellas la introducción de potenciales intermediarios. Estos potenciales
constituyen un modelo matemático simplificado de la perturbación originada
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por el achatamiento de un esferoide que representa al cuerpo central, y bajo
cuya atracción gravitatoria tiene lugar el movimiento de un satélite natural
o artificial.

La idea de los intermediarios consiste en desarrollar unos potenciales per-
turbadores del problema de Kepler que recogen la mayor parte del potencial
zonal del término del J2 (preferiblemente su parte secular), y que al mis-
mo tiempo sean integrables. Esto permite obtener órbitas de referencia que
aproximen, mejor que la elipse kepleriana, el problema principal del satélite
artificial.

Una revisión y sistematización de las definiciones de los principales in-
termediarios para el problema principal de la teoŕıa del satélite artificial se
puede encontrar en el art́ıculo de Deprit (1981) [43, p. 137, p. 139], donde se
clasifican los intermediarios en dos tipos diferentes: intermediarios comunes
e intermediarios naturales.

En este trabajo se van a considerar los intermediarios radiales (véanse
también las Fórmulas (5.1)–(5.3) con j = 2, o las expresiones (A.228) y
(A.229) de la Sección A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos)
que fueron introducidos por Deprit (1981) [43] y por Alfriend y Coffey (1984)
[2], quienes parten de formulaciones en las variables polares nodales de Hill–
Whittaker. A partir del problema principal del satélite artificial se realiza
la eliminación de la paralaje, una transformación de tipo de Lie que trans-
forma una perturbación proporcional a r−n con n ≥ 3 en una proporcional
a r−2, eliminando los términos de corto periodo hasta el factor r−2. En el
siguiente paso se realiza una transformación canónica de Lie para eliminar el
argumento del perigeo.

Con este procedimiento, el argumento del perigeo se desacopla de la ano-
maĺıa verdadera. Este proceso se realiza en las variables de Hill-Whittaker, lo
que conduce a un hamiltoniano, también denominado intermediario radial,
de sólo un grado de libertad expresado en las variables canónicas (r, pr), es
decir, que finalmente se obtiene una aproximación completamente integrable
para el problema principal del satélite. Las perturbaciones asociadas a estos
intermediarios incluyen unos términos proporcionales a r −2 que están expre-
sados por un desarrollo en potencias del pequeño parámetro ε del orden de
J2, que da constancia del achatamiento del cuerpo central. Los coeficientes de
este desarrollo – hablando en términos generales – son funciones racionales
de ciertos momentos canónicos.
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Los hamiltonianos intermediarios generan órbitas de referencia que son
más generales que las que se obtiene como solución del problema de Ke-
pler puro, y sirven de punto de partida para el estudio de perturbaciones.
El trabajo presentado más adelante se basa en los intermediarios de Deprit
y de Alfriend y Coffey. Estos potenciales permiten absorber en la órbita de
referencia la parte secular debida al achatamiento incluida en el interme-
diario, lo cual debeŕıa ser una ventaja para el desarrollo de un análisis de
perturbaciones.

2.3. Intermediario de Deprit

El primer intermediario que se va a presentar aqúı es un intermediario
radial de Deprit (1981) [43, §7 y§9] (véase la Fórmula (A.228) de la Sección
A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos), que ha sido tratado
también por Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49].

A t́ıtulo de ejemplo, en el conjunto de variables polares nodales de Hill–
Whittaker (r, θ, ν; pr, pθ, pν) (Deprit (1981) [43], §2; Ferrándiz y Fernández–
Ferreirós (1991) [49], §2), un caso que encaja en este esquema general es el
del hamiltoniano del problema perturbado de dos cuerpos dado por

H = H0 ( r , pr , pθ ) + V
(
r ; p2θ , I ; ε

)
, (2.4a)

H0 =
1

2

[
p2r +

p2θ
r 2

]
− µ

r
, (2.4b)

V = ε
p2θ
r2

(
R

p

)2(
1

2
− 3

4
s2
)

= ε
p2θ
r2

(
R

p

)2(
3

4
c2 − 1

4

)
, (2.4c)

donde H0 es un hamiltoniano kepleriano, V es el potencial de la perturbación,
ε = J2 es el parámetro de perturbación, R es el radio del cuerpo central (en
este caso, la Tierra), p es el semilado recto, e I es la inclinación de la órbita
respecto al ecuador, dada por

c ≡ cos I =
pν
pθ

, s ≡ sen I . (2.5)

El vector de posición, en coordenadas cartesianas habituales, está dado
por q = (q1, q2, q3), y el vector p = (p1, p2, p3) corresponde a los momentos
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conjugados. Se utilizarán las siguientes relaciones

pν = q1 p2 − q2 p1 ,

p2θ = ‖ q × p ‖2 ,

y el operador binario × es el producto vectorial en el espacio ordinario. En-
tonces, con estas variables canónicas cartesianas, el hamiltoniano H anterior
se puede expresar como

H ( q , p ; ε ) = H0 ( q , p ) + V
(
r ; p2θ , I ; ε

)
, (2.6a)

H0 =
1

2
‖p ‖2 − µ

r
. (2.6b)

2.4. Intermedario de Alfriend–Coffey

Se va a presentar a continuación el intermediario de Alfriend y Coffey
(1984) (véase también Aparicio y Floŕıa (1996) y (1997) [3, 4]) en el conjunto
de variables canónicas polares nodales.

Después de transformar los términos en s2 (véase Cid et al. (1986) [37])
en términos en c2 usando algunos cálculos trigonométricos elementales, el
intermediario radial de segundo orden propuesto por Alfriend y Coffey se
puede formular mediante el siguiente hamiltoniano homogéneo en el sistema
ampliado de variables polares nodales:

Hh = p0 + H0 ( r ; pr , pθ ) + ε
µ2R2

4 p2θ r
2

( 3 c 2 − 1 )

+ε 2 3 µ4R4

16 p6θ r
2

[
1

12
( 27 c 4 − 138 c 2 + 71 )

+
e2k
8

( 5 c 4 − 18 c 2 + 5 )

]
,

(2.7)

donde ek es la “excentricidad kepleriana” correspondiente a la órbita no per-
turbada asociada a H0 .

Como ya se ha mencionado (y realizado en Floŕıa (1993) [55], pp. 219–
220) la función hamiltoniana se presentará, por conveniencia, en términos de
potencias de c2, en vez de usar potencias de s2.
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Tal y como deducen Alfriend y Coffey (1984) este intermediario, su parte
de primer orden es formalmente el intermediario radial descrito por Deprit
(1981) [43, p. 138]. Además, de acuerdo con un comentario de Cid et al. (1986)
[37, p. 202] y Franco y Palacios (1990) [58, p. 183], un término de segundo
orden independiente de la inclinación está presente en este hamiltoniano.

Resulta necesario expresar la “excentricidad kepleriana” ek en variables
canónicas de Hill–Whittaker, lo que se consigue con la fórmula

e2k ≡ 1 +
2hk p

2
θ

µ2
,

donde hk denota la enerǵıa kepleriana; y sabiendo que

hk = − p0 + O ( ε ) ,

el hamiltoniano se puede reescribir de la siguiente manera en el espacio de
fases ampliado

H ( r ; pr , pθ , pν , p0 ; ε ) = p0 + H0 ( r ; pr , pθ ) +
1

r2
V2 ( pθ , pν , p0 ; ε ) ,

donde, después de despreciar términos de tercer orden en ε ,

V2 = εV1(pθ, pν) + ε2 V2(pθ, pν , p0) , (2.8a)

con

V1 =
µ2R2

4 p2θ

[
3 c 2 − 1

]
, (2.8b)

V2 =
µ4R4

128 p6θ

[
69 c 4 − 330 c 2 + 157

]
− 3µ2R4

64 p4θ

[
5 c 4 − 18 c 2 + 5

]
p0 .

(2.8c)

Este hamiltoniano homogéneo es un caso particular del sistema kepleriano
perturbado caracterizado por la función dada en la Fórmula (A.229) del
Apéndice A sobre el problema de dos cuerpos.

Para valores pequeños de la excentricidad, y después de omitir los térmi-
nos de orden de ε 2 e 2 , este intermediario se caracteriza por el potencial
perturbador

ε
µ2R2

4 p2θ

[
3 c 2 − 1

]
+ ε 2 µ4R4

64 p6θ

[
27 c 4 − 138 c 2 + 71

]
. (2.9)
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Esta expresión se adapta al tratamiento considerado por Ferrándiz y Fernández–
Ferreirós (1991) [49] o Aparicio y Floŕıa (1996) [3].

El caso de valores pequeños de la excentricidad permite despreciar los
términos de ε 2 e2k, situación que también fue estudiada por Franco y Palacios
(1990) [58] desde el punto de vista de la teoŕıa de Hamilton–Jacobi y en un
espacio de fase de 6 dimensiones.
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3
Idea de los métodos central y focal

3.1. Introducción

Bohlin en el art́ıculo [19] regulariza y linealiza el problema de Kepler en
el plano, con la ayuda de coordenadas parabólicas y usando como variable
independiente la anomaĺıa excéntrica. En el año 1955 Izsák [64] obtiene un
resultado similar en el espacio tridimensional, como ya se ha explicado en el
Caṕıtulo 1. Transformaciones que utilizan un cambio similar de la variable
independiente se describen en los art́ıculos de Burdet [26–28]; las variables
reciben el nombre de variables centrales.

En este último art́ıculo [28] se desarrolla también otro cambio de variables
que permite regularizar y linealizar el problema de Kepler, pero en este caso
la variable independiente es la anomaĺıa verdadera. Estas variables se deno-
minan variables focales, pues el centro de oscilación del oscilador armónico
al que se reducen las ecuaciones del movimiento kepleriano es el foco de la
cónica.
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3.2. Método central de Izsák–Sperling–Burdet

Siguiendo el art́ıculo de Izsák (1955) [64], y usando notaciones similares,
se parte de la ecuación

q̈ = − µ
q3
q . (3.1)

A continuación las integrales del movimiento del problema de Kepler de
las que nos serviremos para el desarrollo de este método central son la integral
de la enerǵıa y la integral del momento angular

h =
1

2
q̇2 − µ

q
, c = q × q̇ , (3.2a)

y la integral del vector de Laplace–Runge–Lenz

A =

(
q̇2 − µ

q

)
q − (q | q̇) q̇ , (3.2b)

o en la forma

A =

(
µ

q
+ 2h

)
q − (q | q̇) q̇ , (3.2c)

o bien

A = q̇ × c− µ

q
q . (3.2d)

Está claro que estas integrales primeras no son funcionalmente indepen-
dientes, pues satisfacen las siguientes relaciones

(c | A) = 0 y (A | A) = 2h (c | c) + µ2 . (3.3)

Se efectúa a continuación el cambio de variable independiente t → u
definido por la transformación de Sundman mediante la relación diferencial

dt = q du , (·)′ ≡ d

du
, (3.4a)
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y entonces

q̇ =
1

q
q′ , q̈ =

1

q2

(
q′′ − (q | q′)

q2
q′
)
. (3.4b)

Para q 6= 0 la Ecuación (3.1) se transforma en

µ

q
q = q′′ − (q | q′) q

q
. (3.4c)

En la nueva variable independiente la integral de movimiento (3.2c) viene
dada por

−µ
q
q + (q | q′) q

q
= 2hq −A . (3.5)

Para cualesquiera h y A fijos, y con la ayuda de la relación (3.5), la
ecuación de movimiento del problema de Kepler (3.4c) se reduce a

q′′ = 2hq −A , (3.6)

que es una ecuación lineal no homogénea de segundo orden y con coeficientes
constantes. La ecuación describe una cónica en la que en el caso eĺıptico
a = −µ/(2h) es el semieje mayor, −A/(2h) es el centro de oscilación, y
e = ‖A‖/µ la excentricidad (ver Burdet (1969) [28], Ecuación (7)).

Siguiendo el art́ıculo de Izsák (1955) [64], sólo se tendrá en cuenta el caso
de la solución eĺıptica (h < 0, 0 < e < 1). Se introduce una nueva variable
independiente s =

√
−2hu =

√
µ/a u, que es la anomaĺıa excéntrica. Sea

i un vector unitario en la misma dirección que A; y j otro vector unitario
en la dirección c×A. Entonces, A = µei y la ecuación de movimiento en la
nueva variable independiente será:

d2q

ds2
+ q = −aei . (3.7)

Se establece como condición inicial que el cuerpo se encuentre en el peri-
centro para s = 0, y por lo tanto el vector velocidad es ortogonal al vector de
posición. También hay que tener en cuenta que el movimiento está confinado
al plano ortogonal al vector c. En estas condiciones se deduce

q(s) = a (cos s− e) i+ a
√

1− e2 sen s j , (3.8)
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Para la distancia radial se obtiene la conocida expresión

q = a (1− e cos s) , (3.9)

e integrando la ecuación

dt

ds
=

√
a

µ
q =

√
a3

µ
(1− e cos s) , (3.10)

se obtiene la ecuación de Kepler

n(t− tp) = s− e sen s , (3.11)

donde tp es el instante en el que la part́ıcula efectúa su paso por el pericentro,
y n es el movimiento medio dado por

n =

√
µ

a3
. (3.12)

Si c = 0, entonces se anula el vector j, pero las fórmulas siguen siendo
válidas para h < 0 (e < 1).

Esta contribución de Izsák prueba que obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden y coeficientes constantes, es decir, que
linealiza y regulariza el problema de Kepler. Para lo cual, utiliza un cambio
de la variable independiente proporcional a la anomaĺıa excéntrica. El resto
del tratamiento se basa en usar integrales primeras.

En el art́ıculo de Burdet (1969) [28] se desarrolla la ecuación diferencial
de segundo orden para la distancia q, usando el cambio de la variable inde-
pendiente que se describe en (3.4a), es decir, aplica la misma transformación
del tiempo.

Las dos siguientes igualdades se comprueban fácilmente:

qq̇ = (q | q̇) , (q̈ | q) = q̇2 − v2 + qq̈ , (3.13a)

donde

v2 = (q̇ | q̇) . (3.13b)
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Entonces, partiendo de la ecuación (3.1) se tiene

(q̈ | q) +
µ

q3
(q | q) = 0 , (3.14)

y por lo tanto

q̇2 − v2 + qq̈ +
µ

q
= 0 . (3.15)

Tras aplicar el cambio de la variable independiente (3.4a) la ecuación anterior
se transforma en

(
1

q
q′
)2

− v2 +
q′′

q
+

1

q

(
−(q′)2

q

)
+
µ

q
= 0 , (3.16)

es decir

1

q
q′′ +

µ

q
− v2 = 0 , (3.17)

y con la ayuda de la integral de la enerǵıa (3.2a) y q 6= 0,

q′′ − 2hq = µ . (3.18)

Resumiendo, Burdet (1969) [28] obtiene un sistema de cuatro ecuaciones
diferenciales escalares de segundo orden y una de primer orden:

q′′ = 2hq −A , (3.19a)

q′′ = 2hq + µ , (3.19b)

t′ = q . (3.19c)

3.3. Método focal de Burdet

Las variables focales se describen en el art́ıculo de Burdet (1969) [28,
§ 2], y, como ya se ha mencionado anteriormente, se basan en el cambio
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de la variable independiente proporcional a la anomaĺıa verdadera y en una
transformación de las variables dependientes; además, se introduce una nueva
variable dependiente redundante.

El cambio de las variables de posición es

x =
1

q
q . (3.20)

El vector x de las nuevas variables corresponde al vector unitario que apunta
en la dirección de la part́ıcula. Se trata, pues, del vector de cosenos directores
de la posición de la part́ıcula. Para poder describir la posición del móvil es
necesario añadir una nueva variable dependiente que indique su distancia al
cuerpo central; o, también, su rećıproco, es decir, la nueva variable es σ = 1/q.
Entonces la ecuación del movimiento kepleriano se transforma en

ẍq + 2q̇ẋ+ q̈x+ µ
x

q2
= 0 . (3.21)

El cambio de la variable independiente introduce un nuevo parámetro
temporal que es proporcional a la anomaĺıa verdadera:

dt

df
= q2 , (·)′ = d

df
, (3.22a)

y

d

dt
=

1

q2
d

df
,

d2

dt2
=

1

q4

(
d2

df 2
− 2q′

q

d

df

)
. (3.22b)

La ecuación (3.21) con el nuevo tiempo ficticio es

x′′ − 2
q′

q
x′ +

{
q′′

q
− 2

(
q′

q

)2

+ µq

}
x+ 2

q′

q
x′ = 0 , (3.23)

que es equivalente a

x′′ +

{
q′′

q
− 2

(
q′

q

)2

+ µq

}
x = 0 . (3.24)
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Partiendo de las ecuaciones (3.15) y (3.13) se tiene

q

(
1

q4
q′′ − 2

(q′)2

q5

)
+ q̇2 − v2 +

µ

q
= 0 , (3.25)

lo cual es equivalente a

q′′

q
− 2

(
q′

q2

)2

+ q2
(
q̇2 − v2

)
+ µq = 0 . (3.26)

Para simplificar esta última ecuación conviene manipular la integral de
las áreas (3.2a) de la siguiente forma

(c | c) = (x× ẋ | c) = (ẋ× c | x) = µq + (A | x)

= µq +

(
v2 − µ

q

)
q2 − q2q̇2

= q2
(
v2 − q̇2

)
.

La ecuación (3.24) se puede expresar como un oscilador armónico tridi-
mensional

x′′ + ‖c‖2x = 0 , (3.27)

y para el rećıproco de la distancia se obtiene un oscilador armónico unidi-
mensional forzado

σ′′ + ‖c‖2σ = µ , (3.28)

y por último

t′ =
1

σ2
. (3.29)

Se llegaŕıa de esta forma a un sistema de tres ecuaciones escalares de
osciladores armónicos lineales con el centro en x = 0 y frecuencia ‖c‖, y un
oscilador unidimensional forzado con la misma frecuencia que los anteriores,
mientras que para el tiempo f́ısico se tiene una ecuación diferencial ordinaria
primer orden.

En este caso las ecuaciones, aśı como sus soluciones, son válidas para
todos los valores de la excentricidad.
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4
Transformación canónica a variables

redundantes

4.1. Introducción

Las variables canónicas focales no se pueden obtener a través de una
transformación canónica clásica, pues las dimensiones del espacio de salida
y del de llegada no son iguales. En este caso se requiere una técnica que
incremente el número de variables, que es precisamente lo contrario de la
idea habitual de reducir el número de variables de un sistema hamiltoniano.

En este Caṕıtulo se tratará la forma de incrementar el número de variables
partiendo de una transformación puntual, extendiéndola a una transforma-
ción canónica, garantizando que el nuevo sistema de ecuaciones canónicas
del movimiento sea equivalente al de partida. El primero en presentar una
técnica para realizar este tipo de transformación fue Lidov (1982) [76], don-
de las dimensiones del espacio de salida y del de llegada no son iguales. En
el art́ıculo de Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52] se describe otra forma de
incrementar el número de variables de la transformación puntual, pero en
este caso se introducen nuevas variables en el espacio de salida, y que, co-
mo se verá, son variables ćıclicas. Se demuestra que esta transformación es
canónica, y satisfaciendo ciertas condiciones el nuevo sistema hamiltoniano
es equivalente al de partida.

A continuación, presentamos una generalización de la técnica de Ferrándiz
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y Sansaturio, pero utilizando formas diferenciales y la estuctura simplécti-
ca (ver von Westenholz (1986) [103]; Flanders (1989) [54]; Meyer y Hall
(1992) [78] y Barner y Flohr (1983) [12, Cap. 17]) para construir el cambio
de variables.

Con la ayuda de formas diferenciales se podrá construir este tipo de trans-
formaciones definidas sobre variedades diferenciables, que se denotarán por
N y M. Sus dimensiones, si no se menciona lo contrario, serán n y m, res-
pectivamente. Sea U un subconjunto abierto de N y x ∈ U ⊂ N ; entonces
TxN es el espacio tangente en el punto x.

El fibrado tangente de la variedad N es la unión de los espacios tangentes
en cada punto de la variedad, o sea TN := ∪x∈NTxN , y T ∗N := ∪x∈NT ∗xN
se denomina el fibrado cotangente.

4.2. Formas diferenciales y transformaciones

Una forma diferencial de grado k es una función del producto cartesiano
de k copias del espacio tangente en x ∈ N en R que, además, es k–lineal
alternada:

ω : U ×
k–veces︷ ︸︸ ︷

TxN × . . .× TxN −→ R

(x, ξ1, . . . , ξk) 7−→ ω (x, ξ1, . . . , ξk) .
(4.1)

Una forma diferencial de grado k también se denomina k–forma diferencial.

La base natural del espacio de las formas diferenciales de grado k viene
dada por

{dxi1 ∧ · · · ∧ dxik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} , (4.2)

que se compone de

(
n

k

)
elementos, y su expresión canónica es

ω =
∑

ii<···<ik
aii<···<ik (x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , (4.3)

donde aii<···<ik (x) son sus coeficientes, también denominados componentes.
Dependiendo de si estas componentes son continuas o diferenciables respecto
a las cartas de un atlas, se dirá lo mismo de la forma diferencial.
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Una forma diferencial de grado 0 es precisamente una función de N en R.
Se supondrá que las formas diferenciales son suficientemente diferenciables,
y por la tanto se puede obviar la referencia a su diferenciabilidad siempre
que no cause confusión.

Para k = 0, 1, . . . , n se define Fk (N ) como el conjunto de las k–formas
sobre N , que se puede considerar un espacio vectorial sobre R. La dimensión

de Fk (N ) es

(
n

k

)
, lo que implica que no existen formas diferenciales de grado

k > n. El espacio F0 (N ) es el conjunto de las funciones diferenciables de N
en R, mientras que F1 (N ) = T ∗N .

Para lo que se quiere tratar aqúı sólo será necesario trabajar con formas
diferenciales de grados 0, 1 y 2. Empezando por una 1–forma, que se expresa
de manera habitual como

θ = a1(x) dx1 + · · ·+ an(x) dxn , (4.4)

donde los coeficientes ai(x) son 0–formas, y la 2–forma genérica es

ω =
∑

1≤i<j≤n
aij(x) dxi ∧ dxj . (4.5)

Se define una aplicación suficientemente diferenciable de N en M:

ψ : N −→ M
x 7−→ q = ψ (x)

, (4.6)

y con ella queda determinada la aplicación dual

ψ? : Fk (M) −→ Fk (N ) , (4.7)

que también se suele denominar ”pull–back”. Es fácil comprobar que es lineal.

Más adelante serán necesarias las siguientes propiedades:

ψ? (ν ∧ η) = ψ?ν ∧ ψ?η , (4.8)

d ◦ψ? = ψ? ◦ d , o sea d(ψ?ν) = ψ? (dν) , (4.9)

donde ν y η son formas diferenciales de grado arbitrario.

Si se aplica ψ? a b (q) ∈ F0 (M), entonces

b (q) = b (ψ (x)) = (ψ?b) (x) = a (x) , (4.10)
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con a (x) ∈ F0 (N ), y esto implica que para cualquier función real f definida
en M se tiene

ψ?f = f ◦ ψ . (4.11)

La transformación de dqi a dxj se obtiene con la ayuda de (4.9) y (4.10):

ψ? dqi = dψ?qi = d(qi ◦ ψ) = dψi =
n∑

j=1

∂ψi
∂xj

dxj . (4.12)

Sea ν ∈ F1 (M) dada por

ν =
m∑

i=1

bi (q) dqi ;

entonces, en virtud de (4.10) y (4.12),

ψ?ν =
m∑

i=1

ψ?bi (q)ψ? dqi

=
n∑

j=1

{
m∑

i=1

bi (ψ (x))
∂ψi
∂xj

}

︸ ︷︷ ︸
= aj(x)

dxj

=
n∑

j=1

aj (ψ (x)) dxj

= η ,

(4.13)

donde η ∈ F1 (N ) es la forma diferencial transformada de ν (ver von Westen-
holz (1986) [103, Cap. 7 § 2.3., pp. 158–159] y Flanders (1989) [54, § 3.4.]).

Variedades simplécticas

Una forma simpléctica Ω es una forma diferencial de grado 2, cerrada
y no degenerada, definida en una variedad diferenciable. El par (M,Ω) se
denomina variedad simpléctica (ver von Westenholz (1986) [103, Cap. 12 §2.]
y Meyer y Hall (1992) [78, Cap. III y Cap. IV]). En las coordenadas canónicas
la forma simpléctica adopta la expresión

Ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi . (4.14)
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Que una 2–forma sea no degenerada implica que sólo puede estar definida
en una variedad de dimensión par.

Toda forma diferencial cerrada en un entorno abierto contráıble a un
punto es exacta, según el lema de Poincaré. Entonces para todo q ∈ M
existe un entorno abierto U ⊂M tal que Ω en U es exacta, o sea, que en U
se verifica dθ = Ω para alguna θ.

Si la variedadM es de dimensión n, entonces la dimensión de T ∗M, que
se denomina espacio de fases, es 2n. Una de las propiedades de este espacio
es que posee una forma diferencial de grado 1 sobre T ∗M, que se conoce
como forma de Cartan (o potencial simpléctico),

θ = p1 dq1 + · · ·+ pn dqn , (4.15)

que es un campo vectorial covariante sobre N . Se puede demostrar que esta
forma diferencial está globalmente definida, lo cual implica que existe una
estructura simpléctica en T ∗M. Aplicando la derivada exterior dθ = Ω se
obtiene la forma simpléctica canónica de grado 2, o sea

dθ = Ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi . (4.16)

La forma de Cartan no está uńıvocamente determinada, pues si ϕ ∈
C2 (M,R) es una función arbitraria, las dos formas diferenciales θ y θ + dϕ
definen la misma estructura simpléctica.

4.3. Extensión de una transformación pun-

tual

Se parte ahora deM una variedad de dimensión n (que se denominará es-
pacio de configuración), y del fibrado cotangente T ∗M, que es el espacio de
fases, y que como se acaba de mencionar posee una estructura simpléctica
dada por una forma de Cartan θ. Al no estar uńıvocamente determinado el
potencial simpléctico, se utilizará la siguiente 1–forma:

θ =
n∑

i=1

pi (q) dqi . (4.17)
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Una transformación puntual está definida en el espacio de configuración
y se denotará por ψ : M→M, que suele ser un difeomorfismo, aunque en
ocasiones basta con que sea simplemente una aplicación diferenciable. Este
cambio de variables viene definido por

ψ : M −→ M (4.18)

x 7−→ q = ψ (x) , (4.19)

su aplicación dual es ψ?, y el potencial simpléctico en las variables (x,y) ∈
T ∗M se expresa como

ψ?θ = θ′ =
n∑

i=1

yi (x) dxi . (4.20)

Sean θ y θ′ dos formas de Cartan que determinan dos formas simplécticas
Ω = dθ y Ω′ = dθ′. Si la aplicación ψ? corresponde a una transformación
canónica, entonces se cumple Ω′ = ψ?Ω, que también se puede expresar como
d(θ′ − θ) = 0, y entonces existe una función ϕ, que al menos es de clase C2,
tal que

dϕ = θ′ − θ . (4.21)

Se dice que θ y θ′ difieren en una diferencial exacta.

Con la ayuda de esta última 1–forma diferencial y los resultados (4.10,
p. 45), (4.13, p. 46), se puede extender la transformación puntual ψ a una
canónica; y como consecuencia se obtiene una fórmula para el cambio de las
variables canónicas:

∑

j

∂ϕ(x)

∂xj
dxj =

∑

j

yj(x) dxj −
∑

i

pi(q) dqi

=
∑

j

yj(x) dxj −
∑

i

pi (ψ (x)) dψi (x)

=
∑

j

yj(x) dxj −
∑

i

pi (ψ (x))
∑

j

∂ψi (x)

∂xj
dxj

=
∑

j

{
yj(x)−

∑

i

pi (ψ (x))
∂ψi (x)

∂xj

}
dxj .

De esta igualdad se deducen las relaciones

yj =
∑

i

pi (ψ (x))
∂ψi (x)

∂xj
+
∂ϕ(x)

∂xj
(4.22)
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para j = 1, . . . , n.

Estas ecuaciones pueden expresarse en notación matricial:

y = Atp+∇ϕ , (4.23)

donde

A = [αij]=

[
∂ψi (x)

∂xj

]
y ∇ϕ=

∂ϕ(x)

∂xj
.

La aplicación ψ es un difeomorfismo, y por eso det(A) 6= 0; por tanto, con
C = A−1 se puede invertir la ecuación (4.23), de manera que

p = Ct (y −∇ϕ) . (4.24)

4.4. Transformación que aumenta el número

de variables

Sean M y N̂ dos variedades de dimensiones respectivas m y n, con
m > n. Estas dos variedades son los espacios de configuración, y los co-
rrespondientes fibrados cotangentes (T ∗M , T ∗N̂ ) están dotados de una es-
tructura simpléctica.

Se consideran los vectores:

x =



x1
...
xm


 ∈M , y=



y1
...
ym


 ∈ T ∗xM , (4.25)

q̂ =



q1
...
qn


 ∈ N̂ , p̂ =



p1
...
pn


 ∈ T ∗q̂ N̂ , (4.26)

y la aplicación

ψ̂ : M −→ N̂
x 7−→ q̂ = ψ̂ (x) ,

(4.27)

que es de rango n y de clase C2.
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Los espacios M y N̂ poseen dimensiones distintas. En consecuencia la
aplicación no se puede extender a una transformación canónica siguiendo el
proceso que se ha visto en la Sección anterior. Aśı que a continuación se
buscará la manera de construir una transformación canónica asociada a la
aplicación ψ̂, basándose en el desarrollo de los apartados anteriores, pero
incrementando el número de variables.

Para simplificar los cálculos se introduce la siguiente notación

Â = [αij] i=1,...,n
j=1,...,m

=

[
∂ψ̂i
∂xj

]

i=1,...,n
j=1,...,m

, (4.28)

donde los αij dependen de x.

Para obtener la fórmula de la transformación canónica se partirá de nuevo
de la Ecuación (4.21, p. 48), donde ϕ es un función arbitraria que deberá ser
al menos de clase C2. En este caso hay que tener en cuenta las dimensiones
diferentes de las dos variedades en cuestión, de forma que los cálculos son del
siguiente tenor

m∑

j=1

∂ϕ(x)

∂xj
dxj =

m∑

j=1

yj(x) dxj −
n∑

i=1

pi(q̂) dqi

=
m∑

j=1

yj(x) dxj −
n∑

i=1

pi

(
ψ̂ (x)

) m∑

j=1

∂ψ̂i (x)

∂xj
dxj

=
m∑

j=1

{
yj(x)−

n∑

i=1

pi

(
ψ̂ (x)

)
αij

}
dxj .

(4.29)

Esto permite de nuevo obtener una expresión matricial similar a la (4.23)
presentada en la sección anterior:

y = Â tp̂+∇ϕ , (4.30)

donde
∇ϕ =

[
ϕ1, . . . , ϕm

]t
(4.31)

es el gradiente de ϕ, con ϕj =
∂ϕ(x)

∂xj
.

Necesitamos que la matriz Â sea de rango m, aunque eso no es suficiente
para poder despejar p̂ en la ecuación (4.30). Esto requiere aumentar el ta-
maño de la matriz y la dimensión del vector p̂, lo cual se consigue añadiendo
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m − n filas a la matriz, de modo que la nueva matriz sea regular, siendo su
definición

A = [αij]i=1,...,m
j=1,...,m

, , con detA 6= 0 .

Además al vector p̂ se añaden las componentes pi = 0 con i = n+ 1, . . . ,m,
para que la transformación definida en (4.30) coincida con la nueva expresión
matricial, es decir,

y = Â tp̂+∇ϕ = Atp+∇ϕ . (4.32)

Sea C = [γij] = A−1; entonces

p = Ct (y −∇ϕ) , (4.33)

es la transformación de los momentos conjugados que hemos deducido a partir
de la transformación puntual ψ̂ de (4.27).

A continuación se comprobará cómo afecta esta ampliación de la trans-
formación de los momentos conjugados correspondientes a las coordenadas
involucradas en la transformación puntual de partida. A tal efecto calculamos
la diferencial de ψ̂, que podemos expresar en forma matricial:

dq̂ = Â dx .

Basándose en los elementos que se han añadido a la matriz Â anterior, se
pueden definir las siguientes formas diferenciales de grado 1

νi =
m∑

j=1

αij (x) dxj , i = n+ 1, . . . ,m . (4.34)

Si existen funciones fi con i = n+ 1, . . . ,m, tales que dfi = νi, entonces
se dice que las formas diferenciales son integrables, o también exactas, y
definen ligaduras holónomas. De lo contrario las ligaduras definidas por νi
se denominan no holónomas (veáse Arnold et al. (1997) [11], p. 18, p. 38 y
Lánczos (1997) [72], pp. 24–27).

En el caso de ligaduras holónomas se puede incrementar el número de
variables de la transformación puntual ψ̂ de la siguiente manera:

ψ :=
[
q̂, qn+1, . . . , qm

]t
=
[
ψ̂, fn+1, . . . , fm

]t
, (4.35)
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lo cual permite definir el siguiente cambio de variables
[
x
y

]
7−→

[
q
p

]
=

[
ψ (x)

Ct (y −∇ϕ)

]
, (4.36)

que también se denotará por (q,p) = (q(x),p(x,y)).

Si las ligaduras son no holónomas, entonces la transformación viene dada
por [

x
y

]
7−→

[
q̂
p

]
=

[
ψ̂ (x)

Ct (y −∇ϕ)

]
, (4.37)

o (q̂,p) = (q̂(x),p(x,y)), donde todav́ıa hay que añadir las formas diferen-
ciales definidas en (4.34).

Teorema. Sea K (q̂,p) un hamiltoniano H (x,y) = K (q̂ (x) ,p (x,y)) Si se
satisfacen todas las condiciones mencionadas en esta sección, entonces son
válidas las siguientes afirmaciones:

i. La transformación (4.37) es débilmente canónica (en el sentido de
Scheifele (1970) [87] o Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]). Para todas
las soluciones del nuevo hamiltoniano H (x,y) = K (q̂ (x) ,p (x,y)) se
satisfacen las relaciones

m∑

j=1

αij (x)
dxj
dt

= 0 , i = n+ 1, . . . ,m , (4.38)

donde t es la variable independiente del sistema hamiltoniano, y además

m∑

j=1

γji (yj − ϕj) = 0 , i = n+ 1, . . . ,m , (4.39)

que se pueden considerar integrales primeras del sistema.

ii. El cambio de variables (4.36) es una transformación canónica. A lo
largo de todas las trayectorias solución del sistema dinámico dado por el
hamiltoniano H (x,y) = K (q (x) ,p (x,y)) se verifican las siguientes
ligaduras, que también se pueden interpretar como integrales primeras,

fi = 0 y
m∑

j=1

γji (yj − ϕj) = 0 , i = n+ 1, . . . ,m .

(4.40)
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Demostración. Como ya se ha mencionado anteriormente (ver 4.32), para
todo i ∈ {n+ 1, . . . ,m} se cumplen las igualdades

pi =
m∑

j=1

γji (yj − ϕj) = 0 .

Los puntos pi = 0, (i = n+ 1, . . . ,m) definen una subvariedad, y forman
un conjunto de puntos cŕıticos o estacionarios del sistema dado por el hamil-
toniano. Si las condiciones iniciales contienen a los puntos cŕıticos, entonces
la solución permanecerá a lo largo de toda su trayectoria en la subvariedad
definida por esos mismos puntos estacionarios.

A continuación se demostrará que las transformaciones del teorema son
débilmente canónicas (ver Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]; Scheifele (1970) [87,
p. 296–298] y Stiefel y Scheifele (1971) [94, ver §31]), para lo que bastará com-
probar la siguiente igualdad

m∑

i=1

dyi ∧ dxi =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi . (4.41)

Antes de demostrar esta igualdad, se calculará la derivada exterior de las
yj dadas por la expresión matricial (4.23)

dyj = d

(
n∑

i=1

αijpi + ϕj

)

=
n∑

i=1

[
pi dαij + αij dpi

]
+ dϕj

=
n∑

i=1

[
pi

m∑

k=1

∂αij
∂xk

dxk + αij dpi

]
+

m∑

k=1

∂ϕj
∂xk

dxk

=
m∑

k=1

[
n∑

i=1

∂αij
∂xk

pi +
∂ϕj
∂xk

]
dxk +

n∑

i=1

αij dpi ,

(4.42)

y teniendo en cuenta las igualdades entre las derivadas cruzadas de ψ̂ se
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obtiene

m∑

j=1

dyj ∧ dxj

=
m∑

j,k=1

∂ϕj
∂xk

dxk ∧ dxj

︸ ︷︷ ︸
=0

+
m∑

j,k=1

n∑

i=1

∂αij
∂xk

pi dxk ∧ dxj +
m∑

j=1

n∑

i=1

αij dpi ∧ dxj

=
n∑

i=1

[ ∑

1≤k<j≤m

(
∂αij
∂xk

− ∂αik
∂xj

)
pi dxk ∧ dxj

]
+

m∑

j=1

n∑

i=1

dpi ∧ (αij dxj)︸ ︷︷ ︸
=dqi

=
n∑

i=1

dpi ∧ dqi .

(4.43)

Este proceso es válido para las transformaciones consideradas en el teo-
rema, independientemente de si las 1–formas νi (4.34) son holónomas o no
holónomas. El caso en que sean holónomas se puede tratar como una trans-
formación canónica en sentido pleno, teniendo en cuenta que estas formas
diferenciales son exactas y sus integrales son fi (i = n + 1, . . . ,m), que se
denotarán con qi. Entonces el desarrollo (4.42) está dado por

dyj = d

(
m∑

i=1

αijpi + ϕj

)

=
m∑

k=1

[
m∑

i=1

∂αij
∂xk

pi +
∂ϕj
∂xk

]
dxk +

m∑

i=1

αij dpi ,

(4.44)

y (4.43) se transforma con ayuda de la igualdad de las derivadas cruzadas de
ψ en

m∑

j=1

dyj ∧ dxj

=
m∑

i=1

[ ∑

1≤k<j≤m

(
∂αij
∂xk

− ∂αik
∂xj

)
pi dxk ∧ dxj

]
+

m∑

i,j=1

dpi ∧ (αij dxj)︸ ︷︷ ︸
=dqi

=
n∑

i=1

dpi ∧ dqi .

(4.45)
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Queda por demostrar que las relaciones dadas por (4.38), o sea para el caso
no holónomo, se cumplen a lo largo de las trayectorias solución del sistema
dinámico hamitoniano. Utilizando la función de Hamilton H se establecen
las siguientes igualdades

dxj =
∂H
∂yj

dt , ∀i ∈ {1, . . . ,m} ,

que se insertan en las 1–formas diferenciales νi (4.34) (i = n + 1, . . . ,m),
sustituyendo a dxj
m∑

j=1

αij dxj =
m∑

j=1

αij
∂H
∂yj

dt =
m∑

j=1

αij

(
n∑

k=1

∂K
∂pk

∂pk
∂yj

dt

)

=
m∑

j=1

αij

(
n∑

k=1

∂K
∂pk

γjk dt

)
=

m∑

j=1

n∑

k=1

αijγjk
∂K
∂pk

dt (4.46)

= 0 .

De esto último se deduce inmediatamente que las fi son integrales prime-
ras del hamiltoniano H y que su valor numérico tiene que ser igual a cero,
para asegurarse de que las soluciones del hamiltoniano H son equivalentes a
las de K (ver Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52, p. 364]). q.e.d.

4.5. Conclusiones

La transformación (4.36) es canónica en sentido pleno. Para conseguirlo
ha sido necesario aumentar el número de variables añadiendo ligaduras (4.34)
holónomas, y a partir de ah́ı se obtienen 2(n − m) integrales primeras del
nuevo sistema hamiltoniano. Si las ligaduras (4.34) son no holónomas, sólo
se tiene n−m, integrales primeras a las cuales hay que añadir las ligaduras
(4.38).

Si las ligaduras son holónomas, puede obtenerse la inversa de la transfor-
mación canónica, si bien eso siempre es posible para la transformación de los
momentos conjugados.

Si las ligaduras son integrables, entonces se puede construir la función
generatriz

S (x,p) = ψ (x)t p+ ϕ (x) , (4.47)
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o, expresada por medio de componentes,

S (x,p) =
m∑

k=1

ψk (x) pk + ϕ (x) . (4.48)

Se obtienen inmediatamente las ecuaciones impĺıcitas de la transformación
canónica generada por S:

yi =
∂S

∂xi
=

m∑

k=1

∂ψk (x)

∂xi
pk + ϕi ,

qi =
∂S

∂pi
= ψi (x) .

La diferencia de este teorema, con respecto al teorema presentado en el
art́ıculo de Ferrándiz y Sansaturio (1994) , es la función arbitraria ϕ que se
añade a la transformación canónica.
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5
Transformación del tiempo en variables BF

5.1. Introducción

En este Caṕıtulo consideremos perturbaciones que generalizan cierto tipo
de potenciales intermediarios radiales, y en particular potenciales proporcio-
nales a una potencia negativa de la distancia, o sea r − j con j = 0, 1, 2 . Este
tipo de perturbaciones representa a algunos intermediarios radiales para el
Problema Fundamental de la Teoŕıa de Satélites Artificiales de la Tierra.

Consideramos el conjunto de variables polares nodales de Hill-Whittaker
( r , θ , ν ; pr , pθ , pν ) (Hill (1913) [62]; Deprit (1981) [43, §2]; y Ferrándiz y
Fernández–Ferreirós (1991) [49, §2]), y el tiempo f́ısico t. El objetivo es linea-
lizar las ecuaciones de movimiento deducidas de esta clase de hamiltonianos
para problemas perturbados de dos cuerpos, es decir, funciones de Hamilton
del tipo

H = H0 ( r , pr , pθ ) + U
(
r ; p2θ , p

2
ν ; ε

)
, (5.1)

H0 =
1

2

[
p2r +

p2θ
r 2

]
− µ

r
, (5.2)

U =
2∑

j=0

1

rj
Uj
(
p2θ , p

2
ν ; ε

)
=

2∑

j=0

1

rj

[∑

l≥ 1

ε l Uj , l
(
p2θ , p

2
ν

)
]
, (5.3)

donde H0 es el hamiltoniano kepleriano, U es el potencial perturbador, y ε es
el parámetro de perturbación respecto al cual se desarrolla U en potencias de
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ε. Este parámetro permite identificar adecuadamente el orden de magnitud
de los términos de perturbación, y en consecuencia podemos separarlos según
su magnitud. Puesto que cos I = pν/pθ , la expresión Uj (p2θ, p

2
ν ; ε) puede ex-

presarse como U∗j ( p2θ , I ; ε) (Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49,
Fórmula (1)]). Estos sistemas perturbados gozan de algunas propiedades
anaĺıticas interesantes (Floŕıa (1993 y 1994) [55, 56]): comparten una es-
tructura de tipo kepleriano compatible con (y muy próxima a) la kepleriana
propiamente dicha, lo que permite encontrar soluciones anaĺıticas sencillas
en términos de funciones elementales. También caracterizan a ciertos inter-
mediarios radiales para el Problema Fundamental en la Teoŕıa de Satélites.

El caso linealizado por Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49] es un
caso particular del potencial U (5.3), donde j es igual 2, es decir, sólo tiene
en cuenta el término U2. Otra reducción de este tipo de hamiltonianos se
puede encontrar en Floŕıa (1994) [56]. En la Teoŕıa de Satélites Artificiales,
U2 describe potenciales vinculados a los intermediarios radiales de Deprit
(1981) [43, Fórmula (58)]. Los sistemas cuasi–keplerianos (ibid., §4; Baxter
(1980) [14]; Caballero y Elipe (2001) [30]) y el problema de Manev ( Mioc
y Stoica (1995) y (1995) [79, 80]) también comparten estructuras sencillas
del tipo U2. A este respecto, véase también en esta Tesis la Sección A.3 del
Apéndice sobre el problema de dos cuerpos, especialmente los comentarios
tras la Ecuación (A.65).

Deprit (1981) [43, §9] resuelve su intermediario de primer orden mediante
una técnica de tipo focal, considerándolo como un sistema de un grado de
libertad en las variables radiales ( r , pr ). Partiendo de las ecuaciones canóni-
cas en las variables polares nodales, linealiza una de ellas; y lleva la ecuación
para r a una ecuación armónica para una variable u proporcional a 1/r, con
un tiempo ficticio proporcional al ángulo polar θ. Esta ecuación lineal posee
la frecuencia unidad, y el forzamiento viene dado por un término constante.

Nosotros adoptaremos un planteamiento canónico focal, similar al de
Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49], para estudiar la posibilidad de
linealizar un tipo de sistemas keplerianos perturbados. Daremos la forma
expĺıcita de las ecuaciones y estableceremos las condiciones para la linea-
lización. En caso contrario, cuando no se consigue linealizar, estas fórmulas
nos permiten calcular los términos no lineales que aparecen en las ecuaciones.
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Las únicas perturbaciones (5.3) que son linealizadas exactamente por este
método son precisamente aquéllas que pertenecen al tipo de hamiltonianos
de Deprit (1981) [43, p. 138]. Otros potenciales nos conducen a ecuaciones de
movimiento correspondientes a osciladores forzados no linealmente. Nuestros
resultados muestran algunas razones por las cuales el método focal fracasa
al intentar linealizar sistemas keplerianos perturbados.

El vector de posición, en coordenadas cartesianas, está dado por q =
(q1, q2, q3), y el vector p = (p1, p2, p3) corresponde a los momentos conjugados.
Utilizaremos las siguientes igualdades :

pν = q1 p2 − q2 p1 ,

p2θ = ‖ q × p ‖2 ,

donde × denotará al producto vectorial habitual. Con estas notaciones el
hamiltoniano H se puede expresar de la siguiente manera:

H ( q , p ; ε ) = H0 ( q , p ) + U ∗
(
r ; p2θ , I ; ε

)
, (5.4)

H0 =
1

2
‖p ‖2 − µ

r
, (5.5)

donde r es la distancia radial.

5.2. Ecuaciones diferenciales de segundo or-

den en variables BF

Basándonos en Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49], usaremos la
transformación BF (véase también Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §4.4),
que define las variables canónicas focales (x, x4,y, y4) ≡ (x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4),
para obtener condiciones que permitan reducir los sistemas (5.1)–(5.3) a
ecuaciones lineales (a cuatro osciladores lineales). De este modo, quedarán
identificados los potenciales que puedan ser reducidos a ecuaciones de osci-
ladores, en función del parámetro α que aparece en la Ecuación (5.9).

Sea (− | −) el producto escalar usual en un espacio vectorial real IRn. Las
ecuaciones de la transformación son

qi =
xi
x4

, pi = yi x4 − xi
x4
‖x ‖ 2 { (x | y ) + x4 y4 } ,
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que también se podŕıan expresar en forma vectorial

q =
x

x4
, p =

x4
‖x‖2 (x× y)× x− x24 y4

‖x‖2 x .

Se usarán las siguientes relaciones para las normas eucĺıdeas de q y p

‖q‖2 = r 2 =
‖x‖2
x24

, (5.6a)

‖p‖2 =
3∑

i=1

y2i x
2
4 + x2i x

2
4

(x | y)2

‖x‖4 +
x2i x

4
4 y

2
4

‖x‖4

+
2

‖x‖2
[
x2i x

3
4 y4

(x | y)

‖x‖2 − xi yi x
2
4 (x | y) − xi yi x

3
4 y4

]

= ‖y‖2x24 +
1

‖x‖2
[
x44 y

2
4 − x24 (x | y)2

]
,

(5.6b)

o, utilizando el producto vectorial,

‖p‖2 =
x24
‖x‖2

[
x24y

2
4 + ‖x× y‖2

]
. (5.6c)

Sea

Q = x× y , (5.6d)

entonces

Q2 = ‖Q‖2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − (x | y)2 = p2θ . (5.6e)

El hamiltoniano H (5.4) en las nuevas variables, usando las fórmulas (5.6),
se transforma en

H̃ =
1

2
‖x‖2‖y‖2 x4 2 +

1

2

x4
4 y24
‖x‖2 −

1

2

(x | y)2 x4
2

‖x‖2 − µ
x4
‖x‖

+ V
(
Q2 ; I

)
,

(5.7a)

o también

H̃ =
x24

2 ‖x‖2
(
x24y

2
4 +Q2

)
− µ

x4
‖x‖ + V

(
Q2 ; I

)
, (5.7b)
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con

V
(
Q2 ; I

)
=

2∑

j=0

xj4
‖x‖ j Vj

(
Q2 ; I

)
, (5.8a)

Vj
(
Q2 ; I

)
= U∗j

(
p2θ ; I ; ε

)
, (5.8b)

y además

cos I = N/Q , (5.8c)

N = x1 y2 − x2 y1 . (5.8d)

Por comodidad hemos omitido el parámetro ε en las expresiones de V y Vj.

Recurrimos ahora al formalismo canónico homogéneo (Poincaré (1905) [83],
vol. I, §12; Stiefel y Scheifele (1971) [94], §30, §34 y §37): tomamos la va-
riable independiente t como una coordenada canónica, que tiene asociado el
momento conjugado p0, y consideramos el nuevo hamiltoniano homogéneo
H̃h = H̃ + p0. El espacio fásico ampliado facilita la introducción de nuevas
variables independientes distintas del tiempo f́ısico t (véase la Sección A.10
del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos).

Consideramos el cambio de la variable independiente t a un nuevo tiempo
ficticio f . Introducimos el pseudo tiempo con la ayuda de una transformación
generalizada de tipo Sundman que viene definida por la relación diferencial

t 7−→ f : dt/ df = f̃ (x , x4 ; α ) =
‖x‖α
x4 α

, α ∈ R . (5.9)

Veremos más adelante cómo, al imponer la linealización de las ecuaciones del
movimiento, el exponente α quedará determinado. El nuevo hamiltoniano
homogéneo, con f como parámetro temporal, es

K = H̃hf̃

=
c2 ‖x ‖α− 2

2xα− 2
4

+
y24 x

4−α
4

2 ‖x ‖2−α −
µx1−α4

‖x ‖1−α +
‖x ‖α
xα4

V
(
Q2 ; I

)

+
p0 ‖x ‖α
xα4

. (5.10)
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Este hamiltoniano no presenta la dependencia funcional de un hamilto-
niano convencional que represente a un oscilador en cuatro dimensiones. Par-
tiendo de las ocho ecuaciones canónicas de movimiento, analizaremos cómo
se puede llegar a un conjunto de cuatro ecuaciones lineales (probablemente
forzadas no linealmente). Nuestros siguientes pasos nos conducen a cuatro
ecuaciones de segundo orden para (x, x4), con f como variable independien-
te. Este tipo de ecuaciones nos revelará las condiciones bajo las cuales estas
ecuaciones representan osciladores lineales. Para este fin, es necesario calcu-
lar las ecuaciones canónicas de primer orden generadas por K, y utilizar las
relaciones

‖x‖2 = 1 , (x | y)2 = y24x
2
4 . (5.11)

Estas ligaduras holónomas, que se añaden para obtener una transformación
canónica en el sentido pleno (cf. Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52], p. 464,
Remark 1; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §§ 4.3, §§ 4.4; Caṕıtulo 6 de esta
Memoria), son satisfechas a lo largo de las trayectorias solución del problema.

Introducimos las siguientes abreviaturas,

W1 =
2∑

j=0

j xj4
‖x‖j+2

Vj
(
Q2; I

)
, W2 =

2∑

j=0

j xj−14

‖x‖j Vj
(
Q2; I

)
, (5.12a)

A = 1 +
2

x24

∂V

∂Q2
, B =

1

x24

∂V

∂N
, (5.12b)

para hacer más legibles los resultados; además, se introduce la matriz

P =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 , (5.13)

y se definen los vectores

x̃ = Px , ỹ = Py . (5.14)
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Con la ayuda de las siguientes relaciones

Q
∂Q

∂x
= ‖y‖2x− (x | y)y

= −Q× y ,

Q
∂Q

∂y
= ‖x‖2y − (x | y)x

= Q× x .

y usando la notación ()′, que representa a la derivada respecto del tiempo
ficticio f , las ecuaciones de movimiento vienen dadas por

x′ = x2−α4 (AQ× x+Bx̃) , (5.16a)

x′4 = x4−α4 y4 , (5.16b)

y′ = x2−α4 (AQ× y +Bỹ) + 2 x−α4 Lx , (5.16c)

y′4 = −x−α4

(
Q2x4 + 2x34y

2
4 − µ+W2

)
, (5.16d)

donde

L = H̃h − V − p0 +
1

2
µx4 +

1

2
W1 . (5.16e)

Por medio de estas ecuaciones se puede calcular la ecuación diferencial
ordinaria que determina las variaciones del momento angular

Q′ =
1

xα4

∂V

∂N
[x̃× y + x× ỹ]

=
1

xα4

∂V

∂N
[(e3 × x)× y + x× (e3 × y)] .

Aplicando la identidad de Jacobi para el producto vectorial se reduce la
ecuación anterior a:

Q′ =
1

xα4

∂V

∂N
Q̃ ,

lo que implica que para N (5.8d) se verifica

N ′ = 0 =⇒ N ≡ cte. ,
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o sea que la tercera componente del momento angular es una integral primera.

Es fácil comprobar que para cualquier vector a ∈ R se cumple que

(a | ã) = 0 ,

y entonces

‖Q‖′ = 1

Q
(Q | Q′)

= 0 ,

con lo cual la norma del momento angular también es una integral del mo-
vimiento. Estas dos últimas constantes de movimiento se pueden deducir di-
rectamente del hamiltoniano (5.1), pues las coordenadas ν y θ son variables
ćıclicas en dicho hamiltoniano.

Se define a continuación una matriz cuadrada de orden 3 que será útil
para cálculos posteriores:

E2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 = −P2 . (5.17)

El siguiente paso consiste ahora en derivar respecto de f las ecuaciones
canónicas del movimiento (5.16a) y (5.16b), simplificando los cálculos con
la ayuda de las relaciones que han sido establecidas hasta el momento. El
resultado final es el conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales de segundo
orden a las que obedecen las variables de tipo posición:

x′′ +
1

x2α−44

(
A2Q2 −B2E2

)
x =

1

xα−24

[2Bx̃′ + A′Q× x+B′x̃]

+
2− α
x4

x′4x
′ ,

(5.18a)

x′′4 + x4−2α4 Q2x4 = x4−2α4

[
µ−W2 + (2− α)x34 y

2
4

]
, (5.18b)

pudiendo esta última reescribirse en la forma

x′′4 + x4−2α4

(
Q2 + 2V2

)
x4 = x4−2α4

[
µ− V1 + (2− α)x34y

2
4

]
, (5.18c)

donde

A′ =
−1

x24

(
2

x4

∂V0
∂Q2

+
∂V1
∂Q2

)
x′4 , B′ =

−1

x24

(
2

x4

∂V0
∂N

+
∂V1
∂N

)
x′4 .
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5.3. Interpretación de los resultados

Los resultados anteriores nos permiten extraer las siguientes conclusiones :

Estas expresiones se convierten en ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con coeficientes constantes, que corresponden a oscila-
dores lineales acoplados, si α = 2 y además las funciones V0 y V1 son
idénticamente nulas, lo cual concuerda con los resultados presentados
por Ferrándiz y Fernández–Ferreirós en [49, p. 6, Fórmulas (17)]. Véase
también el Caṕıtulo 2 de esta Tesis. En tales condiciones, las ecuaciones
de movimiento presentan la forma:

x′′1 +

[(
1 + 2

∂V2
∂Q2

)2

Q2 −
(
∂V2
∂N

)2
]
x1 = −2

∂V2
∂N

x′2 , (5.19a)

x′′2 +

[(
1 + 2

∂V2
∂Q2

)2

Q2 −
(
∂V2
∂N

)2
]
x2 = +2

∂V2
∂N

x′1 , (5.19b)

x′′3 +

(
1 + 2

∂V2
∂Q2

)2

Q2x3 = 0 , (5.19c)

x′′4 +
(
Q2 + 2V2

)
x4 = µ . (5.19d)

y para el momento angular se tiene

Q′ =
∂V2
∂N

Q̃ , (5.19e)

que también es un oscilador armónico, pues en componentes:

Q′1 = −∂V2
∂N

Q2

Q′2 =
∂V2
∂N

Q1

Q′3 = 0 .

Independientemente de la perturbación, no existe valor α 6= 2 que per-
mita linealizar las ecuaciones.
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CAPÍTULO 5. TRANSFORMACIÓN DEL TIEMPO EN VARIABLES
BF

Para α = 2, las funciones V0 y V1 nos conduce a un oscilador no lineal
perturbado, con los términos no lineales del orden de la perturbación:

x′′ +
(
A2Q2 −B2E2

)
x = 2Bx̃′ + A′Q× x+B′x̃ , (5.20a)

x′′4 +
(
Q2 + 2V2

)
x4 = µ− V1 , (5.20b)

junto con la ecuación del momento angular

Q′ =
1

x24

∂V

∂N
Q̃ (5.20c)

Una ilustración de la situación anterior seŕıa el caso del problema ecua-
torial del J2 en la Teoŕıa de Satélites (Jezewski (1983) [67]), aunque el
potencial no pertenece a la clase considerada aqúı, pues se trataŕıa de
una perturbación de la forma U3(q,p; ε)/r3.
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6
Familia biparamétrica de transformaciones

6.1. Introducción

En cuanto a su canonicidad, las transformaciones que incrementan el
número de variables pueden clasificarse en dos tipos: canónicas en sentido
pleno, y débilmente canónicas (o canónicas en sentido débil). A este respecto,
véase Scheifele (1970) [87]; Stiefel y Scheifele (1971) [94], § 31; Kurcheeva
(1977) [70]; Cid y Sansaturio (1988) [36]; Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52],
Remark 2 y Remark 3 de la Sección 2; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44].

En el primer caso, el número de variables se aumenta de forma apropiada
en el espacio de salida para generar la transformación, como se describe en
el art́ıculo de Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52] o en el Caṕıtulo 4 de esta
Tesis. Pero también con la técnica del “embedding” usada en el art́ıculo de
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44, §§4.2]. En consecuencia, la transformación
opera sobre espacios de la misma dimensión; se puede comprobar con los
procedimientos habituales si es canónica (como se explica en los libros de
texto, por ejemplo en Goldstein (1980) [59, Cap. 9]).

Las transformaciones débilmente canónicas tienen que aumentar el núme-
ro de variables, de forma que las dimensiones de los espacios son diferentes:

(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) −→ (x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) con n < m ,

donde qi, xj son las coordenadas generalizadas y pi, yj sus momentos con-
jugados. Para comprobar si el cambio de variables es débilmente canónico
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se usa el criterio de canonicidad mediante los corchetes de Poisson (como
se describe en Stiefel y Scheifele (1971) [94, §31]; y Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44, §4 y Apéndice]):

[qk; p`] =
m∑

j=1

(
∂qk
∂xj

∂p`
∂yj
− ∂qk
∂yj

∂p`
∂xj

)
= δk` [qk; q`] = 0 , [pk; p`] = 0 ,

(k, ` = 1, . . . , n) ,

y δk` es el śımbolo de Kronecker.

La factorización proyectiva clásica del vector de la posición relativa q da
como resultado un conjunto de cuatro coordenadas generalizadas (r,x), que
puede ser extendido a un conjunto de ocho variables canónicas con la elección
apropiada.

Las variables canónicas BF de Burdet–Ferrándiz fueron originalmente in-
troducidas por Ferrándiz (por ejemplo [47, 48, 50]), y en principio las corres-
pondientes transformaciones eran débilmente canónicas. Con posterioridad
se describen extensiones que son canónicas en el sentido pleno de la palabra
(véase Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52]; Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]).

Todos estos autores proponen diferentes conjuntos de variables focales.
Esto sugiere que puede haber alguna generalización de estas transformaciones
focales canónicas, lo cual podŕıa permitir unificarlas, pues todas ellas siguen
más o menos un esquema común, que es aproximadamente el siguiente.

Sea q ∈ R3 el vector de la posición relativa en coordenadas cartesianas,
y r = ‖q‖ la distancia entre las dos part́ıculas. Sea p ∈ R3 el vector de los
momentos canónicos conjugados correspondientes a las coordenadas carte-
sianas q. A continuación se introducen las coordenadas proyectivas (r,x) de
la posición relativa

r = ‖q‖ , x =
1

r
q ,

y entonces ‖x‖ = 1.

Una vez que se obtiene el nuevo hamiltoniano se calculan las ecuaciones
del movimiento. Los siguientes pasos son realizar una transformación de la
variable independiente, que introduce un tiempo ficticio del tipo de la ano-
maĺıa verdadera

t −→ f : dt = r2 df ,
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y el cambio de la variable dependiente r −→ σ = 1/r.

De estas ecuaciones del movimiento del problema de Kepler, sólo las de
posición y la de la nueva variable σ se derivan respecto del tiempo ficticio f ,
de manera que se obtiene

d2x

ds2
+ Ω2x = 0 ,

d2σ

ds2
+ Ω2σ = cte.

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden corresponden a un conjunto
de cuatro osciladores armónicos no acoplados con una frecuencia común Ω,
relacionada con la norma del vector momento angular del sistema.

En este Caṕıtulo se presenta una nueva familia de transformaciones canóni-
cas focales que generará gran parte de las transformaciones conocidas. Esta
transformación, que consigue regularizar y linealizar el problema de Kepler,
depende de dos parámetros y de una función arbitraria de clase C2.

6.2. Una nueva familia de variables focales

canónicas

Un par (q4, p4) de variables canónicas conjugadas (cuyo significado se
explicará más adelante) se añade al conjunto de coordenadas cartesianas y
sus correspondientes momentos canónicos (q,p).

Basándonos en la transformación puntual de la descomposición proyec-
tiva, introducimos nuevas variables (x, x4) que son de tipo coordenada de
posición. Estas variables de tipo espacial se definen por medio de la relación

q = xm4 x =⇒ ‖q‖ = r = xm4 ‖x‖ , (6.1)

y una restricción geométrica dada por

q4 =
xn4
2

(
1− ‖x‖2

)
, (6.2)

donde n ∈ R y m ∈ R \ {0}. Esta última expresión representa una ligadura
holónoma y puede ser interpretada como una integral primera (como se indica
en Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52] p. 464, Remark 3; o también en el
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Teorema p. 52 de la Sección 4.4 de esta Tesis). Sabemos que para mantener
las caracteŕısticas focales de la transformación esta expresión debe satisfacer

q4 ≡ 0 =⇒ ‖x‖ ≡ 1 . (6.3)

Esta transformación está bien definida siempre y cuando x4 6= 0. En caso
contrario el cambio de variables (6.1) carece de sentido, pues si m > 0 se
tiene una colisión, o sea la distancia entre los dos cuerpos es 0, y si m < 0 la
aplicación no está definida.

Con el propósito de extender la transformación puntual a una transfor-
mación canónica, se introduce como herramienta auxiliar la matriz

B =




∂q

∂x

∂q

∂x4

∇xq4
t ∂q4
∂x4




t

=




xm4 0 0 mx1x
m−1
4

0 xm4 0 mx2x
m−1
4

0 0 xm4 mx3x
m−1
4

−x1xn4 −x2xn4 −x3xn4
n

2
xn−14 (1− ‖x‖2)




t

. (6.4)

Como ya se ha dicho anteriormente, x4 6= 0; entonces podemos afirmar que
el determinante de B es distinto de cero, y su valor viene dado por

detB =
1

2
xn+3m−1
4 α 6= 0 ,

donde

α ≡ α (n,m) = n+ (2m− n) ‖x‖2 = n
(
1− ‖x‖2

)
+ 2m‖x‖2 6= 0 . (6.5)

Esto implica que la matriz B es inversible, y su inversa es

Ct = B−1=
1

α




α− x21 −2m

xm4
x1x2 −

2m

xm4
x1x3

2

xm−14

x1

−2m

xm4
x1x2 α− x21 −2m

xm4
x2x3

2

xm−14

x2

−2m

xm4
x1x3 −

2m

xm4
x2x3 α− x21

2

xm−14

x3

−2m

xn4
x1 −2m

xn4
x2 −2m

xn4
x3 2x1−n4




. (6.6)
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Se considera una función arbitraria ϕ (x, x4) ∈ C2 de las nuevas coorde-
nadas, y se introducen las siguientes notaciones

Φ := ∇x ϕ=

[
∂ϕ

∂x1
,

∂ϕ

∂x2
,

∂ϕ

∂x3

]t
, Φi :=

∂ϕ

∂xi
, (i = 1, . . . , 4) , (6.7)

Φij :=
∂Φi

∂xj
, (i, j = 1, . . . , 4) , JΦ :=

[
Φij

]
i=1,2,3
j=1,2,3

. (6.8)

Aqúı JΦ es la matriz jacobiana de Φ, es decir, la matriz de las derivadas
parciales de la función vectorial ∇xϕ.

Ahora se puede extender fácilmente la transformación puntual a una
canónica, y los momentos conjugados se calculan mediante la fórmula (4.33):

[
p
p4

]
= C

([
y
y4

]
−
[

Φ
Φ4

])
. (6.9)

Al desarrollar la fórmula anterior se obtienen las siguientes expresiones

p =
2

α

(
x1−m4 Y4x+mx−m4 (x× Y )× x

)
+
nb

α
x−m4 Y , (6.10)

p4 =
2

α

x4Y4 −m (x | Y )

xn4
, (6.11)

con

Y = y −Φ ,

Y4 = y4 − Φ4 ,

b = 1− ‖x‖2 .

Según el Teorema de la Sección 4.4, p4 es una integral primera, y para
garantizar la equivalencia entre los dos sistemas su valor númerico debe ser
igual a cero: p4 ≡ 0.

Esta transformación canónica extiende el espacio de fases de 6 dimen-
siones a 8. Este cambio de variables es biyectivo para x4 6= 0 gracias a la
ligadura (6.3) y a la integral primera (6.11), que acabamos de mencionar.

Resumiendo, el cambio a variables focales dado por la familia biparamétri-
ca se define como

ψ : R4 ×R4 −→ R4 ×R4

(x, x4,y, y4)
t 7−→ (q, q4,p, p4)

t = ψ(x, x4,y, y4) ,
(6.12)
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y las componentes de esta aplicación son

ψ(x, x4,y, y4) :=




Ψ(x, x4)
Ψ4(x, x4)

Θ(x, x4,y, y4)
Θ4(x, x4,y, y4)




=




xm4 x

xn4
2

(1− ‖x‖2)
2

αxm4
(x4 Y4x+m (x× Y )× x) +

nb

α xm4
Y

2

α

x4Y4 −m (x | Y )

xn4




.

(6.13)

6.3. Aplicación al problema de Kepler

En esta sección se tratará el problema de Kepler, en su formulación ha-
miltoniana en las nuevas variables generadas por la transformación descrita
por la familia biparamétrica que se ha definido en este Caṕıtulo. Esto per-
mitirá calcular las ecuaciones canónicas del movimiento, y a partir de estas
expresiones se obtendrá un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales de
segundo orden respecto del tiempo ficticio del tipo de la anomaĺıa verdadera
como variable independiente, que describen un sistema de cuatro osciladores
armónicos desacoplados.

El movimiento relativo del sistema kepleriano convencional con el paráme-
tro de acoplamiento gravitatorio µ está caracterizado en variables cartesianas
por la función hamiltoniana

H0 =
‖p‖2

2
− µ

r
.

Tras aplicar la transformación que se ha mencionado anteriormente se
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obtiene el nuevo hamiltoniano

K0 =
2

α2
‖x‖2

(
x
2(1−m)
4 Y 2

4 +m2‖N‖2
x2m4

)
− µ

xm4 ‖x‖

+ 2n
b

α2

[
x1−2m4 y4 (x | Y ) +mx−2m4 ‖N‖2

]
+
n2

2
x−2m4

b2

α2
‖Y ‖2 , (6.14)

donde la notación (· | ·) corresponde al producto escalar eucĺıdeo y N =
x× Y está relacionado con el momento angular a través de la fórmula

M = q × p =

{
2

α
m‖x‖2 +

n

α
b

}
N . (6.15)

Se puede comprobar que para los valores n = 0, m = ±1 y ϕ ≡ 0 se ob-
tienen expresiones más sencillas del hamiltoniano K0; y además corresponde
al hamiltoniano generado por la transformación BF (ver más adelante la
Subsección 6.6.1).

Denotando como [· ; ·] los corchetes de Poisson, las ecuaciones de movi-
miento en las nuevas variables canónicas (x, x4,y, y4) son

dx

dt
= [x ; K0]

=
4m2 ‖x‖2
α2 x2m4

N × x+
2n b

α2 x2m4
[x4 Y4x+ 2mN × x] +

(n
α

)2 b2

x2m4
Y ,

dx4
dt

= [x4 ; K0]

=
4 ‖x‖

α2 x
2(m−1)
4

Y4 + 2
n b

α2 x2m−14

(x | Y ) ,

dy

dt
= [y ; K0]

=
4 ‖x‖2
α2 x2m4

{
x24 Y4∇x Φ4 +m2 [N × Y + JΦ (N × x)]

}
− Ω1x− n bΩ2 ,

dy4
dt

= [y4 ; K0]

=
4m ‖x‖2
α2 x2m+1

4

(
x24 Y

2
4 +m2 ‖N‖2

)
− µm

‖x‖xm+1
4

− 4 ‖x‖2
α2 x2m4

{
x4 Y

2
4 − x24 Y4 Φ44 −m2 (N | x×∇xΦ4)

}
− n bΩ3 ,

(6.16)
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donde se han utilizado las siguientes notaciones:

Ω1 :=
4 (2n− α)

α3 x2m4

(
x24 Y

2
4 +m2 ‖N‖2

)
+

4n (α− 4m)

x2m4 α3

[
x4Y4 (x | Y ) +m‖N‖2

]

+
µ

xm4 ‖x‖3
,

Ω2 :=
2

x2m4 α2

∂

∂x

[
x4Y4 (x | Y ) +m‖N‖2

]
− 4n

x2m4 α3
‖Y ‖2x+

n b

2x2m4 α2

∂‖Y ‖2
∂x

,

Ω3 :=
2

α2 x2m4

∂

∂x4

[
x4Y4 (x | Y ) +m‖N‖2

]
− 4m

α2 x2m+1
4

[
x4Y4 (x | Y ) +m‖N‖2

]

+
n b

2α2

∂

∂x4

(‖Y ‖2
x2m4

)
.

(6.17)

6.4. Transformación del tiempo y ecuaciones

canónicas del movimiento

Para regularizar y linealizar el problema de Kepler, normalmente se recu-
rre a transformaciones de la variable independiente que generalizan la bien
conocida transformación del tiempo de Sundman (veáse Sundman (1912–
1913) [95], p. 127). A menudo se realiza un cambio diferencial t −→ f de la
variable independiente del tipo d t ∝ rυ d f , υ ∈ R.

En el marco del método focal, el único valor del exponente υ que permite
alcanzar la regularización por linealización en variables BF es υ = 2 (cf.
Aparicio y Floŕıa (1996) [3]; y Caṕıtulo 5 de esta Tesis), lo que nos lleva a la
introducción de una nueva variable independiente proporcional a la anomaĺıa
verdadera.

Para nuestros propósitos consideramos la transformación del tiempo dada
por

dt =
1

γ2 ‖N‖ df =
α2

4m2

r2

‖x‖4
df

‖N‖ =
α2

4m2

x2m4
‖x‖2

df

‖N‖ , (6.18)

donde

γ =
2m ‖x‖
αxm4

=
2m ‖x‖2
α r

.
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Con respecto a este pseudo–tiempo f , las ecuaciones canónicas del movi-
miento deducidas del hamiltoniano K0 son

x ′ =
N × x
‖N‖

+
n b

m ‖x‖2‖N‖

(
N × x+

x4Y4
2m

x

)
+

n2 b2

4m2 ‖x‖2‖N‖ Y ,(6.19)

x4
′ =

x24 Y4
m2‖N‖ +

n b x4
2m2 ‖x‖2‖N‖ (x | Y ) , (6.20)

y ′ =
N × Y
‖N‖ +

x24 Y4
m2‖N‖ ∇xΦ4 + JΦ

N × x
‖N‖ −

Ω1

γ2 ‖N‖x

− n b

γ2 ‖N‖Ω2 , (6.21)

y4
′ =

m− 1

m2 ‖N‖x4 Y
2
4 +m

‖N‖
x4

+
x24 Y4 Φ44

m2 ‖N‖ +
(N | x×∇xΦ4)

‖N‖

− µα2 xm−14

4m ‖x‖3 ‖N‖ −
n bΩ3

γ2 ‖N‖ , (6.22)

donde, como de costumbre, ( )′ ≡ d/ df , y

∂‖N‖2
∂x

= −2 (N × Y + JΦN × x) .

Para que este nuevo sistema de ecuaciones del movimiento sea equivalente
al sistema canónico que se obtiene a partir del hamiltoniano keplerianoH0, es
necesario que a lo largo de las soluciones se cumplan las siguientes condiciones
(ligaduras)

q4 =
xn4
2

(
1− ‖x‖2

)
≡ 0 , (6.23)

p4 =
2

α

x4Y4 −m (x | Y )

xn4
≡ 0 . (6.24)

Puesto que x4 6= 0, estas últimas condiciones pueden formularse como

x4Y4 ≡ m (x | Y ) , (6.25)

b = 1− ‖x‖2 ≡ 0 . (6.26)

La expresión Ω1 puede simplificarse con ayuda de la restricción (6.25),
aunque lo importante es que al desarrollar la derivada primera de N ese
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término se anulará, pues el producto vectorial del vector x por śı mismo es
igual al vector cero, y de esta manera no influirá en el resultado final. Los
términos correspondientes a Ω2 y Ω3 están afectados por el factor 1− ‖x‖2,
que como bien se sabe es una constante del movimiento y su valor a lo largo
de las soluciones es igual a cero, y como consecuencia pueden ser igualados
a cero para el resto del cálculo.

Partiendo de estas observaciones, las ecuaciones del movimiento pasan a
tener las siguientes expresiones:

x ′ =
N × x
‖N‖ , (6.27)

x4
′ =

x24 Y4
m2‖N‖ , (6.28)

y ′ =
N × Y
‖N‖ +

x24 Y4
m2‖N‖ ∇xΦ4 + JΦ

N × x
‖N‖ −

Ω1

γ2 ‖N‖x , (6.29)

y4
′ =

mx4 − 1

m2 ‖N‖x4 Y
2
4 +m

‖N‖
x4

+
x24 Y4 Φ44

m2 ‖N‖ +
(N | x×∇xΦ4)

‖N‖

− µα2 xm−14

4m ‖x‖3 ‖N‖ , (6.30)

En el caso particular de que ϕ sea idénticamente igual a cero, la trans-
formación depende solamente de los dos parámetros numéricos m y n, y el
sistema kepleriano está gobernado por el hamiltoniano

K0 =
2

α2
‖x‖2

(
x
2(1−m)
4 y24 +m2‖N‖2

x2m4

)
− µ

xm4 ‖x‖

+ 2n
b

α2

(
x1−2m4 y4 (x | y) +mx−2m4 ‖N‖2

)
+
n2

2
x−2m4

b2

α2
‖y‖2 ,

donde el vector N = x × y es proporcional al momento angular M . La
transformación diferencial del tiempo (6.18) conserva su forma, teniendo en
cuenta que se ha cambiado la definición del vector N .

Las ecuaciones canónicas del movimiento, tras estas consideraciones, se
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escriben como

x ′ =
N × x
‖N‖ +

n b

m ‖x‖2‖N‖
(
N × x+

x4y4
2m

x
)

+
n2 b2

4m2 ‖x‖2‖N‖ y ,

x4
′ =

x24 y4
m2‖N‖ +

n b x4
2m2 ‖x‖2‖N‖ (x | y) ,

y ′ =
N × y
‖N‖ −

Ω1

γ2 ‖N‖x−
n b

γ2 ‖N‖Ω2 ,

y4
′ =

mx4 − 1

m2 ‖N‖x4 y
2
4 +m

‖N‖
x4
− µα2 xm−14

4m ‖x‖3 ‖N‖ −
n bΩ3

γ2 ‖N‖ ,

donde, en este caso,

Ω1 :=
4 (2n− α)

α3 x2m4

(
x24 y

2
4 +m2 ‖N‖2

)
+

4n (α− 4m)

x2m4 α3

[
x4y4 (x | y) +m‖N‖2

]

+
µ

xm4 ‖x‖3
,

Ω2 :=
2

x2m4 α2

∂

∂x

[
x4y4 (x | y) +m‖N‖2

]
− 4n

x2m4 α3
‖y‖2x+

n b

2x2m4 α2

∂‖y‖2
∂x

,

Ω3 :=
2

α2 x2m4

∂

∂x4

[
x4y4 (x | y) +m‖N‖2

]
− 4m

α2 x2m+1
4

[
x4y4 (x | y) +m‖N‖2

]

+
n b

2α2

∂

∂x4

(‖y‖2
x2m4

)
.

Los comentarios acerca del caso general (realizados tras las ecuaciones
(6.25) y (6.26)) son también pertinentes en este punto.

6.5. Ecuaciones del oscilador armónico

Para obtener los osciladores armónicos son necesarios todav́ıa dos pasos.
El primero de ellos consiste en calcular la derivada segunda de la ecuación
del movimiento (6.19).

Pero en lugar de partir de la ecuación vectorial (6.19) utilizaremos (6.27),
que ya está simplificada con la ayuda de las restricciones introducidas a través
de la transformación canónica.
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Es conveniente empezar comprobando que

N ′ ≡ 0 , (6.31)

para simplificar el cálculo que finalmente conduzca a los osciladores armóni-
cos.

Se deriva el vector N y se obtiene

N ′ = (x× Y )′ = x ′ × Y + x× Y ′

= x ′ × y + x× y ′ − x ′ ×Φ− x×Φ ′ .
(6.32)

Se descompone esta suma en tres partes, para que el proceso de cálculo
resulte más claro, y se aplicarán las ecuaciones (6.28, 6.29, 6.30).

1) Los dos primeros términos de la suma (6.32) conforman la primera parte
del cálculo:

x′ × y + x× y′

=
N × x
‖N‖ × y + x×

(
N × Y
‖N‖ +

x24 Y4
m2‖N‖ ∇xΦ4 + JΦ

N × x
‖N‖ −

Ω1

γ2 ‖N‖x
)

=
N × x
‖N‖ × y + x× N × Y‖N‖ + x× JΦ (N × x)

‖N‖ +
x24Y4

m2 ‖N‖x×∇xΦ4

=
1

‖N‖ {(N | y)x− (x | y)N + (x | Y )N + x× [JΦ (N × x)]}

+
x24Y4

m2‖N‖x×∇xΦ4

=
1

‖N‖ {(N | y)x− (x | Φ)N + x× [JΦ (N × x)]}+
x24Y4

m2‖N‖x×∇xΦ4 .

(6.33)

2) A continuación se desarrollará el tercer sumando de la expresión (6.32):

x ′ ×Φ =
N × x
‖N‖ ×Φ

=
1

‖N‖ {(N | Φ)x− (x | Φ)N} .
(6.34)

78



Transformaciones a Variables Focales

3) El cuarto sumando de (6.32) puede expresarse de la siguiente manera:

x×Φ ′ = x× JΦx
′ + x′4x×∇xΦ4

=
1

‖N‖ {x× JΦ [N × x]}+
x24 Y4
m2‖N‖x×∇xΦ4 .

(6.35)

Finalmente, el último paso consiste en sumar estas tres expresiones:

N ′ =
1

‖N‖ {(N | y)x− (x | Φ)N+x× JΦ [N × x]}+
q24P4

m2 ‖N‖x×∇xf4

− 1

‖N‖ {(N | Φ)x− (x | Φ)N}− x24 Y4
m2‖N‖x×∇xΦ4−

1

‖N‖ {x× JΦ [N × x]}

=
1

‖N‖ (N | y −Φ)︸ ︷︷ ︸
=0

x = 0 . (6.36)

Se deduce, pues, que N es un vector constante, por lo que su norma tam-
bién será constante. Todo esto, en cualquier caso, es consecuencia de la bien
conocida conservación del vector momento angular en sistemas keplerianos y
de (6.15).

Con este resultado auxiliar puede calcularse fácilmente la derivada segun-
da del vector x (ver 6.27)

x ′′ =

(
N × x
‖N‖

)′

=
N × x ′
‖N‖

=
N × (N × x)

‖N‖2
= −x .

(6.37)

Con esto se concluye que el vector unitario en la dirección de la part́ıcula
móvil ejecuta una oscilación armónica de acuerdo con la ecuación diferencial
vectorial

d2x

df 2
+ x = 0 . (6.38)
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Se introduce ahora una nueva variable dependiente escalar σ para com-
pletar el conjunto de ecuaciones diferenciales del movimiento. Dicha variable
se define como

σ =
‖N‖2
µxm4

. (6.39)

Esta nueva variable es, esencialmente, proporcional al rećıproco de la distan-
cia radial entre los dos cuerpos (σ ∝ 1/r).

El objetivo final es obtener la derivada segunda de esta nueva variable
respecto del tiempo ficticio. Aśı que la derivada primera de σ es

σ′ =

(‖N‖2
µxm4

)′
=− m‖N‖2

µxm+1
4

x′4 (6.40)

= −m‖N‖
2

µxm+1
4

(
x24Y4

m2‖N‖

)
=− ‖N‖Y4

mµxm−14

, (6.41)

y su derivada segunda

σ′′ = −‖N‖
mµ

(
Y4

xm−14

)′

= − ‖N‖
mµxm4

(x4Y
′
4 + (1−m)Y4 x

′
4)

= − ‖N‖
mµxm4

(
x4 [y′4 − Φ′4] + (1−m)

x24 Y
2
4

m2‖N‖

)

= −‖N‖
µxm4

− x34 Y4 Φ44

m3µxm4
− x4 (N | x×∇xΦ4)

mµx4
+
x4 ‖N‖
mµxm4

[(∇xΦ4 | x′) + Φ44 x
′
4]

+
α2

2m2‖x‖3 .

Queda sólo utilizar la definición de σ y simplificar esta última expresión
para obtener

d2σ

df 2
+ σ =

α2

4m2‖x‖3 , (6.42)

que describe un oscilador armónico unidimensional forzado.

En resumen: A la vista de los ecuaciones (6.38) y (6.42) se concluye que
este tratamiento del movimiento kepleriano conduce a un sistema de cua-
tro osciladores armónicos desacoplados con frecuencia unidad. Usando otros
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valores para los parámetros de la transformación (6.18) de la variable inde-
pendiente se pueden obtener conjuntos alternativos de osciladores armónicos
no acoplados con la misma frecuencia, la cual puede depender de la norma
del momento angular.

6.6. Algunos Ejemplos

A modo de ilustración de nuestro planteamiento, mostraremos cómo cier-
tas elecciones concretas de los parámetros numéricos n y m y de la función ϕ
nos permiten recuperar algunos casos importantes de transformaciones (jun-
to con sus correspondientes conjuntos de variables canónicas) propuestas por
diferentes autores. Todas ellas parten de la elección ϕ ≡ 0.

6.6.1. Transformación BF [Versión de 44, §§4.4]

Sean m = 1 y n = 0. Entonces α = 2, y las ecuaciones que definen la
transformación son

q = x4x , (6.43)

q4 =
1

2

(
1− ‖x‖2

)
, (6.44)

p =
1

‖x‖2
(
y4x+ x−14 (x× y)× x

)
, (6.45)

p4 =
1

‖x‖2 (x4y4 − (x | y)) . (6.46)

Esta aplicación constituye una variante de las transformaciones del tipo
BF, y el hamiltoninano del problema de Kepler se convierte en

K0 =
1

2‖x‖2

(
y24 +

‖N‖2
x24

)
− µ

x4‖x‖
.

Después de la transformación diferencial del tiempo

dt =
r2

‖N‖ df =
x24‖x‖2
‖N‖ df , (6.47)
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TRANSFORMACIONES

las ecuaciones del movimiento son

x ′ =
N × x
‖N‖ ,

x′4 =
x24 y4
‖N‖ ,

y ′ =
N × y
‖N‖ −

( −1

‖N‖‖x‖2
(
x24 y

2
4 + ‖N‖2

)
+

x4
‖x‖

µ

‖N‖

)
x ,

y′4 = −‖N‖
x4
− µ ‖x‖
‖N‖ .

Las ecuaciones de los osciladores (6.38) y (6.42) se obtienen de la misma
forma que se ha descrito anteriormente.

Observaciones

i. Los cambios canónicos de variables focales publicados antes del año
1992 en los diferentes trabajos de Ferrándiz (véanse por ejemplo Ferrándiz
(1986), (1988) y (1991) [46, 47, 49]) corresponden a la elección m = −1,
n = 0 y ϕ ≡ 0 en la familia biparamétrica.

ii. En 1992 se publica el art́ıculo Ferrándiz, Sansaturio y Pojman (1992)
[51], en el cual aparece una nueva transformación focal canónica, que
no se puede obtener a partir de la familia biparamétrica que hemos
presentado en este Caṕıtulo. Lo mismo ocurre con el cambio de varia-
bles propuesto en el art́ıculo Ferrándiz y Sansaturio (1994) [52]. Esto
es debido a la presencia de ‖x‖ en el denominador de las ecuaciones de
la transformación puntual

q =
x

‖x‖x
κ
4 ; (6.48)

la elección de κ = 1 se considera en el art́ıculo [51], mientras que en [52]
se utiliza κ = −1. La ecuación (6.48) escapa al esquema contemplado
en nuestra ecuación (6.1).

iii. En el trabajo de Ferrer y Pérez (2002) [53] se presentan dos tipos de
transformaciones puntuales y sus extensiones canónicas, que son gene-
ralizaciones de algunas transformaciones clásicas. De estas dos aplica-
ciones, la segunda [53, p. 129, Fórmula b)] es para nuestros propósitos
la de mayor interés. Dicha transformación depende de dos funciones
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arbitrarias, que denotaremos como g y F ; la única condición que de-
ben cumplir es que la correspondiente transformación sea inversible.
Estas funciones elegidas convenientemente permiten establecer una re-
lación con las “transformaciones canónicas no clásicas que aumentan el
número de variables”.

Esta transformación (x1, . . . , xk, xk+1) → (q1, . . . , qk, qk+1), con las no-
taciones de este Caṕıtulo, está dada por

qi = g(xk+1)qi(x1, . . . , xk) i = 1, . . . , k , (6.49)

qk+1 = F (x1, . . . , xk, xk+1) , (6.50)

donde las funciones qi están determinadas para cada caso.

La familia biparamétrica presentada en este Caṕıtulo encaja perfec-
tamente con la transformación introducida por Ferrer y Pérez (2002)
([53], Sección 3, p. 133, Ejemplo ii), Fórmulas (11) y (12)), que viene
dada de la siguiente manera

qi = xi , i = 1, 2, 3 , (6.51a)

g(x4) =
1

xm4
, (6.51b)

F (x1, x2, x3, x4) =
xn4
2

(1− x21 + x23 + x23) . (6.51c)

Comparando estas expresiones con las Ecuaciones (6.1) y (6.2) se tiene
que la función F proporciona precisamente la ligadura o integral pri-
mera (6.2) que se añade a la transformación puntual de tipo proyectivo,
como en el caso de la familia biparamétrica.

Otros hechos que se pueden constatar fácilmente son:

a) El factor numérico 1/2 sólo está presente por cuestiones cosméti-
cas, es decir, para evitar que aparezca un factor numérico en la
extensión de la transformación, pero no afecta al resultado final.

b) La relación (6.51c) admite otras expresiones, como F = (1/2)xn4 (x21+
x23 + x23 − 1). Esto sólo afecta al signo en algunas fórmulas, pero
sin influir en el resultado final.

c) Otra posible elección seŕıa F = (1/2)xn4 (x21 +x23 +x23), lo cual sólo
tendŕıa sentido si la norma de x es igual a uno, y volveŕıamos a
obtener la familia biparamétrica.
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6.6.2. Transformación D [44, §§4.3]

En este caso, poniendo m = 1 y n = 2, entonces α = 2, y las ecuaciones
del cambio de variables se reducen a

q = x4x , (6.52)

q4 =
x24
2

(
1− ‖x‖2

)
, (6.53)

p = y4x+ x−14 (x× y)× x+ x−14

(
1− ‖x‖2

)
y , (6.54)

p4 =
x4y4 − (x | y)

x24
, (6.55)

y el hamiltoniano transformado es

K0 =
1

2
‖x‖2

(
y24 +

‖N‖2
x24

)
− µ

x4‖x‖

+
(
1− ‖x‖2

) (
x−14 y4 (x | y) + x−24 ‖N‖2

)
+

(1− ‖x‖2)2
2x24

‖y‖2 .
(6.56)

Con el cambio de la variable independiente

dt =
r2

‖x‖4
df

‖N‖ =
x24
‖x‖2

df

‖N‖ , (6.57)

las ecuaciones canóncias del movimiento son

x ′ =

(
1 + 2

1− ‖x‖2
‖x‖2

)
N × x
‖N‖ + x4y4

1− ‖x‖2
‖x‖2‖N‖x+

(1− ‖x‖2)2
‖x‖2‖N‖ y ,

x′4 =
x24y4
‖N‖ + x4

1− ‖x‖2
‖x‖2‖N‖ (x | y) ,

y ′ =

(
1 + 2

1− ‖x‖2
‖x‖2

)
N × y
‖N‖ − Ωx− 1− ‖x‖2

‖x‖2
x4y4
‖x‖2y ,

y′4 = −1
‖N‖
x4
− µ

‖x‖3‖N‖ +
(1− ‖x‖2)2
‖x‖2

‖y‖2
x4

+2
1− ‖x‖2
‖x‖2

(‖N‖
x4

+
1

2

(x | y)

‖N‖ y4

)
,
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donde

Ω =
1

‖N‖‖x‖2
(
x24y

2
4 + ‖N‖2

)
+

x4
‖x‖5

µ

‖N‖ − 2
1− ‖x‖2
‖x‖2

‖y‖2
‖N‖

− 4

‖x‖2‖N‖
(
x4y4 (x | y) + ‖N‖2

)
.

Al igual que en el ejemplo anterior, las ecuaciones de osciladores armóni-
cos que se obtienen finalmente son las ecuaciones (6.38) y (6.42).

6.6.3. Transformación DEF [44, §§4.1]

A diferencia de los anteriores cambios de variables, la transformación
DEF no puede obtenerse eligiendo simplemente valores de los parámetros
numéricos. Además, todav́ıa debeŕıamos comprobar las condiciones para la
canonicidad débil. Por otra parte, la transformación no es inversible (cf.
Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44], §§4.1), pues la matriz jacobiana de la
transformación no es cuadrada, ya que la aplicación actúa entre dominios de
espacios de dimensiones distintas.

Sin embargo, una ligera variante de nuestro tratamiento nos permite de-
ducir la transformación DEF simplemente recurriendo a la ecuación (6.1)
para la elección de m = 1. La extensión al espacio de los momentos viene
dada por la fórmula (

p
p4

)
=

1

‖x‖2B
−1
(
y
y4

)
,

en donde la matriz B es la obtenida en la ecuación (6.4) para n = 0.

6.7. Conclusiones

Hemos descrito un procedimiento general para obtener, a partir de trans-
formaciones puntuales, transformaciones canónicas (en sentido pleno) que
conducen a la introducción de conjuntos de variables canónicas del tipo fo-
cal.
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Este enfoque nos permite englobar las extensiones canónicas focales co-
nocidas dentro de un esquema unificado formalizado mediante una familia
de transformaciones canónicas, si bien en algunos casos puede ser necesario
introducir un factor de escala adecuado (véase como ejemplo la Subsección
6.6.3).

Las transformaciones BF y D son canónicas en sentido pleno y pueden
ser fácilmente deducidas a partir de la transformación puntual basada en
la descomposición proyectiva con ayuda de la matriz dada en la Ecuación
(6.4). En particular, la transformación de la Sección 6.6.1 conduce a la forma
más sencilla del hamiltoniano del problema de Kepler y sus correspondientes
ecuaciones canónicas del movimiento.
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7
Familia biparámetrica y potenciales

perturbadores

7.1. Introducción

Los desarrollos y consideraciones que se han realizado en el Caṕıtulo an-
terior se aplicarán ahora al problema de Kepler perturbado por un potencial
del tipo U(q,p). Por tanto, el hamiltoniano en las variables cartesianas es

H = H0 + +U (q,p)

=
‖p‖2

2
− µ

r
+ U (q,p) .

Siguiendo los pasos del Caṕıtulo 6, se transforma la función de Hamilton
con ayuda de la familia biparamétrica descrita en (6.13) y sus correspon-
dientes ligaduras (6.3, 6.23) y (6.11, 6.24), que siguen siendo válidas al ser
propiedades de la transformación, y que no dependen del sistema dinámico
que se vaya a analizar.

Una vez realizada la transformación dada por (6.13), el hamiltoniano en
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las nuevas variables focales es

K =
2

α2
‖x‖2

(
x
2(1−m)
4 Y 2

4 +m2‖N‖2
x2m4

)
− µ

xm4 ‖x‖

+ 2n
b

α2

[
x1−2m4 y4 (x | Y ) +mx−2m4 ‖N‖2

]
+
n2

2
x−2m4

b2

α2
‖Y ‖2 + V ,

donde

V := V (x, x4,y, y4)

≡ U
(
Ψ (x, x4) ,Θ (x, x4,y, y4)

)
.

Utilizando las ecuaciones (6.16) y las notaciones (6.17), se pueden ahora
expresar las ecuaciones canónicas del movimiento del sistema perturbado con
respecto del tiempo f́ısico t en la forma

dx

dt
= [x ; K] = [x ; K0] +∇yV ,

dx4
dt

= [x4 ; K] = [x4 ; K0] +
∂V

∂y4
,

dy

dt
= [y ; K] = [y ; K0]−∇xV ,

dy4
dt

= [y4 ; K] = [y4 ; K0]−
∂V

∂x4
,

(7.1)

donde K0 es el hamiltoniano de Kepler puro (6.14).

7.2. Transformación del tiempo y ecuaciones

canónicas del movimiento

En el caso del problema de Kepler no perturbado, el cambio de la variable
independiente que se empleó es el que se describe en (6.18), y se comprueba
que la frecuencia de los osciladores armónicos es constante.

Para el problema de Kepler perturbado se desarrollarán dos variantes,
que se deben a dos transformaciones del tiempo diferentes, aunque siempre
en función de r2 (pues de lo contrario no se podrá linealizar el problema). Sin
embargo, śı que se puede eliminar el factor ‖N‖ en el cambio de tiempo de
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(6.18), lo que tendrá como consecuencia que la frecuencia de los osciladores
perturbados es ‖N‖ (en el caso no perturbado ocurre lo mismo). Además
la expresión de los osciladores perturbados será más sencilla y se reducirá el
número términos en las ecuaciones. Es obvio que la frecuencia en este caso
ya no será constante, sino que variará según la norma del vector N .

7.2.1. Primera variante

El siguiente paso consiste en realizar el cambio de variable independiente
(6.18) definido en el caṕıtulo anterior, y usa la notación ( )′ ≡ d/ df . Las
ecuaciones del movimiento con el nuevo tiempo ficticio f corresponden a

x ′ =
N × x
‖N‖ + V̂y

+
n b

m ‖x‖2‖N‖

(
N × x+

x4Y4
2m

x

)
+

n2 b2

4m2 ‖x‖2‖N‖ Y ,

x4
′ =

x24 Y4
m2‖N‖ + V̂y4 +

n b x4
2m2 ‖x‖2‖N‖ (x | Y ) ,

y ′ =
N × Y
‖N‖ +

x24 Y4
m2‖N‖ ∇xΦ4 + JΦ

N × x
‖N‖ −

Ω1

γ2 ‖N‖x− V̂x

− n b

γ2 ‖N‖Ω2 ,

y4
′ =

m− 1

m2 ‖N‖x4 Y
2
4 +m

‖N‖
x4

+
x24 Y4 Φ44

m2 ‖N‖ +
(N | x×∇xΦ4)

‖N‖

− µα2 xm−14

4m ‖x‖3 ‖N‖ − V̂x4 −
n bΩ3

γ2 ‖N‖ ,

(7.2)

donde

V̂x :=
1

γ2 ‖N‖∇xV , V̂x4 :=
1

γ2 ‖N‖
∂V

∂x4
,

V̂y :=
1

γ2 ‖N‖∇yV , V̂y4 :=
1

γ2 ‖N‖
∂V

∂y4
.

(7.3)

Siguiendo la pauta del caṕıtulo anterior, el primer paso será calcular la
derivada segunda de x respecto del tiempo ficticio, pero antes es conveniente
desarrollar la derivada primera de N , que por lo general (a diferencia del
caso no perturbado) ya no será igual a cero.
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Para determinar la derivada de N se empleará el planteamiento utilizado
en (6.32), (6.33), (6.34), (6.35) y (6.36): partiendo de

N ′ = (x× Y )′ = x ′ × Y + x× Y ′

= x ′ × y + x× y ′ − x ′ ×Φ− x×Φ ′ ,
(7.4)

se descompondrá esta expresión en tres partes, empezando por

x′ × y + x× y′

=
1

‖N‖
{

(N | y)x− (x | Φ)N + x×
[
JΦ (N × x)

]}
+

x24Y4
m2‖N‖x×∇xΦ4

+ V̂y × y − x× V̂x ,
(7.5)

seguido de

x ′ ×Φ =
1

‖N‖
{

(N | Φ)x− (x | Φ)N
}

+ V̂y ×Φ , (7.6)

y terminando con

x×Φ ′ =
1

‖N‖
{
x× JΦ [N × x]

}
+

x24 Y4
m2‖N‖x×∇xΦ4

+ x× JΦV̂y + V̂y4x×∇xΦ4 .

(7.7)

Ahora sólo falta sumar estos tres resultados parciales:

N ′ = V̂y × y − x× V̂x − V̂y ×Φ− x× JΦV̂y − V̂y4x×∇xΦ4 , (7.8)

expresión que, como se puede comprobar, ya no es una integral primera.
Incluso eligiendo ϕ ≡ 0, sólo se consigue simplificar la expresión.

La derivada segunda del vector x es

x ′′ =

(
N × x
‖N‖

)′
+
(
V̂y

)′

= −x− (N | N ′)
‖N‖3 N × x+

N ′ × x
‖N‖ +

N × V̂y
‖N‖ +

(
V̂y

)′

= −x− (N | N ′)
‖N‖2

(
x′ − V̂y

)
+
N ′ × x
‖N‖ +

N × V̂y
‖N‖ +

(
V̂y

)′
,

(7.9)

que corresponde a tres osciladores perturbados.
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Basándose en lo expuesto en el caṕıtulo anterior, se introduce una nueva
variable escalar (ver 6.39), que se diferencia de aquélla en el numerador, el
cual es ahora igual a 1, evitando aśı que aparezca la derivada segunda de
‖N‖. La variable que se utilizará en esta ocasión es

σ =
1

µxm4
. (7.10)

Igual que en el caso no perturbado, hay que derivar dos veces σ respecto
del tiempo ficticio f para obtener una ecuación diferencial de segundo orden.

Empezando por la derivada primera se tiene

σ′ =

(
1

µxm4

)′
=− m

µxm+1
4

x′4 (7.11)

= − m

µxm+1
4

(
x24 Y4
m2‖N‖ + V̂y4

)
=− Y4

mµ ‖N‖xm−14

− mV̂y4
µxm+1

4

. (7.12)

El segundo paso consiste en derivar esta última expresión respecto de f :

σ′′ = − 1

mµ ‖N‖

(
Y4

xm−14

)′
− Y4

mµxm−14

(
1

‖N‖

)′
−
(
mV̂y4
µxm+1

4

)′

= −
(
x4 [y′4 − Φ′4] + (1−m)Y4 x

′
4

)

mµ‖N‖xm4
+

Y4

mµxm−14

(N | N ′)
‖N‖3 −

(
mV̂y4
µxm+1

4

)′
.

Después de unos cálculos análogos a los realizados en el caso no pertur-
bado se llega a la ecuación diferencial de segundo orden

σ′′ = −σ − (N | N ′)
‖N‖2 σ′ +

α2

4m2‖N‖2 +
1

mµxm−14 ‖N‖ V̂x4 −
1

‖N‖
?

V

+
σ

m‖N‖
[
x4

(
∇xΦ4 | V̂y

)
+ x4Φ44V̂y4 + (m− 1)Y4V̂y4

]
,

(7.13)

que como era de esperar describe un oscilador perturbado, y donde

?

V :=

(
α2xm−14

4mµ‖x‖2
∂V

∂y4

)′
=

(
m

µγ2xm+1
4

∂V

∂y4

)′
.
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Finalmente se ha obtenido un sistema de cuatro osciladores perturbados
(7.9, 7.13) y tres ecuaciones diferenciales escalares de primer orden (7.8) que
corresponden a N ′, y que son

x ′′ = −x− (N | N ′)
‖N‖2

(
x′ − V̂y

)
+
N ′ × x
‖N‖ +

N × V̂y
‖N‖ +

(
V̂y

)′
,

σ′′ = −σ − (N | N ′)
‖N‖2 σ′ +

α2

4m2‖N‖2 +
1

mµxm−14 ‖N‖ V̂x4 −
1

‖N‖
?

V

+
σ

m‖N‖
[
x4

(
∇xΦ4 | V̂y

)
+ x4Φ44V̂y4 + (m− 1)Y4V̂y4

]
,

N ′ = V̂y × y − x× V̂x − V̂y ×Φ− x× JΦV̂y − V̂y4x×∇xΦ4 .

(7.14)

7.2.2. Segunda variante

Según lo comentado anteriormente, se modifica el cambio de la variable
independiente, y se aplica a las ecuaciones del movimiento. En esta ocasión
será

γ =
2m ‖x‖
αxm4

=
2m ‖x‖2
α r

,

dt =
1

γ2
df =

α2

4m2

r2

‖x‖4 df =
α2

4m2

x2m4
‖x‖2 df . (7.15)

Se realizan los cálculos como en la variante anterior. Las ecuaciones del
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movimiento con el nuevo tiempo ficticio f son

x ′ = N × x+ V̂y

+
n b

m ‖x‖2
(
N × x+

x4Y4
2m

x

)
+

n2 b2

4m2 ‖x‖2 Y ,

x4
′ =

x24 Y4
m2

+ V̂y4 +
n b x4

2m2 ‖x‖2 (x | Y ) ,

y ′ = N × Y +
x24 Y4
m2
∇xΦ4 + JΦ (N × x)− Ω1

γ2
x− V̂x

− n b

γ2
Ω2 ,

y4
′ =

m− 1

m2
x4 Y

2
4 +m

‖N‖2
x4

+
x24 Y4 Φ44

m2
+ (N | x×∇xΦ4)

− µα2 xm−14

4m ‖x‖3 − V̂x4 −
n bΩ3

γ2
,

(7.16)

donde ( )′ ≡ d/ df y

V̂x :=
1

γ2
∇xV , V̂x4 :=

1

γ2
∂V

∂x4
,

V̂y :=
1

γ2
∇yV , V̂y4 :=

1

γ2
∂V

∂y4
.

(7.17)

Se comprueba que el resultado para N ′ es idéntico al que se ha obtenido
en (7.8):

N ′ = V̂y × y − x× V̂x − V̂y ×Φ− x× JΦV̂y − V̂y4x×∇xΦ4 .

La derivada segunda de x se obtiene ya de forma inmediata, y es

x ′′ = (N × x)′ +
(
V̂y

)′

= −‖N‖2 x+N ′ × x+N × V̂y +
(
V̂y

)′
.

(7.18)

Se introduce como en los casos anteriores una nueva variable dependiente
escalar σ, que está definida igual que en (7.10). La derivada primera de esta
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nueva variable es

σ′ =

(
1

µxm4

)′
(7.19)

= − Y4

mµxm−14

− mV̂y4
µxm+1

4

, (7.20)

y la segunda

σ′′ = −‖N‖2 σ +
α2

4m2
+

1

mµxm−14

V̂x4 −
?

V

+
σ

m

[
x4

(
∇xΦ4 | V̂y

)
+ x4Φ44V̂y4 + (m− 1)Y4V̂y4

]
,

(7.21)

donde

?

V :=

(
α2xm−14

4mµ‖x‖2
∂V

∂y4

)′
=

(
m

µγ2xm+1
4

∂V

∂y4

)′
=

(
m

µxm+1
4

V̂y4

)′
.

7.3. Conclusiones

7.3.1. Primera Variante

Restringiendo a algunos casos concretos la transformación biparamétrica
(6.13), se puede apreciar que se simplifican las ecuaciones diferenciales (7.14).

Eligiendo ϕ ≡ 0, se simplifica especialmente las ecuación diferencial vec-
torial de la variable N , y el sistema resultante es

x ′′ = −x− (N | N ′)
‖N‖2

(
x′ − V̂y

)
+
N ′ × x
‖N‖ +

N × V̂y
‖N‖ +

(
V̂y

)′
,

σ′′ = −σ − (N | N ′)
‖N‖2 σ′ +

α2

4m2‖N‖2 +
1

mµxm−14 ‖N‖ V̂x4 −
1

‖N‖
?

V

+
σ

m‖N‖
[
(m− 1) y4V̂y4

]
,

N ′ = V̂y × y − x× V̂x .

(7.22)

94



Transformaciones a Variables Focales

Si además al caso anterior se añade la elección m = 1, el sistema se reduce
a

x ′′ = −x− (N | N ′)
‖N‖2

(
x′ − V̂y

)
+
N ′ × x
‖N‖ +

N × V̂y
‖N‖ +

(
V̂y

)′
,

σ′′ = −σ − (N | N ′)
‖N‖2 σ′ +

1

‖N‖2 +
1

µ‖N‖ V̂x4 −
1

‖N‖
?

V ,

N ′ = V̂y × y − x× V̂x .

(7.23)

7.3.2. Segunda Variante

Las fórmulas obtenidas en el caso de la segunda variante son formalmente
algo más sencillas, pues no se requiere derivar la expresión 1/‖N‖ respecto
del tiempo ficticio, pero en cambio la frecuencia ya no es constante, sino que
vaŕıa con ‖N‖.

Para ϕ ≡ 0 tenemos

x ′′ = −‖N‖2 x+N ′ × x+N × V̂y +
(
V̂y

)′
,

σ′′ = −‖N‖2 σ +
α2

4m2
+

1

mµxm−14

V̂x4 −
?

V +
σ

m

[
(m− 1) y4V̂y4

]
,

N ′ = V̂y × y − x× V̂x ,

(7.24)

y para m = 1

x ′′ = −‖N‖2 x+N ′ × x+N × V̂y +
(
V̂y

)′
,

σ′′ = −‖N‖2 σ + 1 +
1

µ
V̂x4 −

?

V ,

N ′ = V̂y × y − x× V̂x .

(7.25)

De estos resultados se deduce que el vector N es constante si se verifica que

V̂y × y − x× V̂x = 0 . (7.26)

Esta expresión describe tres ecuaciones en derivadas parciales, que la mayoŕıa
de las perturbaciones no satisfacen.

Si el potencial U depende sólo de las coordenadas de posición,

V := V (x, x4)

≡ U
(
Ψ (x, x4)

)
,
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y además m = 1 y ϕ ≡ 0, se obtiene

x ′′ = −‖N‖2 x−
(
x | V̂x

)
x+ V̂x ,

σ′′ = −‖N‖2 σ + 1 +
1

µ
V̂x4 ,

N ′ = −x× V̂x .

(7.27)

Podemos reencontrar estas ecuaciones en Aparicio y Floŕıa (2000) [9],
donde se consideran dos transformaciones focales (BF y D) aplicadas a un
potencial de perturbación polinómico en las componentes de las coordenadas.

Otra conclusión es que los resultados de todos estos casos no dependen
del parámetro n, como se puede comprobar.
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8
Linealización exacta de intermediarios

En este Caṕıtulo se considerará la aplicación de algunos conjuntos de
variables canónicas de tipo focal para la linealización exacta de ciertos inter-
mediarios radiales, es decir, la obtención del sistema de osciladores acoplados
al que es posible reducir esa clase de sistemas keplerianos perturbados en los
casos cuya dependencia funcional es del tipo de los hamiltonianos interme-
diarios introducidos por Deprit y Alfriend y Coffey.

De entre la diversidad de posibles combinaciones ente conjuntos de va-
riables focales y hamiltonianos, nos limitaremos a presentar una pequeña
selección de casos.

8.1. Intermediario de Deprit en variables D

Como ya se ha mencionado anteriormente, la transformación D se puede
hallar en Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44, § 4.3], o también en esta Memoria
en la Subsección 6.6.2, en la que se dan las notaciones usadas de aqúı en
adelante.

Sean (x, x4,y, y4) ≡ (x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4) las variables canónicas
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focales. La transformación D se define como

q = x4x , (8.1a)

q4 =
x24
2

(
1− ‖x‖2

)
, (8.1b)

p = y4x+
1

x4
(x× y)× x+

1− ‖x‖2
x4

y , (8.1c)

p4 =
x4y4 − (x | y)

x24
. (8.1d)

Según el Teorema de la Sección 4.4, y como también se comprueba en la
Sección 6.2, este conjunto de variables redundantes posee dos ligaduras que
responden a las condiciones q4 = 0 y p4 = 0.

Sea Q el vector del momento angular y N su componente polar; se es-
tablecen las siguientes relaciones entre las variables cartesianas y las focales:

Q = q × p = x× y , (8.2a)

N = q1p2 − q2p1 = x1y2 − x2y1 , (8.2b)

p2θ = ‖q × p‖2 = ‖x× y‖2 = Q2 , (8.2c)

o también

Q2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − (x | y)2 . (8.2d)

La relación (2.5) es ahora

cos I = N/Q . (8.2e)

El hamiltoniano H (véase (5.1)–(5.3) con j=2; o también (A.229) del
Apéndice A) en las nuevas variables, usando las relaciones (8.2) y la expresión
(6.56), se transforma en el hamiltoniano homogéneo

K =
1

2
‖x‖2

(
y24 +

Q2

x24

)
µ

x4‖x‖
+

(1− ‖x‖2)2
2x24

‖y‖2

+
(
1− ‖x‖2

)(y4
x4

(x | y) +
Q2

x24

)
+ V

(
r ; Q2 , N

)
+ p0 ,

(8.3)
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donde V es un potencial de Deprit; para simplificar se ha omitido el paráme-
tro ε en las expresión de V .

A continuación se realiza el cambio de la variable independiente t −→ f
dado por una relación diferencial

dt = g (x , x4 ) df =
x24‖x‖2
Q

df , (8.4)

que es de tipo Sundman con la función de reparametrización proporcional
a r2. El nuevo tiempo ficticio es f , que responde al tipo de una anomaĺıa
verdadera generalizada. Entonces el correspondiente hamiltoniano con esta
nueva variable independiente es K̃ = gK, y las ecuaciones canónicas de
movimiento respecto a f son

dx

df
=
a

Q
(Q× x) + kPx , (8.5a)

dx4
df

=
x24 y4
Q

, (8.5b)

dy

df
=
a

Q
(Q× y)− Ax+ kPy , (8.5c)

dy4
df

=
1

Q

(
Q2

x4
− µ+

2

x4
V

)
, (8.5d)

donde se han introducido las siguientes abreviaturas:

a =

(
1 + 2

∂V

∂Q2

)
, (8.6a)

k =
1

Q

∂V

∂N
, (8.6b)

A =
1

Q

(
2x4 y4 (x | y)− (x | y)2 − 2‖y‖2 ∂V

∂Q2
+ 2V − x24y24 − x4µ

)
,

(8.6c)

y la matriz constante (ver (5.13))

P =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 . (8.6d)
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Se define, como en la ecuación (5.17), la matriz E2 = −P2, que es diagonal.

El siguiente paso es el cambio de la variable dependiente x4, que está de-
finido por

σ =
Q2

µx4
. (8.7)

Si la matriz T es una matriz real, antisimétrica y de orden 3, entonces
para dos vectores cualesquiera z , w ∈ R3 se tiene que

T (z ×w) = (Tz)×w + z × (Tw) . (8.8)

Antes de empezar a calcular las derivadas segundas de las variables de
tipo posición, a partir de las ecuaciones (8.5a) para el vector x y (8.7) para σ,
se desarrollará la ecuación que describe la variación del vector del momento
angular:

Q′ = x′ × y + x× y′

= k [(Px)× y + x× (Py)]

= kPQ (P es antisimétrica) ,

(8.9)

donde ′ =
d

df
. Como ya se ha visto en el Caṕıtulo 5, Ecuaciones (5.14) y

(5.19e), esto implica, en primer lugar, que las dos primeras componentes de
la ecuación anterior representan un oscilador armónico (k es una constante);
y en segundo, que la componente polar N del vector del momento angular
es constante; por último, también es fácil comprobar que el norma ‖Q‖ es
constante. Resumiendo

N ′ = 0 =⇒ N ≡ cte. ,

‖Q‖′ = 1

Q
(Q | Q′)

= 0 =⇒ Q ≡ cte. ,

como, por otra parte, ya era de esperar a la vista del carácter ćıclico de los
ángulos θ y ν en los intermediarios de tipo de Deprit.

Para los siguientes cálculos, es de gran utilidad multiplicar a izquierdas
la ecuación (8.5a) por la matriz P y despejar el primer término del segundo
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miembro de la ecuación obtenida, resultando

a

Q
P (Q× x) = Px′ − kP2x . (8.10)

Entonces, la derivada segunda de x, obtenida a partir de la ecuación (8.5a),
es

x′′ =
a

Q
[Q′ × x+Q× x′] + kPx′

=
a

Q



a

Q
Q× (Q× x) + k {(PQ)× x+Q× (Px)}︸ ︷︷ ︸

= P (Q× x)


+ kPx′

= −a2x+ k2E2x+ 2Px′ .

(8.11)

Finalmente se obtienen las ecuaciones de osciladores lineales y acoplados

x′′1 +

[(
1 + 2

∂V

∂Q2

)2

−
(
∂V

∂N

)2
]
x1 = −2

∂V

∂N
x′2 , (8.12a)

x′′2 +

[(
1 + 2

∂V

∂Q2

)2

−
(
∂V

∂N

)2
]
x2 = +2

∂V

∂N
x′1 , (8.12b)

x′′3 +

(
1 + 2

∂V

∂Q2

)2

x3 = 0 , (8.12c)

x′′4 +

(
1 +

2

Q2
V

)
x4 = 1 . (8.12d)

Comparando este resultado con las ecuaciones (5.19) del Caṕıtulo 5, se
observa que describen el mismo sistema de osciladores y que sólo difieren en
la constante Q2 debido a los cambios de la variable independiente y de la
variable dependiente x4.
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8.2. Intermediario de Alfriend–Coffey en las

variables DEF

En esta Sección se aplicará la transformación DEF (Deprit, Elipe y Ferrer
(1994) [44], §4.1) a la función hamiltoniana del problema de Kepler perturba-
do por el potencial propuesto por Alfriend y Coffey (1984) [2]. En el art́ıculo
ya mencionado (Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44]), se ha demostrado que
este cambio de variables linealiza exactamente las ecuaciones de movimiento
asociadas al problema de Kepler puro. En esta Sección se seguirá la secuencia
de pasos de estos autores, aunque con la contribución del potencial pertur-
bador, para lo cual se introducirán notaciones adecuadas para mantener la
analoǵıa con el caso no perturbado.

Recordemos que en el espacio de fases ampliado de las variables canónicas
cartesianas el intermediario de Alfriend y Coffey obedece a una expresión
general del tipo

H =
1

2
‖p‖2 − µ

r
+

1

r2
V2
(
p2θ, N, p0; ε

)
+ p0 ,

donde las expresiones en esta fórmula, desarrolladas en variables cartesianas,
son, una vez más,

r = ‖q‖ , p2θ = ‖q × p‖2 = Θ2 , pν = q1p2 − q2p1 = N, (8.13)

con la notación habitual del producto vectorial en R3. Nótese que Θ es la
norma del vector momento angular.

El intermediario de Alfriend y Coffey se ha definido en la Sección 2.4 en
la expresión (2.8). En esta Sección, como en la siguiente, se requiere de las
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derivadas parciales de este potencial, que son:

∂V2
∂Θ2

= ε
µ2R2

4 p4θ

[
1 − 6 c 2

]

− ε 2 3µ4R4

128 p8θ

[
115 c 4 − 440 c 2 + 157

]

+ ε 2 3µ2R4

32 p6θ

[
10 c 4 − 27 c 2 + 5

]
p0 ,

(8.14a)

∂V2
∂pν

= ε
3 µ2 R2 pν

2 p4θ
+ ε 2 3µ4R4

32 p7θ

[
23 c 3 − 55 c

]

− ε 2 3µ2R4

16 p5θ

[
5 c 3 − 9 c

]
p0 ,

(8.14b)

∂V2
∂p0

= − ε 2 3µ2R4

64 p4θ

[
5 c 4 − 18 c 2 + 5

]
. (8.14c)

Para pequeños valores de la excentricidad, como ya se comentó en la
Sección 2.4, basta con considerar el potencial descrito en la expresión (2.9).
En este caso, las derivadas parciales del potencial están dadas por:

∂V2
∂Θ2

= ε
µ2R2

4 p4θ

[
1 − 6 c 2

]

− ε 2 3µ4R4

64 p8θ

[
45 c 4 − 184 c 2 + 71

]
,

(8.15a)

∂V2
∂pν

= ε
3 µ2 R2 pν

2 p4θ
+ ε 2 3µ4R4

16 p7θ

[
9 c 3 − 23 c

]
. (8.15b)

Como se puede apreciar sólo hemos calculado dos derivadas parciales, pues
la tercera respecto del momento conjugado p0 es igual a cero.
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La transformación DEF está definida por las ecuaciones

q = x4 x , x4 ∈ R+ , (8.16a)

p = y4x+
1

x4
(x× y)× x , (8.16b)

r = ‖q‖ = x4‖x‖ . (8.16c)

Este cambio de variables dependientes puede ser fácilmente extendido a un
espacio de fases ampliado. Antes de seguir con la aplicación de este cambio
de variables es oportuno reescribir algunas de las notaciones anteriores e
introducir algunas relaciones entre las diferentes variables que involucran al
momento angular,

p2θ = ‖q × p‖2 = ‖x‖4 ‖Q‖2 = Θ2 , (8.17a)

pν = N = q1p2 − q2p1 = ‖x‖2 (x1y2 − x2y1) = ‖x‖2Q3 , (8.17b)

Q = x× y , (8.17c)

Q3 = x1y2 − x2y1 , (8.17d)

con lo que el hamiltoniano del intermediario radial formulado en las variables
DEF es

K =
‖x‖2

2

(
y24 +

‖Q‖2
x24

)
− µ

‖x‖x4
+

1

‖x‖2x24
V2 (Θ2, N, p0; ε) + p0 ≡ 0 .

Dejando aparte el par de variables canónicas (t, p0), las ecuaciones de
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movimiento generadas por K son:

dx4
dt

= ‖x‖2y4 ,

dx

dt
=
‖x‖2
x24

a (Q× y) +
1

x24

∂V2
∂N

x̃ ,

dy4
dt

=
‖x‖2‖Q‖2

x34

(
1 +

2

‖x‖4
V2
‖Q‖2

)
− µ

‖x‖x24
,

dy

dt
=
‖x‖2
x24

a (Q× y)− ‖x‖
2‖Q‖
x24

(A+B)x+
1

x24

∂V2
∂N

ỹ ,

donde ahora el significado de las notaciones y abreviaturas es

a =

(
1 + 2

∂V2
∂Θ2

)
, (8.18)

A =
x24

‖x‖4‖Q‖

(
2K +

3µ

‖x‖x4
− 4

‖x‖2x24
V2

)
,

B =
1

‖x‖4‖Q‖

(
4‖x‖4‖Q‖2 ∂V2

∂Θ2
+ 2Q3

∂V2
∂N

)
,

y se ha aplicado la definición (5.14)

x̃ =
[
−x2, x1, 0

]t
, ỹ =

[
−y2, y1, 0

]t
.

El siguiente paso consiste en realizar el cambio de la variable independien-
te, es decir, del tiempo f́ısico t a un tiempo ficticio f , que es del tipo de la
anomaĺıa verdadera. Esta transformación está dada por la relación diferencial

t −→ f : dt =
x24

‖x‖2‖Q‖ df .

Con este tiempo ficticio como variable independiente, las ecuaciones canóni-
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cas se transforman en:

dx4
df

=
x24y4
‖Q‖ ,

dx

df
=

a

‖Q‖ (Q× x) + kx̃ ,

dy4
df

=
1

‖Q‖

(‖Q‖2
x4
− µ

‖x‖3 +
2

‖x‖4x4
V2

)
,

dy

df
=

a

‖Q‖ (Q× y)− (A+B)x+ kỹ ,

donde en esta ocasión

k =
1

‖x‖2‖Q‖
∂V2
∂N

. (8.19)

Con la ayuda de las siguientes notaciones para las dos matrices cuadradas
de orden 3 (véase 5.17),

E2 = diag (1, 1, 0) , I3 = diag (1, 1, 1) , (8.20)

y la nueva variable adimensional σ para reemplazar a x4,

σ =
‖Q‖2
µx4

,

las ecuaciones del movimiento para las variables dependientes (σ,x) con res-
pecto al nuevo pseudo–tiempo son

d2x

df 2
= −

(
a2I3 − k2E2

)
x+ 2k

dx̃

df
,

d2σ

df 2
= −

(
1 +

2

‖x‖4‖Q‖2V2
)
σ +

1

‖x‖3 .

Estas ecuaciones de segundo orden son lineales con coeficientes constantes,
por lo que están libres de singularidades, y representan un conjunto de cuatro
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osciladores con frecuencias que incluyen los efectos debidos al potencial del
intermediario radial de Alfriend y Coffey (1984) [2]. Hay que tener en cuenta
que la presencia de la componente vertical pν = N del vector del momento
angular en el potencial de la perturbación genera un acoplamiento entre las
variables x1 y x2, como reflejan las ecuaciones anteriores.

8.3. Intermediario de Alfriend–Coffey en las

variables BF

Las siguientes consideraciones están inspiradas en el tratamiento de un
cierto sistema kepleriano perturbado llevado a cabo por Ferrándiz y Fernández–
Ferreirós (1991) [49]. En particular, ellos consiguieron reducir las ecuaciones
del movimiento de dicho sistema a unos osciladores armónicos partiendo de
potenciales del tipo descrito por Deprit (1981) [43, p. 138]. Véase también,
en esta Tesis, las fórmulas (5.1)–(5.3), para j = 2, y la (A.229) de la Sección
A.10 del Apéndice sobre el problema de dos cuerpos.

La transformación BF está descrita en el art́ıculo de Ferrándiz (1988) [47,
§2] (ver también Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49], p. 4 y Deprit,
Elipe y Ferrer (1994) [44] §§ 4.4). Asimismo, en la Subsección 6.6.1 de esta
Tesis. Pero en esta ocasión se va ha trabajar en el espacio fásico ampliado,
tomando x0 = t como una coordenada adicional cuyo momento conjugado
será p0. Dejando aparte este par de variables (t, p0), se considera el cambio
de variables canónicas

qi =
xi
x4
, (i = 1, 2, 3) ,

pi = x4yi −
xix4
‖x‖2 [(x | y) + x4y4] , (i = 1, 2, 3) .

Como en la Sección anterior, se presentan a continuación ciertas relaciones
dinámicas de interés y notaciones en variables BF:

Θ2 = ‖x‖2 ‖y‖2 − (x | y)2 = p2θ , N = x1y2 − x2y1 = pν ,

x̃ =
[
−x2, x1, 0

]t
, ỹ =

[
−y2, y1, 0

]t
.

Si ahora se lleva a cabo el cambio de la variable independiente t −→ f , para
introducir el tiempo ficticio proporcional a la anomaĺıa verdadera, que se
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describe a través de la relación diferencial

dt =
‖x‖2
x24

df = r2 df ,

el hamiltoniano que se obtiene después de aplicar la transformación BF de
variables dependientes y la del tiempo es

K =
1

2
Θ2 +

1

2
x24 y

2
4 − µ

‖x‖
x4

+ V2 + p0
‖x‖2
x24

≡ 0 .

En notación vectorial, las ecuaciones canónicas de movimiento deducidas de
K responden a las siguientes expresiones compactas

x′ = aΘ
∂Θ

∂y
+
∂V2
∂N

x̃ ,

x′4 = x24 y4 ,

y′ = −aΘ
∂Θ

∂x
+
µ

x4
x− 2

p0
x24
x +

∂V2
∂N

ỹ ,

y′4 = −x4 y24 −
µ

x24
+ 2

p0
x34
,

donde a ha sido definida en (8.18).

Si se manipulan estas ecuaciones de acuerdo con el procedimiento descri-
to por Ferrándiz y Fernández–Ferreirós (1991) [49, §2 y §3], aśı como por
Aparicio y Floŕıa (1996) [3] y en las secciones anteriores, el resultado es

x′′ = −
(
a2Θ2I3 −

(
∂V2
∂N

)2

E2

)
x+ 2

∂V2
∂N

x̃′ ,

x′′4 = −
(
Θ2 + 2V2

)
x4 + µ ,

donde las matrices I3 y E2 son las mismas que se han definido en la Sección
anterior (véase (8.20)).

Como en el caso anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes, que responden
a un oscilador lineal en cuatro dimensiones; sin olvidar que las dos primeras
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componentes están acopladas. De nuevo, la perturbación del intermediario
ha sido incorporada en la frecuencia de los osciladores. Aunque es evidente,
al utilizar en este caso un cambio de la variable independiente diferente al
usado con la transformación DEF, se ve que las frecuencias no son exacta-
mente las mismas. Pero, aún aśı, las ecuaciones son regulares como en el caso
de las variables DEF.

8.4. Conclusiones

Se ha estudiado la regularización usando el método de linealización de
las ecuaciones de movimiento deducidas de un hamiltoniano genérico de la
familia de intermediario radiales de Deprit (1981), y del intermediario radial
de segundo orden propuesto por Alfriend y Coffey (1984) para el Problema
Principal de la Teoŕıa del Satélites Artificial.

La combinación apropiada de transformaciones – de las variables depen-
dientes aśı como de la variable independiente – con la ayuda de integrales
primeras y ligaduras (geométricas y/o dinámicas) permite regularizar las
ecuaciones diferenciales de segundo orden del movimiento partiendo del sis-
tema canónico generado por el intermediario.

En este Caṕıtulo se ha verificado el comportamiento anaĺıtico respecto
a la reducción exacta a osciladores armónicos de ciertas transformaciones
(D, DEF y BF), que son capaces de linealizar el problema de Kepler puro,
cuando se aplican al potencial correspondiente a los intermediarios radiales
considerados.

Concluyendo, este tratamiento regulariza los intermediarios de forma sa-
tisfactoria, independientemente de qué variables redundantes D, DEF o BF
se utilicen en combinación de la introducción del tiempo ficticio proporcional
a la anomaĺıa verdadera.
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9
Desarrollo del potencial zonal en elementos

regulares DEF

9.1. Introducción

Como ya se ha comentado en diversas partes de esta Memoria, las cues-
tiones relativas a la regularización y linealización de las ecuaciones de movi-
miento que gobiernan la evolución de los sistemas keplerianos han alcanzado
gran relevancia en el ámbito de la Mecánica Celeste.

Sharaf y Saad (1997) propusieron un desarrollo anaĺıtico de la parte zonal
del potencial gravitatorio de la Tierra, y lo hicieron por medio de elemen-
tos regulares KS de Kustaanheimo–Stiefel (1971), poniendo el acento en el
estudio de las órbitas de tipo eĺıptico del problema de dos cuerpos, lo que
se refleja en el uso de una variable independiente del tipo de la anomaĺıa
excéntrica del movimiento eĺıptico. El desarrollo de los armónicos zonales en
función de esas variables y elementos no conduce a una formulación exacta y
en forma cerrada por medio de funciones conocidas y fácilmente manejables,
ya que no se obtienen series finitas debido al empleo de la anomaĺıa elegi-
da para representar paramétricamente las cónicas de interés. El tratamiento
propuesto por estos autores conduce, de hecho, a un desarrollo en serie infi-
nita (con la consiguiente necesidad de que –de cara a su uso práctico– haya
que recurrir a truncarlo en un cierto término), y constituye un ejemplo de la
aplicación de un método de tipo central (según la terminoloǵıa acuñada por
Burdet (1969)) para el análisis de un sistema kepleriano perturbado.
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Las técnicas de linealización que ofrece el método focal canónico (cf. De-
prit, Elipe y Ferrer (1994); véase también el Caṕıtulo 6 de esta Memoria,
y más en concreto la Sección 6.6) se basan en la construcción adecuada de
extensiones (canónicas o débilmente canónicas) para la transformación pun-
tual correspondiente a la descomposición proyectiva del vector de posición,
para –a partir de coordenadas cartesianas– pasar a variables focales redun-
dantes (Burdet (1969) [28], §2). Según los resultados obtenidos en nuestro
Caṕıtulo 6, las ecuaciones canónicas del movimiento deducidas de un hamil-
toniano kepleriano –expresado en cualquier conjunto de variables canónicas
focales– pueden ser convertidas en un sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden (respecto de una variable independiente que es del tipo de la
anomaĺıa verdadera) asociadas a un conjunto de cuatro osciladores armónicos
no acoplados cuyo centro de oscilación es precisamente el foco de la cónica
kepleriana ocupado por el cuerpo atractor (primario).

En este Caṕıtulo se usará un método de tipo focal (Burdet (1969), §2);
en concreto, el basado en las variables DEF (Deprit, Elipe y Ferrer (1994),
§§4.1; Subsección 6.6.3 de esta Tesis). El problema de dos cuerpos perturba-
do por el potencial zonal se transformará, por medio de estas variables, en
un sistema de ecuaciones de segundo orden casi–lineales. Se introducirán a
continuación elementos (según la definición de Kirchgraber y Stiefel (1978),
§1.3; o Apéndice B, § B.3), que en este caso serán elementos focales asocia-
dos a las variables DEF; dichos elementos pueden ser contemplados como
elementos orbitales keplerianos (en el sentido de Stiefel y Scheifele (1971),
§18) con la variable independiente de tipo anomaĺıa verdadera como variable
regularizadora.

El desarrollo que se presentará a continuación es una aplicación de los
elementos focales al problema del movimiento orbital perturbado de satéli-
tes artificiales de la Tierra. Para cumplir con ese propósito es necesario, en
primer lugar, poder representar anaĺıticamente un armónico zonal cualquiera
en función de las variables focales.

Al contrario que en el caso de Sharaf y Saad (1997) con los elementos
KS y un tiempo ficticio del tipo de la anomaĺıa excéntrica, por medio de
las variables DEF se obtiene un desarrollo de los armónicos zonales como
una expresión en polinomios trigonométricos (es decir, en forma de series
de Fourier finitas) respecto de la variable independiente de tipo anomaĺıa
verdadera.
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9.2. Transformación DEF: Linealización de un

tipo de sistema kepleriano perturbado

Siguiendo el proceso descrito en el Caṕıtulo 6, se procede a regularizar
el sistema sustituyendo la variable independiente t, que representa al tiempo
f́ısico, por un tiempo ficticio f proporcional a la anomaĺıa verdadera. Esta
transformación es una generalización de la transformación diferencial de tipo
de Sundman

t −→ f : dt =
x24
‖x‖2Q df . (9.1)

Antes de calcular las ecuaciones de segundo orden se realizará el cambio
de la variable escalar x4 a la variable adimensional σ:

x4 −→ σ : σ =
Q2

µx4
. (9.2)

Un sistema kepleriano perturbado al que se aplica la transformación DEF
(véase Caṕıtulo 7),

H = H0 (q,p) + V (q)y DEF (9.3)

K = K0 + V (x, x4) ,

conduce a las ecuaciones canónicas de movimiento en las variables focales y
en el tiempo ficticio f dadas por

x ′ =
1

Q
(Q× x) , (9.4a)

x4
′ =

x24y4
Q

, (9.4b)

y ′ =
1

Q
(Q× y)− x24

‖x‖4Q

(
2K0 +

3µ

‖x‖x4

)
x− x24
‖x‖2Q

∂V

∂x
, (9.4c)

y4
′ =

1

Q

(
Q2

x4
− µ

‖x‖3
)
− x24
‖x‖2Q

∂V

∂x4
. (9.4d)
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Calculando la derivada segunda de x a partir de la ecuación vectorial
(9.4a), y de la variable σ según el cambio de variable (9.2), se obtiene el
sistema de ecuaciones diferenciales casi–lineales dado por

x ′′ + x =

[
Q ′

Q
− (Q | Q ′) Q

Q3

]
× x , (9.5a)

σ′′ + σ = 1 +
2

Q2

[
‖Q ′‖2 + (Q | Q ′′) − 3 (Q ′ )

2
]
σ

+ 3
Q ′

Q
σ′ − Q2

µ2

∂V

∂σ
, (9.5b)

que describen un conjunto de osciladores no lineales forzados. Este sistema
se completa con

Q ′ =
x24
Q

(∇xV × x ) =
Q3

µ2σ2
(∇xV × x ) , (9.5c)

Q ′ =
(Q | Q ′)

Q
, (9.5d)

t ′ =
Q3

µ2σ2
. (9.5e)

En el caso de la presencia de perturbaciones caracterizadas por el potencial
V , en la Ecuación (9.5c) Q ′ da cuenta de posibles variaciones del momento
angular orbital.

9.3. Introducción de elementos focales

La solución de las ecuaciones de osciladores armónicos de 4 dimensiones
(9.5) generadas por la función hamiltoniana del problema de Kepler puro
puede representarse como

xj = αj cos f + βj sen f , j = 1, 2, 3 ; (9.6a)

σ = α4 cos f + β4 sen f + 1 . (9.6b)

Los escalares αk, βk son constantes de integración de la solución del proble-
ma de Kepler no perturbado, que responden a osciladores armónicos. En el
caso del problema perturbado estos escalares no suelen ser constantes, y las
ecuaciones que dan cuenta de sus variaciones se establecen con el método de
la variación de las constantes, como llevan a cabo Stiefel y Scheifele (1971)
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([94], § 19; véase también Burdet, Rössler, Stiefel y Waldvogel (1967) [29],
p. 18).

Este proceso requiere añadir las ecuaciones diferenciales de otras variables
(por ejemplo la enerǵıa o la norma del vector del momento angular) para
completar el sistema. Esto se puede deducir por medio de una transformación
que Kirchgraber y Stiefel (1978) [68, §§ 1.3] denominan “transformación a
elementos” (véase también Sección B.3 de esta Memoria). Este cambio de
variables viene dado por

ψ : R8 −→ Rn

(φ,θ,ρ)t 7−→ (x, x4)
t = ψ (φ,θ,ρ) ,

(9.7)

donde ψ es una función 2π–periódica en las variables φ y θ. En cambio el vec-
tor ρ está compuesto por las amplitudes. Basándose en Kirchgraber y Stiefel
(1978) [68, §§ 1.3] (o la Definición 7 en la Sección B.3 de nuestro Apéndice
B), las variables φ y θ se denominan, respectivamente, los ángulos rápidos
y los lentos (en el caso no perturbado todas ellas son constantes o vaŕıan
linealmente). Estas nuevas variables también reciben el nombre de “elemen-
tos del movimiento”. Para el problema que se está tratando en esta sección,
las ecuaciones (9.6) definen los siguientes elementos: φ1 := f , mientras que
αi, βi (i = 1, 2, 3, 4) son las variables de tipo amplitud, y no hay variables
lentas.

9.4. El desarrollo del potencial zonal

La perturbación gravitatoria que se deduce de la parte zonal del desa-
rrollo multipolar del potencial se presenta en las variables polares esféricas.
Describimos este potencial según el Sección § 2.1 y la fórmula (2.3), es decir,

V = (µ/R)
∑

n≥2
Jn (R/r)n+1 Pn (cosϑ) , (9.8)

donde µ es el parámetro kepleriano del cuerpo central, R es el valor medio
del radio ecuatorial, Jn (n ≥ 2) son los coeficientes adimensionales de los
armónicos zonales, ϑ es la colatitud del punto en movimiento, Pn(z) es el
polinomio de Legendre de grado n en la variable z ∈ [−1, 1],

Pn(z) =
1

2n

bn/2c∑

k=0

(−1)k (2n− 2k)!

k! (n− k)! (n− 2k)!
zn−2k , (9.9)
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CAPÍTULO 9. DESARROLLO DEL POTENCIAL ZONAL EN
ELEMENTOS REGULARES DEF

siendo

bn
2
c =





n

2
si n es par

n− 1

2
si n es impar

, (9.10)

con n ≥ 0, y

(2m− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2m− 1) , (2m)!! = 2 · 4 · 6 · · · 2m . (9.11)

Sea p el semilado recto, y e la excentricidad, entonces se tienen las siguientes
igualdades

cosϑ =
q3
r

(9.12a)

= x3 (9.12b)

= α3 cos f + β3 sen f , (9.12c)

r =
p

1 + e cos f
. (9.12d)

El desarrollo de V en una serie de Fourier en la variable de tipo de la anomaĺıa
verdadera f , con coeficientes que son funciones de los elementos keplerianos
(p, e, αk, βk), está dado por

V =
µ

R

∑

n≥0

bn/2c∑

k=0

(−1)k
Jn
2n
Rn+1 (2n− 2k − 1)!!

k! (n− 2k)!

qn−2k3

r2n−2k+1

=
µ

R

∑

n≥2

bn/2c∑

k=0

(−1)k
Jn
2n

Rn+1

pn+1

(2n− 2k − 1)!!

k! (n− 2k)!

(p
r

)N
xM3 ,

(9.13)

donde M = n− 2k, N = n+ 1, N > M .

Con la siguiente abreviatura A = β3 sen f se deduce que xM3 = (A+ α3 cos f)M .
Entonces

xM3 =
M∑

j=0

(
M

j

)
AM−jαj3 cosj f,

(p
r

)N
=

N∑

j=0

(
N

j

)
ej cosj f, (9.14)

ww�

(p
r

)N
xM3 =

M+N∑

h=0

(
h∑

j=0

(
M

j

)(
N

h− j

)
αj3 e

h−j AM−j
)

cosh f . (9.15)
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Con el fin de desarrollar la expresión AM−j cosh f = βM−j3 senM−j f cosh f ,
se usará la fórmula

senl f cosm f =
(−)l
2l+m

(exp(f)− exp(−f))l (exp(f)− exp(−f))m

=
(−)l
2l+m

l+m∑

c=0

G(l,m)
c {cos (l +m− 2c) f +  sen (l +m− 2c) f} , (9.16)

donde

G(l,m)
c =

c∑

i=0

(−1)i
(
l

i

)(
m

c− i

)
,  =

√
−1 , (9.17)

y las identidades

(
con c = 0, 1, . . . , b l +m

2
c
)

G(l,m)
c = G

(l,m)
l+m−c , si l es par , (9.18)

G(l,m)
c = −G(l,m)

l+m−c , si l es impar . (9.19)

Se introducen también las notaciones

S(l,m) =





(−1)l/2

2l+m
G

(l,m)
(l+m)/2 si l y m son pares,

0 si l par y m impar,

(9.20)

y

∆(l,m) =





(−1)l/2

2l+m−1

b l+m−1
2
c∑

c=0

G(l,m)
c cos (l +m− 2c) f + S(l,m) (l par),

−(−1)
l+1
2

2l+m−1

b l+m
2
c∑

c=0

G(l,m)
c sen (l +m− 2c) f (l impar).

(9.21)

Por consiguiente uniendo todas estas piezas se llega a

(p
r

)N
xM3 =

M+N∑

h=0

h∑

j=0

(
M

j

)(
N

h− j

)
αj3 e

h−j βM−j3 ∆(M−j,h), (9.22)
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y el potencial zonal V dado en las ecuaciones (9.8) y (9.13) puede reescribirse
como

V =
µ

R

∑

n≥2

[n/2]∑

k=0

(−1)k
Jn
2n

Rn+1

pn+1

(2n− 2k − 1)!!

k! (n− 2k)!

×
N+M∑

h=0

h∑

j=0

(
M

j

)(
N

h− j

)
αj3 e

h−j βM−j3 ∆(M−j,h) . (9.23)

Por lo tanto cada armónico zonal está representado de manera exacta
por una expresión en forma cerrada (sin truncación) y tiene la forma de un
polinomio trigonométrico (o sea, un desarrollo finito en serie de Fourier) en
el pseudo–tiempo focal f . Justo lo contrario que el resultado de Sharaf y
Saad (1997) [89, p. 184, Fórmulas (3.1)], donde se usan los elementos KS y
una variable independiente del tipo de la anomaĺıa excéntrica. La expresión
que se obtiene es una serie infinita, haciendo necesaria una truncación en esa
aproximación para cada armónico zonal.

Finalmente, se exponen a continuación algunos de los primeros términos
del desarrollo. Aśı, el segundo armónico zonal da cuenta del achatamiento
dinámico del cuerpo central (o primario), y responde a la expresión

µR2J2
16 p3

{
3

4

(
4α2

3 + 4β2
3 − 8e2 + 9α2

3e
2 + 3β2

3e
2 − 16

)

+
3

4

(
18α2

3 + 6β2
3 − 4e2 + 5α2

3e
2 + β2

3e
2 − 16

)
e cos f +

3

2

(
e2 + 6

)
α3β3e sen f

+3 (α2
3 − β2

3 − 2e2 + 3α2
3e

2) cos 2f + 3 (3e2 + 2)α3β3 sen 2f

+
(36α2

3 − 36β2
3 − 8e2 + 15α2

3e
2 − 3β2

3e
2)

8
e cos 3f +

9

4

(
e2 + 4

)
α3β3e sen 3f

+
9

4

(
α2
3 − β2

3

)
e2 cos 4f +

9

2
α3β3e

2 sen 4f

+
3

8

(
α2
3 − β2

3

)
e3 cos 5f +

3

4
α3β3e

3 sen 5f

}
.

El tercer armónico zonal, que se debe a la forma de “pera” del cuerpo
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central, está dado por

µR3J3
16 p4

{
1

4

(
30α2

3 + 30β2
3 − 36e2 + 25α2

3e
2 + 15β2

3e
2 − 48

)
α3e

+

[
3

4

(
5α2

3 + 5β2
3 − 36e2 − 5e4 + 25α2

3e
2 + 15β2

3e
2 − 8

)

+
25

64

(
7α2

3 + 3β2
3

)
e4
]
α3 cos f

+

[
3

4

(
5α2

3 + 5β2
3 − 12e2 − e4 + 15α2

3e
2 + 5β2

3e
2 − 8

)

+
15

64

(
5α2

3 + β2
3

)
e4
]
β3 sen f

+
(80α2

3 − 96e2 + 75α2
3e

2 + 15β2
3e

2 − 96)

8
α3e cos 2f

+
(120α2

3 + 40β2
3 − 48e2 + 75α2

3e
2 + 15β2

3e
2 − 96)

8
β3e sen 2f

+

[
1

8

(
10α2

3 − 30β2
3 − 72e2 − 15e4 + 75α2

3e
2 − 45β2

3e
2
)

+
15

64

(
7α2

3 − β2
3

)
e4
]
α3 cos 3f

+

[
1

8

(
30α2

3 − 10β2
3 − 72e2 − 9e4 + 135α2

3e
2 + 15β2

3e
2
)

+
15

64

(
9α2

3 + β2
3

)
e4
]
β3 sen 3f

+
(10α2

3 − 30β2
3 − 12e2 + 15α2

3e
2 − 15β2

3e
2)

4
α3e cos 4f

+
(15α2

3 − 5β2
3 − 6e2 + 15α2

3e
2)

2
β3e sen 4f

+
(120α2

3 − 360β2
3 − 24e2 + 35α2

3e
2 − 45β2

3e
2)

64
α3e

2 cos 5f

+
(360α2

3 − 120β2
3 − 24e2 + 75α2

3e
2 − 5β2

3e
2)

64
β3e

2 sen 5f

+
5

8

(
α2
3 − 3β2

3

)
α3e

3 cos 6f +
5

8

(
3α2

3 − β2
3

)
β3e

3 sen 6f

+
5

64

(
α2
3 − 3β2

3

)
α3e

4 cos 7f +
5

64

(
3α2

3 − β2
3

)
β3e

4 sen 7f

}
.
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10
El Problema Principal en elementos regulares

DEF

10.1. Introducción

Motivados por el tratamiento anaĺıtico de los elementos regulares en las
variables KS descrito por Stiefel y Scheifele (1971) [94, § 19], presentamos a
continuación un desarrollo similar basándonos en las variables focales DEF.
En esta técnica se aplica la transformación a elementos definida en el Apéndi-
ce B.3 (véase Kirchgraber y Stiefel (1978) [68, § 1.3]) a un sistema de oscila-
dores perturbados; en nuestro caso la perturbación viene dada por el primer
término del potencial zonal. El siguiente paso será resolver el problema me-
diante la variación de las constantes. Siguiendo las notaciones de Sharaf y
Saad (1997) [89] y las empleadas en la Sección 9.4 (véase también la Sección
2.1), el potencial gravitatorio zonal de la Tierra (9.8) está dado por

Vzonal =
µ

R

∑

n≥2
Jn

(
R

r

)n+1

Pn (cosϑ) , (10.1)

y el segundo armónico zonal del geopotencial es:

V =
µ

R
J2

(
R

r

)3

P2 (cosϑ) =
µ

R
J2

(
R

r

)3 [
1

2

(
3
(q3
r

)2
− 1

)]
.

La última expresión está formulada en las variables cartesianas, donde r es
la distancia radial entre los dos cuerpos.
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10.2. La transformación DEF y sus elementos

El cambio de variables DEF transforma el hamiltoniano de Kepler puro,
con la ayuda de las fórmulas (8.16) y (8.17), en la función hamiltoniana K0:

H0 =
1

2
‖p‖2 − µ

r
−→ K0 =

η2

2

(
y24 +

Q2

x24

)
− µ

‖x‖x4
. (10.2)

Considerando los contenidos de los Caṕıtulos 4, 6 y 7, y Deprit, Elipe y
Ferrer (1994) [44, §§ 4.1], además de la transformación DEF se requiere rea-
lizar un cambio de la variable independiente, que tiene que ser proporcional
a la anomaĺıa verdadera:

t −→ f : dt =
x24
‖x‖2Q df . (10.3)

Las ecuaciones canónicas de movimiento en la nueva variable indepen-
diente dan lugar al sistema diferencial

dx4
df

=
x24y4
Q

, (10.4a)

dx

df
=

1

Q
(Q× x) , (10.4b)

dy4
df

=
1

Q

(
Q2

x4
− µ

‖x‖3
)
, (10.4c)

dy

df
=

1

Q
(Q× y)− Ax , (10.4d)

donde

A =
x24
‖x‖4Q

(
2K0 +

3µ

‖x‖x4

)
.

Derivamos la ecuación (10.4b) de la variable x respecto de f , con la
ayuda de las expresiones (10.4). Por último se efectúa el cambio de la variable
dependiente dado por

σ =
Q2

µx4
, (10.5)

122



Transformaciones a Variables Focales

que se deriva dos veces respecto del tiempo ficticio.

Basándonos en los cálculos y resultados del Caṕıtulo 6 (en especial las
ecuaciones (6.38) y (6.42) y véase también Deprit, Elipe y Ferrer (1994) [44,
§ 4.1, pp. 189–190]) y el comentario de la Subección 6.6.3, podemos inmedia-
tamente expresar el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en
las variables DEF (σ,x)

x′′ + x = 0 (3 osciladores lineales no acoplados, no perturbados) ,

σ′′ + σ = 1 (oscilador lineal perturbado por una fuerza externa) .

Nótese, en particular, que la fuerza externa que actúa sobre el oscilador de
la variable σ es una fuerza constante. En el problema de Kepler la dirección
radial del vector x describe una rotación libre alrededor del origen. Entonces
la solución del problema no perturbado es

xj = αj cos f + βj sen f , j = 1, 2, 3 , (10.6)

σ = α0 cos f + β0 sen f + 1 , (10.7)

donde los αk, βk son las constantes de integración, que también se denominan
“elementos del movimiento”. Esta solución es la que utilizaremos para defi-
nir la transformación a elementos que se aplicará al problema perturbado.
Entonces los elementos de movimiento satisfarán un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Por consiguiente, los elementos vaŕıan de for-
ma casi lineal si el movimiento está sometido a una perturbación de pequeña
magnitud.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes al problema perturbado
de dos cuerpos pueden tratarse por medio del método de la variación de
las constantes, que da como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales
para las funciones αk(f), βk(f). No siempre basta con esto, pues a veces se
hace necesario añadir ecuaciones de variación de otras cantidades dinámicas
de interés (por ejemplo la ley de variación del momento angular o la ley de
enerǵıa). Todas estas relaciones constituyen las ecuaciones de elementos.

Destaquemos que, hasta ahora, la descripción presentada no está restrin-
gida a órbitas eĺıpticas, es decir, sigue siendo válida para cualquier órbita,
sea parabólica o hiperbólica.

El conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden para el problema
de Kepler perturbado por el segundo armónico zonal en las variables DEF,
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como ya se ha presentado en el Caṕıtulo anterior (véanse las Ecuaciones
(9.5)), está dado por

x′′ + x =

[
1

Q
Q′ − 1

Q3
(Q | Q′) Q

]
× x , (10.8a)

σ′′ + σ = 1 +

[
2

Q2

{
‖Q′‖2 + (Q | Q′′)

}
− 6

Q2
(Q′)

2

]
σ (10.8b)

+
3Q′

Q
σ′ − Q2

µ2

∂V

∂σ
, (10.8c)

Q′ =
x24
Q

(∇xV × x ) =
Q3

µ2σ2
(∇xV × x ) , (10.8d)

Q′ =
(Q | Q′)

Q
, (10.8e)

t′ =
Q3

µ2σ2
, (10.8f)

donde ∇xV denota el gradiente de la función escalar V con respecto al vector
x = (x1, x2, x3).

10.3. El Problema Principal del Satélite Ar-

tificial

El interés de este Caṕıtulo se centra, especialmente, en el tratamiento del
problema de la perturbación debida al achatamiento del primario, problema
al cual se va a aplicar el cambio de variables DEF. Conviene recordar ahora
las notaciones del Caṕıtulo 9 y la Ecuación (9.12), donde ya se han puesto de
manifiesto ciertas relaciones entre las coordenadas cartesianas y las nuevas
variables, como q3 = x4x3 y cosϑ = q3/r = x3 = α3 cos f + β3 sen f , y la
relación clásica del problema de dos cuerpos r = p/ (1 + e cos f). En las va-
riables DEF, la perturbación del problema de Kepler puro debida al segundo
armónico zonal del geopotencial es

V ≡ V (x4, x3) =
µ

2R
J2

(
R

x4

)3 [
3x23 − 1

]
. (10.9)
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Para simplificar las expresiones en los cálculos, se va a definir a conti-
nuación la abreviatura Cv = µR2J2, que representa al factor constante en el
potencial V . Entonces, las derivadas parciales de la perturbación son:

∂V

∂x3
= 3Cv

x3
x34

,
∂V

∂x4
= −3

2
Cv

3x23 − 1

x44
. (10.10)

El siguiente paso consiste en desarrollar V en forma de serie de Fourier
en la anomaĺıa verdadera f , cuyos coeficientes son funciones de elementos
DEF.

Como en ocasiones anteriores, la siguiente notación vectorial permitirá ob-
tener fórmulas más compactas

x̃ =
[
−x2, x1, 0

]t
. (10.11)

Entonces, las ecuaciones de segundo orden que gobiernan el movimiento
en el problema principal son

x′′ + x =
x24

‖x‖2Q2

∂V

∂x3
[x′3 x

′ + (x̃× x)] , (10.12a)

σ′′ + σ − 1 = 2

[
Q′′

Q
− 2

(Q′)2

Q2

]
σ + 3

Q′′

Q
σ′ − Q2

µ2

∂V

∂σ
(10.12b)

Para poder desarrollar una aproximación de la solución de este último sis-
tema diferencial, se partirá ahora de la solución del problema de Kepler puro
como solución de referencia. Recordemos que dicha solución estaba represen-
tada por las oscilaciones armónicas (10.6), (10.7). En consecuencia, para el
problema perturbado se buscará una solución de la forma.

x(f) = α(f) cos f + β(f) sen f , (10.13a)

σ(f) = α0(f) cos f + β0(f) sen f + 1 , (10.13b)

donde α(f) = (α1(f), α2(f), α3(f)) y β(f) = (β1(f), β2(f), β3(f)).

Estas ecuaciones de movimiento serán tratadas de acuerdo con el método
de la variación de las constantes, que en el caso de las ecuaciones de elementos
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se expresan como

α′ = −
(

1

µ2 σ2

∂V

∂x3
[x′3 x′+ (x̃× x)]

)
sen f , (10.14a)

β′ =

(
1

µ2 σ2

∂V

∂x3
[x′3 x′+ (x̃× x)]

)
cos f , (10.14b)

α′0 = −
[

2

(
Q′′

Q
− 2

(Q′)2

Q2

)
σ + 3

Q′

Q
σ′ − Q2

µ2

∂V

∂σ

]
sen f , (10.14c)

β′0 =

[
2

(
Q′′

Q
− 2

(Q′)2

Q2

)
σ + 3

Q′

Q
σ′ − Q2

µ2

∂V

∂σ

]
cos f , (10.14d)

mientras que la variación de la norma del momento angular viene dada por

Q′ = − Q

µ2 σ2

∂V

∂x3
x′3 . (10.15)

Antes de expresar los segundos miembros de las ecuaciones de elementos
como unos desarrollos de Fourier en la variable f , se utilizará la siguiente
notación

Ai,j = αiαj + βiβj , Ai,j = αiαj − βiβj , (10.16)

Bi,j = αiβj + αjβi , Bi,j = αiβj − αjβi . (10.17)

donde (i, j = 0, 1, 2, 3) y δ es la delta de Kronecker. Entonces los desarrollos
en serie de Fourier para las ecuaciones de elementos correspondiente a los
ı́ndices i = 1, 2, 3 son

α′i = −3Cv
µ

4Q2
(Ai3 − δi3)

[
2β3 −B0i cos f +

(
2A0i − A0i

)
sen f−

2β3 cos 2f + 2α3 sen 2f −B0i cos 3f + A0i sen 3f
]
,

β′i = 3Cv
µ

4Q2
(Ai3 − δi3)

[
2α3 +

(
2A0i + A0i

)
cos f+

B0i sen f + 2α3 cos 2f + 2β3 sen 2f + A0i cos 3f +B0i sen 3f
]
.
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Para simplificar las expresiones de la ecuación asociada a σ se definen a
continuación las siguientes notaciones auxiliares:

c0 = k1 +
3µ2

2Q4
+ 3Cv

µ2

16Q4

(
4A00 − 12A33 − 9A2

03 − 3B
2

03

)
,

c1 = (α0k1 + β0k2)− Cv
3µ2

4Q4

(
3β3B03 + 3α3A03 + 4α0

(
α2
3 − 1

))
,

d1 = (β0k1 − α0k2)− Cv
3µ2

4Q4

(
3α3B03 + 3β3A03 + 4β0

(
β2
3 − 1

))
,

c2 = −Cv
3µ2

4Q4

(
3A33 + 3A03A03 − A00

)
,

d2 = −Cv
3µ2

4Q4
(3A03B03 + 6α3β3 − 2α0β0) ,

c3 = −Cv
3µ2

4Q4

(
3α3A03 − 3β3B03

)
,

d3 = −Cv
3µ2

4Q4

(
3α3B03 + 3β3A03

)
,

c4 = −Cv
9µ2

16Q4

(
A2

03 −B2
03

)
,

d4 = −Cv
9µ2

16Q4

(
A03B03

)
,

donde

k1 = 2

(
Q′′

Q
− 2

(Q′)2

Q2

)
, k2 = 3

Q′

Q
.

Entonces las ecuaciones diferenciales de elementos asociadas a la variable
σ toman la siguiente forma

α′0 =
1

2
[−d1 − d2 cos f + (c2 − 2c0) sen f + (d1 − d3) cos 2f

+ (c3 − c1) sen 2f + (d2 − d4) cos 3f + (c4 − c2) sen 3f + d3 cos 4f

−c3 sen 4f + d4 cos 5f − c4 sen 5f ] ,

β′0 =
1

2
[c1 + (2c0 + c2) cos f + d2 sen f + (c1 + c3) cos 2f + (d3 + d1) sen 2f

+ (c2 + c4) cos 3f + (d4 + d2) sen 3f + c3 cos 4f + d3 sen 4f

+c4 cos 5f + d4 sen 5f ] .
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La ecuación diferencial para la norma del momento angular es

Q′ = 3Cv
µ

4Q3

[
−
(
α3B03 + β3A03

)
cos f +

(
α3A03 − β3B03

)
sen f

−2B33 cos 2f + 2A33 sen 2f −
(
α3B03 + β3A03

)
cos 3f (10.18)

+
(
α3A03 − β3B03

)
sen 3f

]
.

Las variaciones de primer orden de los elementos bajo la influencia del
término J2 son

α
(1)
i (f) = −3Cv

µ

4Q2
(Ai3 − δi3)

[
2β3f −

(
2A0i − A0i

)
cos f +B0i sen f

−α3 cos 2f − β3 sen 2f − A0i

3
cos 3f − B0i

3
sen 3f

]
, (10.19)

β
(1)
i (f) = 3Cv

µ

4Q2
(Ai3 − δi3)

[
2α3f −B0i cos f +

(
2A0i + A0i

)
sen f

−β3 cos 2f + α3 sen 2f − B0i

3
cos 3f +

A0i

3
sen 3f

]
, (10.20)

α
(1)
0 (f) =

1

2

[
−d1f − (c2 − 2c0) cos f − d2 sen f − 1

2
(c3 − c1) cos 2f

+
1

2
(d1 − d3) sen 2f − 1

3
(c4 − c2) cos 3f +

1

3
(d2 − d4) sen 3f

+
1

4
c3 cos 4f +

1

4
d3 sen 4f +

1

5
c4 cos 5f +

1

5
d4 sen 5f

]
(10.21)

β
(1)
0 (f) =

1

2

[
c1f − d2 cos f + (2c0 + c2) sen f − 1

2
(d3 + d1) cos 2f

+
1

2
(c1 + c3) sen 2f − 1

3
(d4 + d2) cos 3f +

1

3
(c2 + c4) sen 3f

−1

4
d3 cos 4f +

1

4
c3 sen 4f − 1

5
d4 cos 5f +

1

5
c4 sen 5f

]
(10.22)

Y por último se calcula la corrección de primer orden para la norma del
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momento angular

Q(1)(f) = 3Cv
µ

4Q3

[(
α3A03 − β3B03

)
cos f −

(
α3B03 + β3A03

)
sen f

−A33 cos 2f −B33 sen 2f − 1

3

(
α3A03 − β3B03

)
cos 3f

−1

3

(
α3B03 + β3A03

)
sen 3f

]
.
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Conclusiones finales: resultados y futuro
trabajo

Los principales resultados presentados en esta Memoria pueden resumirse
en los siguientes puntos:

i. Reelaboración y generalización del teorema de Ferrándiz y Sansaturio
(1994) y de los resultados de Deprit, Elipe y Ferrer (1994) sobre cano-
nicidad de extensiones de transformaciones puntuales que introducen
coordenadas redundantes en el espacio de configuración (Caṕıtulo 4,
Sección 4.4).

ii. Caracterización de un tipo de potenciales perturbadores compatibles
con la linealización exacta en variables focales, ejemplificado con el uso
de unas variables canónicas de tipo Burdet–Ferrándiz; es decir: trans-
formación de las ecuaciones de movimiento de una clase de sistemas
keplerianos perturbados en las ecuaciones lineales de segundo orden y
coeficientes constantes correspondientes a un conjunto de cuatro osci-
ladores lineales acoplados (Caṕıtulo 5 de la Tesis).

iii. Construcción de una familia biparamétrica de transformaciones canóni-
cas (cuya canonicidad se basa en los resultados del Caṕıtulo 4) que
permiten introducir variables canónicas genéricas de tipo focal; formu-
lación del problema de Kepler en dichas variables focales no especifica-
das, y reducción al correspondiente conjunto de ecuaciones de oscilado-
res armónicos; obtención de algunas de las transformaciones conocidas
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(Burdet–Ferrándiz, Deprit, etc.) como casos particulares a partir de
este esquema general (Caṕıtulo 6).

iv. Aplicación de este procedimiento general a sistemas keplerianos per-
turbados, con un potencial perturbador genérico que, formulado ini-
cialmente en variables canónicas cartesianas, dependa de coordenadas
y momentos conjugados; deducción de las ecuaciones de osciladores
perturbados en las que se convierte las ecuaciones de movimiento del
sistema kepleriano perturbado de partida (Caṕıtulo 7).

v. Estudio de algunos casos de problemas perturbados de dos cuerpos (re-
lacionados con ciertos intermediarios radiales y con el Problema Fun-
damental de la Teoŕıa de Satélites Artificiales) en función de variables
y elementos de tipo focal (Caṕıtulos 8, 9 y 10).

Entre posibles trabajos futuros mencionaremos la aplicación de estas
técnicas de regularización basadas en variables focales a otros tipos de pro-
blemas perturbados (por ejemplo, con perturbaciones que derivan de poten-
ciales de tipo polinómico, sistemas no conservativos, problema lunar de Hill)
y tratamiento de las ecuaciones resultantes por medio de métodos de pertur-
baciones especialmente adaptados para sistemas de tipo oscilatorio.
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Apéndices
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A
El sistema de dos cuerpos con fuerzas internas.

A.1. Planteamiento del problema y separa-

ción entre movimiento del centro de ma-

sas y movimiento relativo.

La mayor parte de los libros de Mecánica Clásica y Mecánica Celeste tra-
tan de manera bastante parecida el problema del movimiento de una masa
puntual en el seno de un campo de fuerzas central, y el problema del mo-
vimiento de dos cuerpos puntuales sometidos exclusivamente a su influencia
mutua (problema este último que, bajo ciertas condiciones, se reduce al del
movimiento de una part́ıcula auxiliar o ficticia bajo el efecto de una fuerza
central). Si bien la mayoŕıa de los textos abordan este estudio en el mar-
co de la formulación newtoniana de la Mecánica, algunos otros (por ejemplo,
Goldstein, 1980; Thiry, 1970) parten ya desde un principio de una formulación
conceptualmente más elaborada y avanzada, sea lagrangiana o hamiltoniana.

A este respecto, de entre la enorme cantidad de referencias bibliográficas
que podŕıan citarse, nos limitaremos a mencionar sólo unas pocas: aquéllas
con las que más hemos trabajado, y más hemos consultado, durante la pre-
paración de alguna de las partes de este trabajo. Nos referimos, en concreto,
a libros (detallamos los caṕıtulos, secciones o apartados que nos parecen más
relevantes para nuestros propósitos) como

135
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Abad (2012), Parte II, Caṕıtulos 6–10, pp. 95–173;

Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Caṕıtulo 1, §1, pp. 1–8; Caṕıtulo
2, §1, pp. 49–58.

Boccaletti y Pucacco (1996), Caṕıtulo 1, §1.5, pp. 41–42, §1.11, pp. 75–
76, §1.14, pp. 85–90, Caṕıtulo 2, §2.1, pp. 126–136, §2.4, pp. 147–156.

Bond y Allman (1996), Caṕıtulos 2–5, pp. 12–80; Apéndices B, pp.
225–229, y E, pp. 236–238.

Cid y Camarena (1979), Caṕıtulo II, §1–§6, pp. 41–49; Caṕıtulo V,
§6–§8, pp. 123–128; Caṕıtulo VIII, §8, pp. 220–222.

Cid y Ferrer (1997), Caṕıtulo 13, §13.4, §§13.4.1, pp. 343–349.

Goldstein (1980), Caṕıtulo 1, §1.1 y §1.2, pp. 1–11; Caṕıtulo 3, pp.
70–127.

Heil y Kitzka (1984), Caṕıtulo 1, pp. 15–96.

Scheck (2005), Caṕıtulo 1, §1.1–§1.7, pp. 1 –20, §1.15, pp. 29–30, §1.22,
pp. 42–44, §1.24, pp. 47–54; Apéndice del Caṕıtulo 1, pp. 81–86; Caṕıtu-
lo 2, §2.16, Ejemplo (i), pp. 109–110; y algunos ejercicios correspondien-
tes a estos caṕıtulos.

Schneider (1992), Caṕıtulos 2 y 3, pp. 14–107;

Stiefel y Scheifele (1971), Caṕıtulos I, II, y III, pp. 6–51; Caṕıtulo VIII,
pp. 181–212; Caṕıtulo X, §37, pp. 230–231.

Szebehely (1967), Caṕıtulo 6, §6.4–§6.6, pp. 327–340.

Thiry (1970), Caṕıtulo II, §1–§15, pp. 44–68; Caṕıtulo III, §10–§11, pp.
93–99, §18, pp. 117–118; Caṕıtulo IV, §6, §§6.3, pp. 132–135; Caṕıtulo
V, §10–§11, pp. 187–190.

En esta exposición de algunos aspectos del problema del movimiento de
dos masas puntuales, sometidas únicamente a su mutua influencia y en au-
sencia de cualquier otro efecto externo al propio sistema de los dos cuerpos,
plantearemos la cuestión desde una formulación newtoniana de la Dinámica.
Más adelante consideraremos las versiones lagrangiana y hamiltoniana de al-
gunos detalles del problema.
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Para un sistema de n part́ıculas (cuerpos puntuales, sin dimensiones, es
decir, sin extensión espacial, pero dotados de masa), con masas m1 , m2 , · ·
· , mn , se denotará como Fij la fuerza que la i–ésima part́ıcula ejerce so-
bre la j–ésima. En relación con esta notación, se ha adoptado el convenio
de Goldstein (1980), Caṕıtulo 1, §1.2, p. 5, de Schneider (1992), Caṕıtulo
3, §3.4, §§3.4.1, p. 48, o de Scheck (2005), Caṕıtulo 1, §1.4, p. 7, y §1.5, p.
8, en el sentido de que el primer sub́ındice se refiere a la part́ıcula “activa”
(que crea un efecto, acción o influencia sobre el resto del espacio), mientras
que el segundo sub́ındice hace mención a la part́ıcula “pasiva” (que detecta
o experimenta el efecto o la influencia debidos a la presencia de la otra masa)1.

Siguiendo asimismo la definición de Scheck (2005), §1.4, p. 7, o Golds-
tein (1980), Caṕıtulo 1, §1.2, p. 5, se considerará que las fuerzas Fij que
actúan entre dichas masas puntuales son fuerzas internas del sistema de n
part́ıculas si dichas fuerzas verifican que Fij = −Fji , es decir, cumplen la
Tercera Ley de Newton de la Dinámica, y son por lo tanto fuerzas de acción
y reacción 2.

Dado un sistema de referencia inercial rectangular cartesiano Ox1x2x3 ,
con origen en un punto O del espacio ordinario R3 y ejes orientados según
las direcciones de una base ortonormal directa ( e1 , e2 , e3 ) del espacio vec-
torial eucĺıdeo R3 , se trata de estudiar el movimiento de dos part́ıculas de
masas m1 y m2 bajo la influencia de su mutua interacción a través de fuer-
zas internas. Se parte, pues, de la hipótesis de que en este caso F21 = −F12 .

El vector de posición de cada part́ıcula mk respecto del sistema de refe-

rencia Ox1x2x3 es rk =
−−−→Omk ( k = 1, 2 ). En virtud de la Segunda Ley de

Newton de la Dinámica, el problema del movimiento de estas dos masas pun-
tuales queda formulado mediante el sistema de dos ecuaciones diferenciales

1Otros autores optan por el criterio opuesto: el primer sub́ındice alude a la masa “pa-
siva” de prueba, y el segundo remite a la masa “activa”; por ejemplo, Arnold, Kozlov y
Neishtadt (1997), Caṕıtulo 1, §1, §§1.2, Ejemplo c), pp. 3–4, y §1.3, p. 5; Heil y Kitzka
(1984), Caṕıtulo 1, §1.3, §§§1.3.3.1, p. 39.

2 Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Caṕıtulo 1, §1, §§1.3, p. 5, llaman fuerzas de
interacción a este tipo de fuerzas, lo que les conduce a la definición de “sistema cerrado”
o “sistema aislado”.
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de segundo orden

m1 r̈1 = F 2 1 ( t , r 1 , r 2 , ṙ 1 , ṙ 2 ) , m2 r̈2 = F 1 2 ( t , r 1 , r 2 , ṙ 1 , ṙ 2 ) , (A.1)

donde, en aras de la generalidad de nuestro planteamiento, por el momento
se supone que la fuerza que actúa sobre cada una de las part́ıculas es una
función vectorial que depende del tiempo t (que será –por ahora– la varia-
ble independiente o parámetro respecto de la que se efectúa el cálculo de
derivadas y de integrales en este problema), de las posiciones r k de ambas
part́ıculas en cada instante, y de sus velocidades instantáneas ṙ k . Se en-
tiende que, como de costumbre, la “notación de puntos” indica “derivadas
respecto de t ”.

Las ecuaciones diferenciales (A.1) pueden completarse con información
adicional acerca del conocimiento que pudiera tenerse en cuanto a las po-
siciones y velocidades de las part́ıculas en un instante dado, o en instantes
distintos, dando aśı lugar (respectivamente) a “problemas de valores inicia-
les” o a “problemas de contorno” asociados al sistema diferencial (A.1).

Para los propósitos de este trabajo bastará con considerar problemas de
valor inicial, dando como condiciones iniciales en un instante t0 los vectores
posición y velocidad de ambas part́ıculas correspondientes a un valor t = t0
de la variable independiente:

r k (t0) = r
(0)
k , ṙ k (t0) = ṙ

(0)
k = v

(0)
k , ( k = 1, 2 ) . (A.2)

A la vista de la dependencia funcional que se ha supuesto para las fuerzas
que aparecen en los segundos miembros de las ecuaciones (A.1) anteriores,
se ve que se trata de un sistema de dos ecuaciones diferenciales vectoriales
de segundo orden para las funciones vectoriales incógnita r1(t) y r2(t) , con
t como variable independiente. En general, dichas ecuaciones serán no linea-
les, y además estarán acopladas a través de la presencia de las funciones rk
y ṙ k en sus segundos miembros (quiere decirse que el movimiento de cada
una de las part́ıculas dependerá en cada instante del movimiento de la otra).
Por estas razones, salvo en casos muy particulares, la resolución anaĺıtica de
estas ecuaciones (para obtener soluciones “teóricas” exactas) será dif́ıcil –o,
incluso, imposible-, si a lo que se aspira es a hallar soluciones exactas en
forma cerrada por medio funciones conocidas.
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Leyendo las funciones incógnita como vectores de R3 , el orden diferen-
cial total de este problema es cuatro. Si se descompone este sistema en sus
componentes escalares, se obtienen seis ecuaciones diferenciales de segundo
orden (para las componentes cartesianas de los vectores r1(t) y r2(t) como
funciones incógnita), por lo que se puede considerar sin más que el orden
diferencial de este problema es doce. Aśı pues, por lo que a su solución ge-
neral atañe, este problema requiere cuatro constantes vectoriales arbitrarias
de integración, o doce constantes escalares arbitrarias.

En lugar de abordar directamente la resolución del sistema diferencial
anterior, se procederá a continuación a su transformación por medio de un
cambio de funciones incógnita. Para ello se efectúa un cambio lineal de las
coordenadas

r1 , r2 −→ r c (r 1 , r 2 ) , r (r 1 , r 2 ) , (A.3)

transformación en la que las nuevas funciones incógnita quedan definidas por
medio de unas combinaciones lineales sencillas de las funciones incógnita de
partida, a través de las ecuaciones

r c (t) :=
m1 r1(t) + m2 r2(t)

M
, r(t) := r1(t) − r2(t) , M := m1 +m2 ,

(A.4)

y cuya transformación inversa, r c , r −→ r1 (r c , r) , r2 (r c , r) , es

r1(t) = r c (t) +
m2

M
r(t) , r2(t) = r c (t) − m1

M
r(t) . (A.5)

Nótese que M es la masa total del sistema de dos part́ıculas m1 y m2 .
Formando las derivadas de primer y segundo orden en estas ecuaciones, se
obtienen inmediatamente las correspondientes relaciones para las velocidades
y las aceleraciones.

Las condiciones iniciales (A.2) permiten evaluar estos vectores, y sus de-
rivadas, en t = t0, para lo que se utilizarán las notaciones

r c (t0) = r(0)c , r(t0) = r(0), ṙ c (t0) = ṙ(0)c = v(0)
c , ṙ(t0) = ṙ(0) = v(0).

(A.6)

El punto C del espacio cuya posición queda caracterizada por el vector

r c (t) ≡ −−→OC se denomina centro de masas del sistema de part́ıculas m1
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y m2 . Por su parte, el vector r(t) ≡ −−−→m2m1 caracteriza en cada instante
la posición relativa de m1 respecto de m2 (es decir, en un sistema de
referencia m2 x1x2x3 con origen de coordenadas en m2 y ejes paralelos a los
de partida). Como r = r1 − r2 , se denotará con r = || r ||= || r1 − r2 || la
distancia eucĺıdea entre las part́ıculas m1 y m2 , con la definición habitual
por medio del producto escalar usual:

r2 = r · r = (r|r) = || r ||2 = r2 .

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (A.1) se observa que

m1 r̈1 +m2 r̈2 = F 2 1 ( t , r 1 , r 2 , ṙ 1 , ṙ 2 ) + F 1 2 ( t , r 1 , r 2 , ṙ 1 , ṙ 2 ) = 0 ,
(A.7)

mientras que a partir de la definición (A.4) del vector de posición del centro
de masas se tiene

M r c (t) = m1 r1(t) + m2 r2(t) =⇒ M r̈ c (t) = 0⇐⇒ r̈ c (t) = 0 , (A.8)

expresión que –en virtud de la Segunda Ley de Newton– puede interpretarse
como la ecuación del movimiento libre (es decir, en ausencia de fuerzas exter-
nas) de una part́ıcula de masa M situada en cada instante en la posición del
centro de masas del sistema, por lo que –según la Primera Ley de Newton,
o Principio de Inercia– dicha part́ıcula o bien estaŕıa animada de un movi-
miento rectiĺıneo y uniforme, o bien permaneceŕıa en reposo (dependiendo de
las condiciones iniciales). En efecto, la integración de esta ecuación conduce
a la solución general

ṙ c ( t; A ) = A , r c ( t; A,B ) = A t + B , (A.9)

siendo los vectores A y B dos constantes (vectoriales) de integración, que
aportan seis constantes escalares arbitrarias. Las expresiones que figuran en
la solución general que se acaba de obtener puede reinterpretarse como dos
relaciones funcionales vectoriales de la forma3

−→
Φ 1 (−,−,−, ṙ 1 , ṙ 2 ) =

−→A ,
−→
Φ 2 (t, r 1 , r 2 ,−,−) =

−→B , (A.10)

que son dos integrales primeras (vectoriales) funcionalmente independientes
del sistema diferencial (A.1) de partida. Con ello se dispone ya de seis cons-
tantes de integración, por lo que puede pensarse que –al menos formalmente–
el orden diferencial del problema original ha pasado de 12 a 12− 6 = 6 .

3Se ha usado un guión para indicar la ausencia expĺıcita de la variable que, en la
dependencia funcional considerada, apareceŕıa en esa posición.
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Bajo cualquiera de las formas anteriores, (A.9) o (A.10), estas integrales
primeras se conocen como las integrales del centro de masas del sistema de
dos cuerpos considerado.

En ocasiones se utiliza el momento lineal del centro de masas, definido
como p c = M ṙ c , y que a la vista de (A.8) es una constante del movimien-
to, como también se deduce de manera inmediata a la vista de la primera
relación de (A.9).

La solución particular de (A.8) correspondiente a las condiciones iniciales
(A.6) será

ṙ c ( t ) = v(0)
c , r c ( t ) = v(0)

c t +
(
r(0)c − v(0)

c t0
)

= v(0)
c ( t − t0 ) + r(0)c .

(A.11)

Se comprobará a continuación cómo se puede hacer efectiva la reducción
de orden que se acaba de mencionar. Llevando las expresiones de (A.5) y sus
derivadas a las ecuaciones (A.1), éstas se transforman en

m1 r̈ c +
m1m2

M
r̈ = F∗21 ( t , r c , r, ṙ c , ṙ) , (A.12)

m2 r̈ c −
m1m2

M
r̈ = F∗12 ( t , r c , r, ṙ c , ṙ) = −F∗21 ( t , r c , r, ṙ c , ṙ) , (A.13)

donde las funciones F∗ij se obtienen a partir de las correspondientes Fij tras
efectuar el cambio dado en (A.5). Teniendo en cuenta que r̈ c (t) = 0 , ambas
expresiones se reducen a una única ecuación

µ r̈ = F∗21 ( t , r c , r, ṙ c , ṙ) , siendo µ =
m1m2

M
. (A.14)

Esta nueva cantidad µ es la masa reducida del sistema de las dos part́ıculas,
y la ecuación diferencial obtenida puede interpretarse como la ecuación de
movimiento de una part́ıcula auxiliar de masa µ en el seno del campo de
fuerzas F∗21 ( t , r c , r, ṙ c , ṙ) . Pero teniendo en cuenta que ahora, a la vista de
(A.9), ya se sabe cómo son las funciones r c (t) y ṙ c (t), la fuerza que actúa
sobre µ puede expresarse en la forma

F∗21 ( t , r c (t), r, ṙ c (t), ṙ) = F ]
21 ( t , r , ṙ ) ≡ F ( t , r , ṙ ) , (A.15)

notación que se mantendrá en lo sucesivo.
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De manera que, mediante el cambio de variables dependientes dado por
(A.4)–(A.5), el sistema diferencial de ecuaciones acopladas (A.1) se ha trans-
formado en un sistema equivalente

M r̈ c = 0 , µ r̈ = F ( t , r , ṙ ) , (A.16)

en el que cada una de las ecuaciones (vectoriales) sólo contiene a una de las
funciones incógnita (y a sus derivadas). El problema (A.1) de partida, que era
de orden 12, ha quedado, pues, descompuesto en dos subproblemas indepen-
dientes (es decir, desacoplados) de orden 6, para las funciones incógnita r c y
r , respectivamente; además, el primero de estos subproblemas se ha resuelto
de manera inmediata, y ahora basta con estudiar el segundo subproblema,
por lo que –tras todo lo anterior– queda de manifiesto cómo se ha procedido
a sacar partido de las integrales del centro de masas para conseguir reducir
el orden diferencial del problema original hasta orden 6.

En componentes respecto del sistema de coordenadas m2x1x2x3 , con
r = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 ≡ (x1, x2, x3) y F = F1 e1 + F2 e2 + F3 e3 ≡
(F1, F2, F3), la segunda de las ecuaciones vectoriales de (A.16) da lugar a tres
ecuaciones escalares de segundo orden,

µ ẍi = Fi ( t , x1 , x2 , x3 , ẋ1 , ẋ2 , ẋ3 ) , i = 1 , 2 , 3 , (A.17)

para las funciones incógnita x1 , x2 y x3 .

A continuación, recordando el enunciado de la Tercera Ley de Newton
(Scheck, (2005), §1.1, p. 2),

“Para toda acción existe siempre una reacción igual y opuesta; o bien,
las acciones mutuas de dos cuerpos cualesquiera son siempre iguales y

orientadas de manera opuesta a lo largo de la misma recta”,

las fuerzas F21 y F12 actúan en cada instante según la dirección de la recta
que en dicho instante pasa por ambas part́ıculas, pero en sentidos opuestos.
Es decir, estas fuerzas son en todo instante colineales con el vector r(t) =
r1(t)− r2(t), por lo que –en definitiva– se concluye que F ( t , r , ṙ ) es colineal
con r(t) :

F ( t , r , ṙ ) = f ( t , r , ṙ ) r̂ , donde r̂ =
1

r
r (A.18)
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es el vector unitario en la dirección del vector de la posición relativa de una
de las masas respecto de la otra, es decir, el vector unitario en la “dirección
radial”; por lo tanto la fuerza que actúa sobre la part́ıcula de masa µ pasa
siempre por un punto fijo (que en este caso, debido a la elección del sistema
de referencia m2 x1 x2 x3 , coincide con el origen de coordenadas, origen del
vector r ). Esto significa que la función vectorial F dada en (A.18), y que
en general puede depender de la posición de la part́ıcula, de su velocidad y
del tiempo, es una fuerza central 4 (Thiry 1970, Caṕıtulo II, §1, p. 45; Heil y
Kitzka 1984, Caṕıtulo 1, §1.3, §§§1.3.2.4, p. 35; Schneider 1992, Caṕıtulo 2,
§2.3, §§2.3.3, Ec. (2.35), p. 24). Se dice que esta fuerza central es atractiva
cuando f ( t , r , ṙ ) < 0 , y repulsiva cuando f ( t , r , ṙ ) > 0 (Schneider 1992,
Caṕıtulo 2, §2,3, §§2.3.4, pp. 27–28). La intensidad o magnitud de esa fuerza
viene caracterizada por la norma del vector F , que en este caso general es

||F ( t , r , ṙ ) || = |f ( t , r , ṙ ) | . (A.19)

De este modo, el problema de resolver el sistema acoplado de
ecuaciones diferenciales del movimiento (A.1) para el sistema de
dos cuerpos bajo fuerzas internas se reduce a dos problemas des-
acoplados, equivalente cada uno de ellos a un problema de un solo
cuerpo, a saber:

Problema del movimiento del centro de masas: movimiento
(respecto de la referencia inercial Ox1x2x3 ) de una part́ıcula de ma-
sa M = m1 + m2 (masa total del sistema) cuya posición en
cada instante queda localizada por medio del vector r c (t) , velocidad
instantánea ṙ c (t) y aceleración r̈ c (t) . Su movimiento es solución de
la ecuación lineal y homogénea M r̈ c = 0 para la función incógnita

4No hemos encontrado en la literatura acuerdo unánime en cuanto al uso de la termi-
noloǵıa. La mayoŕıa de los autores se limita a considerar para la definición de “fuerza
central” el caso particular de fuerzas centrales conservativas, en las que la dependencia
funcional del campo vectorial se reduce a F (− , r , − ) = f (− , ||r|| , − ) r̂ = f ( r ) r̂ .

Schneider (1992), Caṕıtulo 2, §2.3, §§2.3.3, p. 27, Ec. (2.62), utiliza para esta situación
de fuerzas centrales conservativas la denominación de fuerzas centrales en el sentido más
restringido del término (Zentralkräfte im engeren Sinne).

Heil y Kitzka (1984), p. 35, Ec. (1.58), denominan leyes de fuerzas centrales (Zentral-
kraftgesetze) a la clase de leyes de fuerzas que responden a la expresión general (A.18), y
reservan el nombre de campos de fuerzas centrales (Zentralkraftfelder, Ec. (1.65), p. 37)
para los de la forma F (− , r , − ) = f (− , r , − ) r̂ = f ( r ) r̂ , que en general son no
conservativos.

Véase más adelante el tratamiento más detallado del caso conservativo.
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APÉNDICE A. EL SISTEMA DE DOS CUERPOS CON FUERZAS
INTERNAS.

r c (t) , por lo que –dependiendo de las condiciones iniciales– el centro de
masas se desplaza en el espacio a lo largo de una recta y con velocidad
constante (movimiento rectiĺıneo y uniforme) o permanece en
reposo. Se trata del movimiento libre (en ausencia de fuerzas
externas) de un solo cuerpo en el espacio.

Problema del movimiento relativo: movimiento de una part́ıcula
de masa µ (masa reducida del sistema) cuya posición (contempla-
da desde la masa m2 ) viene caracterizada en cada instante por medio
del vector r(t) , que marcaba la posición relativa de m1 vista desde
m2 ; su velocidad instantánea es ṙ(t) , y su aceleración es r̈(t) . El mo-
vimiento relativo se obtiene como solución de la ecuación diferencial
µ r̈ = F ( t , r , ṙ ) = f ( t , r , ṙ ) r̂ para la función incógnita r(t) , si-
tuación que aparece como un caso particular de movimiento de una
masa puntual en el seno de un campo de fuerzas central. En el
caso concreto en el que las masas puntuales m1 y m2 originales están
únicamente sometidas a la fuerza de su mutua atracción gravitatoria
(regida por la Ley de Gravitación Universal de Newton), se verá que
las órbitas solución del problema de Kepler son cónicas,
con m2 en uno de sus focos, parametrizadas por medio de varia-
bles auxiliares (anomaĺıas) de tipo angular; la posición de la part́ıcula
móvil de masa µ a lo largo de la órbita (cónica con foco en m2 ) se
determina a través de la correspondiente ley horaria del movimiento,
que recoge la relación entre un parámetro de tipo angular (del tipo de
una anomaĺıa excéntrica) y el tiempo t : ecuación de Kepler en el caso
de órbitas eĺıpticas o hiperbólicas, o ecuación de Barker en las órbitas
parabólicas.

A.2. Problema del movimiento relativo. Mo-

vimiento en un campo central.

Se acaba de ver que el problema del movimiento del centro de masas ha
quedado completamente resuelto, y ahora se abordará el estudio detallado del
problema del movimiento relativo, que se ha llevado a la forma del problema
del movimiento de una masa puntual ficticia, de masa µ , en el seno de un
campo de fuerzas central:

µ r̈ = F ( t , r , ṙ ) = f ( t , r , ṙ ) r̂ . (A.20)
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Esta ecuación vectorial es equivalente al sistema de tres ecuaciones diferen-
ciales escalares

µ ẍi = Fi ( t , x1 , x2 , x3 , ẋ1 , ẋ2 , ẋ3 ) =

= f ( t , x1 , x2 , x3 , ẋ1 , ẋ2 , ẋ3 )
xi
r
, i = 1 , 2 , 3 . (A.21)

Para realizar dicho estudio se considera a continuación el sistema de refe-
rencia con origen coincidente con el centro de fuerzas (en este caso, el punto
ocupado por la part́ıcula m2 , origen del vector r = r1− r2 ), y ejes paralelos
a los del sistema Ox1x2x3 de partida. Se entiende, pues, que se trata de un
sistema de coordenadas con origen en m2 , cuya posición sirve de apoyo a
una base de R3 , ortonormal y positivamente orientada, ( e1 , e2 , e3 ).

Se introduce el vector momento angular G de µ (respecto de dicho origen)
como el momento (respecto del origen elegido5) de su momento lineal p =
µ ṙ , es decir,

G := G ( t , r , ṙ ) = r× p = r× µ ṙ = µ ( r× ṙ ) . (A.22)

La variación temporal de este vector viene descrita por la derivada

dG

dt
= ṙ× p + r× ṗ = r× ṗ = r× µr̈ = r× F , (A.23)

donde se ha supuesto masa constante y se ha utilizado la Segunda Ley de
Newton en la forma dada en la segunda ecuación de (A.16), o en (A.20).
Esto indica que la causa que gobierna el cambio del momento angular de µ
a lo largo del tiempo es el momento de la fuerza (externa, debida al campo
central) que actúa sobre dicha part́ıcula.

Pero en el caso de fuerzas centrales, ecuación (A.18) o (A.20), como los
vectores r y F son colineales, dicho momento es nulo, por lo que el vector
momento angular permanece constante a lo largo del movimiento:

dG

dt
= r× { f ( t , r , ṙ ) r̂ } = 0 =⇒ G(t) =

−→
cte. (A.24)

Dicho vector constante puede determinarse a partir de las condiciones inicia-
les (A.6):

G(t) = G(t0) = µ
(

r(0) × ṙ(0)
)

= µ
(
r(0) × v(0)

)
≡ G(0) , (A.25)

5En lo sucesivo se omitirá, en general, la mención expĺıcita al origen de momentos, si
dicha omisión no causa confusión o ambigüedad.

145
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o bien, en componentes respecto de la base ( e1 , e2 , e3 ),

G`(t) = G`(t0) = G
(0)
` , ` = 1 , 2 , 3 . (A.26)

Esto significa que el vector momento angular es una integral primera
(vectorial) de la ecuación diferencial que en (A.16), o en (A.20), rige el mo-
vimiento relativo. Gracias a las tres integrales primeras escalares aportadas
por las tres componentes de G , el problema puede reducirse ahora de orden
6 a orden 3.

Otra consecuencia importante de esta conservación del momento angu-
lar es que el movimiento transcurre siempre en un mismo plano. Nótese
que los vectores posición r(t) y velocidad ṙ(t) , si no son colineales, ge-
neran en cada instante un plano (que pasa por el origen de coordenadas)
Π(t) =< r(t) , ṙ(t) > , llamado plano instantáneo del movimiento, o plano
orbital instantáneo. Por su propia definición, G(t) es ortogonal a r(t) y
a ṙ(t) , y por lo tanto es ortogonal a todo vector del plano subtendido por
dichos vectores, que es precisamente Π(t) . En consecuencia, G(t) es un vec-

tor normal al plano Π(t) . Pero si G(t) ≡ −→cte. , esto significa que el plano
ortogonal a G(t) que pasa por el origen es el mismo en todo instante, los
vectores posición y velocidad están siempre contenidos en el mismo plano, y
el plano del movimiento es un plano fijo.

La ecuación impĺıcita de este plano fijo se deduce del hecho de que se
trata del plano de todos los vectores ortogonales al vector constante G ,
cuyas componentes en el sistema de coordenadas m2x1x2x3 se han denotado

(véase (A.26) más arriba) como
(
G

(0)
1 , G

(0)
2 , G

(0)
3

)
. Si r = x1 e1 + x2 e2 +

x3 e3 ≡ (x1, x2, x3) ha de ser un vector que yace en el plano del movimiento,
deberá cumplir la condición de ortogonalidad

G · r = 0 ⇐⇒ Π ≡ G
(0)
1 x1 + G

(0)
2 x2 + G

(0)
3 x3 = 0 . (A.27)

Por lo tanto, el estudio del movimiento relativo puede reducirse a su
estudio en el seno del plano orbital. Esta ecuación de Π permite despejar
una de las variables x` en función de las otras dos, quedando aśı eliminada
esa variable durante el resto del tratamiento del problema.

En lugar de proceder de esta manera, parece preferible pasar a considerar
el estudio del movimiento relativo por medio de unas variables conveniente-
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mente elegidas dentro del propio plano orbital, obviando por el momento su
referencia a coordenadas ajenas al plano.

Con este propósito se elige en el plano fijo del movimiento un sistema
rectangular cartesiano m2xy , con ejes orientados según las direcciones de
unos vectores unitarios y ortogonales i , j sobre cuyas direcciones y sentidos
no se impone por ahora ninguna condición, salvo la de que formen un sistema
dextrógiro.

Referidos a esta base, los vectores contenidos en este plano (como, por
ejemplo, los vectores posición, velocidad, aceleración, momento lineal, fuerza,
etc.) se pueden representar como

r = x i + y j ≡ (x, y) , ṙ = ẋ i + ẏ j ≡ (ẋ, ẏ) , r̈ = ẍ i + ÿ j ≡ (ẍ, ÿ) ,

p = px i + py j ≡ (px, py) , F = Fx i + Fy j ≡ (Fx, Fy) , etc. (A.28)

Por otra parte, el sistema de vectores ( i , j ) se puede completar hasta
una base de R3 , adjuntando cualquier vector de R3 que no pertenezca al
plano Π (y que, por lo tanto, será linealmente independiente con i y con
j ). Si se desea que la base aśı obtenida sea una base ortonormal directa de
R3 , como i y j ya eran ortonormales y formaban un sistema dextrógiro,
bastará con adjuntarles un tercer vector unitario que sea ortogonal al plano
del movimiento y que, junto con i y con j , complete un triedro positivamente
orientado. Pero ya se sabe que el vector momento angular G es perpendicular
a Π , por lo que normalizándolo quedará definiendo un tercer vector unitario

k =
1

||G|| G =
1

G
G tal que i× j = k , (A.29)

de manera que ( i , j , k ) constituye ahora una base ortonormal directa del
espacio ordinario, respecto de la cual los vectores del plano Π tiene nula su
tercera componente,

r = x i + y j + 0 k ≡ (x, y, 0) , ṙ = ẋ i + ẏ j + 0 k ≡ (ẋ, ẏ, 0) ,

F = Fx i + Fy j + 0 k ≡ (Fx, Fy, 0) , etc. (A.30)

mientras que los vectores D que no pertenecen a Π obedecen en general a
expresiones del tipo

D = Dx i + Dy j + Dz k ≡ (Dx, Dy, Dz) . (A.31)
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En particular, para el vector momento angular se tiene ahora

G = ( 0, 0, Gz ) , con Gz = µ (x ẏ − y ẋ ) , y ||G|| = G = |Gz| .
(A.32)

Por tratarse de un vector constante, sus tres componentes escalares deberán
ser constantes. Las dos primeras, Gx = 0 , Gy = 0 , evidentemente lo son, y
el valor numérico de esas contantes es –precisamente– cero; para la tercera se
tiene Gz = µ (x ẏ − y ẋ ) = cte., cuyo valor está relacionado con el valor
de la norma de G ; pero dicho valor ya es conocido a partir de las condiciones
iniciales, que permiten evaluar G(t) = ||G(t)|| = ||G(t0)|| = ||G(0)|| ≡ G =
cte .

Formulado el problema del movimiento relativo, ecuaciones (A.16), (A.20)
o (A.21), en las coordenadas cartesianas xy tomadas en el plano orbital, la
ecuaciones de movimiento toman la forma

µ ẍ = Fx ( t , x , y , ẋ , ẏ ) , µ ÿ = Fy ( t , x , y , ẋ , ẏ ) , (A.33)

que constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
para las funciones incógnita x e y . A primera vista podŕıa pensarse que se
trata de un sistema diferencial de orden 4; pero entre las cuatro variables
(x , y , ẋ , ẏ) se verifica la relación x ẏ − y ẋ = constante , que era conse-
cuencia de la conservación del momento angular orbital G y de (A.32). Esto
permite eliminar alguna de estas cuatro variables en función de las otras tres,
y rebajar el orden diferencial del problema en una unidad. En conclusión, en
esta versión del problema se recupera de nuevo el resultado, ya conocido y an-
teriormente mencionado, de que la integral (vectorial) del momento angular
permite llevar –al menos formalmente- el problema del movimiento relativo
a un problema diferencial de orden 3.

Para intentar alcanzar un mejor conocimiento de este problema, man-
teniendo todav́ıa el grado de generalidad con el que se ha procedido hasta
ahora, conviene reformularlo en coordenadas polares planas tomadas en el
plano del movimiento. Con el mismo origen en m2 que las coordenadas car-
tesianas (x, y) , se introduce un sistema de coordenadas polares (r, ϕ) en el
plano orbital, a través de las ecuaciones del cambio de variables dependientes

x = r cosϕ , y = r senϕ , (A.34)

cuya transformación inversa viene dada por las expresiones

r = +
√
x2 + y2 , ϕ = arctan (y/x) . (A.35)
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Estas coordenadas tienen asociadas en cada punto del plano las direcciones
radial, según el vector unitario er ≡ r̂ = r/r , y tranversal, según la direc-
ción del vector unitario eϕ obtenido al hacer rotar al vector er un ángulo de
π/2 radianes en sentido positivo (es decir, en sentido antihorario, o contrario
al del movimiento de las agujas de un reloj). Por lo tanto, a cada punto del
plano se puede asociar una base móvil ortonormal y directa formada por los
vectores er y eϕ , que puede completarse hasta una base ortonormal directa
del espacio ordinario R3 por medio del vector k = G/G anteriormente
considerado en (A.29).

En coordenadas polares, algunas de las variables cinemáticas y dinámicas,
ecuaciones (A.28) y (A.30), utilizadas hasta ahora, adoptan la forma

r = r er , ṙ = ṙ er + rϕ̇ eϕ , r̈ =
(
r̈ − r ϕ̇2

)
er + (2 ṙ ϕ̇+ r ϕ̈) eϕ ,

F = F ( t , r , ṙ ) = f ( t , r , ṙ ) er . (A.36)

Para vectores D , ecuación (A.31), que no estén contenidos en el plano Π
del movimiento, su expresión en la base ( er , eϕ , k ) será

D = Dr er + Dϕ eϕ + Dz k . (A.37)

En particular, para el vector momento angular, ecuación (A.32), se tiene
ahora

G = Gz k , con Gz = µ r2 ϕ̇ , y ||G|| = G = |Gz| . (A.38)

A partir de las ecuaciones (A.16), (A.20) o (A.21), se hab́ıan obtenido las
ecuaciones de Newton (A.33) para el problema del movimiento relativo, que
–en coordenadas polares planas– serán ahora

µ (r̈)radial = Fradial =⇒ µ
(
r̈ − r ϕ̇2

)
= f ( t , r , ṙ ) =

= fpolares ( t , r , ϕ , ṙ , ϕ̇ ) , (A.39)

µ (r̈)transversal = Ftransversal =⇒ µ (2 ṙ ϕ̇+ r ϕ̈) = 0 , (A.40)

que en apariencia forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden para las funciones incógnita (r, ϕ) , y el problema es de orden
cuatro. Pero multiplicando ambos miembros de la última ecuación por r , se
tiene

µ
(
2 r ṙ ϕ̇+ r2 ϕ̈

)
= 0 =⇒ d

dt

(
µ r2 ϕ̇

)
= 0 =⇒ µ r2 ϕ̇ = cte. ,

(A.41)
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relación que representa una integral primera del sistema diferencial anterior
(inmediatamente reconocible, a la vista de (A.38), como la tercera componen-
te, Gz , del vector momento angular, o como la norma, G , de dicho vector),
por lo que en realidad se ha llevado el problema a orden tres. De manera que
ahora el sistema (A.39)–(A.40) puede reescribirse en la forma

µ
(
r̈ − r ϕ̇2

)
= f ( t , r , ṙ ) = fpolares ( t , r , ϕ , ṙ , ϕ̇ ) , µ r2 ϕ̇ = G = cte. ,

(A.42)

claramente de orden tres. Esta última ecuación, que en coordenadas polares
planas representa la conservación del momento angular, permite despejar ϕ̇
en función de r ,

ϕ̇ = ϕ̇ (r) =
G

µr2
, (A.43)

gracias a lo cual la variable ϕ̇ puede eliminarse de la formulación del pro-
blema, con lo que se obtiene el sistema diferencial

µ

(
r̈ − G2

µ2 r3

)
= f̂polares ( t , r , ϕ , ṙ , − ) , ϕ̇ =

G

µr2
, con G = cte.

(A.44)

Además, las ecuaciones (A.41) o (A.43) permiten considerar la transfor-
mación diferencial de la variable independiente t −→ ϕ dada por la relación
diferencial

d t =
µ r2

G
dϕ , (A.45)

cambio de variable independiente que reemplaza el tiempo f́ısico t por el
ángulo polar ϕ a través de lo que se conoce como una transformación gene-
ralizada de tipo Sundman.

Otra consecuencia importante de la conservación del momento angular
en el caso del movimiento en campos de fuerzas centrales es la ley de la
áreas, generalización del resultado originalmente establecido por Kepler para
en movimiento de los planetas en el seno del Sistema Solar bajo la forma
de la Segunda Ley de Kepler, pero cuya validez queda ahora justificada para
cualquier fuerza central (no necesariamente conservativa ni descrita por la
Ley de atracción gravitatoria de Newton).
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A la vista de la definición (A.22) del vector momento angular y de los
resultados de las ecuaciones (A.24), (A.32), (A.38), (A.41) se concluye que
la cantidad

|| r× ṙ || = |x ẏ − ẋ y | = r2 ϕ̇ = G/µ (A.46)

es constante. Pero precisamente esta cantidad está relacionada con la veloci-
dad areolar instantánea del movimiento,

d S(t)

dt
=

1

2
|| r× ṙ || , (A.47)

que mide el área barrida por el vector de posición en la unidad de tiempo
(Abad 2012, Caṕıtulo 6, §6.2, p. 99, y §6.4, p. 103; Boccaletti y Pucacco 1996,
Caṕıtulo 2, §2.1, p. 129; Cid y Camarena 1979, Caṕıtulo II, §6, pp. 47–48;
Goldstein 1980, Caṕıtulo 3, §3.2, p. 73 y Caṕıtulo 3, §3.8, p. 100; Arnold,
Kozlov y Neishtadt 1997, Caṕıtulo 2, §2.1, pp. 49–50; Bond y Allman 1996,
Caṕıtulo 3, §3.2, pp. 34–36; Heil y Kitzka 1984, Caṕıtulo 1, §1.3, §§§1.3.2.4,
p. 36; Schneider 1992, Caṕıtulo 2, §§2.3.2, p. 23), con lo que queda estable-
cido que “el radio vector barre áreas iguales en tiempos iguales”, “las áreas
barridas por el vector de posición son proporcionales a los tiempos empleados
para hacerlo”, o cualquier enunciado equivalente:

d S(t)

dt
=

1

2
|| r× ṙ || =

G

2µ
= cte. (A.48)

Por este motivo, en muchas ocasiones se habla de la integral primera del
momomento angular como de la integral de las areas o la constante de las
áreas.

En el caso particular del problema gravitatorio de dos cuerpos, en el que
la interacción entre las part́ıculas viene descrita por la Ley de Gravitación
Universal de Newton, al considerar las soluciones de dicho problema que sean
elipses, la integración de esta última ecuación a lo largo de una revolución
completa de la part́ıcula en torno al centro atractor permite deducir la Tercera
Ley de Kepler.
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A.3. Caso de campos centrales conservativos.

Método de Binet.

El caso de fuerza central que con mayor frecuencia aparece tratado en
los libros de Mecánica, el de fuerzas centrales conservativas, es aquél en el
que la dependencia funcional del campo vectorial se reduce a una forma
particularmente sencilla:

F (− , r , − ) = f (− , ||r|| , − ) r̂ = f ( r ) r̂ = f ( r ) er . (A.49)

Se demuestra (Scheck, 2005, Caṕıtulo 1, §1.7, p. 13, y §1.15, Ejemplo (i), p.
31; Heil y Kitzka (1984), Caṕıtulo 1, §1.3, §§§1.3.2.4, p. 37) que entonces

∇× F = ∇× ( f ( r ) r̂ ) = 0 , (A.50)

con lo que, en efecto, el campo vectorial F es conservativo6, y (de acuerdo
con los resultados del Análisis Vectorial) existe un campo escalar V de la
variable escalar r tal que7

F ( r ) = −∇V ( r ) = − ∂ V (|| r ||)
∂ r

= − ∂ V (r)

∂ r
r̂ . (A.51)

El potencial V es, salvo una constante aditiva,

V (r) = −
∫
f (r) dr . (A.52)

Equivalentemente,

f(r) = − d V (r)

d r
. (A.53)

En virtud de la ecuación (A.49), estos campos centrales presentan “si-
metŕıa central” (también se usan como sinónimos las expresiones “simetŕıa
radial”, “simetŕıa esférica” o “simetŕıa bajo rotaciones”): a efectos de deter-
minar la intensidad de la fuerza que actúa sobre un punto a una distancia

6Goldstein (1980), Caṕıtulo 1, §1.1, pp. 3–5; Heil y Kitzka (1984), Caṕıtulo 1, §1.3,
§§§1.3.2.3, pp. 33–35; Scheck (2005), Capitulo 1, §1.15, pp. 29–30.

7En Mecánica se dice que la fuerza es “el ‘menos’ gradiente de un potencial”, o “el
opuesto del gradiente de un potencial”, por conveniencia en el uso de las notaciones al
establecer el Teorema de Conservación de la Enerǵıa. En Análisis Vectorial se dice que
un campo vectorial es conservativo si existe una campo escalar Φ cuyo gradiente permite
reconstruir el campo vectorial: F = ∇Φ.
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dada del centro de fuerzas, todas las direcciones del espacio son equivalentes.
En este sentido se dice que estos campos son isótropos (no hay en el espacio
ninguna dirección privilegiada), y todos los puntos del espacio que equidis-
tan del centro de fuerzas (y, por lo tanto, están situados sobre una superficie
esférica de radio dado y con centro en el centro de fuerzas) están sometidos
a una fuerza de la misma intensidad (sólo difiere la dirección a lo largo de la
cual actúa dicha fuerza en cada punto).

Recordando cómo se ha llegado a un problema de fuerzas centrales a
partir del estudio del movimiento de dos part́ıculas libres (no sometidas a
ninguna fuerza externa, ajena al propio sistema de las dos part́ıculas) en
interacción (sólo sometidas a sus influencias mutuas a través de fuerzas de
acción y reacción), se está suponiendo ahora que la intensidad de dicha in-
teracción no depende más que de la distancia r entre las masas puntuales
en cada instante; es decir, “sólo depende de la configuración del sistema de
las dos part́ıculas, y no de la posición del mismo en el espacio” (Thiry 1970,
Caṕıtulo II, §14, p. 65.).

En esta situación, veremos que el problema puede tratarse por medio del
método de Binet (Boccaletti y Pucacco 1996, Caṕıtulo 2, §2.1, pp. 134–136;
D’Eliseo 2007, §II, p. 353; Goldstein 1980, Caṕıtulo 3, §3.5, pp. 85–86, y §3.7,
p. 94; Cid y Camarena 1979, Caṕıtulo V, §7, pp. 124–126, y §8, pp. 126–128;
Schneider 1992, Caṕıtulo 2, §§2.3.3, pp. 26–27; Thiry 1970, Caṕıtulo II, §1,
pp. 44–46, y §7, pp. 52–53; Arnold, Kozlov y Neishtadt 1997, Caṕıtulo 2,
§2.1, pp. 50–52, aunque estos autores atribuyen la técnica a Clairaut).

Antes de proceder a aplicar dicho método, conviene hacer algunas con-
sideraciones y cálculos preliminares. Las ecuaciones de movimiento (A.42)
quedan como

µ
(
r̈ − r ϕ̇2

)
= f ( r ) , µ r2 ϕ̇ = G = cte. , (A.54)

ecuaciones que pueden desacoplarse utilizando (A.43) para eliminar ϕ̇ en la
primera de ellas y convertirla en una ecuación diferencial de segundo orden
para la variable radial r como función incógnita de la variable independiente
t :

µ

(
r̈ − G2

µ2 r3

)
= f ( r ) =⇒ µ r̈ = f ( r ) +

G2

µ r3
= fef ( r ) , (A.55)
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donde fef es la “fuerza efectiva”, resultado de superponer a la fuerza “real”
f una fuerza “ficticia” (de naturaleza no inercial y de magnitud G2/µ r3)
introducida por el uso de un sistema rotante de coordenadas asociado a la
base móvil formada por los vectores er y eϕ .

Esta última ecuación (A.55) puede ahora interpretarse como la ecuación
del movimiento unidimensional de una part́ıcula de masa µ , a lo largo de
una recta en la cual la posición de µ en cada instante (su distancia al ori-
gen) queda caracterizada por la coordenada r , bajo la acción de una fuerza
externa fef ( r ) .

La resolución de este “problema unidimensional equivalente” para la va-
riable radial r , si fuese posible, permitiŕıa obtener la solución general de
(A.55) como una familia biparamétrica de funciones de t dependiente de dos
constantes arbitrarias de integración,

r = r (t ;C1, C2) , (A.56)

por lo que el problema del movimiento relativo habŕıa quedado reducido a un
problema diferencial de orden uno que, en realidad, se resolveŕıa formalmente
por cuadratura a partir de (A.43):

dϕ

dt
=

G

µ [r (t ;C1, C2)]
2 =⇒ ϕ = ϕ (t ;C1, C2, C3) . (A.57)

En conclusión, si fuese posible completar con éxito este procedimiento, el
problema del movimiento de la part́ıcula de masa µ en el seno del campo
central conservativo considerado habŕıa quedado resuelto, pues se dispondŕıa
en coordenadas polares planas de una representación paramétrica de las so-
luciones dada por las expresiones (A.56) y (A.57), con t como parámetro de
la representación. Invirtiendo los sucesivos cambios de variables dependientes
que se han ido efectuando anteriormente, se obtendŕıa la solución del pro-
blema del movimiento relativo en los diferentes sistemas de coordenadas (en
el plano Π del movimiento y en el espacio tridimensional) utilizados hasta
ahora.

La ecuación (A.55) será, en general, no lineal y presenta, además, una
singularidad para r = 0 (salvo que, en algunos casos particulares, el término
en r−3 se vea compensado por un término análogo en la función f(r), sin
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que esa función sea a su vez fuente de otras posibles singularidades).

El método de Binet consiste en transformar esta ecuación diferencial
(A.55) por medio de un cambio de variable dependiente r −→ u y un
cambio de variable independiente t −→ φ . La nueva función incógnita u
suele elegirse como el rećıproco de la distancia r ; y es habitual utilizar como
nueva variable independiente φ el propio ángulo polar ϕ (u otro que sólo
difiera de éste a través de una constante aditiva), aprovechando para ello las
expresiones (A.41) o (A.43):

r −→ u : r =
1

u
, t −→ ϕ :

d

dt
=

d

dϕ

dϕ

dt
=

G

µr2
d

dϕ
=

G

µ
u2

d

dϕ
,

(A.58)

con lo que para los operadores diferenciales de segundo orden se tendrá la
relación

d 2

dt2
=

2G2

µ2
u3 u ′

d

dϕ
+

G2

µ2
u4

d 2

dϕ2
, donde ( ) ′ ≡ d

dϕ
, (A.59)

es decir, se ha usado la “notación de primas” para las “derivadas respecto de
la nueva variable independiente”.

Aplicando estos operadores a la función r , y teniendo en cuenta el cambio
de función incógnita r = 1/u ,

ṙ = − G

µ
u ′ , r̈ = − G2

µ2
u2 u ′′ , (A.60)

y la ecuación (A.55) se transforma en

u′′ + u = − µ

G2

{
1

u2
f

(
1

u

)}
, (A.61)

que es una ecuación diferencial de segundo orden para la función incógnita u
de la variable independiente ϕ . Se suele decir que es la ecuación diferencial
de la órbita. También se llama ecuación de Binet.

El primer miembro de esta ecuación tiene la forma correspondiente a una
ecuación diferencial lineal de segundo orden y coeficientes constantes que
describe oscilaciones armónicas con frecuencia unidad.
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A la vista de la expresión del segundo miembro de (A.61), ciertas elec-
ciones de la función f(r) = f (1/u) permiten ahora obtener, efectivamente,
la ecuación de un oscilador. Para detectar los posibles casos favorables, se
considera

f(r) =
Bn

r−n
=⇒ f

(
1

u

)
= Bn u

n =⇒ u′′ + u = − µBn

G2
un−2 , (A.62)

donde Bn es una constante. Esta ecuación diferencial será lineal y de coefi-
cientes constantes si el exponente de u en el segundo miembro es n− 2 = 0
o n− 2 = 1 ; es decir, n = 2 o n = 3 . De manera que se tiene

n = 2 =⇒ u′′ + u = − µB2

G2
, (A.63)

n = 3 =⇒ u′′ + u = − µB3

G2
u =⇒ u′′ +

(
1 +

µB3

G2

)
u = 0 . (A.64)

En el primer caso la variable u ejecuta oscilaciones forzadas con frecuencia
unidad, siendo el forzamiento constante el representado por el término no
homogéneo de la ecuación. El segundo caso es el de una ecuación homogénea,

pero la frecuencia ya no es la unidad, sino

√
1 +

µB3

G2
.

Nótese ahora que una combinación de ambos casos también da lugar a
una ecuación lineal con coeficientes constantes; pero entonces la ecuación es
no homogénea (por efecto del exponente n = 2 ), y se modifica la frecuencia
unidad (debido al término con n = 3 ):

f(r) =
B2

r−2
+

B3

r−3
=⇒ f

(
1

u

)
= B2 u

2 + B3 u
3 =⇒

=⇒ u′′ +

(
1 +

µB3

G2

)
u = − µB2

G2
. (A.65)

Dentro de este esquema de combinación de los casos con n = 2 y n = 3
encajan algunos modelos notables de campos centrales conservativos estu-
diados con detalle en la literatura: lo que Deprit denomina sistemas cuasi–
keplerianos (Deprit 1981, §4, pp. 124–128; Baxter 1980; Caballero y Elipe,
2001), o el problema de Manev (Bertrand 1921; Maneff 1930; Mioc y Stoica
1995, I y II). El modelo de Manev de fuerza gravitatoria (o de su potencial)
constituye una modificación post–newtoniana no relativista de la Ley de Gra-
vitación de Newton que se ha usado con éxito para explicar con gran precisión
el movimiento secular del pericentro de las órbitas de algunos cuerpos celes-
tes, al menos en el seno del Sistema Solar (por ejemplo, el avance del perihelio
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de los planetas interiores, o el movimiento del perigeo de la Luna). En reali-
dad ya Clairaut propuso para la Ley de atracción de Newton correcciones
de este tipo para justificar las desviaciones observadas en el aparentemente
anómalo movimiento secular del perigeo de la Luna, e incluso el propio New-
ton (Principia, Libro I, Sección IX, Proposición XLIV) abordó está cuestión
en su teorema sobre órbitas en precesión (véase, por ejemplo, D’Eliseo 2007,
§III; Goldstein 1980, Caṕıtulo 3, p. 123, Ejercicio 14, y Caṕıtulo 11, §11.3,
Ejemplo B, final de la página 510; Scheck 2005, Apéndice del Caṕıtulo 1,
Ejemplo Práctico 3, pp. 82–83, y Ejercicios del Caṕıtulo 1, Ejercicio 1.15, p.
441, con resolución en las páginas 471–472).

En resumidas cuentas, el método de Binet ha permitido identificar casos
de fuerzas centrales conservativas para las cuales el problema del movimiento
puede tratarse por medio de la teoŕıa de las ecuaciones lineales de coeficien-
tes constantes (homogéneas o no) para la función incógnita u = 1/r de la
variable independiente ϕ .

Estas conclusiones son consistentes con los resultados (véanse caṕıtulos
anteriores en esta Tesis) obtenidos empleando conjuntos canónicos de varia-
bles focales, y ya anticipados por algunos trabajos acerca de la la linealización
exacta de ciertos sistemas keplerianos perturbados (Ferrándiz y Fernández–
Ferreirós 1991; Aparicio y Floŕıa 1996, 1997, 1998, 2000).

Si para exponentes naturales n ≥ 4 y Bn de pequeña magnitud (en com-
paración con el término dominante correspondiente a n = 2 ) se considerasen
modelos de campos de fuerza central conservativa de la forma

f(r) =
B2

r−2
+

Bn

r−n
=⇒ f

(
1

u

)
= B2 u

2 + Bn u
n =⇒

=⇒ u′′ + u = − µB2

G2
− µBn

G2
un−2 , (A.66)

podŕıa interpretarse esta última ecuación como la de un oscilador sometido a
pequeños efectos no lineales del orden de Bn u

n−2 . Un tratamiento alterna-
tivo, en el marco de una teoŕıa canónica de perturbaciones, puede encontrase
en Goldstein (1980), Caṕıtulo 11, §11.3, Ejemplos B, pp. 509–512, y C, pp.
512–515 (este último, con n = 4 , inspirado en el Problema Fundamental de
la Teoŕıa de Satélites Artificiales de la Tierra, una versión del cual aparece en
este mismo libro de Goldstein, Caṕıtulo 5, §5.8, pp. 225–229 y pp. 231–232).
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Cabe destacar que el modelo

f(r) =
B2

r−2
+

B4

r−4
=⇒ f

(
1

u

)
= B2 u

2 + B4 u
4 =⇒

=⇒ u′′ + u = − µB2

G2
− µB4

G2
u2 , (A.67)

también engloba el del problema del movimiento orbital perturbado de un
satélite artificial en el plano ecuatorial de la Tierra, cuando la única perturba-
ción que actúa sobre él es la debida al segundo armónico zonal del desarrollo
del geopotencial en serie de armónicos esféricos (polinomios de Legendre).
Véase, a este respecto, Jezewski (1983), p. 365, Ecuación (3), quien (a par-
tir de una integral primera8 de dicha ecuación (3) –la integral de la enerǵıa
en formulación (u, ϕ) – y procediendo por separación de variables) resuelve
este problema ecuatorial del J2 obteniendo –para el caso de órbitas ligadas–
una solución anaĺıtica por medio de funciones e integrales eĺıpticas. Este mis-
mo modelo de ley de fuerzas se usa también para el estudio del movimiento
del pericentro de órbitas eĺıpticas en Relatividad General (Goldstein 1980,
Caṕıtulo 11, §11.3, Ejemplo B, pp. 511–512; D’Eliseo 2007, §IV).

Una clasificación de casos de campos centrales basados en leyes de fuerzas
proporcionales a potencias enteras de la distancia r y que pueden resolverse
por medio de funciones circulares o eĺıpticas puede consultarse, por ejemplo,
en Thiry (1970), Caṕıtulo II, §5, pp. 50–51; o en Goldstein (1980), Caṕıtu-
lo 3, §3.5, pp. 88–90; en el Ejercicio 7, p. 122, de ese mismo Caṕıtulo 3 se
presentan exponentes racionales para los cuales las correspondientes leyes de
fuerzas permiten la resolución del problema del movimiento en un campo
central por medio de integrales eĺıpticas.

Este método de Binet, aplicado con otros cambios de escala en la trans-
formación de la variable independiente, conduce a resultados parecidos, pero
cambian los coeficientes de la ecuación transformada. Los coeficientes pasan
a depender de la constante de la norma del momento angular y/o de paráme-
tros del problema (por ejemplo, la masa reducida). En efecto, si se efectuase
una transformación diferencial de la variable independiente t −→ τ de la
forma

dt = k2 r
2 dτ ,

dτ

dt
=

1

k2 r2
(A.68)

8Cf. nuestra ecuación (A.76) más adelante.
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donde k2 puede ser una constante numérica o una función de constantes del
movimiento (integrales primeras) y/o de parámetros del sistema, y –como
anteriormente– se cambiase r por 1/u , los resultados seŕıan

ṙ = − 1

k2
u ′ , r̈ = − 1

k22
u2 u ′′ , (A.69)

donde ahora la “notación de primas” se refiere a “derivadas respecto de τ ”,
y la ecuación (A.55) se convertiŕıa en

u′′ +
k22 G

2

µ2
u = − k22

µ

{
1

u2
f

(
1

u

)}
. (A.70)

En esta ocasión el primer miembro de la ecuación recuerda al de la ecua-
ción de un oscilador cuya frecuencia está relacionada con la cantidad

ω2 ≡ ω2 ( k2 , G , µ) =
k22 G

2

µ2
. (A.71)

La ecuación de Binet (A.61) admite una integral primera, cuya deducción
se presentará a continuación. Como paso preliminar, nótese que la ecuación
(A.53), sometida al cambio de variable dependiente r −→ u dado en (A.58),
se convierte en

f

(
1

u

)
= u2

d V (1/u)

d u
=⇒ 1

u2
f

(
1

u

)
=

d V (1/u)

d u
, (A.72)

por lo que ahora la ecuación de Binet puede reformularse en función del
potencial V (cf. Boccaletti y Pucacco 1996, Capitulo 2, §2.1, Ecuación (2.24)
de la página 135; Goldstein 1980, Caṕıtulo 3, §3.5, Ecuación (3–34b) de la
página 86):

u′′ + u = − µ

G2

{
d V (1/u)

d u

}
. (A.73)

Para obtener una integral primera de (A.61) puede procederse del siguien-
te modo: multiplicando ambos miembros de (A.61) por el factor 2u ′,

2u ′ u′′ + 2uu ′ = − 2µ

G2

{
1

u2
f

(
1

u

)}
u ′ =⇒

d

dϕ

(
(u ′)

2
+ (u)2

)
=

2µ

G2
f

(
1

u

)
d (1/u)

dϕ
=⇒

(u ′)
2

+ u2 =
2µ

G2

∫
f

(
1

u

)
d

(
1

u

)
+ cte. (A.74)
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Pero al transformar (A.52) de acuerdo con el cambio de función incógnita de
(A.58) resulta que

V (1/u) = −
∫
f (1/u) d (1/u) , (A.75)

por lo que finalmente se llega a

(u ′)
2

+ u2 = − 2µ

G2
V (1/u) + cte., (A.76)

que puede interpretarse (Thiry 1970, Caṕıtulo II, §2, p. 47) como la “integral
de la enerǵıa” del problema dado por (A.61), con ϕ como variable inde-
pendiente. De este modo, gracias a esta integral primera, el problema del
movimiento relativo habŕıa quedado reducido a una ecuación diferencial de
primer orden. A continuación se podŕıa intentar resolver finalmente el pro-
blema por separación de variables y cálculo de primitivas a partir de (A.76),
lo cual no necesariamente significa que esas cuadraturas puedan efectuarse
por medio de funciones elementales. Tal es, precisamente, la opción de Je-
zewski (1983), p. 365, en su resolución (por medio de integrales eĺıpticas) del
caso ecuatorial del Problema Fundamental de la teoŕıa del movimiento de un
satélite artificial de la Tierra.

Tanto la ecuación de Binet, sea en su forma (A.61) o (A.73), como su
integral primera (A.76), pueden utilizarse en un doble sentido, para tratar
dos tipos de problemas (Cid y Camarena 1979, Caṕıtulo V, §7, pp. 124–126):

Conocido el modelo de fuerza central conservativa (sea a través de
f (r) = f (1/u) o gracias a su potencial V (r) = V (1/u) ), determi-
nar las órbitas solución r (ϕ) = 1/u (ϕ) del problema del movimiento
considerado, resolviendo (integrando) la ecuación diferencial en cues-
tión.

Dada una curva r = r (ϕ) = 1/u (ϕ) en cordenadas polares, introdu-
ciendo la función u (ϕ) y sus derivadas respecto de ϕ en la ecuación
deseada y despejando la función f o la función V , obtener los posibles
campos centrales que admiten a dicha curva como solución.

Recordemos, finalmente, que –para un movimiento sometido a la ley de
las áreas– las que en general se conocen como fórmulas de Binet expresan las
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componentes radial y transversal (es decir, en el sistema de ejes móviles con
vectores direccionales er y eϕ ) de los vectores velocidad y aceleración en
función de u = 1/r y de sus derivadas respecto del ángulo polar ϕ (Thiry
1970, Caṕıtulo II, §1, p. 45). Con las notaciones que se han venido usando
hasta ahora, serán

Primera Fórmula de Binet: ṙ = − G

µ
u ′ er +

G

µ
u eϕ =

=
G

µ
(−u ′ er + u eϕ) , (A.77)

Segunda Fórmula de Binet: r̈ = − G2

µ2
u2 (u′′ + u ) er .(A.78)

De la Primera Fórmula de Binet se deduce que

v2 = || ṙ || =
G2

µ2

(
(u ′)

2
+ u2

)
, (A.79)

lo que, en su caso, y con ayuda del potencial V (r) de (A.52) expresado
en la forma V (1/u) , permitiŕıa establecer la correspondiente ecuación de la
enerǵıa (véase (A.94) más adelante), resultando, precisamente, la ecuación
(A.76) anterior.

La Segunda Fórmula de Binet proporciona directamente la ecuación di-
ferencial de la órbita en su forma (A.61).

A.4. Aplicación al problema gravitatorio de

dos cuerpos.

Es claro ahora que, en particular, el problema gravitatorio de dos cuerpos
(part́ıculas puntuales de masas m1 y m2 ) encaja en el esquema del caso
n = 2 anterior, con B2 = −Gm1m2 , siendo G la constante de gravitación
universal. Denotando ahora (Scheck 2005, §§1.7.2, p. 13) A ≡ Gm1m2 y
recordando que f(r) = −A/r2, la ecuación diferencial de la órbita (A.61) o,
ya en concreto en este caso, (A.63) adopta la forma

u′′ + u =
µA

G2
. (A.80)

Un sistema fundamental de soluciones reales de la ecuación homogénea u′′ +
u = 0 está formado por las funciones cosϕ y senϕ , y la solución general es
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combinación lineal de estas soluciones con coeficientes reales arbitrarios (las
dos constantes arbitrarias de integración):

uh (ϕ ; c1 , c2 ) = c1 cosϕ + c2 senϕ . (A.81)

Reemplazando las constantes c1 y c2 por unas nuevas constantes arbitrarias
A y β tales que

A = +
√
c21 + c22 , cos β =

c1
A , sen β =

c2
A , (A.82)

dicha solución general puede escribirse como

uh (ϕ ; A , β ) = A cos (ϕ + β ) , (A.83)

con lo que las nuevas constantes A y β aparecen asociadas, respectivamente,
a la amplitud y a la fase inicial de un movimiento oscilatorio regido por la
ecuación homogénea u′′ + u = 0 .

Una solución particular de la ecuación completa (A.80) es la solución
constante up(ϕ) = µA/G2 , y aśı la solución general de (A.80) es

u (ϕ ; A , β ) = A cos (ϕ + β ) +
µA

G2
. (A.84)

Deshaciendo ahora el cambio de función incógnita, u = 1/r , se tiene

r (ϕ ; A , β ) =
1

µA

G2
+A cos (ϕ + β )

=
G2/µA

1 +

(AG2

µA

)
cos (ϕ + β)

.

(A.85)

A partir de esta expresión, introduciendo unas notaciones

p ≡ p(G ) =
G2

µA
, e ≡ e (A , G ) =

AG2

µA
, (A.86)

esta solución se escribe como

r (ϕ ; p , e , β ) =
p

1 + e cos (ϕ + β )
, (A.87)

que puede interpretarse como la ecuacion focal de una cónica en coordenadas
polares planas, con ϕ como parámetro de la representación. Geométricamen-
te, p es el semilado recto (o parámetro) de esta cónica, y e su excentricidad
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numérica.

De este modo se ha obtenido la ecuación de la órbita en forma finita, y
la ecuación (A.87) constituye el enunciado de la Primera Ley de Kepler en
su versión más general.

Como es natural, todas las relaciones geométricas de la teoŕıa de las cóni-
cas son ahora de aplicación para el estudio de las órbitas del problema de
Kepler.

A.5. Campos centrales conservativos. Reso-

lución alternativa del problema de Ke-

pler.

Se expondrá a continuación un tratamiento alternativo para el problema
del movimiento de una masa puntual en el seno de un campo de fuerzas
central conservativo. En esta ocasión se procederá a plantear la resolución
del problema por medio de la conservación de enerǵıa mecánica (o enerǵıa
total) del sistema.

A la vista de las ecuaciones (A.49), (A.51), (A.52), (A.53), la ecuación
del movimiento puede reescribirse como

µ r̈ = −∇V ( r ) = − ∂ V (|| r ||)
∂ r

= − ∂ V (r)

∂ r
r̂ . (A.88)

Multiplicando escalarmente ambos miembros por ṙ ,

µ r̈ · ṙ = −∇V ( r ) · ṙ = −
(
∂V

∂x1
,
∂V

∂x2
,
∂V

∂x3

)
·
(
dx1
dt
,
dx2
dt
,
dx3
dt

)

= −
3∑

`=1

∂V

∂x`

dx`
dt

= − d V (r)

d t
. (A.89)

Pero como

d( ||ṙ||2 )

dt
=

d( ṙ · ṙ )

dt
= 2 r̈ · ṙ , (A.90)
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llevando este resultado a la ecuación anterior se obtiene

d

dt

(
1

2
µ ||ṙ||2

)
= − d V (r)

d t
=⇒ d

dt

(
1

2
µ ||ṙ||2 + V (r)

)
= 0 , (A.91)

por lo que la expresión entre paréntesis deberá ser una constante escalar
(cuyo valor podrá determinarse a partir de las condiciones iniciales (A.6)
consideradas anteriormente).

Se define la enerǵıa cinética T de la part́ıcula de masa µ (una propiedad
que posee la part́ıcula por razón de su estado de movimiento) mediante la
fórmula

T =
1

2
µ ||ṙ||2 , (A.92)

mientras que V (r) se interpretará como su enerǵıa potencial (que la part́ıcula
posee por razón de su posición en el espacio en el seno del campo de fuerzas
en cuestión). Finalmente se define su enerǵıa mecánica o enerǵıa total E
como la suma de ambas magnitudes:

E = T + V (r) =
1

2
µ ||ṙ||2 + V (r) , (A.93)

con lo que la conclusión establecida en (A.91) se expresa ahora como

E = T + V (r) =
1

2
µ ||ṙ||2 + V (r) = constante , (A.94)

que constituye una integral primera del sistema, conocida como integral de la
enerǵıa, y pemitirá a continuación reducir en una unidad (desde orden tres
hasta orden dos) el orden diferencial en el problema del movimiento relativo.

En función de los distintos sistemas de coordenadas utilizados hasta aho-
ra, la expresión de esa integral primera es:

E =
1

2
µ
(
ẋ21 + ẋ22 + ẋ23

)
+ V (r (x1, x2, x3)) = constante , (A.95)

E =
1

2
µ
(
ẋ2 + ẏ2

)
+ V (r (x, y)) = constante , (A.96)

E =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V (r) = constante . (A.97)
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En cualquiera de estas ecuaciones es posible despejar una de las variables o
su derivada en términos de las restantes variables (y derivadas), con lo que se
puede eliminar dicha función y efectuar (al menos formalmente) la reducción
de orden que se acaba de mencionar.

Si embargo, a la vista de la integral del momento angular,

G = µ r2 ϕ̇ =⇒ ϕ̇ =
dϕ

dt
=

G

µr2
, dt =

µ r2

G
dϕ , (A.98)

y de la forma funcional de la integral de la enerǵıa (A.97) en coordenadas
polares planas, tras eliminar ϕ̇ en el término

r2 ϕ̇2 = r2
G2

µ2 r4
=

G2

µ2 r2
, (A.99)

la integral de la enerǵıa (A.97) puede reescribirse en la forma

d r

d t
=

√
2

µ
{ E − V (r)} − G2

µ2 r2
. (A.100)

Es habitual agrupar algunos de los términos que figuran en la función subra-
dical de esta fórmula, y definir (cf. ecuación (A.55) más arriba) el potencial
efectivo 9

Vef (r) = V (r) +
G2

2µ r2
, (A.101)

lo cual permite presentar la ecuación anterior bajo el siguiente aspecto:

d r

d t
=

√
2

µ
{ E − Vef (r)} . (A.102)

Podŕıa pensarse que esta ecuación se corresponde con la ecuación de la con-
servación de la enerǵıa de un sistema de un solo grado de libertad, a saber:
el movimiento unidimensional de una part́ıcula de masa µ bajo la influencia
de una fuerza conservativa que derive del potencial efectivo Vef (r) :

− d Vef (r)

d r
= − d

d r

(
V (r) +

G2

2µ r2

)
= f (r) +

G2

µ r3
, (A.103)

9También llamado pseudo–potencial, potencial aparente, potencial reducido, corregido o
modificado. Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Caṕıtulo 2, §1, p. 50; Boccaletti y Pucacco
(1996), Caṕıtulo 1, §1.5, p. 40;
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resultado que coincide con la expresión fef (r) de la fuerza efectiva introdu-
cida en (A.55).

La ecuación (A.100), al igual que (A.102), puede interpretarse como una
ecuación diferencial ordinaria de primer orden para la función incógnita r
de la variable independiente t , y que junto con (A.98) constituye un sistema
diferencial de orden dos (formado por dos ecuaciones de primer orden) para
las incógnitas (r, ϕ) . Nótese además que (al menos formalmente) una vez
obtenida la solución para r(t) el ángulo polar ϕ(t) se obtendŕıa a partir de
(A.98) por cuadratura.

Pero también puede procederse de otro modo, utilizando de nuevo la
integral del momento angular (A.98) para eliminar t como variable indepen-
diente y reemplazarla por ϕ , lo que conduce a una nueva reescritura de la
integral de la enerǵıa según su forma (A.100):

dr

dt
=

dr

dϕ

dϕ

dt
=

G

µr2
dr

dϕ
=

√
2

µ
{ E − V (r)} − G2

µ2 r2
,

es decir,

1

r2
d r

dϕ
=

√
2µ

G2
{ E − V (r)} − 1

r2
, (A.104)

ecuación diferencial10 de primer orden para la función incógnita r con el
ángulo polar ϕ como variable independiente. También se dice que ésta es
la ecuación diferencial de la órbita. A diferencia de la ecuación de segundo
orden (A.61) deducida por el método de Binet, y a la que también es habitual
referirse con esta misma denominación de “ecuación de la órbita”, ahora se
trata de una ecuación de primer orden.

Si se resolviese esta ecuación para obtener su solución general r en función
de ϕ , a continuación se podŕıa intentar obtener t como función de ϕ , por
medio de una cuadratura a partir de (A.98), y luego invertir la relación para
expresar ϕ como función de t , con el propósito de llegar finalmente a la
expresión de r como función de t .

En lugar se seguir trabajando con la variable dependiente r , se efec-

10En ocasiones recibe el nombre de ecuación de Clairaut.
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tuará un cambio de función incógnita r −→ σ de la forma

σ(ϕ) =
1

r(ϕ)
=⇒ dσ

dφ
= − 1

r2
dr

dϕ
, (A.105)

con lo que la ecuación de la órbita se transformará en una ecuación dife-
rencial de primer orden para la función incógnita σ , con ϕ como variable
independiente, y que también recibe el nombre de ecuación diferencial de la
órbita:

− d σ

dϕ
=

√
2µ

G2
{ E − V (1/σ)} − σ2 . (A.106)

Llegados a este punto, particularizaremos el estudio para el caso del pro-
blema gravitatorio de dos cuerpos, regido por la Ley de Gravitación Universal
de Newton, y que en notaciones de Scheck (1905) Caṕıtulo 1, §1.7, §§1.7.2,
p. 13 y p. 15, admite el potencial

V (r) = − A
r

=⇒ V (1/σ) = − Aσ , con A = Gm1m2 , (A.107)

en cuyo caso la ecuación diferencial de la órbita adopta la forma

(
d σ

dϕ

)2

=
2µ

G2
{ E + Aσ } − σ2 . (A.108)

Por conveniencia de escritura, para facilitar los cálculos intermedios y,
a posteriori, darles una interpretación geométrica y dinámica adecuada, se
introducen como notaciones (cf. (A.86) más arriba) unas cantidades p y e
(que son funciones de las integrales primeras G y E ) mediante las relaciones

p ≡ p (G) =
G2

µA
, e ≡ e (G , E ) = +

√
1 +

2 E G2

µA2
. (A.109)

Nótese que p tiene dimensiones de longitud, mientras que e es adimensional.
Gracias a estas notaciones, la expresión de la ecuación diferencial de la órbita
se escribe

(
d σ

dϕ

)2

+

(
σ − 1

p

)2

=
e2

p2
=⇒ d σ

dϕ
=

√
e2

p2
−
(
σ − 1

p

)2

. (A.110)
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Por separación de variables y cálculo de primitivas, y recordando que el
coseno es una función par, se obtiene

ϕ+ C = − arc cos

(
p

e

(
σ − 1

p

))
=⇒ σ (ϕ , C) =

1 + e cos (ϕ + C)
p

.

(A.111)

Deshaciendo el cambio de variable dependiente resulta

r (ϕ ; p , e , C ) =
p

1 + e cos (ϕ + C )
, (A.112)

expresión que de nuevo puede interpretarse como la ecuación focal de una
cónica en coordenadas polares planas, con ϕ como parámetro de la repre-
sentación. En cuanto al significado geométrico de las notaciones p y e de
(A.109), al igual que en el caso de (A.86) en relación con la ecuación (A.87),
se ve que p es el semilado recto (o parámetro) de esta cónica, y que e re-
presenta su excentricidad numérica.

Si se estudian los extremos de la función r = r (ϕ ; p , e , C ) que re-
presenta a la cónica (por ejemplo, por medio de la condición necesaria de
extremo, dr (ϕ) /dϕ = 0 ; o, también, analizando los valores extremos del
denominador, ya que el numerador es constante), se concluye que r alcanza
su valor mı́nimo para ϕ + C = 0 (módulo 2 π), siendo el valor de dicho
mı́nimo

rmin = r (ϕ + C = 0) =
p

1 + e
, ∀ e ≥ 0 . (A.113)

Por otra parte, como la distancia entre el origen de coordenadas (que está ocu-
pado por uno de los focos de la cónica) y la part́ıcula móvil es una cantidad
no negativa, r = || r || ≥ 0 , y además p = G2/µA ≥ 0 , la condición de
máximo, que es precisamente ϕ + C = π ( módulo 2 π) sólo tendrá sentido
cuando el denominador sea positivo, y por lo tanto deberá ser e < 1 , de
manera que se obtiene que

rmax = r (ϕ + C = π) =
p

1 − e
, ∀ e ∈ [0, 1) . (A.114)

En otro caso, de la condición de anulación del denominador de (A.112), a
saber, 1 + e cos (ϕ + C ) = 0 , se deduce que cos (ϕ + C ) = − 1/e , y
r −→ +∞ , cosa que sólo ocurre para órbitas abiertas (es decir, no ligadas
o no acotadas: parábolas o hipérbolas).
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El punto de la órbita situado a mı́nima distancia, (A.113), del foco se
denomina pericentro o periastro, y está bien definido para cualquier cónica
(salvo para las circunferencias, en cuyo caso cualquier punto puede conside-
rarse pericentro). Según cuál sea el cuerpo atractor central, también se usan
términos como perihelio para órbitas en torno al Sol, perigeo cuando el cuer-
po central es la Tierra, perilunio en el caso de serlo la Luna, perijovio para
movimientos alrededor de Júpiter, etc.

A su vez, y caso de existir (lo cual sólo ocurrirá para cónicas con 0 ≤ e <
1 , es decir, órbitas eĺıpticas), el punto situado a distancia (A.114), máxima
pero finita, del foco se llama apocentro o apoastro; como es de esperar, en las
órbitas circulares cualquier punto puede considerarse apocentro. En ocasio-
nes, teniendo en cuenta qué cuerpo celeste actúa como origen de coordenadas
y foco de la cónica, se usan denominaciones particulares, como afelio para
órbitas alrededor del Sol, apogeo para órbitas en torno a la Tierra, etc.

Conocida, pues, por medio de la ecuación (A.112), la dependencia expĺıci-
ta de r respecto de ϕ , la integral de la ley de las áreas (A.98) permitiŕıa, al
menos formalmente, determinar la relación entre el ángulo polar y el tiem-
po f́ısico t , proceso que asimismo introduciŕıa la última constante arbitraria
que exige la resolución completa del sistema para llegar a obtener su solución
general. Pero es bien sabido que, en la práctica, el problema de Kepler no
puede resolverse de manera elemental en forma cerrada por medio de funcio-
nes expĺıcitas del tiempo t .

En virtud de la fórmula dada en (A.109), la clasificación geométrica de
las cónicas según los valores de la excentricidad numérica e se traduce en su
clasificación según el valor y signo de la enerǵıa E . Además, las relaciones
métricas habituales entre los elementos geométricos notables de las cónicas se
traducen en relaciones de dichos elementos geométricos con variables dinámi-
cas o con integrales primeras (como la enerǵıa E de la órbita o el momento
angular orbital G ).

• Para órbitas eĺıpticas (incluyendo entre ellas las órbitas circulares), 0 ≤
e < 1 =⇒ E < 0 , y a partir de las relaciones métricas p = a ( 1− e2 ) =
b2/a se obtienen para los semiejes mayor a y menor b las fórmulas que los
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ligan con las integrales primeras:

a ≡ a (E) =
A

(− 2 E )
, b ≡ b (G , E) =

G√
(− 2µ E )

.(A.115)

Las distancias (A.113) y (A.114), desde el foco hasta el pericentro y el
apocentro (respectivamente), se pueden expresar ahora en la forma

rmin = a ( 1 − e ) , rmax = a ( 1 + e ) . (A.116)

Ya se ha mencionado anteriormente que, en el caso de las elipses keple-
rianas como soluciones del problema gravitatorio de dos cuerpos, la ley de
las áreas permite establecer la Tercera Ley de Kepler. En efecto, a partir de
(A.48), integrando a lo largo de una revolución completa de la masa móvil
que haya sido descrita en su recorrido desde un instante t hasta el instante
t + P (es decir, P es el tiempo –llamado periodo de revolución– invertido
por la masa móvil para recorrer una vez toda la elipse), se llega a que

∫

elipse

d S =

∫ t+P

t

G

2µ
d t̂ =

G

2µ

∫ t+P

t

d t̂ =⇒ Selipse =
G

2µ
P .

(A.117)

Teniendo en cuenta que el área encerrada por la elipse es Selipse = π a b =
π a
√
a p , y que de (A.109) se deduce que G =

√
µAp , se concluye que

a2

P 2
=

1

(2 π)2
A

µ
=

1

(2 π)2
G (m1 + m2) , (A.118)

ecuación que recoge un contenido algo más general que el enunciado original
de la Tercera Ley de Kepler, según fue presentado por dicho autor.

A la vista de (A.118), es posible despejar el periodo P en función del
semieje mayor a de la elipse:

P 2 = (2 π)2
µ

A
a3 =

(2 π)2

G (m1 + m2)
a3 , (A.119)

lo que permite concluir que el periodo de una órbita kepleriana eĺıptica, al
igual que su semieje mayor, depende de la enerǵıa de dicha órbita. Sin em-
bargo, es independiente de la excentricidad de la misma. Estas conclusiones
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pueden resumirse diciendo que “el periodo depende del tamaño de la elipse,
pero es independiente de su forma”.

En el caso de las elipses keplerianas es habitual introducir una nueva mag-
nitud, llamada movimiento medio eĺıptico: se trata (Abad 2012, Caṕıtulo 8,
§8.5, §§8.5.3, p. 135; Thiry 1970, Caṕıtulo II, §10, p. 59) de la velocidad an-
gular con la que la masa móvil recorreŕıa la órbita, si fuese la circunferencia
directriz de la elipse en cuestión, con un movimiento uniforme ficticio (es de-
cir, con velocidad angular constate). Considerando una revolución completa
(correspondiente a un recorrido angular de 2π radianes), descrita durante
un intervalo de tiempo igual al periodo P , el movimiento medio, denotado
como n , seŕıa

n =
2π

P
=

√
A

µ
a−3/2 ⇐⇒ n2 a3 =

A

µ
= G (m1 + m2) , (A.120)

expresión esta última que algunos autores proponen como definición del con-
cepto de “movimiento medio”, mientras que otros11 la consideran como una
expresión anaĺıtica (alternativa) de la Tercera Ley de Kepler. Debido a su
relación con el semieje mayor a = a (E) y con el periodo P = P (E) , el
movimiento medio n en una órbita eĺıptica es también función de la enerǵıa
E de la órbita en cuestión.

• Para órbitas parabólicas, e = 1 =⇒ E = 0 , y el elemento geométrico
fundamental es el semilado recto p , cuya relación con integrales del movi-
miento ya se ha dado en (A.109). La mı́nima distancia (A.113) de separación
entre el foco y la masa móvil será ahora rmin = p/2

A la vista de la expresión n2 a3 = A/µ en (A.120), y dado que tanto a co-
mo p tienen dimensiones de longitud, se generaliza la noción de movimiento
medio al caso de órbitas parabólicas por medio de la definición

n2 p3 =
A

µ
= G (m1 + m2) , (A.121)

si bien ahora este concepto de movimiento medio parabólico ya no tiene
asociada la idea de “velocidad angular media” que inspiraba su introducción
en el caso del movimiento eĺıptico. Por su relación con el semilado recto p , el
movimiento medio parabólico depende de la norma G del vector momento
angular.

11Boccaletti y Pucacco (1996), Caṕıtulo 2, §2.1, p. 134; Abad 2012, Caṕıtulo 8, §8.5,
§§8.5.3, p. 135.
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• Para órbitas hiperbólicas, e > 1 =⇒ E > 0 ; las relaciones métricas
p = a ( e2 − 1 ) = b2/a dan, para los semiejes real a y tranverso b las
relaciones con las integrales primeras en la forma:

a ≡ a (E) =
A

2 E , b ≡ b (G , E) =
G√
2µ E . (A.122)

En el movimiento kepleriano hiperbólico el mı́nimo (A.113) de r = r (ϕ)
toma el valor

rmin = a ( e − 1 ) . (A.123)

Como en el caso anterior, se considera una generalización del concepto de
movimiento medio hiperbólico a través de una expresión que, en apariencia,
coincide con la del caso eĺıptico,

n2 a3 =
A

µ
= G (m1 + m2) , (A.124)

donde ahora a es el semieje real de la hipérbola, por lo que el movimiento
medio hiperbólico depede de la enerǵıa de la orbita. También en este caso
el movimiento medio está desprovisto de toda idea de “velocidad angular
media”. En ocasiones se usa la notación ν para referirse al movimiento medio
hiperbólico. Podŕıa considerarse (Abad 2012, Caṕıtulo 8, §8.5, §§8.5.5, p. 138)
que la relación (A.124) “extiende al movimiento hiperbólico la Tercera Ley
de Kepler”.

A.6. Formulación lagrangiana del caso de fuer-

za central conservativa

Tomando r1(t) y r2(t) como coordenadas generalizadas (o coordenadas
lagrangianas), y ṙ1(t) y ṙ2(t) como las correspondientes velocidades generali-
zadas, el lagrangiano del problema del movimiento de estas dos part́ıculas
bajo su mutua interacción de acuerdo con una ley de fuerzas que deriva de
un potencial V (|| r1 − r2 ||) es

L ≡ L (t, r1, r2, ṙ1, ṙ2) = L (−, r1, r2, ṙ1, ṙ2) =

= T (−,−,−, ṙ1, ṙ2) − V (−, r1, r2,−,−) =

=
1

2
m1 || ṙ1 ||2 +

1

2
m2 || ṙ2 ||2 − V (|| r1 − r2 ||) . (A.125)
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Nótese que este lagrangiano no depende expĺıcitamente del tiempo t .

Los momentos conjugados correspondientes a estas coordenadas genera-
lizadas son

pk :=
∂L
∂ṙk

= mk ṙk ( k = 1, 2 ) , (A.126)

y las ecuaciones de Euler–Lagrange, para k = 1 , 2 ,

d

dt

(
∂L
∂ṙk

)
− ∂L

∂rk

= 0 =⇒ mk r̈k = − ∂V (|| r1 − r2 ||)
∂rk

, (A.127)

se reescriben finalmente en la forma de las ecuaciones de movimiento en forma
newtoniana (A.1). Estas ecuaciones están acopladas a través de la dependen-
cia funcional de V respecto de || r1 − r2 || .

El lagrangiano transformado L ∗ ≡ L ∗ (t, r c , r, ṙ c , ṙ) que resulta al apli-
car el cambio de variables (A.4)-(A.5), para reemplazar las coordenadas ge-
neralizadas r1 y r2 por las nuevas coordenadas r c y r , adopta la forma

L ∗ ≡ L ∗ (−,−, r, ṙ c , ṙ) =

(
1

2
M || ṙc ||2

)
+

(
1

2
µ || ṙ ||2 − V (|| r ||)

)

= L∗c (−,−,−, ṙ c ,−) + L∗r (−,−, r,−, ṙ) , (A.128)

donde los sub́ındices “c” y “r” aluden, respectivamente, a “movimiento del
centro de masas” y “movimiento relativo”. Se observa, pues, que el lagran-
giano L∗c sólo depende de variables correspondientes al centro de masas
(siendo, además, r c una coordenada ignorable), mientras que L∗r única-
mente contiene variables que pertenecen al problema del movimiento relativo,
por lo que el lagrangiano del problema original ha quedado descompuesto en
la suma de dos lagrangianos que describen problemas independientes o des-
acoplados.

En particular, a la vista de los lagrangianos (A.125) y (A.128) se concluye
(Thiry, Caṕıtulo II, §14, p. 66; Scheck 2005, Caṕıtulo 1, §1.7, §§1.7.3, p. 19)
que la enerǵıa cinética del sistema de las dos part́ıculas es igual a la suma de
la enerǵıa cinética de la masa total M = m1 + m2 (situada en el centro de
masas del sistema) más la enerǵıa cinética de la masa reducida µ (situada
en la posición de m1 en su movimiento relativo en torno a m2 ).
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Los momentos canónicos conjugados de estas coordenadas lagrangianas
r c y r son

p c :=
∂L ∗
∂ṙ c

= M ṙ c , p :=
∂L ∗
∂ṙ

= µ ṙ . (A.129)

Las ecuaciones de Euler—Lagrange deducidas de (A.128) conducen a las
ecuaciones de movimiento (A.16):

d

dt

(
∂L ∗
∂ṙ c

)
− ∂L ∗

∂r c
= 0 =⇒ M r̈ c = 0 , (A.130)

d

dt

(
∂L ∗
∂ṙ

)
− ∂L ∗

∂r
= 0 =⇒ µ r̈ = − ∂V (|| r ||)

∂r
, (A.131)

que constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales independientes
(desacopaldas) para las funciones incógnita r c y r .

Las integrales del centro de masas (A.9) son ahora una consecuencia in-
mediata del carácter ignorable de la variable de posición r c en el lagrangiano
L ∗ dado en (A.128). Por su parte, el lagrangiano L∗r del problema del movi-
miento relativo describe el movimiento, en el espacio tridimensional, de una
part́ıcula ficticia de masa µ en el campo central conservativo caracterizado
por el potencial V (|| r ||) .

Si se formula el problema del movimiento relativo en coordenadas polares
planas ( r, ϕ) como coordenadas lagrangianas en el plano del movimiento,
con ( ṙ, ϕ̇) como velocidades generalizadas, y teniendo en cuenta la expresión
del vector velocidad en (A.36), la función de Lagrange L∗r correspondiente
será

L∗r (−, r,−, ṙ, ϕ̇) =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2 ϕ̇2

)
− V (r) , (A.132)

a partir de la cual los momentos conjugados asociados a estas coordenadas
son

pr :=
∂L∗r
∂ṙ

= µ ṙ , pϕ :=
∂L∗r
∂ϕ̇

= µ r2 ϕ̇ , (A.133)
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y las ecuaciones de Euler–Lagrange adoptan la forma

d

dt

(
∂L∗r
∂ṙ

)
− ∂L∗r

∂r
= 0 =⇒ µ r̈ −

(
µ r ϕ̇2 − d V (r)

d r

)
= 0 , (A.134)

d

dt

(
∂L∗r
∂ϕ̇

)
− ∂L∗r

∂ϕ
= 0 =⇒ d

dt

(
µ r2 ϕ̇

)
= 0 =⇒ µ r2 ϕ̇ = cte.

(A.135)

La primera de estas ecuaciones, sacando µ como factor común y recordando
la relación (A.53) entre la intensidad f (r) de una fuerza central conservativa
y la función potencial V (r) de la que deriva, puede reescribirse como

µ
(
r̈ − r ϕ̇2

)
= f (r) , (A.136)

y, comparando con (A.36), se comprueba que se ha reconstruido la compo-
nente radial del vector aceleración, y también la ecuación del movimiento en
la dirección radial (A.39) o (A.54).

En cuanto a la segunda ecuación de Euler–Lagrange, (A.135), recoge de
nuevo el enunciado de la conservación del momento angular, ahora consecuen-
cia de que la coordenada angular ϕ sea ignorable o ćıclica en el lagrangiano
(A.132) del problema del movimiento relativo: pϕ ≡ cte.

Recordando las ecuaciones (A.40), (A.41), o (A.54), se puede despejar

ϕ̇ =
G2

µ r2
, (A.137)

y eliminar ϕ̇ en la ecuación correspondiente a la dirección radial, obteniéndo-
se resultados ya conocidos, véase (A.55), en función de la “fuerza efectiva” o
del “potencial efectivo” del problema unidimensional equivalente:

µ r̈ = − dV (r)

d r
+

G2

µ r3
= f (r) +

G2

µ r3
= − d

d r

(
V (r) +

G2

2µr2

)
,

(A.138)

lo que sugiere la definición de

Vef (r) = V (r) +
G2

2µ r2
. (A.139)

La introducción del potencial efectivo ha permitido reducir el problema
de dos cuerpos en el espacio tridimensional al movimiento unidimensional de
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una part́ıcula ficticia de masa µ bajo la influencia de un campo de fuerzas
externo, que es central y conservativo, y admite como potencial a Vef (r) .

Contemplado desde otro punto de vista, y expresado en otros términos
(Boccaletti y Pucacco 1996, Caṕıtulo 2, §2.1 nota 5 al pie de la página 130),
“lo que hemos hecho corresponde, en el formalismo lagrangiano, a la cons-
trucción de la función de Routh en el caso de una variable ignorable (ϕ en
nuestro caso)”.

A.7. Formulación hamiltoniana del caso de

fuerza central conservativa

Sean p1 y p2 , dados en (A.126), los momentos canónicamente conju-
gados correspondientes a las coordenadas generalizadas r1 y r2 . Por me-
dio de la transformación de Legendre se construye la función hamiltoniana
H ≡ H (t, r1, r2,p1,p2) del problema en el conjunto de variables canónicas
(r1, r2,p1,p2) ,

H ≡ H (t, r1, r2,p1,p2) = H (−, r1, r2,p1,p2) =

= T (−,−,−,p1,p2) + V (−, r1, r2,−,−) =

=
1

2m1

|| p1 ||2 +
1

2m2

|| p2 ||2 + V (|| r1 − r2 ||) . (A.140)

Las ecuaciones canónicas del movimiento constituyen un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales (vectoriales) de primer orden

drk
dt

=
∂H
∂pk

,
dpk
dt

= − ∂H
∂rk

( k = 1, 2 ) , (A.141)

para las funciones incógnita (r1, r2,p1,p2) . En este caso,

ṙk =
pk
mk

=⇒ pk = mk ṙk ; ṗk = − ∂V (|| r1 − r2 ||)
∂rk

. (A.142)

Como ṗk = mk r̈k , estas ecuaciones son equivalentes al sistema (A.1).

Sean ahora, como en (A.129), p c y p los momentos canónicos asocia-
dos a las nuevas coordenadas lagrangianas r c y r . La función de Hamilton
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H ∗ ≡ H ∗ (t, r c , r,p c ,p) del problema en el conjunto de variables canónicas
(r c , r,p c ,p) se obtendrá aplicando la transformación de Legendre al lagran-
giano L ∗ de (A.128), con el resultado de que

H ∗ ≡ H ∗ (−,−, r,p c ,p) =

=

(
1

2M
|| pc ||2

)
+

(
1

2µ
|| p ||2 + V (|| r ||)

)

= H∗c (−,−,−,p c ,−) + H∗r (−,−, r,−,p) . (A.143)

De nuevo, los sub́ındices “c” y “r” hacen, respectivamente, referencia a “mo-
vimiento del centro de masas” y “movimiento relativo”. El hamiltoniano H∗c
tan sólo involucra a variables correspondientes al centro de masas (y r c es
una variable canónica ignorable), en tanto que H∗r depende exclusivamente
de variables implicadas en el problema del movimiento relativo, quedando
por lo tanto el hamiltoniano del problema original descompuesto en la suma
de dos hamiltonianos que corresponden a problemas independientes o desaco-
plados. Las ecuaciones canónicas de Hamilton generadas por (A.143), para
las funciones incógnita (r c , r,p c ,p) , se llevan finalmente a la forma (A.16):

dr c
dt

=
∂H ∗
∂p c

=
1

M
p c =⇒ p c = M ṙ c , (A.144)

dr

dt
=

∂H ∗
∂p

=
1

µ
p =⇒ p = µ ṙ , (A.145)

dp c

dt
= − ∂H ∗

∂r c

= 0 =⇒ M r̈ c = 0 , (A.146)

dp

dt
= − ∂H ∗

∂r
= − ∂V

∂r
=⇒ µ r̈ = − ∂V (|| r ||)

∂r
. (A.147)

Como era de esperar, las integrales (A.9) del centro de masas aparecen de
manera natural, a la vista del hamiltoniano (A.143), que no contiene a r c .
Y, como ya ocurŕıa en el caso de la formulación lagrangiana anteriormente
expuesta, el hamiltoniano H∗r del problema del movimiento relativo corres-
ponde al movimiento de una part́ıcula auxiliar de masa µ en el seno de un
campo de fuerzas central conservativo que deriva del potencial V (|| r ||) .

En variables canónicas polares en el plano del movimiento, ( r , ϕ , pr , pϕ ) ,
con los momentos canónicos definidos en (A.133), el hamiltoniano del pro-
blema del movimiento relativo, obtenido a partir del lagrangiano (A.132) por
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medio de la transformación de Legendre, es:

H∗r (−, r,−, pr, pϕ) =
1

2µ

(
p2r +

p2ϕ
r2

)
+ V (r) , (A.148)

y las ecuaciones canónicas del movimiento aparecen en la forma

dr

dt
=
∂H∗r
∂pr

=
1

µ
pr =⇒ pr = µ ṙ , (A.149)

dϕ

dt
=
∂H∗r
∂pϕ

=
1

µ

pϕ
r2

=⇒ pϕ = µ r2 ϕ̇ , (A.150)

dpr
dt

= − ∂H∗r
∂r

=
p2ϕ
µ r3

− d V (r)

d r
=⇒ µ r̈ = µ r ϕ̇2 − d V (r)

d r
, (A.151)

dpϕ
dt

= − ∂H∗r
∂ϕ

= 0 =⇒ pϕ = µ r2 ϕ̇ = cte. (A.152)

Comparando con resultados anteriores se comprueba que pϕ ≡ G es la
norma del vector momento angular, y que es una magnitud que se conserva
a lo largo del movimiento, como era de esperar a la vista de que el ángulo ϕ
es una coordenada ćıclica en este problema.

A partir de las dos últimas ecuaciones anteriores podŕıa efectuarse una
discusión análoga a la realizada más arriba en el caso de la formulación la-
grangiana.

A.8. Vector de Laplace–Runge–Lenz o vector

excentricidad.

Recordemos que en el caso del problema gravitatorio de dos cuerpos el mo-
vimiento relativo se corresponde con el de una part́ıcula de masa µ bajo la ac-
ción de una fuerza central conservativa atractiva con f(r) = −Gm1m2/r

2 =
−A/r2 . En estas condiciones el problema del movimiento relativo queda des-
crito por la ecuación diferencial vectorial

µ r̈ = − A

r3
r , (A.153)
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para la cual el vector momento angular de la part́ıcula, G = r × (µ ṙ ),
proporciona una integral primera vectorial que permite reducir el orden di-
ferencial desde orden 6 hasta orden 3.

Se trata ahora de plantear la resolución del problema de Kepler con ayuda
de otra u otras nuevas integrales primeras (distintas de la integral de la
enerǵıa) que, además, aporten información con un significado geométrico y
f́ısico fácilmente interpretable y útil desde el punto de vista del tratamiento
matemático del problema.

Como referencias bibliográficas para lo que sigue hemos recurrido a Abad
(2012), Caṕıtulo 8, §8.2, pp. 124–126; Boccaletti y Pucacco (1996), Caṕıtulo
2, §2.1, pp. 132–134; Bond y Allman (1996), Caṕıtulo 2, §2.4, §§2.4.3, pp.
23–26, y Caṕıtulo 8, §8.4, p. 126; Cid y Ferrer (1997), Caṕıtulo 13, §13.4,
§§13.4.1, pp. 345–347; Goldstein (1980), Caṕıtulo 3, §3.9, pp. 102–105, y
Caṕıtulo 9, §9.7, p. 421; Heil y Kitzka (1984), Caṕıtulo 1, §1.3, §§§1.3.6.2,
pp. 79–80; Schneider (1992) Caṕıtulo 3, §3.6, §§§3.6.2.3, pp. 64–68; Thiry
(1970), Caṕıtulo II, §9, pp. 55–58.

Con este propósito de obtener nuevas integrales del problema de Kepler,
utilizando la ecuación del movimiento y la definición del vector momento
angular, y formando el producto vectorial

r̈×G = r̈× { r× (µ ṙ )} = µ r̈× (r× ṙ ) =

[
− A

r3
r

]
× (r× ṙ ) =

= −A r× (r× ṙ )

r3
, (A.154)

se desea reescribir de otra manera las expresiones del principio y del final de
esta cadena de igualdades. Para ello, como G es un vector constante,

d

dt
( ṙ×G ) = r̈×G + ṙ× Ġ = r̈×G . (A.155)

Esta misma conclusión puede alcanzarse por cálculo directo, sin usar de ma-
nera expĺıcita la constancia del vector G :

d

dt
( ṙ×G ) = r̈×G + ṙ× Ġ =

= r̈×G + ṙ× { ṙ× (µ ṙ ) + r× (µ r̈) } = r̈×G ,

ya que los productos vectoriales de las expresiones entre llaves dan como
resultado el vector cero, por tratarse de productos vectoriales de vectores
colineales.
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Por otra parte, para un vector unitario variable se verifica que su ritmo de
variación viene descrito por la fórmula (Boccaletti y Pucacco 1996, Caṕıtulo
2, §2.1, p. 129 y p. 132; Abad 2012, Caṕıtulo 8, §8.2, p. 124–125)

d

dt

(
b(t)

||b(t) ||

)
=

(
b× ḃ

)
× b

||b ||3 . (A.156)

Gracias a estos resultados auxiliares, (A.154) se convierte en

d

dt
( ṙ×G ) = A

d

dt

(
r

||r||

)
, (A.157)

con lo cual

ṙ×G = A
r

r
+
−→
cte. = A

( r

r
+ e

)
, (A.158)

donde e es una constante (vectorial) de integración que aporta tres constan-
tes escalares. Este nuevo vector aśı introducido,

e = e (− , r , ṙ ) =
1

A
ṙ×G − r

r
, (A.159)

se suele denominar vector de Laplace–Runge–Lenz 12 o vector excentricidad
(pues se verá más adelante que, con la elección de notaciones y por el modo
en que se ha definido, su norma coincide con el valor e de la excentricidad
numérica de las cónicas solución del problema de Kepler. Cf. (A.86) y (A.109)
más arriba).

Nótese que en el caso particular de que G = 0 (que correspondeŕıa a
un movimiento rectiĺıneo) se deduce que e = − r/r : el vector e está con-
tenido en el plano orbital, y se encuentra en todo instante en la recta (que
pasa por el origen de coordenadas, punto que coincide con el centro de fuer-
zas) a lo largo de la cual tiene lugar el movimiento, y || e || = 1 . En suma:
r (t) = − r (t) e .

12Existe una vasta lista de referencias en relación con esta controvertida denominación.
Aqúı nos limitaremos a mencionar algunos de los trabajos que hemos incluido en esta
Memoria y que en alguno de sus pasajes aluden a esta circunstancia: Bartnik, Heberzettl
y Sandhas (1988), §1, p, 517, donde se remite al lector a otras referencias; Goldstein (1980),
Caṕıtulo 3, §3.9, nota al pie de la página 103; Scheck (2005), Caṕıtulo 1, §1.24, p. 54, y
Ejercicios del Caṕıtulo 2, Ejercicio 2.22. p. 450 y su resolución en la página 491, se refiere
a esta constante del movimiento como vector de Hermann–Bernoulli–Laplace o vector de
Lenz.
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Si G 6= 0 , por su propia definición (A.22), G es ortogonal a r y a ṙ , es
decir: G ·r = 0 y G · ṙ = 0 . Además, las seis componentes de los vectores G
y e no proporcionan seis integrales primeras funcionalmente independientes,
ya que un sencillo cálculo a partir de (A.159) demuestra que dichos vectores
son ortogonales:

e ·G = 0 , (A.160)

y el vector e está contenido en el plano orbital. De modo que con estos dos
vectores sólo se dispone de cinco integrales primeras escalares funcionalmente
independientes.

En realidad las integrales del vector momento angular, del vector de
Laplace–Runge–Lenz y de la enerǵıa, siete cantidades escalares en total, sólo
aportan cinco constantes del movimiento funcionalmente independientes, ya
que (aparte de la ortogonalidad entre G y e ) se verifica además otra rela-
ción entre las cantidades G , e y E . Para obtenerla, se forma el cuadrado de
la norma de ambos miembros de (A.158),

|| ṙ×G ||2 = || ṙ ||2 ||G ||2 = A2

( || r ||2
r2

+ || e ||2 +
2 e · r
r

)
=⇒

=⇒ v2G2 = A2

(
1 + e2 +

2 e · r
r

)
, (A.161)

donde se ha utilizado la ortogonalidad entre G y ṙ ; a continuación, usando
la ecuación de la enerǵıa (A.94) para despejar || ṙ ||2 ,

|| ṙ ||2 = v2 =
2 E
µ
− 2V (r)

µ
=

2 E
µ

+
2A

µ r
, (A.162)

y la propiedad del vector e (que se deduce inmediatamente a partir de la
definición (A.159) de dicho vector) de que

e · r =
G2

µA
− r , (A.163)

se concluye que

2 E G2 = µA2
(
e2 − 1

)
=⇒ e2 = e2 (G , E) = 1 +

2 E G2

µA2
, (A.164)

que es, finalmente, la relación buscada entre G , e y E . Aunque no se ha
propuesto todav́ıa ninguna interpretación para este vector de Laplace–Runge-
Lenz, se observa que esta relación entre las integrales primeras del problema
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de Kepler hab́ıa aparecido ya con anterioridad en la fórmula (A.109), si bien
entonces se hab́ıa introducido como una mera notación para simplificar la
escritura de las fórmulas.

Analizando el proceso seguido hasta ahora, se ha visto que para un sis-
tema diferencial de orden seis (que gobierna el problema de Kepler) se han
encontrado siete integrales primeras escalares, contenidas en las expresiones
G = G (− , r , ṙ ) , E = E (− , r , ṙ ) y e = e (− , r , ṙ ) , de entre las cuales
sólo cinco son funcionalmente independientes. Puede considerarse que, con
todo lo anterior, el sistema original ha quedado formalmente reducido a orden
uno, y por lo tanto es resoluble por cuadratura. Como la variable indepen-
diente t no figura expĺıcitamente en la forma funcional de esas expresiones,
no es posible todav́ıa utilizarlas para relacionar ninguna de las variables de
posición y velocidad con el parámetro temporal t .

Para seguir avanzando en esa dirección, se verá ahora cómo se puede sacar
partido de esta integral vectorial de Laplace–Runge–Lenz para (sin recurrir
a la integral de la enerǵıa) llegar a determinar las órbitas del problema gra-
vitatorio de dos cuerpos. Multiplicando escalarmente los dos miembros de la
ecuación (A.158) por el vector de posición r ,

r · ( ṙ×G ) = A

( || r ||2
r

+ e · r
)

= A ( r + e r cos f ) ,(A.165)

donde se ha puesto e · r = e r cos f , siendo f el ángulo entre el vector de
Laplace y el vector de posición r . Este ángulo recibirá el nombre de anomaĺıa
verdadera.

Utilizando la propiedad acerca del comportamiento del producto mixto
bajo permutaciones circulares de los vectores implicados, se deduce que

r · ( ṙ×G) =
1

µ
G · ( r× µ ṙ) =

1

µ
G ·G =

G2

µ
, (A.166)

y aśı

G2

µ
= Ar ( 1 + e cos f ) =⇒ r (f) =

G2/µA

1 + e cos f
. (A.167)

Comparando esta expresión con las ecuaciones (A.87) y (A.112), y recor-
dando las notaciones (A.86) y (A.109), se ve que también ahora se puede
tomar p = G2/µA , y en consecuencia (A.167) admite una interpretación
geométrica análoga a la que ya se ha propuesto anteriormente para (A.87),
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(A.112): ecuacion focal de una cónica en coordenadas polares planas, con f
como parámetro de la representación, y p como semilado recto; pero en esta
ocasión la cantidad e , que desempeña el papel de la excentricidad numérica
de dicha cónica, adquiere un nuevo significado (y no simplemente el de una
notación o una abreviatura introducida por conveniencia de escritura): se
trata, precisamente, de la norma del vector e de Laplace–Runge–Lenz.

En definitiva, se ha llegado a una descripción del movimiento como la de
las situaciones caracterizadas por las ecuaciones (A.87) y (A.112) anteriores,
pero ahora se ha rotado el sistema de coordenadas polares de manera que,
en esas coordenadas ( r , f ) , el ángulo polar es cero en el pericentro de la
órbita (cf. (A.113) más arriba).

Se ha dado aśı otra demostración de que en el problema de Kepler las órbi-
tas son cónicas, y comparando las diferentes soluciones obtenidas a través
de los diferentes procedimientos se comprueba que || e || es la excentricidad
numérica de dichas cónicas. Se comprueba también que el vector de Laplace–
Runge–Lenz apunta, desde el foco (que coincide con el origen de coordenadas
y con en centro del campo de fuerzas), en la dirección del pericentro.

Bartnik, Haberzettl y Sandhas (1988) han utilizado la evolución dinámica
de un vector (no necesariamente constante) de tipo Laplace–Runge–Lenz pa-
ra estudiar movimientos en campos de fuerza (ni centrales ni conservativos)
de la forma F ( t , r , ṙ ) = F (− , r , − ) . Leach, Goringe y sus colaborado-
res también han recurrido a vectores de este tipo para el estudio de diversos
sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo or-
den con una forma funcional más complicada que la del problema de Kepler.

A.9. Posición a lo largo de la órbita. Ley ho-

raria del movimiento kepleriano. Ano-

maĺıas.

Ya se ha comentado más arriba que las integrales del momento angular,
de la enerǵıa y del vector excentricidad sólo aportan cinco constantes del mo-
vimiento funcionalmente independientes; además, el tiempo t no interviene
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expĺıcitamente en las expresiones funcionales de esas integrales primeras, por
lo que no es posible, a partir de ellas, relacionar el tiempo con variables de
tipo posición o velocidad.

Recordemos el significado de cada una de esas integrales primeras y su
papel en relación con la resolución del problema de Kepler:

• El momento angular G informa acerca de la orientación (posición)
del plano orbital en el espacio tridimensional; se trata del plano que pasa
por el origen y admite a G como un vector normal; si este vector es nulo
a lo largo del movimiento, se trata de un movimiento rectiĺıneo sobre una
recta que pasa por el origen. Además, la norma G del vector momento
angular está relacionada con un elemento métrico bien definido en todo tipo
de cónicas no degeneradas: la longitud del semilado recto.

• La enerǵıa E indica el tipo de cónica (elipse, parábola, hipérbola) so-
lución del problema en cuestión. En los casos de órbitas con enerǵıa no nula,
esta cantidad está relacionada con el “tamaño” de la órbita (con la longitud
del semieje mayor si es una elipse, o con la del semieje real si se trata de una
hipérbola).

• El vector e de Laplace–Runge–Lenz marca la orientación de la cónica
en el plano del movimiento: según el tipo de órbita, como este vector lleva la
dirección Foco–Pericentro, informa acerca de la dirección del eje mayor de la
elipse, del eje real de la hipérbola, o del eje de la parábola. Además, su norma
e coincide con el valor de la excentricidad numérica de la cónica considerada
(lo cual proporciona otro criterio para la clasificación del tipo de cónica).

En resumidas cuentas, las integrales primeras G , E y e permiten de-
terminar la órbita en su aspecto geométrico, pues proporcionan la curva que
recorre la part́ıcula a lo largo del tiempo, en tanto que la “ley horaria” pro-
porciona la posición del móvil en dicha órbita.

En definitiva, para poder considerar completamente resuelto el problema
de Kepler, sólo falta poder dar, en cada instante, la posición concreta de la
masa móvil a lo largo de su órbita: es decir, establecer una relación tiempo–
posición en cada instante. Esto se consigue estableciendo la que recibe el
nombre de ley horaria del movimiento (Abad 2012, Caṕıtulo 8, §8.5, pp.
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130–139; Boccaletti y Pucacco 1996, Caṕıtulo 2, §2.4, pp. 147–156; Bond
y Allman 1996, Caṕıtulo 2, §2.4, §§2.4.7, pp. 27–30, Apéndice B, pp. 225–
229; Goldstein 1980, Caṕıtulo 3, §3.8, pp. 98–102, y Ejercicio 17, p. 123;
Schneider 1992, Caṕıtulo 3, §3.3, §§3.3.1, pp. 42–46, §3.6, §§3.6.3, pp. 71–78;
Thiry 1970, Caṕıtulo II, §10–§12, pp. 58–64)

Con este propósito, en esta Memoria procederemos a estudiar por sepa-
rado cada uno de los casos de cónica no degenerada que pueden aparecen
como solución de un problema de Kepler, aunque numerosos autores pre-
sentan formulaciones universales y tratamientos uniformes del problema de
los dos cuerpos que permiten desarrollar la teoŕıa y resolver el problema de
manera compacta y unificada, sin necesidad de tener que distinguir entre
los diversos posibles casos. De cara a este planteamiento y tratamiento de
la cuestión, las llamadas funciones universales constituyen una herramienta
matemática esencial; a este respecto, véase, por ejemplo, Stiefel y Scheifele
(1971), Caṕıtulo III, §11, pp. 42–51; Schneider (1992), Caṕıtulo 3, §3.7, pp.
94–97; Bond y Allman (1996), Caṕıtulo 5, §5.4, pp. 71–77, Apéndice E, pp.
236–238; Abad (2012), Caṕıtulo 10, pp. 163–173; Burdet (1968, 1969).

Antes de entrar en los detalles de cada uno de los tres casos concretos,
conviene recordar o presentar algunos resultados preliminares de carácter
general, válidos para todos los tipos de órbitas keplerianas.

Considerando en el plano orbital el sistema ortogonal de coordenadas po-
lares planas ( r , f ), y recordando (A.36), para la norma del vector velocidad
se tiene la relación

v2 = || ṙ ||2 = ṙ2 + r2 ḟ 2 =⇒ ṙ = || ṙ ||2 − r2 ḟ 2 (A.168)

Por otra parte, la integral de la ley de las áreas en este sistema de coordena-
das, bajo cualquiera de las formas (A.41), (A.42) o (A.43), permite despejar
la velocidad angular ḟ :

G = µ r2 ḟ =⇒ ḟ =
G

µr2
, (A.169)

y a partir de ah́ı eliminar ḟ y dar otra expresión para el término r2 ḟ 2

(véase más adelante).

Además, en virtud de (A.86) o de (A.109), el semilado recto de cualquer
cónica kepleriana verifica que p ≡ p (G) = G2/ (µA) ⇐⇒ G2 = µAp .
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Finalmente, utilizando la conservación de la enerǵıa (A.94) en campos
centrales conservativos, se deduce una relación que expresa la norma del
vector velocidad de la masa móvil en función de la distancia r que en cada
instante la separa del origen de coordenadas (y, por lo tanto, del centro de
fuerzas):

v2 ≡ v2 (r) = || ṙ ||2 =
2

µ
{ E − V (r)} , (A.170)

relación que en el caso particular del movimiento kepleriano, es decir, en
presencia del potencial V (r) = −A/r , adopta la forma

v2 ≡ v2 (r) = || ṙ ||2 =
2

µ

(
E +

A

r

)
. (A.171)

Tras estas consideraciones previas, pasaremos a estudiar a continuación
los tres casos de cónicas keplerianas no degeneradas.

A.9.1. Órbitas eĺıpticas.

Recordando que en una elipse el semieje mayor y la enerǵıa cumplen que
a (E) = A/ (− 2 E ) ⇐⇒ E = A/ (− 2 a ), que el semilado recto es p =
a ( 1− e2 ), y que para el movimiento medio n se tiene que n2 a3 = A/µ , la
norma del vector velocidad dada en (A.171) se reescribe como

v2 =
2

µ

(
E +

A

r

)
=

A

µ

(
2

r
− 1

a

)
= n2 a3

(
2

r
− 1

a

)
.(A.172)

Eliminando ḟ de la formulación, el término r2 ḟ 2 se convierte en

r2 ḟ 2 =
G2

µ2 r2
=

µAp

µ2 r2
=

A

µ

p

r2
=

= n2 a3
a ( 1− e2 )

r2
=

n2 a4 ( 1− e2 )

r2
(A.173)

Introduciendo los resultados de (A.172) y de (A.173) en (A.168), y sa-
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cando factor común n2a2/r2 , se obtiene

ṙ2 =
n2 a2

r2
(

2 a r − r2 − a2 + a2e2
)

=

=
n2 a2

r2
(
( a e)2 − ( a − r )2

)
, (A.174)

de donde

ṙ =
d r

d t
=

n a

r

√
(a e)2 − ( a − r )2 , (A.175)

que por separación de variables conduce a

n a dt =
r d r√

(a e)2 − ( a − r )2
=

r d r

a e

√
1 − ( a − r )2

a2 e2

. (A.176)

Como el semieje mayor a y la excentricidad e son constantes en la elipse
kepleriana, y la expresión (a − r) / (a e) depende linealmente de la variable
r , el rango de variación de dicha expresión puede determinarse fácilmente a
partir del rango de variación de la distancia r, que en el movimiento eĺıptico
–y a la vista de (A.113), (A.114) y (A.116)– es rmin = a ( 1 − e ) ≤ r ≤
rmax = a ( 1 + e ) . Se observa que

a − rmax
a e

= − 1 ,
a − rmin

a e
= 1 =⇒

∣∣∣∣
a − r

a e

∣∣∣∣ ≤ 1 , (A.177)

por lo que se puede pensar que existe algún número real entre cero y 2π
cuyo seno o cuyo coseno sea, precisamente, (a − r) /a e . Esto sugiere que
se puede realizar un cambio de variable de integración r −→ E de manera
que, por ejemplo, se verifique que

a − r

a e
= cosE =⇒ r (E) = a ( 1 − e cosE ) , (A.178)

con lo que

d r = a e senE dE , (A.179)

y, en función de la nueva variable de integración, la relación (A.176) se reduce
a

n d t = ( 1 − e cosE ) dE , (A.180)
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cuya integración ahora es inmediata por mera cuadratura,
∫
n d t =

∫
( 1 − e cosE ) dE =⇒ n t = E − e senE + cte. (A.181)

De este modo se dispone, al menos formalmente, de una relación (aunque
sea trascendente) entre el tiempo f́ısico t y la variable auxiliar E , y de una
relación (A.178) entre esta variable intermedia E y la distancia r . Además,
en este último paso se ha introducido la sexta (y última) constante (fun-
cionalmente independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues en esta
ocasión el tiempo t śı que interviene expĺıcitamente en la fórmula (A.181)
anterior) necesaria para poder considerar –al menos desde un punto de vista
puramente teórico– completamente resuelto este caso del problema del mo-
vimiento relativo en un sistema gravitatorio de dos cuerpos.

La variable auxiliar de integración E , introducida por la ecuación (A.178),
se llama anomaĺıa excéntrica del movimiento kepleriano eĺıptico. La propia
expresión r (E) = a ( 1 − e cosE ) puede interpretarse como una represen-
tación paramétrica de la elipse, con la anomaĺıa excéntrica E como paráme-
tro de la representación.

En lugar de considerar integración indefinida, también puede procederse
por integración definida a partir de (A.180):

∫ t

t∗

n d t̂ =

∫ E

E∗

(
1 − e cos Ê

)
d Ê , (A.182)

habiendo elegido un instante de referencia t∗ para el cual el valor de la
variable auxiliar de integración fuese E∗ . Se tendŕıa entonces

n ( t − t∗ ) = (E − e senE ) − (E∗ − e senE∗ ) . (A.183)

Cabŕıa esperar que alguna elección particular especialmente adecuada del
valor t∗ condujese a alguna simplificación de esta expresión. Aśı, por ejemplo,
si se eligiese como t∗ el instante tp en el que la part́ıcula móvil se encuentra
en el pericentro de su órbita eĺıptica, y sabiendo –véase (A.113) o (A.116)–
que entonces r (tp) = rmin = a (1− e) = r (Ep) , de la ecuación (A.178) se
deduce

r (Ep) = rmin ⇐⇒ a ( 1 − e cosEp ) = a ( 1 − e ) =⇒ Ep = 0 ,
(A.184)
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y en consecuencia (A.183) se reduce a

n ( t − tp ) = E − e senE , (A.185)

conocida como ecuación de Kepler del movimiento eĺıptico, aunque también
las fórmulas (A.181) y (A.183) anteriores pueden recibir este mismo nombre.

Por su parte, la expresión del primer miembro de la ecuación de Kepler se
denomina anomaĺıa media, y suele representarse con los śımbolos ` o M . Re-
cordando el significado original del movimiento medio n como una velocidad
angular promedio con la que la masa móvil recorreŕıa idealmente la órbita
eĺıptica (en realidad, su circunferencia directriz) con un movimiento unifor-
me ficticio, la anomaĺıa media en un instante dado seŕıa el ángulo descrito
por la part́ıcula en dicho movimiento ficticio durante el intervalo de tiempo
transcurrido entre el instante de su paso por el pericentro y el instante en
cuestión.

Con las notaciones anteriores, la ecuación de Kepler (A.185) puede escri-
birse como

` = M = n ( t − tp ) = E − e senE . (A.186)

A la vista de las ecuaciones (A.167), (A.178) y (A.186), se observa que, en
un movimiento kepleriano eĺıptico, las tres variables de tipo angular que hasta
ahora hemos denominado anomaĺıas (la anomaĺıa verdadera f , la anomaĺıa
excéntrica E , y la anomaĺıa media ` ) toman el valor cero en el pericentro,
y el valor π en el apocentro:

f = E = ` = 0 en el pericentro ,

f = E = ` = π en el apocentro .

Se trata ahora de poder relacionar estas anomaĺıas entre śı y con el tiem-
po f́ısico t . Nótese que, por una parte, se dispone de dos representaciones
paramétricas de la elipse: una de ellas, (A.167), con la anomaĺıa verdadera
f como parámetro de la representación; la otra, (A.178), en función de la
anomaĺıa excéntrica E como parámetro:

r (f) =
p

1 + e cos f
, r (E) = a ( 1 − e cosE ) ; (A.187)

por otra, de la ecuación (trascendente) de Kepler, (A.186), que en aras de la
completitud en la exposición volvemos a presentar:

` = M = n ( t − tp ) = E − e senE . (A.188)
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En esta ecuación, conocido el valor de la anomaĺıa excéntrica correspondien-
te a una cierta posición de la part́ıcula en la elipse, la determinación del
instante de tiempo t en el que la part́ıcula ocupa dicha posición supone la
resolución de una ecuación algebraica (en realidad, polinómica) de primer
grado. Sin embargo el problema inverso, cuando se conoce el valor de t para
una posición dada y se desea hallar el valor de la anomaĺıa excéntrica que a
través de (A.178) genera tal posición, conlleva la resolución de una ecuación
trascendente para la cual no es posible –en general– encontrar en términos
finitos soluciones en forma cerrada por medio de funciones expĺıcitas y co-
nocidas del tiempo. Algunas estrategias para abordar esta cuestión aparecen
descritas (con mayor o menor detalle) en, por ejemplo, Abad 2012, Caṕıtulo
8, §8.5, §§8.5.4, pp. 136–138; Arnold, Kozlov y Neishtadt (1997), Caṕıtulo 2,
§1, pp. 54–55; Boccaletti y Pucacco, (1996), Caṕıtulo 2, §2.4, pp. 151–156;
Bond y Allman (1996), Caṕıtulo 4, §4.4, pp. 45–46, §4.5, §§4.5.2, pp. 48–49,
Caṕıtulo 5, §5.4, §§5.4.2, p. 77; Goldstein (1980), Caṕıtulo 3, Ejercicios 18,
19 y 29, pp. 123–124; Schneider (1992), Caṕıtulo 3, §3.3, §§3.3.1, pp. 45–46,
§§3.6, §§3.6.5, pp. 87–92; Stiefel y Scheifele (1971), Caṕıtulo III, §10, p. 42;

Se presentan a continuación algunas de las relaciones fundamentales entre
las anomaĺıas verdadera y excéntrica:

cos f =
cosE − e

1 − e cosE
=

a (cosE − e)

r (E)
, (A.189)

sen f =

√
1 − e2 sen E

1 − e cosE
=

b sen E

r (E)
, (A.190)

cosE =
e + cos f

1 + e cos f
, sen E =

√
1 − e2 sen f

1 + e cos f
. (A.191)

Para evitar posibles dificultades en cuanto a la determinación del cua-
drante al que pudieran pertenecer los valores de E y f resultantes de la
aplicación de estas fórmulas, suele recurrirse a la siguiente Fórmula de Gauss,
ya que el cuadrante de f/2 es el mismo que el de E/2 , debido a que (como
se ha indicado más arriba) las anomaĺıas f y E recorren simultáneamente el
intervalo [ 0 , π ] mientras la part́ıcula describe el arco de elipse comprendido
entre el pericentro y el apocentro. En concreto, la fórmula de Gauss es

tan
f

2
=

√
1 + e

1 − e
tan

E

2
= tan

( π
4

+
α

2

)
tan

E

2
, (A.192)

donde α tiene el siguiente significado: Como 0 ≤ e < 1 , existe algún
número real α ∈ [ 0 , π/2 ) tal que e = sen α . Dicho número α se llama
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excentricidad angular o excentricidad trigonométrica de la elipse considerada,
y es, por lo tanto, el ángulo para el cual el valor de la función seno coincide con
la excentricidad numérica e . La última expresión de la fórmula de Gauss,
bajo la forma de un producto de tangentes, fue propuesta en su d́ıa para
facilitar el cálculo manual mediante el empleo de tablas de logaritmos y de
tangentes.

A.9.2. Órbitas parabólicas.

En el caso de una parábola, como e = 1 , la ecuación focal (A.167) será

r (f) =
p

1 + cos f
=

p/2

cos2 (f/2)
=

p

2

(
1 + tan2 (f/2)

)
=

p

2
sec2 (f/2) .

(A.193)

La ley horaria para una órbita parabólica se obtendrá directamente a
partir de la conservación del momento angular, en la forma (A.41), (A.42) o
(A.43), y utilizando la fórmula del semilado recto (A.86) o (A.109):

µ r2 ḟ = G =
√
µAp ⇐⇒ µ [ r (f) ]2

df

dt
=
√
µAp .(A.194)

Introduciendo la expresión (A.193) de r (f) y separando variables resulta

µ
p2

4
sec4

(
f

2

)
df =

√
µAp dt , (A.195)

y recordando la definición (A.121) del movimiento medio parabólico, n2 p3 =
A/µ , esta ecuación puede reescribirse como

2 sec4
(
f

2

)
d

(
f

2

)
= 4n dt =⇒ 2n

∫
dt =

∫
sec4

(
f

2

)
d

(
f

2

)
,

(A.196)
de donde, por integración elemental, se llega a

2n t =
1

3
tan3 f

2
+ tan

f

2
+ cte. (A.197)

Como ya ocurŕıa con la ecuación (A.181) en el caso de órbitas eĺıpticas,
también ahora se dispone de una relación entre el tiempo f́ısico t y una
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anomaĺıa, aunque en esta ocasión se trata de la anomaĺıa verdadera f , y
de una relación (A.193) entre dicha anomaĺıa y la distancia r . Asimismo,
en este cálculo de primitivas se ha introducido la sexta (y última) constan-
te (funcionalmente independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues
también ahora el tiempo t figura expĺıcitamente en la fórmula (A.197) an-
terior) imprescindible para poder considerar –al menos desde un punto de
vista puramente formal y teórico– completamente resuelto el problema del
movimiento kepleriano a lo largo de una órbita parabólica.

Si se optase por una integración definida, a partir de un instante de refe-
rencia t∗ para el cual el valor de la anomalia verdadera fuese f∗ ,

2n

∫ t

t∗

dt̂ =

∫ f

f∗

sec4

(
f̃

2

)
d

(
f̃

2

)
, (A.198)

resultaŕıa

2n ( t − t∗ ) =

(
1

3
tan3 f

2
+ tan

f

2

)
−
(

1

3
tan3 f∗

2
+ tan

f∗
2

)
.

(A.199)

De nuevo, alguna elección particularmente conveniente del valor t∗ puede
producir alguna simplificación significativa de esta expresión: tomando como
referencia t∗ el instante tp en el que la part́ıcula pasa por el pericentro de su
órbita parabólica, y sabiendo –véase (A.113)– que entonces r (tp) = rmin =
p/2 = r (f = 0) , será fp = 0, con lo que finalmente (A.199) se simplifica,
quedando en la forma

2n ( t − tp ) =
1

3
tan3 f

2
+ tan

f

2
, (A.200)

llamada ecuación de Barker del movimiento parabólico o ley horaria del mo-
vimiento parabólico. . Nótese que también las expresiones (A.197) y (A.199)
merecen, en principio, esta denominación.

También ahora, por analoǵıa con el caso del movimiento kepleriano eĺıpti-
co, puede introducirse el concepto de anomaĺıa media del movimento pa-
rabólico, en la forma ` = M = n ( t − tp ) . Esto permite reescribir la
ecuación de Barker como

` = M = n (t− tp) =
1

6
tan3 f

2
+

1

2
tan

f

2
. (A.201)
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En un movimiento kepleriano parabólico, la anomaĺıa verdadera f y la
anomaĺıa media ` valen cero en el pericentro.

En esta ocasión, la ley horaria representada por la ecuación de Barker
puede llevarse a forma algebraica (a diferencia de la ecuación de Kepler del
movimiento eĺıptico que –como ya se ha indicado– es una ecuación trascen-
dente). En efecto, introduciendo la notación tan (f/2) = X , la ecuación de
Barker se convierte en una cúbica en la variable X, lo cual da lugar a una
ecuación polinómica de grado tres que es resoluble por radicales.

A.9.3. Órbitas hiperbólicas.

La deducción de la ley horaria en el caso del movimiento kepleriano hi-
perbólico puede tratarse de una manera muy parecida a la del caso de las
órbitas eĺıpticas, aprovechando (con las debidas precauciones) las analoǵıas
que presentan las fórmulas de la Geometŕıa Anaĺıtica, de la Cinemática y de
la Dinámica para estos dos tipos de cónicas.

En una hipérbola el semieje real y la enerǵıa mantienen la relación a (E) =
A/ (2 E ) ⇐⇒ E = A/ (2 a ), el semilado recto obedece a la expresión p =
a ( e2 − 1 ), y para el movimiento medio hiperbólico n se tiene que n2 a3 =
A/µ . En estas condiciones, la norma del vector velocidad dada en (A.171)
adopta la forma13

v2 =
2

µ

(
E +

A

r

)
=

A

µ

(
2

r
+

1

a

)
= n2 a3

(
2

r
+

1

a

)
.(A.202)

13A la vista de la fórmula (A.172) para el movimiento eĺıptico, y de la que se establece
ahora para el hiperbólico, y teniendo en cuenta la expresión del semilado recto en cada
uno de esos dos casos, además de la forma que adopta la integral de la enerǵıa (A.94)
con E = 0 y e = 1 en las órbitas parabólicas, se puede proponer una versión unificada
que engloba las tres situaciones de las cónicas keplerianas no degeneradas en una única
fórmula que relaciona en cada instante la norma de la velocidad con la distancia (Abad
2012, Caṕıtulo 8, §8.3, Ecuación (8.11) de la página 128; Cid y Ferrer 1997, Caṕıtulo 13,
§13.4, §§13.4.1, Ecuación (13.4.12) de la página 347):

v2 =
A

µ

(
2

r
− 1− e2

p

)
.
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Eliminando ḟ , el término r2 ḟ 2 será ahora

r2 ḟ 2 =
G2

µ2 r2
=

µAp

µ2 r2
=

A

µ

p

r2
=

= n2 a3
a ( e2 − 1 )

r2
=

n2 a4 ( e2 − 1 )

r2
. (A.203)

Introduciendo estos resultados de (A.202) y de (A.203) en (A.168), y
sacando factor común n2a2/r2 , se deduce que

ṙ2 =
n2 a2

r2
(

2 a r + r2 + a2 − a2e2
)

=

=
n2 a2

r2
(
( a + r )2 − ( a e)2

)
, (A.204)

y despejando la componente radial de la velocidad,

ṙ =
d r

d t
=

n a

r

√
( a + r )2 − (a e)2 . (A.205)

Separando variables,

n a dt =
r d r√

( a + r )2 − (a e)2
=

r d r

a e

√
( a + r )2

a2 e2
− 1

.(A.206)

Como el semieje real a y la excentricidad e son constantes en la hipérbola
kepleriana, y la expresión (a + r) / (a e) depende linealmente de la variable
r , el rango de variación de dicha expresión puede calcularse a partir del rango
de variación de la distancia r, que en el movimiento hiperbólico –y a la vista
de (A.113) y (A.123)– es rmin = a ( e − 1 ) ≤ r < +∞ . Se observa que

a + rmin
a e

= 1 =⇒ 1 ≤ a + r

a e
< +∞ . (A.207)

Se efectúa ahora un cambio de variable de integración r −→ F tal que

a + r

a e
= coshF =⇒ r (F ) = a ( e coshF − 1 ) , (A.208)

con lo que la relación entre diferenciales es

d r = a e senhF dF , (A.209)
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y, en función de la variable auxiliar de integración, la relación (A.206) se
transforma en

n d t = ( e coshF − 1 ) dF , (A.210)

cuya integración es inmediata, resultando

∫
nd t =

∫
(e coshF − 1) dF =⇒ n t = e senhF − F + cte. , (A.211)

lo cual proporciona una relación (también ahora trascendente) entre el tiem-
po f́ısico t y la variable auxiliar F , y una relación (A.208) entre esta variable
intermedia F y la distancia r . Como en los casos anteriores, también en este
último paso se ha introducido la sexta (y última) constante (funcionalmente
independiente de las ya obtenidas anteriormente, pues el tiempo t aparece
expĺıcitamente en la fórmula (A.211) anterior) requerida para poder conside-
rar –al menos desde un punto de vista teórico– completamente resuelto este
último caso del problema del movimiento relativo en un sistema gravitatorio
de dos cuerpos.

La variable auxiliar de integración F , introducida a través de la ecuación
(A.208), es la anomaĺıa excéntrica del movimiento kepleriano hiperbólico. La
ecuación r (F ) = a ( e coshF − 1 ) se interpreta como una representación
paramétrica de la hipérbola, con la anomaĺıa excéntrica F como parámetro
de dicha representación.

Al igual que en los casos anteriores, y con el mismo criterio, procediendo
por integración definida a partir de (A.210),

∫ t

t∗

n d t̂ =

∫ F

F∗

(
e cosh F̂ − 1

)
d F̂ , (A.212)

con t∗ un instante de referencia para el cual el correspondiente valor de la
variable auxiliar de integración sea F∗ , se llegaŕıa a

n ( t − t∗ ) = ( e senhF − F ) − ( e senF∗ − F∗ ) . (A.213)

Para simplificar esta expresión, eligiendo como t∗ el instante tp en el que
la part́ıcula pasa por el pericentro de su órbita hiperbólica, y recordando
–véase (A.113) o (A.123)– que entonces r (tp) = rmin = a (e− 1) = r (Fp) ,
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a partir de la ecuación (A.208) se obtiene

r (Fp) = rmin ⇐⇒ a ( e coshFp − 1 ) = a ( e − 1 ) =⇒ Fp = 0 ,
(A.214)

gracias a lo cual (A.213) se reduce a

n ( t − tp ) = e senhF − F , (A.215)

que es la ecuación de Kepler del movimiento hiperbólico; también las fórmulas
(A.211) y (A.213) se denominan aśı.

La expresión del primer miembro de la ecuación de Kepler se llama tam-
bién ahora anomaĺıa media, y se denota con las letras ` o M . Con estas
notaciones, la ecuación de Kepler (A.215) se escribe como

` = M = n ( t − tp ) = e senhF − F . (A.216)

De las ecuaciones (A.167), (A.208) y (A.216) se concluye que, en una
hipérbola kepleriana, las tres variables de tipo anomaĺıa que hemos consi-
derado (la anomaĺıa verdadera f , la anomaĺıa excéntrica F , y la anomaĺıa
media ` ) toman el valor cero en el pericentro.

A continuación, se desea establecer un conjunto de relaciones que liguen
a estas anomaĺıas entre śı y con el tiempo f́ısico t . Es claro que, por una
parte, se dispone de dos representaciones paramétricas de la hipérbola: una
de ellas, (A.167), en función de la anomaĺıa verdadera f como parámetro de
la representación; la otra, (A.208), por medio de la anomaĺıa excéntrica F
como parámetro:

r (f) =
p

1 + e cos f
, r (F ) = a ( e cosF − 1 ) ; (A.217)

por otra, de la ecuación (trascendente) de Kepler, (A.216):

` = M = n ( t − tp ) = e senhF − F . (A.218)

En esta ecuación, dado el valor de la anomaĺıa excéntrica correspondiente a
una posición de la part́ıcula en la hipérbola, la determinación del instante de
tiempo t en el que la part́ıcula pasa por dicha posición implica la resolución
de una ecuación polinómica de primer grado en la incógnita t . Sin embargo
el problema inverso, cuando se conoce el valor de t para una posición dada y
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se desea encontrar el valor de la anomaĺıa excéntrica que a través de (A.208)
genera tal posición, conlleva la resolución de una ecuación trascendente para
la cual no es posible –en general– encontrar en términos finitos soluciones en
forma cerrada por medio de funciones expĺıcitas y conocidas del tiempo.

Finalmente se dan a continuación algunas de las relaciones fundamentales
entre las anomaĺıas verdadera y excéntrica en el movimiento hiperbólico:

cos f =
e − coshF

e coshF − 1
=

a (e − coshF )

r (F )
, (A.219)

sen f =

√
e2 − 1 senh F

e coshF − 1
=

b senh F

r (F )
, (A.220)

coshF =
e + cos f

1 + e cos f
, senh F =

√
e2 − 1 sen f

1 + e cos f
. (A.221)

La versión de la Fórmula de Gauss para el caso hiperbólico es ahora

tan
f

2
=

√
e + 1

e − 1
tanh

F

2
= coth

( αH
2

)
tanh

F

2
, (A.222)

si se introduce un número real αH tal que e = coshαH > 1.

A.10. Sobre el formalismo canónico y las va-

riables polares nodales.

En este apartado, y sin ninguna pretensión de ofrecer una exposición
completa y formalmente rigurosa de los contenidos, comentaremos breve-
mente algunas ventajas que conlleva la utilización del fomalismo canónico,
e introduciremos el conjunto canónico de las variables polares nodales o de
Hill–Whittaker.

En el marco de la Mecánica Canónica queda facilitada la introducción de
nuevas variables auxiliares con fines de regularización, linealización y estabili-
zación de las ecuaciones de movimiento. Además, la inclusión del parámetro
temporal t como una dimensión adicional en pie de igualdad con las res-
tantes coordenadas en el espacio de configuración ampliado (Lánczos, 1986,
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Caṕıtulo V, §2, nota al pie de la página 115, atribuye la idea a Lagrange en
su Mécanique Analytique de 1788) tiene su traducción inmediata en la cons-
trucción del espacio de fases ampliado14 y, a partir de ah́ı, en el desarrollo
del correspondiente formalismo canónico homogéneo o formalismo canónico
ampliado.

De hecho, el uso de este artificio en el marco del formalismo hamilto-
niano se remonta a Poincaré (1905), Caṕıtulo I, §12, pp. 13–16. Considerado
como una variable canónica más, el tiempo f́ısico puede también ser some-
tido a transformaciones canónicas; sin embargo la correspondiente variable
canónica transformada ya no conserva en general el significado f́ısico dis-
tintivo del que goza t : tras efectuar un cambio de variable independiente,
por conveniencia en el uso de la terminoloǵıa, se suele seguir hablando de la
nueva variable independiente como de la “variable temporal”, el “parámetro
temporal”, el “tiempo ficticio” o “pseudo–tiempo”, aunque en realidad estas
denominaciones ya no acarreen un significado f́ısico especial (Scheifele 1970,
§§1.2, pp. 298–301; Stiefel y Scheifele 1971, Caṕıtulo VIII, §30, §31, §32, §34,
Caṕıtulo X, §37; Thiry, 1970, Caṕıtulo III, §10, pp. 93–95, §11, pp. 95–99;
Caṕıtulo V, §10, pp. 187–188, y §11, pp. 189–190; Cid y Camarena 1979,
Caṕıtulo VIII, §8, pp. 220–222; Boccaletti y Pucacco 1996, Caṕıtulo 1, §1.5,
pp. 41–42, §1.11, p. 75–76, §1.14, pp. 85–90; Lánczos 1986, Caṕıtulo V, §6, y
Caṕıtulo VI, §10; Szebehely 1967, Caṕıtulo 6, §6.4, §6.5 y §6.6, pp. 327–340;
Schneider 1992, Caṕıtulo 11, §11.7, pp. 340–341).

Es habitual combinar el formalismo canónico con la introducción de nue-
vas variables independientes distintas del tiempo f́ısico t . Un artificio muy
usado consiste en considerar transformaciones de tiempo t −→ τ en las que
el nuevo tiempo ficticio τ viene definido a través de una relación diferencial
de la forma dt = f̃ dτ , donde la función f̃ se toma proporcional a una
potencia de la distancia r a través de un coeficiente que sea una constante
o una función de elementos orbitales, de integrales primeras y/o de variables

canónicas, es decir, de la forma f̃ = kυ r
υ , aunque también se han utilizado

dependencias funcionales más generales. Estas transformaciones diferencia-
les de la variable independiente son generalizaciones de la transformación
regularizadora de Sundman (1912–1913, p. 127 y p. 174).

En estas condiciones, dado un sistema mecánico gobernado por un ha-
miltoniano H ( t , q , p ) formulado en un conjunto de variables canónicas

14Szebehely 1967, Caṕıtulo 6, §6.7, p. 341, imputa a Lánczos el haber acuñado la expre-
sión “espacio fásico ampliado” o “espacio fásico extendido” (“extended phase space”).
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( q , p ) con t como variable independiente, tras efectuar una reparametri-
zación del movimiento por medio de un cambio de variable independiente
dt = f̃ dτ , las ecuaciones canónicas del movimiento (respecto del pseudo–
tiempo τ como nueva variable independiente) se deducen del hamiltoniano

transformado K = f̃ H .

Para el conjunto canónico de variables polares nodales de Hill y Whittaker
se usarán ahora las notaciones ( r , θ , ν ; pr , pθ , pν ) , cuyo significado es el
siguiente (véase, por ejemplo, Hill 1913, pp. 173–174; Thiry 1970, Caṕıtulo
III, §18, pp. 117–118, Caṕıtulo IV, §6, §§6.3, pp. 132–135; Deprit 1981, §2,
pp. 113–115; Ferrándiz y Fernández–Ferreirós, 1991, §2, p. 3; Cid y Ferrer
1997, Caṕıtulo 13, §13.3, §§13.3.2, pp. 341–343; Abad 2012, Caṕıtulo 9, §9.8,
pp. 158–159):

• r ≥ 0 es la norma eucĺıdea del vector de posición, que representa la
distancia radial desde el origen de coordenadas hasta la part́ıcula móvil;

• θ designa al argumento de latitud del móvil (distancia angular al punto
móvil desde su nodo ascendente), y está definido módulo 2 π ;

• ν representa al argumento de longitud del nodo ascendente;

y en cuanto a los momentos canónicos conjugados de estas estas coordenadas,

• pr es la componente radial de la velocidad de la masa en movimiento;

• pθ designa a la norma del vector momento angular orbital, y

• pν denota a la componente polar (o vertical) del vector momento angu-
lar.

La relación entre variables canónicas cartesianas y variables polares no-
dales puede consultarse, por ejemplo, en Hill (1913), p. 173; Cid y Calvo
(1973), §2; Cid y Ferrer (1997), p. 343.

En función de estas variables, la inclinación I del plano instantáneo de
movimiento (respecto del plano fundamental x1x2 ) depende de los momentos
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pθ y pν a través de las relaciones

c ≡ cos I = pν/pθ , s ≡ sen I =

√
1 − (pν/pθ)

2 , (A.223)

donde, de paso, se han introducido las notaciones c ≡ cos I y s ≡ sen I
que, en muchas ocasiones, se utilizan para abreviar la escritura de ciertas
fórmulas (por ejemplo, en el estudio del movimiento de satélites artificiales).

En Thiry (1970), Caṕıtulo IV, §6, §§6.3, pp. 132–135, se obtienen estas va-
riables canónicas como resultado de una transformación de Mathieu a partir
de las variables cartesianas habituales. Una deducción similar puede encon-
trarse en Cid y Calvo (1973), §2, pp. 16–18, bajo la forma de una extensión
canónica a partir de coordenadas cartesianas rectangulares.

El hamiltoniano H0 de un problema de Kepler en estas variables polares
nodales es

H0 ≡ H0 ( t , r , θ , ν , pr , pθ , pν ) = H0 (− , r , − , − , pr , pθ , − ) =

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r
, (A.224)

donde ahora (a diferencia de párrafos anteriores) la letra µ = G (m1 +m2)
se ha usado para representar el parámetro gravitatorio del sistema de dos
cuerpos. Cuando una de las masas (por ejemplo, m1 ) es considerablemente
mayor que la otra (m2 � m1 ), se suele utilizar la aproximación µ ≈ Gm1 ,
y se habla del “parámetro gravitatorio (o constante gravitatoria) de cuerpo
de masa m1 ”. Aśı, por ejemplo, para el estudio del movimiento en torno al
Sol de planetas, cometas, asteroides y otros cuerpos celestes en el seno del
Sistema Solar, se considera el “parámetro gravitatorio heliocéntrico” µ ≈
GMSol ; en el caso del movimiento de satélites artificiales de la Tierra se usa el
“parámetro gravitatorio geocéntrico” µ ≈ GMT ierra ; para sondas espaciales
que orbitasen alrededor de la Luna se tendŕıa el “parámetro gravitatorio
selenocéntrico” µ ≈ GMLuna , etc.

El conjunto de variables canónicas de Hill y Whittaker goza de algunas
propiedades que se exponen a continuación de manera resumida, según la
descripción que de ellas se ofrece en Cui y Mareyen (1992).

A diferencia de los elementos orbitales keplerianos clásicos, su aplicabili-
dad no depende de la forma de la órbita considerada (en última instancia,
de su excentricidad), son regulares incluso para órbitas circulares y permiten
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establecer una clara distinción entre las coordenadas de posición y las velo-
cidades. Además, estas variables comparen con aquellos elementos la propie-
dad de que sus variaciones temporales son matemáticamente más sencillas
y cuantitativamente más suaves que las correspondientes a las coordenadas
cartesianas rectangulares, lo que las hace más adecuadas para el estudio de
perturbaciones.

Para el movimiento kepleriano no perturbado los momentos pθ y pν y
la longitud del nodo ascendente ν son constantes (pues sus variables conju-
gadas son ignorables en el hamiltoniano kepleriano); el radio vector r vaŕıa
periódicamente en torno al valor medio constante p2θ/µ con una amplitud
e p2θ/µ , donde µ es el parámetro gravitatorio del sistema de dos cuerpos; la
velocidad radial pr vaŕıa periódicamente en torno al valor cero con amplitud
eµ/pθ ; el argumento de latitud θ es la superposición de una función lineal
del tiempo y un término periódico. Las amplitudes de los términos periódicos
anteriores son pequeñas (proporcionales a la excentricidad).

Por otra parte, al ser canónicas, estas variables polares nodales permiten
el tratamiento anaĺıtico de las ecuaciones diferenciales del movimiento por
medio de transformaciones canónicas. En relación con su comportamiento
y adecuación para la integración numérica de órbitas, puede consultarse el
citado art́ıculo de Cui y Mareyen (1992). Estos mismos autores (§I, p. 155)
atribuyen a Izsák (1963) el mérito de haber sido el primero en introducir
las variables de Hill en la Teoŕıa del Satélite Artificial; con anterioridad, la
mayor parte de las investigaciones sobre el movimiento orbital de satélites
artificiales se efectuaba a partir de variables polares esféricas o en función de
elementos de Delaunay.

Se considera a continuación el espacio de fases ampliado de dimensión
ocho, dotado de la extensión o ampliación del conjunto de variables de Hill–
Whittaker obtenida al adjuntar al conjunto canónico clásico un par conjugado
( t , p0 ) de variables canónicas constituido por el tiempo f́ısico t (interpre-
tado como una coordenada adicional) y el momento canónico asociado p0
(que, salvo por un cambio de signo, será igual al hamiltoniano del problema
al que se apliquen las variables en el espacio de fases de dimensión 6; véase
Lánczos 1986, Caṕıtulo V, §2, pp. 115–119, y Caṕıtulo VI, §10, pp. 185–192;
también, el art́ıculo de Scheifele 1970, §§1.2, y los pasajes del libro de Stiefel
y Scheifele 1971, §30, §32, §34, §37).

En estas condiciones, el hamiltoniano homogéneo H0 , h de un problema
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de Kepler, expresado en este conjunto ampliado de variables polares nodales,
es

H0 , h ≡ H0 , h ( t , r , θ , ν , p0 , pr , pθ , pν ) =

= H0 (− , r , − , − , − , pr , pθ , − ) + p0 ≡
≡ H0 , h (− , r , − , − , p0 , pr , pθ , − ) =

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r
+ p0 . (A.225)

Cui y Lelgemann (1995), Apéndice A, Subapéndice A.1, p. 92, presentan
un conjunto ampliado de variables canónicas de Hill–Whittaker en el que “la
enerǵıa total” (según su denominación) desempeña el papel de lo que aqúı se
ha denotado como p0 ; pero es que, a su vez, el concepto de hamiltoniano que
consideran estos autores (al igual que Hill 1913, p. 174; Izsák 1963, p. 559)
difiere del nuestro en el signo, pues se trata del opuesto del que (siguiendo la
práctica habitual 15) utilizamos en esta Memoria.

Para uso posterior, se supondrá que un problema perturbado de dos cuer-
pos, o sistema kepleriano perturbado, en su formulación canónica en variables
polares nodales, vendrá descrito por medio de un hamiltoniano de la forma

H ≡ H ( t , r , θ , ν , pr , pθ , pν ) = H0 (− , r , − , − , pr , pθ , − ) + V

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r
+ V (− , r , θ , ν , pr , pθ , pν ) , (A.226)

donde H0 es el hamiltoniano correspondiente a un sistema kepleriano puro,
y V representa al potencial de las fuerzas perturbadoras que actúan en el
problema en cuestión.

En el espacio de fases ampliado a ocho dimensiones se considerarán tam-
bién hamiltonianos homogéneos de problemas de Kepler perturbados que obe-

15Cf. §2 de A. Deprit, “A Note Concerning the TR–Transformation”, Celestial Mecha-
nics 23, (4), 299–305, 1981.
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decen a expresiones de la forma

Hh ≡ Hh ( t , r , θ , ν , p0 , pr , pθ , pν ) =

= H0 (− , r , − , − , − , pr , pθ , − ) + V + p0 =

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r

+V (− , r , θ , ν , p0 , pr , pθ , pν ) + p0 . (A.227)

De especial interés en esta Memoria serán los sistemas keplerianos per-
turbados que comparten una dependencia funcional del tipo que caracteriza
a la familia de intermediarios radiales que Deprit introdujo en la Teoŕıa de
Satélites Artificiales (Deprit, 1981, §7, p. 138, Fórmulas [57] y [58], y Tabla
II; Alfriend y Coffey, 1984; Ferrándiz y Fernández–Ferreirós, 1991; Floŕıa,
1993):

HD ≡ HD (− , r , − , − , pr , pθ , pν ) =

= H0 (− , r , − , − , pr , pθ , − ) + VD (− , r , − , − , − , pθ , pν ) =

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r
+

1

r2
VD (− , − , − , − , − , pθ , pν ) , (A.228)

o, más en general, en el espacio de fases ampliado,

HD ,h ≡ HD ,h (− , r , − , − , p0 , pr , pθ , pν ) =

= H0 (− , r , − , − , − , pr , pθ , − )

+VD (− , r , − , − , p0 , − , pθ , pν ) + p0

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r

+
1

r2
VD (− , − , − , − , p0 , − , pθ , pν ) + p0 . (A.229)

El Problema Fundamental o Problema Principal de la teoŕıa del movimien-
to de satélites artificiales queda caracterizado por el hamiltoniano (Deprit
1981, §5, pp. 129–130; Cid y Ferrer 1997, Caṕıtulo 13, §13.3, §§13.3.2, p. 343;
Abad 2012, Caṕıtulo 17, §17.2, pp. 278–279) que, por ahora, denotaremos
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como

M ≡ M (− , r , θ , − , pr , pθ , pν ) = H0 (− , r , − , − , pr , pθ , − ) + V

=
1

2

[
p2r +

p2θ
r2

]
− µ

r
+ εM1 (− , r , θ , − , − , pθ , pν ) , (A.230)

M1 =
µR2

e

4 r3
{(

3 c2 − 1
)

+ 3 s2 cos 2θ
}
, (A.231)

donde ε es un pequeño parámetro relacionado con el coeficiente J2 (Abad
2012, Caṕıtulo 14, §14.3, pp. 225–226, Ec. (14.20); Cid y Ferrer 1997, Caṕıtulo
7, §7.6, §§7.6.1, p. 207 y p. 209) que da cuenta del achatamiento dinámico del
cuerpo central (en este caso, la Tierra), Re es su radio ecuatorial medio, y
las cantidades c y s , introducidas en (A.223), son funciones de la inclinación
instantánea I ≡ I ( pν , pθ ) del plano orbital,

c ≡ cos I = pν/pθ , s ≡ sen I . (A.232)
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B
Sobre la transformación a elementos

B.1. Transformaciones de ecuaciones diferen-

ciales

Siguiendo el libro de Kirchgraber y Stiefel (1978) [68] se introducen las
transformaciones de ecuaciones diferenciales tal y como viene explicado en
la mayoŕıa de libros de texto, pero con una pequeña variación que no es
habitual. En este caso se van a admitir cambios de variables entre dominios
de diferente dimensión.

En principio se considerará el caso de sistemas autónomos, y se dejará de
lado el caso no autónomo, que, como bien se sabe, se puede fácilmente trans-
formar en autónomo. Aśı que bastará con tratar el siguiente tipo de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = f (x) , (B.1)

donde x ∈ Rn y f es una función vectorial suficientemente regular de di-
mensión n ∈ N; además se establece que x (t0) = x(0) son las condiciones
iniciales del sistema.

Uno de los instrumentos principales para la construcción anaĺıtica de solu-
ciones aproximadas es el cambio de variables en las ecuaciones diferenciales.
Pueden considerarse varios de ellos. El primero será una transformación a
elementos.
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Como ya se ha mencionado, se define aqúı una versión más general del
cambio de variables para ecuaciones diferenciales.

Sea ψ(y) una función vectorial de dimensión n, con el vector y de dimen-
sión m como argumento, es decir

ψ : Rm −→ Rn

y 7−→ x = ψ (y) ,

y no es necesario que m sea igual a n.

La matriz jacobiana de la función vectorial ψ está definida como la matriz
de las derivadas parciales:

Jy (ψ) :=
∂ψ

∂y
=




∂ψ1

∂y1
· · · ∂ψ1

∂ym

∂ψn
∂y1

∂ψn
∂ym


 .

Definición 1: La función vectorialψ (y) se denomina transformación del sistema
(B.1) si existe una función vectorial g (y) de dimensión m tal que se verifique

Jy (ψ) g (y) = f (ψ (y)) . (B.2)

(La igualdad significa aquı́ igualdad entre funciones).

Como se puede comprobar, se define aśı una transformación en la que el
espacio de salida y el de llegada no poseen la misma dimensión. A continua-
ción se establece el siguiente Lema

Lema 1. Si y(t) es una solución del sistema

ẏ = g (y) ,

donde g (y) verifica la ecuación (B.2), entonces

x (t) = ψ (y (t)) ,

es solución de (B.1).

La demostración se obtiene de forma inmediata aplicando la regla de la
cadena.
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Si la matriz jacobiana es cuadrada, o sea n = m, y además regular,
entonces

g (y) = J−1y (ψ)f (ψ (y)) . (B.3)

Sea la función ψ (y) inversible; entonces existe una función vectorial de
dimensión n, que se denotará por χ (x), tal que cumple las siguientes pro-
piedades

x = ψ (χ (x)) , (B.4)

y = χ (ψ (y)) . (B.5)

Derivando la segunda expresión respecto de x se obtiene

J−1y (ψ) =
∂χ (x)

∂x
, x� ψ (y) ,

y se concluye que

g (y) =
∂χ (x)

∂x
f , x� ψ (y) ,

donde la flecha � significa que se sustituirá x por ψ (y) una vez calculadas
todas las derivadas parciales.

B.2. Funciones casi–periódicas

El primero en desarrollar una teoŕıa de las funciones casi–periódicas fue el
matemático Bohr (1924), (1925) y (1926) [20–22]. En este resumen sólo se
tratarán funciones complejas de variable real, aunque los resultados básicos
son fáciles de extender a funciones vectoriales reales (véase, por ejemplo,
Arguedas y Castro (2000) [10]).

Siguiendo el libro de Bohr (1947) [23] se considera la suma finita

s(t) =
N∑

n=1

an e
iλnt , ∀t ∈ R , (B.6)

donde los coeficientes an son números complejos y los exponentes λn son
números reales.
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Realmente para muchos propósitos basta con partir del conjunto dado por
las funciones (B.6), aunque para proporcionar una visión algo más amplia se
presentará un pequeño resumen de algunos de los conceptos fundamentales
de la teoŕıa de Bohr.

Un ejemplo ilustrará las ideas de la teoŕıa de Bohr: sea

s(t) = eiλ1t + eiλ2t,

donde λ1 y λ2 son distintos de cero. Como es obvio, cada término de esta
suma es una función periódica con los peŕıodos respectivos p1 = 2π/ | λ1 | y
p2 = 2π/ | λ2 |.

Si λ1/λ2 ∈ Q, entonces existen dos enteros n1 y n2 distintos de cero tales
que P := n1 p1 = n2 p2 es el peŕıodo de s(t).

En el caso de que λ1/λ2 sea un número irracional no existen dos números
enteros distintos de cero tales que n1 p1 = n2 p2 (se dice entonces que λ1
y λ2 son inconmensurables; también se dice que λ1 y λ2 son linealmente
independientes sobre el anillo Z de los números enteros), y como consecuencia
no existe peŕıodo de s(t). Sin embargo, para cualquier δ > 0 existen n1, n2 ∈
Z tales que

| n1 p1 − n2 p2 |< δ ,

lo cual se deduce como un caso particular del teorema general de la aproxi-
mación diofántica (Bohr (1947) [23], §40 p. 31).

Un ejemplo sencillo de una función no periódica formada por funciones
trigonométricas:

s(t) = sen 2πt+ cos 2π
√

2 t .

Es obvio que esta función no posee peŕıodo T tal que f(t+T ) = f(t) , ∀t ∈ R.
Pero para cualquier δ > 0 se pueden encontrar dos números n1, n2 ∈ Z tales
que |2n1 −

√
2n2| < δ.

De ah́ı que se necesite una definición que no sólo abarque a las funciones
periódicas, sino también a este tipo de funciones, y a su clausura respecto de
la norma uniforme.

Es posible obtener otros conjuntos de funciones casi–periódicas usando
sumas finitas e infinitas de funciones trigonométricas y completar el conjunto
(véanse, por ejemplo los libros de Corduneanu (1989) y (2009) [38, 39]).

208



Transformaciones a Variables Focales

En el libro Sternberg (1969) [93, p. 3 y p. 11] se definen las funciones
“almost periodic” y “quasi-periodic”, mientras que Corduneanu (1989) y
(2009) no hace esa distinción, pero clasifica las funciones casi–periódicas
dependiendo del conjunto de polinomios trigonométricos (finito o infinito) y
de la norma utilizada para completar el espacio compuesto por el conjunto
en cuestión.

Nosotros utilizaremos la definición de las funciones casi–periódicas de
Bohr (1947) presentada por Sternberg (1969).

Definición 2: Una función f compleja de variable real se denomina uniforme-
mente casi–periódica si

I. f es continua y

II. dado ε > 0 existe un L(ε) > 0 de tal manera que cualquier intervalo
(a, a+L(ε)) con longitud L(ε) contiene al menos un número τ := τf (ε) ∈
R tal que

|f(t+ τ)− f(t)| < ε ∀t ∈ R . (B.7)

El valor τ se denomina número de traslación, o también casi–perı́odo, de f
correspondiente a ε > 0.

El conjunto constituido por estas funciones es la clausura del conjunto
formado por los polinomios trigonométricos (B.6) respecto de la norma uni-
forme, y se denotará por H. Aśı que la casi–periodicidad es precisamente la
propiedad estructural que caracteriza a las funciones f que pertenecen a H.

Entonces para cualquier función f ∈ H y para cada ε > 0 existe un
polinomio trigonométrico s(t) tal que

| f(t)− s(t) |≤ ε ∀t ∈ R .

Dicho de otra manera, cualquier función f ∈ H puede ser aproximada por
un polinomio trigonométrico tanto como se quiera. Y además toda función
de tipo (B.6) es una función uniformemente casi–periódica.

Definición 3: Se dice que un conjunto A ⊆ R es relativamente denso en R si
existe una longitud L > 0 tal que cualquier intervalo(α, α + L) de longitud L
contiene al menos un elemento τ ∈ A.
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Un ejemplo de un conjunto relativamente denso es el conjunto {np | n ∈
Z y p > 0} (ver por ejemplo Levitan y Zhikov (1982) [75, p. 1]).

Sea {τf (ε)} el conjunto de los números de traslación de f correspondiente
a ε; entonces se puede afirmar que dicho conjunto es relativamente denso en
R.

A continuación se presentan algunos resultados relativos a las funciones
casi–periódicas, sin entrar en las demostraciones.

Teorema 2. Toda función uniformemente casi–periódica es acotada y además
es uniformemente continua.

Otro resultado importante (ver Corduneanu (2009) [39]) es que H es un
álgebra de Banach.

Corolario 3. Sea F una función de k argumentos uniformemente conti-
nua respecto a todos ellos. Entonces la función F (f1(·), . . . , fk(·)) es unifor-
memente casi–periódica si las funciones f1, . . . , fk son uniformemente casi–
periódicas.

Este corolario brinda la posibilidad de introducir una nueva clase de fun-
ciones, que se denominarán simplemente casi–periódicas, usando la misma
nomenclatura que Sternberg (1969) [93, p. 11–12]:

Definición 4: Una función f(t) se denomina casi–periódica si se puede expresar
como

f(t) = F
(
e2πiλ1t, . . . , e2πiλkt

)
, (B.8)

donde F es una función continua y λ1, . . . λk son números reales.

Estas funciones son un subconjunto del conjunto de las funciones unifor-
memente casi–periódicas.

En el libro de Kirchgraber y Stiefel (1978) [68], p. 17, se encuentra una
definición equivalente, pero aplicada a una función vectorial:

Definición 5: Una funciónx(t) es casi–periódica si existe una funciónX (t1, . . . , tk)
periódica de perı́odo 2π en todos sus argumentos y existen k números reales
ω1, . . . , ωk tales que

x (t) = X (ω1t, . . . , ωkt) .
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Se puede considerar a (ω1t, . . . , ωkt) como un grupo uniparamétrico (una
ĺınea recta) sobre un toro k–dimensional, y a X como una función continua
sobre ese toro.

B.3. Transformación a elementos

En primer lugar es necesario definir qué tipo de problemas pueden resultar
de interés en las aplicaciones, y para eso se propone la siguiente definición:

Definición 6: El problema planteado por la ecuación diferencial

ẋ = f 0 (x) + εf 1 (x) + ε2f 2 (x) + · · · (B.9)

se llamará problema perturbado si:

I. el parámetro ε es suficientemente pequeño, y

II. el problema no perturbado asociado,

ẋ = f 0 (x) , (B.10)

posee sólo soluciones periódicas o casi–periódicas.

La segunda propiedad del problema perturbado permite en general de-
finir un cambio de variables tal que (B.9) se transforme en un sistema que
será especialmente apropiado para su ulterior análisis por medio de diversas
técnicas. Esta transformación se denominará transformación a elementos, y
las nuevas variables se llamarán elementos. Los elementos son cantidades o
funciones que en el sistema no perturbado son constantes o vaŕıan linealmente
con la variable independiente.

Para comprender mejor los conceptos de una “transformación a elemen-
tos” y “elementos” se desarrollarán algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Se considera un par de osciladores acoplados

ẍ1 + ω2
1x1 = εf1 (x1, x2, ẋ1, ẋ2; ε) ,

ẍ2 + ω2
2x2 = εf2 (x1, x2, ẋ1, ẋ2; ε) ,

(B.11)

donde ω1, ω2 son inconmensurables, es decir, que la única solución de la ecuación

m1ω1 +m2ω2 = 0
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sea la solución trivial m1 = 0 y m2 = 0. También se suele decir que ω1 y ω2 son
linealmente independientes sobre el anillo Z de los enteros.

A continuación se transforma el problema en un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden,

{
ẋ1 = x3 , ẋ3 = −ω2

1x1 + εf1 ,

ẋ2 = x4 , ẋ4 = −ω2
2x2 + εf2 .

(B.12)

La solución del problema no perturbado es





x1 (t) = x01 cosω1t+ x03 senω1t ,

x2 (t) = x02 cosω2t+ x04 senω2t ,

x3 (t) = −ω1x
0
1 senω1t+ ω1x

0
3 cosω1t

x4 (t) = −ω2x
0
2 senω2t+ ω2x

0
4 cosω2t ,

(B.13)

donde x0i representan a las condiciones iniciales, que se van a convertir en las
nuevas variables (elementos) σi, de manera que en el sistema perturbado ya no
tendrán por qué ser constantes.

Además se añaden las siguientes nuevas variables φj , que corresponden a las
expresiones ωjt, que en este caso varı́an linealmente con la variable independiente
t. Ası́ que la nueva transformación ψ, denominada transformación a elementos,
está dada por





ψ1 := x1 = σ1 cosφ1 + σ3 senφ1 ,
ψ2 := x2 = σ2 cosφ2 + σ4 senφ2 ,
ψ3 := x3 = −ω1σ1 senφ1 + ω1σ3 cosφ1 ,
ψ4 := x4 = −ω2σ2 senφ2 + ω2σ4 cosφ2 .

(B.14)

Esta transformación proporciona cuatro ecuaciones y seis variables. Se calcula la
matriz jacobiana de ψ y resulta

J =




ψ3

ω1

0 cosφ1 senφ1 0 0

0
ψ4

ω2

0 0 cosφ2 senφ1

−ψ1 ω1 0 −ω1 senφ1 ω1 cosφ1 0 0

0 −ψ2 ω2 0 0 −ω2 senφ2 ω2 cosφ2




.
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Sea g := (R,T )t := (R1, R2, T1, T2, T3, T4)
t, usando la misma notación que en

la Definición 1. Entonces la ecuación (B.2) adopta la siguiente forma

J ·




R1

R2

T1
T2
T3
T4




=




ψ3

ψ4

−ω2
1ψ1 + εf1

−ω2
2ψ2 + εf2


 . (B.15)

Este sistema no posee solución única, es decir, no todas las funciones incógnita
están determinadas de modo único, lo cual permite efectuar la siguiente elección,

R1 = ω1, R2 = ω2 ,

y obtener su solución




φ̇1 = R1 = ω1 ,

φ̇2 = R2 = ω2 ,

σ̇1 = T1 = −ε 1

ω1

f1 (x1, x2, x3, x4; ε) senφ1 ,

σ̇2 = T2 = ε
1

ω1

f1 (x1, x2, x3, x4; ε) cosφ1 ,

σ̇3 = T3 = −ε 1

ω2

f2 (x1, x2, x3, x4; ε) senφ2 ,

σ̇4 = T4 = ε
1

ω2

f2 (x1, x2, x3, x4; ε) cosφ2 ,

(B.16)

donde las variables x1, x2, x3 y x4 deben ser sustituidas por las expresiones (B.14).

Ejemplo 2: Se parte del mismo sistema (B.11) o (B.12) del ejemplo anterior, pero
proponiendo una solución diferente para el problema no perturbado:
{
x1(t) = c1 cos(ω1t+ c3) , x3(t) = −c1ω1 cos(ω1t+ c3) ,
x2(t) = c2 sen(ω2t+ c4) , x4(t) = −c2ω2 sen(ω2t+ c4) ,

(B.17)

donde c1, c2, c3, c4 son las constantes arbitrarias de integración.

Los elementos se definen ahora de la siguiente manera: φ1 := ω1t+ c3, φ2 :=
ω2t + c4, σ1 := c1 y σ2 := c2. Como se puede comprobar, en la solución no
perturbada los elementos son constantes o funciones lineales de la variable inde-
pendiente.
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La transformación a elementos está definida por
{
x1(t) = ψ1 = σ1 cosφ1 , x3(t) = ψ3 = −σ1ω1 cosφ1 ,
x2(t) = ψ2 = σ2 senφ2 , x4(t) = ψ4 = −σ2ω2 senφ2 .

(B.18)

Este cambio de variables posee la matriz jacobiana J que corresponde al caso
particular en el que el número de ecuaciones es igual al número de variables. Si
σ1 6= 0 y σ2 6= 0, entonces J es una matriz regular, como se puede comprobar.

Basándose en la fórmula (B.3) y la Definición 1 se determina la función g.
Finalmente se obtiene el sistema transformado





φ̇1 = ω1 − ε
1

ω1a1
f1 (x1, x2, x3, x4; ε) cosφ1 ,

φ̇2 = ω2 − ε
1

ω2a2
f2 (x1, x2, x3, x4; ε) senφ2 ,

σ̇1 = −ε 1

ω1

f1 (x1, x2, x3, x4; ε) senφ1 ,

σ̇2 = −ε 1

ω2

f2 (x1, x2, x3, x4; ε) senφ2 ,

(B.19)

donde las variables x1, x2, x3 y x4 deben ser sustituidas por las expresiones (B.18).

Ejemplo 3: El siguiente ejemplo, que también está extraı́do del libro de Kirchgra-
ber y Stiefel (1978) [68, pp. 19], mostrará un sistema de ecuaciones de elementos
algo diferente a los hallados en los dos ejemplos anteriores.

Sea{
ẋ1 = x2 + 1

2
εf2 , ẋ3 = x4 + 1

2
εf2 ,

ẋ2 = −x1 + 1
2
εf1 , ẋ4 = −x3 − 1

2
εf1 ,

(B.20)

el sistema perturbado. La solución general del sistema no perturbado viene dada
por

{
x1(t) = c1 cos(t+ c3 + c4) , x3(t) = c2 cos(t+ c3 − c4) ,
x2(t) = −c1 sen(t+ c4 + c4) , x4(t) = −c2 sen(t+ c4 − c3) ,

(B.21)
donde c1, c2, c3, c4 son las constantes de integración.

Como en los anteriores ejemplos, se propone un cambio de variables




x1(t) = ψ1 = σ1 cos (φ+ Ω) ,
x2(t) = ψ2 = −σ1 sen (φ+ Ω) ,
x3(t) = ψ3 = σ2 cos (φ− Ω) ,
x4(t) = ψ4 = −σ2 sen (φ− Ω) ,

(B.22)
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donde σ1 := c1, σ2 := c2, φ := t+ c3 y Ω := c4.

La matriz jacobiana asociada a este cambio de variables es regular siempre que
σ1 6= 0 y σ2 6= 0. En este caso el sistema transformado está dado por





φ̇ = 1− ε

4σ1
[f2 sen (φ+ Ω) + f1 cos (φ+ Ω)]

− ε

4σ2
[f2 sen (φ− Ω)− f1 cos (φ− Ω)] ,

Ω̇ = − ε

4σ1
[f2 sen (φ+ Ω) + f1 cos (φ+ Ω)]

+
ε

4σ2
[f2 sen (φ− Ω)− f1 cos (φ− Ω)] ,

σ̇1 = −ε
2

[f1 sen (φ+ Ω)− f2 cos (φ+ Ω)] ,

σ̇2 =
ε

2
[f1 sen (φ− Ω) + f2 cos (φ− Ω)] ,

(B.23)

y como en los ejemplos anteriores las variables x1, x2, x3 y x4 se sustituyen por
las expresiones (B.22).

Estos tres ejemplos ilustran la situación general que se describe a conti-
nuación:

El cambio que convierte a la variable vectorial x en el nuevo conjunto de
variables φ,σ (o φ,θ,σ) se denotará por ψ(φ,σ) (o ψ(φ,θ,σ)). Esto es lo
que se denomina la introducción de elementos si se cumplen las siguientes
condiciones:

i. ψ(φ,σ) es una función periódica de peŕıodo 2π en las componentes
del vector φ, y en el caso ψ(φ,θ,σ) es 2π–periódica respecto de los
vectores φ y θ.

ii. El sistema transformado (B.9), en el primer y segundo ejemplo, es

{
φ̇ = ω (σ) + εR1(φ,σ) + ε2R2(φ,σ) + · · · ,
σ̇ = εT 1(φ,σ) + ε2T 2(φ,σ) + · · · ,

(B.24)

y en el tercer ejemplo




φ̇ = ω (σ) + εR1(φ,θ,σ) + ε2R2(φ,θ,σ) + · · · ,

θ̇ = εS1(φ,θ,σ) + ε2S2(φ,θ,σ) + · · · ,
σ̇ = εT 1(φ,θ,σ) + ε2T 2(φ,θ,σ) + · · · ,

(B.25)

215
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donde las funciones Ri,Si,T i poseen las mismas propiedades de perio-
dicidad que la transformación ψ.

iii. Sea G la región de interés para la variable σ y κ3 = número de compo-
nentes de σ. Entonces se cumple: para todo conjunto no vaćıo y finito
N ⊂ Zκ3 existe un valor k(N ,G) tal que:

|n · ω (σ)| > k(N ,G) > 0 ∀n ∈ N y ∀σ ∈ G .

Comentario. La condición (iii) garantiza la ausencia de divisores nulos en
expresiones del tipo

1

n · ω (σ)
,

aunque n pertenece a un conjunto N que en principio no se podrá determi-
nar ahora, a la espera de un análisis posterior del sistema. Esta condición
garantiza que la transformación esté bien definida.

Definición 7:

• La variable σ se denomina variable de amplitud, o simplemente ampli-
tud.

• En el caso del problema no perturbado φ varı́a linealmente con la variable
independiente y θ es constante. Las variables del vector φ son las varia-
bles rápidas, y las del vector θ son las lentas; además estas variables se
denominan variables angulares.

• Si se consigue introducir los elementos sin necesidad de las variables lentas,
entonces se dice que el sistema es no degenerado, y degenerado en el caso
contrario.
En muchos casos un sistema degenerado surge a partir de un sistema no
degenerado, al modificarlo añadiendo una simetrı́a.

• La propiedad (III) anterior se denomina condición de no resonancia. Tam-
bién se suele decir que el vector de frecuencias ω (σ) es linealmente inde-
pendiente sobre el anillo Z.

Un sistema del tipo (B.9) que permita introducir los elementos en el
sentido que ha sido descrito se llamará un sistema oscilante (oscilatorio)
perturbado.
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[8] Aparicio, I. y Floŕıa, L. Focal–type elements based on quasi–keplerian
systems. an application to satellite motion. Advances in the Astronau-
tical Sciences, 105(II):901–912, 2000.
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[58] Franco, J. M. y Palacios, M. Analytical Solutions for Some Second-
Order Radial Intermediaries. Bulletin of the Astronomical Institutes of
Czechoslovakia, 41(3):180–192, 1990.

[59] Goldstein, H. Classical Mechanics. Addison–Wesley Series in Physics.
Addison–Wesley Publishing Company, 2 edition, 1980. World Student
Series.
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[82] Newton, I. Principios matemáticos de la Filosof́ıa Natural. Alianza
Editorial, Madrid, 2011.
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