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Estos apuntes se han elaborado con la intención de que sirvan de guía al alumno en la 
asignatura optativa Modelado Numérico de Sistemas Sólidos y Fluidos, en la titulación 
de Grado en Ingeniería Mecánica que se imparte en el ámbito del Espacio Europeo de 
Enseñanza Superior en la Universidad de Valladolid. 

Se abordan tantos aspectos relacionados con los sólidos resistentes como se ha 
considerado razonablemente posible. Debido al carácter introductorio del curso, cada uno 
de los contenidos abordados en estos apuntes se pueden encontrar tratados con mayor 
amplitud y profundidad en muchos otros textos. 

Precisamente, se ha considerado que la oportunidad de este documento radica en ofrecer 
al estudiante una referencia concisa que se complementa con ejemplos resueltos mediante 
el manipulador simbólico Mathematica y el software de simulación de ingeniería y diseño 
Ansys. 
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Armaduras 2D 
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La armadura 2D es un conjunto de barras contenido en un plano, plano que es de simetría 
de las secciones de las barras, y las barras están articuladas en todos sus nodos de manera 
que las barras sólo trabajan a tracción/compresión (véase la Figura 1). En la Tabla 1 se 
informa de la definición de nodos y barras. 

 
 

Figura 1.- Armadura simple 

 
nodo gx  gy  
1 0 0 
2 L 0 
3 L H 
4 2·L 0 

 

barra nodo inicial nodo final 
1 1 2 
2 1 3 
3 2 3 
4 3 4 
5 2 4 

 

 
Tabla 1.- Definición de nodos y barras 

 
1) Comportamiento mecánico de cada barra. Se plantea el diagrama de sólido libre 

de cada una de las barras de la estructura, empezamos por ejemplo por la barra 
1: 

 
Figura 2.- Elemento barra 

a) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) 
 

( ) 2211 ···· llllV

T FuFudV δδσδε +=  

3

1 gx

3
2

1 42

L
P

4 H
gy

L

21 lx 1

1lu

ly

1lF 2lF

2lu1,, LAE

5
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b) Aproximación de desplazamientos, se utilizan polinomios sencillos definidos 
respecto a un elemento 1D normalizado. 

 
Figura 3.- Elemento barra normalizado 

 
Los desplazamientos en el elemento barra se pueden expresar de forma aproximada 
como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] uN····
2

1
212211 =








=+≈

l

l
ll u

u
NNuNuNu ξξξξξ  

 
Haciendo uso de las funciones de forma: 
 

( ) ( )ξξ −= 1
2
1

1N   ( ) ( )ξξ += 1
2
1

2N   
( ) ξ

22
121 Lxxx +

+
=  

 

donde el jacobiano de la transformación ξ→x  es: 
2

1L
d
dxJ ==
ξ

. Y los  

Deformaciones: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] uB······
2

1
212

2
1

1 =







=+==

l

l
ll u

u
BBu

dx
d

d
dNu

dx
d

d
dN

dx
du ξξξ

ξ
ξξ

ξ
ξξξε  

siendo ( ) ( )
2,1;1· == j

Jd
dN

B j
j ξ

ξ
ξ  

 
Tensiones: 

( ) ( ) uBD ··· == ξεξσ E  
 
siendo en este caso [ ]E=D , donde E  es el módulo de Young del material. 
 
Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para 
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] δuN····
2

1
212211 =








=+≈

l

l
ll u

u
NNuNuNu

δ
δ

ξξδξδξξδ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] δuB···1··1·
2

1
212

2
1

1 =







=+=

l

l
ll u

u
BBu

Jd
dNu

Jd
dN

δ
δ

ξξδ
ξ

ξδ
ξ

ξξδε  

PDV: ( ) ( ) ( ) 







== 

2

1·······
l

lT

V

TT

V

T

F
F

udVBEBudV δδσδε  

21 0

1+ξ1−

( )ξ2N
1

( )ξ1N
1
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ξdJAdxAdV ··· ==  
Y se obtiene: 
 

FK·u =







=















 ;·
2

1

2

1

2221

1211

l

l

l

l

F
F

u
u

kk
kk

 

donde ( )
+

−
=

1

1
···· ξdJBEABk j

T
iij (integración numérica de Gauss-Legendre), siendo K  

la matriz de rigidez elemental (coordenadas locales): 

1
1

2

1

2

1

11

11 ;·
L
EAk

F
F

u
u

kk
kk

l

l

l

l =







=
















−

−
=K  

siendo 1L  la longitud del elemento 1 y A  el área de su sección transversal. 
 
Para la barra 2, la gran diferencia es que debido a su orientación los ejes locales de la 
barra ( )ll yx ,  no coinciden con la referencia de la estructura ( )gg yx , , sistema global. 
 

 

Figura 4.- Elemento barra 2 

 
Cambio de coordenadas, para el nodo 1: 

[ ] 







=+=

1

1
111 ·sincos·sin·cos

y

x
yxl u

u
uuu αααα  

[ ] 







=+=

1

1
111 ·sincos·sin·cos

y

x
yxl F

F
FFF αααα  

Para el elemento 2: 





























=









3

3

1

1

3

1 ·
sincos00

00sincos

y

x

y

x

l

l

u
u
u
u

u
u

αα
αα

 

( ) guTu 2
l ·=  

1lu

3

1lF
1yF

1xF

α

1xu

3lF

ly

1

lx

3lu

1yu

3xu 3yu

3yF
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siendo T  la matriz de cambio de base de coordenadas globales a coordenadas locales. 
La matriz de rigidez en coordenadas locales: 

2
2

3

1

3

1

22

22 ;·
L
EAk

F
F

u
u

kk
kk

l

l

l

l =







=
















−

−
=k2  

Y en coordenadas globales resulta: 
( ) ( )( )TkTK 2222 ··T=  

( )




















=





















3

3

1

1

3

3

1

1

·

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F

K2  

 
c) Equilibrio de la estructura (ensamblar) 

 
Para cada barra se tiene: 
 

[ ] 







=





































=





















2

11

2
1

1
1

u
u

K
F
F

KK
KK

·;·

2

2

1

1

22
1

21
1

12
1

11
1

2
1

2
1

1
1

1
1

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F

 

 

[ ] 







=





































=





















3

3

3

1

1

33
2

31
2

13
2

11
2

3
2

3
2

1
2

1
2

;·
u
u

·K
F
F

KK
KK 12

3
2

1
2

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F

 

 

[ ] 







=





































=





















3

23

3
3

2
3

u
u

·K
F
F

KK
KK

;·

3

3

2

2

33
3

32
3

23
3

22
3

3
3

3
3

2
3

2
3

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F

 

 

[ ] 







=





































=





















4

34

4
4

3
4

u
u

·K
F
F

KK
KK

;·

4

4

3

3

44
4

43
4

34
4

33
4

4
4

4
4

3
4

3
4

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F

 

 

[ ] 







=





































=





















4

25

4
5

2
5

u
u

·K
F
F

KK
KK

;·

4

4

2

2

44
5

42
5

24
5

22
5

4
5

4
5

2
5

2
5

y

x

y

x

y

x

y

x

u
u
u
u

F
F
F
F
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Figura 5.- Equilibrio de la estructura 

 
 
 

3
2

xF

2
1

xF
1xR

P

3
3

xF

2
5

xF

4
4

xF

1
1

xF

1
2

xF

1yR

1
1

yF

1
2

yF

2
1

yF

3
2

yF

3
3

yF

4
5

xF

2
3

xF
2

3
yF

3
4

xF
3

4
yF

2
5

yF

4yR

4
5

yF

4
4

yF
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Para asegurar el equilibrio de la estructura se plantea el equilibrio de cada uno de sus 
nodos: 
 

1
2

1
1

1

1
2

1
1

1

yyy

xxx

FFR
FFR

+=

+=
 

 

2
5

2
3

2
1

2
5

2
3

2
10

yyy

xxx

FFFP
FFF
++=−

++=
 

 

3
4

3
3

3
2

3
4

3
3

3
2

0
0

yyy

xxx

FFF
FFF

++=

++=
 

 

4
5

4
4

4

4
5

4
40

yyy

xx

FFR
FF
+=

+=
 

 
Ecuaciones de equilibrio que se pueden expresar en función de las rigideces: 
 

313
2

111
2

212
1

111
1

1 ·uK·uK·uK·uKF +++=







=

1

1

y

x

R
R

 

 

424
5

222
5

323
3

222
3

222
1

121
1

2 ·uK·uK·uK·uK·uK·uKF +++++=







−

=
P

0
 

 

434
4

333
4

333
3

232
3

333
2

131
2

3 ·uK·uK·uK·uK·uK·uKF +++++=







=

0
0

 

 

444
5

242
5

444
4

343
4

4 ·uK·uK·uK·uKF +++=







=

4

0

yR
 

 
 

d) Sistema de ecuaciones algebraicas 
 
En forma matricial resulta: 
 







































=



















+

++

++

+

4

3

2

1

44
54

43
4

42
5

34
4

33
432

32
3

31
2

24
5

23
3

22
531

21
1

13
2

12
1

11
21

4

3

2

1

u
u
u
u

KKK0
KKKK
KKKK
0KKK

F
F
F
F

·  

 
K·uF =  

 
donde K  es la matriz de rigidez de la estructura. 
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Se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incógnitas son los desplazamientos 
desconocidos en los nodos (grados de libertad) y las fuerzas incógnita en los apoyos 
(reacciones). 
 
Condiciones de contorno en desplazamientos: 









=








=








=








=

0
;;;

0
0 4

3

3

2

2 x

y

x

y

x u
u
u

u
u

4321 uuuu  

Condiciones de contorno en fuerzas: 









=








=








−

=







=

41

1 0
;

0
0

;
0

;
yy

x

RPR
R

4321 FFFF  

 
e) Esfuerzos axiles 

 
Para calcular el esfuerzo axil en cada una de las barras lo primero que necesitamos es 
calcular los desplazamientos en coordenadas locales a partir de los grados de libertas ya 
calculados, 

[ ] guTul ·=  
para cada una de las barras de la estructura. 
 

[ ]
1

1
2

1
112

1 ;·
L
EAk

u
u

kkF
l

l
l =








−=  

 

[ ]
2

2
3

1
223

2 ;·
L
EAk

u
u

kkF
l

l
l =








−=  

 

[ ]
3

3
3

2
333

3 ;·
L
EAk

u
u

kkF
l

l
l =








−=  

 

[ ]
4

4
4

3
444

4 ;·
L
EAk

u
u

kkF
l

l
l =








−=  

 

[ ]
5

5
4

2
554

5 ;·
L
EAk

u
u

kkF
l

l
l =








−=  

 
si el valor de li

eF  es positivo el elemento “e” trabaja a tracción y si es negativo trabaja a 
compresión. 
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Ejemplo 1 
 
Se resuelve el problema de la Figura 1 de forma numérica para los siguientes datos: 

mLHmL 3
2

;6 ===  

kNP 10=  
Acero S235: MPa235;10·1.2 11 == yfPaE  (límite elástico) 
Sección: perfil conformado UF 80.4 (véase la Figura 6) 

280.5 cmA =  

 
Figura 6.- Perfil conformado en U 

El perfil se debe disponer de tal forma que el plano x-x de la sección de la Figura 6 debe 
coincidir con el plano de la armadura. 
 
Antes de empezar con los cálculos se debe elegir el sistema de unidades, por ejemplo: m, 
kN. Entonces los datos en estas unidades son: 

28 /10·1.2 mkNE =  
2410·80.5 mA −=  

 
1) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales: 

2

1
1 kN/m20300 ==

L
EAk  

2

2
2 kN/m 18156.9 ==

L
EAk  

2

3
3 kN/m 40600 ==

L
EAk  

2

4
4 kN/m 18156.9==

L
EAk  

2

5
5 kN/m20300 ==

L
EAk  

2) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales: 
 

( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 11 == αα  

𝐾ଵ = 








22
1

21
1

12
1

11
1

KK
KK = ൦ 20300. 0. −20300. 0.0. 0. 0. 0.−20300. 0. 20300. 0.0. 0. 0. 0.൪ 
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( ) ( ) 0.447 sin;0.894 cos 22 == αα  

𝐾 = 








33
2

31
2

13
2

11
2

KK
KK = ൦ 14525.5 7262.75 −14525.5 −7262.757262.75 3631.37 −7262.75 −3631.37−14525.5 −7262.75 14525.5 7262.75−7262.75 −3631.37 7262.75 3631.37 ൪ଶ  

 
( ) ( ) 0.1sin;0.0cos 33 == αα  

𝐾 = 








33
3

32
3

23
3

22
3

KK
KKଷ = ൦0. 0. 0. 0.0. 40600. 0. −40600.0. 0. 0. 0.0. −40600. 0. 40600. ൪ 

 
( ) ( ) 0.447- sin;0.894 cos 44 == αα  

𝐾ସ = 








44
4

43
4

34
4

33
4

KK
KK = ൦ 14525.5 −7262.75 −14525.5 7262.75−7262.75 3631.37 7262.75 −3631.37−14525.5 7262.75 14525.5 −7262.757262.75 −3631.37 −7262.75 3631.37 ൪ 

 
( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 55 == αα  

𝐾ହ = 








44
5

42
5

24
5

22
5

KK
KK = ൦ 20300. 0. −20300. 0.0. 0. 0. 0.−20300. 0. 20300. 0.0. 0. 0. 0.൪ 

 
3) Matriz de rigidez de la estructura: 

 





















=

+

++

++

+

44
54

43
4

42
5

34
4

33
432

32
3

31
2

24
5

23
3

22
531

21
1

13
2

12
1

11
21

KKK0
KKKK
KKKK
0KKK

K  

 

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡ 34825.5 7262.75 −20300. 0. −14525.5 −7262.75 0 07262.75 3631.37 0. 0. −7262.75 −3631.37 0 0−20300. 0. 40600. 0. 0. 0. −20300. 0.0. 0. 0. 40600. 0. −40600. 0. 0.−14525.5 −7262.75 0. 0. 29051. 0. −14525.5 7262.75−7262.75 −3631.37 0. −40600. 0. 47862.7 7262.75 −3631.370 0 −20300. 0. −14525.5 7262.75 34825.5 −7262.750 0 0. 0. 7262.75 −3631.37 −7262.75 3631.37 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
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4) Condiciones de contorno: 

































−
=

4

1

1

0
0
0

0

y

y

x

R

P

R
R

F   

































=

0

0
0

4

3

3

2

2

x

y

x

y

x

u
u
u
u
u

u  

 
5) Resolver el sistema de ecuaciones: 

K·uF =  
 
En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura: 

m 20.00098522 
m 0.00236211- 
m 10.00049261 
m 0.00260842- 
m 10.00049261 

4

3

3

2

2

=

=
=

=
=

x

y

x

y

x

u
u
u
u
u

 

 
Conocidos los grados de libertad es fácil calcular las reacciones: 

kNR
kNR
kNR

y

y

x

5
5
0

4

1

1

=

=
=

 

 
6) Esfuerzos axiles 

 
Barra 1 2 3 4 5 
Axil (kN) 10.0 11.1803 10.0 11.1803 10.0 
T/C T C T C T 
Long. (m) 6.0 6.7082 3.0 6.7082 6.0 

 
7) Deformada de la estructura 

 

 
 

Figura 7.- Deformada de la estructura  
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Ansys 
 

 
 

Figura 8.- Deformada de la estructura. Ansys 

 
Se obtiene el mismo resultado con cinco cifras significativas: 
 

m 0.0026084- 2 =yu  
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Ejemplo 2 

 
 

Figura 9.- Armadura. Ejemplo 2 

 
Los datos son: 

mLHmL 3
2

;6 ===  

kNP 10=  
Acero S235: MPa235;10·1.2 11 == yfPaE  (límite elástico) 
Sección: perfil conformado UF 80.4 (véase la Figura 6) 

280.5 cmA =  
 

nodo gx  gy  
1 0 H 
2 L H 
3 0 0 
4 L 0 

 

barra nodo inicial nodo final 
1 1 2 
2 3 4 
3 3 1 
4 4 2 
5 1 4 
6 3 2 

 

 
Tabla 2.- Definición de nodos y barras 

 
1) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales: 

2

1
1 kN/m20300 ==

L
EAk  

2

2
2 kN/m20300 ==

L
EAk  

2

3
3 kN/m 40600 ==

L
EAk  

3

2

1

43

21

L

P

4 H

5

6
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2

4
4 kN/m 40600 ==

L
EAk  

2

5
5 kN/m 18156.9 ==

L
EAk  

2

6
6 kN/m 18156.9 ==

L
EAk  

 
2) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales: 

 
( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 11 == αα  

𝐾ଵ = 








22
1

21
1

12
1

11
1

KK
KK = ൦ 20300. 0. −20300. 0.0. 0. 0. 0.−20300. 0. 20300. 0.0. 0. 0. 0.൪ 

 
( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 22 == αα  

𝐾ଶ 








44
2

43
2

34
2

33
2

KK
KK = ൦ 20300. 0. −20300. 0.0. 0. 0. 0.−20300. 0. 20300. 0.0. 0. 0. 0.൪ 

 
( ) ( ) 0.1sin;0.0cos 33 == αα  

𝐾 = 








11
3

13
3

31
3

33
3

KK
KK =ଷ ൦0. 0. 0. 0.0. 40600. 0. −40600.0. 0. 0. 0.0. −40600. 0. 40600. ൪ 

 
( ) ( ) 0.1sin;0.0cos 44 == αα  

𝐾 = 








33
4

24
4

42
4

44
4

KK
KK =ସ ൦0. 0. 0. 0.0. 40600. 0. −40600.0. 0. 0. 0.0. −40600. 0. 40600. ൪ 

 
( ) ( ) 0.447- sin;0.894 cos 55 == αα  

𝐾ହ = 








44
5

41
5

14
5

11
5

KK
KK = ൦ 14525.5 −7262.75 −14525.5 7262.75−7262.75 3631.37 7262.75 −3631.37−14525.5 7262.75 14525.5 −7262.757262.75 −3631.37 −7262.75 3631.37 ൪ 

 
 

( ) ( ) 0.447 sin;0.894 cos 66 == αα  

𝐾 = 








22
6

23
6

32
6

33
6

KK
KK = ൦ 14525.5 7262.75 −14525.5 −7262.757262.75 3631.37 −7262.75 −3631.37−14525.5 −7262.75 14525.5 7262.75−7262.75 −3631.37 7262.75 3631.37 ൪଺  
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3) Matriz de rigidez de la estructura: 

 





















=

++

++

++

++

44
542

43
2

42
4

41
5

34
2

33
632

32
6

31
3

24
4

23
6

22
641

21
1

14
5

13
3

12
1

11
531

KKKK
KKKK
KKKK
KKKK

K  

 𝐾
=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡ 34825.5 −7262.75 −20300. 0. 0. 0. −14525.5 7262.75−7262.75 44231.4 0. 0. 0. −40600. 7262.75 −3631.37−20300. 0. 34825.5 7262.75 −14525.5 −7262.75 0. 0.0. 0. 7262.75 44231.4 −7262.75 −3631.37 0. −40600.0. 0. −14525.5 −7262.75 34825.5 7262.75 −20300. 0.0. −40600. −7262.75 −3631.37 7262.75 44231.4 0. 0.−14525.5 7262.75 0. 0. −20300. 0. 34825.5 −7262.757262.75 −3631.37 0. −40600. 0. 0. −7262.75 44231.4 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
 

 
4) Condiciones de contorno: 

 

































−
=

0
0

0

3

3

1

1

y

x

y

x

R
R

P

R
R

F   

































=

4

4

2

2

0
0

0
0

y

x

y

x

u
u

u
u

u  

 
5) Resolver el sistema de ecuaciones: 

K·uF =  
 
En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura: 
 

m 0.0023021- 
m 60.00048009-  

m 0.00242212- 
m 60.00050512  

4

4

2

2

=
=

=
=

y

x

y

x

u
u
u
u

 

 
Conocidos los grados de libertad es fácil calcular las reacciones: 

kNR
kNR

kNR
kNR

y

x

y

x

5.12703 
0.20

4.87297 
0.20

3

3

1

1

=
=

=
−=
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6) Esfuerzos axiles 

 
 

Barra 1 2 3 4 5 6 
Axil (kN) 10.2541 9.74594 0.0 4.87297 10.8963 11.4644 
T/C T C - C T C 
Long. (m) 6.0 6.0 3.0 3.0 6.7082 6.7082 

 

7) Deformada de la estructura 
 

 
 

Figura 10.- Deformada de la estructura. Ejemplo 2. 

Ansys 
 

 
 

Figura 11.- Deformada de la estructura. Ejemplo 2. Ansys 

 
m 0.0024221- 2 =yu  
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Ejemplo 3.- Viga Howe 
 
 

 
 

Figura 12.- Viga Howe 

nodo gx  gy  
1 0 0 
2 L 0 
3 L H 
4 2L 0 
5 2L H 
6 3L 0 

 

nodo gx  gy  
7 3L H 
8 4L 0 
9 4L H 
10 5L 0 
11 5L H 
12 6L 0 

 

 
Cordón inferior #60.3 

barra nodo inicial nodo final 
1 1 2 
2 2 4 
3 4 6 
4 6 8 
5 8 10 
6 10 12 

 

Cordón superior #60.3 
barra nodo inicial nodo final 
7 3 5 
8 5 7 
9 7 9 
10 9 11 

 

 
Diagonales #40.3 

barra nodo inicial nodo final 
11 1 3 
12 2 5 
13 4 7 
14 7 8 
15 9 10 
16 11 12 

 

Montantes #40.3 
barra nodo inicial nodo final 
17 2 3 
18 4 5 
19 6 7 
20 8 9 
21 10 11 

 

 

 
 

Figura 13.- Perfil tubular cuadrado 

F F F F F

H

L

mL
NF

5
10000

=
=

mH 5=

11
2

3

2
4 8

7

6

5

12

11

10

9

6543

10987

14131211 1817 1615 212019

#40.3 #60.3 

213.4 cmA = 253.6 cmA =
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1) Esfuerzos axiles 

 
Cordón inferior 

Barra 1 2 3 4 5 6 
Axil (kN) 25.0 40.0 45.0 45.0 40.0 25.0 
T/C T T T T T T 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
Cordón superior 

Barra 7 8 9 10 
Axil (kN) 25.0 40.0 40.0 25.0 
T/C C C C C 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
Diagonales 

Barra 11 12 13 14 15 16 
Axil (kN) 35.3553 21.2132 7.07107 7.07107 21.2132 35.3553 
T/C C C C C C C 
Long. (m) 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 

 
Montantes 

Barra 17 18 19 20 21 
Axil (kN) 15.0 5.0 0.0 5.0 15.0 
T/C T T - T T 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
 
 
 
 

2) Configuración deformada: 
 

 
 

Figura 14.- Viga Howe. Deformada 

m 0.02107- 6 =yu  
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Ansys 
 

 
 

Figura 15.- Viga Howe. Deformada. Ansys 

 
m 0.02107- 6 =yu  
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Ejemplo 4.- Viga Pratt 
 
 

 

 
 

Figura 16.- Viga Pratt 

 
nodo gx  gy  
1 0 0 
2 0 H 
3 L 0 
4 L  H 
5 2L 0 
6 2L H 
7 3L 0 

 

nodo gx  gy  
8 3L H 
9 4L 0 
10 4L H 
11 5L 0 
12 5L H 
13 6L 0 
14 6L H 

 

 
Cordón inferior #60.3 

barra nodo inicial nodo final 
1 1 3 
2 3 5 
3 5 7 
4 7 9 
5 9 11 
6 11 13 

 

Cordón superior #60.3 
barra nodo inicial nodo final 
7 2 4 
8 4 6 
9 6 8 
10 8 10 
11 10 12 
12 12 14 

 

 
Diagonales #40.3 

barra nodo inicial nodo final 
13 2 3 
14 4 5 
15 6 7 
16 7 10 
17 9 12 
18 11 14 

 

Montantes #40.3 
barra nodo inicial nodo final 
19 1 2 
20 3 4 
21 5 6 
22 7 8 
23 9 10 
24 11 12 
25 13 14 

 

 
  

F F FF F

H

L

F F

mL
NF

5
10000

=
=

2 4

3 5

6 14

13
1197

1

10

2

128

3 4 5

7 8

61

1716151413

1211109

252423

18
22212019
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1) Esfuerzos axiles 
 

Cordón inferior 
Barra 1 2 3 4 5 6 
Axil (kN) 0.0 25.0 40.0 40.0 25.0 0.0 
T/C - T T T T - 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
Cordón superior 

Barra 7 8 9 10 11 12 
Axil (kN) 25.0 40.0 45.0 45.0 40.0 25.0 
T/C C C C C C C 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
Diagonales 

Barra 13 14 15 16 17 18 
Axil (kN) 35.3553 21.2132 7.07107 7.07107 21.2132 35.3553 
T/C T T T T T T 
Long. (m) 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 7.07107 

 
Montantes 

Barra 19 20 21 22 23 24 25 
Axil (kN) 35.0 25.0 15.0 10.0 15.0 25.0 35.0 
T/C C C C - C C C 
Long. (m) 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 

 
2) Configuración deformada: 

 

 
 

Figura 17.- Viga Pratt. Deformada 

 
m 0.0242407- 7 =yu  
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Ansys 
 

 
 

Figura 18.- Viga Pratt. Deformada. Ansys 

 
m 0.024817- 7 =yu  
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Pórticos 2D 





     
    

    
  P

ór
tic

os
 2

D 

35 

 

El pórtico 2D es un conjunto de barras contenido en un plano, plano que es de simetría 
de las secciones de las barras, y las barras en general se unen mediante unión rígida de 
forma que trabajan a tracción/compresión y flexión (véase la Figura 19). En la Tabla 3 se 
informa de la definición de nodos y barras. 
 

 
 

Figura 19.- Pórtico simple 

 
nodo gx  gy  
1 0 5·L 
2 4·L 5·L 
3 8·L 5·L 
4 8·L 0 

 

barra nodo inicial nodo final 
1 1 2 
2 2 3 
3 4 3 

 

 
Tabla 3.- Definición de nodos y barras 

 
2) Comportamiento mecánico de cada barra. Se plantea el diagrama de sólido libre 

de cada una de las barras de la estructura: 
 

4

3

3

2
2

11

P q

q·2

L·8

L·5

L·4L·2L·2
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Figura 20.- Elemento barra 

f) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) 
 

( ) ( ) dVqudV
V

T

V

T ····  = δσδε  
g) Aproximación de desplazamientos, se utilizan polinomios sencillos definidos 

respecto a un elemento 1D normalizado. 
 
Para tracción/compresión: 

( ) ( )ξξ −= 1
2
1

1N   ( ) ( )ξξ += 1
2
1

2N   
( ) ξ

22
21 kLxxx +

+
=  

 

donde el jacobiano de la transformación ξ→x  es: 
2

kL
d
dxJ ==
ξ

 

 
Y el desplazamiento longitudinal en el elemento barra se pueden expresar de forma 
aproximada como: 

( ) ( ) ( ) 2211 ·· ll uNuNu ξξξ +≈  
 
Para flexión se emplean polinomios de Hermite: 
 

( ) ( )3
1 ·32

4
1 ξξξ +−=N   ( ) ( )3

2 32
4
1 ξξξ −+=N  

( ) ( )321
1 1

8
ξξξξ +−−=

LN   ( ) ( )321
2 1

8
ξξξξ ++−−=

LN  

 
El desplazamiento transversal se aproximada como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22221111 ···· θξξθξξξ NvNNvNv ll +++≈  
 
Por lo tanto, la aproximación de los desplazamientos se puede expresar en forma matricial 
de la manera siguiente: 
 

2k
1

11
1 , uFx lx

ly

22
1 , uFx

11
1 , vFy

22
1 , θM

22
1 , vFy

11
1 , θM
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[ ] N·u
u
u

NN
2

1
1 =








=



































=







 ··
00

0000
)(
)(

2

2

2

2

1

1

1

2211

21

θ

θ
ξ
ξ

v
u

v
u

NNNN
NN

v
u

 

donde 











=

jj

j

NN

N

0
00

jN  y 
















=

j

j

j

v
u

θ
jv  

 
Deformaciones: 

( ) ( )
2

2 )(·
dx
vdy

dx
du ξξξε +=  

 

( ) [ ] B·u
u
u

BB
2

1
21 =








= ·ξε  

 

siendo 













= 22

2

22

2 1··1··1·
Jd

Nd
y

Jd
Nd

y
Jd

dN jjj

ξξξjB  

 
Tensiones: 

( ) ( ) ( )( ) 00· σεξεE·E +−== ξεξσ  
 
siendo E  el módulo de Young del material. 
 
Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para 
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta: 

( ) δuN·≈ξδu  
( ) δuB·=ξδε  

PDV: ( ) ( ) ( ) ( ) dVquFudVBEBudV
V

T
N

i
i

T
iV

TT

V

T ········
1

 +==
=

δδδσδε  

Y se obtiene: 
 

fFK·u;
f
f

F
F

u
u

·
kk
kk

2

1

2

1

2

1

2221

1211 +=







+








=
















 

donde ( )=
V j

T
iij dVBEBk ··· ; ( )=

V

T
jj dVqNf ·· ; =

A
dAA  e =

Az dAyI ·2  
ξdJAdxAdV ··· ==  

 
La matriz de rigidez elemental (coordenadas locales) resulta: 
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







































−

−−−

−

−

−

−

=

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

kk

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

k

z

kk

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EA

L
EA

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EI

L
EA

L
EA

460260

61206120

0000

260460

61206120

0000

22

2323

22

2323

kk  

 
siendo kL  la longitud del elemento 1, A  el área de su sección transversal e zI  el momento 
de inercia respecto del eje z. 
 
Para el resto de barras, la orientación sus ejes locales ( )ll yx ,  puede no coincidir con la 
referencia de la estructura ( )gg yx , , sistema global. 
 

 
Figura 21.- Elemento barra 2 

 
  

i
ixi

k uF ,

lx

jxj
k uF ,
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k vF ,

jj
k M θ,

α

ii
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k
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Cambio de coordenadas: 
 





















































−

−

=



























j

j

j

i

i

i

j

lj

lj

i

li

li

v
u

v
u

v
u

v
u

θ

θ

αα
αα

αα
αα

θ

θ
·

100000
0cossin000
0sincos000
000100
0000cossin
0000sincos

 

( ) guTu k
l ·=  

 
siendo Tk  la matriz de cambio de base de coordenadas globales a coordenadas locales. 
La matriz de rigidez en coordenadas globales es: 
 

( ) ( ) ( )T·k·TK kkTkk =  

( ) ( )l
kTkk f·Tf =  





















=












+













j

i

jj
k

ji
k

ij
k

ii
k

j
k

i
k

j
k

i
k

u
u

·
KK
KK

f
f

F
F

 

 
h) Equilibrio de la estructura (ensamblar) 

 
Para cada barra se tiene: 
 

















=








+









2

1

22
1

21
1

12
1

11
1

2
1

1
1

2
1

1
1

u
u

·
KK
KK

f
f

F
F

 

 

















=








+









3

2

33
2

32
2

23
2

22
2

3
2

2
2

3
2

2
2

u
u

·
KK
KK

f
f

F
F

 

 

















=








+









3

4

33
3
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3

43
3
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3

3
3

4
3

3
3

4
3

u
u

·
KK
KK

f
f

F
F

 

 
En forma matricial resulta: 
 







































=





















+



















+

+

+

+

4

3

2

1

44
3

43
3

34
3

33
32
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2

23
2
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21
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1
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1

11
1

4
3

3
32

2
21

1
1

4

3

2

1

u
u
u
u

·

KK00
KKK0
0KKK
00KK

f
f
f

f

F
F
F
F

 

 
K·ufF =+  

 
donde K  es la matriz de rigidez de la estructura y f  es el vector de fuerzas equivalentes 
en los nodos de la estructura. 



 
     

    
    

  P
ór

tic
os

 2
D 

40 

 
Se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incógnitas son los desplazamientos 
desconocidos en los nodos (grados de libertad) y las fuerzas incógnita en los apoyos 
(reacciones). 
 
Condiciones de contorno en desplazamientos: 
 
















=
















=
















=
















=

0
0
0

;;;
0
0
0

3

3

3

2

2

2

4321 uuuu
θθ
v
u

v
u

 

 
Condiciones de contorno en fuerzas: 
 
















=
















=
















=
















=

4

4

4

1

1

1

;
0
0
0

;
0
0
0

;
M
F
F

M
F
F

y

x

y

x

4321 FFFF  

 
i) Cálculo de esfuerzos 

 
Para cada barra: 





















=








+













lj

li

jj
k

ji
k

ij
k

ii
k

2
k

1
k

j
k

i
k

u
u

·
kk
kk

f
f

F
F

 

( ) 







=









j

ik

lj

li

u
u

·T
u
u

 

 
desplazamientos en coordenadas locales a partir de los grados de libertad ya calculados. 
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Ejemplo 5 
 
Se resuelve el problema de la Figura 19 de forma numérica para los siguientes datos: 

mkNqkNPmL /1;10;1 ===  
Acero S275: MPa275;10·1.2 11 == yfPaE  (límite elástico) 
Sección: perfil laminado IPE 300 (véase la Figura 22) 

42 8360;80.5 cmIcmA z ==  

 
 

Figura 22.- Perfil laminado serie IPE 

 
El perfil se debe disponer de tal forma que el plano xy (alma de la sección) debe coincidir 
con el plano del pórtico. 
 
Antes de empezar con los cálculos se debe elegir el sistema de unidades, por ejemplo: m, 
kN. Entonces los datos en estas unidades son: 

28 /10·1.2 mkNE =  
2410·8.53 mA −=  
4810·8360 mI z

−=  
 

8) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales: 
 

𝑘ଵ = 𝑘ଶ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 282450. 0. 0. −282450. 0. 0.0. 3291.75 6583.5 0. −3291.75 6583.50. 6583.5 17556. 0. −6583.5 8778.−282450. 0. 0. 282450. 0. 0.0. −3291.75 −6583.5 0. 3291.75 −6583.50. 6583.5 8778. 0. −6583.5 17556. ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
 

z z

y

y
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𝑘ଷ = ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 225960. 0 0 −225960. 0 00 1685.38 4213.44 0 −1685.38 4213.440 4213.44 14044.8 0 −4213.44 7022.4−225960. 0 0 225960. 0 00 −1685.38 −4213.44 0 1685.38 −4213.440 4213.44 7022.4 0 −4213.44 14044.8 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
 

9) Fuerzas equivalentes para cada barra en coordenadas locales: 
 
Para la barra 1 (carga puntual central): 
 























−

−=







−
















=

8
·
2

0
0

·
0
0

0
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1

1
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P
P

N
N

N

1
1 f   























−=







−
















=

8
·
2

0
0

·
0
0

0

12

2

2

2

LP

P
P

N
N

N
f1  

 
Para la barra 2 (carga distribuida uniforme): 

( )























−

−=







−
















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·
2
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·
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·
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·
0
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0
·

2
··

2
2
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1
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1

1

1
1
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q

N
N

N
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2  

( )
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

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




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
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


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N
N

N
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2  

Para la barra 3 (carga distribuida uniforme): 

( )























−

−=







−














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( )
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


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
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


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


−








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





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··2
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·
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3
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10) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales: 
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( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 11 == αα  𝐾ଵ = ቈ 𝐾ଵଵଵ 𝐾ଵଶଵ𝐾ଶଵଵ 𝐾ଶଶଵ ቉
= ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 282450. 0. 0. −282450. 0. 0.0. 3291.75 6583.5 0. −3291.75 6583.50. 6583.5 17556. 0. −6583.5 8778.−282450. 0. 0. 282450. 0. 0.0. −3291.75 −6583.5 0. 3291.75 −6583.50. 6583.5 8778. 0. −6583.5 17556. ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
 

( ) ( ) 0.0sin;0.1cos 22 == αα  𝐾ଶ = ቈ 𝐾ଶଶଶ 𝐾ଶଷଶ𝐾ଷଶଶ 𝐾ଷଷଶ ቉
= ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 282450. 0. 0. −282450. 0. 0.0. 3291.75 6583.5 0. −3291.75 6583.50. 6583.5 17556. 0. −6583.5 8778.−282450. 0. 0. 282450. 0. 0.0. −3291.75 −6583.5 0. 3291.75 −6583.50. 6583.5 8778. 0. −6583.5 17556. ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
 

( ) ( ) 0.1sin;0.0cos 33 == αα  𝐾ଷ = ቈ 𝐾ସସଷ 𝐾ସଷଷ𝐾ଷସଷ 𝐾ଷଷଷ ቉
= ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 1685.38 0. −4213.44 −1685.38 0. −4213.440. 225960. 0. 0. −225960. 0.−4213.44 0. 14044.8 4213.44 0. 7022.4−1685.38 0. 4213.44 1685.38 0. 4213.440. −225960. 0. 0. 225960. 0.−4213.44 0. 7022.4 4213.44 0. 14044.8 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
 

11) Fuerzas equivalentes para cada barra en coordenadas globales: 
 
Para la barra 1 (carga puntual central): 
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Para la barra 2 (carga distribuida uniforme): 


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Para la barra 3 (carga distribuida uniforme): 
 

( ) ( ) 0.1sin;0.0cos 33 == αα  

( )
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12) Matriz de rigidez de la estructura: 

 





















= +

+

44
3

43
3

34
3

33
32

32
2

23
2

22
21

21
1

12
1

11
1

KK00
KKK0
0KKK
00KK

K  

 𝐾

=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎡
282450. 0. 0. −282450. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.0. 3291.75 6583.5 0. −3291.75 6583.5 0. 0. 0. 0. 0. 0.0. 6583.5 17556. 0. −6583.5 8778. 0. 0. 0. 0. 0. 0.−282450. 0. 0. 564900. 0. 0. −282450. 0. 0. 0. 0. 0.0. −3291.75 −6583.5 0. 6583.5 0. 0. −3291.75 6583.5 0. 0. 0.0. 6583.5 8778. 0. 0. 35112. 0. −6583.5 8778. 0. 0. 0.0. 0. 0. −282450. 0. 0. 284135. 0. 4213.44 −1685.38 0. 4213.440. 0. 0. 0. −3291.75 −6583.5 0. 229252. −6583.5 0. −225960. 0.0. 0. 0. 0. 6583.5 8778. 4213.44 −6583.5 31600.8 −4213.44 0. 7022.40. 0. 0. 0. 0. 0. −1685.38 0. −4213.44 1685.38 0. −4213.440. 0. 0. 0. 0. 0. 0. −225960. 0. 0. 225960. 0.0. 0. 0. 0. 0. 0. 4213.44 0. 7022.4 −4213.44 0. 14044.8 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎤
 

 
13) Vector de fuerzas equivalentes de la estructura: 

 





















= +

+

4
3

3
32

2
21

1
1

f
f
f

f

f  

 
14) Condiciones de contorno: 

 
[ ]Tyxyx MFFMFF 444111 000000=F  

 
[ ]Tvuvuu 000000 333222 θθ=  
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15) Resolver el sistema de ecuaciones: 
 

K·ufF =+  
 
En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura: 
 

rad 830.00002450-  
m 0.00157461- 

m 530.00001008  

2

2

2

=
=
=

θ
v
u

  
rad 0.00050254   

m 550.00001760-   
m 050.00002017  

3

3

3

=
=
=

θ
v
u

 

 
Conocidos los grados de libertad es fácil calcular las reacciones: 
 

mkNM
kNF

kNF

y

x

·15.1513 
10.0219  

2.84858-  

1

1

1

=

=
=

  
mkNM

kNF
kNF

y

x

·7.78069  
3.97814  
7.15142- 

4

4

4

=

=
=

 

 
16) Diagramas de esfuerzos 

 

 
Figura 23.- Diagrama de esfuerzo axil 

 
Figura 24.- Diagrama de esfuerzo cortante 

 



 
     

    
    

  P
ór

tic
os

 2
D 

46 

 
 

Figura 25.- Diagrama de momento flector 

 
 

17) Deformada de la estructura 
 

 

 
 

Figura 26.- Deformada de la estructura 

 
Flecha (desplazamiento transversal máximo): 
 

m 0.00157568 =δ  
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Ansys 
 

 
 

Figura 27.- Deformada de la estructura. Ansys 

 
m 0.0015233 =δ  
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Sólidos 
bidimensionales 
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Aplicación del método de los elementos finitos al análisis de estructuras en las que se 
cumplen las hipótesis de la elasticidad bidimensional (tensión plana (TP) o deformación 
plana (DP)). Dichas estructuras se caracterizan por tener una forma aproximada de prisma 
recto. 
 
Problemas de tensión plana (TP): una estructura prismática está en estado de tensión 
plana si una de sus dimensiones (espesor) es mucho menor que las otras dos, y sobre ella 
actúan únicamente cargas contenidas en su plano medio: análisis de vigas de gran canto, 
placas con cargas en su plano, presas de contrafuertes, etc. 
 
Problemas de deformación plana (DP): una estructura prismática está en estado de 
deformación plana si una de sus dimensiones (longitud) es mucho mayor que las otras 
dos, y sobre ella actúan únicamente cargas uniformemente distribuidas a lo largo de toda 
su longitud y contenidas en planos ortogonales al eje que une los centros de gravedad de 
sus distintas secciones transversales: problemas de muros de contención, presas de 
gravedad, tuberías bajo presión interior y diversos problemas de ingeniería del terreno 
(túneles, análisis de tensiones bajo zapatas, etc.). 
 

 
 

Figura 28.- Presa de gravedad (geometría sencilla) 

 
nodo gx  gy  
1 0 0 
2 b 0 
3 0 H/2 
4 b H/2 
5 0 H 
6 b H 

 

elemento nodos 
1 1, 2, 4, 3 
2 3, 4, 6, 5 

 

 
Tabla 4.- Definición de nodos y barras 

b

H

x

h xg··ρ
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Figura 29.- Presa de gravedad. Definición de nodos y elementos (discretización) 

 
3) Comportamiento mecánico de cada elemento 

 

 
 

Figura 30.- Elemento finito 

  

2

1

x

43

21

6
y

5

1

43

11, yFv

2

q

111, xFu

44 , xFu33 , xFu

22 , xFu

44 , yFv
33 , yFv

22 , yFv
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j) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) 

 
( ) ( ) dVqudV

V

T

V

T ····  = δσδε  
k) Aproximación de desplazamientos, se utilizan polinomios de Lagrange definidos 

respecto a un elemento 2D normalizado. 
 

 
 

Figura 31.- Elemento finito normalizado 

 
nodo ξ  η  
1 -1 -1 
2 +1 -1 
3 +1 +1 
4 -1 +1 

 
Funciones de forma: 
 

( ) ( )( )ηξηξ −−= 11
4
1,1N  ( ) ( )( )ηξηξ −+= 11

4
1,2N  

( ) ( )( )ηξηξ ++= 11
4
1,3N  ( ) ( )( )ηξηξ +−= 11

4
1,4N  

 
Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada 
como: 

4 3

η

x

ξ

a2

y

2

b2

0x

1

0
0y



     
    

    
  S

ól
id

os
 b

id
im

en
sio

na
le

s 

53 

( ) uNu ··
0000

0000
),(
),(

,

4

4

3

3

2

2

1

1

4321

4321 =









































≈








=

v
u
v
u
v
u
v
u

NNNN
NNNN

v
u

ηξ
ηξ

ηξ  

Deformaciones: 

( ) [ ] uB

u
u
u
u

·BBBBε

4

3

2

1

4321 ·
),(
),(
),(

, =



















=























+

=
















=

dx
dv

dy
du

dx
dv
dx
du

xy

yy

xx

ηξγ
ηξε
ηξε

ηξ  









=

























=
j

j

jj

j

j

v
u

dx
dN

dy
dN

dy
dN

dx
dN

jj uB ;0

0

 

 
En este punto, se necesita conocer la transformación de coordenadas del dominio real al 
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometría las mismas 
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos: 

N·xx =









































≈








=

4

4

3

3

2

2

1

1

4321

4321 ·
0000

0000
),(
),(

y
x
y
x
y
x
y
x

NNNN
NNNN

y
x

ηξ
ηξ

 

Se calcula la matriz Jacobiana de la transformación y su inversa: 
 



















=

ηη

ξξ

d
dy

d
dx

d
dy

d
dx

J  



















=−

dy
d

dy
d

dx
d

dx
d

ηξ

ηξ
1J  

 
De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como: 
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( )


















=





































=


















−

η

ξ

η

ξ
ηξ

ηξ

d
dN
d
dN

d
dN
d
dN

dy
d

dy
d

dx
d

dx
d

dy
dN
dx

dN

i

i

i

i

i

i

·· 1J  

 
Tensiones: 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−=
















= ηξ
ηξσ
ηξσ
ηξσ

ηξ ,·
),(
),(
),(

,

xy

yy

xx

 

 
donde 0ε  son las deformaciones iniciales, 0σ  son las tensiones iniciales y  
D  es la matriz constitutiva. Para tensión plana (TP) resulta: 
 



















−−
=

2
100

01
01

1 2 ν
ν

ν

ν
E

TPD  

 
mientras que para deformación plana (DP) es: 
 



















−
−

−

−+
=

2
2100

01
01

)21)(1( ν
νν

νν

νν
E

DPD  

 
donde E  es el módulo de Young del material y ν  el coeficiente de Poisson. 
 
Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para 
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta: 
 

( ) δuNδu ·, ≈ηξ  
( ) δuBδε ·, =ηξ  

PDV: ( ) ( ) ( ) dVudVBEBudV
V

T

V

TT

V

T ········  == qδδσδε  
ηξηξ ddbatddJtdydxtdV ········· ===  

Y se obtiene: 
( ) 41,;·····

1

1

1

1
==  

+

−

+

−
jiddbat ηξj

T
iij ·D·BBK  

( )
+

−
==

1

1 22 41;··· idJti η·qNf T
i (presión hidrostática) 

( ) 41;···
1

1

1

1
==  

+

−

+

−
iddJt ηξ·q·Nf T

ii (peso propio) 
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donde ijK  es la submatriz de rigidez elemental y if  el vector de fuerzas equivalente en 
el nodo i. 
 

l) Equilibrio de la estructura (ensamblar) 
 
Para cada elemento se tiene: 
 







































=





















4

3

2

1

44
1

43
1

42
1

41
1

34
1

33
1

32
1

31
1

24
1

23
1

22
1

21
1

14
1

13
1

12
1

11
1

4
1

3
1

2
1

1
1

u
u
u
u

·

KKKK
KKKK
KKKK
KKKK

f
f
f
f

 

 




























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







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
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2
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2
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2

43
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2
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5
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4
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u
u

·

KKKK
KKKK
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Ahora, al ensamblar, estamos imponiendo de forma sistemática el equilibrio de todos los 
nodos de la estructura: 
 





























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






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
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
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
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2
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1
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F
F
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F
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K·ufF =+  

 
De nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K  es la matriz de rigidez 
de la estructura. 
 
Condiciones de contorno en desplazamientos: 
 

;;;;;
0
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0
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Condiciones de contorno en fuerzas: 
 

;
0
0

;
0
0

;
0
0

;
0
0

;; 65
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1


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m) Cálculo de tensiones 
 
Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada 
elemento finito: 

( ) uBε ·
),(
),(
),(

, =
















=
ηξγ
ηξε
ηξε

ηξ

xy

yy

xx

 

 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−=
















= ηξ
ηξσ
ηξσ
ηξσ

ηξ ,·
),(
),(
),(

,

xy

yy

xx

 

 
Integración de Gauss-Legendre 

 
Para determinar las abscisas y los pesos de la integración de Gauss-Legendre se parte del 
polinomio de Legendre, por ejemplo, el de grado 4: 

( )33035
8
1)( 24

4 +−= xxxP  

Las raíces del polinomio proporcionan las abscisas de Gauss: 
 𝑥௜ = (−0.339981043585,0.339981043585,−0.861136311594,0.861136311594) 
 
Y los pesos se calculan como: 


+

−
=

1

1
)·( dxxLw ii  

( )i
i

i xx
xP
xPxL −=

)(
)()( '

4

4  

 𝑤௜ = (0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,0.347854845137) 
 
Por lo tanto, la fórmula de cuadratura resulta: 

;),(···)·,(
4 41

1

1

1  ≈=
+

−

+

−
i j

jiji xxfwwdfI ηξηξ  

 
  



     
    

    
  S

ól
id

os
 b

id
im

en
sio

na
le

s 

57 

Ejemplo 6 
 
Se resuelve el problema de la Figura 28 de forma numérica para los siguientes datos: 
 

mhmHmb 18;20;5 ===  

32 1000;81.9 m
kg

s
mg a == ρ  (agua) 

Material (hormigón): 32500 0.18;MPa;30000 m
kgE h === ρν  

1) Matriz de rigidez de cada elemento finito 
 𝐾ଵ = 𝐾ଶ =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡ 2.38347 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −2.06568 × 10଻ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ 1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ −4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺−2.06568 × 10଻ 1.39036 × 10଺ 2.38347 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺−1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ −4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺−1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺ 2.38347 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −2.06568 × 10଻ −1.39036 × 10଺−4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ 1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺8.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −2.06568 × 10଻ 1.39036 × 10଺ 2.38347 × 10଻ −4.96557 × 10଺1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ −4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
  

 
2) Fuerzas equivalentes de cada elemento finito 

 

Presión hidrostática:    Peso propio de la estructura: 
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
















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











=
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0
0
0
0
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f1  

































=

0
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0
0
0
0
0
208.230

2 f   




















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563.306
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0
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0

563.306
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
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
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



−

−

−

−

=

563.306
0

563.306
0

563.306
0

563.306
0

2 f  

 
 
 
 

3) Matriz de rigidez de la estructura 
 𝐾 =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎡
2.38347 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −2.06568 × 10଻ −1.39036 × 10଺ 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 0 0 0 04.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ 1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ −4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ 0 0 0 0−2.06568 × 10଻ 1.39036 × 10଺ 2.38347 × 10଻ −4.96557 × 10଺ −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺ 0 0 0 0−1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ −4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 0 0 0 08.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺ 4.76695 × 10଻ 0. −4.13136 × 10଻ 0. 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ 0. 2.78072 × 10଻ 0. −1.15201 × 10଻ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ −4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺−1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −4.13136 × 10଻ 0. 4.76695 × 10଻ 0. −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺−4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 0. −1.15201 × 10଻ 0. 2.78072 × 10଻ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺0 0 0 0 8.73941 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଻ 4.96557 × 10଺ 2.38347 × 10଻ −4.96557 × 10଺ −2.06568 × 10଻ 1.39036 × 10଺0 0 0 0 1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ −1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺0 0 0 0 −1.19174 × 10଻ −4.96557 × 10଺ 8.73941 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −2.06568 × 10଻ −1.39036 × 10଺ 2.38347 × 10଻ 4.96557 × 10଺0 0 0 0 −4.96557 × 10଺ −6.9518 × 10଺ −1.39036 × 10଺ −1.19174 × 10଺ 1.39036 × 10଺ −5.76006 × 10଺ 4.96557 × 10଺ 1.39036 × 10଻ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎤
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4) Fuerzas equivalentes en los nodos 
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=

563.306
0

563.306
172.83

125.613
0
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108.786
563.306

0
563.306
4.719

f  

5) Condiciones de contorno 
 

Condiciones de contorno en desplazamientos: 
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Condiciones de contorno en fuerzas: 
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;
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6) Resolver 

K·ufF =+  
 

m990.00003567 
m70.00043391  

3

3

=
=

v
u

  
m0.00026273-  
m70.00043660   

4

4

=
=

v
u

 

 

m8.80028·10   
m0.00106777   

6-
5

5

=

=

v
u

  
m30.00031369-    

m0.0010709   

6

6

=
=

v
u

 

 

kNR
kNR

y

x

680.814-   
776.222-  

1

1

=
=

  
NR
NR

y

x

k3133.31   
k812.998-  

2

2

=
=

 

 
Comprobación: 
 Dirección horizontal (presión hidrostática):
  01589.22 998.812222.776·21 =+−−=++  dyqRR

Sxx  
 Dirección vertical (peso propio): 
  02452.5 31.3133814.680·21 =−+−=++  dVqRR

Vyy  
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7) Deformada 
 

 
Figura 32.- Presa de gravedad. Deformada 

 
8) Cálculo de las tensiones en cada elemento finito 

 

  
 

Figura 33.- Presa de gravedad. Tensiones normales yyσ  
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9) Estudio de convergencia: 
 

 
 

Figura 34.- Presa de gravedad. Convergencia 

 
siendo N  el número de elementos de la discretización: 2, 4, 8, 16, 32, 64, … 
 

10) Posibilidad de inestabilidad por vuelco: 
 

 
 
 

Figura 35.- Presa de gravedad. Diagrama de sólido libre 

 
Tal y como se observa en el diagrama de sólido libre la estructura vuelca, ya que el terreno 
no es capaz de desarrollar la reacción vertical en la esquina izquierda de la base. 
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Ansys 
 

 
 

Figura 36.- Presa de gravedad. Deformada. Ansys (2 elementos) 

 
 

 
 

Figura 37.- Presa de gravedad. Tensiones normales yyσ . Ansys (2 elementos) 
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Figura 38.- Presa de gravedad. Deformada. Ansys (100 elementos) 

 
 

 
 

Figura 39.- Presa de gravedad. Tensiones normales yyσ . Ansys (100 elementos) 
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Elementos triangulares 
 

 
 

Figura 40.- Presa de gravedad. Definición de nodos y elementos (discretización) 
 

nodo gx  gy  
1 0 0 
2 b 0 
3 0 H/2 
4 b H/2 
5 0 H 
6 b H 

 

elemento nodos 
1 1, 2, 3 
2 4, 3, 2 
3 3, 4, 5 
4 6, 5, 4 

 

 
Tabla 5.- Definición de nodos y barras 

 

1) Comportamiento mecánico de cada elemento 
 

a) Aproximación de desplazamientos respecto a un elemento normalizado. 
 

 
 

Figura 41.- Elemento finito normalizado 
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Funciones de forma: 
 

( ) βαβα −−= 1,1N   ( ) αβα =,2N   ( ) ββα =,3N  
 
Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada 
como: 

( ) uNu ··
000

000
),(
),(

,

3

3

2

2

1

1

321

321 =



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


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
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
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
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j
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v
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En este punto, se necesita conocer la transformación de coordenadas del dominio real al 
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometría las mismas 
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos: 

N·xx =
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y
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Se calcula la matriz Jacobiana de la transformación y su inversa: 
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De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como: 
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Tensiones: 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−=









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),(
),(

,
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xx

 

 
donde 0ε  son las deformaciones iniciales, 0σ  son las tensiones iniciales y  
D  es la matriz constitutiva. Para tensión plana (TP) resulta: 
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mientras que para deformación plana (DP) es: 
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
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donde E  es el módulo de Young del material y ν  el coeficiente de Poisson. 
 
Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para 
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta: 
 

( ) δuNδu ·, ≈βα  
( ) δuBδε ·, =βα  

PDV: ( ) ( ) ( ) dVudVBEBudV
V

T

V

TT

V

T ········  == qδδσδε  
βα ddJtdydxtdV ····· ==  

Y se obtiene: 
( ) 31,;····

1

0

1

0
==  

−
jiddJt

β
βαj

T
iij ·D·BBk  

( ) ==
1

0 22 31;··· idJti β·qNf T
i  

 
donde ijk  es la submatriz de rigidez elemental en coordenadas locales y if  el vector de 
fuerzas equivalente en el nodo i. 
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a) Equilibrio de la estructura (ensamblar) 
 
Para cada elemento se tiene: 
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Cambio de coordenadas: 
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Ahora, al ensamblar, estamos imponiendo de forma sistemática el equilibrio de todos los 
nodos de la estructura: 
 





















































=



























+
++
++

+

+


























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++

6

5

4

3

2

1

66
4

65
4

64
4

56
4

55
43

54
43

53
3

46
4

45
43

44
432

43
32

42
2

35
3

34
32

33
321

32
21

31
1

24
2

23
21

22
21

21
1

13
1

12
1

11
1

6
4

5
4

5
3

4
4

4
3

4
2

3
3

3
2

3
1

2
2

2
1

1
1

6

5

4

3

2

1

u
u
u
u
u
u

·

KKK000
KKKK00
KKKKK0
0KKKKK
00KKKK
000KKK

f
ff

fff
fff

ff
f

F
F
F
F
F
F

 

 
K·ufF =+  

 
De nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K  es la matriz de rigidez 
de la estructura. 
 
Condiciones de contorno en desplazamientos: 

;;;;;
0
0

;
0
0

6

6
6

5

5
5

4

4
4

3

3








=








=








=








=








=








=

v
u

v
u

v
u

v
u
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Condiciones de contorno en fuerzas: 

;
0
0

;
0
0

;
0
0

;
0
0
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2

2

1

1








=








=








=








=








=








= FFFFFF 4321

y

x

y

x

R
R

R
R

 

 
b) Cálculo de tensiones 

 
Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada 
elemento finito: 

( ) uBε ·
),(
),(
),(

, =
















=
βαγ
βαε
βαε

βα

xy

yy

xx

 

 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−=
















= βα
βασ
βασ
βασ

βα ,·
),(
),(
),(

,

xy

yy

xx
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Integración de Hammer 
 
Cuadratura para dominios triangulares: 
 

 
=

−
≈

3

1

1

0

1

0
),(··)·,(

i
ii ifwddf βαβαβα

β
 

 
 iα  iβ  iw  

1 
2
1  

2
1  

6
1  

2 
2
1  0 

6
1  

3 0 
2
1  

6
1  

 
Tabla 6.- Coordenadas y pesos de la integración de Hammer 
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Ejemplo 7 
 

1) Matriz de rigidez de cada elemento finito 
 

𝐾 = 𝐾 =ଶ 𝐾 =ଷ 𝐾 =ସଵ
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ 3.57521 × 10

଻ 9.93114 × 10଺ −3.25742 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −3.17797 × 10଺ −3.57521 × 10଺9.93114 × 10଺ 2.08554 × 10଻ −3.57521 × 10଺ −1.27119 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −8.14354 × 10଺−3.25742 × 10଻ −3.57521 × 10଺ 3.25742 × 10଻ 0. 0. 3.57521 × 10଺−6.35593 × 10଺ −1.27119 × 10଻ 0. 1.27119 × 10଻ 6.35593 × 10଺ 0.−3.17797 × 10଺ −6.35593 × 10଺ 0. 6.35593 × 10଺ 3.17797 × 10଺ 0.−3.57521 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 3.57521 × 10଺ 0. 0. 8.14354 × 10଺ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤  

 
2) Fuerzas equivalentes de cada elemento finito 

 
Presión hidrostática:     Peso propio de la estructura: 
 



























=

0
9.555

0
0
0

4.719

f1   



























=

0
712.83
0
0
0
208.230

f3  41;

375.204
0

375.204
0

375.204
0

=



























−

−

−

= kfk  

 
3) Matriz de rigidez de la estructura 

 𝐾 =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎡
3.57521 × 10଻ 9.93114 × 10଺ −3.25742 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −3.17797 × 10଺ −3.57521 × 10଺ 0 0 0 0 0 09.93114 × 10଺ 2.08554 × 10଻ −3.57521 × 10଺ −1.27119 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 0 0 0 0 0 0−3.25742 × 10଻ −3.57521 × 10଺ 3.57521 × 10଻ 0. 0. 9.93114 × 10଺ −3.17797 × 10଺ −6.35593 × 10଺ 0 0 0 0−6.35593 × 10଺ −1.27119 × 10଻ 0. 2.08554 × 10଻ 9.93114 × 10଺ 0. −3.57521 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 0 0 0 0−3.17797 × 10଺ −6.35593 × 10଺ 0. 9.93114 × 10଺ 7.15042 × 10଻ 9.93114 × 10଺ −6.51483 × 10଻ −9.93114 × 10଺ −3.17797 × 10଺ −3.57521 × 10଺ 0 0−3.57521 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 9.93114 × 10଺ 0. 9.93114 × 10଺ 4.17108 × 10଻ −9.93114 × 10଺ −2.54237 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 0 00 0 −3.17797 × 10଺ −3.57521 × 10଺ −6.51483 × 10଻ −9.93114 × 10଺ 7.15042 × 10଻ 9.93114 × 10଺ 0. 9.93114 × 10଺ −3.17797 × 10଺ −6.35593 × 10଺0 0 −6.35593 × 10଺ −8.14354 × 10଺ −9.93114 × 10଺ −2.54237 × 10଻ 9.93114 × 10଺ 4.17108 × 10଻ 9.93114 × 10଺ 0. −3.57521 × 10଺ −8.14354 × 10଺0 0 0 0 −3.17797 × 10଺ −6.35593 × 10଺ 0. 9.93114 × 10଺ 3.57521 × 10଻ 0. −3.25742 × 10଻ −3.57521 × 10଺0 0 0 0 −3.57521 × 10଺ −8.14354 × 10଺ 9.93114 × 10଺ 0. 0. 2.08554 × 10଻ −6.35593 × 10଺ −1.27119 × 10଻0 0 0 0 0 0 −3.17797 × 10଺ −3.57521 × 10଺ −3.25742 × 10଻ −6.35593 × 10଺ 3.57521 × 10଻ 9.93114 × 10଺0 0 0 0 0 0 −6.35593 × 10଺ −8.14354 × 10଺ −3.57521 × 10଺ −1.27119 × 10଻ 9.93114 × 10଺ 2.08554 × 10଻ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎤
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4) Fuerzas equivalentes en los nodos 
 













































−

−

−

−

−

−

=

375.204
0

75.408
172.83

125.613
0

125.613
108.786

75.408
0

375.204
4.719

f  

 
5) Condiciones de contorno 

 
Condiciones de contorno en desplazamientos: 
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Condiciones de contorno en fuerzas: 

;
0
0

;
0
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;
0
0

;
0
0
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6) Resolver 

K·ufF =+  
 

m980.00006791-  
m20.00022629  

3

3

=
=

v
u

  
m20.00016219-   

m50.00023595  

4

4

=
=

v
u

 

 

m20.00011082-   
m0.0004264    

5

5

=
=

v
u

  
m10.00020001-   

m0.00042911   

6

6

=
=

v
u

 

 

kNR
kNR
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x

680.814-    
1195.72-   

1

1

=
=

  
NR

NR

y

x

k3133.31  
k393.499-   
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=
=
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7) Deformada 

 
 

Figura 42.- Presa de gravedad. Deformada 

8) Cálculo de las tensiones en cada elemento finito 
 

  
 

Figura 43.- Presa de gravedad. Tensiones normales yyσ
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Sólidos 
tridimensionales 





     
    

    
  S

ól
id

os
 tr

id
im

en
sio

na
le

s 

75 

Existen muchas estructuras cuyas características geométricas, mecánicas o de cargas no 
permiten la utilización de modelos de cálculo simplificados. En dichos casos, es necesario 
considerar la estructura como un sólido tridimensional y hacer uso para su análisis de la 
teoría general de la elasticidad en tres dimensiones. 

 
 

Figura 44.- Presa bóveda 

 

 
 

Figura 45.- Presa bóveda. Geometría de la sección y cargas. 
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nodo gx  gy  gz  
1 50.0 -86.6 0.0 
2 51.25 -84.4 0.0 
3 52.5 -82.3 0.0 
4 50.0 -86.6 7.5 
5 51.8 -83.6 7.5 
6 50.0 -86.6 15.0 
7 50.5 -85.7 15.0 
8 51.0 -84.9 15.0 
9 50.0 -86.6 17.5 
10 51.0 -84.9 17.5 
11 50.0 -86.6 20.0 
12 50.5 -85.7 20.0 
13 51.0 -84.9 20.0 
14 13.4 -50.0 0.0 
15 17.7 -47.5 0.0 
16 13.4 -50.0 15.0 
17 15.1 -49.0 15.0 
18 13.4 -50.0 20.0 
19 15.1 -49.0 20.0 
20 0.0 0.0 0.0 
21 2.5 0.0 0.0 
22 5.0 0.0 0.0 
23 0.0 0.0 7.5 
24 3.5 0.0 7.5 
25 0.0 0.0 15.0 
26 1.0 0.0 15.0 
27 2.0 0.0 15.0 
28 0.0 0.0 17.5 
29 2.0 0.0 17.5 
30 0.0 0.0 20.0 
31 1.0 0.0 20.0 
32 2.0 0.0 20.0 
33 13.4 50.0 0.0 
34 17.7 47.5 0.0 
35 13.4 50.0 15.0 
36 15.1 49.0 15.0 
37 13.4 50.0 20.0 
38 15.1 49.0 20.0 

 

elemento nodos 
1 1, 2, 3, 15, 22, 

21, 20, 14, 4, 5, 
24, 23, 6, 7, 8, 

17, 27, 26, 25, 16 
2 6, 7, 8, 17, 27, 

26, 25, 16, 9, 10, 
29, 28, 11, 12, 13, 
19, 32, 31, 30, 18 

3 20, 21, 22, 34, 41, 
40, 39, 33, 23, 24, 
43, 42, 25, 26, 27, 
36, 46, 45, 44, 35 

4 25, 26, 27, 36, 46, 
45, 44, 35, 28, 29, 
48, 47, 30, 31, 32, 
38, 51, 50, 49, 37 

 

 
Tabla 7.- Definición de nodos y elementos 
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nodo gx  gy  gz  
39 50.0 86.6 0.0 
40 51.25 84.4 0.0 
41 52.5 82.3 0.0 
42 50.0 86.6 7.5 
43 51.8 83.6 7.5 
44 50.0 86.6 15.0 
45 50.5 85.7 15.0 
46 51.0 84.9 15.0 
47 50.0 86.6 17.5 
48 51.0 84.9 17.5 
49 50.0 86.6 20.0 
50 50.5 85.7 20.0 
51 51.0 84.9 20.0 

 
Tabla 8.- Definición de nodos y elementos (cont.) 

 
4) Comportamiento mecánico de cada elemento 

 
n) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV) 

 
( ) ( ) dVqudV

V

T

V

T ····  = δσδε  
o) Aproximación de desplazamientos, se utiliza el elemento Serendípito de 20 nodos. 

Se ha elegido este elemento de mayor orden porque permite interpolar contornos 
curvos. 

 
Figura 46.- Elemento finito 3D  normalizado  

4

3

2

1

8
7

6

5

13

12

11

10

9

18
17

16
1514

20
19

ζ

η

ξ



 
     

    
    

  S
ól

id
os

 tr
id

im
en

sio
na

le
s 

78 

nodo iξ  iη  iζ  
1 -1 -1 -1 
2 0 -1 -1 
3 +1 -1 -1 
4 +1 0 -1 
5 +1 +1 -1 
6 0 +1 -1 
7 -1 +1 -1 
8 -1 0 -1 
9 -1 -1 0 
10 +1 -1 0 
11 +1 +1 0 
12 -1 +1 0 
13 -1 -1 +1 
14 0 -1 +1 
15 +1 -1 +1 
16 +1 0 +1 
17 +1 +1 +1 
18 0 +1 +1 
19 -1 +1 +1 
20 -1 0 +1 

 
Tabla 9.- Definición de nodos, dominio normalizado. 
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Figura 47.- Definición de elementos (dominio normalizado) 

 
Funciones de forma: 
 
Nodos esquina: 

( ) ( )( )( )( )
19,17,15,13

7,5,3,1
;2111

8
1,, =−+++++= iN iiiiiii ζζηηξξζζηηξξζηξ  

 
Nodos laterales: 

( ) ( )( )( ) 18,14,6,2;111
4
1,, 2 =++−= iN iii ζζηηξζηξ  

( ) ( )( )( ) 20,16,8,4;111
4
1,, 2 =++−= iN iii ζζξξηζηξ  

( ) ( )( )( ) 12,11,10,9;111
4
1,, 2 =++−= iN iii ηηξξζζηξ  

 
Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada 
como: 
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( ) uN·uNu ii ·
),,(
),,(
),,(

,,
20

1
=≈
















= 

=iw
v
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ζηξ
ζηξ
ζηξ

ζηξ  
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










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Deformaciones: 

( ) uB·uBε ii ·
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

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
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
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
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En este punto, se necesita conocer la transformación de coordenadas del dominio real al 
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometría las mismas 
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos: 
 

N·x·xNx ii =≈















= 

=

20

1),,(
),,(
),,(

iz
y
x

ζηξ
ζηξ
ζηξ

 

 
Se calcula la matriz Jacobiana de la transformación y su inversa: 



     
    

    
  S

ól
id

os
 tr

id
im

en
sio

na
le

s 

81 

 

























=

ζζζ

ηηη

ξξξ

d
dz

d
dy

d
dx

d
dz

d
dy

d
dx

d
dz

d
dy

d
dx

J   























=−

dz
d

dz
d

dz
d

dy
d

dy
d

dy
d

dx
d

dx
d

dx
d

ζηξ

ζηξ

ζηξ

1J  

 
De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como: 
 

( )

























=















































=























−

ζ

η

ξ

ζ

η

ξ

ζηξ

ζηξ

ζηξ

d
dN
d
dN
d
dN

d
dN
d
dN
d
dN

dz
d

dz
d

dz
d

dy
d

dy
d

dy
d

dx
d

dx
d

dx
d

dz
dN
dy

dN
dx

dN

i

i

i

i

i

i

i

i

i

·· 1J  

 
Tensiones: 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−=
















= ηξ
ηξσ
ηξσ
ηξσ

ηξ ,·
),(
),(
),(

,

xy

yy

xx

 

 
donde 0ε  son las deformaciones iniciales, 0σ  son las tensiones iniciales y  
D  es la matriz constitutiva: 

( )( )































−

−

−
−

−
−

−+
=

2
2100000

0
2
210000

00
2
21000

0001
0001
0001

211

ν

ν

ν
νν

ννν
ννν

νν

v
ED  

 
donde E  es el módulo de Young del material y ν  el coeficiente de Poisson. 
 
Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para 
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta: 
 

( ) δuNδu ·, ≈ηξ  
( ) δuBδε ·, =ηξ  

PDV: ( ) ( ) ( ) dVudVBEBudV
V

T

V

TT

V

T ········  == qδδσδε  
ζηξ dddJdzdydxdV ····· ==  
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Y se obtiene: 
 
 

( ) 201,;····
1

1

1

1

1

1
==   

+

−

+

−

+

−
jidddJ ζηξj

T
iij ·D·BBK  

( ) 
+

−

+

−
==

1

1

1

1
3332

2322 201;··· idd
JJ
JJ

i ζη·qNf T
i (presión hidróstatica) 

( ) 201;···
1

1

1

1

1

1
==   

+

−

+

−

+

−
idddJ ζηξ·q·Nf T

ii (peso propio) 
 
donde ijK  es la submatriz de rigidez elemental y if  el vector de fuerzas equivalente en 
el nodo i. 
 

p) Equilibrio de la estructura (ensamblar). Recordad que, al ensamblar, estamos 
imponiendo de forma sistemática el equilibrio de todos los nodos de la estructura 

 
K·ufF =+  

 
de nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K  es la matriz de rigidez 
de la estructura. 
 

q) Condiciones de contorno en desplazamientos y fuerzas. 
 

r) Cálculo de tensiones 
 
Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada 
elemento finito: 

( ) uBε ·,, =ζηξ  
 

( ) ( )( ) 00 σεεDσ +−= ηξζηξ ,·,,  
 
 

Integración de Gauss-Legendre 
 
La fórmula de cuadratura resulta: 

;),,(·····)·,(
2 2 21

1

1

1

1

1  ≈=
+

−

+

−

+

−
i j k

kjikji xxxfwwwdddfI ζηξηξ  

 
siendo ix  y iw  las abscisas y los pesos de Gauss (integración 2x2x2 puntos). 
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Ejemplo 8 
 
Se resuelve el problema de la Figura 44 de forma numérica para los siguientes datos: 
 

mhmHmbmb 15;20;2;5 1 ====  

32 1000;81.9 m
kg

s
mg a == ρ  (agua) 

Material (hormigón): 32500 0.18;MPa;30000 m
kgE h === ρν  

 
1) Matriz de rigidez elemental. Cálculo de la sub-matriz elemental 11

1 K  
 
Para el elemento 1, la interpolación de la geometría resulta: 
 

N·x·xNx ii =≈















= 

=

20

1),,(
),,(
),,(

iz
y
x

ζηξ
ζηξ
ζηξ

 

 𝑥(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝜂ଶ(11.4125 − 0.1875𝜉) + 𝜁ଶ(𝜂(0.0125𝜉 + 0.0125) − 0.0125𝜉− 0.0125) + 𝜁(𝜂ଶ(0.0875𝜉 + 0.0875) + 𝜂(−0.1875𝜉 − 0.1875)− 0.65𝜉 − 0.65) + 𝜂(0.425𝜉 − 24.575) + 1.5125𝜉 + 14.9125 
 𝑦(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝜂ଶ(6.575 − 0.125𝜉) + 𝜁(𝜂ଶ(0.05𝜉 + 0.05) + 𝜂(0.325𝜉 + 0.325)− 0.375𝜉 − 0.375) + 𝜂(0.025𝜉ଶ − 0.75𝜉 + 42.525) − 0.025𝜉ଶ+ 0.875𝜉 − 49.1 
 𝑧(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 7.5(1 + 𝜁) 
 
Derivando las expresiones anteriores se puede determinar la matriz Jacobiana y su 
determinante: 
 ห 𝐽ଵ ห = 𝜁2(𝜂2(0.960937 − 0.295313𝜉) + 𝜂(−0.00234375𝜉2 + 0.0234375𝜉+ 2.82891) + 0.00234375𝜉2 − 2.11875𝜉 − 6.18047)+ 𝜁3(𝜂2(0.0046875𝜉 + 0.0046875) + 𝜂(−0.009375𝜉 − 0.009375)+ 0.0046875𝜉 + 0.0046875) + 𝜁(0.09375𝜂3 + 𝜂2(−0.0492187𝜉2+ 1.21875𝜉 − 36.3352) + 𝜂(0.100781𝜉2 + 0.285938𝜉 + 0.157031)− 0.192187𝜉2 + 9.69844𝜉 − 271.509) + 2.90625𝜂3 + 𝜂2(0.105469𝜉2− 10.0125𝜉 + 87.4664) + 𝜂(−0.220312𝜉2 + 17.4𝜉 − 3.30469)+ 0.442969𝜉2 − 20.5125𝜉 + 643.666 
 
El resto de cálculos se hacen cada vez más laboriosos, y por lo tanto se aconseja emplear 
un manipulador matemático, como por ejemplo Mathematica/Jupyter. 
 

( )  
+

−

+

−

+

−
=

1

1

1

1

1

1

1 ···· ζηξ dddJB·D·BK 1
1T

1
1

11
1  
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𝐾ଵଵଵ = ቎1.51567 × 109 5.89399 × 108 2.34928 × 1085.89399 × 108 1.52369 × 109 2.37859 × 1082.34928 × 108 2.37859 × 108 1.01315 × 109቏ 
 

2) Vector de fuerzas equivalentes. Cálculo del sub-vector elemental 1
1 f  

 
Para el caso de carga de presión hidrostática: 

( )















==  

+

−

+

−

0
0

6952.84- 
···

1

1

1

1
3332

2322
1 ζη dd

JJ
JJ

·qNf T
1

1  

 
Para el caso de carga de peso propio: 

( )















==   

+

−

+

−

+

−

17276.1 
0
0

···
1

1

1

1

1

1 1 ζηξ dddJ·q·Nf T
1

1  

 
3) Deformada: 

 
 

Figura 48.- Presa bóveda. Deformada (x10000) 

 
4) Valor del desplazamiento máximo: 

 
m00059792.0=δ  

 
5) Tensión equivalente de Von-Mises máxima: 

 
MPaVM 10754.1=σ  
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Ansys 
 

 
 

Figura 49.- Presa bóveda. Deformada. Ansys (126 elementos) 

 
m00067544.0=δ  

 

 
 

Figura 50.- Presa bóveda. Tensiones de Von-Mises. Ansys (126 elementos) 

 
MPaVM 95267.0=σ  
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Elemento tetraédrico de 4 nodos 

 
Figura 51.- Elemento finito 3D  normalizado 

 
nodo gx  gy  gz  
1 50.0 -86.6 0.0 
2 52.5 -82.3 0.0 
3 50.0 -86.6 15.0 
4 51.0 -84.9 15.0 
5 50.0 -86.6 20.0 
6 51.0 -84.9 20.0 
7 0.0 0.0 0.0 
8 5.0 0.0 0.0 
9 0.0 0.0 15.0 
10 2.0 0.0 15.0 
11 0.0 0.0 20.0 
12 2.0 0.0 20.0 
13 50.0 86.6 0.0 
14 52.5 82.3 0.0 
15 50.0 86.6 15.0 
16 51.0 84.9 15.0 
17 50.0 86.6 20.0 
18 51.0 84.9 20.0 

 

elemento nodos 
1 1, 2, 7, 3 
2 8, 7, 2, 10 
3 9, 3, 10, 7 
4 4, 3, 10, 2 
5 7, 8, 13, 9 
6 14, 13, 8, 16 
7 15, 9, 16, 13 
8 10, 9, 16, 13 
9 3, 4, 9, 5 
10 10, 9, 4, 12 
11 11, 5, 12, 9 
12 6, 5, 12, 4 
13 9, 10, 15, 11 
14 16, 15, 10, 18 
15 17, 11, 18, 15 
16 12, 11, 18, 10 

 

 
Tabla 10.- Definición de nodos y elementos 

1

2

3

4

γ

β

α
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Figura 52.- Definición de elementos (dominio normalizado) 

 
Funciones de forma: 
 

( ) γβαγβα −−−= 1,,1N  
( ) αγβα =,,2N  
( ) βγβα =,,3N  
( ) γγβα =,,4N  

 
Y se obtiene: 
 

( ) 41,;····
1

0

1

0

1

0
==   

− −−
jidddJ

α βα
γβαj

T
iij ·D·BBK  

( )  ==
−1

0

1

0
3332

2322 41;··· idd
JJ
JJ

i

β
γβ·qNf T

i (presión hidróstatica) 

( ) 41;···
1

0

1

0

1

0
==   

− −−
idddJ

α βα
γβα·q·Nf T

ii (peso propio) 

 
donde ijk  es la submatriz de rigidez elemental en coordenadas locales y if  el vector de 
fuerzas equivalente en el nodo i. 
 

2

3

4

5
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18
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7 13

12
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Integración de Hammer 
 
Cuadratura para dominios tetraédricos: 
 

  
=

− −−
≈

4

1

1

0

1

0

1

0
),,(···)·,,(

i
iii ifwdddf γβαγβαγβα

α βα
 

 
 iα  iβ  iγ  iw  

1 0.13819660 0.13819660 0.13819660 
24
1  

2 0.58541020 0.13819660 0.13819660 
24
1  

3 0.13819660 0.58541020 0.13819660 
24
1  

4 0.13819660 0.13819660 0.58541020 
24
1  

 
Tabla 11.- Coordenadas y pesos de la integración de Hammer 

 
Cada elemento hexaédrico de 8 nodos se puede dividir en cuatro elementos tetraédricos 
de cuatro nodos. Los elementos tetraédricos tienen la ventaja de que son sencillos y 
versátiles, se consigue ajustar geometrías/contornos complejos, y siempre se puede 
mejorar la aproximación con mallas más finas, es decir, aumentando el número de 
elementos. 
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Placas delgadas 
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Elemento estructural de pequeño espesor, la referencia es el plano medio de la placa, las 
cargas aplicadas son perpendiculares a dicho plano y se estudia mediante la Teoría Clásica 
de Kirchhoff. 
 

 
 

Figura 53.- Placa cuadrada simplemente apoyada sometida a carga uniforme. 

 

 
 

Figura 54.- Definición geométrica de placa (fuente: Oñate (1995)). 

 
Formulación de Kirchhoff 
 

1) Desplazamientos 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )yxwzyxwz

yxzzyxvy
yxzzyxux

y

x

,,,:
,·,,:
,·,,:

≈

−=
−=

θ
θ

   

y
w
x
w

y

x

∂
∂=

∂
∂=

θ

θ
 

2) Deformaciones 
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yx
wz

x
v

y
u

y
wz

y
v

x
wz

x
u

xy

y

x

∂∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂=

2

2

2

2

2

··2

·

·

γ

ε

ε

 

 
3) Tensiones 

 

D·εσ =   



















−−
=

2
100

01
01

1 2 ν
ν

ν

ν
ED  

 
4) Momentos flectores 

 

dzzdzz
M
M
M t

t

xy

y

xt

t

xy

y

x

····ˆ 2

2

2

2

σσf 
+

−

+

−
=

















=
















=
τ
σ
σ

 

 

 
 

Figura 55.- Tensiones y momentos en placas (fuente: Oñate (1995)). 

 

  fff

t

t

t

t dzzdzz ε·DεD·D·εσf ˆˆ·ˆ···ˆ 2

2

22

2

=== 
+

−

+

−
 









∂∂

∂−
∂
∂−

∂
∂−=

yx
w

y
w

x
w 2

2

2

2

2

·2;;ˆ fε   DDf 12
ˆ

3t=  

 
fε̂ : deformaciones generalizadas de flexión (vector de curvaturas). 

 
5) Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV): 

 

 =+=
A

i
iiAV

dAPwdvqwdV ·ˆˆ···· f
T
f

T σ·εδ·σδε δδ  (continuidad clase C1) 
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6) Esfuerzos cortantes (ecuaciones de equilibrio) 

 
 

Figura 56.- Equilibrio de un elemento diferencial de placa (fuente: Oñate (1995)). 

D
q

y
w

yx
w

x
wFz =

∂
∂+

∂∂
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∂
∂= 4

4
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( )2
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= tED  
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∂
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3
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3

·
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w

x
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t
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xz ·2
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=τ  









∂∂

∂+
∂
∂−=
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w

y
wDQy 2

3

3

3

·   
t

Qy
yz ·2

·3
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=τ  

 
Formulación de Elementos Finitos 
 
Elemento placa rectangular MZC (Melosh, Zienkiewicz y Cheung) 
 

 
Figura 57.- Elemento placa rectangular MZC  (fuente: Oñate (1995)). 
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1) Desplazamientos 
 

N·a=

















∂
∂+








∂
∂+=

=

4

1
···

i i

i
i

iii y
wN

x
wNwNw  

 
2) Deformaciones 

 

B·a==
=

4

1
·ˆ

i
ii aBε  

 
























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∂∂
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∂∂
∂−

∂∂
∂

−

∂
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∂
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∂
∂

−

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂
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=

yx
N

yx
N
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N
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N

y
N

y
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x
N

x
N

B

iii

iii

iii

i

·
·2

·
·2

·
·2

222

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 

 
Derivadas: 
 

2

2

22

2

·1
ξ∂
∂=

∂
∂

ax
  2

2

22

2

·1
η∂
∂=

∂
∂

by
  

ηξ ∂∂
∂=

∂∂
∂

·
·

·
1

·

22

bayx
 

 
3) PDV 

qfK·a =−  
 

=
Aij dydxK ··ˆ

jf
T
i ·BD·B  

 

=
Ai dydxf ···qNT

i  

 
( )T

yixiii MMPq ;;=  
 
Elemento placa triangular CKZ (Cheung, King y Zienkiewicz) 
 
Para el elemento triangular CKZ, los investigadores Cheung, King y Zienkiewicz 
emplean una aproximación de la flecha dada por el siguiente polinomio incompleto de 
tercer grado en coordenadas de área ( )213 1 LLL −−= : 







 ++

+





 ++






 ++






 ++

+





 +






 +=

2

222

2
+

2

321
1

2
39

321
3

2
18

321
2

2
37

321
3

2
26

321
1

2
25

321
2

2
14332211

·L·LL·LL·a

·L·LL·LL·a·L·LL·LL·a·L·LL·LL·a

·L·LL·LL·a·L·LL·LL·+a·L+a·L+a·Law
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Figura 58.- Elemento placa triangular CKZ 

 
La aproximación del campo de desplazamientos se puede expresar con una fórmula 
similar al elemento placa rectangular visto líneas arriba: 
 

N·a=

















∂
∂+








∂
∂+=

=

3

1
···

i i

i
i

iii y
wN

x
wNwNw  

 
donde las funciones de forma (expresadas en coordenadas de área) son: 
 

( ) ( ) ( )( )( )2221
2
1211 2111221 ·L·L·L·+L·LLLN +−+−−+=  

( ) ( )( )2
1122212 22312 ·L·L·L·LL··LN −−+−=  

( )( )( )2
221

2
1223 123 LL·LL··L ·LN +−+−=  

 

( )( ) L·L·LL·· a· LN 221
2
1

122121 −+−+=  

( ) 22112 1
2
1 ·LLL ··a· L N −+=  

( )( )( ) 1 212
2
123 LL·LL·a· LN +−+=  

 
( ) ( )( )( ) 11 212

2
1211 LL·LL·LLb·N +−+−+−=  

( )( ) 21
2
1

212112 L·L·LL··b·LN +−+−=  

( )( )212123 21
2
1 ·LL·LL··b·LN +−+−=  

 
Asimismo, es necesario recordar del Tema 3 (Sólidos 2D) la expresión del diferencial 
de área en coordenadas naturales ( )32 , LL == βα : 

βα·dda·bdydxdA ·· ==  
  

x

y

3

1 2
a

b
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Ambos elementos, tanto el rectangular MZC como el triangular CKZ, no respetan la 
continuidad de la derivada normal a lo largo de los lados comunes del elemento, y se 
denominan elementos placa no conformes. 
 
Elemento finito combinado DKT 
 
El punto de partida es el elemento triangular de placa de Reissner-Mindlin de seis nodos 
de la Figura 59a formulado en base a la teoría de placas gruesas para el que se impone 
continuidad a lo largo de los lados del triángulo y las hipótesis de la teoría clásica de 
placas delgadas (teoría de Kirchhoff) para obtener el elemento triangular discreto de 
Kirchhoff (DKT) de tres nodos y tres grados de libertad por nodo de la Figura 59b. El 
elemento DKT resultante es muy popular para análisis de placas y láminas delgadas. 
 

 
 

Figura 59.- Elemento placa triangular DKT (fuente: Oñate (1995)). 
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Ejemplo 9 

Placa cuadrada simplemente apoyada sometida a carga distribuida uniforme (véase la 
Figura 53). 

mt
mLLL yx

013.0
3.1

=

===

3.0
10·1.2 11

=
=

ν
PaE

2100
m
kNq =

1) Elementos placa rectangulares MZC

nodo x y
1 0 0 
2 

2
L 0 

3 L 0 
4 0 

2
L

5 
2

L
2

L

6 L
2

L

7 0 L
8 

2
L L

9 L L

elemento nodos 
1 1, 2, 5, 4 
2 2, 3, 6, 5 
3 4, 5, 8, 7 
4 5, 6, 9, 8 

Tabla 12.- Definición de nodos y barras 

Figura 60.- Placa cuadrada . Definición de nodos y elementos (discretización) 
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Resumen de los resultados del análisis mediante el Método de los Elementos Finitos de 
la placa delgada de la Figura 53, desplazamiento transversal máximo en función del número 
de elementos rectangulares utilizado en la discretización. 
 

yx nxn  maxw  (m) 
2 x 2 0.0342275 
4 x 4 0.0292586 
8 x 8 0.027914 

 
Solución analítica (Timoshenko (1975)): 

m
D
Lqw 0274145.0··0040554.0

4

max ==  

 
2) Elementos placa triangulares DKT 
 

nodo x  y  
1 0 0 
2 

2
L  0 

3 L  0 
4 0 

2
L  

5 
2

L  2
L  

6 L  
2

L  

7 0 L  
8 

2
L  L  

9 L  L  
 

elemento nodos 
1 1, 2, 4 
2 5, 4, 2 
3 2, 3, 5 
4 6, 5, 3 
5 4, 5, 7 
6 8, 7, 5 
7 5, 6, 8 
8 9, 8, 6 

 

 
Tabla 13.- Definición de nodos y barras 

 

 
 

Figura 61.- Placa cuadrada . Definición de nodos y elementos (discretización) 
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Desplazamiento transversal máximo obtenido mediante el empleo de elementos 
triangulares conformes DKT utilizado en la discretización indicada en la Figura 61 (véase 
también la Tabla 13). 
 

yx nxn  maxw  (m) 
2 x 2 (8 elementos) 0.026531 

 
Se comprueba un mejor comportamiento del elemento triangular conforme DKT 
comparado con el elemento rectangular MZC (no conforme) ya que se obtienen resultados 
más precisos empleando un menor número de elementos placa. 
 
3) Ansys 
 

 
 

Figura 62.- Placa cuadrada . Análisis con el software Ansys. 

 
yx nxn  maxw  (m) 

8 x 8 0.028723 
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