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Estos apuntes se han elaborado con la intencién de que sirvan de guia al alumno en la
asignatura optativa Modelado Numérico de Sistemas Solidos y Fluidos, en la titulacion
de Grado en Ingenieria Mecanica que se imparte en el &mbito del Espacio Europeo de
Ensefianza Superior en la Universidad de Valladolid.

Se abordan tantos aspectos relacionados con los so6lidos resistentes como se ha
considerado razonablemente posible. Debido al caracter introductorio del curso, cada uno
de los contenidos abordados en estos apuntes se pueden encontrar tratados con mayor
amplitud y profundidad en muchos otros textos.

Precisamente, se ha considerado que la oportunidad de este documento radica en ofrecer
al estudiante una referencia concisa que se complementa con ejemplos resueltos mediante
el manipulador simbolico Mathematica y el software de simulacion de ingenieria y disefio
Ansys.
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La armadura 2D es un conjunto de barras contenido en un plano, plano que es de simetria
de las secciones de las barras, y las barras estan articuladas en todos sus nodos de manera

que las barras solo trabajan a traccién/compresion (véase la Figura 1). En la Tabla 1 se
informa de la definicion de nodos y barras.

i
H
1 ig
Figura 1.- Armadura simple
nodo | x, | y, barra | nodo inicial | nodo final
1 0 0 1 1 2
5 L 0 2 1 3
3 L | 1o 3 2 3
4 |2L] 0 4 3 4
5 2 4

Tabla 1.- Definicion de nodos y barras

1) Comportamiento mecanico de cada barra. Se plantea el diagrama de s6lido libre

de cada una de las barras de la estructura, empezamos por ejemplo por la barra
l:

X
Foolo ® 2 F,

— - E A4 L — -

Figura 2.- Elemento barra

a) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)

_[V (5€)T'O-'dV =ou, F, +ou, F,
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b) Aproximacion de desplazamientos, se utilizan polinomios sencillos definidos
respecto a un elemento 1D normalizado.

N,(¢) N, (&)
1 1
1 0 2
-1 ? +1

Figura 3.- Elemento barra normalizado

Los desplazamientos en el elemento barra se pueden expresar de forma aproximada
como:

(&)= N, (Ehy + N,y =[N, () N, (5)]{““} ~Nu

Up

Haciendo uso de las funciones de forma:

V@-=La-¢) M§)=10+ bt by
donde el jacobiano de la transformacion x — & es: J = 3—2 = % Y los
Deformaciones:
_ d”(é:)_ dN](é:)d_é:u sz(é:),d_é:,u _ | Un | _ u
)= ) L, I () ) |-
. _aN(§) 1
siendo Bj(f)— T = j=12

Tensiones:
o(f)= E-¢(f)=DBu

siendo en este caso D = [E ], donde E es el modulo de Young del material.

Abhora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta:

BHE) = M€+ )3, = N E) MG 5 |

5(8) dN, (&) 1 dN,(£) 1

&411 —Bdu
=~ e g e =B 32(5)]{&4[2}%

PDV: [ (6 cav =] (&,)T.BT.E.B.dV:(&l)T{?I}



dV = Adx = AJ-dE

{kn klz}|:”11:|:{Fn} Ku=F
ky  ky || F,

donde k; = J:I(Bl. )" -EA-B - J-d& (integracion numérica de Gauss-Legendre), siendo K

la matriz de rigidez elemental (coordenadas locales):

T
-k ke lup F, o L

siendo L, la longitud del elemento 1 y A el 4rea de su seccion transversal.

Y se obtiene:

Para la barra 2, la gran diferencia es que debido a su orientacion los ejes locales de la
barra (x,, y,) no coinciden con la referencia de la estructura (x o0 Ve ), sistema global.

Figura 4.- Elemento barra 2

Cambio de coordenadas, para el nodo 1:

. . Uy
u, =cosau, +sinou, =|cosar sma]-[ * }

U,

F 1
F, =cosa’F, +sinaF, =[coser sin a]{ y

yl
Para el elemento 2:

u

x1
u cos sino 0 0 ||u,
U, 0 0 cosa sino||u,;

u

y3

u, = (ZT)u

g
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siendo T la matriz de cambio de base de coordenadas globales a coordenadas locales.
La matriz de rigidez en coordenadas locales:

2k:{ k, _k2:|.|:”11}:{]711} k :ﬁ
—ky  ky (lup Fy ’ L,

Y en coordenadas globales resulta:

F, Uy
Fyl _ (2 K) Uy
F Uy
Fy3 uy3

c) Equilibrio de la estructura (ensamblar)

Para cada barra se tiene:

'F, uxl_
lel :{IKH lKlz} Uy |, |:1F1} _ [1K}|:“1}
lsz 1Kzl 1Kzz U , le u,
lez uy2
_2Fx1_ ]
szl _|:2K11 2K13:| Uy |, |:2F1}_[2K}{u1}
F 'Ky, K, || U , *F, u,
sz3 Uy
_3Fx2— _uxZ_
3Fyz _TKzz 3Kza} Uy 1. [3F2:|_[3K}|:u2:|
*Fq Ky, K, || U , 'F, u,
_3Fy3 Uy
_4Fx3_ |
‘F, _{41(33 41(34} | {41«“3}:[41(}{%}
4Fx4 4K43 4K44 Usy , 4F4 u,
_4Fy4 | Uy
_Ssz_ _uxZ_
°F, _[51{22 5K24} u,, | {SFZ} [SK}{%}
5Fx4 5K42 5K44 Uyy ’ 5F4 u,
_SFy4 | Uy




4
- | AF
3
x3 AFy3
]
Fx3
°F,
2 3 I )
F 4
y1 Fy2 Fy4
2 4
- F)Cl 1F SF ’F
a

1
5 - - e
F, '

2 1 5 4
Y, 2 i
! | } Fy4 -
T - - -
sz ¥ ¥
P

Figura 5.- Equilibrio de la estructura
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Para asegurar el equilibrio de la estructura se plantea el equilibrio de cada uno de sus

nodos:

1 2
Rxl_Fxl+ Fxl
1 2
Ryl— Fy1+ Fy1

0='F ,+’F ,+F,
- P:le2 +3Fy2 +5Fy2

0="F ,+’F ,+'F,
0="F +°F ;+'F

0="F ,+°F,
Ry4:4Fy4+5Fy4

Ecuaciones de equilibrio que se pueden expresar en funcion de las rigideces:
F _ Rxl _lK . IK . ZK . ZK .
e I U+ Kpu,+ K u K0y
yl
F. = 0 1K - K- K- K- SK - SK .-
2T _p|T P LR PR PR ST PRl S PRl SYRL PR\ SV | A

0 2K . 2K - 3K - 3K - K- K-
ol U+ KU+ K, U, K us + Ky + K, 0y,

4 4 5 5
F, :{R }: Kiu,+' K u+'Kyu,+'Ky o,
y4

d) Sistema de ecuaciones algebraicas

En forma matricial resulta:

142 1 2
F, K, K, K, 0 u,
1 14345 3 5
F, _ K, K, Ky K, [|u;
2 3 2+3+4 4
F, K; K, K, K, || us
5 4 445
F, 0 K, K K, |lu,
F=K:u

donde K es la matriz de rigidez de la estructura.



Se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incognitas son los desplazamientos
desconocidos en los nodos (grados de libertad) y las fuerzas incognita en los apoyos

(reacciones).

Condiciones de contorno en desplazamientos:

R

ux2 ux3
0
Condiciones de contorno en fuerzas:

-

yl

I/lyz

xl |,

Fl

e) Esfuerzos axiles

Para calcular el esfuerzo axil en cada una de las barras
calcular los desplazamientos en coordenadas locales a
calculados,

u, = [T]-u <
para cada una de las barras de la estructura.

u
lFlzz[_kl kl]'|: 8 e

U

o
2Fz3:[_k2 kz]' u“ ;K

LUz

T
3Fl3 :[_k3 k3]' ulz 5 ks

| Uz

e
'F, :[_k4 k4]' u13 ; Ky

| Uy

T
5Fl4 :[_ks ks]' ” 5 ks

| U4

si el valor de “F), es positivo el elemento “e” trabaja a traccion y si es negativo trabaja a

compresion.

lo primero que necesitamos es
partir de los grados de libertas ya
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Ejemplo 1

Se resuelve el problema de la Figura 1 de forma numérica para los siguientes datos:
L=6m;, H-= % =3m
P=10iN

Acero S235: E=2.110" Pg; f, =235 MPa (limite elastico)

Seccion: perfil conformado UF 80.4 (véase la Figura 6)
A=5.80cm’

Figura 6.- Perfil conformado en U

El perfil se debe disponer de tal forma que el plano x-x de la seccion de la Figura 6 debe
coincidir con el plano de la armadura.

Antes de empezar con los calculos se debe elegir el sistema de unidades, por ejemplo: m,
kN. Entonces los datos en estas unidades son:

E =2.110° kN / m?
A=58010" m?

1) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales:
k, = £4 =20300 kN/m”
Ll
k, = i—A =18156.9kN/m’

2

ky = i—A = 40600 kN/m’

3

k, = i—A =18156.9kN/m’

4

ks = % =20300 kN/m’

5
2) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales:

cos('a)=1.0; sin('er)=0.0

1 1 20300. 0. —20300. O.

g — { K, K12} _ 0. 0 0. 0.
'K,, 'K, —20300. 0. 20300. O.

0. 0 0. 0.



cos(’er)=0.894; sin(*er)=0.447

. 145255  7262.75 —14525.5
25 — { K, K]g} _| 726275 363137 -726275
K, °K, | |-14525.5 -7262.75 145255
—7262.75 —3631.37 726275
cos(*ar)=0.0; sin(’er)=1.0
3 3 0. 0 0 O
3 { K., Kﬂ _|o. 40600. 0. —40600.
K, K| |0 0. 0 o
0. —40600. 0. 40600.
cos(‘ar)=0.894; sin(*ar)=-0.447
L 145255 —7262.75 —14525.5
ag = [ Ky "Ky | _[-7262.75 363137 726275
‘K, ‘K, | |-145255 726275  14525.5
7262.75 —3631.37 —7262.75
cos(*ar)=1.0; sin(*er)=0.0
5 5 20300. 0. —20300. 0
5K — { K,, K24} 0. 0 0. 0.
'K,, °K,| [—20300. 0. 20300. O.
0. 0 0. 0
3) Matriz de rigidez de la estructura:
]+2K11 1I<12 2I<13 0
K_ II<21 1+3+5K22 3K23 5K24
2K IK 23+ 1K
31 32 33 34
0 K, 4K43 4+5K44
348255 726275 —20300. 0.  —145255 —7262.75
726275 363137 0. 0.  —7262.75 —3631.37
—20300. 0. 40600. 0. 0. 0.

0. 0. 0. 40600. 0. —40600.
~145255 -7262.75 0. 0. 29051. 0.
~7262.75 —363137 0.  —40600. 0. 47862.7

0 0 —20300. 0.  —145255 7262.75

0 0 0. 0. 726275 —3631.37

—7262.75
—3631.37
7262.75
3631.37

7262.75
—3631.37
—7262.75

3631.37

0
0
—20300.
0.
—14525.5
7262.75
34825.5
—7262.75

0
0
0.
0.
7262.75

—3631.37
—7262.75

3631.37 -
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4) Condiciones de contorno:

Rxl i ]
R,
0 uxz
F = - u=|"
0 ux3
0 U,
0 ux4
_Ry4_ L 0 i

5) Resolver el sistema de ecuaciones:
F=K-u

En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura:
u_, =0.000492611m

u,, =-0.00260842m

u_, =0.000492611m
u,, =-0.00236211m

u_, =0.000985222 m

Conocidos los grados de libertad es fécil calcular las reacciones:

R, =0kN

R, =5kN

R, =5kN

6) Esfuerzos axiles

Barra 1 2 3 4 5
Axil (kN) | 10.0 | 11.1803 | 10.0 | 11.1803 | 10.0
T/C T C T C T
Long.(m) | 6.0 | 6.7082 | 3.0 | 6.7082 | 6.0

7) Deformada de la estructura

\

Figura 7.- Deformada de la estructura




Ansys

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

-0,0023186
-0,0026084 Min

4,000 () ZA X
] »

I e
1,000 3,000

1,000 2,000
|

Figura 8.- Deformada de la estructura. Ansys

Se obtiene el mismo resultado con cinco cifras significativas:

u,, =-0.0026084 m

Armaduras 2D
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Ejemplo 2

Figura 9.- Armadura. Ejemplo 2

Los datos son:

L=6m; H= % =3m

P=10kiN

Acero S235: E=2.110" Pa; f, =235 MPa (limite elastico)

Seccion: perfil conformado UF 80.4 (véase la Figura 6)

A4=5.80cm’
nodo | x, | y, barra | nodo inicial | nodo final
1 0 | H 1 1 2
5 LlH 2 3 4
3 01 0 3 3 1
4 Lo 4 4 2
5 1 4
6 3 2

Tabla 2.- Definicion de nodos y barras

1) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales:
k, = ? =20300 kN/m*

1

k, = 4 _ 20300 kN/m”

2

ky = i—A = 40600 kN/m’

3



i—A =40600 kN/m*

4

ks = i—A =18156.9kN/m”

5

ks

k, = % =18156.9kN/m’

6

2) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales:

cos('a)=1.0; sin('er)=0.0

o 20300. 0. —20300. O.
1K={K” Klz}z 0. o0 0 o
'K, 'K, | [-20300. 0. 20300. o.
0. o0 0 O
cos(za) =1.0; sin(za)z 0.0
20300. 0. —20300. O.
2K|:2K33 2K34:|: 0. 0. 0. 0.
’K,, 'K, | |—20300. 0. 20300. O.
0. 0 0. o
005(30() =0.0; sin(30{) =1.0
3 3 0. o0 0 o
31(—{1(33 Ky | _]0. 40600. 0. —40600.
‘K, °K,| [0 0 o0 o
0. —40600. 0. 40600.
cos(*a)=0.0; sin(*a)=1.0
o 0. 0. 0 O
4K={K44 K42}= 0. 40600. 0. —40600.
‘K, ‘K,| [0 0o o o
0. —40600. 0. 40600.
cos(*a)=0.894; sin(*er)=-0.447
o 145255 —7262.75 —14525.5 7262.75
us{Ku KM}: ~7262.75 363137 726275 —363137
K, °K, | |-145255 726275 145255 —7262.75
7262.75 363137 —7262.75 3631.37
cos(“)=0.894; sin(°a)=0.447
6 6 14525.5 726275 —14525.5 —7262.75
6K:{K33 Ky | _| 726275 363137 -726275 —-3631.37
‘K, °K, | |-145255 -726275 145255  7262.75
—7262.75 —3631.37 7262.75 363137

Armaduras 2D
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3) Matriz de rigidez de la estructura:

K=
K
- 34825.5 —7262.75
—7262.75 442314
—20300. 0.
_ 0. 0.
B 0. 0.
0. —40600.
—14525.5 7262.75
L 7262.75 —3631.37

4) Condiciones de contorno:

5) Resolver el sistema de ecuaciones:

1K21 1+4+6K22 6K23 4K24

3K31 6K32 2+3+61(33 2K34

5K41 4K42 2K43 2+4+5K44
—20300. 0. 0. 0.

0. 0. 0. —40600.
34825.5 7262.75 —145255 —7262.75
7262.75 442314 —7262.75 -3631.37
—14525.5 -7262.75 34825.5 7262.75
—7262.75 —-3631.37 7262.75 44231.4

0. 0. —20300. 0.

0. —40600. 0. 0.

—Rxl_ I 0 |

R, 0
O ux2
_P u
F = u=| 2
Rx3 O
R, 0
O ux4
| 0 Uy
F=K-u

En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura:

0.000505126 m
,2 =-0.00242212m
u_, = -0.000480096 m
u,, =-0.0023021m

uxZ

u

Conocidos los grados de libertad es facil calcular las reacciones:

R, =-20.0 kN
R, =4.87297 kN
R, =20.0 kN

R, =5.12703 kN

—14525.5
7262.75
0.

0.
—20300.
0.
34825.5
—7262.75

7262.75 1
—3631.37
0.
—40600.
0.

0.
—7262.75
44231.4 -




6) Esfuerzos axiles

Barra 1 2 3 4 5 6
Axil (kN) | 10.2541 | 9.74594 | 0.0 | 4.87297 | 10.8963 | 11.4644
T/C T C - C T C
Long. (m) 6.0 6.0 3.0 3.0 6.7082 | 6.7082

7) Deformada de la estructura

.

Figura 10.- Deformada de la estructura. Ejemplo 2.

Ansys

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

-0,0018839 — 5 B
-0,002153

-0,0024221 Min

: \ ¥
1,000 1,500 3,000 (m) ZIJ\ ¥
I I I

0,750 2,250

Figura 11.- Deformada de la estructura. Ejemplo 2. Ansys

u,, =-0.0024221 m
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Ejemplo 3.- Viga Howe

F=10000 N
F F

flL=5
3 ® 11 "

@@@® @@ "
® | ON ON ©

A 2 4 6 8 10 ré;
N

Figura 12.- Viga Howe

O
O
©

nodo X, | Y, nodo | x ¢ | Ve

1 0|0 7 3L | H

2 L | O 8 4L | 0

3 L | H 9 4L | H

4 2L | O 10 5L 0

5 2L | H 11 5L | H

6 3L O 12 6L | 0

Cordon inferior #60.3 Cordon superior #60.3
barra | nodo inicial | nodo final barra | nodo inicial | nodo final
1 1 2 7 3 5
2 2 4 8 5 7
3 4 6 9 7 9
4 6 8 10 9 11
5 8 10
6 10 12
Diagonales #40.3 Montantes #40.3
barra | nodo inicial | nodo final barra | nodo inicial | nodo final
11 1 3 17 2 3
12 2 5 18 4 5
13 4 7 19 6 7
14 7 8 20 8 9
15 9 10 21 10 11
16 11 12
’///"""""""""s
A=4.13 cm’ ll A=6.53 cm’
#40.3 #60.3

Figura 13.- Perfil tubular cuadrado
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1) Esfuerzos axiles

Cordon inferior

Barra 1 2 3 4 5 6
Axil (kN) | 25.0 | 40.0 | 45.0 | 45.0 | 40.0 | 25.0
T/C T T T T T T
Long.(m) | 50 |50 |50 |50 |50 [5.0

Cordon superior
Barra 7 8 9 10
Axil (kN) | 25.0 | 40.0 | 40.0 | 25.0
T/C C C C C
Long.(m) | 5.0 |50 |50 |5.0

Diagonales
Barra 11 12 13 14 15 16
Axil (kN) | 35.3553 | 21.2132 | 7.07107 | 7.07107 | 21.2132 | 35.3553
T/C C C C C C C
Long. (m) | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107

Montantes
Barra 17 |18 | 19 | 20 | 21
Axil (kN) | 15.0 (5.0 /0.0]5.0|15.0
T/C T T - T T
Long.(m) | 5.0 |5.0[5.0]5.0]5.0

2) Configuracion deformada:

Figura 14.- Viga Howe. Deformada

u,, =-0.02107 m
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Ansys

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

0,000 5,000 10,000 rm)

2,500 7,500 \

Figura 15.- Viga Howe. Deformada. Ansys

U, =-0.02107 m



Ejemplo 4.- Viga Pratt

F=10000 N
L=5m
F F F F F F F
KON o @O s of @ 12t @ 14
O 7
3 5 7 9 11
- G @ 5 @ ® ® ©
Figura 16.- Viga Pratt
nodo | x, | y, nodo | x, | y,
1 0 0 8 3L | H
2 0 | H 9 4L |1 0
3 L] O 10 4L | H
4 L | H 11 5L 0
5 2L | O 12 S5SL | H
6 2L | H 13 6L | O
7 3L | O 14 6L | H
Cordon inferior #60.3 Cordon superior #60.3
barra | nodo inicial | nodo final barra | nodo inicial | nodo final
1 1 3 7 2 4
2 3 5 8 4 6
3 5 7 9 6 8
4 7 9 10 8 10
5 9 11 11 10 12
6 11 13 12 12 14
Diagonales #40.3 Montantes #40.3
barra | nodo inicial | nodo final barra | nodo inicial | nodo final
13 2 3 19 1 2
14 4 5 20 3 4
15 6 7 21 5 6
16 7 10 22 7 8
17 9 12 23 9 10
18 11 14 24 11 12
25 13 14

Armaduras 2D
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1) Esfuerzos axiles

Cordon inferior
Barra 1 2 3 4 5 6
Axil (kN) | 0.0 | 25.0 | 40.0 | 40.0 | 25.0 | 0.0
T/C - T T T T -
Long.(m) | 5050 |50 |50 |50 [5.0
Cordon superior
Barra 7 8 9 10 11 12
Axil (kN) | 25.0 | 40.0 | 45.0 | 45.0 | 40.0 | 25.0
T/C C C C C C C
Long.(m) | 5.0 |50 |50 |50 |50 [5.0
Diagonales
Barra 13 14 15 16 17 18
Axil (kN) | 35.3553 | 21.2132 | 7.07107 | 7.07107 | 21.2132 | 35.3553
T/C T T T T T T
Long. (m) | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107 | 7.07107
Montantes
Barra 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
Axil (kN) | 35.0]25.0]15.0]10.0 | 15.0 | 25.0 | 35.0
T/C C C C - C C C
Long.(m) | 50 |50 |50 |50 |50 |50 |5.0

2) Configuracion deformada:

e A\ N VA

u,, =-0.0242407 m

Figura 17.- Viga Pratt. Deformada
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Figura 18.- Viga Pratt. Deformada. Ansys

u,, =-0.024817 m
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Pérticos 2D







El portico 2D es un conjunto de barras contenido en un plano, plano que es de simetria
de las secciones de las barras, y las barras en general se unen mediante union rigida de
forma que trabajan a traccion/compresion y flexion (véase la Figura 19). En la Tabla 3 se
informa de la definicion de nodos y barras.

~ >L 2L 41 _
L] q
yyYyyvvyvvvuvy i
& 2 3 Zq
L ® @ -
® -
' 4 |
8L [T
Figura 19.- Pértico simple
nodo | x, | y, barra | nodo inicial | nodo final
1 0 |5L 1 1 2
2 |4L][5L 2 2 3
3 L |5L 3 4 3
4 8L| 0

Tabla 3.- Definicion de nodos y barras

2) Comportamiento mecanico de cada barra. Se plantea el diagrama de solido libre
de cada una de las barras de la estructura:
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(o]
(o]
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o
(5]
o)
S
NeJ
a.

1M2’ 92
1 X 1
Fa,uy - 2 Fo,u,
. 6 ® . “
lMl’ 91
1
1Fy1 R vl Fy2 b v2

Figura 20.- Elemento barra

f) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)

IV (0¢)"-o-dV = IV (o) -qdV

g) Aproximacion de desplazamientos, se utilizan polinomios sencillos definidos
respecto a un elemento 1D normalizado.

Para traccion/compresion:

1 1 x, +x,) L
M(g)=201-9) N, (€)= (1+4) x=¥+7k§
: :  y de L,
donde el jacobiano de la transformacion x — & es: J = _df =

Y el desplazamiento longitudinal en el elemento barra se pueden expresar de forma

aproximada como:
u(é:) =~ N, (g)'ull +N, (5)'”12

Para flexion se emplean polinomios de Hermite:

N()=5l-36+¢) N, ()= 0+ag-¢)

N@=2l-¢-2+8)  NO=TE1-gee )

El desplazamiento transversal se aproximada como:

WE) = N, (E)v, + N, (E)6, + N, (Ebv, + N, (E)6,

Por lo tanto, la aproximacion de los desplazamientos se puede expresar en forma matricial
de la manera siguiente:



_ul_
Y
N, 0 0 N 0 01 @& u
{u(f)}:{ 1 o 2 e =} 1 :[N1 Nz]'|: I}ZN'U
V(&) 0O N, NN 0 N, N,|lu, u,
Vs
16,
N, 0 0 “
donde N; = — =y Vv;=|v,
0 NJ. Nj. 0j
Deformaciones:

)= ) D

(¢)=[2, Bz}[“l}:B-u

u,

siendo B i =

dN,1 d°N, 1 d’N, |
L Rl LS
dé J dé* J? dé* J

Tensiones:

o(¢)=E€(§)= E{e(¢)-2)+ 0,
siendo £ el mddulo de Young del material.

Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta:

(&) = N-du
0e(&) = Bdu

PDV: [ (6) v = | (&) B7EBaV =3 (60 F + ] (&) qdv

|:k11 k12:|.|:u1:|:|:F1:|+|:f1j|; Ku=F+f

K, Kkyluw, F, f,

donde &, :J‘V (B,.)T-E'B,-'dVi /i :IV(Nj)T.q.dV; A:L dd e I, :L y2dA
dV = Adx = AJd&

Y se obtiene:

La matriz de rigidez elemental (coordenadas locales) resulta:
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£4 0 o _E4 0
L, L,
12ET1. 6F1, 12E1, 6L
0 3 2 0 - 3 2
L, L, L, L,
0 6E1, 4ET . 3 6L, 2FEI,
Kp = L L, L; L,
L, k
12E1 . 6L 12E1 6L
0 S T2 0 3 T2
L, L, L, L,
6E1, 2FEI, 6L] . 4E1 .
0 2 0 T2
B L, L, L L, |

siendo L, lalongitud del elemento 1, 4 el rea de su seccion transversal e /. el momento
de inercia respecto del eje z.

Para el resto de barras, la orientacion sus ejes locales (x, , y,) puede no coincidir con la
referencia de la estructura (x o0 Ve ), sistema global.

Figura 21.- Elemento barra 2
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Cambio de coordenadas:

u, [ cosar sina 0 0 0 01| u,
vy —sinx cosa 0 0 0 0l v,
6| | 0 0 1 0 0 0}l6
u, B 0 0 0 cosa sina O . u,
vy 0 0 0 —smma cosa 0}|v;
6,1 L 0 0 0 0 0 1|6, ]
u, = kT)ug

siendo *T la matriz de cambio de base de coordenadas globales a coordenadas locales.
La matriz de rigidez en coordenadas globales es:

K= () (R
o= () (o)

|:kFi:| l:kfi kKii kKij u,
K Tlxe [Tk K ’
F; f; K Kyl

h) Equilibrio de la estructura (ensamblar)

Para cada barra se tiene:

En forma matricial resulta:

F, lf1 IK11 1Klz 0 0 u,

F, Hzfz _ 1K21 1+2Kzz 2K23 0 | U2

F, 3 f, 0 ’ K, e Ky ? Ky, || u;

F, °f, 0 0 'K, K, ||u,
F+f=K-u

donde K es la matriz de rigidez de la estructuray f es el vector de fuerzas equivalentes
en los nodos de la estructura.
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Se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas cuyas incognitas son los desplazamientos
desconocidos en los nodos (grados de libertad) y las fuerzas incdgnita en los apoyos
(reacciones).

Condiciones de contorno en desplazamientos:

Fxl O 0 Fx4
F,=|F,| F,=|0 F,=|0; F,=|F,
M, 0 0 M,

1) Calculo de esfuerzos

“F, kg k. *k,||u,
i + | - i ij |,
k k k
F; “f, Ky kg Ly
u

Para cada barra:

desplazamientos en coordenadas locales a partir de los grados de libertad ya calculados.



Ejemplo 5

Se resuelve el problema de la Figura 19 de forma numérica para los siguientes datos:
L=1m; P=10kN; g=1kN/m

Acero S275: E =2.110" Pa; f, =275 MPa (limite elastico)

Seccion: perfil laminado IPE 300 (véase la Figura 22)
A=580cm*; I.=8360cm*

y

y

Figura 22.- Perfil laminado serie IPE

El perfil se debe disponer de tal forma que el plano xy (alma de la seccioén) debe coincidir
con el plano del portico.

Antes de empezar con los célculos se debe elegir el sistema de unidades, por ejemplo: m,
kN. Entonces los datos en estas unidades son:

E=2.110° kN /m?*
A=53.810" m?
1. =836010"° m*

8) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas locales:

- 282450. 0. 0.  —282450. 0. 0.
0. 3291.75  6583.5 0. —3291.75  6583.5
2| O 6583.5  17556. 0. —6583.5 8778,
—282450. 0. 0. 282450. 0. 0.
0. —3291.75 —6583.5 0. 3291.75 —6583.5
0. 6583.5  8778. 0. —6583.5  17556. -
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[ 225960. 0 0 —225960. 0 0
0 1685.38  4213.44 0 —1685.38 4213.44
3 — 0 4213.44 14044.8 0 —4213.44  7022.4
—225960. 0 0 225960. 0 0
0 —1685.38 —4213.44 0 1685.38 —4213.44
0 4213.44 7022.4 0 —4213.44 14044.8 -

9) Fuerzas equivalentes para cada barra en coordenadas locales:

Para la barra 1 (carga puntual central):

N, O 0 OP N, 0 0 OP
lfl = 0 Fl : = - 1f2 = O N_2 . =
= ||-P 2 =||-P 2
0 Nl _ PLI 0 N2 PLl
. 8 L 8
Para la barra 2 (carga distribuida uniforme):
L Mo Dros OL
e _ T2 e YAl Lo e | 9%
f,=[, () a2dg=[ | 0 L[_sz‘f— :
2
0 N, gL
12
L N 900, L
e _ [ ot z_ N Lo e | _9%
Gl e[ o W ° e
2
N, gL
L 12 ]
Para la barra 3 (carga distribuida uniforme):
L Mo Or o ZOL
3¢ _ [ rots g ~ | Ls e |29
f, _-[—1 (Nl) q 2 dé:_.[l 0 i |:—2-q} 2 do = 2 ,
0 N 2qL:
12
L > Yoz 20L
3¢ _ ! rots g N Ls e L
fy=[ (N aZ-dg=[ | 0 N, {_M} S dé = >
N, 2q L
L 12 ]

10) Matriz de rigidez de cada barra en coordenadas globales:
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1 — [ 1K11
K31
[ 282450.
0.
0.
—282450.

[ 1685.38
0.
—4213.44
—1685.38
0.

L —4213.44

cos(la): 1.0; sin(la): 0.0

1I(IZl
Kz,

0. 0. —282450. 0.
3291.75  6583.5 0. —3291.75
6583.5 17556. 0. —6583.5

0. 0. 282450. 0.

—3291.75 —6583.5 0. 3291.75
6583.5 8778. 0. —6583.5
cos(za)z 1.0; sin(za)z 0.0
2K23l
*Ks3
0. 0. —282450. 0.
3291.75  6583.5 0. —3291.75
6583.5 17556. 0. —6583.5
0. 0. 282450. 0.
—3291.75 —6583.5 0. 3291.75
6583.5 8778. 0. —6583.5
c0s(30{)= 0.0; sin(30{)= 1.0
3K4sl
*Kas
0. —4213.44 —1685.38 0.
225960. 0. 0. —225960.
0. 14044.8  4213.44 0.
0. 4213.44  1685.38 0.
—225960. 0. 0. 225960.
0. 7022.4 4213.44 0.

11) Fuerzas equivalentes para cada barra en coordenadas globales:

Para la barra 1 (carga puntual central):

1f1: _ T

2f2 S S

2f3 S S

0.
6583.5
8778.
0.
—6583.5

17556. -

0.
6583.5
8778.
0.
—6583.5

17556. -

—4213.44
0.
7022.4
4213.44
0.

14044.8

(o]
o~
)
o
Q
=
E
O
o




Para la barra 3 (carga distribuida uniforme):
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u=[0 0 0 u, v, 6, u; v, 6, 0 0 0]

3 3
cos( a): 0.0; sm( a)zl 0
2:q-L
3
L Mo Doz 2
1 1 —_—
3 T
f,=[ N q2dé=[ |0 N|{ _ |[Zdé=| 0
-1 -1 = || =2 2
2 2:q| 2 2qL
0 N, e S
12
2:q-L
3
N, O 0 >
1 L 1 — L
T
3 = (N ) -q-—3'd§= 0 N.| '—3'd§= 0
LR 8 —=1[-2q] 2 2L
0 q'Ls
2
12
12) Matriz de rigidez de la estructura:
1 1
K, K,, 0 0
1 1+2 2
K K21 K22 K23 0
- 0 K MWK K
32 33 34
3 3
0 0 K43 I(44
K
282450. 0. 0. —282450. 0. 0. 0. 0 0 0 0. 0.
0. 3291.75 6583.5 0. —3291.75 6583.5 0. 0 0 0. 0. 0.
0. 6583.5 17556. 0. —6583.5 8778. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
—282450. 0. 0. 564900. 0. 0. —282450. 0. 0. 0 0. 0.
0. —3291.75 -6583.5 0. 6583.5 0. 0. —3291.75 6583.5 0. 0. 0.
_ 0 6583.5 8778. 0. 0. 35112. 0. —6583.5 8778. 0. 0. 0.
0 0. 0. —282450. 0. 0. 284135. 0. 4213.44 —1685.38 0. 4213.44
0. 0. 0. 0. —3291.75 —6583.5 0. 229252, —6583.5 0. —225960. 0.
0. 0 0. 0. 6583.5 8778. 421344  —6583.5 31600.8 —4213.44 0. 7022.4
0 0 0. 0. 0. 0. —1685.38 0. —4213.44 1685.38 0. —4213.44
0 0 0. 0 0. 0. 0. —225960. 0. 0. 225960. 0.
0 0 0. 0 0. 0. 4213.44 0. 70224  —4213.44 0. 14044.8 |
13) Vector de fuerzas equivalentes de la estructura:
1
f1
1+2
— f,
2+3
f3
3
f4
14) Condiciones de contorno:
T
F=[F, F, M, 0 0 0 0 00 F, F, M,]



15) Resolver el sistema de ecuaciones:
F+f=K-u

En primer lugar, se calculan los grados de libertad de la estructura:

u, = 0.0000100853 m u, = 0.0000201705 m
v, =-0.00157461m v, = -0.0000176055 m
6, = -0.0000245083 rad 6, = 0.00050254 rad

Conocidos los grados de libertad es facil calcular las reacciones:

F, = -2.84858 kN F., =-7.15142 kN
F, =10.0219 kN F,, = 397814 kN
M, =15.1513 kN'm M, = 7.78069 kN'm

16) Diagramas de esfuerzos

Figura 23.- Diagrama de esfuerzo axil

-

Figura 24.- Diagrama de esfuerzo cortante
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Figura 25.- Diagrama de momento flector

17) Deformada de la estructura

Figura 26.- Deformada de la estructura

Flecha (desplazamiento transversal maximo):

0 =0.00157568 m
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Figura 27.- Deformada de la estructura. Ansys

0 =0.0015233 m
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Aplicacion del método de los elementos finitos al andlisis de estructuras en las que se
cumplen las hipotesis de la elasticidad bidimensional (tension plana (TP) o deformacion
plana (DP)). Dichas estructuras se caracterizan por tener una forma aproximada de prisma
recto.

Problemas de tension plana (TP): una estructura prismatica estd en estado de tension
plana si una de sus dimensiones (espesor) es mucho menor que las otras dos, y sobre ella
act@ian iinicamente cargas contenidas en su plano medio: analisis de vigas de gran canto,
placas con cargas en su plano, presas de contrafuertes, etc.

Problemas de deformacion plana (DP): una estructura prismatica estd en estado de
deformacion plana si una de sus dimensiones (longitud) es mucho mayor que las otras
dos, y sobre ella actian unicamente cargas uniformemente distribuidas a lo largo de toda
su longitud y contenidas en planos ortogonales al eje que une los centros de gravedad de
sus distintas secciones transversales: problemas de muros de contencidn, presas de
gravedad, tuberias bajo presion interior y diversos problemas de ingenieria del terreno
(ttineles, andlisis de tensiones bajo zapatas, etc.).

h pgx ~ H

|

|

Figura 28.- Presa de gravedad (geometria sencilla)

nodo | x, | y, elemento | nodos

1 01 o 1 1,2,4,3
5 b | 0 2 3,4,6,5
3 0 | H2

4 b | H2

5 0 | H

6 b | H

Tabla 4.- Definicion de nodos y barras



1

iy

2

Figura 29.- Presa de gravedad. Definicion de nodos y elementos (discretizacion)

3) Comportamiento mecéanico de cada elemento

rtyYvyvyvvvyvy

i i
V3,Fy3 V4aFy4
”3:Fx3‘ u,, F,
3 4
ulanl‘l 2 u2’Fx2
il i
v, F, Vs By

Figura 30.- Elemento finito
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J) Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)

IV (0¢)"-o-dV = J;/ (ou) -qdv

k) Aproximacion de desplazamientos, se utilizan polinomios de Lagrange definidos
respecto a un elemento 2D normalizado.

2a

UA
o—————€
y
f 4 3 i
Yo 0 S
1 2 Y
&—e
».X
Xo

Figura 31.- Elemento finito normalizado

nodo| & | 7
1 -1 | -1
2 +1 | -1
3 +1 | +1
4 -1 | +1

Funciones de forma:

N )= (=8Mi=m) M=+ M=)

N(Em =+ EMi+n)  N(Em)=0-E)i+)

Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada
como:
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u(g,n){”(‘f’m}{]vl 0O N, 0 N, 0 N, 0}1}2 N

v&m| [0 N 0 N, 0 Ny 0 N,|u
V3
Uy
L Va
Deformaciones:
du
e u
AN (/)] Zx ul
%
8(‘5’”): gyy(‘f’n) = dx :[Bl B, B, B4} u2 =Bu
7xy(§’ﬂ) du dv 3
| dy dx |
de 0
dx
dN . u.
B;=1 0 “Louy =
dy Yoy,
de de
| dy dx |

En este punto, se necesita conocer la transformacion de coordenadas del dominio real al
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometria las mismas
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos:

|:x(§,77)} {N1 0O N, 0O N, O N, O}yz N
= ~ ) —N-'x

y&m| [0 N 0O N, 0O Ny 0 N,

Se calcula la matriz Jacobiana de la transformacion y su inversa:

dx dy dg dn
| dé dé g _|dx dx
la @] T T|ae an

dn dn dy dy

De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como:
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dN, dé  dn || aN; dN,

dx dx dx d_f :(J—1)d_§

dN, || dg dn || dN, dn,
dy dy dy || dn dn
Tensiones:
0.(5.1m)
o(&.n)=|0,(&n |=D{n)-¢)+0,
0,,.(&.1m)

donde €, son las deformaciones iniciales, 6, son las tensiones iniciales y
D es la matriz constitutiva. Para tension plana (TP) resulta:

e I v 0

D, = T v 1 0

—V _

0 0 1-v
2
mientras que para deformacion plana (DP) es:
p l-v v 0
Dyp=—"—""-—"—| Vv 1l-v 0
nd-2v)p o 1=

donde E es el modulo de Young del material y v el coeficiente de Poisson.

Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta:

du(&,77) = N-du
8e(£,n) = B-du
PDV: | (8) odv = (&) BTEBdV =] (&) qdv
dV = tdxdy = t-J-dEdn = rabdé-dn
Y se obtiene:
K,=[ ['(B,) DB rabdidy; ij=1..4

f = ‘EI(N )'qtJ,,dn; i=1...4 (presién hidrostatica)

f, = J:l J:I(Ni )T-q-t~|J|-d§-a’77; i=1...4 (peso propio)
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donde K;; es la submatriz de rigidez elemental y f; el vector de fuerzas equivalente en

el nodo 1.
1) Equilibrio de la estructura (ensamblar)

Para cada elemento se tiene:

Ahora, al ensamblar, estamos imponiendo de forma sistematica el equilibrio de todos los
nodos de la estructura:

F, 'f, 'K, 'K, 'K, 'K, 0 0 u,

F, 'f, 'K, 'K, 'K, 'Ky, 0 0 u,

F, 4 '+, _ 'Ky 'Ky, 'K +HKy 'K HK Ky TK | U3

F, f, 0, 'K, 'K, 'Kg+t'K, 'K K, ‘K K|l

Fy *f, 0 0 'K, 'K, 'Ky Ky || us

Fo| | *f ] Lo 0 K K, K 2K66_ [ U |
F+f=K-u

De nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K es la matriz de rigidez
de la estructura.

Condiciones de contorno en desplazamientos:

0 0 U, u, Us Uy
ulzo;uzzo;u3:v;u4:V;u5:V;u6:v;
3 4 5 6

Condiciones de contorno en fuerzas:

Rxl Rx2 O 0 O O
F1: ; F2: : F'3: : F4: ; F5: ; F6: ;
Ryl Ry2 0 0 0 0
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m) Calculo de tensiones

Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada
elemento finito:

£.(&m
el&n)=|¢e,(&n |=Bu
(/)

(/)
G(fﬂ?): O'yy(é:aﬂ) :D'(S(é:aﬂ)_so)‘*'co
o, (Sm)

Integracion de Gauss-Legendre

Para determinar las abscisas y los pesos de la integracion de Gauss-Legendre se parte del
polinomio de Legendre, por ejemplo, el de grado 4:

P,(x) = %(35;/‘ ~30x* +3)

Las raices del polinomio proporcionan las abscisas de Gauss:
x; = (—0.339981043585,0.339981043585, —0.861136311594,0.861136311594)

Y los pesos se calculan como:

w, = J:l L, (x)-dx
L@ =5 3 x)

w; = (0.652145154863,0.652145154863,0.347854845137,0.347854845137)

Por lo tanto, la formula de cuadratura resulta:

1=ﬁﬁ7@m6MzZ;mmfmmx



Ejemplo 6

Se resuelve el problema de la Figura 28 de forma numérica para los siguientes datos:
b=5m; H=20m; h=18m

g=981 ,%2 . p.=1000 kgm3 (agua)

Material (hormigén): E = 30000 MPa; v =0.18;p, = 2500 "% .
1) Matriz de rigidez de cada elemento finito

K = 2K =
2.38347 x 107 4.96557 X 10 —2.06568 x 107 —1.39036 x 10°® —1.19174 x 107 —4.96557 x 10°® 8.73941 x 10°  1.39036 x 10° 1
| 496557 x 10°  1.39036 x 107 1.39036 x 10°  —5.76006 x 10° —4.96557 X 10° —6.9518 x 10° —1.39036 x 10° —1.19174 x 10°|
|—2.06568 x 107  1.39036 x 10®  2.38347 x 107 —4.96557 x 10® 8.73941 x 10° —1.39036 x 10°® —1.19174 x 107  4.96557 x 10°
—1.39036 x 10® —5.76006 x 106 —4.96557 x 10° 1.39036 x 107  1.39036 x 106 —1.19174 x 10¢® 4.96557 x 10®  —6.9518 x 10°®
—1.19174 x 107 —4.96557 x 10¢  8.73941 x 10®  1.39036 x 10®  2.38347 x 107  4.96557 x 10° —2.06568 x 107 —1.39036 x 10°
—4.96557 x 10 —6.9518 x 10° —1.39036 X 106 —1.19174 x 10° 4.96557 x 106  1.39036 x 107  1.39036 x 10® —5.76006 x 10°
| 8.73941 x 106 —1.39036 x 10® —1.19174 x 107  4.96557 x 10° —2.06568 x 107  1.39036 x 10°  2.38347 x 107 —4.96557 X 106J
1.39036 x 106 —1.19174 x 10° 4.96557 X 106 —6.9518 x 10° —1.39036 X 106 —5.76006 x 10° —4.96557 x 10®  1.39036 x 107

2) Fuerzas equivalentes de cada elemento finito
Presion hidrostatica: Peso propio de la estructura:

[719.4] [230.208 ] 0] 0
—-306.563 —306.563
0 0
-306.563 —306.563
0 0
0 -306.563 —306.563

555.9 83.712 0 0
0 0 | —306.563 | —306.563 |

S O o O

3) Matriz de rigidez de la estructura

K=

2.38347 x 107 4.96557 x 105 —2.06568 x 107 —1.39036 x 106 873941 x 106 139036 x 106 —1.19174 x 107 —4.96557 x 10° 0 0 0 0
4.96557 x 10° 139036 x 107  1.39036 x 10° —5.76006 x 10® —1.39036 x 10° —1.19174 x 10° —4.96557 x 10°® —6.9518 x 10° 0 0 0 0
—2.06568 x 107 1.39036 x 10°  2.38347 x 107  —4.96557 x 106 —1.19174 x 107  4.96557 x 10¢  8.73941 x 10¢  —1.39036 x 10° 0 0 0 0
—1.39036 X 10°  —5.76006 X 10° —4.96557 x 105  1.39036 x 107  4.96557 x 10°  —6.9518 x 10°  1.39036 x 10¢ —1.19174 x 10° 0 0 0 0
873941 x 106 —1.39036 x 10° —1.19174x 107  4.96557 X 10°  4.76695 x 107 0. —4.13136 x 107 0. 8.73941x 10°  1.39036 X 10°  —1.19174 x 107 —4.96557 x 10°
1.39036 X 10°  —1.19174 x 10°  4.96557 x 10°  —6.9518 x 10° 0. 2.78072 x 107 0. —1.15201x 107 —1.39036 x 10° —1.19174 X 10° —4.96557 x 10° —6.9518 x 10°
—1.19174 x 107 —4.96557 x 10°  8.73941x 10°  1.39036 x 10° —4.13136 x 107 0. 4.76695 x 107 0. —1.19174 x 107 496557 x 10°  8.73941 x 10° —1.39036 x 10°
—4.96557 x 10°  —6.9518 x 10° —1.39036 x 106 —1.19174 x 10° 0. —1.15201 x 107 0. 2.78072x 107  4.96557 X 10° —6.9518 x 10°  1.39036 x 10° —1.19174 x 10°
0 0 0 0 873941 x 106 —1.39036 x 10° —1.19174x 107  4.96557 x 10°  2.38347 x 107  —4.96557 x 106 —2.06568 x 107  1.39036 x 106
0 0 0 0 1.39036 X 10 —1.19174 x 10°  4.96557 x 10°  —6.9518 x 10®  —4.96557 x 10¢  1.39036 x 107  —1.39036 x 10° —5.76006 x 10°
0 0 0 0 —1.19174x 107 —4.96557 x 10°  8.73941x 10°  1.39036 x 10° —2.06568 x 107 —1.39036 x 10¢  2.38347 x 107  4.96557 x 10°
0 0 0 0 —4.96557 x 10°  —6.9518 x 106 —1.39036 x 106 —1.19174 x 10° 139036 x 106 —5.76006 x 10¢  4.96557 x 10®  1.39036 x 107
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4) Fuerzas equivalentes en los nodos

719.4
~306.563
0
~306.563
786.108
~613.125
0
~613.125
83.172
~306.563
0
| —306.563

5) Condiciones de contorno

Condiciones de contorno en desplazamientos:

Condiciones de contorno en fuerzas:

6) Resolver

u; = 0.000433917 m
v, =0.0000356799 m

u; = 0.00106777 m
v, = 8.80028-10° m

R, = -776.222kN
R, = -680.814kN

vl -

Comprobacion:
Direccion horizontal (presion hidrostatica):

[0 0 U, u, Us U

ul = ; u2 = ; u3 = ; u4 = ; ]l5 = ; u6 = ;
0 0 v, v, Vs Ve
_Rxl sz O 0 0 O

F, = ; F, = ; Fo=| | Fo= | Fo= | Fo=| |
R, R, 0 0 0 0

u, = 0.000436607 m
v, = -0.00026273m

us, = 0.0010709 m
ve = -0.000313693 m

R, = -812.998kN
R, = 313331kN

Ry+R+[ qdy=-776222-812.998+1589.22=0

Direccion vertical (peso propio):

Ry +R,,+[ qdV =—680814+313331-24525=0



7) Deformada

Figura 32.- Presa de gravedad. Deformada

8) Calculo de las tensiones en cada elemento finito

20

— 100

-100
-200
300
5 ~400
~500
600
700
-800

Figura 33.- Presa de gravedad. Tensiones normales O By
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9) Estudio de convergencia:

Ug
—9
0.0020
00015
0.0010
0.0005
1l 18 |16 32 64 N
24 10 20 30 40 50 60

Figura 34.- Presa de gravedad. Convergencia

siendo N el nimero de elementos de la discretizacién: 2, 4, 8, 16, 32, 64, ...

10) Posibilidad de inestabilidad por vuelco:

2452.5 kN

1589.22 kN

—

776.222 kN

812.998 kN

X

680.814 kN

)

3133.31 kN

Figura 35.- Presa de gravedad. Diagrama de sdlido libre

Tal y como se observa en el diagrama de s6lido libre la estructura vuelca, ya que el terreno
no es capaz de desarrollar la reaccion vertical en la esquina izquierda de la base.



Ansys

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

| 0,00105

— 0,00070056
0,00033028
0 Min

1,000 5 10,000 (i) = %
]

2,500 7,500

Figura 36.- Presa de gravedad. Deformada. Ansys (2 elementos)

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

- -8,2263e5
-1,1454e6
-L,4692e6
-1,7909e6 Min

1,000 5 10,000 (1) - "
| | ]

2,500 7,500

Figura 37.- Presa de gravedad. Tensiones normales O e Ansys (2 elementos)
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ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

| 0,0008064

00005376
0,0002688
0 Min

1,000 5 10,000 (i) = %
]

2,500 7,500

Figura 38.- Presa de gravedad. Deformada. Ansys (100 elementos)

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

| -1,2399¢6

-1,7694e6
-2,2980¢e6
-2,8284e6 Min

1,000 5 10,000 (i) = %
]

2,500 7,500

Figura 39.- Presa de gravedad. Tensiones normales O e Ansys (100 elementos)
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Elementos triangulares

L

Figura 40.- Presa de gravedad. Definicion de nodos y elementos (discretizacion)

nodo | x % elemento | nodos
g g
1 1,2,3
1 0 0
2 4,3,2
2 b 0 3 3,4,5
3 0 | H?2 2 6, 5’ 2
4 b | H?2 2=
5 0 H
6 b H

Tabla 5.- Definicion de nodos y barras

1) Comportamiento mecanico de cada elemento

a) Aproximacion de desplazamientos respecto a un elemento normalizado.

i

1 2 o

—
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Figura 41.- Elemento finito normalizado




Funciones de forma:
Nl(a’ﬂ)zl_a_ﬁ Nz(aaﬂ):a N3(05,ﬁ):ﬂ

Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada

como:
_ul_
vl
a, N 0 N 0 N 0
“(05,,5): u(@.p) = ! ’ ’ R =Nu
v(a, B) 0O N 0 N, 0 N|v,
Uy
L Vs ]
Deformaciones:
@
gxx(a’ﬂ) Zx l'll
v
S(Q,ﬁ): gyy(af'ﬁ) = E :[Bl B2 BS} uZ :B'u
}/xy(a’ﬁ) ﬂ_{_ﬂ u3
| dy dx |
de 0
dx
dN . u.
B, = 0 ~houy =
dy v;
dNJ. a’Nj
| dy dx |

En este punto, se necesita conocer la transformacion de coordenadas del dominio real al
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometria las mismas
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos:

x—{x(“’ﬂ)} {Nl 0 N, 0 N, o} X,

J’(aaﬂ)~ 0O N O N, 0 N,

Se calcula la matriz Jacobiana de la transformacién y su inversa:

& & da da
J= doo dp J = dx dy
b Ay | 4B dp

da dp dx dy
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De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como:

dN, da dp || dN, dN,
g _ j_x dx || da :(J_l)r_ﬁ
: da dp || dN, dN,
dy | |dv dv ]| ap ap
Tensiones:
o.(a.f)
G(O{,ﬂ)z O-yy(a’ﬁ) =D'(8(O(,ﬂ)—80)+60
o, (ap)

donde g, son las deformaciones iniciales, 6, son las tensiones iniciales y

D es la matriz constitutiva. Para tension plana (TP) resulta:

p I v 0

D, = — v 1 0

-V _

0 0 1-v
2
mientras que para deformacion plana (DP) es:
P l-v v 0
Dp=——""——| Vv 1-v 0
1+v)d-2v) o o =%

donde E es el modulo de Young del material y v el coeficiente de Poisson.

Abhora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta:

du(e, B) = N-du
d¢(ar, B) = Bdu
PDV: jV (6¢) -o-dV = jV (6u)"-B"-E-BdV = jV (&) qdV
dv = tdxdy = tJ-da-df
Y se obtiene:
ky=[ [(B) DB {J|derdp; i.j=1..3

f=[(N)qr,df; i=1.3

donde k;; es la submatriz de rigidez elemental en coordenadas locales y f; el vector de

fuerzas equivalente en el nodo 1.
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a) Equilibrio de la estructura (ensamblar)

Para cada elemento se tiene:

lfl— _1k11 lklz 1k13 u,
lf2 = 1kzl ]kzz 1kz:» Uy
lf3_ 'Ky 'ky kg [|u,
_2f4_ _2k44 2k43 2k42_ _“4_
2f3 = zk34 2k33 2k32 u;
_zfz_ Ky 'Ky Cky ||u,
3f3 _3k33 3k34 3kss _us_
3f4 = 3k43 3,k44 3k45 u,
_3f5_ 3kss 3k54 3kss | Us |
4f6 4k66 4k65 4k64 _u6_
4f5 = 4k56 41(55 4k54 us
_4f4_ 4k46 4k45 4k44 u,
Cambio de coordenadas:
[ cosa  sina 0 0 0 0 |
—sinx coso 0 0 0 0
. 0 0 cosx sino 0 0
- 0 0 —sinx coso 0 0
0 0 0 0 cosy sino
0 0 0 0 —sin  cos« |

3K33 3K34 3Kss
K="k = 3K43 3K44 3K45
3K53 3K54 3Kss



Abhora, al ensamblar, estamos imponiendo de forma sistematica el equilibrio de todos los
nodos de la estructura:

F, i, ] ['K, 'K, 'K, 0 0 0 |[u,

F, 1f2+2f2 1K21 1+szz 1Jrszs 2K24 0 0 u,

F3 N 1f3+2f3+3f3 _ 1K31 1+2K32 1+2+3K33 2+31<34 3K35 0 . u3

F4 2f4+3f4+4f4 0 2K42 2+3K43 2+3+4K44 3+4K45 4K46 u,

F, M+, 0 0 K, MK, MK YK || us

L I R P I 0 0 K, K K |6
F+f=K-u

De nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K es la matriz de rigidez
de la estructura.

Condiciones de contorno en desplazamientos:

0 0 U u, us U
ul:O; uzzo; u3:v; u4:V 5 uszv ; uézv 5
3 4 5 6

Condiciones de contorno en fuerzas:

_Rxl Rx2 0 0 0 0
F, = ; By = ; Ky = ; Fy= , K= ; Fo= 5
Ry1 Ry2 0 0 0 0

b) Calculo de tensiones

Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada
elemento finito:

£.(a.p)
elo, f)=| €, (. f)|=Bu
Y (& B)

o.(a,f)
o(e, f)=|0, (a.B) |=D(e(er, B)-¢,)+0,
o, (a.p)
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Integracion de Hammer

Cuadratura para dominios triangulares:

[ reprdads =3 s, p)

ailBiWi
I |1 |1
1= 1= 1=
2 12 |6
1
JENNE
2 6
1 |1
310 | = | =
2 |6

Tabla 6.- Coordenadas y pesos de la integracion de Hammer
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Ejemplo 7

1) Matriz de rigidez de cada elemento finito

[ 3.57521 x 107
9.93114 x 10°
—3.25742 x 107
—6.35593 x 10°
—3.17797 x 10°
—3.57521 x 10°

g — 2 — 3 — 4K —

—3.25742 x 107
2.08554 x 107  —3.57521 x 10°
—3.57521 x 10%  3.25742 x 107
—1.27119 x 107 0.
—6.35593 x 10° 0.
—8.14354 x 10%  3.57521 x 10°

9.93114 x 10°

2) Fuerzas equivalentes de cada elemento finito

Presion hidrostatica:

[719.4]
0

—6.35593 x 10°
—1.27119 x 107

0.
1.27119 x 107
6.35593 x 10°

0.

—3.17797 x 10°
—6.35593 x 10°
0.
6.35593 x 10°
3.17797 x 10°
0.

Peso propio de la estructura:

[230.208 |
0

3) Matriz de rigidez de la estructura

K=

3.57521 x 107
9.93114 x 10®
—3.25742 x 107
—6.35593 x 10°
—3.17797 x 10°
—3.57521 x 10°®

—3.25742 % 107  —6.35593 x 10°
—3.57521x 106 —1.27119 x 107
3.57521 x 107 0.

2.08554 x 107
9.93114 x 10°

9.93114 x 106
2.08554 x 107
—3.57521 % 10°

—1.27119 x 107 0.
—6.35593 x 10° 0.
—8.14354 x 10°  9.93114 x 10° 0.
—3.57521 % 10°

0 0 —3.17797 x 10°

0 0 —6.35593 x 105  —8.14354 x 105
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0
—204.375
0

3 k
f= f= ;o k=1...4
0 —204.375
83.712 0

0 —204.375
—3.17797 x 106 —3.57521 x 10° 0 0 0 0
—6.35593 x 10 —8.14354 x 10° 0 0 0 0
0. 993114 x 106 —3.17797 x 10° —6.35593 x 10° 0 0
9.93114 x 10° 0 —3.57521 x 10° —8.14354 x 10° 0 0

—6.51483 x 107
—9.93114 x 10°
7.15042 x 107
9.93114 x 108

9.93114 x 10°
4.17108 x 107
—9.93114 x 10°
—2.54237 x 107

7.15042 x 107
9.93114 x 10°
—6.51483 x 107
—9.93114 x 10°
—3.17797 x 10°  —6.35593 x 10°
—3.57521x 10° —8.14354 x 10°

0 0

0 0

0.
9.93114 x 10®
—3.17797 x 10®
—6.35593 x 10°

—9.93114 x 10°
—2.54237 x 107
9.93114 x 10° 0
4.17108 x 107
9.93114 x 10°

—3.57521 x 10°
—8.14354 x 10°

0. 0.

—3.17797 x 10°
—6.35593 x 10°

9.93114 x 10° 0.
3.57521 x 107

—3.25742 x 107
—3.57521 x 10°

—3.57521 x 10°
—8.14354 x 10°
9.93114 x 10°

0.
2.08554 x 107
—6.35593 x 10°
—1.27119 x 107

—3.17797 x 10°
—3.57521 x 10°
—3.25742 x 107
—6.35593 x 10°
3.57521 x 107
9.93114 x 10°

—3.57521 x 106]
—8.14354 x 10°
3.57521 x 10°
0.

0. J
8.14354 x 10°

coocoo
cocoocoo

0 0
—6.35593 x 10¢
—8.14354 x 10°
—3.57521 x 10®
—1.27119 x 107
9.93114 x 10®
2.08554 x 107
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4) Fuerzas equivalentes en los nodos

5) Condiciones de contorno

719.4
~204.375
0
—408.75
786.108
~613.125
0
~613.125
83.172
—408.75
0
| —204.375 |

Condiciones de contorno en desplazamientos:

[0 0 U,
B=op 2T 0 M T
L 3

Condiciones de contorno en fuerzas:

6) Resolver

F
uy = 0.000226292 m
v, = -0.0000679198 m
u; = 0.0004264m
v; = -0.00011082 m

R, = -1195.72kN
R, = -680.814kN

. _ | Y|, _|Us . _| U |.
» ll4 - ) u5 - ) u6 - )
Yy Vs Ve

_Rxl sz O 0 0 0
]:?1 = ’ F2 = , F3 = , ]?4 = , F‘5 = ’ F6 = ,
R, R, 0 0 0 0

+f=K-u
u, = 0.000235955 m
v, = -0.000162192 m
us, = 0.00042911m
ve = -0.000200011 m

R, = -393.499kN
R,, = 3133.31kN



7) Deformada

Figura 42.- Presa de gravedad. Deformada
8) Caélculo de las tensiones en cada elemento finito

20

15

o —{ ~150
~200
~250

-300

-350

-400
-450

-500

Figura 43.- Presa de gravedad. Tensiones normales O W
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Solidos
tridimensionales
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Existen muchas estructuras cuyas caracteristicas geométricas, mecanicas o de cargas no
permiten la utilizacion de modelos de calculo simplificados. En dichos casos, es necesario
considerar la estructura como un solido tridimensional y hacer uso para su analisis de la
teoria general de la elasticidad en tres dimensiones.

Figura 44.- Presa béveda

by

-

o -

pgx ' H

Figura 45.- Presa béveda. Geometria de la seccion y cargas.
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nodo | x, Ve z, elemento | nodos

1 50.0 | -86.6 | 0.0 1 1,2,3,15,22,

2 51.25|-84.4| 0.0 21,20, 14,4, 5,

3 525 [ -82.3 | 0.0 24,23,6,7,8,

4 500 [-86.6] 7.5 17,27, 26, 25, 16
2 6,7,8,17,27,

5 518 | -83.6| 7.5 e 25 6 0 10

6 50.0 | -86.6 | 15.0 20 1D 7 1Y

29,28, 11, 12, 13,

7 50.5 | -85.7]15.0 1032 31 30, 18

8 51.0 | -84.9 | 15.0 R
3 20,21, 22, 34, 41,

9 50.0 | -86.6 | 17.5 10,39, 33 23 24

10 | 51.0-849[175 43:42:25:26:27:

11 50.0 | -86.6 | 20.0 36, 46, 45, 44, 35

12 50.5 | -85.7 | 20.0 2 25.26.27. 36, 46,

13 51.0 | -84.9 | 20.0 45, 44, 35,2820,

14 13.4 | -50.0 | 0.0 48,47, 30,3132,

15 17.7 | -475] 0.0 38,51, 50,49, 37

16 13.4 |-50.0 | 15.0

17 15.1 | -49.0 [ 15.0

18 13.4 |-50.0 | 20.0

19 15.1 | -49.0 | 20.0

20 00 | 00 | 00

21 25 [ 00 | 0.0

22 50 | 00 | 00

23 00 | 00 | 75

24 35 | 00 | 75

25 00 | 0.0 |15.0

26 1.0 | 00 [15.0

27 20 | 0.0 |15.0

28 00 | 0.0 [175

29 20 | 0.0 [17.5

30 0.0 | 0.0 [20.0

31 1.0 | 0.0 [20.0

32 20 | 0.0 |20.0

33 13.4 | 50.0 | 0.0

34 177 | 475 | 0.0

35 13.4 | 50.0 | 15.0

36 15.1 | 49.0 | 15.0

37 13.4 | 50.0 | 20.0

38 15.1 | 49.0 | 20.0

Tabla 7.- Definicion de nodos y elementos
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nodo | x, Ve | Ze

39 50.0 | 86.6 | 0.0
40 51.25184.41 0.0
41 525 18231 0.0
42 50.0 | 86.6 | 7.5
43 51.8 |83.6] 7.5
44 50.0 | 86.6 | 15.0
45 50.5 | 85.7|15.0
46 51.0 | 849 15.0
47 50.0 | 86.6 | 17.5
48 51.0 | 849|175
49 50.0 | 86.6 | 20.0
50 50.5 | 85.720.0
51 51.0 | 84.9]20.0

Tabla 8.- Definicion de nodos y elementos (cont.)

Comportamiento mecanico de cada elemento

Se aplica el Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV)

_[V (0¢)" -o-dV = IV (ou) -qdV

Aproximacion de desplazamientos, se utiliza el elemento Serendipito de 20 nodos.
Se ha elegido este elemento de mayor orden porque permite interpolar contornos
Curvos.

3

(70}
9
©
c
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(7]
c
()
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S
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(72
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Figura 46.- Elemento finito 3D normalizado S
n




nodo [ & [, | ¢,

1 -1 (-1 |-1
2 0 |-1 -1
3 +1 -1 |-1
4 +1]0 |-1
5 +1 [ +1 -1
6 0 |+1|-1
7 -1 [ +1 -1
8 -1 [0 |-1
9 -1 [-110

10 +1]-1 10

11 +1[+11]0

12 -1 [+1]0

13 -1 -1 | +1
14 0 [-1 |+1
15 +1 -1 | +1
16 +1]0 | +I
17 +1 ] +1 | +1
18 0 |+1|+1
19 -1 | +1 ] +1
20 -1 |0 | +1

Tabla 9.- Definicion de nodos, dominio normalizado.
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Figura 47.- Definicion de elementos (dominio normalizado)

Funciones de forma:

Nodos esquina:

N" (f’n’ C) = %(l + 5:5)(1 + nin)(l + ng)(ég +nn+ ;,; - 2); 13,57

"T 13151719

Nodos laterales:

Nl.(f,n,{):i(l—fz)(l+nin)(l+g“i§’); i=2.6,14]18
NEn == N+ £+ 6] i=481620
Ni(f,n,§)=%(1—52)(1+§i§)(1+nin); i=9,10,11,12

Y los desplazamientos en el elemento finito se pueden expresar de forma aproximada
como:
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w(Sme) |,
“(faﬂaf): v(ébﬂ:?) z'szui:lV'u

wén |
donde
N, 0 O u,
N,=0 N, 0} u=|v
0 0 N, w,
Deformaciones:
_ @ _
Zx
- - v
gxx(gana;) d_y
gyy(f’n’g) dw
£..(&.n.¢) dz 20
3577774/ = = = Bi'ui =Bu
&n.¢) v, (&g | | du, dv 21:
7)CZ (§9 77’ ;) dy dx
du dw
_yyz(g’n’g)_ E-i_g
dv dw
_+_
dz dy |
siendo
ﬂ 0 0
dx
0 ﬂ 0
dy
0 0 % u,
_ z _
R A B
dy dx Wi
a, o,
dz dx
o 9N 4N,
i dz dy |

En este punto, se necesita conocer la transformacion de coordenadas del dominio real al
dominio normalizado, para ello se va a utilizar para definir la geometria las mismas
funciones de forma que para aproximar los desplazamientos:

xEmO |,
x=|¥(.1,¢) zZNi.Xi:N'X
&) -

Se calcula la matriz Jacobiana de la transformacion y su inversa:
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dx dy dz (dé dn d{]
dé dé dg dx  dx  dx
yo| 9 &y dz y- |45 dn dg
dn dn dn dy dy dy
dx dy dz dg dn d¢
4l dE dl dz dz dz ]

De tal forma que las derivadas de las funciones de forma se calculan como:

"aN,| [de dn ag][ 4N, ] dN, |

E dx dx dx || 4§ ¢
dN, dé dan d¢ || dN, —(J‘l) dN,

dy | |dy dy ay || dn dn
dN, dé dn d¢ || dn, dN.,
) e @ @llac| ez
Tensiones:
0. (5.1)
o(&.n)=|0,&m |=D(e.n)-¢,)+0,
o (N/)

donde ¢, son las deformaciones iniciales, 6, son las tensiones iniciales y
D es la matriz constitutiva:

1-v 1% 0 0 0
1% 1-v 0 0 0
-y 0 0 0
s UL
1+vI)l1-2v
O 0 0 -
2
0 0 0 0 I-2v
L 2

donde E es el mdédulo de Young del material y v el coeficiente de Poisson.

Ahora si para los desplazamientos virtuales empleamos las mismas funciones que para
aproximar el campo de desplazamientos real, el PDV resulta:

du(¢,77) =~ N'du
d¢(&,m)=Bdu
PDV: [ (8e) cav = (8u) B"EBaV =| (8u) gV
AV = dvdydz = JdéEdndl
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Y se obtiene:

Ky=[ [ [®B)"-DB{JfdEdnds ; i.j=1..20
f, = .El J:I(Ni )T'q'

f. = J:l J:l J:l(Ni)T-q°|J|-d§-d77-d§’ ; 1=1...20 (peso propio)

J,, J
J22 Pldndl ; i=1...20 (presion hidrostatica)

32 J33

donde K;; es la submatriz de rigidez elemental y f; el vector de fuerzas equivalente en

el nodo 1.

p) Equilibrio de la estructura (ensamblar). Recordad que, al ensamblar, estamos
imponiendo de forma sistematica el equilibrio de todos los nodos de la estructura

F+f=K-u

de nuevo resulta un sistema de ecuaciones algebraicas donde K es la matriz de rigidez
de la estructura.

q) Condiciones de contorno en desplazamientos y fuerzas.
r) Célculo de tensiones

Una vez calculados los grados de libertad se puede determinar las tensiones en cada

elemento finito:
&(&,7,{)=Bu

o(&.1.{)=D(e({.n) -2, )+,

Integracion de Gauss-Legendre

La formula de cuadratura resulta:

I=J._+ll J:l Elf(é‘,ﬂ)-df-dndg“ ~ iiiwi'wj'wk'f(xi,xj,xk);

siendo x, y w, las abscisas y los pesos de Gauss (integracion 2x2x2 puntos).



Ejemplo 8
Se resuelve el problema de la Figura 44 de forma numérica para los siguientes datos:

b=5m; b =2m; H=20m; h=15m
kg
= m N =
g=9381 25 p, =1000 ; (agua)

Material (hormigén): E = 30000 MPa; v =0.18;p, =2500 k% .

1) Matriz de rigidez elemental. Calculo de la sub-matriz elemental 'K,

Para el elemento 1, la interpolacion de la geometria resulta:

x&mO |,
x=|y(,n.¢) zZNi.Xi:N.X
(/N9

x(&1,0) = n?(11.4125 — 0.1875¢) + ¢%(1(0.0125¢ + 0.0125) — 0.0125¢
—0.0125) + ¢(%(0.0875¢ + 0.0875) + n(—0.1875¢ — 0.1875)
— 0.65¢ — 0.65) + 1(0.425¢ — 24.575) + 1.5125¢ + 14.9125

Y& 1,0 = n2(6.575 — 0.1258) + {(n2(0.05¢ + 0.05) + n(0.325¢ + 0.325)
— 0.375¢ — 0.375) + n(0.0258% — 0.75¢ + 42.525) — 0.025¢2
+0.875¢ — 49.1

z(§,m,{) =75(1+7)

Derivando las expresiones anteriores se puede determinar la matriz Jacobiana y su
determinante:

| Y| = ¢*(1%(0.960937 — 0.295313¢) + n(—0.00234375¢> + 0.0234375¢
+2.82891) + 0.00234375¢% — 2.11875¢ — 6.18047)
+ 3(%(0.0046875¢ + 0.0046875) + n(—0.009375¢ — 0.009375)
+0.0046875¢ + 0.0046875) + ¢(0.093757° + n?(—0.0492187¢
+ 1.21875¢ — 36.3352) + n(0.100781& + 0.285938¢ + 0.157031)
—0.192187&% + 9.69844& — 271.509) + 2.9062573 + n?(0.105469&
— 10.0125¢ + 87.4664) + n(—0.220312&% + 17.4¢ — 3.30469)
+0.4429698% — 20.5125¢ + 643.666

El resto de calculos se hacen cada vez mas laboriosos, y por lo tanto se aconseja emplear
un manipulador matematico, como por ejemplo Mathematica/Jupyter.

K, :fll J:l J:l(lBl)T.D.lBl.‘lJ‘.dé:.dn.dé’
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1.51567 x 10° 5.89399 x 10® 2.34928 x 10°
5.89399 x 10® 1.52369 x 10° 2.37859 x 10®
2.34928 x 10® 2.37859 x 10® 1.01315 x 10°

1K11 =

2) Vector de fuerzas equivalentes. Célculo del sub-vector elemental 'f,

Para el caso de carga de presion hidrostatica:

oy -6952.84
1 et
=] [N e " Flddd = 0
J32 J33 0
Para el caso de carga de peso propio:
0
H e+l et
1f1 :L J—1 I_I(NI)T.q.|J|.d§.d77.dé’ — 0
17276.1

3) Deformada:

Figura 48.- Presa béveda. Deformada (x10000)

4) Valor del desplazamiento maximo:

0 =0.00059792 m

5) Tension equivalente de Von-Mises maxima:

oy, =1.10754 MPa



Ansys

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

0,00 20,00 60,00 () ZA X
| I ]

15,00 45,00

Figura 49.- Presa béveda. Deformada. Ansys (126 elementos)

0 =0.00067544 m

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

0,00 30,00 60,00 (rm) ZIJ\ ¥
I I I

15,00 45,00

Figura 50.- Presa béveda. Tensiones de Von-Mises. Ansys (126 elementos)

0,y =0.95267 MPa
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Elemento tetraédrico de 4 nodos

2 o

Figura 51.- Elemento finito 3D normalizado

nodo | x < Ve z, elemento | nodos

1 50.0 | -86.6 | 0.0 1 1,2,7,3
2 525]-823] 0.0 2 8,7,2,10
3 50.0 | -86.6 | 15.0 3 9,3,10,7
4 51.0 | -84.9 [ 15.0 4 4,3,10,2
5 50.0 | -86.6 | 20.0 B} 7,8,13,9
6 51.0 | -84.9 [ 20.0 6 14,13, 8, 16
7 00 | 00 | 0.0 7 15,9,16, 13
8 50 | 0.0 | 0.0 8 10,9, 16, 13
9 0.0 | 0.0 |15.0 9 3,4,9,5
10 |20 00 [150 10 10,9, 4, 12
11 0.0 | 0.0 |20.0 11 11,5,12,9
12 |20 ] 00 [200 12 6,5,12,4
13 1500/ 86.6 | 0.0 13 9,10, 15, 11
14 [525]831]00 14 16, 15, 10, 18
15 [50.0] 86.6 | 15.0 15 17,11, 18, 15
16 |51.0] 84.9 [ 15.0 16 12,11, 18, 10
17 150.0] 86.6 |20.0

18 [51.0] 84.9 [20.0

Tabla 10.- Definicion de nodos y elementos




3 ;

Figura 52.- Definicion de elementos (dominio normalizado)

Funciones de forma:

Nl(Ot,ﬂ,}/):l—Ot—ﬂ—}/

Nz(“aﬁa?’): 104
N3(a9ﬂ97):ﬂ
N,(e.B.7)=7

Y se obtiene:

K,=[ [ [ ®)"-DBdacdpdy;: ij=1..4
| pl-f J J ) o .
f. = IO IO (N,)"q JZ Jz df-dy; i=1...4 (presion hidrostatica)

f = J.; J.Ol_a J:_a_ﬂ(Ni)T°q°|J|-da-d,B-d7; i=1...4 (peso propio)

donde k;; es la submatriz de rigidez elemental en coordenadas locales y f; el vector de

fuerzas equivalente en el nodo i.
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Integracion de Hammer

Cuadratura para dominios tetraédricos:

[ 11 feByydadpdy~ ZW S(@,. i)

0 Jo 0

a, B, Zi Wi
11{0.13819660 | 0.13819660 | 0.13819660 21—4
21 0.58541020 | 0.13819660 | 0.13819660 21—4
3 10.13819660 | 0.58541020 | 0.13819660 21—4
41 0.13819660 | 0.13819660 | 0.58541020 21—4

Tabla 11.- Coordenadas y pesos de la integracion de Hammer

Cada elemento hexaédrico de 8 nodos se puede dividir en cuatro elementos tetraédricos
de cuatro nodos. Los elementos tetraédricos tienen la ventaja de que son sencillos y
versatiles, se consigue ajustar geometrias/contornos complejos, y siempre se puede
mejorar la aproximacion con mallas mas finas, es decir, aumentando el numero de
elementos.
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Placas delgadas

Placas delgadas






Elemento estructural de pequefio espesor, la referencia es el plano medio de la placa, las
cargas aplicadas son perpendiculares a dicho plano y se estudia mediante la Teoria Cléasica
de Kirchhoff.

Figura 53.- Placa cuadrada simplemente apoyada sometida a carga uniforme.

Figura 54.- Definicion geométrica de placa (fuente: Ofiate (1995)).

Formulacion de Kirchhoff

1) Desplazamientos

x:u(x,y,z) =26, (x,y) 0 :8_w

Toox
y:v(xayaz):_z.ey(xoy) ow
2l 002) = wl.) "

2) Deformaciones

Placas delgadas

E
=



(%]
©
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©
gon
[}
-]
(2]
S
o
i
o

_ou_ d'w

o Z'axz

. _ov _ _2'82w
y ay ayz
du v *w
yo =2 o o
Ydy  ox oxdy

3) Tensiones

E I v 0
c=D-=¢ D=1 v 1 0
-V _
0 0 1-v
2
4) Momentos flectores
M o
X +£ X
6, =| M, :j}z o, dZ:jtzzch
M, >z, :

Figura 55.- Tensiones y momentos en placas (fuente: Ofiate (1995)).

t t
+— +— A
6 =| 2-Dedz=|222D¢ dz=D .-
o, _.[_L zD st—.[_L z° D€, dz=D &,
2 2

2 2 2 3
éf_[aw.awzawj b !

R dy’ i oxdy
g, : deformaciones generalizadas de flexion (vector de curvaturas).
5) Principio de los Desplazamientos Virtuales (PDV):

IV o' -odV = L owqdv+ Z&vi ‘P = L 8¢ +6,-d4 (continuidad clase C1)



6) Esfuerzos cortantes (ecuaciones de equilibrio)

My My
(M},'Tdy) dx (M,

dy) dx

oy

Figura 56.- Equilibrio de un elemento diferencial de placa (fuente: Ofiate (1995)).

4 4 4
SR =0 St S
ox ox“dy~ dy° D
D= Et’
12(1-1?)
’w 9w 30,
Qx = _D( ax3 + axayZ] XZ | max =7
9° 9° 30
Qy =_D _1:}+TW Tyz max - .y
dy’  odx“dy 2¢

Formulacion de Elementos Finitos

Elemento placa rectangular MZC (Melosh, Zienkiewicz y Cheung)

| 2a | w ~(©)
| | Jaw
4 n=+1 3¢ 0x
_ n I;i\v

2b
£
|||
I—i
J
I

N N=(1+E8) (1) 2+ EE+nn—E-n") /8
[Now; + N (GO NG 9 Nima (=1 (54 &) (1 nm) /8
Ni=b(i=1)(n+n) (14 &) /8

S

W=/

i=1

[

S n ]
2 . 2
& & E
3 2 3 o
4 : 3 T 22 3 3 ' 4 %
& | &n | en [&n | S
Figura 57.- Elemento placa rectangular MZC (fuente: Oriate (1995)). £



1) Desplazamientos

2) Deformaciones

_ 9N, 9’N: 9N,
ox® ox* ox’
d’N, 9> N, d*N;
B, =| - 2 2 2
dy - dy_
0N 9'Ni 9N
oxdy oxdy oxdy
Derivadas:
i:i_ 9’ > 1 9° 9’ _ 0’
x> a’ d&? ay b2 877 oxdy ab d&dn
3) PDV

K-a-f=q

-
K, =[ Bl D Bjdrdy

f, =] NI-qdxdy

=Py M)

xi

Elemento placa triangular CKZ (Cheung, King y Zienkiewicz)

Para el elemento triangular CKZ, los investigadores Cheung, King y Zienkiewicz
emplean una aproximacion de la flecha dada por el siguiente polinomio incompleto de
tercer grado en coordenadas de area (L, =1—L, — L, ):

LL,L L-L,L,
w:a1~L1+a2-L2+a3~L3+a4{Lf-L2 + 23 4+ 22 3) [LZL = ]+
L-L,L, L-LyL L:L,L,
+a6{L§-L3 + 22 j+a7 (LZL +%} (LzL L )+

+ a{L@L1 + Lilyls )
2
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1 2 X
a —

Figura 58.- Elemento placa triangular CKZ

La aproximacion del campo de desplazamientos se puede expresar con una féormula
similar al elemento placa rectangular visto lineas arriba:

3 _ —
WZZ(N,"W,‘ +Nz(a—wj +Ni'(a—wj ]ZN'a
pn ox ), ay ).

donde las funciones de forma (expresadas en coordenadas de area) son:
N, = (L, + L, =1)2L+LA2L, 1)+ (L, =11 +2L,))

N, = Ll'(2'(L2 - I)Lz + (3 —-2L, )Ll - Z'L? )
Ny =1L, '(3'L2 - 2'(Lf + Ll'(Lz - 1) + Li ))

1=%amﬂg+g—ugg+g—n

=l

zzéwg(g+g—ug

Z|

=|

s =a LA +(L, ML, +L,))

v==b(L+ Ly L2+ (L, — 1N, + L))

z=—%bLAQ+Lf4X2Q+LJ

=l =l

3=—%beg+L,4xg+zg)

=

Asimismo, es necesario recordar del Tema 3 (Solidos 2D) la expresion del diferencial
de 4rea en coordenadas naturales (o = L,B=L,):

dA = dx-dy = abdo-df

Placas delgadas
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Ambos elementos, tanto el rectangular MZC como el triangular CKZ, no respetan la
continuidad de la derivada normal a lo largo de los lados comunes del elemento, y se
denominan elementos placa no conformes.

Elemento finito combinado DKT

El punto de partida es el elemento triangular de placa de Reissner-Mindlin de seis nodos
de la Figura 59a formulado en base a la teoria de placas gruesas para el que se impone
continuidad a lo largo de los lados del tridngulo y las hipdtesis de la teoria clésica de
placas delgadas (teoria de Kirchhoff) para obtener el elemento triangular discreto de
Kirchhoff (DKT) de tres nodos y tres grados de libertad por nodo de la Figura 59b. El
elemento DKT resultante es muy popular para analisis de placas y laminas delgadas.

a) Elemento inicial b) Elemento DKT final

3
O

o [6,,6,]
O [w]

Variables nodales :

Figura 59.- Elemento placa triangular DKT (fuente: Ofiate (1995)).



Ejemplo 9

Placa cuadrada simplemente apoyada sometida a carga distribuida uniforme (véase la
Figura 53).

L =L =L=13m E=2.110" Pa kN
g =100 —
t=0.013m vy =03 m

1) Elementos placa rectangulares MZC

nodo | x y elemento | nodos
1 0 0 1 1,2,5,4
2 [/ 0 2 2,3,6,5
2 3 4,5,8,7
3 L 0 4 5,6,9,8
4 0

VAV
6L%

7 0 | L
8 L L
7
9 L | L

Tabla 12.- Definicion de nodos y barras

v/

ax

Figura 60.- Placa cuadrada . Definicion de nodos y elementos (discretizacion)

Placas delgadas
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Resumen de los resultados del andlisis mediante el Método de los Elementos Finitos de
la placa delgada de la Figura 53, desplazamiento transversal maximo en funcion del nimero
de elementos rectangulares utilizado en la discretizacion.

I’lx X ny Wmax (m)
2x2 0.0342275

4x4 0.0292586
8x 8 0.027914

Solucidn analitica (Timoshenko (1975)):

.74
W= 0.0040554-% =0.0274145m

2) Elementos placa triangulares DKT

nodo X y elemento | nodos
1 0 0 1 1,2,4
NN 2 [5.42
2 3 2,3,5
3 L 0 4 6,5,3
4 0 5 4,5,7
v o
7 5,6,8

5 s Yy
AW s [0.86

6 L %

7 0 L
8 L L
2
9 L L

Tabla 13.- Definicion de nodos y barras

ax

Figura 61.- Placa cuadrada . Definicion de nodos y elementos (discretizacion)
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Desplazamiento transversal méaximo obtenido mediante el empleo de elementos
triangulares conformes DKT utilizado en la discretizacion indicada en la Figura 61 (véase
también la Tabla 13).

nx X ny wmax (m)
2 x 2 (8 elementos) | 0.026531

Se comprueba un mejor comportamiento del elemento triangular conforme DKT
comparado con el elemento rectangular MZC (no conforme) ya que se obtienen resultados
mas precisos empleando un menor numero de elementos placa.

3) Ansys

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

Ny
0,012766
0,0095742

. 0,006382%

0,0031914

0 Min

0,600 () *
——— z %

1,150 0,450

Figura 62.- Placa cuadrada . Andlisis con el software Ansys.

l’lx X n)’ wmax (m)
8x 8 0.028723
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