Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

Trabajo Fin de Grado

Grado en Fisicas

Capas electronicas en nanoparticulas

Autor: José Maria Pizarro Blanco

Tutor/es: Julio Alfonso Alonso Martin




José M@ Pizarro Blanco: Capas electrdnicas en nanoparticulas

RESUMEN

El fin de este trabajo es realizar un estudio formal de la estructura de capas electrénicas
presente en las nanoparticulas de metales alcalinos, empezando por un desarrollo tedrico
del modelo Jellium esférico en el marco de la aproximacion de la densidad local (LDA),
dentro de la Teoria del Funcional de la Densidad (DFT). Para ello describiré algunos
conceptos previos de la DFT-LDA y del modelo Jellium. El descubrimiento de esta
estructura de capas electrénicas es uno de los trabajos pioneros en el campo de la
Nanociencia y fue realizado por Knight et al. en 1984 (asi como el descubrimiento del
fullereno Cg( Yy la explicacion de su estructura realizado en 1985 por Kroto et al.).

ABSTRACT

The aim of this work is to perform a formal study of the electronic shell structure
exhibited by clusters of the alkali metals, beginning with a theoretical development of
the spherical Jellium model in the local density approximation (LDA), under the
Density Functional Theory (DFT). In order to do that, | am going to describe some basic
concepts of the DFT-LDA and the Jellium model. The discovery of this electronic shell
structure stands at the top of the field of clusters and it was performed by Knight et al.
in 1984 (as well as the discovery of the fullerene Cgo and the explanation of its structure
in 1985 by Kroto et al.).
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1. INTRODUCCION

Las observaciones experimentales de una estructura de capas electronicas en
nanoparticulas de metales alcalinos fue uno de los descubrimientos pioneros en el area
de la Nanociencia, realizado por Knight et al. en 1984. Por ello, merece la pena hacer
una revision del desarrollo tedrico que explica este fendmeno como introduccion en esta
area.

En este trabajo, Knight et al. llevaron a cabo el siguiente experimento: se vaporiza una
pieza de un metal alcalino. El vapor del alcalino se empuja y limpia de residuos con un
gas noble (normalmente, gas argén) a una alta presion y se hace pasar por un “noozle”
(tobera), en la cual el vapor sufre una expansion supersonica (los atomos del vapor
colisionan en una zona pequefia y se agrupan en clUsteres de distintos tamafios). Estos
“clusteres” (agregados) se calientan y tienden a evaporarse. Una vez que termina la
expansion, domina la evaporacion hasta que se van enfriando los clUsteres.

Se descubrid que los clisteres con menor tasa de evaporacion (que corresponde a una
energia de enlace mayor) son los més abundantes. Dichos clisteres seguian un patrén
con maximos en abundancia para unos numeros determinados de atomos (llamados
nameros “magicos”) en el cluster (N = 8,20,40...). También se descubrié que su
abundancia relativa dependia de la presion del gas noble (a mas presion, los clisteres
con mayor N se hacen mas abundantes), como se ve en la figura 1.1.
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FIGURA 1.1. Espectro de abundancias de un cluster de Na para distintos valores de
la presion del gas P 4,-, para una presion del Na constante de 16 kPA:
(@) P4, = 300 kPa, (b) P,, = 400 kPa, (c) P4, = 500 kPa, (d) P,, = 600 kPa.
Datos experimentales de la referencia bibliografica [2] Knight et al. (1984).
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Estos cllsteres magicos, los cuales son los mas abundantes, son también los mas
estables, debido a que tienen el potencial de ionizacién /P més alto®.

Los picos en el espectro de abundancias y en la estabilidad relativa para los nimeros
magicos llevan a pensar en una estructura de capas electrénicas en los clusteres
alcalinos (Li,Na,K,Rb y Cs), correspondiéndose estos nlmeros magicos a capas
completas de electrones.

Con el fin de poder explicar estos datos experimentales de forma teorica, haré una
pequefia revision de las teorias de campo efectivo, en concreto, de la Teoria del
Funcional de la Densidad (DFT) en la aproximacion de la densidad local (LDA). La
DFT es una teoria de primeros principios que comenzé su desarrollo en 1964 (con la
demostracion de los teoremas de Hohenberg y Kohn) y ha continuado su existencia
hasta hoy, convirtiéndose en una de las herramientas mas usadas en Quimica
Computacional, Fisica de Materiales y Nanociencia.

Una vez comentados los aspectos fundamentales de la DFT-LDA, pasaré a explicar el
modelo Jellium esférico, sobre el que se basa todo el desarrollo posterior de la
simulacion y el célculo de la estructura de capas.

Tras haber hecho el desarrollo tedrico, expondré los céalculos realizados mediante
simulacion, los cuales permiten explicar la estructura de capas y su base en la DFT-
LDA con el modelo Jellium esférico. La simulacion nos dara datos de la forma del
potencial efectivo total, los potenciales de ionizacion y las estabilidades relativas.

Por ultimo, realizaré un resumen de este trabajo asi como las conclusiones mas
importantes que se pueden extraer de él.

Al final del desarrollo aparecen unos Apéndices en los que se explican las
demostraciones y los desarrollos mateméticos de las diversas férmulas o teoremas
usados durante este trabajo.

1 , ) . ,
Recordar que el IP es la energia minima para arrancar un electrén del cluster.
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2. TEORIA DEL FUNCIONAL DE LA DENSIDAD (DFT)

De forma usual, el modelo Jellium se aplica junto a la DFT y, en concreto, con la LDA.

La DFT se basa en la idea de poder escribir la energia del estado fundamental de
cualquier sistema electronico como el minimo de un funcional de la densidad
electrénica del mismo. Con el fin de poder hacer esto, hay que demostrar dos teoremas
de existencia (los teoremas de Hohenberg-Kohn) y plantear las ecuaciones de Kohn-
Sham.

I.  Teoria del campo medio

Supongamos un sistema compuesto por N nucleos y Z electrones cada uno de ellos, en
el que el hamiltoniano no relativista se puede escribir como:

2 Z
. z paL Z[;R(ZE)RM Z‘ |rﬁL—R| 22_’ | @b

j=1 ’11 - Tﬁ]

Donde M, i y ﬁ hacen referencia a los nicleos y M, p,, Y 7,, son las magnitudes de
los electrones asociados al nlcleo a-ésimo. Esto constituye un sistema de N(Z + 1)
particulas cargadas que interaccionan mediante fuerzas del tipo Coulomb.

Aunque este hamiltoniano es conocido exactamente, la ecuacion de Schrodinger es
completamente irresoluble para sistemas de muchos cuerpos. Sin embargo, como
primera aproximacion, podemos separar el problema en una parte idnica y en una parte
electronica debido a la diferencia de masas (el nucleo es mucho méas masivo). Esto es lo
que se conoce como la aproximacién de Born-Oppenheimer (supondremos que los
nacleos siguen un movimiento adiabatico debido a su masa, por lo que su movimiento
puede ser despreciado) y nos fijaremos solo en los w electrones de valencia® de cada
atomo. Podremos escribir de forma separada la parte de interaccién entre los N iones y
la interaccion de wN electrones de valencia en un potencial externo creado por los cores
(los cuales tienen carga we):

H=H+H, (2.2)

2 . . , . e
Separamos el sistema de un atomo en un core (nucleo y electrones internos) mas los electrones de
valencia.
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Donde:
r " zi[ﬁ+ 1 e
a=1 2M g=1 2 |Ra - Rﬁl
B+a
< wN |r 2 1 wN ez —i (2.3)
H, = i=1|$+ V() +Ej=1 -7
\ [ j#i J
Y donde:

N
WD = Ve () = ) Uu([F-Ral) @8

es el potencial ionico y V¢ es una funcion suavemente variable que incluye la influencia
de los electrones internos (llamado pseudopotencial o potencial efectivo del core).

A pesar de esta aproximacion, el problema sigue siendo irresoluble debido al término de
interaccion electrén-electron de H, .

Con el fin de simplificar las ecuaciones y centrandonos en la parte electronica,
podremos escribir nuestro hamiltoniano como®:

H, zH=Z—§v$+2vext<ﬁ>+i2w(ﬁ—ﬁ) (25)

N N
i=1 i=1 i=1j<i

Y tenemos que resolver la ecuacion de Schrodinger para el estado fundamental:

Hlpo(?{, F2)1 :m) = EOdJO(T—l"T—Z" ,W) (26)

Aunque existen mas teorias (Hartree-Fock, Molecular Dynamics, etc.), este trabajo se
centra en desarrollar la DFT.

Lo que trata la DFT (y todas las teorias de campo medio) es sustituir el potencial que
siente cada electrén debido a los nacleos y otros electrones por un potencial efectivo
total y encontrar la energia del estado fundamental mediante un célculo variacional.

® En este desarrollo matematico, usaremos la notacion de Levy (referencia [3]), debido a su caracter mas

facil de entender frente a otras notaciones. También se usaran las unidades atomicas:
m=h=e?/4ne, =1

Y, por ultimo, también se ha tomado wN = N, ya que el tratamiento se utilizard para alcalinos, los

cuales son metales monovalentes (w = 1).
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Il.  Teoremas de Hohenberg-Kohn

En nuestro desarrollo anterior Ilegamos a 2.6, donde tendremos que resolver un sistema
de 3N ecuaciones para encontrar la funcién electrénica o (7,75, ...,7y) del estado
fundamental. Sin embargo, otra forma de resolver el sistema es mediante la densidad
electronica.

Se define la matriz densidad electrénica I'D (#,#") como:

ro @) = fd3?5’ 15 .. Py Y@, Y E T, L TY) (28)

La parte diagonal de esta matriz es la densidad electrénica p(7), la cual esta sujeta a la
condicion de normalizacion:

p(#) =TOF#) con jp(?)d:“ =N (2.9)*

Usando la densidad electronica del estado fundamental en vez de la funcién de onda
total pasamos a resolver un sistema de 3 ecuaciones (jalgo mucho més abordable y
sencillo!).

Con esto, en 1964, Hohenberg y Kohn enunciaron los teoremas de existencia del DFT?,
los cuales son:

a) La energia del estado fundamental de un sistema de N particulas que
interaccionan es un funcional Unico de la densidad p(7).

b) EIl funcional de la energia total es minimo para el estado fundamental si, y solo
si, la densidad p,(#) que lo minimiza es la verdadera densidad del sistema, por
lo que es solucidn de la ecuacion de Schrddinger. Por tanto:

, . , SE[p(P)]
Ey = E[po(¥)] = min{E[p(P)]} > ——=7 =0 (2.10)
0 0 @M1, e

El primer teorema nos dice que la densidad del estado fundamental determina
univocamente todas las propiedades electronicas de dicho estado. Este teorema nos
demuestra que existe cierto funcional de la densidad, aunque no el funcional que es, por
lo que precisamos del segundo teorema (ver ecuacion 2.11).

* En el desarrollo gue he seguido he preferido obviar la parte de spin, ya que para todos los efectos se
suelen considerar estos sistemas de spin compensado, lo que introduce un factor 2 en la expresién 2.12.
Asi pues, estamos tratando con orbitales del tipo Hartree y no con los usuales spin-orbitales de la teoria
de Hartree-Fock. Esto afectard luego a los clusteres con numero de electrones de valencia impar, ya que
se cometera un error al tomar el sistema spin compensado (la simulacidn toma el electrén de valencia
desapareado como si tuviera mitad de spin “up” y mitad spin “down”).

Un desarrollo mas general nos lleva a la LSDA (LDA con spin), la cual pasa a tratar la densidad electrénica
dependiente del spin de los electrones.

> Demostraciones en el Apéndice A.
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I11. Ecuaciones de Kohn-Sham

Aungue hemos demostrado la existencia de este funcional de la energia y como se
puede encontrar la E, no conocemos la forma de dicho funcional. Por el teorema b) de
Hohenberg-Kohn podemos escribirlo como:

Ey[p@)] = Ilp(®)] + f Vo Dp(P) 3% (2.11)

Ahora bien, una de las aproximaciones mas usuales en este campo es la de plantear la
densidad electrénica dentro del modelo de particula independiente (MPI) como:

N
p() =) @I (212)
i=1

Donde u;(#) son un conjunto de funciones auxiliares de N orbitales independientes de
un electron. Asi, podremos construir la funcion de onda electronica total como la
funcion de Hartree®:

1/)0(7”_1)»72),---,@)) = ul(F)HZ(F) uN(F) (213)
Y podremos escribir el funcional 2.11 como:
Ey[p(P] = Flp(M] + Exc[p(P]  (2.14)

Donde:

1 - -/
Fp() = Tl + [ Ve () a7 +5 [ B2 @ 2as)

Con:

N

1

L@ =5 f VP (2.16)
i=1

Esta T, no es la verdadera energia cinética del sistema de electrones que interaccionan,
si no que se refiere al sistema dentro del MPI, por lo que se diferencia de la energia
cinética exacta en una pequefa cantidad llamada energia cinética de correlacion T:

T-T, =T, (2.17)

® Otra opcidén seria construir la funcidn electrénica como el determinante de Slater de estas funciones
auxiliares, considerando ahora el spin. Si siguiésemos nuestro desarrollo del DFT con la funcion
construida como un determinante de Slater, llegariamos a los modelos hibridos del DFT (mezcla de
Hartree-Fock y DFT) como, por ejemplo, el B3LYP.
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G )_flp( ") g (218)

Es el potencial de Hartree, el cual es una aproximacion de la energia de interaccion
electrén-electron exacta, y se diferencia de ella una cantidad Uy;, que hace referencia a
la autointeraccion de los electrones:

p(Pp(F")

37 A3 (2.19)
|7 — 7|

W—UHzUSiﬁUH— f

El otro término de (2.14) es el término de intercambio-correlacion y da cuenta de la
diferencia (2.17) y de la degeneracion de intercambio de los electrones debida al
principio de exclusion de Pauli. Asi, podemos escribir:

Exc[p(®)] = Ex[p(M)] + Ec[p(¥)] con Ex > E;  (2.20)

A partir de este funcional, se puede definir el potencial de intercambio-correlacion:

SExc[p(P)]
S[p()]

Y se pueden plantear las ecuaciones de Kohn-Sham:

Ve () = (2.21)

1
—Evz + Voge + Vy + Vx|l = 5wy (2.22)
Donde ¢; son los autovalores de los orbitales u;. Como veremos mas tarde, la suma a
todos los orbitales ocupados de estos autovalores no coincide con la energia del estado
fundamental ya que no trabajamos con el funcional exacto, si no con uno aproximado.

IV.  Aproximacion de densidad local (LDA)

A diferencia que en la teoria de Hartree-Fock (donde se resuelve un hamiltoniano
exacto de forma aproximada), en la DFT resolveremos un hamiltoniano aproximado. Se
busca escribir el término Ey. como mejor se ajuste al sistema de estudio. Dependiendo
de como planteemos este término de intercambio-correlacion, tendremos los diversos
modelos del DFT: aproximacion de la densidad local (LDA), aproximacion del
gradiente generalizado (GGA), etc.

Aln asi se sigue manteniendo el problema de la autointeraccion’ de la ecuacion 2.19, el
cual se cancelaba automaticamente en Hartree-Fock.

7 . . . . ~ . , .
Los métodos SIC (self-interaction correction) arreglan este problema, afiadiendo otro término de
autointeraccién para contrarrestar esta Ug;.
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Aunque el desarrollo tedrico se vaya a centrar en la aproximacion mas sencilla (LDA),
ya que es la més util para un entendimiento cualitativo en metales, existen otros
modelos. El desarrollo de la DFT sigue en la busqueda del término Ey. perfecto. Como
ejemplos, en la Figura 2.1 se muestran los distintos modelos de la DFT.

PWar_
ggﬁ'éfbl B E m Y

M BZPLYP
MCYO6 e

PBEQ e o

winer VWNg S ’ BP86
‘£%B88 ng] TP_,SS“E?:‘
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FIGURA 2.1. Sopa de siglas de los modelos de aproximacion del término de
intercambio-correlacion en la DFT.

En este alfabeto de la DFT las distintas siglas hacen referencia a las diversas formas de
aproximar el término Ey. y a las diferentes bases de orbitales u; escogidas.

La LDA se basa en la idea del modelo del gas homogéneo de electrones de Thomas-
Fermi®: los N electrones estan confinados en un potencial central lentamente variable
con la distancia radial r y que cumple con V(r — o) =0, por lo que se puede

considerar dentro de cada esfera de Fermi de radio kj°:
V(r) = cte en cada punto r

Por lo que podemaos escribir:
1/2
ke(r) = (3n%p(r)) (2.23)
Con estas consideraciones, se puede escribir el funcional de la energia cinética:
Tlo@)] = [ Llo@] d% = o @I &7 220)

2/3
Cong, = 13—0(81) )

A

® Ver Apéndice B.

9 . . . s e ,
Este momento de Fermi ki se relaciona con la longitud de onda caracteristica del electron Ag:

k_21r
F_AF
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Y el funcional de la energia de intercambio™®:

Eylp()] = f e lp(®)] &7 = —c, f @] d*7  (2.25)

Congc, = %(%)1/3.

Y para la parte de correlacion se usan diferentes desarrollos en serie de logaritmos y
potencias de la densidad, en la que los diversos coeficientes se ajustan mediante una
resolucion numérica con el método de Monte Carlo. En nuestro caso, usaremos el
término de correlacién desarrollado por Ceperley y Alder'!, que en el caso de una
densidad electronica alta se puede escribir explicitamente como:

E:[p(¥)] = 0.0622 - In —0.096 (2.26)

4mp(F)

Faltaria conocer la forma del potencial de Hartree y del potencial externo. El potencial
externo depende de cada sistema (en el caso del modelo Jellium, se puede calcular
analiticamente, como veremos mas adelante).

Sabemos que el potencial efectivo total que sienten los electrones es:
V(@) = Vere ) + Vy () + Vg (7)) (2.27)

Conocido el V.., esto se resuelve de forma autoconsistente, mediante un célculo
iterativo y con las ecuaciones de Kohn-Sham 2.22, de la siguiente manera:

1°]  Se plantea una aproximacién para el término 2.21; en este caso (LDA), usamos
2.25y2.26

2°]  Se define una p(¥) de prueba inicial.

3°]  Se resuelven las ecuaciones 2.22 usando la p(7) de prueba, obteniendo asi unas
nuevas u; (7).

49 Se calcula la nueva pgs () = XNV |u; ()2

5°]  Se comparan pgs(7) y p(#) buscando la mayor similitud posible, normalmente
con una diferencia entre ellas de 10> — 107°.

Con todo esto, trataremos de encontrar la energia del estado fundamental como:

N
Ey = Z & + f[exc ()] = Vxc[p(D]] p(P) d37 — Uy[p(P]  (2.28)
i=1

10 . .
Ver Apéndice C.
11 7. . R s
Se puede ver el desarrollo numérico en la referencia bibliografica [4].

10
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3. MODELO JELLIUM

Una vez planteados los conceptos basicos de la DFT y, en concreto, de la LDA, el
siguiente paso es desarrollar el modelo Jellium.

En este apartado, se tratara en profundidad el modelo Jellium esférico, aplicandose al
caso de metales alcalinos.

I. Modelo Jellium esférico

En lo que sigue, vamos a considerar un clister con simetria esférica, de radio R. La base
del modelo Jellium esférico es sustituir el core de los &tomos que forman el cluster por
una densidad de carga positiva y uniformemente distribuida en una esfera de radio R,
ignorando por completo la estructura interna de los &tomos, y suponer que los electrones
de valencia permanecen deslocalizados por el volumen esférico del cluster. Por tanto,
podremos escribir:

ng =cte sir <R

n,(?) = n,(r) = ny0@ — R) = {0 AP CEY

Donde ©(r — R) es la funcion escalon.

Aunque despreciar totalmente la estructura interna pueda parecer una aproximacion
muy fuerte, esto se sustenta en que los cores ocupan solo una pequefia fraccion de la
nanoparticula y en que los pseudopotenciales V,; son funciones débilmente variables,
por lo que el potencial externo no tiene ninguna singularidad y se puede suponer
derivado de una distribucién aproximadamente uniforme.

El modelo Jellium esférico dentro de la DFT-LDA nos permite caracterizar nuestros
clisteres mediante un solo parametro caracteristico, el radio de Wigner-Seitz
electrénico r;, que se define como el radio de una esfera que corresponde a dividir el
volumen total del cluster entre el nimero de electrones del mismo:

R=nN13 (3.2)

Donde tenemos:

Metal re [a.u.]
Li 3.27
Na 3.99
K 4.86
Rb 5.32
Cs 5.70

TABLA 3.1. Tabla de valores del radio de Wigner-Seitz electronico para distintos
metales alcalinos sacados del libro Ashcroft & Mermin, referencia [5].

11
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Al estar tratando con metales monovalentes (como es el caso de los metales alcalinos de
la Tabla 2.), el radio electrénico r, coincide con el radio de Wigner-Seitz atobmico usual
utilizado en fisica de sélidos. Esto se puede ver mejor en la formula siguiente:

2R3 =nNa| 4
3 >-—mri=Q0-ny= = (3.3)
4mr,

no.Q:Z:]_ N

Donde Q es el volumen por atomo que ocupa un anico core en el cluster.

Asi, con las consideraciones de simetria esférica, nuestro problema se reduce a resolver
la parte radial de las ecuaciones de Kohn-Sham 2.22? con el potencial externo:

N1 (r)z] r <R

——13—-(= sir <

Vext (F) = Vext (T‘) = IZVR R (3-4‘)
- sir>R

Por lo que el potencial efectivo total sera:
V() = Vere () + V() + Vg (r)  (3.5)

ya que la densidad electrénica también tendra simetria esférica. Méas tarde, veremos la
forma de este potencial total y compararemos con los potenciales de un oscilador
armonico y un pozo de potencial esférico, comentando las diferentes estructuras de
capas en estos tres potenciales

12 . . ;. o
Las funciones de onda de la parte angular son los ya conocidos armdnicos esféricos Y™ (6, ¢).

12
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4. ESTRUCTURA DE__CAPAS ELECTRONICAS EN
CLUSTERES DE METALES ALCALINOS

Una vez presentadas las bases tedricas del modelo Jellium en la DFT-LDA, pasamos
ahora a presentar los resultados obtenidos mediante el programa de simulacion.

El programa utilizado para la simulacion esta basado en el trabajo de Andrei G. Borisov
(Université Paris-Sud) con las modificaciones de Ricardo Diez Muifio (Centro de Fisica
de Materiales; Centro Mixto CSIC-UPV), Maria José Lopez Santodomingo (Dpto.
Fisica Teorica, Atomica y Optica; Universidad de Valladolid) y las mias propias.

En el programa principal se recogen los distintos calculos (energia total de cada cluster,
potenciales, densidades electrénicas y autovalores) y en el programa secundario se
recogen los distintos parametros (el radio de Wigner-Seitz electrénico y el grid*®).

Para la parte de correlacion se utiliza la parametrizacion de Perdew-Zunger del
potencial de Ceperley-Alder™.

I.  Potencial efectivo total y densidades electronicas

El modelo Jellium esférico nos permite obtener la formula del potencial total dado por
3.5. Asi, por ejemplo, para los distintos metales alcalinos donde se toma un clUster de
N = 25 atomos tendremos la situacién de la figura 4.1.

En ella, se puede apreciar como la profundidad de este potencial escala Gnicamente con
.. También podemos ver que aparece un minimo local, asociado a un maximo local de
la densidad electronica, cerca de la superficie del clister, como consecuencia de las
oscilaciones de Friedel™.

La figura 4.1 es bastante similar a la encontrada en el modelo de capas nuclear. De
hecho, la aproximacion es la misma: se toma la densidad que crea el potencial externo
con simetria esférica y constante hasta un radio R (en el caso del ndcleo esta densidad es
la densidad de carga nuclear).

También, podemos ver en la figura 4.2 las contribuciones de los distintos potenciales (el
de Coulomb y el de intercambio-correlacién) al potencial efectivo total. Se observa que
la contribucion mayoritaria al potencial efectivo total es debida a la parte de
intercambio-correlacion.

BE| “grid” (rejilla) es el tamafio de intervalo de integracidon que tomamos para resolver las diversas
integrales que aparecen a la hora de resolver las ecuaciones de Kohn-Sham.

Y Ver referencia bibliografica [5].

' Estas oscilaciones tienen su justificacion en el apantallamiento que sufren las cargas de la superficie
de la nanoparticula metalica en comparacién con las del interior.
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Total effective potentials of allkali clusters for N=25 atoms

O T T T T

1t i

2L i

37 i —
Na ——

4 K —— -
Rb ——

5 Cs i

A i

-7 i

_8 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35

ria.u.)

FIGURA 4.1. Potenciales efectivos totales de los diversos alcalinas para una
nanoparticula de tamafio N = 25 atomos.

Different potentials of Li cluster with N=25 atoms
O T T

Total potential ——
Coulomb —— 1
Exchange-Correlation

ria.u.)

FIGURA 4.2. Contribucién del potencial de Coulomb (linea verde) y del potencial de

intercambio-correlacion (linea azul) al potencial efectivo total (linea roja).
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Por tanto, esperaremos encontrar una estructura de capas similar a la de Fisica Nuclear,
en la que no existe la degeneracidn accidental que se tiene para &tomos (ya que esta
degeneracion accidental es propia del potencial coulombiano). Es decir, usaremos la
notacion nl, donde n es el numero cuantico radial y [ el nimero cuantico asociado al
momento angular orbital dado por los arménicos esféricos, para nombrar cada una de
las capas y donde cada uno de estos niveles estara degenerado 2(21 + 1) veces (dentro
del modelo de spin compensado).

Por ejemplo, para un cluster de K de N = 20 atomos tendremos la estructura de capas
que se puede observar en la figura 4.3.

Energy lewvels of a K cluster with N=20 atoms

O T T T T T
0.5 ¢ 2d (10) I
-1 1g(18) I
15 | 2p (6) ]
% 2t 1 (14) 1
2 25 (2]
> 25 [ / Potencial total ——— -
? 1d (10)
L = / ]
35 1p (6) / -
4L 1s(2) l
45 L -
_5 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

ria.u.)

FIGURA 4.3. Niveles de energia para una nanoparticula de K con N = 20 atomos.
La notacion utilizada es nl (degeneracion), y las lineas continuas corresponden a
capas completas de electrones y las discontinuas a capas vacias.

Donde los niveles que aparecen en la figura 4.3 son los autovalores de las ecuaciones de
Kohn-Sham 2.22. Estos niveles dependeran de r,, tal y como se puede apreciar en la
figura 4.4, y del nimero de 4tomos del cluster.

Por otro lado, también se puede mostrar la densidad electronica de estos clisteres. Por
ejemplo, para todos los alcalinos y para un cllster de N = 25 atomos, tendremos las
densidades electronicas de la figura 4.5. Como ya indicamos anteriormente, el maximo
que aparece cerca de la superficie se debe a las oscilaciones de Friedel.
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Energy levels of allkkali clusters with N=20 atoms as a function of rs

'1.5 T T T T T
2 L 15 |
_25 L 4
-3+ 2s .
< 35| ]
O 1d
3 4 ‘
&
S 45| ]
50t 1p 4
_55 L 4
6 L |
1
_65 1 1 1 1 1
3 3.5 4 4.5 5 5.5 o]

rs (a.u.)

FIGURA 4.4. Valores de algunos de los niveles de energia como funcion del radio
electrénico rg para el caso de una nanoparticula de N = 20 atomos.

Electronic densities of allcali clusters for N=25 atoms

1-6 T T T T T T

1.4 L ]
— 1.2 -
3
&
2 Ly i —
@ Na ——
g 08} K ——
Y Rb ——
§ 06 L Cs i
=
Q)
] 04 t -

0.2 t .

O I I I I

4] 5 10 15 20 25 30 35

ria.u.)

FIGURA 4.5. Densidades electronicas de los diversos alcalinos para una
nanoparticula de N = 25 atomos.
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Se puede ver también como la densidad electronica (la cual va calculandose mediante
iteracion) va convergiendo®® a la densidad final. Por ejemplo, para el caso anterior de
N = 25 atomos, en la figura 4.6 se muestra como va convergiendo la densidad
electronica a la densidad final en el Na.

Convergence of the electronic density of MNa cluster with N=25 atoms
2.5 T T T

Final densitﬂ; —_—

Electronic density {a.u.)

20 25 30

ria.u.)

FIGURA 4.6. Convergencia de la densidad electronica de una nanoparticula de Na
con N = 25 atomos. La densidad final obtenida aparece en color verde.

Hemaos conseguido deducir una estructura de capas electronicas, en las que los niveles
son: 1s,1p, 1d, 2s,1f,2p, 1g, 24, ...

El potencial efectivo total de la figura 4.1 es un caso intermedio entre un oscilador
armonico y un pozo cuadrado. En la figura 4.7, se puede observar esta situacion, en
donde vemos que el potencial intermedio (que es el potencial que hemos calculado)
reproduce bastante bien la estructura de capas que buscamos.

'® Con el criterio de convergencia expuesto en el punto 42] de 2.1V, en el que tomaremos 107°.
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Harmonic oscillator Intermediate Square well

168 29 (18) R g 2g (18)

\\\\\\\ W(20) 428 3p(6)  ag

= 3p (6) —
A TR e 1Y 7 g

\\::::::; I et T
1h (22)
el 0 3s (2) \‘?8 3s (2
% —_ i ,5,(_ L, 92
. 2d(10) T8 ~—yp— 90

3(20) 40 1g (18) 24:(10) .« 2%
§ 2p (6) 40 g (1_8) 58
34—~ 2P (6) 40
2 (12) 1 (14)
20 11 (14)
\ 2s (2) 20 = =9

156

ENERGY LEVELS

~

18 2s (2)
1d (10) —_—————— 20
1 (6) : : %

S 1p (6) 8 1d (10)
o=t RN ) 4

0(2) 2 15 (2
& —2— 1s(2) 2

FIGURA 4.7. Comparacion entre los distintos niveles que dan distintas formas de
potenciales. El potencial obtenido en este trabajo corresponde al llamado
“intermediate” (intermedio). Tomado de la referencia bibliografica [6].

Il.  Calculo del potencial de ionizacion y la afinidad electrénica

A pesar de ser capaces de hacer un simil con Nuclear y poder ver que existird una
estructura de capas, las magnitudes que permiten finalmente identificar esta estructura y
que son medibles experimentalmente son el potencial de ionizacion IP y la afinidad
electronica EAY7.

7 IP no debe confundirse con la funcién trabajo, la cual esta definida como el dltimo de los autovalores
de 2.22. La diferencia reside en que el hamiltoniano que hemos deducido es aproximado debido al
término de intercambio-correlacién, lo cual nos introducird una diferencia entre IP y la funcidn trabajo
bastante alta.

Por esta razdn, el cdlculo del potencial de ionizaciéon (y de la afinidad electréonica) se hace mediante la
diferencia de energias entre un clister neutro y uno ionizado, y no tomandolo como el ultimo
autovalor. Esto es diferente a lo que ocurre en Hartree-Fock, ya que IP si coincide con el ultimo
autovalor (lo que se conoce como teorema de Koopman).
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El potencial de ionizacion se define como la energia minima para arrancar un electron
del cluster neutro (que identificaremos mediante N), el cual se carga positivamente (a
este clister cargado positivamente lo [lamaremos N*). La afinidad electronica se define
como la energia liberada cuando un cluster neutro captura un electrén y se carga
negativamente (lo llamaremos N ™). Asi pues, podemos escribir:

IP=E(NY)—ENN) (41
EA=E(N)—ENN") (42)

Si nos centramos en el potencial de ionizacién, podemos ver en la figura 4.2 que para un
claster de K con N = 20 electrones de valencia, se llenan las capas 1s, 1p, 1d y 2s,
mientras que en el caso de N = 21, el ultimo electron de valencia estara en la capa 1f,
la cual precisa de menos energia para arrancar el electron (en torno a 0.4 el menos que
para la capa 1s), por lo que tendrd un IP menor.

Asi pues, se deduce que existiran ciertos valores maximos de IP para los nimeros
magicos. Para los distintos clusteres alcalinos, se pueden ver los IP en la figura 4.8,
donde se sefializan los clisteres magicos (es decir, los que tienen el IP més alto)*®.

lonization potential of Li & MNa clusters

6 T T T T T T T T . T

L ———
Na ———
55 ¢ 1

20 34

92

40 70

lonization potential (V)
I~
n

35 ¢ .

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0] 10 20 30 40 50 B0 70 80 90 100

M (number of atoms per cluster)

FIGURA 4.8. Potenciales de ionizacion de los clusteres de Li (linea roja) y de Na
(linea verde). En la figura se sefializan anicamente los nameros magicos del Li (para
el Na los picos se pueden apreciar en la misma figura).

'® | a figura correspondiente a la EA seria similar a la figura 4.8, sin mas que utilizar la definicién de 4.2.
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I11. Estabilidad relativa

Para ver el cambio abrupto de una capa completa (asociada a un nimero magico) a una
semillena, se puede dibujar la estabilidad relativa de los clisteres. Esta magnitud nos
permite ver de forma maés clara la estructura de capas y la existencia de los numeros
mAagicos.

Esta se define como las estabilidad relativa del clister con N electrones con respecto a
los clusteres con N +1 y N — 1 electrones de valencia. Esta magnitud presenta unos
picos muy pronunciados para los valores de N en los que la energia del estado
fundamental para el clUster con N 4tomos, E(N), tiene un cambio brusco con respecto a
la energia del clster con N + 1 atomos, E(N + 1). Estos picos nos muestran que el
claster con N a&tomos es muy estable.

Por tanto, se define la estabilidad relativa A, (N) como la derivada segunda discreta:
Ay (N)=E(N+1)+E(N—-1)-2E(N) (4.3)

En la figura 4.9 pueden verse las curvas de estabilidad de distintos clusteres alcalinos,
donde se han marcado los picos, los cuales corresponden a los clisteres con numeros
magicos (es decir, los mas estables).

Curve of relative stability of Li & Na clusters

2 T T T T T T T T | T
Li
MNg —

0.5 t

Relative stability (eV)

_:|_ I I I I I I I I I
0] 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100

M (number of atoms per cluster)

FIGURA 4.9. Curva de estabilidad relativa de los clUsteres de Li (linea roja) y Na
(linea verde). Se han marcado los picos correspondientes a los clUsteres magicos.
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En estas graficas pueden verse los picos para N = 8,18, 20, 34,40,58 y 92, los cuales
ya hemos dicho que corresponden a los nUmeros mégicos, pero no a todos ellos. Los
picos que casi no aparecen’® en las figuras 4.8 y 4.9, pero tedricamente deberian hacerlo
(como son N = 68, 70), tienen su justificacion en que el gap® entre los niveles 2d y 3s,
asf como para el gap entre 3s y 1h, es pequefio®. Asi pues, solo podremos observar los
picos en donde el gap entre niveles es lo suficientemente grande.

19 o . ,
En la figura 4.9 estdn marcados para poder ver donde quedarian realmente.
20 " ” H ’ . . .
Recordemos que el “gap” es el intervalo de energias prohibidas entre dos niveles.
21 . . . . .
Dependiendo de cdémo de intermedio sea este potencial, podemos tener en vez de capa completa
para N = 70 atomos, en el numero N = 90, en el cual los niveles 1h y 3s han cambiado de posicion.
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5. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Con este desarrollo tedrico hemos sido capaces de predecir una estructura de capas
donde los niveles son: 1s,1p,1d,2s,1f,2p,1g,2d,1h,3s,...; y que los nameros
magicos predichos N = 2,8,18,20, 34,40, 58,68,90,92, ... estdn en acuerdo con los
resultados experimentales obtenidos por Knight et al.

Experimentalmente?® (es decir, en el espectro de abundancias y en los picos del IP), esta
estructura de capas se encuentra, no solo en clusteres de metales alcalinos, sino también
en clusteres de metales nobles, como son el Cu, Ag y Au. Esto se explica si, teniendo en
cuenta que la configuracion de estos atomos es nd'®(n + 1)s!, consideramos el
electron de la capa (n + 1)s como el electron de valencia que esta sometido al potencial
efectivo total 3.5.

En cuanto a los valores de IP, el modelo Jellium esférico dentro de la DFT-LDA
consigue predecir cualitativamente los resultados experimentales, aunque su magnitud
es demasiado grande en comparacion con los experimentos. Esta discrepancia se debe a
la simetria esférica considerada en el modelo Jellium y al haber considerado el sistema
de spin compensado.

Con el fin de resolver la primera fuente de error, se puede hacer una analogia con la
Fisica Nuclear y plantear la densidad de carga positiva de los cores como dependiente
de un pardmetro de deformacion. Llegariamos a tener en los cllsteres formas prolate,
oblate y esféricas, asi como todos los posibles casos intermedios. Esto es lo que se
conoce como modelo Jellium deformado (similar al modelo de Nilsson de la Fisica
Nuclear) y que seria el paso siguiente para continuar nuestro trabajo en el estudio de la
estructura de capas.

A su vez, como ya hemos comentado, el error debido al no tomar explicitamente el spin
se puede remediar considerando la aproximacion de la densidad local con spin (LSDA).
En esta aproximacion habria que considerar las dos posibles orientaciones de spin que
tiene la densidad y plantear el espacio total de estados como el producto tensorial del
espacio de posicion (el considerado en LDA) por el espacio de spin (de dimension dos,
que identificamos con spin up y spin down).

Asi pues, podemos ver que despreciar por completo la estructura de los cores no nos
proporciona valores cercanos a los medidos experimentalmente de los potenciales de
ionizacion. Sin embargo, de forma cualitativa, el modelo Jellium nos permite hacernos
una idea de la estructura de capas que observaron Knight et al.

%2 Ver referencia bibliografica [7].
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La pregunta principal que este trabajo deberia dejar abierta es la siguiente: ¢hasta qué
punto podemos considerar un sistema de atomos (en nuestro caso, alcalinos) como un
sistema discreto, es decir, una nanoparticula?; ¢y en qué casos podemos considerarlo un
sistema continuo, es decir, un sélido macroscopico? O en otras palabras, y atendiendo al
titulo del trabajo, ¢cudndo la estructura de capas electronicas pasa a convertirse en la
estructura de bandas tipica de sélidos?

Esta pregunta nos lleva a lo que se conoce como “supercapas” electronicas en clusteres
alcalinos. El desarrollo de estas supercapas podria ser motivo de un posible trabajo en
consonancia con éste TFG.
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APENDICE A: TEOREMAS DE HOHENBERG-KOHN

Vamos a pasar ahora probar los dos teoremas de Hohenberg y Kohn.

e Teorema a) — la energia del estado fundamental de un sistema de N particulas
interaccionantes es un funcional Unico de la densidad p (7).

Demostracion

VVamos a probar este primer teorema mediante reduccion al absurdo. Sabemos que:
H=T+V,+V, (A1)

Donde V,, es el potencial de interaccion entre los electrones.

Como el sistema esta definido por V,,., el teorema se reduce a tener una relacion
univoca entre V,,, Y po = || Para probar el teorema por reduccion al absurdo,
supondremos que:

3 Ve # Ve contpy =g / po =po  (A.2)

Es decir, dos sistemas diferentes dan la misma densidad p,. Aqui hemos definido i,
como el estado fundamental no degenerado de H y 1, como el estado fundamental de

!

H.
Ahora bien, sabemos que:
Bo = WolHltpo) = olT + Vee o) + [ oV @ (4.3)
o = ol 1) = WolT + Vee ) + [ poViee v (. 9)
Aplicando el teorema de Ritz:
o < olHIG) = WolH + Ve = Vixc ) = Bo + [ 5oV = Vee) v (5)

Ey < (ol HIo) = (WolH' + Veyy — Vit Itho) = Eq + f PoVext = Vex)dv  (A.6)

Sumando A.5y A.6, se llega a un absurdo:
Eo+Ey<Ey+E, (A6)

Entonces, V,,, = V,,, Y el teorema a) queda demostrado.
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e Teorema b) — el funcional de la energia total es minimo para el estado
fundamental si, y solo si, la densidad p,(7) que lo minimiza es la verdadera
densidad del sistema, por lo que es solucion de la ecuacion de Schrodinger. Por

tanto:

SE[p(¥)]

so1| L -0 (210

po()

Ey = E[po(¥)] = min{E[p(F)]} -

Demostracion

Por la ecuacion 2.11, podemos escribir el funcional:
o] = GIT + V) = Bolp()] = 1[p@] + [ Ve Do & A7)
Por el teorema de Ritz:
Bo = Elpo) = Ilpo] + [ Vexwpo dv < Elp]  (A.8)

Y queda demostrado el teorema b):

Ey, = E[py] = min{E[p]} para variacionesdep (A.9)
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APENDICE B: MODELO DE THOMAS-FERMI

El modelo de Thomas-Fermi para el gas de electrones homogéneo fue desarrollado en
1927, mucho antes del desarrollo formal de la DFT-. Esto se debe a que posteriormente
se entendio este modelo como una parte de la DFT a la que se llamo aproximacion de la

densidad local 6 LDA.

En principio, vamos a suponer un sistema de N electrones libres (no interaccionan entre
si) confinados en una region del espacio, que tomaremos de volumen v =13, y

sometidos a un potencial constante (que tomaremos como origen de potenciales):

LY
Fd

oo
A

FIGURA A.1. Forma del potencial constante al que esta sometido el gas de
electrones de Fermi.

La ecuacidon de Schrodinger serd, teniendo en cuenta que solo tienen energia cinética:

hZ
- %Vzui (x,y,2) = Ejui(x,y,z)  (B.1)

Con la condicion de contorno, debida a la simetria de confinamiento:
u(7=0)=w(Lyz) =u(xLz)=u(xyL)=0 (B.2)

Por tanto, las soluciones seran ondas planas, donde:

(
u;(x,y,z) = \/;%sin (nxTn x) sin (n}L—ﬂy) sin (nZTn z) conn, = 1,2, ...

2h2
k E, = ;TmLZ n? conn = (nx,ny,nz)

(B.3)
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Para obtener ahora la densidad de estados D (E), trabajaremos en el espacio de estados,
donde suponemos una esfera de radio n:

nz

FIGURA A.2. Estados accesibles en una esfera de radio n.

Asi, el nimero de estados accesibles N, es:

14
NS:2'§'§7T7’1 = —

1 2m\3/?
32 <

h—2> vE3/?2  (B.4)

. . 1
Donde el factor 2 aparece debido al spin, el factor 5 ya que tomamos n, > 0 con
4 .
k=xy2Y gnn3 es el volumen de la esfera del espacio de estados.
Ahora bien, ya que la diferencia entre niveles es pequefia en comparacion con las

dimensiones de v, podemos suponer la E “cuasi-continua” y definir asi una densidad de
estados:

dN, 1 2m\*/?
B =5 =zm(5) @9
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De acuerdo con el principio de Pauli, a T = 0 K, los N electrones van ocupando los
estados hasta el Gltimo nivel, llamado nivel de Fermi E:

n(e,T) | _—~ gle)
WT:O
T>0
~A’BT
- -

FIGURA A.3. Densidad de estados (linea discontinua) y nimero de electrones por
unidad de energiaparaT =0 KyparaT > 0K

Y que se define como:
Er hZ N
N = f D(E)dE —» Ep = — (3n%p)?/® conp=—=cte (B.6)
0 2m v

Como tendremos solo energia cinética:

h2
Ep = %k% - kp = B3n?p)!?  (B.7)

Ahora bien, en el caso de &tomos multielectrénicos o en nanoparticulas metélicas, los N
electrones se suponen sometidos a un potencial efectivo total y central V(r), lentamente
variable con r y que cumple con V(r — o) = 0, por lo que localmente:

V(r) = cteencadapuntor (B.8)

Podemos escribir, paraT = 0 K:

2
=04 V() S0 By = Er+V() ~cte <0 (B.9)

Y, por tanto, podremos escribir de manera aproximada la relacion local:

ke () = (3n2p()"°  (B.10)

Que es la ecuacion 2.23 que pretendiamos demostrar.
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Ahora bien, en el espacio fasico, la densidad de energia cinética se puede escribir como:

pr() 2
p 3
b= e
0

p?
PP gy (B.A1)
2m pi(r) p

Donde hemos introducido el paso de la integral en el espacio de coordenadas al espacio
fasico. Tendremos:

2/3 3 ,3.\2/3
E<_) [aw] (B.12)

3h% /3
t = oI con e = —o—(-) -

10m \8m

Y queda demostrada la relacion 2.24.
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APENDICE _C: CALCULO DEL TERMINO DE
INTERCAMBIO DE LA LDA

Por altimo, nos queda demostrar la relacion 2.25 para el término de intercambio de la
aproximacion de la densidad local.

Este célculo fue desarrollado en 1930 por Dirac, en torno a los afios de desarrollo del
modelo de Thomas-Fermi.

Para el siguiente desarrollo, supondremos un sistema compensado en spin (p spin T=
p spin 1), por lo que tendremos para la matriz densidad:

N
MO R =2) u HuE (€1
i=1

Y por Hartree-Fock sabemos que la expresion del intercambio es:

GARIN

1
EJTV@E, )] =—-+ j d*r d*r, | (C.2)
4 le
Donde tomaremos:
r = > m T (C 3)
T, =1 —T1;

Como estamos en la LDA, tendremos las soluciones que son ondas planas dadas por
B.3:
ik

21 .
conki =—mn; (j=x,y,2z) (C4)

1
u,(r) =—-=e T

1/2

Como con la densidad de estados, pasamos al espacio fasico, y de acuerdo con la
relacion:

. _ kr
f etz g3 = f eikr12¢0s 6 gin @ k2dkdOdp = 4m | k%jy(kri)dk  (C.5)
0

Donde 6 y ¢ son los angulos colatitud y azimut que forman los vectores de posicion

relativa 7, y el momento de los electrones k, asi como j,(x) es la funcién de Bessel de
primera especie y orden 0.

23 . . . . .
Necesario para poder calcular el coeficiente ¢, exacto. Como ya he indicado en la nota 5, solo
introduce un factor 2.
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Usando la relacion:

[ #ioedx=jheoxt 0

Obtenemos:

. 1 ji(kpriz)
rO@E ) = Fr—g(kﬂlz)z (C.7)
12

Usando B.10:

J1(kpr12)

F(l) —>’——> — 3 -
(7, 7112) p(¥) KrTis

(C.8)

Entonces, volviendo a la formula C.2, podemos escribir:

1 - — F(l)(?J
E.[p] = —Zfd3rd37”12 |

12 4 ’ (3m2p)?/3 x

Y como:

0 2
f ]1(x)dx=1 (C.10)
o 4

X

Tenemos:

1/3
Elo] =5 (2) [anear

Y queda demostrada la férmula 2.25.

kp712)| LA 4p* f Ji (%) dx
0

(C.9)
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