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Capitulo 1

Introduccion

La presente memoria se debe a la realizacién de un Trabajo de Fin de
Grado en Matematicas y consiste, como indica su titulo, en la descripcion de
determinados métodos polinomiales para trabajar en grafos, y en particula-
ridad en su coloracion.

Los resultados principales serdan la identificacién de grafos k-coloreables
y Unicamente k-coloreables, y cémo encontrar una k-coloracion propia.

El primer capitulo de la memoria consistirda en una introduccién a la
Teoria de la Coloracién de grafos, se presentaran el “Problema de los Cuatro
Colores” y la “Conjetura de Xu” y se incluird un algoritmo para colorear
grafos.

En el segundo capitulo se incluira todo el bagaje algebraico necesario para
demostrar los teoremas de los capitulos siguientes, es decir, las variedades
afines y las bases de Grobner.

El tercer capitulo es el capitulo central de este proyecto. En el se dan
teoremas que, utilizando las bases de Groébner, permiten distinguir cuando
un grafo es k-coloreable y tinicamente k-coloreable.

En el cuarto capitulo se estudia el caso particular de la “resolucién de
Sudokus”, que en el fondo es un problema de coloracién de grafos. Aqui se
da un algoritmo, basado de nuevo en las bases de Grobner, que permite
resolverlos mediante el calculo de ideales.

Finalmente, en el tultimo capitulo se proporcionara una breve conclusion
sobre el uso de polinomios cromaticos para resolver el problema de la colo-
racion de grafos.






Capitulo 2

El problema de la coloracién de
grafos

En la asignatura de Matematica Discreta, de tercer curso del Grado en
Matemaéticas, se estudian los grafos (especialmente los grafos planos) y se ve
una introduccién a la k-colorabilidad de un grafo. Sin embargo, a lo largo
de este capitulo se incluyen algunas de las definiciones que se vieron en la
asignatura, principalmente con el propédsito de fijar una notacion.

2.1. Definiciones

2.1 Definicién. Un grafo G = (V, E), o simplemente G, es un par ordenado
de conjuntos, donde los elementos de E, a su vez, son pares de elementos de
V. Los elementos de V' se llaman wvértices, y los de de E, aristas. Se dice que:

s (7 es orientado si las aristas sélo se pueden recorrer en un sentido. En
caso contrario diremos que es no orientado.

= (G es sumple si no tiene ni aristas multiples ni bucles.
= (7 es conexo si existe un camino que permite recorrer todos los vértices.

Nota. En este trabajo (salvo mencién explicita), cuando se hable de un grafo
G de n vértices nos referiremos a un grafo simple, no orientado y conexo, en
el que V= {1,2,...,n}, y los elementos de E se denotaran por {i,j}, con
,7€Vei<y.

2.2 Definicién. Definimos el grado de un vértice como el nimero de aristas

que inciden en él. Diremos que un grafo G es regular cuando todos los vértices
de G tienen el mismo grado.



2.3 Definicion. Sea G un grafo de n vértices, sea k un entero positivo,
con k < n. Sea Cy, = {c1, g, ..., ¢} un conjunto de k elementos, donde cada
cr € Zy se denomina color. Una k-coloracion de los vértices de G, o simple-
mente, una k-coloracion de G, es una aplicacion v : V — C}.

El niimero de k-coloraciones de un grafo G de n vértices es k", ya que
cada vértice se puede colorear con k colores distintos.

2.4 Definicion. Dada una k-coloracién de G se dice que es propia si todo
par de vértices adyacentes recibe colores distintos, es decir, si Vi,7 € V,
{i,7} € E,v(i) # v(j). En caso contrario, la k-coloracién se llama impropia.

2.5 Definicién. Dadas dos coloraciones de un grafo G, se dice que son
distinguibles si no se puede obtener una como permutacion de los elementos
de la otra.

2.6 Definicién. Se dice que G es k-coloreable si tiene al menos una k-
coloracién propia y que es unicamente k-coloreable si tiene solamente una
k-coloracién propia distinguible.

Nota. Si GG es un grafo de n vértices y unicamente k coloreable, entonces
tendré k!-coloraciones diferentes no distinguibles entre si, ya que

t{Perm{l,...k}} =kl

2.7 Ejemplo. Consideremos el grafo

G=({1,2,3,4,5},{{1,5},{1,4},{4,5},{2,5},{3,5},{2,3}})

y veamos que es 3-coloreable, pero no tinicamente 3-coloreable. Esto se puede
hacer facilmente calculando sus coloraciones propias:

2 1 2 1

Al anadirle la arista {3,4} al grafo anterior, conseguimos un grafo H que
es unicamente 3-coloreable, y observamos que tiene 3! = 6 coloraciones pro-
pias no distinguibles.



3 4 3 4 3 4
2 1 2 1 2 1
3 4 3 4 3 4

Uno de nuestros objetivos serd buscar una forma de saber si un grafo
tiene una coloracién propia, y si la tiene cudndo es unica. Una primera for-
ma de hacerlo es buscar las coloraciones propias mediante un algoritmo de
coloracion.

2.2. El algoritmo austero de coloracion

Vamos a dar entonces un procedimiento general que nos permita encontrar
una coloracién propia de un grafo G de n vértices usando el minimo nimero
de colores posibles.

Supongamos que tenemos un conjunto ordenado de n colores, C' = (cq, ..., ¢,).
Esta claro que a lo sumo necesitamos n colores, uno para cada vértice. El
siguiente algoritmo permite obtener una coloracién para cada ordenacion de
los vértices.

ALGORITMO AUSTERO (greedy algorithm):

1. Ordenar los vértices del grafo: vy, ...v,;
2. A v; le asignamos el color c¢q;

3. Para i desde 2 hasta n
para j desde 1 hasta ¢ — 1
si v; es adyacente a v; descartamos el color de v; de C
fin si;
fin para;
asignamos a v; el primer elemento de C' no descartado;
fin para;

FIN



Sin embargo este algoritmo no es tan efectivo como puede parecer a pri-
mera vista. Vamos a verlo con un ejemplo:

2.8 Ejemplo. Consideramos el grafo G = {1,2,3,4}, {{1,2},{2,3},{3,4}},
y veamos que dependiendo de cémo etiquetemos los vértices obtenemos una
u otra coloracion:

v =1 vy =3 i =1 g = 3
*—o —o 0 80— 0@

t*a & g =4 t'a

Por lo tanto, el problema ahora seria: “Dados los n! érdenes posibles,
encontrar el orden para el cual necesitemos el menor niimero de colores”, es
decir, encontrar el orden éptimo de los vértices. Pero este orden 6ptimo es
consecuencia de encontrar una k-coloracion del grafo, con el menor k posible,
y no al revés.

Esto quiere decir que para encontrar la k-coloracion de un grafo G de
n vértices, con el menor k posible, tendremos que aplicar el algoritmo a los
n! distintos érdenes de los vértices, y escoger la que menos colores utilice.
Luego, esta no es una forma efectiva de encontrar la coloracién de un grafo.

Nuestro objetivo a lo largo de los siguientes capitulos sera buscar formas
mejores de hacerlo.

2.3. Polinomios cromaticos y niimeros
cromaticos

2.9 Definicién. El nidmero cromdtico de G, denotado por x(G) es el menor
numero de colores, k, necesarios para tener una k-coloracion propia del grafo.
Es decir, el k que hace que G sea k-coloreable pero no (k — 1)-coloreable.
Se dice que G es k-cromaético si x(G) = k.

Vamos a acotar x(G):

Estd claro que si denotamos por A(G) el maximo grado de G (es decir,
todos los vértices de G tienen grado menor o igual que A(G)), entonces el
algoritmo austero utiliza a lo sumo A(G)+1 colores. Luego x(G) < A(G)+1.

Pero esta cota puede mejorarse:



2.10 Proposicién. Sea G un grafo con grado mdzimo A(G), y que tiene
al menos un vértice w de grado estrictamente menor que A(G), entonces

x(G) < A(G).

Demostracion. Sea G un grafo que cumple las hipdtesis de la proposicién.
Ordenamos los vértices de forma que w sea el ultimo vértice de la lista, esto
es w = v,. Sea s el nimero de vértices adyacentes a w. Los etiquetamos
Up_s, ---, Un_1 de tal forma que precedan a w, delante de estos consideramos
los vértices adyacentes a v,,_1 que no hayamos considerado hasta ahora, luego
los de v,,_5 y asi sucesivamente hasta que no tengamos mas vértices. Si ahora
aplicamos el Algoritmo Austero,

t{vecinos anteriores} < A(G) — 1, (2.1)

porque todos los vértices excepto w tienen algin vecino posterior. Como el
grado de w es estrictamente menor que A(G), para w también se verifica 2.1.
Luego para todo v € G hay a lo sumo A(G) — 1 colores prohibidos, y por
tanto bastard con A(G) colores para colorearlo.

Vamos a dar ahora algunos resultados mas acerca del nimero cromatico,
para ello necesitamos la siguiente definicién.

2.11 Definicién. Sean G y H dos grafos, decimos que H es un subgrafo de
G, y denotamos H C G, si se verifica que V(H) C V(G) y V(H) C V(G),
donde V(G), V(H) denotan los vértices de G'y H respectivamente y E(G),
E(H) las aristas.

2.12 Proposicién. Sea H C G, entonces x(G) = x(H).

Demostracion. Sea x(G) = k, entonces H, como subgrafo de G, admite una
k-coloracion propia, es decir, x(H) < k.

[m]

2.13 Proposicién-Definicion. Denotamos por G+H el grafo resultante de
la union G U H, esto es, al anadir todas las aristas necesarias para que
todos vértice de G sean adyacentes con todos los vértices de H. Entonces

X(G+ H) = x(G) + x(H)



Demostracion. Por la proposicién anterior x(G+ H) > x(G) y x(G+ H) >
X(H), luego resulta inmediato que x(G + H) > x(G) + x(H).

La otra desigualdad también es evidente, ya que como cada uno de los vértices
de G es adyacente a cada uno de los vértices de H, no se puede usar ninguno
de los colores usados en la coloraciéon de G para la de H, y viceversa. Por lo

tanto x(G + H) < x(G) + x(H)

Pero aparte de conocer el niimero k de colores que necesitamos para colo-
rear un grafo GG, también queremos saber el niimero de formas de colorearlo
con k colores. Esto es precisamente lo que indica el polinomio cromatico.

2.14 Proposicién-Definicién. Sea G un grafo de n vértices. Llamamos
polinomio cromdtico de G al polinomio de grado n en la variable k que cuenta
el nimero de formas distintas (no distinguibles) en que se puede colorear G
usando k colores; aunque no es necesario que se utilicen todos. Se denota por

XG(k>-

Para demostrar que xg(k) es un polinomio exactamente de grado n en k
necesitamos enunciar un resultado previo, y fijar una notacion.

Notacion. Sea G un grafo de n vértices. Sea e € E. Denotamos por G \ {e}
el grafo que se obtiene a partir de G suprimiendo la arista e, sin quitar los
vértices.

2.15 Definicién. Sea G un grafo de aristas E, y sea e € E. Se define la con-
traccion de G por e, y se denota G/e, al grafo G’ resultante de identificar los
vértices de G adyacentes por e y suprimir las aristas dobles y bucles. Se dice
que un grafo H es contraccion de G si se obtiene por sucesivas contracciones
por las aristas.

Nota. El conjunto formado por G y sus contracciones es un conjunto parcial-
mente ordenado (A < B si A es contraccién de B).

2.16 Proposicién. Con la notacion anterior, se verifica que

XG(k?) = XG\{e}(k) - XG/e(k)‘

Demostracion (2.16). Observemos que xq/e(k) es el nimero de coloraciones
propias de GG para las que los vértices adyacentes por e reciben el mismo color;
y que las coloraciones propias de G obligatoriamente llevaran dos colores
distintos en los vértices adyacentes por e, luego xg(k) serd el numero de
coloraciones propias de G\ {e} que asignen a los vértices adyacentes por e
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dos colores distintos. Ahora bien, xg. (e} es la suma del nimero de formas
de colorear G\ {e} dando a los vértices adyacentes por e colores distintos y
del nimero de formas de colorear G' \ {e} ddndolos colores iguales. Escrito

de otra forma, xa (e} (k) = xa(k) + xa/e(k).
O

Demostracion (2.14). Veamos que xg(k) es un polinomio con coeficientes
enteros. Vamos a razonar por induccion sobre el numero de vértices de G: Si
n =1, xg(k) = k, luego es cierto. Supongamos ahora que xg(k) es siempre
un polinomio en k con coeficientes enteros para grafos G con |E(G)| < m.
Sea H un grafo cualquiera con m + 1 aristas. Si e es una arista de H por
9.16,

XH(k> - XH\{@}(k) - XH/e(k)a

donde H \ {e} tiene m aristas y H/e tiene m aristas o menos. Por induc-
cion, los dos términos a la derecha de la igualdad son polinomios en k con
coeficientes enteros. Luego su resta, yg(k) también serd un polinomio con
coeficientes enteros. Veamos ahora que (k) tiene grado exactamente n.
Razonamos por induccién sobre el nimero de vértices. Para el cason =1 es
trivial. Veamos el caso general: Supongamos ahora que para todo grafo G de
m vértices. Se verifica que yg tiene grado m. Consideramos ahora un grafo
G de m + 1 vértices. Sea v un vértice de GG, sea H el subgrafo de G que se
obtiene al quitar a G el vértice v y todas las aristas, ey, ..., €5, que inciden en
él.

XG(k> = XG\{61}(k)_XG/61 (k) = XG\{ELGZ}(k)_X(G\{el})/GQ (k)_XG/el(k) = ..

Observamos que G~{ey, e, ..., €5} no es conexo: es el grafo formado por H
y el vértice aislado v. Como v no es adyacente a ningtin vértice de H, podemos
colorearlo de k formas distintas, independientemente de la coloracion de H,
luego XG-fer,en,.es} = kXH, asi que Xa{e;,es,....e.} tiene grado m + 1, ya que
por hipétesis, y g tiene grado m (porque H tiene m vértices). Veamos ahora
que el resto de polinomios tienen grado menor o igual que m. Pero esto
es evidente porque los grafos G'/e tienen un vértice menos que G’, luego
tendran a lo sumo, m vértices, y por tanto daran lugar a un polinomio de
grado estrictamente menor que m + 1, que en ningin caso podran anular

XG\{el,eg,...,es}-



Describamos ahora brevemente la relaciéon entre nimero cromaético y po-
linomio cromético en los grafos iinicamente k-coloreables.
Si G es un grafo inicamente k-coloreable, entonces, por definicién, x(G) = k
v Xa(x(G)) = k!, ya que tenemos que considerar todas las permutaciones
posibles en el conjunto de los colores. Por otra parte, como GG es inicamente
k-coloreable, no es r-coloreable, para r < k luego xg(x(r)) = 0 para todo
r<k=x(G).

Vamos a ilustrar esto con un ejemplo.

2.17 Ejemplo. Volvamos a considerar los grafos en 2.7: Sus polinomios
cromaticos se pueden calcular a simple vista con ayuda de la Combinato-
ria:

Calculemos primero el de G.

- Empezamos por el vértice 5: Como es el primero que coloreamos tenemos
k colores posibles.

- Para el vértice 4 tenemos todos los colores menos el que hemos usado en 5
porque son adyacentes, luego k — 1.

- Para el vértice 1 no podremos utilizar los colores empleados ni en 5 ni en
4, luego tendremos k — 2.

- Por 1ltimo, la situacion de los vértices 4 y 2, es la misma que la de 4 y 1
respectivamente.

- Multiplicando todas las posibilidades encontramos el polinomio cromatico:

Xa(k) =k (k—1)%- (k—2)"

Vamos a calcular ahora el de H:
- Para 5, 4 y 1 utilizamos el mismo argumento que en G. - Con 3 (y con 2)
sucede como con 1. Como es adyacente a 5 y a 4 (respectivamente a 3 y a
5) s6lo lo podremos colorear con los colores que no hayamos usado en estos
vértices, luego con k — 2. - Multiplicando obtenemos todas las posibilidades
de coloracién, y por tanto, el polinomio cromatico:

xuk)=k-(k—1)-(k—2)3

Luego G'y H son 3-coloreables pero no 2-coloreables. Ademds, tenemos que
xa(3) = 12, xg(3) = 6 = 3!y xa(r) = xu(r) = 0 para r = 1,2. Luego
concluimos que H es tnicamente 3-coloreable y que G no es unicamente
k-coloreable para ninguin k.

En los dos grafos del ejemplo anterior es facil calcular el polinomio cromati-
co, y por tanto el nimero de k-coloraciones de los grafos, pero jqué ocurre
si consideramos un grafo mas complicado? Consideremos el siguiente grafo:
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En este caso no es facil calcular el polinomio cromatico, por lo tanto
necesitaremos calcular el niimero de coloraciones de otra manera. Este es,
precisamente, uno de los objetivos del capitulo 4.

Ademas de éste nos plantearemos otro problema:

Sea GG un grafo y H un subgrafo de G con una k-coloracion propia. ;Es
posible extender la k-coloracion propia de H a una k-coloracién propia de G.
Si es posible, ;de cuantas formas distintas se puede hacer? Y si no es posible,
Jcual es el minimo niimero m que necesitamos para obtener una m-coloracién
propia de G que conserve la k-coloracion de H?

Estos problemas también se solucionaran en el capitulo 4 con un enfo-
que bastante innovador: las bases de Grobner. Sin embargo, estas preguntas
tienen su origen en un problema clésico muy conocido: “El Problema de los
Cuatro Colores”.

2.4. Un problema clasico: El problema de los
cuatro colores

El “Problema de los Cuatro Colores” es un problema topoldgico, propues-
to por Francis Guthrie a principios de 1850 y que no se resolvié hasta finales
del siglo siguiente. El problema era encontrar el minimo ntimero de colores
necesarios para colorear un mapa, de modo que dos regiones fronterizas no
compartiesen el mismo color.

La conjetura fue planteada en 1852 cuando Guthrie, después de haber
coloreado un mapa de Inglaterra con cuatro colores, conjeturd que todo mapa
politico se podia colorear con a lo sumo cuatro colores.

11



Es evidente que tres colores no son suficientes, porque se puede crear
facilmente un mapa que necesite al menos cuatro, por ejemplo:

En 1879, Alfred Bray Kempe probé que cinco colores eran suficientes pero,
aunque no se habia encontrado todavia un mapa de que no fuese 4-coloreable,
tampoco se habia demostrado que todos tenian que serlo.

Tras varias demostraciones fallidas como la de Alfred Kempe en 1879
(que fue refutada por Percy Heawood en 1890) o la de Peter Guthrie Tait
en 1890 (que fue refutada por Julius Petersen en 1891), finalmente en 1976
se publica una prueba (asistida por ordenador) que garantiza que todos los
mapas politicos se pueden colorear con a lo sumo cuatro colores. Sin embar-
go, esta prueba, propuesta por Kenneth Appel y Wolfgang causé una gran
controversia, precisamente porque se ayudaba de un ordenador.

En 1997, Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour y Robin Thomas
publicaron una prueba de 42 paginas, también hecha con la ayuda de un
ordenador, que si fue cominmente aceptada, poniendo fin a un problema que
habia ocupado a los matematicos durante mas de un siglo, y que de hecho se
habia convertido en el problema mas estudiado de la teoria de grafos.

Aparte de este resultado se han enunciado otros muchos en relacién a la
colorabilidad de un tipo de grafo. Sin embargo, nosotros en este documento
no vamos a considerar los resultados que versan sobre un tipo concreto de
grafos, sino que vamos a proporcionar métodos generales para estudiar la co-
lorabilidad en todo tipo de grafos, independientemente del espacio topolégico
en el que se ubiquen.

2.5. La conjetura de Xu

Otro problema que también se ha estudiado mucho en teoria de grafos es
la Conjetura de Xu:

En 1990, Xu demostro el siguiente teorema, que da una cota inferior del
numero de aristas que tiene que tener un grafo tinicamente k-coloreable:

12



2.18 Teorema (de Xu). Dado un grafo G simple y conexo, si G es unica-
mente k-coloreable, entonces

k(k — 1)

Bl 2 (k= — 2

donde E son las aristas y n el nimero de vértices de G.

Ademas conjetur6 que si G es simple, conexo y tinicamente k-coloreable y
se verifica |E| > (k—1)n— @, entonces G contiene un subgrafo completo
de k-vértices.

En 2001 Akbari, Mirrokni, Sadjad demostraron que la conjetura era falsa.
Para ello utilizaron el siguiente grafo, con £ =45 n=24y k = 3.

La demostracién de que la conjetura era falsa se basaba en un argumento
combinatorio, y Akbari, sin embargo queria una prueba algoritmica.

Esto nos lleva a un nuevo problema: Encontrar un algoritmo efectivo que
permita distinguir la k-colorabilidad tinica y generarla, y esto es precisamente
nuestro objetivo en este trabajo.
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Capitulo 3

Conceptos algebraicos

En este capitulo estudiaremos el dlgebra del anillo de polinomios K[ X7, ..., X,]
y la geometria que estd asociada a él. El dlgebra viene dada por los ideales
y la geometria por las variedades afines. Ademads, en particular, estudiare-
mos las bases de Grobner, que nos permiten solucionar algunos problemas
de ideales polinomiales. Este capitulo estd basado principalmente en | ].

3.1. Ideales y variedades afines

El concepto de ideal de un anillo se ha tratado repetidamente en muchas
de las asignaturas del Grado en Matematicas, por lo tanto en esta seccién no
se hara. Empezaremos estudiando qué son las variedades afines y, finalmente
describiremos la relacion que existe entre ellas y los ideales.

3.1 Definicién. Sea K un cuerpo y fi,..., fr € K[X3, ..., X,,]. Definimos
V(fi, . fr) ={(a1,...;a,) € K" : fi(a,...,a,) =0, V1<i<s}

Llamamos V(fi, ...f,) la variedad afin definida por fi, ..., f,.

La variedad V(fi, ..., fn) C K" es, por lo tanto, el conjunto de soluciones
del sistema de ecuaciones

fiXy, .., X)) = ... = fr(Xq,.., X,) =0,

es decir, los puntos comunes a los hipersuperficies asociadas a los polinomios

fio e [
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3.2 Lema. Si V,IWW C K" son variedades afines, también lo son VU W y
Vnw.

Demostracion. Sean V- =V (f1, ... fr) y W =V (g1, ..., gs). Veamos que

VﬂW = V(fla---afragla---7gs)

La primera igualdad es evidente, ya que decir que x € V N'W es lo mismo
que decir que fi(x) = ... = fr(x) = g1(x) = ... = gs(x) = 0.

Probemos ahora la segunda igualdad:

Si x € V, entonces para todo i, fi(x) = 0, lo que implica que f;g;(x) = 0
para todo j. Luego VU W C V(f,g;).

Para probar la otra inclusién tomamos x € V/(f;g;). Si x € V hemos acabado.
Sino, existe un f;, € V tal que f;,(x) # 0. Como f;,g;(x) = 0 para todo j,
todos los g; se tienen que anular en x, y por tanto x € WW.

3.3 Proposicion. Si{fi,.... f+}, {91, .-, gs} son sistemas de generadores del
mismo ideal en K[ X1, ..., X,|, entonces V(f1,..., fr) =V (g1, -, gs)-

Demostracion. La demostracion es evidente.
a

Nota. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto en general. Basta
considerar I = (X?) y J = (X3) en K[X]. Pero veremos que si es cierto en
el caso de que I sea un ideal radical.

3.4 Proposicién-Definicién. Sea V' C K[Xj, ..., X,] una variedad afin.
Entonces

I(V)={feK[Xy,.. ,X,]: f(x)=0, VxeV}

es un ideal, que se llama ideal de anulacion de V', o simplemente, ideal de

V.

Demostracion. Sean f, g € I(V), h € K[X1,...,X,], yx e V.
1) 0 € I(V), ya que el polinomio cero se anula en todo K".
2) f(x)+g(x)=0+0=0.
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3) h(x)f(x) =h(x)-0=0.
Luego I(V) es un ideal.

]

Vamos a trabajar ahora con la variedad afin de un ideal de polinomios.
Como sélo hemos tratado la variedad afin definida por un conjunto finito
de polinomios, tenemos que asegurar que todo ideal I C K[X7,..., X,,] es de
generacion finita. Pero esto es precisamente el Teorema de la Base de Hilbert

[ , pag.73].

3.5 Lema. Sea [ un ideal de K[X7, ..., X,,], entonces I C I(V([)). La igual-
dad no tiene porqué ocurrir.

Demostracion. Sea f € I, es decir, f se puede escribir como suma finita
de polinomios de I. Como estos polinomios se anulan en V'(/), también lo
hard f. Luego f € I(V(I)).

Tomando I = (X%, X2) € K[X;, X5] demostramos que la igualdad no siempre
se verifica.

O

Nota. Si K es algebraicamente cerrado, el Teorema de los Ceros de Hilbert
asegura que I(V(I)) = v/I. La versién débil del Teorema de los Ceros de
Hilbert asegura que si K es algebraicamente cerrado, entonces V(1) =0 si y
solosi 1 € I. (las demostraciones de ambos teoremas se encuentran en [Ful]).

Ideales cociente

Ahora vamos a definir qué son los ideales cocientes, y cudl es la variedad
afin de un ideal cociente.

3.6 Proposicion-Definicién. Sean I, J ideales de K[ X7, ..., X,,]. Definimos
el ideal cociente de I por J

I:J={feK[Xy,..,X,]: fgel, VgeJ}.
Ademas I C I : J.

Demostracion. Para probar que I C I : J es suficiente con la definicién de
ideal, ya que para todo g € K[Xj,..., X,,], y por tanto para todo g € J,
fg € 1. Para probar que [ : J es un ideal, hay que verificar que se cumplen
las tres propiedades, lo cual es inmediato.
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O

Ahora vamos a definir los cerrados de Zariski, ya que los utilizaremos para
demostrar el siguiente teorema.

3.7 Definicién. La clausura de Zariski de un subespacio de un espacio afin
es la variedad afin mas pequena que contiene el conjunto. Si, S € K", la
clausura de Zariski se denota por S y es igual a V(I(.5)).

3.8 Lema. Sean I y J ideales de K[X7, ..., X,]. Entonces
V(I:J)DV({I)NV(J)
y ademas si K es algebraicamente cerrado y I es radical, se tiene la igualdad.

Demostracion. Veamos primero que [ : J C I(V(I) \V(J)).

Sea fel:JyxeV(I)\V(J). Porla definicién de ideal cociente fg € I
para todo g € J. Como x € V(I), f(x)g(x) = 0, para cualquier g € J.
Como x no pertenece a V' (J), entonces, para algin g € J, g(x) # 0. Luego,
obligatoriamente f(x) = 0 para todo x € V(I) ~ V(J), y por tanto [ : J C
I(V(I)\V(J)). Calculando la variedad afin de los ideales a ambos lados de
la igualdad concluimos la primera parte de la demostracion ya que

V(I :J) > VIV~ V() = VI <V,

donde la contencién se debe a que la variedad invierte la inclusién y la igual-
dad a la definicion de la clausura de Zariski.

Supongamos ahora que K es algebraicamente cerrado y que I es radical. Sea
x € V(I : J), es decir, si hg € I para todo g € J, entonces h(x) = 0.
Ahora tomamos h € I(V(I) — V(J), luego h se anula en V(I) — V(J). Si
g € J, gseanula en V(J), luego hg se anula en V(I), luego por el teorema de
Nullstellensatz hg € VI = I, para todo g € J. Como antes habfamos visto
h(x)=0,xe V(I(V(I)~\V(J))),y concluimos.

3.9 Corolario. Sean V y W wvariedades en K". Entonces
I(V): I(W)=1(VW).

Demostracion. En la demostracién de la proposicion anterior vimos que [ :
J C I(V(I)\V(J)). Basta considerar I = I(V)y J = I(W):

IV): I(W) CcI(VI(V)NVUI(W))) =1V ~W).

La otra inclusién se deduce de la definicion de ideal cociente.
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3.2. Bases de Grobner

Aunque el concepto de bases de Grobner corresponde al tema 2 de la
asignatura optariva /flgebm conmutativa y computacional, [DN], y algunos
de los conceptos enunciados se estudian en ella, aparecen en esta seccién
porque son la base del capitulo siguiente.

En esta seccién consideraremos que estamos trabajando en el anillo de
polinomios K[X7, ..., X,,], que denotaremos por R. Empezaremos definiendo
qué es un orden monomial, ya que es indispensable fijar uno cuando traba-
jamos con bases de Grobner, pues los resultados computacionales dependen
del orden fijado.

3.10 Definicién. Un orden monomial en R es una relaciéon < en ZZ%,, esto
es, una relacién en el conjunto de monomios X, a € Z%,, que satisfaga:

1. < es una relacién de orden total en Z%,.
2. Sia<fBy~ye€Zl, entonces a +v < 3 +7.

3. < es un buen orden en Z%,, es decir, todo conjunto no vacio de Z%,
tiene elemento minimal para <.

A continuacién vamos a presentar los érdenes monomiales mas importan-
tes:

3.11 Definicién. Sea o = (a1, ...,an) y B = (b1, ..., Bn) € ZZ,.
(i) Orden lexicogrdfico(lex):
Decimos que a >, 3 si, en el vector a— 3 € Z", la primera entrada por

la izquierda distinta de cero es positiva. Escribiremos también X% >,
X? si >lex ﬁ .

(ii) Orden lezicogrifico graduado(grlex):
Decimos que a > gye, 3 si

2l =" >181=3"8, o lal=18lya>ws
=1 i=1
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(iii) Orden lexicogrdfico graduado inverso(grevlex):
Decimos que a > grepieq 3 si

o =) ;> 8= B, o o=
=1 =1

y, en el vector a — § € Z™ la primera entrada por la derecha distinta
de cero es negativa .

3.12 Definicion-Notacion. Sea

f= Z a, X

finita

un polinomio distinto de 0 en K[X7, ..., X,;]. Fijamos sobre K[Xj, ..., X,,] un
orden monomial.

1. Cada uno de los a, se llama coeficiente del monomio X“.
2. Si a, # 0 entonces a, X“ es un término de f.

3. El multigrado total de f, denotado multideg(f) es el mayor « tal que
a, # 0.

4. Llamamos monomio dominante de f, y denotamos por LM(f), a Xmuitided(f),

5. Llamamos coeficiente dominante de f, y denotamos por LC(f), al coe-
ficiente auitideg(f)-

6. Llamamos término dominante de f, y denotamos por LT(f), al producto

LC(£)-LM(f).

3.13 Definicién. Sea G un subconjunto de K[X7, ..., X,,] el ideal inicial de
G se define
LT(G) :=(LM(g): g€ G~{0}).

En particular estamos interesados en el caso de que GG sea un ideal, ya
que nos permite definir las bases de Grobner.

3.14 Definicién. Fijado un orden monomial, se define una base de Grobner,
G ={91,.-,9s}, de un ideal I de R como un subconjunto finito de elementos
de I , cuyos monomios iniciales generan LT(I), es decir, se verifica

(LT(g1), -, LT (gs)) = (LT(I)).
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Por el Teorema de la Base de Hilbert ([C'LS, 73])todo ideal no nulo I de
R admite una base de Grobner.

3.15 Proposicién. Toda base de Grobner de un ideal I es sistema de gene-
radores de I.

Demostracion. G = {g1, ..., gs} es una base de Groébner de 1.

Es evidente que el ideal generado por los elementos de G estd contenido en 1,
(G) C I. Veamos ahora que también se verifica la otra inclusién. Sea f € I,
utilizando el algoritmo de divisién de polinomios, escribimos f = fig; +
..fsgs+r, donde g, ..., g5, € Ry tales que para todo monomio X* € supp(r),
X*¢ (LT(g1),...,LT(gs)). Pero por otra parte (LT(g1), ..., LT (gs)) = LT(I)
porque G es base de Grobner de I. Luego sir # 0, LT (r) &€ LT(I), y tenemos
una contradiccion porque r = f — (f1g1 + ... fsgs) € 1. Luego concluimos que
r =0, y por tanto f € (G).

]

3.16 Proposicién. Sea G = {g1,...,9s} una base de Grobner de un ideal I
de R con respecto a un orden monomial fijado sobre R. Para todo elemento
f de R existen dos polinomios q,r € R unicos, que verifican:

= f=q+r,
»qgel,
» VX" € supp(r), X* & (LT(g1),..., LT (gs)).

Demostracion. Primero veamos que existen ¢ y r» cumpliendo las condiciones
de la proposicién. Si dividimos f entre todos los elementos de G, obtene-
mos f = fig1 + ...fsgs + 1, donde f1, ..., fs,7 son elementos de R. Poniendo
q = fig1 + ...fsgs y concluimos. Veamos ahora que ¢ y r son unicos. Sean
q.9,r,7" € R, q,¢ € I y r,r" que verifican f = ¢+ r = ¢ + r'. Razona-
mos por reduccion al absurdo: Suponemos que r # r’. Entonces tenemos que
0#r—1r"=¢ —qelyporlotanto (r —7r') € (LT(¢g1), ..., LT(gs)) porque
G es base de Grobner. Como LT(r — ') €supp(r) [Jsupp(r’), hemos llegado
a una contradiccién. Luego r = r'.

O

3.17 Corolario. Fijamos un orden monomial en R. Sea G = {g1, ..., g5} una
base de Grobner de un ideal I de R y f un polinomio de R. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. fel.
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2. El resto de la division de f entre los elementos de G es 0.

Demostracion. (2) = (1): Basta aplicar el teorema 3.15. (1) = (2): Como
f € I basta considerar ¢ = f y r = 0, y escribir f = ¢ + r, donde ¢ € (G).
Aplicamos la proposicién 3.16 y concluimos que r es unico, y por tanto tiene
que ser 0.

]

3.18 Definicién. Sea I € K[X7, ..., X,,] un ideal, llamamos monomios estandar
de I, y denotamos por B.(I) a los monomios que no son dominantes de
ningin polinomio en 1.

3.19 Definicién. Sea G = {gy, ..., gs} una base de Grobner. Se dice que es
una base de Grobner reducida si verifica, para todo i € {1, ..., s}:

2. LM(g;) no es divisible por LM (g;) para i # j.

3. supp (g; — LM(g:)) C B<(1).

3.3. Ideales 0-dimensionales

3.20 Definicidon. Se dice que un ideal tiene dimension de Krull 0 o que es
0-dimensional si V(I) es finito.

3.21 Proposicion. Sea K algebrdicamente cerrado. Sea R = K[X7, ..., X,)]
dotado de un orden monomial. Son equivalentes:

1. I es O0-dimensional.

2. R/I es un K espacio vectorial de dimension finita.

Demostracion. (1) = (2): Si I es 0-dimensional, podemos tener dos casos,
que V(I) sea vacio o que tenga un nimero finito de elementos:

Si V(I) = (), entonces el polinomio constante 1 estd en el ideal (por 3.1), y
R/I =0.

Sino, sea X; € R/I, y consideramos [Xij], j =12 .. Como R/I es de
dimension finita, existe m € N, y existen ¢; € R, 1 <1 < n tales que

m m

0= el =D ¢x]]

Jj=0 Jj=0
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luego

Y gxiel

=0
y como K es algebrdicamente cerrado, la ecuacion

m

D xi=0

J=0

tiene a lo sumo m soluciones. Esto es, si x = (21, ...,x,) € V(I) solo hay m;
posibles valores para la componente i-ésima.

(2) = (1): Sea V(I) = {v',..v"} € K", con v' = (v},..,v}), 1<i<r.
Definimos

fi(X;) = H(Xj — )

que, por construccién, es un elemento de I(V(I)) = /I. Es decir, existe
m; € N tal que f™(X;) € I.
Haciendo lo mismo con cada indeterminada conseguimos

T X)), (X)) €1,
es decir,
(I (X)), fr (X)) C L
Por lo tanto
R/T C R/(fi"™ (X1), . £ (X))

O

3.22 Lema. Sea R = K[X;, ..., X,] dotado de un orden monomial e I un
ideal 0-dimensional de R. Entonces dimgR/1 > |V (I)|.
Nota. dimgR/I es la dimensiéon de R/I como espacio vectorial sobre K.

Demostracidn. Sea V(I) = {v' ...,v"} C K". Definimos los polinomios

Ji, 1<i<r .
H;:l,j;éi(X —v/)
H;:l,j;ﬁi(vi —vi)
Por construccién, fi, ..., fr no pertenecen a I (ya que f;(v;) vale 1sii=jy
0 sino.

Si probamos que [f1], ..., [f-] € R/I son linealmente independientes, entonces
r < dimgR/I y habremos terminado la demostracién.

fz(X> =
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Vamos a probarlo razonando por reduccion al absurdo: si no fueran lineal-
mente independientes, existirian ¢; € R 1 <7 < r tales que

s s

[0] = Zci[fi] - [Z ¢ifil.

i=1 i=1

Sea g = >.i_,cifi € I, luego ¢ se anula en todo V(1) = {v',...,v"} C K"
Luego para 1 <1 < r tenemos

0=g(v)) =D (@f)(v) = 0+ (c:f)(v) = ¢;

=1

Luego, [f1],...[f-] son linealmente independientes.

3.23 Lema. Sea I un ideal 0-dimensional. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. I es un ideal radical
2. I contiene un polinomio libre de cuadrados en cada indeterminada
3. 1B<(D)] = [VI)]-

Demostracion. Tenemos la equivalencia (1) < (3) por [C'LS, Teorema 10] y
por | , Proposicién 4]. Ademés, por | , Proposicién 2.7] si I es radical,
Direa € I, Yiy por tanto (1) = (2).Respectivamente, si (2) es cierto, entonces
Dired = Pi Yy POr tanto [ es radical.

En resumen, si I es O-dimensional y radical, entonces se verifica

V()| = dimgK[X,, ..., X,] /T = |B(I)).
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Capitulo 4

Aplicacion a la colorabilidad de
grafos

En el capitulo anterior apuntamos que las bases de Grobner servian para
resolver algunos problemas de ideales de polinomios. En este capitulo nos cen-
tramos en el problema de coloracion de grafos simples no orientados, y en par-
ticular en reconocer cuando uno de estos grafos es unicamente k-coloreable.
Trabajaremos principalmente con los resultados en [[TW] y [ ].

Ademas, en este capitulo consideraremos:

= K es un cuerpo algebrdicamente cerrado.

= @, al igual que en el capitulo 2, G serd un grafo simple, no orientado,
de vértices V, y aristas E.

» R=KI[Xj,..., X;,] un anillo sobre K en las indeterminadas X7, ...X,.

s () el conjunto de las raices k-ésimas de la unidad, y la coloracién de
un grafo G de n vértices se representard por el vector (v, v, ..., vy,),

v; € Cy, Vi.

4.1. Caracterizaciones polinomiales de la k-
coloracién

4.1 Definicién. El polinomio asociado al grafo G viene dado por

fa = H (z; — ;)

{i,j}€E, i<j

25



4.2 Definicion-Notacion. Sea k < n un entero positivo y suponemos que
la caracteristica de K no es divisible por k. Sea H el conjunto de grafos con n
vértices, formados por el grafo completo de k + 1 vértices (Kj11), v el resto
de vértices, aislados.

Nos interesan los siguientes ideales de R:

Jn7k:<fHIHEH>
Liy=(Xf—-1:ieV)

(4.1)
Iop=1 +<X"]€_Xf {i,j} € E)
ok = 1Ink ~ v 1»J5 €
X — X,

Nota. Para simplificar, dado que el cuerpo va a ser irrelevante, podemos
suponer que K = C.

Veamos que estos ideales nos permiten dar una formulacién algebraica de
la, k-colorabilidad.

4.3 Lema. Los ideales I, , Igx ¢ I, + (fc) son 0-dimensionales.

Demostracion. Como I, C Igy € Ing C I + (fe) bastard probar que
V(I,x) es finito. Pero V(I,) = {v = (v1,...,0,) : v; Taiz k — ésima de 1},
luego |V (I k)| = k" < 0.

O

4.4 Proposicién. Las variedades V(I x), V(Igr) v V(Inx + (fa)) estdn
en biyeccion con todas las k-coloraciones, las k-coloraciones propias y las
k-coloraciones impropias de G, respectivamente.

Demostracion. En la demostracién del lema anterior describimos V' (I, 1), co-
mo las n-uplas de raices k-ésimas de la unidad, luego corresponden a todas las
k-coloraciones posibles de GG por definicién. Veamos ahora que las coloraciones
impropias estan en biyeccién con V (I, -+ (fc)). Sea v = (v1, ..., v,) € V(I 1)
una coloracién de G. v € V(I x + (fa)) © veV(fe) & folv) =0<&
v; = v; para algun {i,j} € F < v es una k-coloracién impropia. Por ulti-
mo veamos que las coloraciones propias estan en biyeccién con V(Ig ). Sea
Xk—x*

vV = (U17...,Un) € V(In,k)7 vV € V(IGJﬁ) &V E V( Xi—Xj’ V{Z,]} c E) N
vk —pk ' /
—L =0, V{i,j} € E & v #v; Y{i,j} € E, porque si v; = v;, para algiin
i~ U5
vk —pk
‘UJ} € FE, entonces ﬁ = kvf—l 7& 0.
i U5
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Ahora veamos algunos resultados sobre los ideales definidos en (4.1) que
mas adelante nos permitiran traducir los conceptos algebraicos al lenguaje
geométrico y viceversa.

4.5 Lema. Los ideales Iy, Igr y Inyk + (fa) son radicales.

Demostracion. La demostracién es trivial porque como por 4.3, los ideales
son 0-dimensionales, podemos aplicar el lema 3.23, y como los polinomios que
generan I, ; son libres de cuadrado en cada indeterminada, los tres ideales
son radicales.

4.6 Lema. Se verifica la siguiente relacion:

g Igr = Ing + (fa).

Demostracion.
In,k . IG,k = I(V(In’k)) . ](V(IG’k)) = I(V(In,k>\V(IG’k)) = I(V(In7k+<fc>)

Donde la primera igualdad se debe a que los ideales son radicales (lemad.5 y
teorema de los Ceros de Hilbert [C'LS, pag.73]), la segunda al corolario 3.9 y
la tercera al lema 4.4.

4.7 Lema. Sea x¢ el polinomio cromdtico de G. Se verifica:
Xg(k) = dllmKR/IGJQ,
k™ — X(;(k) = dmeR/(Imk + {fg})

Demostracion. En el capitulo 2 definimos el polinomio cromético xg (k) como
el nimero de coloraciones de un grafo G' (de n vértices) con k colores. Ademas,
como el nimero de k-coloraciones de G es k™, el nimero de coloraciones
impropias serd k" — x (k). Luego xa (k) = |V(Ier)| vy E"—xc(k) = |V (Igk)+
{fc})|- Aplicando el lema 3.23 quedan probadas las igualdades.
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Volvamos ahora al ejemplo 2.7 y calculemos de esta forma los polinomios
cromaticos de los grafos Gy H. Para ello vamos a usar el programa “Singu-
lar” [Sin]: Fijamos el anillo y el orden monomial. Trabajamos en Q porque
aunque para la teoria necesitamos un cuerpo algebraicamente cerrado y de
caracteriastica no divisible por k, en la practica, para los céalculos a conti-
nuacion, nos da lo mismo, asi que tomamos el cuerpo de caracteristica 0 por
defecto.

> ring R= 0, x(1..5),dp;
Vamos a calcular el niimero cromatico de G

> ideal IG= x(1)°3-1, x(2)°3-1, x(3)"3-1, x(4)"3-1, x(5)"3-1,
x(1) " 2+x (1) *x(4)+x(4) "2, x(1)"2+x(1)*x(5)+x(5)"2,

x(4) "2+x(4)*x(5)+x(5) "2, x(2)"2+x(2)*x(3)+x(3)"2,

x(3) "2+x(3)*x(5)+x(5) "2, x(2)"2+x(2)*x(5)+x(5)"2;

> vdim(groebner (IG));

==>12

Ahora calculamos el niimero cromético de H:

> ideal IH= IG, x(3)"2+x(3)*x(4)+x(4)"2;
> vdim(groebner (IH))
==>6

Evidentemente hemos obtenido los mismos resultado que en 2.7, pero esta
vez el calculo ha sido inmediato.

Ahora que ya tenemos los conceptos necesarios vamos a dar una carac-
terizacion para la no k-colorabilidad de un grafo, y para ello nos vamos a
apoyar en el teorema de Kleitman-Lovasz.

4.8 Teorema (Kleitman-Lovasz). Sea K, el ideal de todos los polinomios
f € R tales que f(vy,...,v,) = 0 para todos los (vy,...,v,) € K" con a lo
sumo k componentes distintas. Entonces

Kn,k = Jn,k-

La prueba del teorema se encuentra en [Lov], y no se incluye en este
trabajo. Este resultado es fundamental para demostrar el siguiente teorema.

4.9 Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. G no es k-coloreable.
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3. El polinomio constante 1 pertenece al ideal I¢ .
4. El polinomio fo pertenece al ideal I, .

5. El polinomio fg pertenece al ideal J, .

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que G no es k-coloreable. Enton-
ces por el lema 4.7 obtenemos (2). (2) = (3): Como ya hemos visto antes
dimgR/Ick = |B < (Igk)|, luego 1 € Igk. (3) = (4): Si Ig, = (1), podemos
escribivr I, x = Iy @ Iox = Ink + (fc), por el lema 4.6. Luego fo € L.
(4) = (1): Supongamos que fg € Ik, es decir, I, + (fa) = Ik , como ya
hemos visto, y por el lema 2.14, k™ — xg(k) = k™; luego x¢(k) = 0, con lo que
hemos demostrado (1). (1) = (5): Si G no es k-coloreable, entonces para todo
v = (v1,...,U,) con a lo sumo k componentes distintas se verifica fg(v) =0,
luego fo € Knx = Jux (donde la igualdad se verifica por el teorema 4.8).
(5) = (1): Supongamos fg € J,x = K, (donde la igualdad ocurre por el
teorema 4.8), es decir, para todo v € K" con a lo sumo k entradas distin-
tas, fa(v) = 0. Esto implica que en G hay al menos dos vértices adyacentes
tienen el mismo color para toda k-coloracion, luego G no es k-coloreable.

4.2. Ideales de coloracion

Esta seccion se compone de toda la mecanica necesaria para probar los
teoremas de la seccion siguiente.

Puesto que vamos a trabajar con bases de Grébner y con el Algoritmo
de Divisién de polinomios en varias variables ([('LS, pag.61-69]) necesitamos
fijar un orden monomial en R. Asi, a lo largo de esta seccién vamos a suponer
que tenemos un orden monomial < fijado.

4.10 Definicion-Notacién. Sea v una k-coloracién propia del grafo G, y
sea | < k el numero de colores que empleamos en la coloracion.

» La clase de color de un vértice i € V, denotada cl(i), es el conjunto de
vértices con el mismo color que 1.

» El mdzimo de la clase cl(i) es el mayor vértice contenido en la clase.
De este modo ponemos m; < ms < ... < m; = n los maximos de las [
clases de color.
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Notacion. Sea U un subconjunto de los vértices de un grafo. Denotaremos
h¢ el polinomio de grado d obtenido como la suma de todos los monomios
de grado d en las indeterminadas {X;; i € U}. Ademaés, definimos hY; = 1.

Ahora vamos a definir los conceptos de v-base y v- base reducida.

4.11 Definicién. Sea v una k-coloracién propia de GG. Para cada vértice
1 € V definimos de la siguiente manera los polinomios g;:

Xf—l S1 1 =m;=n,
gi = h’{f;ljﬂml} st i =m; para algun j # 1, (4.2)

Xi — Xonaz (i) Sino.

El conjunto {g1, ..., g, } se llama v-base del grafo G respecto de la colora-
cion v.

Nota. La aplicacién v +— {gi, ..., g,} depende solamente de cémo son las
particiones de los vértices en las clases de color. En particular, si el grafo es
unicamente k-coloreable, el conjunto {gi, ..., g, } es unico.

4.12 Definicion. Sea v una k-coloracion propia de G. El k-ideal de colo-
racion, o simplemente ideal de coloracion (si k esté claro por el contexto)
asociado a v es el ideal

Al/ = <917 -"7gn>7

donde los g; se definen como en (4.2).

4.13 Lema. El conjunto de polinomios {g1,...,gn} €s una base de Grobner
minimal para el ideal A, = (g1, ...,gn) que genera para cualquier orden mo-
nomial con Xy = ... = X,,.

Demostracion. Es una base de Grobner del ideal que generan porque para
cada 7, LT (g;) es una potencia de X;. En efecto, el conjunto {LT(g;),1 <
) g p ) J 9i)s
i<n}es
k—l41 yrk—l+2 k y .
{Xm1 + Xy + ,...,Xml} U{X;: i#m; Vj},

cuyos elementos son primos entre si y por | , Prop. 4 p. 101] es una base
de Grobner y ademads es minimal.
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4.14 Definicién. Sea v una k-coloracién propia de GG. Para cada vértice
1 € V definimos de la siguiente manera los polinomios g;:

Xf-1 si i =my,
G = Jimjv ) sz: 2 = m; para algun j # 1, (43)
[ si 1 € cl(my)

Xi - Xmaz cl(i) 5ino.

El conjunto {gi, ..., g} se llama v-base reducida del grafo G respecto de
la coloracion v.

Nota. También podemos usar la definicién anterior para calcular la coloracién
propia de un grafo haciendo el procedimiento inverso, mas adelante veremos
un ejemplo.

4.15 Corolario. Si k =1, los ideales polinomiales generados por (4.2) y por
(4.3) coinciden.

Demostracion. Sea | = k. Si i € cl(my) ~ {m}, entonces ¢g; = X; — X, =
Gi — Gm,- Luego ya hemos acabado porque si i & cl(my) ~ {m1}, ¢; = g;.

4.16 Lema. FEIl conjunto de polinomios {gi,...,Gn} es la base de Grobner
reducida para el ideal (g1, ..., Gn) que genera, para cualquier orden monomial
X1 o= Xy

Demostracion. Es una base de Grobner del ideal que generan porque para
cada i, LT(g;) es una potencia de X;. Por lo tanto, los LT(g;) son primos
dos a dos, luego {g1, ..., Gn} es base de Groebner. Ademas es reducida porque
el coeficiente de cada monomio dominante es 1 y para todo i, 1 <1 < n,
LM(g;) |/LM(g;), si j # i; y tampoco divide a los demds monomios del
soporte de g;.

O

4.17 Lema. Sea U C {1,....,n}, e {i,j} C U, entonces para todo entero d
no negativo se verifica

d d-+1 d+1
(Xi — Xj)hiy = hUt{j} - hUi{i}'
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Demostracion. Como hit! — hdUH{Z} = X;h$, y hit! es simétrico en las inde-

terminadas {X; : I € U}, el polinomio X;hf; +h{"%,, también lo es. Tomamos
la permutacién o = (i,j) y obtenemos:

Xihiy + hi iy = o(Xah + hif ) = Xihi; + hily.

4.18 Lema. Para cada i =1,...,1 se verifica

X —1= Xk -1+ Z H m7)]h{mt, sy Ye—lHt -

t=i j=t+1
Demostracion. Para probar este lema, veamos primero que:

-1 l

DT Gy = X I sy =

t=i j=t+1

l

=[] X, = X Ity + Z H m ) Wt sy

Jj=s+1 t=s+1i j=t+1

Usaremos el Principio de Induccion:

Para s = 1 es cierto.

Supongamos que es cierto para s < [ — 1 y veamos que también lo es para el
natural siguiente:

-1

l
ST G X Wl =

k—l4+s+i—1 k—1+t
<Xm7‘ o ij)]h{mzyms+z ml} + Z H - X >]h{mt ----- ml}

t=s+i j=t+1

l
=11
J=s+
l
j=s+i+l

t=s+i+1 j=t+1

[ T (Ko = X I

{ms+1 ----- ml}
j=s+i+1
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Por el lema anterior:

l

_ k—l+s+1i k—l+s+i
o [ H (sz o ij)](h{mivms+i+l---aml} o h{ms+i---vml})
j=s+i+1
-1 l l
k=14t k—l+s+i
+ 2 L G = X)Wy + 1 1L o = X I
t=s+i+1 j=t+1 Jj=s+i+1

l l

-1
_ k—Il+s+1 k—Il+t
- [ H (sz - ij>]h{mi,ms+i+1...,ml} + Z [ H (sz - ij)]h{mt7---7mz}

j=s+i+1 t=s+i+1 j=t+1

Luego, la igualdad es cierta para s <[ — 1.
Tomando ahora s =1 — 1:

{ms,m;}

l
XE =14 [[(Xm, = X )
Jj=l

= XF 1+ (X, — X )W

{mi,m}

Y otra vez por el lema anterior:

=Xy —1+h;, —hh =XF-1+X) — X}

=XF-1+X) - X=X\ —1.

Veamos ahora un teorema que nos permita saber si un grafo tiene colo-

raciones propias.

4.19 Lema. Sean g1, ..., gndefinidos como en (4.2). Entonces I C A,.

Demostracion. Veamos que todos los generadores de I, ;, se pueden escribir

en funcién de los generadores de A,.

Veamos primero que {X* — 1} € A, para todo i € {1, ...
a) i € my,...,my, es cierto por el lema 4.18 XF —1 € A,

,n}:

b) Sino, sea f; = X; — Xynaa a(i)- Entonces existe un polinomio h € R que

verifica:

Xy (i)_1:<fi_Xi>k_1:Xi_1+fih cA,.

mazx cl
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Luego XF —1 € A, para todai € {1,...,n}.
Xk

Veamos ahora que los elementos de la forma {% : {i,j} € E} se pueden
iTAj

escribir en funcion de los generadores de A,. Para ello vamos a probar un
enunciado mas fuerte:

Si U C {mq,...,mi} con |[U| = 2 entonces h’ffl_‘m €A,. (4.4)

Vamos a probarlo por induccién sobre s = |U|:
Sis=1 gm = hlfml,...,ml} — 14+ 1€ A, definido en 4.2. Luego es cierto.
Supongamos que es cierto para s+1 (s + 1 = |U U {v}| para algin v €
{mq,....,m} N U) y veamos que si h’z,H*‘Ul € A, , entonces para todo W C
{mq,...,my}, con |W| = |U|, se tiene que hl&fl*'W' €A
Sea v € {mq,....,m} ~ U , usando el lema anterior tenemos que:
k—s _ pk—stl _ pk—stl

<X“ - XU)h{U}SUU - hU - h’{v}SUU\{u}
Como el polinomio a la izquierda de la ecuacién , y hlffsﬂ estan en A,
también lo estara h'{fv_}ﬁUl\ (u}’ luego se verifica para cualquier conjunto W C
{my,...,my}, con |W| = s.
En particular, si {7, 5} € F, es decir cl(i) # cl(j), tenemos que

(X — X;)"

A,
X, 1 X, ©

Como hemos probado que todos los generadores de I, ;, se pueden escribir en
funcién de los generadores de A, se verifica: I,,, C A,.

Una vez que hemos visto que un grafo G tiene coloraciones propias, la
siguiente pregunta que nos hacemos es cuantas y cuales. Para responder a esto
utilizamos el teorema 4.21, que nos da el nimero de coloraciones distinguibles.
Luego para obtener el niimero de coloraciones totales habra que multiplicar
por k! (para obtener todas las permutaciones de los colores).

4.20 Lema. Sean gy, ..., gpdefinidos como en (4.2). Se verifican las siguientes
propiedades:

1. A, es radical.

2. V(A = TTjoy (k= 1+ ).
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Demostracion. (1)Por el lema anterior I C A,. A, es radical porque con-
tiene un ideal radical (si Igy contiene un polinomio libre de cuadrado en
cada indeterminada, también lo contiene A, y aplicamos el lema 3.23).

(2) Por el lema 4.13, {g1,...,gn} es una base de Grébner minimal de A,.
Luego

%<<Au) = H Xrlfl:lJri

finitos

donde 1 <7 < [. Por lo tanto,

B (A)] = [k = 149).

4.21 Teorema. Se verifica
Iow =[ A

donde v recorre todas las k-coloraciones propias de G.

Demostracion. Como Igy C A, (lema 4.19) y ademas V(I ) estd en biyec-
ci6én con todas las coloraciones propias (lema 4.4), se verifica que

V(Igr) =|J A

donde v recorre las coloraciones propias de G.
Los lemas 4.5 y 4.20 aseguran que V(I ) v A, son radicales, y obtenemos

Tox = T(V(Ier) = T\ V(A) = I(V(A) = () A

4.3. Grafos unicamente k-coloreables

En esta seccion daremos los teoremas necesarios para identificar los grafos
unicamente k-coloreables. Todos los teoremas se apoyan en el contenido de la
seccién anterior, por lo que aqui también supondremos un orden monomial
< fijado sobre R.
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4.22 Teorema. Sea v una k-coloracion de G que usa todos los colores, y sean
g1, -, gn definidos como en (/.2). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. G es unicamente k-colorable.

2. Los polinomios gy, ..., g, generan el ideal I .

3. Los polinomios gy, ..., g, pertenecen al ideal I¢ .

4. El polinomio fg asociado a G pertenece al ideal I, ) : (g1, ..., gn)-
5. dimgR/Igy = k!.

Demostracion. (1) = (2): Sea G tnicamente k-coloreable, construimos los
{gi;;, 1 <i < n} para esta coloracién propia v. Como v es tnica, aplicando el
lema 421 I = Ay = (g1, ., Gn)- (2) = (3): Trivial (los generadores de un
ideal son elementos de él). (3) = (4): Si ¢1, ..., gn € Igk, también se verifica
A, = (91, -, 9n) C Igx. Como por el lema 3.8 I, x : Igx = Ini + (fa), se
verifica:

Luw+(fa) = Ing : Lag C Lng : (g1 -5 Gn)-

Luego <fG> = Ink - <gl7"‘7gn>7 y en particular fG € In,k : <gla ”'7gn>' (4) =
(5): Sea A, := (g1,..-s9n). Como fo € Lni Ay, L + (fa) C Ly @ Au.

Aplicando otra vez 3.8 tenemos:
LI =Tk + (fo) C L Ay

Ahora, como V(A,) C V(1) y como V (I, ) C V(Igy) (por 4.4y por 4.19),
podemos escribir:

Vi) = 1VUar)| =V Unk : Lag)| = [V Lk A)| = [V (L) — [V (A)]

Y como |V (I,x)| = k" y |[V(A,)| = k!, deducimos que |V (Igx)| = k!, y por
tanto dZ'TTL]KR/IgJC = k! (5) = (1) Sik! = dlmKR/Igﬁ = ‘V(IG,k)L entonces
G tiene k! coloraciones no distinguibles, por lo tanto una tnica distinguible.

[m]

4.23 Teorema. Sea G un grafo con n vértices. Son equivalentes:
1. G es unicamente k-coloreable,

2. La base de Grobner reducida para I, respecto de cualquier orden mo-
nomial tal que X7 > ... = X,, es de la forma {g1, ..., gn} para los poli-
nomios descritos en (4.3).
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Demostracion. (1) = (2): Inmediata por el lema 4.16 y la equivalencia (1) <
(2) del teorema anterior. (2) = (1): Supongamos que la base de Grébner
reducida de I es de la forma {1, ..., g, } descrita en (4.3). Sea {g1, ..., gn}
la v-base correspondiente a la k-coloracién v descrita en (4.2) que se obtiene
a partir de {gi, ..., g»} como en el corolario. Usando de nuevo la equivalencia
(1) < (2) del teorema anterior, concluimos que G es inicamente k-coloreable.

Ejemplos

En esta secciéon vamos a analizar con detalle los tres grafos propuestos
en los ejemplos del capitulo 2, aplicando los teoremas que acabamos de ver.
Evidentemente llegaremos a las mismas conclusiones que en este capitulo,
pero utilizando otro procedimiento. Para ello utilizaremos los teoremas 4.9 y
4.22 y nos ayudaremos del software de libre distribucién “Singular” para la
computacion.

Ejemplo 1
Consideramos el grafo Gy siguiente:

2 1

Primero veamos que no es 2-coloreable, pero si es 3-coloreable. Para ello
vamos a usar, por ejemplo, la equivalencia (1) < (4) del teorema 4.9. Defi-
nimos el anillo R donde estamos trabajando y el polinomio fG asociado al
grafo Gy:

> ring R=0,x(1..5),dp;

> poly fG(1)=(x(1)-x(4))*(x(1)-x(5))*(x(4)-x(5))*(x(2)-x(5))*
(x(3)-x(8))*(x(2)-x(3)) ;

Ahora tomamos k = 2 y definimos el ideal I(1) = I5:

> ideal I(1)=x(1)"2-1, x(2)"2-1, x(3)"2-1, x(4)"2-1,x(5)"2-1;
> I(1)=groebner(I(1));

> reduce(£fG(1),I(1));

==>0

Como el resultado de la ultima operacién es 0, f € I, luego por 4.9 G no es
2-coloreable. Ahora definimos J(1) := I5 3:
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> ideal J(1)=x(1)"3-1, x(2)°3-1, x(3)"3-1, x(4)"3-1,x(5)"3-1;

> J(1)=groebner(J(1));

> reduce(£fG(1),J(1));

==>x (1) " 2%x (2) *x (3) *x (4) -x (1) *x (2) *x (3) *x (4) "2-x (1) "2*x (2) *x (3) *x (5)
-x(1) "2*x(2) *x(4) *x(5) -x (1) "2*x (3) *x (4) *x (5) +x (1) *x (2) *x (4) ~2%x(5)
+x (1) *x (3) *x(4) "2%x (5) +x (2) *x (3) *x (4) "2%x (5) +x (1) “2*x (2) *x (5) "2

+x (1) “2%x (3) *x (5) "2+x (1) *x (2) *x (3) *x (5) “2+x (1) "2*x (4) *x(5) "2

-x(2) *x(3) *x(4) *x(5) "2-x (1) *x (4) "2*x(5) "2-x(2) *x (4) "2*x(5) "2
-x(3)*x(4) "2xx(5) "2-x(1) "2-x (1) *x(2) -x (1) *x (3) +x(2) *x (4) +x(3) *x (4)
+x(4) "2+x (1) *x(5) -x(4) *x(5)

Es decir, f ¢ J(1), luego G es 3-coloreable. Veamos ahora que no es tnica-
mente 3-coloreable. Llamamos K (1) := Ig, 3

> ideal K(1)= J(1), (x(1)"2+x(1)*x(4)+x(4)"2), (x(1) 2+x(1)*x(5)+x(5)"2),
(x(4)~2+x(4)*x(5)+x(5) "2) , (x(2) ~2+x(2) *x (5) +x(5) "2) ,

(x(2) "2+x(2) *x(3)+x(3) "2) , (x(3) ~2+x(3) *x(5) +x(5) ~2) ;

> vdim(groebner (K(1)));

12

Y como 12 # 3!, concluimos por la equivalencia (1) < (5) del teorema 4.22
que GG no es unicamente 3-coloreable, y por el lema 4.4, que tiene doce 3-
coloraciones distintas, luego tiene dos 3-coloraciones distinguibles distintas,
como ya habiamos visto antes.

Ejemplo 2
Consideramos el grafo Gy = (V(G1), E(E(G1) U {3,4}):
2 1
3 4

Veamos que como habiamos dicho el en capitulo 2 el grafo GG, es tnica-
mente 3-coloreable. Para ello haremos como en el ejemplo anterior, primero
veremos que no es 2-coloreable, luego veremos que es 3-coloreable, y por ulti-
mo veremos que es Unicamente 3-coloreable. Utilizaremos el mismo anillo, y
el ideal I también es el mismo. Asi que sélo tenemos que definir el polinomio
fG asociado a Gay los ideales J y K, pero lo haremos a partir de los de Gy

Veamos que GGy no es 2-coloreable.

38



> ideal I(2)= I(1);
> poly £G(2)=fG(1)*(x(3)-x(4));

> reduce(£fG(2), I(2));
==>0

Luego G5 no se puede colorear sélo con dos colores. Veamos qué sucede para
k=3.

> ideal J(2)=J(1);

> reduce(fG(2), J(2));

==>x (1) "2*x(2) *x(3) "2*x(4) -x (1) "2*x (2) *x(3) *x(4) "2

-x (1) *x(2)*x(3) "2*x(4) "2-x (1) "2*x(2) *x(3) ~2*x(5)
-x(1)"2*xx(3) "2*xx(4) *x(5)+x (1) "2*x (2) *x(4) ~2*x (5)

+x (1) "2*x(3) *x(4) "2*x(5) +x (1) *x (2) *x (3) *x (4) "2*x(5)

+x (1) *x(3) "2*x(4) "2*xx (5) +x (2) *x (3) "2*x(4) "2*x(5)

+x (1) "2*xx(2) *x(3) *x(5) "2+x (1) "2*x(3) "2*x(5) "2

+x (1) *x(2) *x(3) "2xx(5) "2-x (1) "2*x(2) *x(4) *x(5) "2

-x (1) *x(2) *x(3) *x(4) *x(5) "2-x(2) *x(3) "2*x(4) *x(5) "2
-x(1)"2*xx(4) "2*x(5) "2-x (1) *x(3) *x (4) "2*xx(5) "2

-x(3) "2*x(4) "2*xx(5) "2-x (1) "2*x (3) -x (1) *x(3) "2+x (1) "2*x(4)
+x (1) *x(2) *x(4)+x (1) *x(3) *x (4) +x (2) *x (3) *x(4) +x(3) "2*x(4)
-x(2)*x(4) "2-x (1) *x(2) *x(5) -x(2) *x (3) *x (5) -x (1) *x (4) *x (5)
-x(3)*x(4)*x(5)+x(4) "2*x(5)+x(1)*x(5) "2+x(2) *x(5) "2
+x(3)*x(5)"2-1

Ahora que hemos visto que es 3-coloreable, sélo nos queda ver que es unica-
mente 3-coloreable:

> ideal K(2)=K(1), x(3)"2+x(3)*x(4)+x(4)"2;

> vdim(groebner (K(2)));
==>6

Luego por el teorema 4.22 concluimos que G5 es tnicamente k-coloreable.
Como es unicamente 3-coloreable, vamos a hallar su tinica 3-coloracién pro-
pia, para ello haremos el procedimiento descrito en 4.3 en sentido contrario.
Para empezar calculamos la base de Grébner reducida de I 3

> option(redSB); \\forzamos el cdlculo de la base reducida
> groebner (K(2));
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==>_[1]=x(5)"3-1
==>_[2]=x(4)"2+x(4)*x(5)+x(5) "2
==>_[3]=x(3)+x(4)+x(5)
==>_[4]=x(2)-x(4)
==>_[5]=x(1)+x(4)+x(5)

Ahora vamos a estudiar el resultado: Esta claro que (mg, me, my) = (5,4, 3)
por cémo estan definidos los g; en 4.3. Por otra parte, tenemos un generador
que es T3 — x4, luego cl(2) = cl(4). Y ya sélo nos queda ver el color de 1, pero
también es evidente que cl(1) = cl(m;), luego ya tenemos la coloracién:
Color 1: vértices 1y 3.
Color 2: vértices 2 y 4.
Color 3: vértice 5.

Esta coloracion evidentemente coincide con la propuesta en 2.7.

Ejemplo 3

Por 1ltimo vamos a trabajar con el 1iltimo grafo propuesto en 2.

Siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo anterior, podemos demos-
trar por medio de las bases de Grobner, usando “Singular” que el grafo no
es 2-coloreable, pero si unicamente 3-coloreable, ademas podemos obtener la
coloracién propia. Vamos a verlo: Primero veamos que no es 2-coloreable.

> ring R= 0, x(1..12), 1p;

> poly f=(x(1)-x(2))*(x(2)-x(3))*(x(3)-x(4))*(x(5)-x(6))

*(x(6)—x (7)) * (x(7)-x(8) ) % (x(8) -x(9) ) * (x(9) -x(10) ) * (x (10) -x (11))
*(x(11)-x(12))* (x(12) -x(5) ) * (x(5) =x (9) ) * (x (6) -x(10) ) * (x (7) -x (11))
*(x(8)-x(12))* (x(1)-x(5) ) * (x (1) -x (7)) *(x(2)-x(6) ) * (x(2) -x(8))
*(x(3)-x(11))*(x(3)-x(9) ) *(x(4)-x(10) ) * (x(4) -x(12) ) ;

> ideal J= x(1)"2-1, x(2)"2-1, x(3)"2-1, x(4)"2-1, x(b)"2-1,
x(6)"2-1, x(7)"2-1, x(8)"2-1, x(9)"2-1, x(10)"2-1, x(11)"2-1,
x(12)"2-1;

>J=groebner(J);

> reduce(f,J);
==>O

Veamos ahora que si es 3-coloreable, para ello calculamos /15 3. Lo deno-
tamos I(1).
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>ideal I(1)= x(1)°3-1, x(2)°3-1, x(3)°3-1, x(4)"3-1, x(5)"3-1,
x(6)°3-1, x(7)°3-1, x(8)"3-1, x(9)°3-1, x(10)°3-1, x(11)°3-1,
x(12)°3-1;

> I(1)=groebner(I(1));

>reduce(f,I(1));

Como el resultado es distinto de 0, fs, no pertenece al ideal, y por tanto
G5 es 3-coloreable.

Ahora vamos a calcular el ideal ¢, 3, que denotaremos por I, y que serd el
ideal generado por los siguientes. A continuacién calcularemos la dimension
de R/Ig, 3 como K espacio vectorial y veremos que es 6, luego que el grafo
es Unicamente 3-coloreable.

\\Monomios de I_{n,k}
>I(1);

\\Aristas que forman el octégomo

> ideal I(2)= x(5)"2+x(5)*x(6)+x(6)"2, x(6) " 2+x(6)*x(7)+x(7)"2,
x(7) " 24x(7)*x(8)+x(8) "2, x(8) " 2+x(8)*x(9)+x(9)"2,

x(9) "2+x(9) *x(10)+x(10) "2, x(10)"2+x(10)*x(11)+x(11) "2,
x(11)"2+x (1) *x(12)+x(12) "2, x(12)"2+x(12)*x(5)+x(5)"2;

\\Picos entre los vértices del "cuadarado" exterior y los
\\del octogono:

> ideal I(3)= x(1) " 2+x(1)*x(5)+x(5)"2, x(1) " 2+x(1)*x(7)+x(7)"2,
x(2)"2+x(2)*x(6)+x(6) "2, x(2) " 2+x(2)*x(8)+x(8) "2,
x(3)"2+x(3)*x(9)+x(9) "2, x(3) " 2+x(3)*x(11)+x(11)"2,
x(4)"2+x(4)*x(10)+x(10) "2, x(4) " 2+x(4)*x(12)+x(12)"2;

\\Aristas que unen un vértice con el opuesto en el octégono:
> ideal I(4)= x(5)72+x(5)*x(9)+x(9)"2, x(6) " 2+x(6)*x(10)+x(10) "2,
x(7)"2+x(7T)*x(11)+x(11) "2, x(8)"2+x(8)*x(12)+x(12)"2;

\\Aristas del '"cuadrado" exterior:
> ideal I(5)= x(1) " 2+x(1)*x(2)+x(2)"2, x(2)"2+x(2)*x(3)+x(3) "2,
x(1) " 2+x (D) *x(4)+x(4)"2;

\\El ideal I_{G,k} es el ideal formado por los cinco anteriores:
> ideal I= I(1), I(2), I(3), I(4), I(5);
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>I=groebner(I);

>vdim(I) ;

Como es unicamente 3-coloreable, calculamos la 3-coloracién propia.

> option(redSB);

> groebner (I);

==>_[1]=x(12)"3-1
_[2]=x(11) "2+x(11)*x (12)+x(12) "2
_[31=x(10)-x(12)
_[41=x(9)-x(11)
_[5]=x(8)+x(11)+x(12)
_[6]1=x(7)-x(12)
_[71=x(6)-x(11)
_[8]=x(5)+x(11)+x(12)
_[9]=x(4)+x(11)+x(12)
_[101=x(3)+x(11)+x(12)
_[11]1=x(2)-x(12)
_[12]=x(1)-x(11)

Ahora analicemos el resultado:
Por [1], al vértice 12 le corresponde la clase de color my.
Los vértices 2, 7, 10, 12 tienen la misma clase de color (por [11], [6],y [3]).
Entonces, cl(2) = cl(7) = cl(10) = cl(12) = ms.
Por [2], la clase de color de los vértices 11 y 12 es distinta. Luego el vértice
11 tiene clase de color my.
Los vértices 1, 6, 9, 11 tienen la misma clase de color (por [12], [7].y [4]).
Ast que cl(1) = cl(6) = cl(9) = cl(11) = ma.
Por [5], [8], [9],y [10], los vértices cl(8) = cl(5) = cl(4) = cl(3) = ma.

Luego obtenemos la siguiente uinica 3-coloracién:

4.4. Grafos parcialmente coloreados

Como ya mencionamos en el capitulo 2 el otro problema relativo a los
grafos que vamos a tratar aqui es, dada una coloracién parcial propia de G,
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encontrar, si existe, la coloracién propia del grafo G' que respete la coloracion
parcial dada.

Vamos a definir lo que es una coloracion parcial:

4.24 Definicién. Sea G un grafo de n vértices, una k-coloracion parcial de G
es una coloracién de v vértices de G, donde v < n. Es decir, una k-coloracion
parcial de G es la k-coloracién de un subgrafo H C G, donde |V (H)| = v. Se
dice que la k-coloracién parcial es propia si cada par de vértices adyacentes
recibe colores distintos.

4.25 Teorema. Sea G un grafo de n vértices. Sea C una k-coloracion parcial
propia de t vértices de G usando kg colores. Sea pe (k) el nimero de formas
de completar una coloracion propia de G usando k colores . Entonces pg (k)
es un polinomio mdnico (en k) de grado n —t para k > k.

A continuacién vamos a enunciar y demostrar el Teorema de la Inversion
de Mobius, que utilizaremos para demostrar el teorema anterior. Pero antes
de enunciarlo, vamos a dar algunas definiciones.

4.26 Definicién. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, se define
el dlgebra de incidencia asociada a P

AP)={aecCP: alr,y) =0 si z>y}

4.27 Definicién. Definimos la funcion de Mébius p: A(P) — {0,1}

p(w,y) = { O sizdy (4.5)

1l stx=y
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y el resto de valores se definen de manera inductiva por
,u(:c,y) = - Z M(I, Z)
r<z<y
Resulta inmediato de la definicién anterior que

1 stx=y
Z ,u(x,z)—{ 0 sino

z<z<y

4.28 Teorema (de la Inversién de Mébius). Sea (P, <) un conjunto parcial-
mente ordenado, p la funcion de Mobius definida en 4.5, f,g : P — C,

donde
9@) = 3 1)

y<z

entonces

fla)=>_ p(x,y)g(y)

y<z

Demostracion (de 4.28).

> uy)gy) = wy,x)(O f(2)

= Z wy,x)f(z) = Z f(z) Z Wy, z) = f(x)

O

Demostracion (de 4.25). Sea G una contraccién de G con n' vértices. Sea

¢c.c(k) el nimero de coloraciones de G (coloraciones propias e impropias).
Sea k > ko,

gorc(k) =k""= " pec(k)
e

donde la ultima igualdad ocurre porque las coloraciones de las contraccio-
nes de GG son precisamente las coloraciones impropias. Aplicando ahora 4.28
obtenemos

parclk) =Y wC G ack) =Y w(C Gk

c<G c<G

y con esto concluimos porque la parte de la derecha de la igualdad es un
polinomio ménico de grado n — ¢.
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Para finalizar el capitulo, vamos a dar un criterio necesario para que, dada
una k-coloracién parcial de un grafo GG, éste pueda ser k-colorable.

4.29 Teorema. Sea G un grafo y k su niumero cromdtico. Sea C' una k-
coloracion parcial de G que usa k — 2 colores. Entonces, si se puede extender
la (k — 2)-coloracion parcial a una k-coloracion de todo G, hay al menos dos
formas de hacerlo.

Demostracion. Supongamos que hay una forma de completar la coloracion de
G respetando la coloracién parcial C'. Como en la (k — 2)-coloracién parcial
hay dos colores sin usar, ¢;, ¢;, una vez que hemos completado la k-coloracion
propia de G, podemos intercambiar ¢; y ¢; sin que la coloraciéon parcial varfe.
Luego hay al menos dos formas de completar la coloraciéon de G.
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Capitulo 5

Sudokus, gratfos y bases de
Grobner

En este capitulo estudiaremos las relacién entre la soluciéon de un Sudoku
y la coloracion de un grafo. Ademas daremos algunas condiciones necesarias
para que exista solucion y sea tunica. Por ltimo, daremos dos algoritmos
para resolverlos. Este capitulo se basa principalmente en [Cro], [FJ], [Fis] y

[DP]

5.1. Definicion e historia

Aunque cominmente denominamos Sudoku a un juego de légica que se
desarrolla en un tablero de 9 x9 casillas divididas en filas, columnas y bloques,
éste es sélo un caso particular del juego.

5.1 Definicion. Un Sudoku es un juego que se realiza sobre un tablero cua-
drado de dimensiones n? xn?, con n € N. A cada una de las n? x n? posiciones
se le llama celda, y se denota por c(i, j), donde 7 es el numero de la fila que
ocupa y j el de la columna.

Estas celdas se dividen en n? filas, denotadas F'(i); n® columnas, denotadas
C(4); y n? bloques, denotados B(k); 0 < i, k,j < n? — 1. Las filas empiezan
a numerarse de izquierda a derecha, las columnas de arriba a abajo y los
bloques de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

El juego del Sudoku consiste el tablero definido arriba con un conjunto de ca-
sillas con las entradas ya colocadas. La solucién consiste en colocar, mediante
procedimientos légicos, un niimero, de 1 a n? en cada casilla del tablero con
los nimeros, sin que haya ninguno repetido en una misma fila, columna o
bloque.
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Figura 5.1: Notacion

Ahora veamos un poco de la historia del Sudoku:

Los primeros juegos numéricos similares a los Sudokus aparecieron en el
siglo XIX en Francia, como resultado de eliminar digitos de un cuadrado
magico:

El 19 de noviembre de 1892 un periddico francés, “Le Siecle” publicé un
cuadrado mégico de dimensién 9 x 9 parcialmente completado (no era un
Sudoku porque Estos puzles no eran Sudokus porque contenian niimeros
repetidos y requerian de aritmética para resolverlos, sin embargo compartian
las caracteristicas bésicas: no se podia repetir ningiin niimero en la misma
fila, columna o bloque.

Tres anos después, el 6 de julio de 1895, otro periddico francés, “La France”,
publicé otro juego mas refinado mucho més parecido al Sudoku: era un tablero
de 9 x 9 parcialmente completado que habia que rellenar totalmente con
numeros del 1 al 9, sin repetirlos en una misma fila, columna o diagonal rota.
Estos juegos fueron bastante populares en periédicos franceses como “L’Echo
de Paris” hasta la Primera Guerra Mundial.

Es decir, a partir de la historia del Sudoku podemos decir que proviene
de los cuadrados mégicos, de hecho es un caso particular de estos donde el
nimero de casillas de cada fila y cada columna es un cuadrado perfecto, y
donde ademéds hay una division extra: los bloques.

Pero, jpor qué los cuadrados mégicos y los Sudokus son un objeto de
estudio que ha tenido tanto éxito entre los mateméaticos desde hace varios
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siglos? La siguiente cita de en relacién con los cuadrados magicos puede
explicarlo en parte:

<< Lo que al principio era una prdactica de magos y hacedores de talis-
manes, se ha convertido desde hace mucho tiempo en un importante objeto
de estudio para los matemdticos. No porque imaginen que esto les va aportar
una ventaja solida, sino porque la teoria presenta dificultad y se considera
que se pueden descubrir nuevas propiedades de los niumeros, que pueden ser
de utilidad para los matemdticos. En realidad éste ha sido el caso, ya que
desde un cierto punto de vista el problema ha resultado ser mds algebraico
que aritmético y estd intimamente relacionado con ramas de la ciencia co-
mo el “cdlculo infinitesimal 7, el “ cdlculo de operaciones ” y la “ teoria de
grupos”. >>

“Magic Squares and Other Problems on a Chessboard” por Major P.A.
MacMahon, R.A., D.Sc., F.R.S., publicada en Proceedings of the Royal ins-
titution of Great Britain, Vol XVII, No 96, pag 50-61, Feb./ 1892.

5.2. Larelacién entre los Sudokus y los grafos

Tengo que cambiar la notacién para que me case con la que empleo luego

Consideremos un grafo G,, de n? x n? vértices, que denotaremos por c(, j)
donde 0 < 4, j < n?—1. Supongamos que este grafo es regular y que dos vérti-
ces ¢(i,7), c(?', j') son adyacentes si se cumple alguna de las tres condiciones
siguientes:

m =7,

= =7,
» |i/n| = |7/n]y|j/n] =1]j/n]|; donde |-] esla parte entera por abajo.

Nota. Es facil comprobar que el grafo GG,, corresponde a un Sudoku.

Es decir, podemos representar los Sudokus de tamafio n? x n? como el

grafo G,,, luego la solucién parcial de un Sudoku se correspondera con una
(inica) coloracién parcial G,,, y encontrar la solucién del Sudoku equivale a
encontrar una n?-coloracién propia de G,,.

Ahora que ya hemos identificado los Sudokus con los grafos, vamos a
interpretar el teorema 4.29 del capitulo anterior en términos de Sudokus y a
enunciar otro teorema relativo a la solucién de los Sudokus.

“Para que la solucién de un Sudoku de dimension n? x n? sea tnica, entre
los ntimeros propuestos tiene que haber al menos n? — 1 distintos.”
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5.2 Teorema. Para todo n € N hay una solucion para cada Sudoku de
dimension n® x n? usando n® nimeros. El nimero cromdtico del grafo G,

que representa al Sudoku es n?.

Demostracién. Primero veamos que como minimo necesitamos n? ntimeros:
El grafo completo de n vértices, K2, es el grafo asociado a uno de los bloques
del Sudoku S, por lo tanto xq, > Xk , = n?, ya que todos los vértices de
K,z son adyacentes.

Veamos ahora que existe una coloracién propia de S, con n® colores. De-
notamos los vértices como (4,7) con 0 < 4,5 < n? — 1 y consideramos las
clases residuales médulo n?. Para 0 < i < n? — 1 escribimos i = t;n + d;, con
0<d;<n—1y0<t; <n—1yhacemoslo mismo con 0 < j < n?—1. Ahora
asignamos el nimero c(4, j) = d;n+t;+nt;+d;, reducido médulo n? a la casi-
lla (i, j)-ésima de la cuadricula. Para ver que lo que tenemos es una coloracién
propia tenemos que mostrar que dos casillas en la misma fila, columna o blo-
que no tienen el mismo ntimero. Veamos que si i = #’, o bien ¢(z, j) # ¢(i’, j) o
bien j = j': sic(i,j) = c(7', j), tenemos que nt; +d; = nt; +d;, y por tanto,
j = j'. Para demostrar que dos nimeros en la misma columna son distintos
procedemos de la misma manera. Sélo nos queda mostrar que dos nimeros
en el mismo bloque tienen que ser distintos: Si [i/n] = [i'/n] v [j/n] = [i'/n],
entonces d; = diy y d; = dj; si t; +nt; =ty + ntj, y reduciendo médulo n
obtenemos t; = t;, asi que t; = t;, y de nuevo ¢(i, j) = c(7, j).

2

Aunque segtin nuestra definicién de Sudoku, este puede tener cualquier
dimensién n? x n?, de ahora en adelante consideramos los Sudokus estandar,
es decir, los de tamano ) x 9.

5.3. Un algoritmo a lapiz y papel para resol-
ver Sudokus

En esta seccién, basada en su totalidad en el articulo [C'ro] proporciona un
algoritmo para resolver Sudokus basado simplemente en la incompatibilidad
de soluciones, y sin necesidad de usar la légica, ya que se puede implementar
en un ordenador.

5.3 Definicion. Dada una solucién parcial del Sudoku, definimos el marcaje
de una celda ¢(i,j) como el conjunto de todas las entradas posibles en la
celda. Esto es, los numeros {r € {1,...,n?} tales que r no estd en ninguna
celda de la misma fila, columna o bloque que ¢(i, j).
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5.4 Definicion-Notacién. Un conjunto preferente se compone de niimeros
{1,...,n?} y de tamano m, con 2 < m < n?, cuyos niimeros son exclusiva-
mente ocupantes potenciales de m celdas, donde exclusivamente significa que
ningin otro numero en {1, ...,n} aparte de los del conjunto preferente puede
ocupar dichas celdas.

Denotaremos un conjunto preferente por

{{517 ceey Sm}7 {C(ilajl)v e C(imajM)}}a

donde {si,...,8m}, 1 < s, < n? para i = 1,....,m, denota el conjunto de
nimeros que forman el conjunto preferente, y {c(i1, j1), ..., ¢(im, jm)} las cel-
das donde se alojan esos niimeros.

Notacion. En el caso en que el conjunto preferente solo tenga un nimero,
éste se denomina solitario.

5.5 Definicion. El rango de un conjunto preferente es la fila, columna o
caja que alberga todas las celdas del conjunto.

5.6 Teorema. (Teorema de ocupacion) Sea X un conjunto preferente
en el marcaje de un Sudoku. Entonces ningiun niumero en X que aparezca en
el marcaje de las celdas fuera de X, en el rango de X, puede ser parte de la
solucion del puzle.

Demostracion. Supongamos X es un conjunto preferente con m nimeros. Si
tomamos un nimero de X como entrada de una celda que no pertenece a X,
solo quedaran m — 1 nimeros para distribuir entre m celdas. Como no puede
haber ningtin niimero repetido en el conjunto preferente, entonces tendremos
una celda vacia, lo que contradice la definicién de solucién de un Sudoku.
Luego los numeros en X sélo pueden ser entradas de las celdas en X.

]

Nota. Siempre existe un conjunto preferente al que se puede recurrir para re-
solver un “conjunto escondido”, que posteriormente transforma el “conjunto
escondido” en un conjunto preferente, excepto en el caso de un solitario.

5.7 Definicion. Cuando ningun conjunto preferente del Sudoku se puede
romper en subconjuntos preferentes mas pequenos, necesitamos hacer una
eleccion aleatoria. Esto es, buscar el conjunto preferente con menos celdas y
elegir una entrada en una de ellas y continuar resolviendo el Sudoku como si
esa entrada formase parte de la solucién parcial.

5.8 Definicién. Se dice que se ha producido una wiolacion en un Sudoku
cuando un nimero aparece repetido en una fila, columna o bloque.
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Nota. Es una buena idea que cada vez que hagamos una eleccion aleato-
ria lo hagamos con un color diferente, de esta forma cuando se produzca
una violacién del Sudoku, simplemente borraremos el camino de ese color y
eliminaremos la primera entrada de ese color del marcaje de la celda.

A continuacién vamos a dar un algoritmo para resolver Sudokus, que no
requiere de légica y que se puede implementar en un ordenador:

Un Algoritmo para resolver Sudokus:

1. Marcaje de las celdas:

(i) “Marcar provisionalmente” las celdas vacias con el conjunto {1, ..., n?}.

(ii) Para cada celda c(i, j) suprimir del “marcaje provisional” anterior
todos los nimeros que estén en la misma fila, columna o caja que
dicha celda.

(iii) Si una celda estd marcada con un conjunto de un elemento, esa
celda forma parte de la solucién del Sudoku.

(iv) Repetir lo anterior hasta que no se puedan eliminar nimeros del
“marcaje provisional”. Cuando esto suceda, habremos conseguido
el marcaje del Sudoku.

2. Buscar conjuntos preferentes:

. 2 .
Y Y
(i) Para m desde 2 hasta n®, para cada celda con cardinal m, buscar
conjuntos preferentes, esto es, un subconjunto de m celdas en las
que solo se puedan alojar m nimeros (iguales en todas las celdas).

(ii) Repetir 1 hasta en el rango de cada conjunto preferente.

(iii) Repetir hasta que no encontremos méas conjuntos preferentes.

3. Encontrar la solucion:
Después de 2 tenemos dos posibilidades:

a) Se ha encontrado una solucién.

b) No se ha encontrado una solucién.

Si a) entonces FIN.
Si b), eleccién aleatoria y repetir desde 2 hasta que:

¢) Se encuentre una solucion.

d) Se viole el Sudoku.
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Si ¢) entonces FIN.
Si d) entonces repetir desde 2 con otra eleccién aleatoria.

FIN.

5.4. Resolucién de Sudokus por bases de Grobner

En esta secciéon vamos a resolver Sudokus bien planteados utilizando alge-
bra computacional y geometria algebraica. Sin embargo no utilizaremos las
férmulas dadas en el capitulo 4 porque no son una buena forma para resolver
Sodokus, ya que aunque D. Leonard la ha conseguido implementar para el
Sudoku de 9 x 9, sélo lo ha hecho trabajando sobre el cuerpo finito Fy; y
con muchas restricciones. En lugar de eso, se plantea un método mucho mas
eficaz.

Notacion. En esta seccion vamos a cambiar de nuevo la notacion:
Representaremos las 81 celdas del Sudoku por 81 variables Xj, ..., Xg; orde-
nadas de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

La solucién del Sudoku se representard con un vector (as, ..., as;) donde el
nimero a; es el nimero que ocupa la casilla asociada a la variable x; en la
solucion.

Nota. La entrada a; en la entrada i-ésima satisface que a; € {1,...,9} si y
solo si a; es raiz del polinomio F; en una sola variable y definido por

9

Fy(zi) = [J(x:i = k).

k=1

Como el polinomio Fj(x;) — Fj(x;) se anula en V(x; —z;), x; —x; es factor
de Fi(x;) — Fj(x;) para i # j, lo que da lugar a la siguiente definicion:

5.9 Definicién-Notacién. G, (z;, x;) := F;Fj € Q[z;, z;], donde i # j.

Xi—Xj

Ahora tenemos que modelizar la solucion del Sudoku de forma que no haya
nimeros repetidos en celdas que ocupen la misma fila, columna o bloque.

5.10 Definicién-Notacién. Definimos F = {(7,j) : 1 <i < j < 81 wverificando (%)}
donde (%) equivale a la condicién de que las celdas i-ésima y j-ésima no estén
en la misma fila, columna o bloque 3 x 3.

Sea I el ideal generado por los polinomios F;, donde ¢ = 1, ..., 81, y por los
G j, con (i,j) € E. Consideramos su ideal de anulaciéon V(1) y a = (ay, ..., as
un punto de V(I).
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5.11 Teorema. Son equivalentes:
1. acV(I).
2. a;, €{1,..,9} parai=1,..,81 y a; # a; para (i,j) € E.

Demostracion. La implicacién (2) = (1) es evidente ya que si se verifican
las condiciones de (2), F; F; y G;; se anulan en a;, a; y (a;,a;) para todos
a;,a; en las condiciones de (2). Luego a € V/([). Demostremos ahora la
otra implicacién: Sea a € V(I), entonces F;(a;) = 0 para todo i, luego
a; € {1,...,9} para todo i. Para ver que a; # a; para (i,j) € E razonemos
por reduccién al absurdo y supongamos que a; = a; = b para algin (i, j) €
E. Como Fj(x;) = Fj(z;) + (x; — z;)G j(x;, x;), y sustituyendo se obtiene
F;(z;) = (z; — )G, j(xi,b). Asumiendo que G;;(b,b) = 0 se tiene que b es un
cero de orden mayor o igual que 2 de Fj, lo que es imposible.

Ahora vamos a buscar una forma de encontrar la solucién (unica) del
Sudoku utilizando bases de Grobner.

Sea S un Sudoku dado explicitamente y bien planteado con ntumeros
preasignados {a;} para algin subconjunto L C {1,...,81}. Estos nimeros
dados forman lo que en la seccién anterior hemos llamado “solucién parcial”

del Sudoku.

5.12 Teorema. Sea I = I + ({x; — a;}ier) el ideal asociado al Sudoku S.
Entonces, fijado un orden monomial cualquiera, la base de Grobner reducida
de I tiene la forma {x1 — ay,...,v81 — ag1} en la solucion unica del Sudoku.

Demostracion. Por la proposicién anterior y por el teorema de Nullstellen-
satz, el hecho de que el Sudoku tenga solucién tinica implica que /Iy es el
ideal maximal (xy, ..., 251). En particular, (z; — a;)™ € Ig para todo i. Pero
por otra parte, Ig contiene los polinomios F;, que son libres de cuadrado,
luego concluimos que I [ K[z;] estd generado por x; — a;, y por consiguiente
Is = (x1 —ay,...,x81 — ag1), luego la base de Grébner es de la forma descrita
en el teorema.

]

Ahora vamos a implementar un algoritmo que nos permita resolver Su-
dokus, basadonos en estos resultados. El algoritmo estd descrito en [DP].

Vamos a ver cémo funciona este algoritmo para resolver el Sudoku si-
guiente:
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21 5
8| 4 2 61
1
6 23
87 6
6|3
1]9 6
3 8 K

Para ello completamos el tablero con 0, e introducimos la entrada de la
celda ¢(7, j) en la posicién (i, 7) de la matriz.

Notacion. Esta seccidon no es solo valida para los Sudokus sino que se puede
extender a todo tipo de grafos. Es suficiente con considerar un conjunto de
variables con cardinal el niimero de vértices del grafo y definir las aristas
correctamente. El algoritmo que hemos usado para solucionar Sudokus tam-
bién se puede implementar en el resto de grafos, pero no es general, ya que
requiere una descripcién del conjunto de aristas F de cada grafo particular.
Esta es precisamente la razén por la cual el algoritmo esta incluido en esta
seccién y no en la precedente.

Algoritmo para resolver Sudokus([DP, pag.107-109])

1. Describe las aristas:

>proc createE()

{

int i,j,k,1,a,b;

list E;

for(j = 1; j <= 9; j++)

{

for(k = 1; k <= 9; k++)

{

i = (§-1)*9+k;

a=jmod 3; if(a==0) { a=3; }
b=%kmod 3; if(b==0) { b=3; }
for(l = k+1; 1 <= 9; 1++)

{

Elsize(E)+1] = list(i,i+1-k);

}

for(l = j+4-a; 1 <= 9; 1++)

95



{

Elsize(E)+1] = 1list(i, (1-1)*9+k);

}

if(a !'= 3)

{

Elsize(E)+1] = list(i,j*9+k—b+1);
Elsize(E)+1] = 1list(i, j*9+k-b+2);
E[lsize(E)+1] = 1list(d, j*9+k-b+3);

}

if(a == 1)

{

E[lsize(E)+1] = 1list(di, (j+1)*9+k-b+1);
E[lsize(E)+1] = 1list(di, (j+1)*9+k-b+2);
E[size(E)+1] = 1list(di, (j+1)*9+k-b+3);
}

+

}

return(E) ;

3

. Crea los polinomios F, que hemos visto en esta seccion:

>proc createG(ideal F, list E)

{

int 1i;

ideal G = F;

for(i = 1; i <= size(E); i++)
{

G[size(G)+1] = (F[E[i][1]] - FIE[i][2]11)/
(var(E[i1[1]1) - var(E[i]l[2]));
}

return(G) ;
}

. Introducir la solucién parcial del Sudoku:

>proc addPreass(ideal G, intmat M)

{

int 1i,]j,k;

for(i = 1; i <= 9; i++)
{
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for(j = 1; j <= 9; j++)

{

if(M[1i,3j]1 = 0)

{

k = (i-1)%9+j;

Glsize(G)+1] = var(k)-M[i,j];

}
}
}
return(G) ;
}
4. >proc prepareRes(ideal G)
{
intmat M[9][9];
int i,j,k;
for(i = 1; i <= size(G); i++)
{
j = ((i-1) div 9) +1;
k = i mod 9,

if(k == 0) { k= 9; }
M[j,k] = int(leadcoef (-G[size(G)-i+1][2]));
}

return(M) ;

¥

En este algoritmo tenemos que introducir la solucién parcial en forma de
matriz, de modo que para 1 < 4,5 < 9 si la celda ¢(i, j) tiene una entrada
que forma parte de la solucién parcial, esta entrada se colocara en la posicion
(i,7) de la matriz. El resto de posiciones las completamos con 0.

Ahora si, vamos a resolver el Sudoku que propuesto en la secciéon anterior.

> intmat M1[9] [9]

J b b

-
-
-
-
-
-

3 3 b

-
-
-
-
-
-

b 3 3

-
-
-
-
-
-

3

=0,2,1
8,0,4
0,0,9
6,0,0,
0,0,0,
0,8,7
0,0,0
1,9,0
0,3,0

-
-
-
-
-
-

3 b b

-
-
-
-
-
-

3 b b

-
-
-
-
-
-

b 3 b

-
-
-
-
-
-

-
-

0O OO OO+ OO
OOJ:-POVOOOO[\)O
OOCDObOOOO‘I
\IOBOJO“O[\)OOO
(OOOOE)OJOOBOO
OOOO\:OOOHO

b 3 b

-
-
-
-
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> print (Sudoku(M1));

>7,2,1,6,9,5,4,8,3,

8,5,4,7,2,3,9,6,1,

3,6,9,1,8,4,5,7,2,

6,1,5,4,7,8,2,3,9,

9,4,3,2,6,1,8,5,7,

2,8,7,3,5,9,1,4,6,

5,7,2,9,4,6,3,1,8,

1,9,8,5,3,7,6,2,4,

4,3,6,8,1,2,7,9,5;
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Capitulo 6

Conclusion

Los métodos para estudiar la coloracion de grafos expuestos en este tra-
bajo permiten dar un enfoque algebraico a un problema claramente com-
binatorio. Aunque estos métodos no son computacionalmente eficientes en
todos los grafos (especialmente son poco eficientes en el caso de la resolu-
cién de Sudokus), lo importante es que hacen que el puente entre el Algebra
Conmutativa y la Combinatoria se pueda recorrer en ambas direcciones, ya
que normalmente son los problemas algebraicos los se intentan resolver por
Combinatoria y no al revés.
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