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Capitulo 1

Introduccion

En la década de 1940, Paul Erdés planted el conocido Problema de las
distancias distintas: dado un conjunto de N puntos en el plano, hallar cual
es el nimero minimo de distancias distintas entre los mismos. Por ejemplo,
si se colocan equiespaciados sobre una recta, obtenemos N — 1 distancias
diferentes. El propio Erdos comprobé que disponiéndolos en una red de cua-
drados se mejoraba la cota, hasta N(logN)~'/2. Més tarde, Guth y Katz
mejoraron la cota probando que el nimero de distancias es como minimo
c¢N(logN)™L.

Cuando Erdés formulé el problema, éste no se enmarcaba completamente
en ningun &area bien definida de las matematicas. Comenzaron a plantearse
problemas similares en situaciones diferentes. Algunos de ellos, incluyendo el
de las distancias distintas, resultaron ser de una complejidad inusitada. De
esta forma, durante las décadas posteriores muchos matematicos centraron
su atencion en desarrollar de forma sistematica un nuevo campo dentro de
la combinatoria llamada la Geometria de Incidencia.

De manera informal podemos decir que la Geometria de Incidencia es
el estudio de problemas de combinatoria formulados a partir de objetos y
propiedades geométricos basicas, tales como rectas, circulos, distancias....

El uso de métodos polinémicos en problemas de geometria de incidencia
nace a partir de la prueba de Z. Dvir del analogo del problema de Kakeya en
cuerpos finitos presentado en el articulo [3]. A partir de este trabajo inicial
se han desarrollado diversas aplicaciones de técnicas basadas en polinomios
(tanto en el sentido puramente algebraico como de Geometria Algebraica) a
problemas de geometria de incidencia. En muchos casos se obtienen demos-
traciones mas claras y sencillas de resultados ya probados por métodos mas
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complejos, por ejemplo por métodos topolégicos.

El objetivo de este trabajo es presentar este método que hemos descrito a
partir de dos de los problemas fundacionales en el uso de técnicas polindmicas:
el problema de Kakeya y el Teorema de Szemerédi-Trotter en el plano real.
Para cllo presentamos en primer lugar los problemas que abordan y daremos
pruebas basadas en técnicas “no polinémicas”. En el caso del Teorema de
Szemerédi-Trotter, dichas técnicas combinan técnicas topologicas y de grafos.
En el capitulo 3 se desarrollan demostraciones basadas en propiedades muy
elementales de los polinomios en varias indeterminadas. La extension del
Teorema de Szemerédi-Trotter a R™, que es considerablemente mas compleja
y requiere resultados avanzados de Geometria Algebraica, queda fuera del
alcance de este trabajo.

El presente trabajo se ha desarrollado sobre todo a partir de la referencia
de Larry Guth en el libro [6]. No obstante en bastantes aspectos también
han sido relevantes las fuentes [3],[12] asi como revisiones de los resultados,
notablemente [9] y [4].



Capitulo 2

La Geometria de Incidencia

La geometria de incidencia estudia las posibles intersecciones de objetos
geométricos simples, como por ejemplo rectas o circunferencias. En el pre-
sente trabajo nos vamos a limitar a considerar los problemas en el plano.
Para comprender mejor esta rama de las matematicas, analizaremos algunos
de los problemas mas ilustrativos de esta disciplina.

Comenzaremos estudiando problemas de rectas en el plano para hablar de
uno de los resultados fundamentales de esta disciplina: el conocido Teorema
de Szemerédi-Trotter. Poniendo especial interés en este teorema, veremos que
uno de los descubrimientos mas destacados en este campo fue el del papel
que juega la topologia en la geometria de incidencia.

Después hablaremos del problema de Kakeya en un cuerpo finito, uno de
los problemas donde el método polinémico ha demostrado ser més eficiente
que las técnicas geométricas tradicionales.

Para finalizar comentaremos brevemente problemas de distancias en el
plano, como el famoso “problema de las distancias distintas de Erdos”. Ello
lleva a considerar la geometria de incidencia con circunferencias y otras cur-
vas. Asi, acabaremos comentando algunos problemas a los que todavia no se
ha hallado solucién con los métodos disponibles hasta la fecha.

2.1. Notacion

Escribiremos A < B para indicar que existe una constante ¢ positiva de
manera que A < ¢B, y diremos que “A es menor que B salvo constante”. Del
mismo modo, escribiremos A ~ B si ocurre a la vez que A S By B S A.
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Decimos que una acotacién es una acotacién precisa (en inglés, “sharp”)
si no se puede mejorar. Es decir, si por ejemplo se tiene a < b y existe algun
caso en el que a = b, entonces dicha cota serd precisa y no se puede encontrar
una cota superior menor para a. Por ejemplo, sen(x) < 1 es una cota precisa,
pero sen(x) < 2 no. (Nétese que esta definicién funciona de la misma manera
para acotaciones del tipo “<”).

A lo largo de este trabajo, trataremos con frecuencia como numeros en-
teros nimeros que estrictamente son racionales o reales. En tales casos, se
entendera que usamos la parte entera de dichas cantidades.

2.2. Primeros ejemplos

Sea .Z un conjunto de L rectas en el plano real. Definimos un punto
r-rico como un punto por el que pasan por lo menos r rectas de .. El
conjunto de todos los puntos r-ricos de . lo denominamos P,(.Z) es decir,

P.(£) = {x € R?|x pertenece como minimo a r rectas de .Z}.

Una de las cuestiones mas basicas que surgen sobre las intersecciones de
rectas en el plano consiste en estimar o acotar
|P.(L)| = max |P.(.£)].
\Z|=L
La respuesta (salvo un factor constante) fue hallada por Szemerédi y Trotter,
pero veamos primero algunos ejemplos:

Ejemplo 1: Posicion general Si elegimos L rectas en posicién general,
entonces nos encontramos con (é) < L? puntos 2-ricos, pero ningtin punto
3-rico (al elegirlas en posicién general, asumimos que no hay dos paralelas,
lo que implica que todo par de rectas se cortan en un punto y que ninguna

pasa por un punto donde ya se corten otras dos rectas).

Ejemplo 2: Configuracién estrellada Si elegimos L/r puntos (con L
multiplo de 7) y trazamos r rectas que pasen por cada punto, todas distintas,
obtenemos una configuracién que claramente cuenta con L rectas y
|P.(Z)| = L/r . Llamaremos a este caso la configuracién estrellada. (Ver
figura 2.1)

Ejemplo 3: Configuracién de red Vamos a construir un conjunto de
L rectas de tal manera que obtengamos |P3(%)| ~ L?. La forma mds sencilla
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Figura 2.1: Ejemplo de configuracion estrellada con 3 puntos 3-ricos

es usar una configuracion de red o malla de rectas verticales, horizontales y
diagonales de la siguiente manera:

» Verticales x = a para cada entero a =1,..., /4
» Horizontales y = b para cada entero b =1, ..., L /4
» Diagonales x — y = ¢ para cada entero ¢ = —L/4,...,L/4 — 1

De esta forma, por cada punto de coordenadas enteras (a,b) con

1 <a,b < L/4 pasan 3 rectas, méds concretamente, las rectas

r = a,y = bxr —y = a— b, de forma que el nimero de puntos 3-ricos
resultantes es |P3(.Z)| ~ L.

Si nos interesara aumentar r, podemos producir varios puntos r-ricos
usando una estructura de malla similar y anadiendo mas rectas con distin-
tas pendientes. A esta construccién la llamaremos configuracién de red.(Ver
figura 2.2)

2.3. Incidencias

A continuacién vamos a introducir el lenguaje de las incidencias, que
evidentemente son la base de toda la geometria de incidencia, y es en dicho
lenguaje como se escribe la formulacion mas clasica del teorema de Szemerédi-
Trotter.
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Figura 2.2: Ejemplo de configuracion de red con 9 puntos 3-ricos

Sea .Z un conjunto de rectas y . un conjunto de puntos. Llamamos el
conjunto de incidencias a

(&, 2Z)={(p]) e S xZLpel}

El cardinal del conjunto de incidencias se puede calcular de dos formas equi-
valentes:

(L) =Y HeZLpel=) [{pe el

peS e

En otras palabras, vemos que el papel de los puntos y las rectas es simétrico
a la hora de contar el nimero de incidencias. Podemos utilizar este hecho
para demostrar una primera cota muy interesante del cardinal |I(.7,.Z)|:

Lema 2.3.1. Sea & un conjunto de L rectas y . un conjunto de S puntos
en el plano, entonces

(7, L) <L+ S

y alternativamente

(.7, L) < S+ L

Demostracion. Agrupemos las rectas de . de la siguiente manera: vamos a
definir %, como el conjunto de las rectas de £ que contienen exactamente
un punto de ., y £, como el conjunto de las que contengan a mas de un
punto de .. Al dividir de esta forma los elementos de ., también podemos

dividir las incidencias en |I(.,.L)| = |I(L. A)| + |17, Z})|.
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Evidentemente, para el primer término: |[(.%, . 4)| < |-4]| < L.
En cuanto al segundo término,

(7 2 =) i€ Zpel}.

peyS

Para cada punto p de ., existen como méaximo S — 1 rectas que pasen por
p y contengan otro punto de .. Por lo tanto, tenemos que

17,2 < 3 (8 —1) < 5

peS

Sumando ambos miembros, obtenemos la desigualdad del enunciado.

Para la segunda version de la desigualdad, se procede de forma anéloga
aprovechando el ya mencionado papel simétrico de las rectas y los puntos:
sea .77 el conjunto de los puntos de . por los que pasa solamente una recta
de &, v ., los demads. Dividimos el conjunto de incidencias de la misma
forma que antes y obtenemos

(7, 2)| = [I(, L) + (74, £L)| <

<S+Y HpeHlpell
ey

Para cada | € £, hay como maximo L — 1 puntos en ella que pertenezcan a
alguna recta més de .Z, luego

S+Y Hpe Llpell <SS+ (L-1) < S+~
e’ le®

O

Pasamos a enunciar el Teorema de Szemerédi-Trotter en su version mas
usual en los textos, la que hace referencia al cardinal del conjunto de inci-
dencias:

Teorema 2.3.2 (Szemerédi-Trotter para incidencias). Sea . un conjunto
finito de puntos en el plano y £ un conjunto finito de rectas. Sea S el cardinal
de . y L el de £. En tal caso se cumple que

1(7, L) < S?PLY3 + S+ L.
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2.4. El teorema de Szemerédi-Trotter para
puntos r-ricos

Anteriormente hemos presentado el Teorema de Szemerédi-Trotter pa-
ra incidencias. Tanto dicho teorema como el que vamos a enunciar reciben
el nombre de “Teorema de Szemerédi-Trotter”, pues ambos resultados son
equivalentes y fueron probados por Endre Szemerédi y William T. Trotter.
Aunque es méas frecuente encontrarlo enunciado para incidencias, también
serd interesante estudiar su version para puntos r-ricos:

Teorema 2.4.1 (Teorema de Szemerédit-Trotter para puntos r-ricos). Sea
L un conjunto de L rectas en el plano. Entonces,

P ()| S L2 + L.

Como consecuencia,
P.(L) S L2+ Lrt

Notemos que si ocurre que L < 72, entonces L?r=2 < Lr~!, en cuyo caso
el segundo término domina y en el ejemplo de la configuracion estrellada
se alcanza de forma precisa la cota. Si, por el contrario, 7> < L, entonces
r?L < L*y L/r < L3/r3, luego es el primer término el que domina.

A continuacién comprobaremos que, en efecto, la acotacién proporcionada
por el teorema es precisa y no se puede mejorar, pues vamos a ver que en el
caso de la configuracién de red ocurre que |P.(.Z)| ~ L*r—3.

2.4.1. La configuraciéon de red

Vamos a estudiar la configuracion de red que comentamos en los primeros
ejemplos. Habiamos visto como producir puntos 3 — ricos, pero nos puede
interesar un r mayor que 3. Para ello, en vez de limitarnos a tomar rectas ho-
rizontales, verticales y un tipo de diagonales, vamos a escoger las pendientes
de otra forma.

Sea Gy la red de N x N puntos definida por
{(a,b) € Z*|1 < a,b < N}. Vamos a elegir r pendientes distintas para las
rectas. Dichas pendientes nos interesan con denominadores y numeradores
que sean pequenos, para ello definamos el conjunto de pendientes como los
primeros r términos de la lista 0, 1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5... En
esta lista lo que hacemos es ir cogiendo los racionales menores o iguales que
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1 de forma que los denominadores sean lo méas pequenos posibles, y evitando
los que sean fracciones equivalentes de términos ya incluidos. El orden de la
lista estd marcado por el orden creciente de los denominadores.

Ahora, sean ., los r primeros racionales de la lista antes detallada. Lla-
memos £y, al conjunto de las rectas con pendiente en .7, que pasen por
lo menos por un punto de Gy. Es facil ver que todos los puntos de Gy son
puntos r-ricos de Ly, luego obtenemos que |P,(Zy.)| > N2. Lo que no
resulta tan evidente es estimar | Zy,,|, cardinal que vamos a denotar como
L.

Afirmamos que las r pendientes en .#, tienen numerador y denominador
menor que /2 salvo constante. Ello lo demostraremos a continuacién como
un pequeno lema:

Proposicion 2.4.2. Sea () un entero positivo, y sea

R(Q) ={(p, )|l <p<q<Qlmed(p,q) =1}

Entonces |R(Q)| > Q*/10.
En particular, se cumple que los r primeros términos de la lista tienen
denominador menor o iqual que /% salvo constante.

Demostracion: Primero, para a que cumpla 2 < a < @, definimos el conjunto
D(a,Q) ={(p.¢)|1 <p<q¢<Qyademiés a divide ap y a ¢}.

Vamos a comprobar que |D(a, Q)| < Q%a™?: en efecto, el niimero de miltiplos
de a que son menores o iguales que () son precisamente |Q/a|, por lo que
nuestros parametros p y ¢ pueden variar en un rango de, como mucho, Q/a
valores distintos. Por tanto, el nimero posible de pares (p,q) en D(a, @) no
puede ser mayor que (Q/a)(Q/a) = Q*a~2.

A continuacion, notemos que podemos obtener R(()) sin mas que consi-
derar el conjunto de todos los pares {(p,q)|1 < p < ¢ < Q} v luego sustraerle
el conjunto D(a, @)) para cada a primo, es decir:

RQI>Q*— > ID@|>@*~ Y Q%=

2 <a <@ primo 2 < a < Q primo

=1- > o

2 < a < Q primo
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Solo falta ver que el contenido del paréntesis es mayor o igual que 1/10; para
ello basta con recordar que Y - k=2 = 72 /6, y en nuestro caso, tenemos que

Y a?<D a7’ <6 - 106449,

a>2,a primo a>2

en particular, 1 — ), < a<Q,a primo a~? resulta siempre menor que 1/10. En
conclusion, |R(Q)| > Q?/10. O

(Notemos que aunque aqui hemos concretado la constante 1/10, nos bas-
taba comprobar la desigualdad salvo constante, y es asi como vamos a usar
este resultado mas adelante).

Ahora podemos enunciar formalmente el resultado que hemos anticipado
antes:

Proposicion 2.4.3. En la configuracion de red anteriormente definida, se
tiene que

|P.(L)| 2 L*r~>.

Demostracion: Sil es una recta de pendiente p/q que pasa por un punto de
coordenadas enteras (x,y), entonces (z + ¢,y + p) es otro punto de la recta [
con coordenadas enteras. En el lema anterior hemos visto que cada una de las
pendientes de .7, tienen numerador y denominador menor salvo constante
que /2. Consideramos una red cuadrada 3N x 3N, sea Gy, centrada en la
red original de N x N (es decir, consideramos una copia de nuestra red a cada
lado de la original, otras dos encima y debajo respectivamente, y cuatro mas
en los vértices formando un cuadrado 3N x 3NV); entonces vamos a comprobar
que cada recta de £y, contiene 2 Nr~1/2 puntos de la nueva red 3N x 3N:

Sea | € Ly, una recta con pendiente p/q con med(p,q) = 1 y que pase
por un punto (g, yo) € Gn. Si tenemos un punto (x,y) € | con coordenadas
enteras, entonces (z,y) = (zo,v0) + t(¢,p) = (zo + qt,yo + pt) vy qt,pt son
enteros. Por tanto, t = m/q = n/p con m,n enteros. Puesto que p y ¢ son
primos entre si, la igualdad mp = ng implica que glm y p|n, luego ¢ es un
entero.

Supongamos t € Z,t > 0. La condicién (z,y) = (xo,y0) +t(q,p) € G3n se
satisface siempre que tq < N,tp < N. Puesto que p < ¢ < r'/? es suficiente
que tr'/2 < N, es decir, t < Nr~Y2. Asi pues, los puntos (zo + tq,yo + tp)
con 0 <t < Nr*1/2,t € Z son todos ellos puntos de G3y. Razonando de
la misma forma para ¢t < 0, tendremos que los puntos (z¢ + tq,yo + tp) con
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—Nr1/2 <t < Nr~'2t € Z son puntos de Gsy. Por tanto, el nimero de
puntos de [ en Gsy es mayor que Nr—/2,

A partir de este punto, vamos a suponer que /2 < N, de modo que
1< Nr1/2 (En caso contrario, las rectas de £y, intersecarian Gy en un
solo punto).

Ahora pasamos a estimar L (recordemos que lo hemos definido como
L =|%n.|). Lo haremos por un argumento de doble conteo: consideremos el
conjunto A = {(p,!) € Gsn X Ly, }. Vamos a contar el nimero de clementos
de dicho conjunto:

= Silos computamos contando por cada recta, hemos visto antes que cada
una de las rectas contiene un nimero mayor de puntos, salvo constante,
que Nr=Y2; Tuego |A| = L(Nr~1/?).

= Por otra parte, si vamos contando en cada punto las rectas que lo
atraviesan, sabemos que cada punto pertenece como mucho a r rectas
(pues partimos de que los puntos de G, son r-ricos, y por los de la
aumentada no pasan mds que por los de la original), luego obtenemos
que |A| < 3N?r.

Igualando |A|, obtenemos que 3N2?r > |A| = LNr~/2 resultando que
3Nr > Lr~Y/2 y por nuestra definicién de “>”podemos obviar la constante.
Finalmente obtenemos que N? > L?r~—3, lo que implica que

|P-(Zna)| 2 |$N,r‘27“73- O

En conclusion, hemos obtenido |P.(ZLn )| 2 |-Ln-*r~3, que es la cota de
Szemerédi-Trotter (recordemos que en este caso domina el primer término)
pero en la otra direccion. Ello quiere decir que en el caso de la configuracion
de red, la desigualdad es precisa, es decir, acabamos de probar que
|P (L) 2 | L |?r~2 y el Teorema (2.4.1) afirma que | P (ZLy )| S | Ly [Pr 2,
por lo que se tiene |P.(Zy,)| ~ | Ly, |[>r™3 y por tanto la cota no se puede
mejorar.

Una vez vistos estos ejemplos, vamos a buscar cotas superiores para
| P.(L)|, para ello empezamos por utilizar el hecho de que dos rectas distintas
se cortan como mucho en un punto.

Usando este argumento, podemos obtener una primera cota para |P,.(L)|
por un argumento de conteo doble:

Lema 2.4.4. |P(2)| < (5) (;)_1 ~ %2
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Demostracion: Sea £ un conjunto de L rectas, procederemos por el método
de doble conteo. Definimos el conjunto

A={(p.l.Nlpe P(L);1,.I' e L1 #15pelnly.

= Por una parte, si computamos los elementos de A contando punto por
punto, obtenemos

Al =3 pep o L) € 2L # U pelnl} = [P(L)I(5)-

= Por otra parte, si los computamos considerando los pares de rectas,
obtenemos [A| =3 cg2 {p € P(L)p e lNT} < (5)

Comparando ambas cotas para |A, obtenemos |P.(2)|(3) < (%). O

A continuacién vamos a ver otra desigualdad para |P.(.Z)|:
Lema 2.4.5. Sir > 2LY2, entonces |P.(£)| < 2L/r.

Demostracion: Sea £ un conjunto de L rectas. Lo probaremos por Reduc-
cién al Absurdo: supongamos que |P,.(%)| > 2L /r. Tomamos un subconjunto
P’ C P.(Z) que cumpla que 2L/r < |P'| < (2L/r) + 1. Como r > 2L'2,
|P'| < (r/2) + 1.

Siz e Py % es el conjunto de rectas que pasan por x, entonces el
cardinal de .Z, es mayor o igual que r (pues z sigue siendo un punto 7-rico)
y menos de r/2 rectas de .%, pueden pasar por otro punto de P’; ya que
hemos visto que |P’| < (r/2) + 1. Dicho de otra forma, para cada punto
x € P’ obtenemos que en la lista de rectas .Z, siempre vamos a tener como
minimo r/2 rectas que no pertenezcan a la lista de ningin otro punto. Repi-
tiendo este argumento para cada punto de P’, observamos que el ntimero de
rectas L es mayor que |P'|r/2. Pero |P'|r/2 > (2L/r)(r/2) = L, llegando a
contradiccion. (I

Notemos que hay una gran diferencia entre esas estimaciones y la pro-
porcionada por el teorema. Dicha diferencia es mas grande y mas interesan-
te en el caso r = L'2. En este caso, los lemas de doble conteo anteriores
nos dicen que |Pp1/2(%)| < L y por su parte el teorema (2.4.1) indica que
|Ppi2( )| < LY2. Estos dos lemas de conteo proporcionan algunas cotas,
pero no nos bastan para demostrar el teorema (2.4.1). El axioma euclideo
que dice que dos rectas distintas se cortan a lo sumo en un punto se cumple
en todos los cuerpos, pero el Teorema de Szemerédi-Trotter no.
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Ejemplo en un cuerpo finito: Sea [, el cuerpo finito con ¢ elementos,
y sea .Z el conjunto de todas las rectas “no verticales”de Fg, es decir, ex-
cluyendo aquéllas del tipo & = ¢ tales que ¢ € F,. Cada una de estas rectas
tiene una ecuacién del tipo y = max + b. Para ver el numero de rectas que
hay en .Z, basta con analizar los dos parametros: m y b. Cada uno de ellos
puede tomar como valores los ¢ elementos del cuerpo, luego nos encontramos
con ¢? posibilidades para elegir ccuaciones de rectas y, por tanto, tenemos
exactamente L = ¢2. Por cada punto de Fg pasa una recta de cada pendiente,
luego hay ¢* puntos en P,(Z). Asi, tenemos | P;1/2(-Z)| = L, y esencialmente
alcanzamos la cota superior que nos proporcionaba el primer lema de conteo.

Esto evidencia que para probar el teorema (2.4.1) no nos basta con usar el
hecho de que dos rectas distintas se cortan como mucho en un punto, vamos
a necesitar utilizar algo que es cierto para las rectas en R?, pero falso en ]Fg.
Para lograrlo, vamos a tener que usar otra herramienta maés alla de dicho
axioma, y ésa serd la férmula de Euler.

Se han realizado varias demostraciones del teorema de Szemerédi-Trotter,
y todas ellas usan, de una forma u otra, herramientas topolégicas en R2.
A continuacién, vamos a demostrar el teorema (2.4.1) haciendo uso de la
férmula de Euler.

2.5. Numeros de cruzamiento

Vamos a estudiar un caso muy concreto de incidencias: jse puede tener L
rectas en el plano de forma que |P,(.%)| sea exactamente (5)/(1), con L > r?,
es decir, que se alcance la cota proporcionada por el lema (2.4.4). Para que
ello ocurra, cada par de rectas debe cortarse, y cada punto de interseccion
debe pertenecer a exactamente r rectas. Usando la férmula de Euler, veremos
que para r > 6 esto es imposible de lograr en R2.

2.5.1. La formula de Euler

Un conjunto .Z de rectas en el plano determina una estructura poligonal
en R?, interpretando cada punto de interseccién como un vértice, cada seg-
mento de una recta entre dos vértices como una arista, y cada componente
conexa del complementario de las rectas como una cara.

Notemos que algunas de las caras y de las aristas no estan acotadas.
Llamemos X a la union de los vértices, las caras y las aristas que si estan
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acotadas, y considerando todo el exterior del grafo como otra cara. Las rectas
entonces nos definen una estructura poligonal X con V vértices y E aristas.

Ahora vamos a considerar un embebimiento de X en S? de forma similar
a la empleada para hacer la proyeccion estercografica de la esfera en el plano.
Dado el X antes descrito en el plano, lo proyectamos llevando cada vértice
de X al punto de la esfera del cual es proyeccién estercogréafica. Anadimos
las aristas uniendo los vértices en S?, logrando una teselacién de la esfera
en distintas caras, y obtenemos asi una estructura poligonal en S? con V
vértices, E aristas y F' caras. (Notemos que al hacerlo asi, lo que seria la
cara exterior no acotada en X, en nuestra estructura poliedral resulta ser
otra cara cerrada y delimitada).

La féormula de Euler nos indica que
V-E+F=2

Vamos a comprobar lo que afirmamos antes, es decir, que si r > 6, entonces
no existe ningin conjunto .Z de L rectas en el plano de forma que
P2 = (3)/(5):

En tal caso, de cada vértice salen al menos r aristas, y cada arista contiene
solamente dos vértices, por ello, V < (2/r)E < E/3. Cada cara tiene al
menos 3 aristas, y cada arista pertenece como mucho a dos caras, y por ello
F < (2/3)E. Pero entonces ocurriria que V— E+ F < 0, por lo que llegamos
a una contradiccion.

Pasamos a explicar con un poco mas de detalle el argumento de doble
conteo usado en el parrafo anterior (que en este caso relacionaba los nimeros
de vértices, aristas y caras de X)), ya que aunque no es demasiado complicado,
lo hemos utilizado alguna vez con anterioridad y volveremos a usarlo més
veces en el presente trabajo:

Sean ¥, &,.% el conjunto de los vértices, las aristas y caras de X y sean
V., E, I sus respectivos cardinales.

Consideremos por ejemplo la relaciéon mencionada entre el nimero de
vértices V' y de aristas E. Definamos para cada v € ¥/, el conjunto
E(v) ={e € &|v € e}, es decir, el conjunto de aristas que tienen como punto
inicial o final al punto v, y del mismo modo, para cada e € & definimos el
conjunto V(e) = {v € ¥|v € e}.

Ahora computemos estas relaciones en una matriz de la siguiente forma:
la construiremos con E columnas, cada una de las cuales se correspondera
con una de las aristas de &; y V filas, cada una de las cuales se correspondera
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con uno de los puntos de ¥". En dicha matriz, vamos a poner un 1 en aquella
posicion (i, j) donde se cumpla que el punto al que hemos asociado la fila i
pertenece a la arista que hemos asociado a la columna j, y pondremos un 0
en las posiciones donde no se cumpla dicha relacién.

De esta forma obtenemos un niimero de elementos no nulos en la matriz,
concretamente el cardinal del conjunto {(v,e)|v € e} C ¥ x &, conjunto que
denominaremos .o/

Dicho ntimero de unos de la matriz podemos computarlo de dos formas:
contando por filas o por columnas.

= Si contabilizamos por filas, obtenemos que
|| =3 ey [EW)] =D ,cpr = Vr. La desigualdad se deduce porque
usamos el hecho de que todos los vértices v son puntos r-ricos.

= Si contabilizamos por columnas, obtenemos que
|| =3 .co |V (e)| = 2F, la igualdad se da porque cada arista contiene
exclusivamente dos vértices distintos.

Igualando | 7| en ambos casos, se deduce la relacién V' < (2/r)E anterior.

A continuacién, vamos a introducir los “ntimeros de cruzamiento”de gra-
fos para poder usar de forma mas efectiva la formula de Euler.

2.5.2. Numeros de cruzamiento

Sea GG un grafo, podemos representar graficamente G en el plano R? de
la siguiente manera: asignamos a cada vértice de G un punto de R? de for-
ma que todos los puntos sean distintos y estén en posicion general. Ahora,
identificamos cada arista de G con un segmento de curva continua y sin au-
tointersecciones en el plano que una sus puntos finales (vértices) y de forma
que no pase por ningun otro vértice que no sea uno de sus extremos. Evi-
dentemente, puede darse el caso de que las representaciones de dos aristas
diferentes se corten en puntos que no sean vértices; tales puntos no los vamos
a contabilizar como vértices, sino que los contaremos como cruzamientos, que
pasamos a detallar.

Definimos un cruzamiento en la representacion gréafica de un grafo como
un punto z (que no sea un vértice) y un par de aristas abiertas (es decir, sin
incluir los vértices) e, €/, tales que € eNe’. De esta forma, notemos que si r
aristas distintas se cortasen en un mismo punto, entonces contaria como (;)
cruzamientos.
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Definimos el nimero de cruzamiento de un grafo GG, y lo denotamos
k(G), como el nimero més pequeno de cruzamientos necesarios para repre-
sentar graficamente G en el plano. Observemos que un grafo es un grafo
plano si y solo si su nimero de cruzamiento es igual a cero, es decir, si se
puede representar en el plano sin que ningin arista se corte con otra.

Por c¢jemplo, vamos a considerar el grafo completo de N vértices (en posi-
ci6n general), Ky; y centrémonos en ver cémo crece k(K y) al ir aumentando
el nimero de vértices. El grafo Ky cuenta con E = (g) aristas. Si un grafo
tiene E aristas entonces puede representarse con como mucho (g ) cruzamien-
tos, por lo que el nimero de cruzamiento de Ky es claramente como méaximo
(5) ~ N*. Asi pues, el nimero de cruzamientos crece del mismo modo que
N%. De manera més general, veremos cémo el ntimero de cruzamiento de un

grafo GG estd relacionado con el nimero de aristas y vértices del mismo.

También serd interesante considerar el problema de los cruzamientos en
el caso en el que todas las aristas son segmentos de rectas, como en el ejem-
plo anterior. En este contexto, con un pequeno abuso de notacién, cuando
hablemos de representar un grafo usando rectas o que las aristas de un grafo
son rectas, nos referiremos claramente a que las aristas son segmentos de rec-
tas. En estos casos si que nos interesarda que los puntos a los que asignamos
los vértices estén en posicién general. Asi, definimos £,.(G) el nimero de
cruzamiento con rectas de G; ello es el niimero minimo de cruzamientos
en una representacién grafica de GG donde cada arista es un segmento rec-
tilineo. Este nimero de cruzamiento con rectas k,(G) puede ser diferente de
k(QG), pero es claro que siempre k,.(G) > k(G), pues estamos imponiendo una
condicién a mayores a la hora de trazar las aristas. Cualquiera de estos dos
nimeros de cruzamiento nos puede resultar util a la hora de demostrar el
teorema de Szemerédi-Trotter.

Ahora volvemos a centrarnos en estimar los niimeros de cruzamiento de
grafos, y vamos a empezar por probar un resultado que lo relaciona con el
numero de aristas y vértices de un grafo plano basandose en la férmula de
Euler.

Proposicion 2.5.1. Si G es un grafo plano, conexo con E aristas yV vérti-
ces, y tal que no tiene mingun vértice del que solamente salga una arista,
entonces

E -3V < —6.

Demostracion: Sea G un grafo plano y consideremos el embebimiento de
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G en S? antes descrito. Dicho embebimiento divide S* en distintas caras, y
obtenemos asi una estructura poliédrica en S? con V vértices, F aristas y F'
caras. Por la férmula de Euler, tenemos que 2 =V — E + F. El nimero de
caras del grafo G podemos estimarlo de esta forma: cada cara tiene al menos
tres aristas en sus bordes, mientras que cada arista estd en la frontera de
exactamente dos caras. Por lo tanto F' < (2/3)E. Sustituyendo en la férmula
de Euler, obtenemos 2 =V —E+F <V —(FE/3), y reorganizandolo llegamos
albk—-3V<-6. O

Figura 2.3: Ejemplo de grafo completo de 5 vértices con un cruzamiento

La proposicién implica que, por ejemplo, el grafo completo de 5 vértices,
K3, no es plano. Al tener 5 vértices y 10 aristas, se tiene que
E -3V = —5 > —6, y al dibujarlo se comprueba facilmente que siempre
obtendremos por lo menos un cruzamiento, tal y como se puede apreciar en
la figura 2.3, por lo que k(K5) = 1.

Proposiciéon 2.5.2. El nimero de cruzamiento de G es al menos E—3V +6.

Demostracion: Sea k(G) el nimero de cruzamiento de GG, dibujemos G en el
plano con exactamente k(G) cruzamientos. Podemos eliminar k(G) aristas
de forma que el grafo resultante G’ sea plano y su nimero de aristas

E’ = F — k(G). Ahora, elminamos los vértices que se han quedado aislados
al eliminar todas las aristas que pasaban por él, tendremos por tanto V/ <V
vértices en G'. Aplicando la proposicién (2.5.1), obtenemos que

—6>FE -3V > FE—k(G)—3V. O
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En el caso general, para el grafo completo Ky, lo que obtenemos es
k(Ky) > (5) =3N +6~ N2

Todavia es posible mejorar esta cota: al eliminar una arista de G, lo
mejor serd elegir precisamente la que mas cruzamientos provoque de forma
que podamos disminuir k(G) de forma significativa.

Teorema 2.5.3. Sea G un grafo con E aristas, V vértices y tal que £ > 4V.
Entonces k(G) > (1/64)E3V 2.

Como corolario de este teorema, obtenemos para el grafo completo Ky,
que k(Ky) 2 (1;’)3N‘2 ~ N*,

Antes de demostrar el teorema, probaremos el enunciado para k.(G).
Posteriormente veremos las modificaciones necesarias para adaptarla a k(G):

Teorema 2.5.4. Sea G un grafo con E aristas, V vértices y tal que £ > 4V.
Entonces k,.(G) > (1/64)E3V 2.

Demostracion: Consideremos un numero real p € [0, 1] que fijaremos més
adelante. Sea G’ un grafo que obtenemos a partir de GG, pero de forma que
cada vértice de éste sea incluido con probabilidad p, independientemente del
resto de vértices. Incluimos en G’ una de las aristas de G si y solo si los dos
vértices que la delimitan aparecen en G'.

Claramente, en G’ cabe esperar tener V'’ = pV vértices y £ = p?E aristas,
pues para incluir una arista especifica deben aparecer sus dos vértices, cada
uno tiene probabilidad p y son sucesos independientes. Por (2.5.2), para G/,
tenemos que k(G’) > E' — 3V’ (aqui eliminar el 6 de la desigualdad es
irrelevante). Por tanto, el valor esperado de k(G’) serd al menos p*E — 3pV/.
Como k.(G) > k(G), entonces el valor esperado de k.(G’) serd al menos
p*E — 3pV.

También podemos dar una cota superior para k,.(G’): sea una representa-
ci6n de G usando rectas con exactamente k,.(G) cruzamientos. Como estamos
usando rectas, dos aristas que partan de un mismo vértice no pueden cortar-
se; lo que quiere decir que cada cruzamiento debe involucrar necesariamente
dos aristas con cuatro vértices diferentes.

Partiendo de dicha representacién con rectas de G, nos quedamos con la
de G'. En dicho dibujo, cabe esperar que k,.(G) sea p'k,.(G).

Si comparamos ambas cotas superior e inferior para el valor esperado de
k.(G"), observamos que p*k,(G) > p*E —3pV, y asf tenemos la siguiente cota
inferior: k,.(G) > p?E — 3p~3V.
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Ahora lo tinico que nos queda es elegir el valor de p para que la cota sea
6ptima. Puesto que E > 4V tenemos que p = 4V/E < 1 y podemos fijar
p =4V/E. De esta forma, obtenemos que k,.(G) > (1/64)E?V 2. O

Comentamos sucintamente cémo adaptar la demostracién para extender
el resultado al caso general, es decir, para k(G), y asi finalizar la demostra-
cién del teorema (2.5.3). La gran diferencia es que al poder ser las aristas
curvas, dos aristas con un vértice comin podrian cortarse, resultando un
cruzamiento que involucre tres vértices. Dicho cruzamiento apareceria en G’
con probabilidad p3, lo cual es muy distinto de p*.

Podemos resolver este problema asegurando, con un simple argumento
geométrico, que si el dibujo de un grafo G cuenta con exactamente k(G)
cruzamientos, entonces cada cruzamiento se da entre dos aristas sin vértices
comunes:

Razonemos por reducciéon al absurdo: supongamos que existen eq, e5 dos
aristas con un vértice comtn v y que se cortan en el punto a. Podemos modi-
ficar nuestra representaciéon grafica de G de la siguiente manera: supongamos
que e se corta con otras ki aristas en el tramo entre v y a, e hace lo propio
con otras ko aristas y supongamos sin pérdida de generalidad que k; < ks.
Modificamos el dibujo de ey de tal manera que dicha arista vaya paralela a
e1 hasta llegar al punto a, e inmediatamente después de superar dicho punto
vuelva a retomar su curso original. De esta forma logramos reducir el niimero
de cruzamientos, pues en primer lugar la nueva arista e, ya no se corta con
e1, lo que disminuye el nimero en 1; y ademas ahora provoca solo k; cruza-
mientos hasta el punto a, y recordemos que k; < ks (en caso contrario, nos
limitamos a renombrar las aristas).

Notemos que tenemos dos opciones a la hora de decidir cémo dibujar
la nueva arista e}, en el tramo que va desde v hasta a, uno por el interior
de la region cerrada que delimitan los trazos y otro por el exterior; pero
resulta evidente que, como queremos evitar un cruzamiento a mayores con
e1, escogeremos aquel que pasado el punto a ya se encuentre inmediatamente
con la traza de e,.

También se puede dar el caso de que las dos aristas se corten en mas
de un punto, en tal caso, lo que haremos sera trazar la nueva arista como
hemos especificado para asi evitar el primer cruzamiento como se aprecia en
la figura 2.5.2. Luego hacemos lo propio con el segundo y asi sucesivamente
hasta lograr evitar todos los cruzamientos entre ambos vértices.
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A A

Figura 2.4: .
Trazado de la nueva arista donde evitamos el cruzamiento

e? B

Figura 2.5: .
Situacién en la que hay varios cruzamientos entre las aristas, donde
resolvemos la interseccion en a

2.6. Demostracion del Teorema de Szemerédi-
Trotter para puntos r-ricos

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema de Szemerédi-
Trotter en su version para el nimero de puntos r-ricos, y esta vez lo vamos
a enunciar concretando las constantes:

Teorema 2.6.1 (Teorema de Szemerédi-Trotter para puntos r-ricos). Sea
< un conjunto de L rectas en el plano. Entonces,

|P.(L)| < mdz{2°L*r 2 20r '}

Demostracion: Definimos un grafo G = (¥, &) tomando como conjunto de
vértices ¥ el conjunto de puntos r-ricos P,(.Z). Dados p,q € ¥, el par {p, ¢}
determinara una arista si y solo si existe una recta [ € £ tal que p,q € [
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y ademds el segmento entre p y ¢ no contiene ningin otro punto de P.(.%).
Evidentemente la figura plana resultante es una representacién plana del
grafo abstracto G, que tendra (en general) puntos de cruzamiento. Dado que
el maximo numero posible de intersecciones de rectas de .Z es (g)g L?, se
tiene que k,.(G) < L2

Denotamos por V = |P.(Z)| = |/ el numero de vértices de G. Veamos
cémo calcular F = |&|, el nimero de aristas.

En primer lugar, sea &' = {l € Z|3p € ¥ con p € [}, se tiene que
LI'=\%1<L=|%

Sea Ujegrll — ¥V = Uiep (Il —7) = C1 UCy U ... UCy la descomposicion
en componentes conexas del conjunto de puntos de las rectas de .Z’ una vez
eliminados los vértices 7.

Sea & = {C}, (s, ...,Cy}, siendo C; la clausura de la componente conexa
C;, (1 < i < k). Observemos que, si fijamos [ € #’, las componentes C' € &
tales que C' C [ son de 2 tipos: por un lado hay exactamente dos no acotadas,
el resto seran componentes acotadas con extremos en puntos de 7, es decir,
son las aristas de & contenidas en [. Notese que puede ocurrir que no haya
componentes conexas acotadas en [, esto ocurre si solo hay un punto de #" en
[. Llamemos &’ al conjunto de componentes no acotadas de &”. Por tanto,
=&+ &y, ademds, |& | =2L".

SeaY = {(p,C) € ¥ x &'pe C}. Parav € ¥, sea

Y(v) = {(p.C) € Y x &'p = v}.

Se tiene que |Y(v)| > 27, pues v es un punto r-rico y cada recta por v
contribuye con 2 componentes. Por tanto, [Y| =" _, [Y(v)| > 2rV.

Sean ahora

X={(p.C)eY|Ce&}={(pe) eV xEpe}y

X ={(p,C) €Y|C € &'}

Evidentemente, se tiene Y = X U X, luego
1X| = |Y| = [Xo| > 20V — 2L > 20V — 2L

Por otro lado, para &, el conjunto X(e) = {(p,C) € X|C = e} tiene
cardinal 2 (los extremos de las arista e). Por tanto, | X| =) __, |X(e)| = 2|&|
y se tiene que |&| = |X|/2 >V — L.

Distinguimos dos casos:

1) Suponemos que 4V < E. En este caso, la cota (2.5.4) nos dice que
k-(G) > (1/64) E3V 2. Puesto que el nimero de cruzamiento de L’ aristas es
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menor o igual que (LQ/) < (L')* < L?, tendremos que

L? > k. (G) > (1/64)(rV — L)3V 2,
Ahora pueden darse dos casos:

» SirV — L >rV/2, entonces tenemos que
L* > (1/64)(rV — L)*V =2 > (1/64)r°V3/23V% = 13V/2° 1o que despe-
jando V implica que |P,.(£)| =V < 29L% 3.

» Si, por el contrario, tenemos que rV — L < rV/2; entonces

|P(ZL)| =V <2L/r.

2) Si suponemos el caso contrario, sea que 4V > E, entonces rV —L < 4V,
lo que implica que V' < L/(r — 4). Ahora tenemos dos casos segin el valor
de r:

» Sir>8 entoncesr —4>r/2yV <L/(r—4) <2L/r.

= Si, por el contrario, r < 8, podemos aplicar el lema (2.4.4) para ob-
tener que [P (L) < (%) (;)_1 Dicha cota (}) (,2,)—1 es menor o igual
que 2L% /72, pues el teorema indicaba la desigualdad salvo constante, y

2L%/r? < 2912 /r3, esto tltimo porque al ser r < 8, entonces 28 /r > 1.

O

2.7. Demostracion del Teorema de Szémeredi-
Trotter para incidencias

A continuacion vamos a demostrar el resultado que habiamos presentado
como el Teorema de Szemerédi-Trotter en su version para el conjunto de
incidencias y comenzamos por recordar:

Teorema 2.7.1 (Szemerédi-Trotter para incidencias). Sea . un conjunto
finito de puntos en el plano y £ un conjunto finito de rectas. Sea S el cardinal
de & y L el de L. En tal caso se cumple que

1(.7,.2)| < S?PL¥3 + S+ L.

Demostracion. Vamos a agrupar los puntos de . de forma similar a como
lo hicimos en la demostracién de (2.3.1). Sea .%}, el conjunto de los puntos
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de .7 por los que pasan por lo menos 2LY? rectas de .Z. Aplicamos el
lema (2.3.1) para obtener que |I(.%,.%)| < L + |.#]>. Pero tenemos que
|Znl = |Pyp1/2(Z)], ya que en realidad el conjunto que hemos definido es
precisamente Pyy1/2(.%). De esta forma, podemos aplicar el lema (2.4.5) para
obtener |Pyy1/2(L)| < L2, Asi, tenemos que |I(.%,, Z)| < 2L.

Ahora agrupamos el resto de puntos de ., definimos:

Fr={pe L2 <|{le Lpel} <2F}

es decir, agrupamos los puntos segin el niimero de rectas a las que pertenez-
can. De la definicién se deduce que |I(#, £)| < 2¥|.%;|, pues por cada punto
de .#} pasan menos de 2¥ rectas. Ahora sea K el menor entero que cumpla
que 251 > 2112 De esta forma nos aseguramos de que Upsx.-%% C F.
Vamos a contabilizar las incidencias segin los conjuntos en los que hemos
partido ., ello es .}, y los distintos #:

(S, 2L)| < |[(S, & |+Z|ka, |—2L+Z2k|ﬂk|

Sabemos que || < [Por-1(Z)|. Por la forma en que hemos elegido K,
tenemos que 2¥~1 < L'/2. Llegados a este punto, vamos a aplicar el teorema
(2.4.1) para obtener que |Py—1(Z)| < L?273%. Tambén resulta evidente que
|71 < S. Juntando lo obtenido, vemos que

K
(7, Z) S L+ 2"min(s,27%L?).

Pasamos a estimar el valor de la suma. Dicha suma se divide en dos términos,
dependiendo de cual de los dos términos dentro del minimo sea menor, y
en cualquiera de los casos se trata de una serie geométrica. Si es mayor
273612 > S entonces 2F < S~V/3L2/3 de forma que la suma est4 acotada por

§ kS + § 272k 2,
1<k<K,2k<[2/35-1/3 1<k<K,2k<12/35-1/3

» Si ocurre que 2F > S~V3L2/3 > 1 entonces cada suma geométrica es
menor que L*?35%/3 salvo constante.

» Si L?/3571/3 > 2K entonces solamente aparece el primer sumatorio, y
el total sale menor salvo constante que 255 < [?/38-1/35 = [2/35%/3,
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» Por tltimo, en el caso L?3S~1/3 < 1, entonces solo aparece el segundo

sumatorio, y el total sale menor que L?. Pero tenfamos que
L3513 < 1, luego ocurre que L? < S.

Si juntamos lo obtenido en cada caso obtenemos que
17, L) < S*PL¥3 + S+ L. O

En este teorema, como adelantamos al introducir la definicién de inciden-
cias, las rectas y los puntos juegan un papel simétrico; tal y como se puede
apreciar en la propia formulacién, que es simétrica respecto de L y de S:
S23L23 + S+ L.

También vamos a incluir otra demostracion alternativa sumamente in-
teresante para el Teorema de Szemerédi-Trotter para incidencias (2.7.1) que
utiliza directamente el resultado (2.5.4) sobre los nimeros de cruzamiento y
técnicas que hemos usado para la demostrar el teorema para puntos r-ricos.
Esta prueba fue propuesta por Székely en [9]:

Demostracion. En las mismas condiciones del teorema (2.7.1), consideremos
aparte las rectas de £ que solo pasan por un punto de . (por tanto como
mucho pueden contribuir con L incidencias). El resto de rectas van a contener
al menos 2 puntos de .7.

Consideremos ahora la representacién del grafo cuyos vértices son los
puntos de ./, y dos puntos estaran unidos por una arista si y solo si se
encuentran en la misma recta y no hay un tercer punto en el segmento entre
ambos. Dada una recta [ € £, el nimero de aristas en dicha recta sera
|| — 1, donde || = . N 1.

El nimero total de aristas es >, || — 1 > [I(.7, Z)|/2.

El ntimero de cruzamiento del grafo resultante es como mucho L?, pues
cada cruzamiento surge de la interseccién de dos rectas de .£. Usando (2.5.4),
obtenemos que ocurre uno de los siguientes casos: o bien
|[1(.7,2)| <8, 0bien L2 > |I(.,.%)]3/S2.

Juntando lo obtenido en cada caso, obtenemos
|1(, L) < S*PL*3 4+ S + L. O



2.8. EL PROBLEMA DE KAKEYA EN UN CUERPO FINITO 27

2.8. El problema de Kakeya en un cuerpo fi-
nito

El siguiente problema que vamos a abordar no es estrictamente un pro-
blema que se suela encuadrar dentro de la geometria de incidencia, pero se
trata de una interesante cuestién de geometria cercana a dicha rama que
ilustra bien algunas técnicas abordadas al estudiar incidencias. Ademas, se
trata de uno de los primeros casos donde se pudo comprobar la eficacia del
método polinémico, tal y como veremos mas adelante.

Un conjunto de Kakeya en el espacio euclideo es un conjunto de puntos
que contiene un segmento unitario en todas las direcciones. El buscar conjun-
tos de Kakeya con dimensiéon minima es un problema que lleva anos siendo
investigado.

El problema original de Kakeya se basaba esencialmente en determinar
si un conjunto de Kakeya debia tener medida positiva, y fue rebatido por
Besicovitch en 1920, al encontrar un conjunto de Kakeya de medida nula. A
raiz de dicho contraejemplo, el problema ha evolucionado hasta una conjetura
que hoy en dia se sigue investigando: ;un conjunto de Kakeya en R™ debe
tener dimension de Hausdorff n?

Sin entrar en demasiados detalles, ya que no es el objetivo del presente
trabajo, la dimensiéon de Hausdorff generaliza la nocién de dimensién de un
espacio vectorial, generalmente la dimension de Hausdorff de un espacio con
producto interno n-dimensional es n. Por ejemplo, la dimensién de Hausdorff
de un punto es 0, de un segmento rectilineo es 1, de un cuadrado es 2, de un
cubo es 3... Es decir, para conjuntos de puntos que definan una figura con
pocos vértices, su dimension de Hausdorft es un entero que coincide con la
dimensién topologica. Para figuras més irregulares, puede llegar a ser incluso
nimeros racionales. (Para méas informacién al respecto, consultar [7])

Para n = 2, la respuesta es positiva, y fue dada por R. O. Davies en [2] en
1971. En dimensiones mayores se sigue investigando, aunque las cotas mas
recientes que se han logrado indican que si dim K denota la dimensién de
Hausdorff de K, entonces dim K > (n + 1)/2.

En 1999, Wolff propuso el analogo al problema de Kakeya pero en vez
de en el espacio euclideo en el espacio Fy, siendo F, el cuerpo finito de ¢
elementos, con la esperanza de que los resultados y las técnicas de dicho
problema pudieran ser de ayuda para resolver la conjetura original.

Es este problema, la restriccion al cuerpo finito, el que vamos a abordar
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en el presente trabajo. A continuacion lo estudiaremos sin polinomios, y més
tarde comprobaremos cémo el método polinémico agiliza notablemente las
demostraciones.

Un conjunto de Kakeya es un conjunto K C Fy que cumple la condicién
de contener una recta en cada direccién, es decir, que para todo vector no
nulo a € Fy, existe un vector b de modo que la recta {at + bt € F,} estd
contenida en K. Un ejemplo trivial de conjunto de Kakeya seria precisamente
todo Fy. Vamos a buscar conjuntos de Kakeya mds pequenos, y trataremos
de determinar el tamano minimo de los mismos.

Comenzaremos por ver un resultado que aporta una buena cota para
dimensién 2:

Proposicion 2.8.1. Sea s < q y Uy, 1o, ..., ls rectas distintas en Fg. Entonces
el numero de puntos del conjunto l; Uls U ... Ul es como minimo qs/2. En
particular, si K es un conjunto de Kakeya, entonces |K| > ¢*/2.

Demostracion. Vamos a ir anadiendo las rectas de una en una y considera-
remos el nimero de puntos en su unién. La primera recta tiene ¢ puntos. La
siguiente tendra por lo menos ¢ — 1 puntos que no estaban en la primera.
La siguiente tendréd al menos ¢ — 2 puntos que no estaban en las anteriores.
Iterando el argumento, llegamos a que el nimero de puntos distintos conte-
nidos en la unién de las s rectas sera como minimo
g+ (g—1D)+ (=2 + ..+ (g—s+1)=sq— 2 > 59— 5 = gs/2.

En el caso de los conjuntos de Kakeya, por definiciéon K contiene como
minimo ¢ rectas distintas, por lo que |K| > ¢*/2 O

Esta cota funciona bien en dimension 2, pero para dimensiones mayores
resulta bastante grosera y podemos refinar mas la demostracién. Solo hemos
usado que un conjunto de Kakeya contiene més de ¢ rectas distintas, pues la
condicién inicial s < ¢ no nos permitia escoger un nimero mayor de rectas.
Ello se ajusta bien a n = 2, donde las direcciones posibles son del orden de ¢,
pero en dimensién n > 2, un conjunto de Kakeya contiene més de ¢"~! rectas
distintas. Asi, para dimensiones n > 2 podemos usar el método de Haces:

Proposicion 2.8.2. Sean Iy, 1y, ..., [y rectas en Fy. La unidn de las rectas

tiene cardinal como minimo (gM'/?)/2. En particular, si K es conjunto de
Kakeya, entonces |K| > ¢"t1/2/2,

Demostracion. Consideremos el conjunto X formado por todos los puntos de
[, pertenecientes a alguna de las M rectas. Cada recta contiene ¢ puntos de
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X, hay M rectas en total y | X| puntos, luego un punto de X pertenece en
promedio a ¢M /| X| rectas; en particular debe existir un punto x € X que
pertenezca al menos a ¢M /| X| rectas.

El conjunto de rectas que pasan por dicho punto x lo denominaremos el
haz de x, y lo denotaremos .Z,. Como cada recta de £, tiene ¢ puntos y
todas se cortan en z, cada una cuenta con ¢ — 1 puntos de X adicionales,
luego el numero de puntos en el haz %, es al menos 1 + (q_&)'qM
un subconjunto de X, tenemos que

(g — )gM
Ry

, ¥ como es

< |X].

Despejando | X | obtenemos que (¢ — 1)gM < |X|? y al hacer las raices cua-
dradas, (¢® — ¢)'/2M"/? < |X|. Ahora bien, el término (¢ — ¢)'/? es mayor
o igual que ¢/2 siempre que ¢ > 4/3, aunque al ser ¢ entero, hecho cierto ya
que ¢ es un entero mayor o igual que 2. Asi obtenemos | X| > (gM1/?)/2.
Ahora, si K es un conjunto de Kakeya, contendra méas de ¢"~! rectas.
Sustituyendo M = ¢"~!, obtenemos que |K| > ¢"t1/2/2, O

Vamos a usar un tercer método denominado “método del cepillo”, que
combina ideas de los dos anteriores y aprovecha el hecho de que no hay
muchas rectas de un conjunto de Kakeya que puedan ser coplanarias.

Proposicion 2.8.3. Seanly, ly, ..., [y rectas en Fy de forma que no haya mds
de g+ 1 contenidas en un mismo plano. Entonces el cardinal de su union es
como minimo (¢*/*M"/?)/3. En particular, si K es un conjunto de Kakeya,
entonces |K| > ¢m+2)/2/3,

Demostracion. Consideremos como en la demostracion anterior el conjunto
X formado por todos los puntos de F} pertenecientes a alguna de las M
rectas, v definamos también L como el conjunto de las rectas {l1,ls, ..., {5}
Para cada una de las rectas [; de L, definimos su cepillo B(l) como el conjunto
de rectas [; que tienen interseccién con /; (no incluimos a la recta I; en su
propio cepillo). Un punto de X pertenece en promedio a gM/|X| rectas [;.
Vamos a comprobar que siempre existe por lo menos un cepillo que cuenta
como minimo con ¢>M /2| X| rectas:

Definamos A(p) como el nimero de rectas de L a las cuales pertenece el
punto p. Es evidente que > _ A(p) = ¢M, pues cada una de las M rectas
tiene ¢ puntos. Consideremos los trios de la forma (I,I',p) € L x L x X tales

que p € I NI'. El nimero de estos trios es Y7y A(p)*.
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Considerando el promedio de A(p) para los p € X, y como la funcién z?
es convexa, podemos usar la desigualdad de Cauchy-Schwartz para concluir
que

Zpe‘);( A’(p)Q . (Zpe‘;((r(p))27

luego el niimero de trios 3 . A(p)* es al menos | X|(¢M/|X])* = ¢*M?/|X|.
Como L tiene M rectas, una de ellas debe aparecer por lo menos en ¢>M/| X |
trios. Llamemos [ a dicha recta. Va a haber ¢ trios de la forma (I,[,p), pero
el resto serén de la forma (I;, 1, p) correspondiéndose a una recta I; del cepillo
de [, y cada recta contribuye con exactamente un trio. Por tanto, el niimero
de rectas en el cepillo de [ es por lo menos (¢*M/|X|) — g. Si ocurre que
| X | > gM /2, hemos acabado, y en caso contrario, se tiene que el cepillo de [
cuenta con al menos ¢?M /2| X| rectas.

Sea l € {ly, 1y, ...Ipr } tal que su cepillo, B(l), contiene al menos ¢>M /2| X|
rectas. Sea IT el conjunto de los planos en Fy' que contienen a [ y por lo menos
a otra recta " € B(l). Dado 7w € II, denotamos por H(w) = {l' € B()|l' € 7}
al conjunto de rectas de B(l) contenidas en 7. Observamos que si I’ € B(),
entonces existe un unico plano m tal que I’ € 7. Por tanto, por un argumento
de doble conteo obtenemos:

YoIHm= Y Hr el e} = [B()| = ¢*M/2|X|.

rel reB(l)

La misma técnica usada en (2.8.1) permite demostrar que

| Uren@y U = 1] > |H(m)|(g — 1)/2. Si g > 3, es facil ver que

|H(m)|(qg —1)/2 > |H(7)|q/3; y para el caso ¢ = 2 se obtiene la misma cota.
Por construccién, dos planos distintos 7, 7’ € II se cortan tnicamente en [,
por lo que tenemos:

| Ures 11 2 | Urent (Urenml = D1 = S| Urentn U= 1] > 3 qlH(m)|/3 =

mell mell

= (¢/3) ) _[H(m)| > (¢/3)*M/2|X| = ¢*M/ (6| X]).

mell

Por tanto, se tiene también que |X| > ¢*M/(6]X]), y como consecuencia,

X[ > (1/3)¢** M2,
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Ahora sea K € Fy un conjunto de Kakeya. Se tiene que K D UM, l; con

1,15, ...,y rectas con vectores directores distintos de modo que tengamos
una en cada direccién posible. Esta tiltima condicién implica que M > ¢" 1,
ya que el numero de direcciones distintas posibles es % =1+4+q+..+q¢" L
El hecho de que los vectores directores sean distintos implica que a lo sumo

q+ 1 de ellos estan contenidos en un mismo plano. Aplicando la desigualdad
probada antes, obtenemos que

3/2 n—1 1 n+2

1
|K|2§q3/2M1/22 ¢ =207

1
3
U

Este método nos indica que en IF;;’, un conjunto de Kakeya tiene dimension
|K| > ¢°?. En el caso general, indica que si tenemos un conjunto {/;} de ¢*
rectas sin que 3 compartan un mismo plano, entonces | U ;| 2 ¢°>.

2.9. Preguntas abiertas

2.9.1. Problema de las distancias distintas

Dados N puntos en el plano, jcudl es el ntimero minimo de distancias
distintas al que pueden dar lugar? Es decir, sea P C R? un conjunto de N
puntos, hallar el cardinal minimo de d(P) = {|p1 — p2|}p1 pscPpi£ps-

Un conjunto de NV puntos en posicion general da lugar a () distancias
distintas (una para cada par de puntos). No es dificil mejorar este resultado:
si los colocamos equiespaciados a lo largo de una recta, obtenemos N — 1
distancias distintas.

Erdés ya comprobd que era mas éptimo colocarlos de modo que formen
una rejilla cuadrada (similar a como los colocdbamos en las configuraciones
en red). Si P es el conjunto de puntos con coordenadas enteras (a,b) con
1 <a,b< S, siendo S? = N, entonces la distancia entre dos puntos (ay, by)
y (ag, by) resulta ser ((a; —az)? + (b1 — b2)?)/2. Como |(a; —ay)?| < S? = N,
entonces el valor (a; — az)? + (by — b2)? es un entero positivo menor o igual
que 2N. Dicho valor es suma de dos cuadrados perfectos, cosa que no son
todos los niimeros en el rango [1,2N]. Erdos ya tenfa experiencia en la teoria
de ntimeros, y pudo demostrar que |d(P)| ~ N(logN)~'/2. Hasta la fecha,
no se ha encontrado ningin ejemplo significativamente mejor que el de la
configuracién de malla cuadrada.
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Tiempo después, se ha seguido estudiando y trabajando para mejorar algo
esta cota. Szemerédi y Trotter investigaron este problema, y ello les motivo
a probar su teorema. Usando el ntimero de cruzamiento, Szekely probo que

|d(P)| 2 N~%/5 y antes de usar métodos polinémicos, la mejor cota cra
|d(P)] 2 NO*.

2.9.2. Problema de las distancias unitarias

Dados N puntos en el plano, jcudl es el nimero maximo de distancias
unitarias al que pueden dar lugar? Es decir, sea P C R? un conjunto de N
puntos, hallar el niimero maximo de pares de puntos pi, po de manera que
1 —po| = 1.

Para empezar, sea P el conjunto de puntos (1,0),(2,0),...(V,0). Es evi-
dente que en P hay N — 1 distancias unitarias.

Se puede encontrar conjuntos con un nimero de distancias unitarias que
crezca de forma mucho mas rapida. Por ejemplo, consideremos wuq, s, ..., U,
vectores unitarios, y los N = 2% puntos de la forma ) | ; Cjlj con ¢; valiendo 0
6 1. Cada punto esta a distancia unitaria de otros a puntos, luego el niimero
de distancias unitarias serd a2* = Nlogy N .

Erdos trabajé con una malla cuadrada escogiendo un espaciado adecuado,
y logré mas distancias distintas que en el mencionado ejemplo con los vectores
unitarios. Lleg6 a probar que el numero de distancias unitarias determinadas
por N puntos era menor salvo constante que N*2. Mds tarde, Szemerédi,
Trotter y Spencer lograron refinar la cota hasta N%/3. Hasta la fecha, no se
ha logrado mejorar esta acotacién.

2.9.3. Otros problemas no resueltos

El teorema de Szemerédi-Trotter se centra en los puntos r-ricos de un
conjunto de rectas, pero podemos plantear variaciones sustituyendo dichas
rectas por circunferencias, parabolas u otros tipos de curvas. Estos problemas
son sumamente complicados y muy dificiles de abordar con las estrategias
que hemos presentado hasta aqui.

Hablaremos brevemente del problema con circunferencias unitarias (es
decir, de radio 1), ya que es uno de los problemas que més han sido estudiados.
Si % es un conjunto de L circunferencias unitarias en el plano, adaptando
el argumento que utiliza los nimeros de cruzamiento se obtiene de nuevo
la cota |P.(ZL)| < L*r2 + Lr™!, ello es la misma que para rectas. No se
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ha logrado mejorar esta cota, y tampoco se han encontrado ejemplos que la
ejemplifiquen de forma satisfactoria.

Es facil hallar ejemplos con L/r puntos r-ricos sin mas que elegir preci-
samente L/r puntos y trazar r circunferencias que contengan a cada uno de
ellos. Con r = 2 también es facil hallar ejemplos de forma que |P(ZL)| ~ L?.
Es a partir de aqui cuando los ejemplos dejan de ser tan efectivos, concre-
tamente, en el rango 3 < r < LY? encontramos que los ejemplos se alejan
significativamente de la cota superior mencionada.

Para rectas, teniamos que la configuracion de red daba lugar a
|P.(Z)| ~ L*r~3, pero dicho ejemplo no funciona tan bien al trabajar con
circunferencias, pues una circunferencia puede contener muy pocos puntos
de la configuracion.

También se ha estudiado ampliamente la estimacion del maximo nimero
de incidencias entre L circunferencias unitarias y un conjunto de L puntos
(equivalente al problema de las distancias unitarias), en este caso, aplicando
métodos usados en el teorema de Szemerédi-Trotter, se obtiene que el niimero
de incidencias es menor salvo constante que L*?, y el mejor ejemplo es una
configuracién de red.
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Capitulo 3

El método polinémico

Hasta ahora hemos visto resultados de Geometria de Incidencia y del
problema de Kakeya utilizando métodos propios de éstos, como teoria de
grafos, la férmula de Euler o propiedades gcométricas basicas. Pero un gran
descubrimiento en este campo fue la ultilizacién de métodos polindémicos para
lograr demostraciones distintas, y en algunos casos més claras y eficientes.

3.1. Notacion

Para una funcién f : R® — R, vamos a definir el conjunto de los ceros
de la funcién Z(f) como

Z(f) = {z e R"|f(z) = 0}

Vamos a decir que una funcién f biseca un abierto de volumen finito U
cuando

Vol{z € U|f(z) < 0} = Vol{z € U|f(x) > 0}.

Evidente ambos volumenes valdran la mitad del volumen total de U.

Del mismo modo, si .% es un conjunto finito de .S puntos, diremos que
una funcion f biseca a . cuando |{z € .| f(z) <0} < S/2y
Hzr € Z|f(x) > 0} < S/2. Nétese que puede ocurrir que f(z) = 0 para
algin punto de S.

35



36 CAPITULO 3. EL METODO POLINOMICO

3.2. El método polinémico

El método polindmico que vamos a emplear para obtener demostraciones
alternativas, y en algunos casos mas eficientes, a algunos problemas se puede
resumir en general de la siguiente manera: dado un conjunto finito S de pun-
tos en el plano que goce de cierta propiedad geométrica, vamos a definir un
polinomio f (o puede que varios polinomios) para trasladar dicha propiedad
geométrica de S a una propiedad algebraica de f. Con resultados de geo-
metria algebraica (o en ciertos casos simples propiedades de los polinomios),
deduciremos propiedades algebraicas adicionales que debe cumplir f, lo cual
nos dara pie a deducir propiedades interesantes que debe cumplir S.

Por e¢jemplo, si S es un conjunto finito con cierta propiedad geométrica
y definimos un polinomio f que traslade dicha propiedad geométrica a una
algebraica y que ademds cumpla que su grado sea funcién de |S|, enton-
ces si logramos probar que el grado del polinomio f esta acotado, también
obtendremos una cota para el cardinal |S].

A continuacién vamos a ver algunos ejemplos del método polinémico.
Para ello, vamos a introducir dos herramientas muy ttiles llamadas el lema
de anulacion y el argumento de conteo de pardmetros. Se trata de dos lemas
simples de probar que utilizaremos principalmente para demostrar el teorema
de Kakeya en un cuerpo finito.

3.2.1. Lemas previos

Sea F un cuerpo finito. Vamos a denotar por Polp(F") al conjunto de
los polinomios en n indeterminadas con coeficientes en F y cuyo grado total
sea menor o igual que D. El espacio Polp(IF™) es un espacio vectorial sobre
el cuerpo F. Vamos a calcular la dimensiéon de Polp(F™) para usarlo mas
adelante:

Lema 3.2.1. dim(Polp(F")) = (")

n

Demostracion. Una base de Polp(F") estd formada por los monomios
2P 2D? 2P donde los exponentes son no negativos y suman como maximo
D. Vamos a hacer induccion sobre D + n:
El cason =16 D =1 es trivial. Ahora, para D +n > 2:
Dy D . _ Dy Dpa _ (D4n—1
{ayt 2| 30 Di= DY = [{ay" .,y [ 32D < DY = (7,77).

n—1
\{xlDl...xE” Y. D; < D} = (D+”_1).

n
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Y por la identidad de Pascal, la suma de ambos términos es igual a

(D+n> . O

n

Ahora sea S C F" un conjunto finito de puntos. Busquemos si existe
algiin polinomio no nulo P € Polp(F™) que valga 0 en los puntos de S.
Empezaremos por usar un argumento que utiliza la dimension hallada:

Lema 3.2.2 (Conteo de pardmetros). Sea S un conjunto finito en F™ con |S|
menor que (D:LL”). En tal caso, existe un polinomio no nulo P € Polp(F™)
que se anula en los puntos de S.

Demostracion. Consideremos el conjunto de los puntos de S = {p1,pa, ..., D5/}
Ahora consideremos la aplicacion que evalia un polinomio ) en los puntos de
S, es decir, £ : Polp(F") — FIl dado por E(Q) = (Q(p1), Q(p2), ..., Q(pis)))-

Es facil ver que es una aplicacion lineal. El nucleo de E estara formado
precisamente por todos los polinomios del espacio de definiciéon que se anulan
en los puntos de S.

La hipétesis nos indica que dim(Polp(F"™)) > |S], luego por el Teorema del
Rango el niicleo de la aplicacion debe tener dimensién estrictamente positiva
y por tanto algiin elemento no nulo.

Finalmente, usando el Lema (3.2.1), sustituyendo dim(Polp (F")) = (V™)

n

llegamos al resultado. O

Vamos a introducir un pequefio corolario que proporciona una cota algo
més grosera, pero que nos sera util mas adelante:

Corolario 3.2.3. Sea S un conjunto finito en F"™ con n > 2, entonces existe
un polinomio no nulo de grado menor o igual que n|S|*™ que se anula en los
puntos de S.

Demostracién. Sea D = |n|S|'/"|. Entonces

D4+n D+ n)! D4+n)(D+n—-1)...(D+1
( . ):(nil—)!):( £l T LADED) - oy

n
= |n"|S|]/n! > |S].

Por tanto se cumple la hipdtesis del Lema (3.2.2) y debe existir un polinomio
no nulo en Polp(F™) que se anule en S. O

A continuaciéon hablaremos del lema de anulacién, que més tarde usare-
mos para aplicar el método polindémico.
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Lema 3.2.4 (Lema de anulacién). Si P € Polp(F") y P se anula en D + 1
puntos de una recta l, entonces P se anula en toda la recta (.

Se trata de una generalizacién de un resultado mucho mas simple y uni-
versalmente conocido, que afirma que si P € Polp(F) y P se anulaen D + 1
puntos, entonces P es el polinomio nulo.

Demostracion. Parametrizamos [ por la aplicacion ¢ : F — F" de forma
¢(t) = at+b con a,b € F" y a no nulo. Definimos Q(t) = P(¢4(t)) = P(at+Db).
Q(t) es un polinomio en una indeterminada con grado menor o igual que D.
Como P se anula en D + 1 puntos de [, @) se anula en D + 1 valores de t. Por
el resultado antes mencionado, () es el polinomio nulo y P se anula en [. [

También vamos a introducir otro resultado para usarlo més adelante:

Lema 3.2.5. Si P € Pol, 1(Fy) y P se anula en todos los puntos de [y,
entonces es el polinomio nulo.

Demostracion. Usaremos induccién sobre n:

Para n = 1, se deduce inmediatamente del resultado anterior: P se anula
en g > grado(P) puntos de F,, luego es el polinomio nulo.

Hacemos el paso de induccién. Escribamos

—

P=P(xy,..,x,) = Pi(x1, oy Tp) T,

J

£~

Il
o

En esta férmula, P; son polinomios en las indeterminadas 1, ..., x,—; con
grado menor o igual que g—1. Fijamos los valores de todas las indeterminadas
r; € Fy salvo de x,,. Obtenemos un polinomio en ,, de grado menor o igual
que g—1 que se anula en todos los valores en I, luego el lema de anulacién nos
dice que es el polinomio nulo. Aplicamos la induccién sobre n y concluimos
que cada polinomio P; es el polinomio nulo, por lo que P resulta ser el
polinomio nulo. O

3.3. El problema de Kakeya en un cuerpo fi-
nito

Volvemos a centrarnos en el problema de encontrar conjuntos de Kakeya
que sean significativamente mas pequenos que el espacio total utilizando el
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método polinémico. Para los resultados anteriores no ha hecho falta tener
en cuenta el nimero de elementos del cuerpo con el que trabajabamos, pero
ahora vamos a considerar Fy, el cuerpo finito de ¢ elementos:

Teorema 3.3.1. 5t K C Fy es un conjunto de Kakeya, entonces tiene como
minimo ¢"/n™ elementos.

Demostracion. Lo probaremos por Reduccion al Absurdo: supongamos que
existe en F} un conjunto de Kakeya K de forma que |K| < ¢"/n". Por el
Lema (3.2.3), existe un polinomio no nulo P de grado D que se anula en los
puntos de K y de forma que D < n|K ]1/ " < q. Escribiremos dicho polinomio
como P = Pp+ (@, donde Pp sera un polinomio no nulo homogéneo de grado
D y (@) sera el resto de términos, de forma que el grado de () serd menor que
D.
Sea a un vector no nulo en Fy. Elijamos b de forma que la recta

{at + bt € F,} esté contenida en K. Sea R(x) = P(ax +b), R(z) es un
polinomio y grado(R) < D < q. Puesto que R(t) = 0 para todo t € F}, por
el lema de anulacién (3.2.4), R es el polinomio nulo y todos sus coeficientes
deben ser 0. Pero el coeficiente del término x” en R es precisamente Pp(a),
lo que quiere decir que Pp(a) se anula para todo a € Fj — {0}. Como Pp era
homogéneo de grado D estrictamente positivo, entonces también se anula en
0, luego resulta que Pp se anula en todos los puntos de Fy. Como D < g, el
Lema (3.2.5) nos dice que Pp debe ser el polinomio nulo y llegamos a una
contradiccion. (]

Para concluir, vamos a comparar la informacion conseguida sobre el niime-
ro minimo de elementos de un conjunto de Kakeya utilizando el método po-
linémico y la obtenida anteriormente.

La nueva cota es |K| > ¢"/n", que en la notacién introducida al principio
podemos escribir como |K| 2 ¢"; pues n" es una constante que depende
solamente de n.

La que habiamos obtenido anteriormente es |K| > q% /2, que de nuevo
podemos escribir |K| 2 g

Notemos que la cota obtenida con el método polinémico es mucho me-
jor, pues en general nos acota el tamano de los conjuntos de Kakeya por un
nimero mas grande. Ademads, esta iltima demostracién solamente ha reque-
rido propiedades de polinomios y es notablemente mas simple y directa que
la anterior. Por tanto, éste es un claro ejemplo de caso en el que el método
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polinémico simplifica las demostraciones y puede mejorar algunos resultados
obtenidos por otras vias.

3.4. El Teorema de Szemerédi-Trotter

Para probar el Teorema de Szemerédi-Trotter utilizando el método po-
linémico, tenemos que hacer uso de un resultado conocido como el Teorema
del Bocadillo de jamén. En este caso particular, lo que vamos a hacer va a
ser adaptarlo para el caso de conjuntos finitos, sustituyendo los conjuntos de
volumen finito del teorema original por conjuntos finitos de puntos, y mas
tarde lo usaremos para demostrar que podemos lograr un polinomio de forma
que cada una de las celdas en las que divide al plano contenga, a lo sumo,
un ntumero adecuado de puntos.

3.4.1. Teorema del Bocadillo de jamén general

Vamos a recordar el Teorema del Bocadillo de jamén; aqui ofreceremos
una demostracién para una dimension arbitraria, pero no olvidemos que en
este caso particular, dado que estamos trabajando en el plano, nos bastaria
considerar el caso de R2.

Para esta demostracion, es necesario recordar antes el Teorema de Borsuk-
Ulam, que enunciamos a continuacién:

Teorema 3.4.1 (Borsuk-Ulam). Si f : S — R" es continua, entonces eriste

x €8S" tal que —f(x) = f(—x).

Se puede encontrar una demostracion del teorema en [8].
Concretamente, en este trabajo utilizaremos un corolario de dicho teore-
ma:

Corolario 3.4.2. Sea f : S™ — R continua y antipodal, es decir,
f(z) = f(—z)Vx € S". Entonces eziste xo € S™ tal que f(zq) = 0.

Demostracion: Por el Teorema (3.4.1), 3xy € S™ tal que
f(xo) = f(—=z0) = —f(x0). Por tanto, f(z) = 0. O

Teorema 3.4.3 (Teorema del Bocadillo de jamoén). Sea V' un espacio vec-
torial de funciones continuas en R"™ y tales que para cada f € V — {0}, el
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conjunto Z(f) es de medida nula. Sean Uy, Us,...,Uy C R™ abiertos con vo-
lumen finito y con N < dim V. Entonces existe f € V— {0} que biseca a
cada uno de los abiertos U;.

Demostracion: Para cada i = 1,2, ..., N, definimos la funcién
¢; 'V —{0} — R de la siguiente manera:

¢;(F) =Vol({x € U;|F(x) > 0}) — Vol({x € U;|F(x) < 0}).

Las funciones ¢; son claramente antipodales, pues ¢;(—F) = —¢;(F'). Ademas,
¢i(F) = 0siy solo si F' biseca el conjunto U;.

Sea ahora ¢ : V — {0} — R¥ definida por ¢ = (¢, @2, ..., dn).

Sabemos que dimV > N, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que dim V = N+1. Elijamos un isomorfismo de V en RV*! y consideremos S»
como subconjunto de V. Para ello, lo que hacemos es considerar { f1, ..., fy+1}
una base de V, e identificamos el elemento de (A, ..., A\yy1) de R¥*! con
M fi+ .. FAviifave de V. De esta forma, SV resulta el conjunto de funciones
de V' con norma 1.

La aplicacién ¢ : SN¥ ~ V — {0} — RY es antipodal, y si ademds es
continua, aplicando (3.4.2), concluimos que existe una funcién
F €SN cV —{0} tal que ¢(F) = 0. Dicha funcién F biseca a cada uno de
los Uj;.

Lo 1nico que queda es ascgurarse de que en efecto ¢ es continua. Lo
afirmaremos como un pequeno lema:

Lema de continuidad: Sea V' un espacio vectorial de funciones continuas
en R" de dimensién finita. En estas condiciones, si U es un abierto de volumen
finito, entonces la medida del conjunto {x € U|f(x) > 0} depende de forma
continua de f.

Demostracion: Supongamos que f es una funcion no nula de V', y
{fn}n>1 C V una sucesién de funciones con f, — f en V. A priori, f,
converge a f con la topologia de V| ello es que las coordenadas de los términos
de f, convergen a los de f. Pero ello implica también la convergencia puntual.
Sea ¢ > 0. Podemos encontrar un subconjunto £ C U de forma que f,, — f
uniformemente en los puntos de U — F, y la medida de F sea menor que e.
(Ver Teorema 4.4 en [10])

El conjunto {z € U|f(x) = 0} es de medida nula, y U tiene medida finita.
Sabiendo esto, podemos elegir un ¢ de forma que el conjunto
{z € U||f(z)] < §} tenga medida menor que €. (Ver Teorema 3.3 en [10])
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Elegimos un n suficientemente grande para que |f,(x) — f(x)] < 0 en
U — E. Entonces las medidas de los conjuntos {x € U|f,(z) > 0} y
{z € U|f(z) > 0} difiecren como mucho en 2¢, pero como el € es arbitraria-
mente pequeno, concluye la demostracion. Ol

O

En nuestro caso, dichas funciones f van a ser polinomios, que cumplen
que son continuos y que el conjunto de sus ceros tiene medida nula.

3.4.2. Teorema del Bocadillo de jamén para conjuntos
finitos

Vamos a adaptar el tcorema del Bocadillo de jamoén general para conjun-
tos finitos de puntos:

Teorema 3.4.4 (Teorema del bocadillo de jamén para conjuntos finitos).
Sean S, .S, ..., SN conjuntos finitos de puntos en R"™ de forma que

N < (”*") = dim Polp(R"). Entonces existe un polinomio P no nulo

P € Polp(R™) que biseca a cada uno de los conjuntos .%; para 1 <i < n.

Para esta demostracion vamos a aplicar el teorema del Bocadillo de jamén
considerando d-bolas en torno a cada uno de los puntos, para luego hacer &
tender hacia 0.

Demostracion: Sea § > 0y sea U5 = Uy,cvB(p;,0) el conjunto formado
por la unién de las d-bolas centradas en los puntos de .; y con radio ¢ , de
forma que las bolas sean disjuntas. Por el Teorema del Bocadillo de jamon,
existe un polinomio Ps con grado menor o igual que D que biseque a cada
uno de los U; 5. De forma similar a la anterior demostracién, reescalamos P
para que Ps € SV C Polp(R") — {0}, es decir, dividimos el polinomio por su
norma para asegurarnos de que el resultante tiene norma 1.

De esta forma, como SV es compacta, escogemos una sucesién 6,, — 0
de forma que Ps,, — P siendo P un polinomio P € SV C Polp(RY) — {0}.
Como cada uno de los coeficientes de Py converge a los coeficientes de P, se
tiene que Ps converge a P de forma uniforme en los compactos.

Vamos a ver que P biseca a cada uno de los .; por reduccién al absurdo:
de no ser asi, podemos suponer que P > 0 en mas de la mitad de los puntos
de .7 (el caso P < 0 serfa andlogo). Sea ;% = ., N (P > 0). Elijjamos un
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€ > 0 suficientemente pequetio para que P > € en torno a cada punto de .%;"
y ademas que las e—bolas sean disjuntas. Como P; — P uniformemente en
los compactos, escojamos un m suficientemente grande para que cumpla que
0m < €. Entonces P, > 0 cn més de la mitad de U, ;,,. Esta contradiccion
prueba que P biseca a .%;. O

Nota: supongamos que hemos fijado el nimero n (es decir, la dimensién
del espacio ambiente). Recordemos que se tiene que:

D+n D +n)! D+n)(D+n-1)...(D+1
( + ):(n!;!)z( +n)( +n! )DAD)  po

n
Si fijamos ahora N, tendremos que para D > v/n!- /N existe un polinomio
P € Polp(R™) que biseca los conjuntos .7, . %, ..., #y. Asi pues un grado
D ~ NUY™ es suficiente para bisecar N conjuntos finitos. El resultado se debe

interpretar asintéticamente en funciéon de N y con n fijo. Obsérvese que para
n =2 el grado D > v/2N'/? es suficiente.

3.4.3. Teorema de Particiéon Polindmica

A continuacién vamos a probar el Teorema de Particion Polinémica, para
comprobar que existe un polinomio de forma que cada una de las celdas en
las que sus ceros dividen el espacio contenga un ntimero uniforme de puntos

de &.

Teorema 3.4.5 (Teorema de Particién Polinémica). Sea n > 2 un entero.
Eziste C'(n) € R una constante que depende solo de n de forma que si .
es un subconjunto finito de R™ y D > 1 es un entero, entonces existe un
polinomio P € Polp(R™) no nulo tal que R" — Z(P) = O; U Oz U ... 1O, con
01, Os, ..., O; abiertos disjuntos, t < D?, y de forma que |0;N.¥| < ||/ D™.

Demostracion: La idea de la prucba es usar reiteradamente el Teorema del
Bocadillo de Jamén para conjuntos finitos como medio para obtener subdi-
visiones sucesivas. Mds concretamente, vemos en primer lugar que:

Lema 3.4.6. Dado un conjunto finito de cardinal S, para un entero l > 1,
existen polinomios Py, Py, ...P, de grados dy,dy,...,d; con d; < a(n)20=Y/n
para i = 1..1 de forma que R" — Z(P1P,...P,)) = O U Oy U ... U Oy con
01,0y, ...,Oy abiertos disjuntos y |0; N .| < |7 /2
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Demostracion: Por el Teorema del Bocadillo de Jamoén para conjuntos finitos
(3.4.4), existe un polinomio P; de grado d; = 1 que biseca .. Denotemos
por Oy = {z € R"|Pi(z) > 0} y O_ = {z € R"|Pi(z) < 0}, y scan
S =0,NLyS =0_NS. Deesta forma tenemos R"—Z(P;) = O, UO_
AR AR

Aplicamos el Teorema del Bocadillo de Jamon para conjuntos finitos
(3.4.4) a las componentes ., y .%_: existe un polinomio P> de grado
dy < a(n)2Y" de forma que biseca a .7, y .7, es decir, tomando
Ogr =0,N{P, >0}, 0, =0, N{P <0}, y Sy = Oce, NS, con
€ € {+,—} para i = 1,2 tenemos que R" — Z(P, ) = Ug,e{+,-}0c,e, cOMO
unién disjunta de abiertos y |%,.,| < |[|/2%

Iterando el procedimiento, para t < [ tendremos polinomios Py, P, ..., P,
de grados d; < a(n)20~1/" para i = 1...t y abiertos disjuntos O,, ., con
€ € {+,—} de manera que R" — Z(P,...P) = Uq,eq4,-10¢,..c, ¥
| L] < |L1/28 siendo S, o, = Oc,y.e NS

Puesto que el nimero de abiertos O, ., es 2! (pues cada € puede tomar
dos valores, + y —), se obtiene el resultado.

Noétese que, puesto que en la etapa t — 1 el nimero de “celdas” (abiertos)
es 2071 y por lo tanto el grado de P, es d; < a(n)?“fl)/” y se puede tomar
a(n) = /n! (ver la nota anterior). Asimismo,

Oc.eo1v = Ocpocpy N {Pt > 0} Y Oe.coon- =0 N {Pt < 0}' U

€1...€6¢—1

Una vez visto el lema, seguimos con la demostracién del Teorema:
observemos en primer lugar que si P = P| P,... P, entonces el grado de P
es

d= Z grado(P, 22(2 v/ L(T/” —1) < ¢(n)2!/m.

2l/n _ 1
Fijemos ahora d > 1 y sea [ con la condicion
c(n)2'=V/" < D < ¢(n)2!/".

Tendremos que el polinomio P = P P,... P, tiene grado menor o igual que
D, por lo que R* — Z(P) descompone como unién disjunta de 2! abiertos
disjuntos Oy, Os, ..., Oy v cada uno de ellos contiene a lo sumo |.|/2! puntos
de |.#|. Ahora, tenemos que |.7|/2! < |.L|e(n)"/D" < |.|/D" y para el
numero de “celdas” Oy, Os, ..., Oy tenemos que

2l =2.2" < 2D"/e(n)" < D"
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lo que finaliza la demostracion.

3.4.4. El Teorema de Szemerédi-Trotter

Tras haber probado estos resultados previos, finalmente estamos en con-
diciones de demostrar el Teorema de Szemerédi-Trotter utilizando el método
polinémico:

Teorema 3.4.7 (Szemerédi-Trotter para incidencias). Sea . un conjunto
finito de puntos en el plano y £ un conjunto finito de rectas. Definamos S
como el cardinal de ¥ y L como el de . En tal caso se cumple que

1(.7. L) < SYPL2 4+ S + L.

Demostracion. Notemos antes de nada, que si se da que L > S? é que
L? < S, entonces el teorema se deduce como corolario del Lema (2.3.1)
probado anteriormente: supongamos que L > S2. En este caso,

S2BL2B3 + § 4+ [ > 8843 4+ S+ L =5>+S+L>S*+1L

y se tendrfa que |[(7, L) < S?+ L < S*3L?* + S+ L por el Lema (2.3.1).
De igual manera, si L? < S el mismo resultado prueba el teorema. Por lo
tanto podemos restringirnos al caso S%/2 < L < S2.

Sea D un entero (que fijaremos mas adelante). Por el Teorema de Par-
ticién Polindmica (3.4.5), existe un polinomio P € Polp(R?) de modo que
R—Z(P)=0,U05U...10;, con Oy, 0, ..., Oy abiertos disjuntos y t < D?,
ysi S =0;,N conl <i <t setiene que || < ||/ D% Para cada
i=1,.,tsea Z, ={l € Z|INO; # 0} el conjunto de rectas de .Z que
cortan a la celda O;.

Separaremos el conjunto de los puntos . y de rectas .Z de la siguiente
manera:

Sea ., = S NZ(P)y sea V. = ./ —.%,. Denotamos por S, S, sus
cardinales.

Sea Z, ={le Ll C Z(P)}, ysea L, = L —Z,. Denotamos por L, L.
sus cardinales.

De esta forma, podemos dividir el conjunto de incidencias de la siguiente
forma:

(S, L) = (L, LYUI(S, L) = [(So, L) U IS, LY UI(S, L),
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(Notemos que I(.7.,Z,) = 0).
A la hora de contar el niimero de incidencias, tenemos por tanto que

(7, L) < (S, D) + |1 L) + (2, Z2)]-
Tratemos de acotar cada uno de los términos:

» Para acotar el primer término, aplicamos el lema (2.3.1) a cada una de
las celdas: |1(.%}, ;)| < L; + S?.

Y en total, vemos que
[1(S L) =32 11, L) < 32 (La+ 57) = 32 Li+ 32, 57

Una recta que no esté contenida en Z(P) corta a éste como mucho
D veces (debido a que como el grado de P era menor o igual que D,
podemos aplicar el resultado (3.2.4)), por ello una recta atraviesa como
mucho a D + 1 celdas. Luego el sumatorio de L; lo podemos acotar por
(D+1)L.

En cuanto al término Y, S?, podemos hacer

Y SPL) Si(SD?) =8D?Y S < S*D

Conluyendo la acotacién del primer término, obtenemos que

(S, L) S LD+ S*D 2 + L.

» Acotemos ahora el segundo término: cada | € £, corta a Z(P) como
mucho D veces -ya que [ es una recta y Z(P) son los ceros de un
polinomio de grado D-, luego puede tener como maximo D incidencias
con .%,, por lo que podemos acotar

1(.7., 2)| < LD.

= Por tdltimo, solo nos queda acotar el tercer término: el nimero de rectas
de .Z, es como méaximo D. Podemos aplicar el lema (2.3.1) para obtener:

(.S, L) < S+ D*.
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Ahora juntamos lo obtenido en la acotacion de cada término:
(S, L) S2LD + L+ S*D2 + S+ D

Llega el momento de escoger el valor de D de forma que optimicemos la
cota obtenida: recordemos que D debe ser un entero positivo, pues es el grado
de un polinomio. Busquemos un D que minimice 2LD + S?D~2. Si tomamos
la funcién f(x) := 2Lz 4+ S*x~2, observamos que f presenta un minimo en
x = S?BL7Y3. Puesto que tenemos L < S2?, entonces S¥3L~1/3 > 1. Asi
pues, podemos tomar D entero, D ~ S?/3L~1/3 que minimiza 2LD + S?D~2.
Por otro lado, de la otra desigualdad S'/? < L, obtenemos que
D2 ~ 84/3L_2/3 < S.

De csta forma, la desigualdad queda

QLD + L+ S+ D*+5?°D 2~ 2LD + L+ S+ D*+ S*(S™43L*3) <

<28+ 2LD + L+ S*3L%3 <28 + L4 2L(S?PL7Y3) 4 §23L%3 <
< L+2S 4283123 1 §¥312/3 = 98 4 [, 43523 %3

y finalmente, por la definicién de “<”que estamos utilizando, podemos igno-
rar los coeficientes de los términos de la desigualdad siempre que estos sean
constantes, resultando en:

1(.7. L) < S*PL3 4+ 5 + L.

De esta forma obtenemos la cota deseada y concluye la demostracion del
Teorema de Szemerédi-Trotter utilizando el método polinémico. O

En conclusién hemos comprobado que el mencionado método polinémico
proporciona algunas demostraciones mas claras y rapidas que los medios
convencionales para los problemas estudiados.

En el caso del problema de Kakeya analizado en el presente trabajo esto
es evidente, y llega a mejorar las cotas obtenidas.

En el caso del Teorema de Szemerédi-Trotter hemos tardado un poco
mas en finalizarlo, pero no olvidemos que los teoremas previos son resultados
independientes cuya demostracion es ampliamente conocida y se podrian
haber usado directamente si solo nos interesara la demostracién de Szemerédi-
Trotter.

Usando métodos polinémicos, también es posible extender el Teorema
de Szemerédi-Trotter a R3, pero como mencionamos en la introduccién, se
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utilizan resultados avanzados de geometria algebraica y ello queda fuera del
alcance de este documento.

El método polinémico proporciona por tanto un enfoque muy 1til e in-
teresante para abordar tanto problemas ya resueltos como algunos que se
siguen investigando y, dado que es una herramienta relativamente reciente,
cabe esperar que pronto empiece a dar grandes resultados aplicado a distintas
arcas, no solo a la geometria de incidencia.

3.5. Conclusiones

En conclusién, en el presente trabajo hemos comprobado que el citado
método polinémico proporciona algunas demostraciones més claras y rapidas
que los medios convencionales para los problemas estudiados.

En el caso del problema de Kakeya analizado en este trabajo esto es
evidente, y llega a mejorar las cotas obtenidas.

En el caso del Teorema de Szemerédi-Trotter hemos tardado un poco
mas en finalizarlo, pero no olvidemos que los teoremas previos son resultados
independientes cuya demostracién es ampliamente conocida y se podrian ha-
ber usado directamente si solo nos interesara la demostracién del mencionado
Teorema Szemerédi-Trotter.

Usando métodos polinémicos, también es posible extender el Teorema
de Szemerédi-Trotter a R3, pero como mencionamos en la introduccién, se
utilizan resultados avanzados de geometria algebraica y ello queda fuera del
alcance de este documento.

El método polinémico proporciona por tanto un enfoque muy 1til e in-
teresante para abordar tanto problemas ya resueltos como algunos que se
siguen investigando y, dado que es una herramienta relativamente reciente,
cabe esperar que en el corto plazo comience a dar grandes resultados aplicado
a distintas areas, no solo a la geometria de incidencia.
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